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MELANGES.

ÉTUDE D'UN COMPLEXE DU SECOND ORDRE;

P A R M . P A I N V I N .

1. Proposons-nous la question suivante :

On donne un ellipsoïde ; étudier la position des droites pqr lesquelles
on peut mener à cet ellipsoïde des plans tangents rectangulaires.
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Si (D) est une des droites par laquelle on peut mener deux plans
tangents rectangulaires, un troisième plan tangent, perpendiculaire
à cette droite, la rencontrera en un point situé sur la sphère (S),
lieu des sommets des trièdres trirectangles circonscrits à l'ellipsoïde
donné 5 de sorte que, si S est le point de rencontre et que D soit le
pied de la perpendiculaire abaissée du centre O de l'ellipsoïde donné

sur la droite (D), on aura OS = OD 4- US . Mais la distance DS
est visiblement égale à la distance du centre O au plan tangent per-
pendiculaire à la droite-, par conséquent, si a, (3, y sont les angles de
la droite (D) avec les axes O#, Oy, Oz de l'ellipsoïde, et si

x2 r2 z"
~ + f. + — — 1 —o

est l'équation de cet ellipsoïde, on a

QS = a% -+- b2 •+• c\ DS =a»cos2a-f- ^cos '^-h c2cos2y;

par suite, en désignant par â la distance du centre à la droite (D), on
a la relation caractéristique

(i°) è2 = ai-h b2-)- c2 — (a2cos2a-h è3cos' (3-I- c3 cos'y).

Il résulte de là que £2 doit être inférieure à (as -4- 62 -f- c*) \ donc :

THÉORÈME I. — Les droites réelles, satisfaisant à la question, dot*
vent toutes pénétrer dans l'intérieur de la sphère (S), lieu des sommets
des trièdres trirectangles circonscrits à Vellipsoïde donné.

2. Si maintenant nous représentons la droite (D) par des équations
de la forme

/ j - m z + p,
(20) * ]

où
r— np— mq,

on a

cos a cos[3 cos y

En substituant ces valeurs dans l'égalité (i°), mise d'abord sous la
llull. des Sciences mat ht'm, et attron.y t. II. (Décembre 1871.) ^
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forme

ô2— (62~4-e2)cos2a-+- (c2-f-a') cos2 (3-f- (a24-&2) cas*y,

il vient

( 3° ) p 2 -f- g2 H- r2 = ( 62 -h c2 ) m 7 -t- ( c2 H- a7 ) w3 4- ( a2 -4- 62 ).

L'assemblage des droites (D) constitue un complexe défini par
l'équation (3°) ; ce complexe est du second ordre; je me propose d'en
indiquer ici les propriétés.

La théorie des complexes généraux du second ordre, abordée pour
la première fois par Plücker (Neue Geometrie), a été complétée par
MM. Klein et Lie {Mathematische Annalen)-, voir le Bulletin des
sciences mathématiques, t. II, p . 72.

L'étude actuelle a pour objet un complexe particulier du second
ordre; mais il importe de remarquer que ce complexe, qui a son
point de départ dans une définition géométrique bien précise, pré-
sente les rapports les plus intimes soit avec les surfaces homofocales,
soit avec la surface des ondes, et apporte aux propriétés déjà si
nombreuses de ces surfaces un contingent assez considérable de pro-
priétés nouvelles. Dans cette recherche, j 'ai principalement en vue
la situation des droites réelles du complexe ; c'est là ce qui spécialise
et caractérise cette nouvelle étude. J'ai abordé cette question de plu-
sieurs manières ; la méthode purement analytique se trouve dévelop-
pée dans un Mémoire qui sera inséré dans un autre recueil.

3. Si #0, y<M *o e t # n yn %i sont les coordonnées de deux points
de la droite (D), on a

' ( xozt — z9xx v*Z\ — z*x{ ^ r , — # i n
\ p — > q = ' y r— ;

I Xx — .r0 tr, -— T
1

si UQ, V0, WQ et Mi, t?i, W't sont les coordonnées de deux plans passant
parla même droite (D), on a

(i 6/5)1
m — • 1 n =
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Eu égard à ces valeurs, l'équation (3°) prend Tune ou l'autre des
formes suivantes :

4 . Lorsque, dans l'équation (2), on regarde orifyi9 zt comme des
coordonnées variables et qu'on supprime les indices, on a l'équation
suivante :

laquelle représente un cône du second ordre, lieu des droites du
complexe passant par le point fixe P (x0, yQ, z0) ; nous dirons que
c'est un cône du complexe, et nous le désignerons par (C),

S. Si, dans l'équation (3), on regarde w, v, w comme des coordon-
nées variables et qu'on supprime les indices, on a l'équation sui-
vante :

5

laquelle représente une conique, enveloppe des droites du complexe
situées dans le plan I I (u0, t?05 w0) ; nous dirons que c'est une conique
du complexe, et nous la désignerons par (F) .

6. Nous ferons de suite les remarques suivantes :
i ° Si, d'un point P, on circonscrit un cône à l'ellipsoïde donné,

le cône (C) du complexe sera évidemment le lieu des droites par les-
quelles on peut mener des plans tangents rectangulaires au cône cir-
conscrit j et, lorsque

est l'équation du premier cône rapporté à ses plans principaux, on
sait que l'équation du second est

M(N-h P)
24.
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2° Si P o est u n des points pour lesquels le cône du complexe se
rédui t à deux p lans , et si I I 0 est un des plans du système, la conique
( F ) située dans le plan I I 0 se réduira à deux points , dont u n est le
point P o ; car il y a une infinité de droites du complexe situées dans
le p lan I l 0 et passant pa r le poin t P o .

3° S i I I 0 est u n des plans pour lesquels la conique (F) se rédui t à
deux points , et que P o soit u n de ces points , le cône du complexe,
ayant son sommet en P<), se réduira à u n système de deux p lans , dont
u n sera le p lan I I 0 .

7 . S i , d 'un point P , on mène le cône circonscrit à l 'ell ipsoïde, le
cône (C) d u complexe aura les mêmes plans pr inc ipaux que le cône
circonscrit [ 6 ] $ on sait d 'ail leurs que les plans pr inc ipaux de ce der -
nier cône sont les plans tangents aux trois surfaces homofocales qui
passent par son sommet \ donc :

THÉORÈME IL — Les droites du complexe, passant par un même point
P, forment un cône (C) du second ordre ; les plans principaux du cône
(C) sont les plans tangents, en son sommet, aux trois surfaces homofo-
cales de Vellipsoïde donné qui passent par ce sommet.

Le centre de la conique, définie par Péquation (5), est :

uou-\-vov-h wtiw—[u
ou

x{ y s zx

on voit que ce point est le pied de la perpendiculaire abaissée du
centre O de l'ellipsoïde sur le plan II ; donc :

THÉORÈME III. — Les droites du complexe, situées dans un plan H,
enveloppent une conique (F) dont le centre est le pied de la perpendicu-
laire abaissée du centre O de Vellipsoïde sur le plan II.

8. L'équation (5) de la conique (F) peut s'écrire :

(6)
— 2 ( ll0 U -f- Vo V -+- (Vo W ) ( a2 U UQ H- b2 i'e V -f- C2 (V W9 — I ) — Oi. t

Cette équation nous montre que :

TOÉORL^TE IV. — La conique (F^ du complexe, située dans un plan
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Ef, est inscrite dans un cône ayant pour sommet le pôle du plan Tï par
rapport cl V ellipsoïde donné, et circonscrit à une certaine surface homo fo-
cale de cet ellipsoïde ,• elle est également inscrite dans un cylindre perpen-
diculaire au plan ïl0 et circonscrit à la même surface homofoeale que
le cône précédent.

9. Si l'on forme, relativement au cône défini par l'équation (4),
l'équation en s, savoir

i 3 - (A4-A' + A>2-h (A'A" — B2-f- A"A — B'2-+- AA' — B"')s

-t- AB2-f- A'B'M-A"B"2— AA'A"- aBB'B' = o ,

on trouve ici

(7) 53-2So^-4-(S2
ô-

après avoir posé

(8) | G = (62-+- c2)x2-+- (c2-h à1) f 4- {a*-hb2)jz2 — (b'c*H-e2a2 -f- a2b2),
(

On conclut immédiatement de là que :

THÉORÈME V. — Le lieu des points pour lesquels le cône (C) $eréxduit
à un système de deux plans est la surface

(9) (A) SG+H=o;-

les plans tangents à cette surface sont les plans IT0 pour lesquels la coni-
que (F) se réduit à un système de deux points.

Cette proposition est un cas particulier du théorème analogue
démontré par Plücker [Neue Geometrie) pour les complexes géné-
raux du second ordre.

Ajoutons de suite que :

THÉORÈME VI. — Les plans auxquels se réduisent les cônes du com-
plexe touchent la surface A; et les deux points auxquels se réduisent les
coniques du complexe appartiennent également à la surface A \ les réci-
proques sont vraies.

Cette proposition est une conséquence immédiate de la remarque
3° [n° 6] et du théorème précédent.
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10. Si l'on pose
1

la surface A pourra être représentée par Tune ou l'autre des équa-
tions

(IO) -~[A(BH-C).r2-f-B(C4-A)/2-+ C(A-4-B)s*]
( -+• ABC = o ( équation ponctuelle ),

i — o (équation tangentielle).

Ces équations mettent en évidence les propriétés suivantes :

THÉORÈME VII. — La surface A est la SURFACE DES ONDES relative-
ment à l'ellipsoïde directeur

À ""*" B "+" ÏÏ " ~ I ~ °'

c'est-à-dire qu'on l'obtient en portant, à partir du centre, sur la per-
pendiculaire à chaque section centrale des distances égales aux longueurs
des axes de l'ellipse qu'elle détermine.

Cette sur face passe par l'intersection (imaginaire) de l'ellipsoïde pri-
mitivement donné avec la sphère lieu des sommets des trièdres trirectan-
gles circonscrits; elle est aussi inscrite dans la développable circonscrite
à ce dernier ellipsoïde et au cercle imaginaire de l'infini.

On sait que la surface A admet 16 points doubles ( 4 réels, 8 ima-
ginaires, 4 à l'infini) et 16 plans tangents doubles, dont 4 réels}
cette surface se compose de deux nappes distinctes, renfermées entre
les deux surfaces

- z*— (a2•+- b7-\- 6>2) = o,

ces deux nappes se raccordent aux 4 points doubles coniques réels.
Nous appellerons nappe inférieure celle qui est la plus rappro-

chée du centre de l'ellipsoïde.

i i. Considérons un point a réel de la nappe supérieure de A ;
\e cône du complexe, ayant son sommet en a, se réduit à deux plans,
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soit Il0 l'un d'eux; la conique Fo, située dans le plan ÏI0, se compo-
sera de deux points, a et a', et les deux points a et 0! appartiendront
à la surface A. Or les deux plans auxquels se réduit le cône du com-
plexe doivent toucher la surface A; l'un d'eux, au moins, touchera
la nappe inférieure, il sera donc réel; il en sera, par conséquent, de
même de l'autre, puisque l'équation qui les donne est à coefficients
réels. La conique (a, a!) correspondante est alors réelle, car un de
ses points, a, est réel; par suite, le plan auquel elle correspond doit
toujours toucher la nappe inférieure de A.

Si le point réel a est sur la nappe inférieure de A, le cône du com-
plexe, ayant son sommet en a, se réduit encore à deux plans ; un de
ces plans, au moins, devra toucher la nappe supérieure; il sera donc
imaginaire, et l'autre le sera également, puisque l'équation qui les
donne est à coefficients réels. La conique correspondante à l'un
quelconque de ces plans se composera d'un point réel et d'un point
imaginaire.

Ainsi :

THÉOUÈME VIII. — Les points de la NAPPE SUPÉRIEURE de A sont
ceux pour lesquels le cône (C) se réduit à deux plans réels; ces deux
plans touchent la nappe inférieure. Les plans tangents réels à la nappe
supérieure sont ceux pour lesquels la conique (F) se réduit à deux points
imaginaires.

Les points de la NAPPE INFÉRIEURE sont ceux pour lesquels le cône (C)
se réduit à deux plans imaginaires; ces deux plans touchent [imaginai-
rement) la nappe supérieure. Les plans tangents réels à la nappe infé-
rieure sont ceux pour lesquels la conique (F) se réduit à deux points
réels; ces points appartiennent à la nappe supérieure.

12. Soit un point a de la nappe supérieure de A, et IT0 un des
plans du système correspondant; le plan n o touche la nappe infé-
rieure, soit C le point de contact; il coupe, en outre, la nappe supé-
rieure suivant une courbe 3i. Le cône du complexe, ayant son sommet
en C, se réduit à deux plans imaginaires, dont les intersections par
le plan II0 sont des droites de complexe qui doivent passer parle
point C, et respectivement par les points réels a et a1 de la conique
correspondante au plan Ho ; ces deux droites seraient donc réelles,
ce qui ne peut avoir lieu à moins que l'intersection des deux plans
imaginaires ne coïncide avec la droite aa'.
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Si maintenant on imagine le sommet du cône se déplaçant sur la
courbe J l 9 le cône se réduit à deux plans réels, dont les intersections
par le plan II0 passent par les points a et a'; lorsque le sommet P se
rapproche du point a, par exemple, la droite P a devient tangente en
a à la courbe 5 l 5 et elle est, en outre, l'intersection des deux plans
du complexe correspondant au point a, puisque l'un d'eux est le
plan II0 .

Donc :

THÉORÈME IX. — Lorsque le sommet du cône du complexe est en un
point de la surface A, ce cône se réduit à deux plans dont la droite d'in-
tersection touche la surface A au point considéré; cette droite est, en
outre, normale à lune des surfaces homo focales qui passent par ce point.

Cette seconde partie de la proposition est une conséquence évi-
dente de la remarque i° [n° 6] \ car si le cône du complexe se réduit
à deux plans, ces deux plans passent visiblement par un des axes du
cône circonscrit.

Nous pouvons encore énoncer la proposition suivante, qui résulte
des considérations précédentes et du théorème III :

THÉORÈME X. — Lorsqu'un plan est tangent à la surface A, la coni-
que (F) se réduit à deux points a, af, situés sur la surface A-, la droite
qui les joint est tangente à une des nappes de la surface, et normale à
une des surfaces homo focales qui passent par le point de contact; elle esty

en outre, Vintersection des deux plans auxquels se réduit le cône du
complexe ayant son sommet au point de contact. Le lieu des milieux des
seqmenls ad est la podaire du centre de Vellipsoïde relativement à la sur-
face A.

13. Nous préciserons encore mieux la position des droites réelles
du complexe par les propositions qui suivent :

THÉORÈME XI. — Les droites réelles du complexe passent toutes entre
les deux nappes de la surface &, sans jamais pénétrer dans l'intérieur
de la nappe inférieure; les positions limites de ces droites sont tangentes
aux nappes de A.

En effet, une droite réelle (D) ne peut pas pénétrer dans la nappe
intérieure; car si cela pouvait arriver, elle rencontrerait cette nappe
en un certain point I; pour ce point I le cône (C) du complexe se
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réduit à deux plans imaginaires dont l'arête touche Aen Ij mais la
droite (D), qui passe par le point 1, doit alors appartenir à ce système
de deux plans; et, comme elle est réelle, elle ne peut que coïncider
avec leur arête-, l'hypothèse faite est donc inadmissible.

Supposons maintenant la droite (D) réelle et extérieure à la sur-
face A*, menons alors un plan par cette droite et le centre O de l'el-
lipsoïde ; ce plan coupera la nappe extérieure de A suivant une cer-
taine courbe 5'; les cônes du complexe dont les sommets sont sur ô'
se décomposent en des plans réels, dont les intersections par le plan
considéré seront autant de droites réelles du complexe situées dans
ce plan. La conique (F) correspondant à ce plan est donc réelle, et
son centre est le point O [n° 7 ] . Or cette conique ne peut pas être
une hyperbole, car on pourrait alors lui mener des tangentes des
points situés dans le voisinage du point, et il y aurait ainsi des droites
réelles du complexe pénétrai! t dans l'intérieur de la 2 e nappe de A ;
ce qui est contraire à Ja première partie de la proposition. Cette co-
nique, qui est une ellipse, doit toucher la droite (D) -, or, si cette
droite (D) est extérieure à la surface A, et, par suite, à la courbe &',
l'ellipse interceptera sur cette courbe df une certaine portion d'arc;
mais les divers points de cet arc donnent lieu à des droites réelles,
issues de ces points, qui devraient toucher l'ellipse; ce qui est im-
possible. 11 résulte de là que la droite (D) ne peut être supposée exté-
rieure à la surface A.

M. Darboux, en appelant mon attention sur le lieu géométrique
énoncé au commencement, m'avait signalé la propriété dont je viens
de donner la démonstration.

THÉORÈME XII. — Lorsque le plan Tl eH extérieure la surface A, la
conique vFj correspondante est une ellipse imaginaire; quand il passe
entre les deux nappes de A, la conique est une hyperbole; enfin, quand il
pénètre dans la nappe intérieure, la conique eU une ellipse réelle.

Lorsque le plan II est extérieur à A, il n'y a, dans ce plan, aucune
droite réelle du complexe, puisque ces droites doivent passer entre
les deux nappes de A-, donc la conique (F) est une ellipse imagi-
naire.

Si le plan II pénètre dans la nappe inférieure de A, il coupe les
deux nappes sui\ ant les courbes â et $0 respectivement, la première
de ces courbes enveloppant la seconde. La conique F est alors une
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ellipse réelle renfermée entre les deux courbes S et §0. En elïet, la
conique F ne peut pas être une hyperbole \ car si cette hyperbole ne
renferme pas intérieurement la courbe 50, on pourrait lui mener des
tangentes des points situés dans l'intérieur de #05 il y aurait donc des
droites réelles du complexe pénétrant dans la nappe inférieure de A;
si cette hyperbole renferme intérieurement la courbe §0, elle inter-
ceptera sur la courbe $i une portion d'arc, des points de laquelle on
ne pourrait pas lui mener de tangentes, ce qui ne peut avoir lieu.
La conique est donc une ellipse $ et Ton voit, en raisonnant sembla-
blement, que cette ellipse est réelle, et comprise entre les courbes
dt et d0.

On conclut de là que, si le plan II vient passer entre les deux nap-
pes de A, la conique F est une hyperbole, et cette hyperbole doit être
extérieure à la section de la nappe supérieure par le plan II ( théo-
rème VIII).

14. THÉORÈME XIII. — Lorsque le sommet du cône est à Vinfini sur
une direction (oc, fi, y), le cône se réduit à un cylindre de révolution,
dont le cercle directeur est Vintersection, arec la sphère lieu des sommets
des trièdres trirectangles circonscrits à l'ellipsoïde donné, du plan langent
à cet ellipsoïde mené perpendiculairement à la direction choisie.

Lorsque le plan II passe par le centre de l'ellipsoïde, la conique (F)
correspondante est une ellipse réelle ayant pour centre celui de Vellip-

En effet, le sommet P du cône étant à Pinfini sur une direction
(a, j3, y), imaginons le cylindre circonscrit parallèle à cette direction}
le cône du complexe est alors le lieu des droites par lesquelles on peut
mener des plans tangents rectangulaires à ce cylindre-, or, si Ton
considère la section droite passant, par exemple, par le centre O de
l'ellipsoïde, la trace du cylindre du complexe sera le cercle lieu des
angles droits circonscrits à l'ellipse section du cylindre circonscrit
par le même plan; quant au rayon du cercle, il est donné par la forj
mule (i°) [n° 1]; donc, etc.

La seconde partie de la proposition énoncée résulte du théo-
rème III.

15. Les sections de la surface A par les plans principaux de Tel-
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lipsoïde sont :

(12)

THÉORÈME XIV* — Lorsque le sommet du cône est à Vinfini sur un
des axes principaux de l'ellipsoïde donné, le cône du complexe se réduit
à un cylindre ayant pour trace le cercle de la surface A situé dans le plan
perpendiculaire à Vaxe considéré.

Lorsque le plan II se confond avec un des plans principaux de Vellip-
soïde donné, la conique (F) coïncide avec Vellipse de la surface A située
dans le plan principal considéré.

La première partie de cette proposition résulte du théorème XIII.
Quant à la seconde partie, remarquons qu'un point du cercle de

A, situé dans le plan principal considéré, donne lieu à un système de
deux pi a us perpendiculaires à ce plan principal ; ceci résulte de la
première partie du théorème. Un point de l'ellipse de A, située dans
le même plan principal, donnera lieu à un système de deux plans
symétriques par rapport à ce plan principal, et inclinés sur ce plan,
puisque le point n'appartient pas à la trace du cylindre; l'arête de
ces deux plans sera donc située dans le plan principal ; et, comme
elle doit toucher la surface A, ce sera une tangente à l'ellipse de A \
donc cette ellipse est précisément la conique (F).

16. Les points doubles de la surface A, situés à distance finie,
sont dans les plans principaux de la surface, et se trouvent à Tinter-
section de l'ellipse et du cercle situés dans le plan principal consi-
déré.

Si Ton suppose a^>6^>e, les points doubles réels sont situés dans
le plan principal zOx perpendiculaire à Taxe moyen, et sont les in-
tersections des deux courbes ,

(i3) (Ce) ^2-f-22 — B (cercle), Ax*-+-Cz*=AC (ellipse). (Eo)

Par ces points passe l'hyperbole focale de l'ellipsoïde donné, la-
quelle hyperbole y coupe orthogonalement l'ellipse.

THÉORLME XV. —Le lieu des points pour lesquels les cônes du com-
plexe sont des cônes RÉELS de révolution est l'hyperbole focale de Vellip-
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soïde donné; Vaxe du cône est la tangente à l'hyperbole foc&le au point
oà se trouve le sommet; les génératrices, situées dans le plan zOx, sont
tangentes à l'ellipse de la surface A qui se trouve dans le même plan. Le
cône devient imaginaire quand k sommet pénétre dam V intérieur de cette
ellipse.

En effet, si P est le sommet d'un des cônes de révolution, le cône
circonscrit correspondant sera également de ré\olution; cela résulte
de la remarque i° [n° 6] \ mais les sommets de ces derniers cônes
sont sur les focales de l'ellipsoïde donné; il en est donc de même
pour les cônes de révolution du complexe. D'après la nature et la
position de ces focales, et le théorème XI, on conclut que l'hyper-
bole focale convient seule aux cônes de révolution réels. Si l'on con-
sidère un de ces cônes, les génératrices situées dans la section princi-
pale zOx devront toucher l'ellipse (Eo), (théor. VIII) 5 et comme cette
ellipse est homofocale avec l'hyperbole focale, la bissectrice de l'angle
de ces deux génératrices, c'est-à-dire l'axe du cône, sera tangente à
l'hyperbole focale au sommet du cône.

17. THÉORÈME XVI. — Lesplans RÉELS II , pour lesquels les coniques
(F) du complexe sont des cercle*, sont des plans perpendiculaires aux
asymptotes de l'hyperbole focale, et les centres des cercles sont sur ces
asymptotes. Les cercles cessent d'être réels, lorsque la trace du plan H se
trouve au delà de la tangente commune au cercle et à l'ellipse situés dans
le plan zOx. Lorsque le cercle -est réel, son diamètre est la portion de la
trace du plan II interceptée par le cercle de la surface A.

En effet, la conique (F) est la trace sur le plan auquel elle appar-
tient d'un cylindre perpendiculaire à ce plan et circonscrit à une
certaine surface homofocale de l'ellipsoïde donné (théor. IV) 5 or, si
la conique (F) est un cercle, le cylindre sera de révolution et, par
suite, son sommet se trouvera à l'infini sur la focale de la surface
homofocale en question ; mais cette dernière a les mômes focales que
l'ellipsoïde donné 5 donc, etc. Le reste de la proposition résulte du
théorème III et de cette remarque, que, pour les points où la trace
du plan II rencontre le cercle (Co), le cône du complexe se réduit à
deux plans perpendiculaires à zOx, et que l'arête de ces deux plans
doit toucher la conique F (ou cercle) située dans le plan II.

18. Si Ton considère un point quelconque a de la nappe supé-



MATHÉMATIQUES ET ASTRONOMIQUES. 38r

rie ure de A, et le système de plans du complexe correspondant à ce
point, les deux plans toucheront la nappe inférieure de A*, or ces
deux plans resteront toujours distincts, tant que le point a n'appar-
tiendra pas en même temps à la nappe inférieure -, par conséquent
les points doubles de la surface A seront les seuls pour lesquels le1

cône du complexe se réduit à deux plans coïncidents.
Si l'on imagine un plan quelconque II0 tangent à la nappe inférieure

de A, la conique (Fo) se réduit à un système de deux points, qui
sont les intersections avec la nappe supérieure de la droite joignant
le point de contact au pied de la perpendiculaire abaissée du centre
de rellipsoïde sur le plan II0 •, les deux points qui constituent la coJ

nique (F) seront donc toujours distincts^ tant que le plan II0 n'arri-
vera pas à toucher la nappe supérieure ; par conséquent, les seuls .
plans pour lesquels la conique (F) se réduit à deux points coïnci-
dents sont les plans tangents doubles de la surface A.

Ceci établi, qu'on suppose tracés l'ellipse (Eo) et le cercle (Co)
appartenant à la surface A et situés dans le plan zOx, et qu'on ait
égard aux théorèmes VI, VIII, IX, on se rendra compte immédiate-
ment de l'exactitude des propositions suivantes :

THÉORÈME XVII. — Les points pour lesquels les cônes RÉELS du com-
plexe se réduisent à deux plans coïncidents sont les quatre points dou-
bles réels de la surface A, points doubles coniques qui sont les intersec-
tions du cercle ( Co) et de Vellipse (Eo) appartenant à A, et situés dans le
plan zOx de Vhyperbole focale de Vellipsoïde donné.

Si Von considère un de ces points, D par exemple, le plan Tld du com*
plexe est perpendiculaire au plan zOx et touche en D Vvüipse (Eo ) ; foutes
les droites du complexe, qui passent par D, sont situées dans le plan Ï I j .
La conique (Fj) du complexe, située dans le plan Hd, se réduit à deux
points, dont un est le point D, et Vautre est le point D', intersection du
cercle Co avec la tangente en D, à Vellipse Eo. Le cône du complexe, dont
le sommet est en D', se réduit à deux plans réels, perpendiculaires à zOxy

dont les traces so7it les tangentes menées du point 1)' à V'ellipse Eo.

THÉORÈME XVIII. — Les plans pour lesquels la conique du complexe
se réduit à deux points coïncidents sont les quatre plans doubles RÉELS

de la surface A; ces plans doubles, curvi-tangents, sont perpendiculaires
au plan zQx, et leurs traces sont les tangentes communes au cercle (Co)
et d f ellipse (Eo).
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Si Von considère une de ces tangentes, r par exemple, le plan ïl8,
perpendiculaire à zOx, ayant z pour trace et touchant le cercle (Ca) en
a0, aura sa conique (F) réduite à deux points confondus en a0. Toutes
les droites du complexe, situées dans le plan 11$, passent par le point «0 >
ef, par suite, les cônes du complexe dont le sommet est sur 11$ sont tous
touchés par ce plan suivant la droite qui joint le sommet au point #<>•
Lorsque fo sommet du cône se trouve en un des points oit la droite x tou-
che l'ellipse ou te c&rcle, le cône se réduit à deux plans réels perpendicu-
laires à zOx; une des traces est la tangente commune, Vautre est la tan-
gente à l*ellipse ou au em?te, suivant que le point considéré est sur le
cercle ou sur l'ellipse.

49. Les propriétés caractéristiques que nous venons de signaler
permettent de se faire une idée fort nette de la situation des droites
réelles du complexe. Pour cela, on imaginera un plan II dans une
situation déterminée, puis on supposera le sommet P du cône du
complexe se déplaçant dans ce plan.

Il sera bon, dans cette discussion, d'avoir égard à la propriété
suivante :

ce La conique (F), correspondant à un plan II, touche en quatre
»' points (réels ou imaginaires) la section de la surface A par ce
» plan. Un cône (C), ayant son sommet en un point quelconque, a
» quatre de ses génératrices (réelles ou imaginaires) touchant la
» surface A. »

20. Cette recherche n'est, pour ainsi dire, qu'une Introduction à
l'étude des complexes particuliers du second ordre dérivant de la défi-
nition géométrique donnée au commencement de cet article. Il reste
encore de nombreuses questions à aborder, sur lesquelles je revien-
drai. Ainsi, on a à étudier la congruence formée par les arêtes des sys-
tèmes de plans du complexe; les propriétés des pôles et des polaires
relativement à ce complexe, etc. ; on a aussi à chercher quelles sont
les propriétés essentielles qui caractérisent ce complexe particulier
et le diiférentient des complexes généraux du second ordre, etc; on
pourrait encore se proposer l'application de cette même définition
géométrique au cas des hyperboloïdes et des paraboloïdes, en ayant
toujours en vue la situation des droites réelles du complexe corres-
pondant, etc.


