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CARACTERE DE CONVERGENCE DES SERIES (1);

Par M. V. ERMAKOF.
(Traduit du russe par M. J. Hoiiel.)

Ma Communication est relative au caractére général de conver-
gence des séries infinies, d& termes de signe constant et décroissants,

(1) flo) +f()+f(2)+f(3)+....

Ma démonstration est fondée sur ce théoréme connu, dit 4 Cauchy :

La série (1) est convergente, si l’intégrale définie
n
(2) - [ fiaya
]

a une valeur finie, et divergente dans le cas contraire.

Supposons que ¢ (), pour 2 croissant & partir d’une limite con-
stante quelconque, soit constamment positive, croisse 4 l'infini, et
satisfasse 4 I'inégalité ¢ (z) > x. Nous appellerons une fonction ainsi
déterminée une fonction conjugude de premiére espéce. Comme excmples
de fonctions assujetties a cette condition, on peut citer les fonctions

(3) x-4+1, 2x, x5 €%....

Nous allons démontrer maintenant ce théoréme : A

La série (1) sera convergente ou divergente, selon que le rapport

) 9'(z) fle(=)]

T
S(=z)

pour x croissant jusqu’a Vinfini, tendra vers une limite plus petite ou

plus grande que I’ unité.

Démontrons d’abord la premiére partie du théoréme. Supposons
que le rapport (4) tende vers une limite moindre que 'unité. Dans
ce cas, on peut trouver une quantité e < 1, telle que, pour toute va-

23 aott

. . la s
(*) Communiqué dans la séance du T soptembre

1871 du troisiéme Congrés des Na-
turalistes russes tenu & Kiev.
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leur de « supérieure a un certain nombre 7, on ait

¢'(z) flo(x)]
G

On tire de 13
/‘w cP'("—”)f[<?(v’v)]da%‘<oz/,:°c’j’(w)dx.

En posant ¢(n) = m, on aura, d’aprés la propriété de la fonction
¢(z), m>n. En changeant, dans l'intégrale du premier membre,
¢(x) en z, il vient

fwf(z)dz<a£wf(z)dx,

m

d’oti 'on tire aisément

‘/:of(z)dz< - _l_d ‘/r:mf(x)dx.

Le second membre de la derniére inégalité est une quantité positive
et finie; par conséquent, le premier membre, c’est-a-dire I'intégrale
définie (2), sera aussi une quantité finie.

Démontrons maintenant la seconde partie du théoréme. Suppo-
sons que la limite du rapport (4) soit plus grande que 1'unité. La
limite du rapport (4) peut étre aussi égale a I'unité, si ce rapport
arrive a 'unité par des valeurs décroissantes. Dans les deux cas,
I'intégrale définie (2) sera infiniment grande. En effet, dans ces
deux cas, pour toute grandeur de x supérieure a un certain nombre
positif 7, on aura

o (z) fle(=x)]

flz) o0

d’ou 'on tire
[ et fistends> [~ o),

et, en changeant dans le premier membre ¢ (z) en z,

fmwf(z)dz >~[n‘wf(x)dx,

CE TR e

ou
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La derniére inégalité n’est satisfaite pour aucune valeur finie de I'in-
[='e]
tégrale définie f S (x)dx; par suite, 'intégrale définie ( 2) est in-
n

finiment grande.

Transformons maintenant de deux autres maniéres le caractére de
convergence que nous venons d obtenir. Posons

doi Pl =2
r=9(z);
le rapport (4) deviendra
(5) ~ JS(x) .
V() f[4(2)]

La fonction {(z) est positive, elle croit & 'infini, et satisfait & I'iné-
galité " (z) < z. Nous Pappellerons fonction conjugquée de seconde
espéce. A toute fonction conjuguée de premiére espéce correspond
une fonction réciproque conjuguée de seconde espéce. Aux fonc-
tions (3) correspondent les fonctions conjuguées de seconde espéce
1
r—r1, tx, z°, logz,....
Soit, de plus, 6 (x) une fonction conjuguée quelconque de premiére
ou de seconde espéce. Posons

z=10(z) et ¢[6(z)]=>(2);

la fonction P (z) sera évidemment aussi une fonction conjuguée de
premiére ou de seconde espéce. Le rapport (4) se changera dans le
suivant,

©) @ (2)/10(3),

0'(2)f16(2)]
Ici les fonctions conjuguées P (z) et 0(z) satisfont a linégalité
®(z) > 6(z). Le théoréme démontré plus haut peut s’exprimer
comme il suit :

L'intégrale définie (2) sera une quantité finie, st l'un des rapports
(4), (5), (6) tend vers une limite moindre que I’unité, et une quantité
infinie si Uun de ces rapports tend vers une limite plus grande que ’unité,
ou tend vers l'unité, mais en convergeant vers cetle limite par des valeurs
décroissantes.
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Dans une dissertation pour le grade de magister, intitulée :
« Convergence des séries infinies, d’aprés leur forme extérieure »,
le professeur Bougaief, a Moscou, a donné une régle pour obtenir,
au moyen du théoréme des séries conjuguées, un nombre infini de
caractéres de convergence, qui s’expriment par le rapport de deux

termes de la série, et sont renfermés dans la formule générale que
nous avons démontrée,

LOVILIEP '
HBURE

Prenons la premiére forme (4) du caractére de convergence ob-
tenu, et cherchons a déterminer une fonction ¢ (2) qui donne le ca-
ractére de convergence le plus simple et le plus sensible. Pour
résoudre ce probléme, nous nous servirons des deux théorémes sui-
vants :

Désignons par ¢*(x) une fonction qui indique que 'opération re-
présentée par le symbole ¢ doit étre effectuée k fois sur la variable z.
Nous allons maintenant démontrer ce théoréme :

I. Les fonctions ¢* () el o(x) donnent une sensibilité identique pour
les caractéres de convergence et de divergence.

Etablissons ce théoréme dans un cas particulier, pour k= 2.
Posons

Q(x) = ¢lo(2)]

En remplagant, dans le premier facteur du second membre de 'iden-
tité

(=) f[2(x)] _o'[o(x)]fiole(x)]i ¢'(= [lo(=)]
S(x) Slo(x)] f(x)

¢(x) par z, il vient

¥ (2) £ [2(2)] _ ¢ (3)flo(2)] ¢(2)f [o(=)],
f(x) S(3) S(z)

d’oul’on tire, pour x = w , 2=,
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Cette équation fait voir que les limites des deux rapports

Y(2) f[2(=)]  ¢()fle(z)]
AL ,

f(z) (=)
sont simultanément supéricures, inférieures ou égales a l'unité,
c’est-a-dire que les fonctions P () et ¢(«) donnent des caractéres
de convergence d'une égale sensibilité. On peut facilement étendre
cette démonstration au cas général ou k& est un nombre entier ou
fractionnaire, positif ou négatif.

II. De deux fonctions conjuguces de premiére espéce, la plus grande
est celle qua donne le caractére le plus sensible de convergence ow de diver-
gence.

Soient P () et 6(x) deux fonctions conjuguées de premiére
espéce, satisfaisant a 'inégalité ® () > 0(z). Si la série (1) est con-
vergente, alors on a, d’aprés le théoréme que nous avons démontré,

V(@) f O]
0'(2)f[0(x)] =7

i Y ()S12(2)] o 0() f0(2)],
lim F(z) S lim T

La derniére inégalité montre que P (x) donne un caractére de con-
vergence plus sensible que 6(x).
Supposons maintenant que la série (1) soit divergente; alors

im 2 () F12(2])] >
lim () f10(2)] Z1,
tim YA LDy OC2) F10(2)],

(=) T fi=x)

Par suite, @ (z) donne encore un caractére de divergence d’'une plus
grande seusibilité.

lim

d’ou

d’ou

Les deux théorémes que nous venons de démontrer nous donnent
le moyen de décider laquelle de deux fonctions conjuguées de pre-
miére espéce donne le caractére de convergence le plus simple et le
plus sensible. Prenons, par exemple, les deux fonctions e* et x*.

.oat \ [ ’
Comme hm;ﬁ: ® , alors, d’aprés le théoréme II, 2* donnera un
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caractére plus sensible que ¢*. En posant

on a

P z)=9¢[¢(z)]=e".

. € ,
Comme lim —- = w0, alors, d’aprés le théoréme II, e*” donne un ca-
z ? ? 9
x

raciére plus sensible que z*. Ces trois fonctions peuvent donc, sous
le rapport du degré de sensibilité, étre rangées dans 'ordre suivant,

er, x%, e,

D’aprés le théoréme I, la premiére et la derniére de ces fonctions
donnent des caractéres de la méme sensibilité; done les trois fonc-
tions donnent des caractéres également sensibles; mais, parmi ces
fonctions, e* est la plus simple.

En la comparant de la méme maniére & toute autre fonction con-
nue, on arrivera toujours a cette conclusion que e* donne le plus
simple parmi les caractéres de convergence les plus sensibles.

Démontrons actuellement qu’il n’y a pas de fonction conjuguée
de premiére espéce qui donne un caractére de convergence de sen-
sibilité maximum. Cela résulte de ce que, étant donnée une fonction
9(«), on peut toujours trouver une autre fonction ¢ (x) qui donne
un caractére de convergence plus sensible. Comme fonction @ (x)
jouissant de cette propriété, on a la fonction

(I)(x) =¢*(x),

ou V'opération indiquée par le symbole ¢ doit étre répétée x fois sur
la variable z. En effet, pour x > 1, ¢*(z) > ¢(«), d’ou il suit, en
vertu du théoréme II, que ¢* () donne un caractére de convergence
plus sensible que ¢ (). Ici on ne peut pas établir que ¢*(x) et ¢(z)
donnent des caractéres également sensibles; car le théoréme I n’a
plus lieu ici.

Pour revenir a la fonction e, son inverse est logz. Cette fonction
donne la régle suivante :

La série (1) est convergente, si la limite de 'un des rapports

() ef(e) af(a)
7 f(z) ' Fllogz)
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est moindre que l'unité, et divergente si I'un de ces rapporis tend vers une
limite plus grande que l’umité, ou tend vers l'unité en passant par des
valeurs décroissantes. Si Uun des rapports (7) croit en tendant vers
Uunité, la série (1) pourra bien étre convergente ou divergente.

On peut démontrer que ce caractére de convergence est plus sen-
sible que tous les caractéres connus jusqu’a présent; mais nous ne
nous arréterons pas a cettte démonstration.

Pour toutes les sérics employées dans 1’Analyse, les rapports (7)
tendent vers zéro ou vers 'infini. En général, on ne peut trouver une

fonction analytique f(x), telle que les rapports (7) tendent vers
une limite finie.



