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MELANGES.

APPLICATION DU PRINCIPE DU DERNIER MULTIPLICATEUR A L'INTEGRATION
D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE DU SECOND ORDRE;

Par M. LAGUERRE.

1. Soient f(, y) et ¢z, y) deux polynémes du second degré en
z et en y, ne différant que par les termes du premier degré et la
valeur de la constante.
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Considérons le systéme d’équations différentielles
Y q

di dn \/CP(E’ n)

dont le nombre est inférieur de deux unités au nombre des variables.
En désignant par I'(x, y, 2, w) une fonction du second degré, ho-
mogéne et convenablement choisie, on peut poser

Sflz, y)=F(z, , a, b)

CP(E’ 'ﬂ):F(Ev Ny o, ﬁ)’

et

a, b, o et 3 étant des quantités constantes.
Cela posé, 2 désignant une constante arbitraire, il est facile de voir
que I'équation
— . d d d d
(2)  a=aVTTw 79E m— b —n L—all Y]
est une intégrale du systéme d’équations (1).
11 suffit, pour cela, de vérifier que la différentielle de I'expression

précédente s’annule en vertu des seules relations (1).
Orona

i =Yz 7) ”””’(d“’ g+§ffidn>
n

Vo(E ) \dé
Vo(E ) f 4 df af d__f
+ == N <dx d ) di da
af af d’f
—dz (E dw T d dy + ¢ Jadz +p dbdx>
af f
(E drdy T dp T * e dy T dy\)

Remarquons maintenant que, les polynémes f(x, y) et ¢(¥, )
étant respectivement égaux a F(«, y, a, b) etal*(&, », «, ) qui
sont du second degré par rapport aux variables, on a les relations
suivantes :

af _do  df

dzi dg* drda — dEdac

greet
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d’ot, en vertu d’un théoréme connu sur les fonctions homogénes,

S &f  do
P dxdy*“’dxda PGl = a

et
s d’f o df v Bl a@f _do
dzdy dy‘ dy’ dyda d]'db dn’

La valeur de dA devient, par suite,
~ ard lf 1 d
=(Jode — JFdr) ( — 5L - L 22
Wde \/J(E)(s/f dz \p df

+ W= VFdo) (1= == G2 )

et clle s’annule évidemment en vertu des relations (r).

2. Soit I’équation du sccond ordre,

dy
) = jf<jx3 ’

ou IF désigne une fonction quelconque de % .

Supposons que nous connaissions unc intégrale particuliére de
I’équation

dn
(4) u:f_(_?lﬁ )
. dg? v‘?(& ) \
et so1t
(5) n=0(§)

cette intégrale; sil'on imagine les variables £ et n liées par cette re-
lation dans les équations (1), elles deviennent

dz _ dy \/f-@’,?),
dE G (E)dE ™ \y(E, n)

ou bien encore

(6) de.  dy _ dE

' __— ey 1
volé n)  Vol&a) Vf(z,y)
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On peut aussi éliminer £ entre les équations précédentes; on a

d’out
&y 0"(5)Vo(E, a),

da \/f(x’f)

comme n = 0(£) est une solution particuliére de I’équation (4), on a
p q

s =1 () =7 ()

dx

P’équation du second ordre entre z et y est donc

dy
dry F (Zl—.;)
(3) 7R T
Vi(z r)
3. D’aprés ce que j'ai dit plus haut, 'équation (2), si I'on y fait
9= 6(£), est une intégrale du systéme d’équations du premier ordre
(6)-
On peut immédiatement appliquer a ces équations le principe du
dernier multiplicateur de Jacobi ('), car on a évidemment

a (__‘__> L4 (Jﬁli)__> L4 <__‘__> o
dz \\Vo(¢, n)) W \Ve(& a)) dE\V](a, y) ’

on a donc pour deuxiéme intégrale

f(%) %})ﬂr: const. ;

et cette derniére équation sera I'intégrale, avec deux constantes arbi-
traires, de I'équation (3), £ étant exprimé, en vertu des équations
(2) et (5), en fonction de A, z et y.

(*Y Jacost, Theoria nova multiplicatoris, etc (Journal de Crelle, t. 21, p 256)



