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SUR UNE METHODE NOUVELLE POUR L'ETUDE DES COURBES TRACEES
SUR LES SURFACES ALGEBRIQUES (*). :

Avant de parler des recherches nombreuses qu’ont suscitées sur
le sujet dont nous nous occupons (représentation des surfaces sur un
plan) les beaux travaux de MM. Chasles, Clebsch, Cremona, nous
devons parler de I'extension toute récente et trés-importante que
M. Clebsch a donnée a ses méthodes, en ce qui concerne la repré-
sentation d'une surface, sur un plan. Pour faire comprendre les
principes nouveaux que nous avons i développer, il est nécessaire
d’insister sur la remarque suivante, qui fera bien comprendre le ca-
ractére des nouvelles études publiées par I'’éminent géométre de
Gétlingue.

Si nos lecteurs veulent bien sc reporter aux deux articles qui pré-
cédent, ils verront que, alors méme quela représentation sur un plan
est possible, cette représentation, pour étre effectuée, suppose qu’on
ait résolu d’abord un certain nombre d’équations algébriques. C’est
ainsi que la représentation d’une surface du troisiéme ordre ne peut
étre développée que si 'on connait deux droites de la surface ne
se coupant pas, ct, par suite, la détermination de tous les modes
de représentation exige la résolution préalable de I'équation aux
27 droites de la surface. Pour lasurface du quatriéme ordre ayant une
conique double, il faut commencer par trouver Tes 16 droites de la
surface, probléme qui sc raméne i la résolution d'unc équation du
cinquiéme ordre ct i celle de plusicurs équations quadratiques. Pour
la surface du quatriéme ordre ayant une droite double sans autre
singularité, on a a déterminer 64 coniques isolées de la surface, in-
dépendantes de la série de coniques dont les plans passent par la

(*) Voir Bulletin, t.1I, p. 23.
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droite double, et nous avons vu que ce probléme se raméne a la ré-
solution d’'une équation du 8° degré.

I est vrai qu’a co6té des surfaces de ce genre viennent s’en placer
d’autres, pour lesquelles la représentation est possible d’une seule
maniére. Par exemple, une surface d’ordre », ayant un point mul-
tiple d’ordre m — 1, peut étre projetée sur un plan par des droites
contenant le point multiple, et ce mode de représentation est en gé-
néral le seul au moyen duquel la surface puisse étre représentée sur
le plan. De méme pour la surface du cinquiéme ordre ayant deux
droites doubles, qu’on projette sur un plan au moyen de droites
rencontrant les deux droites doubles, ete.

Ainsi les surfaces représentées sur le plan se divisent en deux
classes. Pour les premiéres, la représentation se fait d’une seule ma-
niére ; et comme la représentation est unique, elle n’exige, pour
étre cffectuée, aucune recherche préalable, ni la résolution d’aucune
équation compliquée. Pour les autres, au contraire, qui sont les plus
importantes, la représentation ne peut étre effectuée qu’aprés une
détermination préalable de certains éléments géométriques. Cette
détermination s’effectue par la résolution d’une équation algé-
brique, et 'on peut dire que c’est I'étude de cette équation qui con-
stitue la principale difficulté du probléme de la représentation.
D’ailleurs, quand cette équation est résolue, elle fournit un nombre
déterminé de représentations équivalentes de la surface. Clest ainsi
que, lorsqu’on connait les 27 droites de la surface du troisitme ordre,
on peut en employer deux quelconques ne se coupant pas, ou em-
ployer des séries de coniques A, B, telles que deux coniques appar-
tenant a deux séries différentes se coupent en un point unique, etc.

Toutes ces difficultés ne se présenteraient pas évidemment, si, tout
en représentant une surface sur le plan, on n’exigeait pas qu’a un
point du plan correspondit un seul point de la surface. Supposons,
par exemple, qu’on projette tout point de la surface du troisiéme
degré Fy sur un plan P par des droites menées d’un point O. Alors,
a tout point de Fs, correspond un seul point du plan P; mais la ré-
ciproque n’est pas vraie. A tout point du point M du plan P corres-
pond une droite OP, qui coupe la surface en trois points M’, M”, M"
correspondant tous les trois au méme point M du plan P. Si I'on
considere, par une image commode, le plan P comme éomposé de
trois feuilles, le point M de ce plan pourra étre considéré comme la
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réunion de trois points situés chacun dans une feuille, et qui corres-
pondent respectivement aux trois points M/, M”, M” de la sur-
face. On dit alors que la surface est représentéc sur un plan triple,
et cette représentation s’effectue sans difficulté et d’une infinité de
maniéres, suivant la position choisie pour le point O. Remarquons
que, si le point O se trouve sur la surface Fy, toute droite passant
par O coupe la surface en deux nouveaux points, et celle-ci est alors
représentée sur un plan double, c’est-a-dire qu’a un point du plan P
ne correspondent que deux points de la surface.

Ce second mode de représentation sur un plan multiple a été,
comme le premier, employé depuis longtemps pour les surfaces du
second ordre. C’est surtout M. Chasles qui a étudié les propriétés
auxquelles il donnc lieu. Si nous ne nous trompons, les premiers
travaux de M. Chasles sur cetie question datent de 1828, et sont
insérés dans le tome XIX, n° 5 ct 6, des Annales de Gergonne. Nous
ne mentionnerons ici qu'une propriété trés-simple : c’est que les
sections planes de la surface se projettent suivant des coniques ayant
un double contact avec la courbe de contour apparent de la surface,
en sorte que toute conique ayant un double contact avec la conique
de contour apparent sera la projection de deux sections planes de la
surface. Si, comme nous I’avons dit plus plus haut, le plan est con-
sidéré comme composé de deux feuilles, ces deux feuilles viendront
se réunir I'une a4 l'autre en tous les points de la courbe de contour
apparent (car & ces points correspondent deux points confondus de
la surface). Cette courbe et celles qui jouisssent de la méme pro-
priété dans toutes les représentations sur un plan multiple sont
appelées, par M. Clebsch, courbes de passage (Uebergangscurven).
Sans image, la courbe de passage est le lieu des points pour lesquels
deux des points de la surface qui correspondent a un point du plan
viennent se confondre.

Quelle est 1'utilité de ce nouveau mode de représentation? Il est
facile de répondre a cette question. Dans tout mode de représen-
tation de cette nature, les sections planes se représentent par des
courbes qui peuvent passer par des points fixes, ou avoir des points
multiples cn des points fixes, mais qu'on achéve de déterminer par
cette condition que ces courbes représentatives dowent étre tangentes d
la courbe de passage en un certain nombre de points. Or M. Clebsch a
montré que tous les problémes de cetie nature sc raménent a la bis-
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section des fonctions abéliennes. On voit donc que 1'étude des équa-
tions algébriques déterminant les droites, coniques, sections planes
particuliéres des surfaces applicables sur le plan est ramenée a 1’étude
des équations algébriques qu’on rencontre dans la bissection des
fonctions abéliennes (*). M. Clebsch, fidéle & sa méthode constante,
a commencé par développer des cas particuliers, en ne considérant
que la représentation sur un plan double, et des surfaces déja
presque toutes étudiées par lui. Mais il est facile d’embrasser dés a
présent toute I’étendue du champ nouveau de recherches dans lequel
nous introduisent ces travaux du géométre allemand. Nous allons
maintenant examiner en détail les deux Mémoires que M. Clebsch
consacre a la représentation sur un plan double des surfaces qu’on
peut déja représenter sur un plan simple. G. D.

(A suivre.)



