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. REVUE BIBLIOGRAPHIQUE.
CHRISTOFFEL (E.-B.), corresp. Mitglied der Kénigl. Akademie

der Wissenschaften zu Berlin. — ALLcemeiNe TueorE DER GEO-
DAETISCHEN DrErecke. Aus den Abhandlungen der Kéniglichen
Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1868. — Berlin, Buch-
druckerei der Koniglichen Akademie der Wissenschaften (C. Vogt),
1869. In Commission bei . Diimmlers Verlags-Buchhandlung (*).

On doit regarder ce beau Mémoire comme marquant un progrés
considérable dans cette Géométrie des surfaces courbes, une des plus
belles créations de Gauss, suivant laquelle ces surfaces sont consi-
dérées « non tamquam limes solidi, sed tamquam solidum, cujus di-
mensio una pro evanescente habetur, flexibile quidem, sed non exten-
sibile, » et qui, laissant de coté les propriétés qui se rapportent a
telles ou telles formes qu’elles prennent dans I’espace, ne s’occupe -
que de celles qui « absolut® sunt, atque invariale manent, in quam-
cumgue formam tlla flectatur. » (Gauss, a 'art. XIII des Disquisitiones
generales circa superficies curvas, 1827.) M. Christoffel s’est proposé
d’établir les principes d’'une Trigonométrie générale des surfaces,
c’est-a-dire d’'une méthode pour calculer les éléments d’un triangle
géodésique au moyen des coordonnées curvilignes de ses sommets.
Ces éléments sont en général au nombre de neuf (dont six indépen-
dants); car, pour chaque cdté, il faut connaitre la longueur et les
azimuts initial et final (ces azimuts étant rapportés aux directions
des courbes coordonnées).

Par des considérations aussi simples qu’ingénieuses, 'auteur a
réussi & faire dépendre toute cette recherche d’une seule fonction de
quatre variables, qu’il a appelée longueur réduite d'un arc géodésique,
et qui est le facteur par lequel on doit multiplier angle infiniment
petit de deux géodésiques de méme origine et d’égale longueur, pour
obtenir la distance infiniment petite de leurs extrémités (sur la spheére,

(*) CuristorreL (E.-B.). Théorie générale des triangles géodésiques. Extrait des Mé-
moires de I’ Académie des Sciences de Berlin pour 'année 1868. Berlin, imprimerie de
V’Académie des Sciences, Librairie de F. Diimmler. In-8°. Prix : 4 fr.

On vend & part tous les Mémoires publiés par I’Académie de Berlin, et en général
par les Académies allemandes.
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la longueur réduite est le sinus de la longueur géodésique). Cette
fonction, qui dépend évidemment des deux couples de coordonnées
correspondants aux extrémités de I’arc, est symétrique par rapport a
ces couples; elle satisfait généralement & une équation différentielle
partielle non linéaire du troisi¢éme ordre & deux variables, qui sont
les coordonnées d'une des extrémités de l'arc, les coordonnées de
Pautre ne s’introduisant dans son expression que par une particula-
risation convenable des arbitraires de l'intégration. Cette fonction
une fois connue, on n’a plus que des équations finies pour déterminer
les longueurs des cotés.

Outre ce théoréme fondamental trés-remarquable, le Mémoire de
M. Christoffel renferme une foule de résultats intéressants se ratta-
chant au méme sujet, entre autres une discussion trés-précise de la
continuité des lignes géodésiques, dont I'équation différentielle est
présentée sous des formes nouvelles, et des développements trés-
curieux tirés de I'expression (déja donnée par Gauss) de la mesure
de courbure en coordonnées polaires curvilignes, expression qui
fournit en méme temps I'équation différentielle des longueurs ré-
duites pour les différents arcs d’'une méme ligne géodésique. Ces
développements se rapportent au cas, trés-important a considérer,
ou la longueur réduite peut devenir nulle, sans que la longueur
géodésique le soit elle-méme. Fixant sur la ligne géodésique une
origine arbitraire, les distances & cette origine de deux points
variables, dont la distance réduite est constamment nulle, satis-
font & une équation différentielle du troisiéme ordre, qui com-
prend, comme cas particulier, celle de Jacobi pour les équations
modulaires des fonctions elliptiques, et qui posséde une intégrale de
méme forme.

Nous devons signaler enfin, comme un sujet trés-digne d’étre étudié
a fond, celui que M. Christoflel a rapidement traité dans la derniére
Section de son Mémoire. Les cotés et les angles d’un triangle géodé-
sique sont, en général, six fonctions indépendantes des coordonnées
des sommets, de sorte qu’'a chaque systéme de valeurs de ces élé-
ments il ne répond qu’'une seule position du triangle, ou plusieurs
positions distinctes, mais non infiniment proches. Les surfaces appar-
tenant a ce cas, qui est le plus général, constituent pour M. Chris-
toffella premiére classe. Mais on peut trés-bien supposer, en parti-
cularisant convenablement la nature de la surface, qu’il existe, entre

i
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les trois cotés et les trois angles, une, deux et méme trois relations
indépendantes des sommets, et dans ce cas, qui répond aux surfaces
de la seconde, troisiéme et quatriéme classe de M. Christoffel, il est
évident que chaque triangle géodésique peut se déplacer sur la
surface, sans que ses cotés et ses angles doivent varier nécessaire-
ment. Dans la seconde classe, le développement ne peut avoir lieu
que suivant une ligne déterminée pour chaque sommet; dans la
troisiéme, il est tout a fait arbitraire pour un sommet, mais déter-
miné en conséquence pour les deux autres; enfin il n’est limité,
dans la derniére classe, que par la condition méme de I'invariabilité
des cotés.

Ce dernier cas est celui de la sphére, et, en général, de toutes les
surfaces donl la courbure est constante en chaque point. C’est aussi
le seul que M. Christoffel ait pu dégager complétement de ses for-
mules. Le second cas comprend évidemment toutes les surfaces de
révolution ; mais sont-ce les seules? Le troisieme doit aussi com-
prendre certaines surfaces de ce genre, et il serait bien intéressant de
les connaitre. Ces belles questions, qui ne sont pas les seules que
I’étude du Mémoire fasse surgir dans I'esprit du lecteur, montrent
combien le sujet inauguré par M. Christoffel est riche et attrayant.

E. BeLTrAMI.

BRUHNS (C.), docteur en philosophie, directeur de I'Observatoire
et professeur d’Astronomie a Leipzig. — NouvEAU MANUEL DE LOGA-
RITHMES A SEPT DECIMALES, pour les nombres et les fonctions trigono-
métriques. Edition stéréotype. — Gr. in-8°, xx1v-610 pages; 1870.
Leipzig, Bernard Tauchnitz, libraire-éditeur. Prix : 14 Thl. (*).

Les Tables logarithmiques de Bremiker et de Schrom, intro-
duites en France dans ces derniéres années, n’ont pas eu de peine a
détroner le vieux Callet, par suite des qualités précieuses qu’elles
doivent a l'expérience de leurs auteurs dans la pratique du calcul.
Le nouveau recueil que nous annongons est, comme les précédents,
I'ccuvre d'un éminent astronome, qui a pu profiter des travaux de

(*) Ces Tables ont été publiées en allemand, en anglais et en francais.

12,
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ses devanciers, et y introduire des perfectionnements qu’apprécie-
ront aisément les calculateurs praticiens.

Il en est des Tables numériques comme des instruments d’Astro-
nomie et de Physique. C’est par I'usage seulement qu'on peut en
apercevoir les qualités et les défauts, et encore faut-il tenir un grand
compte des habitudes individuelles du calculateur. Les jugements
que l'on porte sur un Ouvrage de cette nature ont donc toujours un
caractére plus ou moins subjectif. Aussi est-ce avec unc certaine
réserve que nous présenterons ici nos appréciations personnelles,
uniquement fondées sur les observations que nous avons faites en
pratiquant nous-méme les calculs d’Astronomie mathématique.

Pour épargner des détails inutiles, nous supposerons connus de
nos lecteurs les recueils de Bremiker et de Schrin, et nous nous con-
tenterons d’indiquer en quoi s’en distingue I'ouvrage de M. Bruhns.

Comme ses deux devanciers, M. Bruhns a restreint son Recueil aux
deux Tables rigoureusement nécessaires dans les calculs de précision,
pensant avec juste raison qu'il est plus commode de trouver dans
différents ouvrages les Tables qui répondent aux différents besoins
du calculateur, que de les avoir toutes entassées dans un méme
volume. Comme le titre l'indique, le Nowveau Manuel contient la
Table des logarithmes des nombres entiers, de 1 & 100000, et la
Table des logarithmes des fonctions trigonométriques.

Une des considérations les plus importantes dans un Recueil de
ce genre est celle de 'exécution typographique, et 'on peut dire que
celle du présent Ouvrage fait le plus grand honneur aux presses de
M. B. Tauchnitz. Comme dans les Tables de Bremiker, et dans la
plupart des belles publications faites dans ces derniéres anndes en
Angleterre et en Allemagne, on a adopté les anciens chiflres clzévi-
riens, d'une lecture plus facile que les chiffres d’égale hauteur, et
méme que les chiffres frangais qu’emploie encore I'imprimeric de
M. Gauthier-Villars. Les chiflres de M. Bruhns sont un peu plus
forts que ceux de M. Bremiker; seulement, la plus grande inégalité
d’épaisseur entre les pleins et les déliés nuit un peu a la facilité
de la lecture.

Babbage, Schrin et quelques autres auteurs ont adopté une modi-
fication dont nous ne sommes nullement partisan. lls indiquent par
un signe particulier les cas ou le dernier chiffre a été foreé. Cette
indication, qui a dit leur couter un énorme travail, ne nous parait
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pas d'une grande utilité; elle introduit dans les pages du livre
une certaine confusion, et conduit & des calculs beaucoup moins
commodes et beaucoup plus longs que ceux qui résulteraient de
Uemploi d’'une huitiéme décimale. M. Bruhns restreint cctte in-
dication au seul cas ou elle peut éire réellement utile, a celui
ot le dernier chiffre est un 5, ce qui permet d’obtenir tous les lo-
garithmes & 6 décimales, & moins d'une demi-unité prés du der-
nier ordre.

La Table I, contenant les logarithmes vulgaires des nombres en-
tiers de 1 4 100000, est disposée absolument comme la Table corres-
pondante du Recueil de Bremiker. Malgré la meilleure forme des
chiffres et la plus grande commodité du format de ces deux Recueils,
nous avouons notre préférence pour la disposition donnée a cette
section dans I'ouvrage de Schron.

Il faut, en effet,’ considérer deux parties dans l'usage d’une
Table : I'entrée directe et I'entrée inverse. Pour I'entrée directe, la
disposition qui consiste & former chaque page de 50 ou 51 lignes,
séparées de cinq en cinq par des blancs, permet a4 un calculateur
tant soit peu exercé de trouver a premicre vue le nombre qu’il
cherche, dés que le livre est ouvert a la page voulue. Il est inu-
tile, dés lors, de se donner la peine, comme le font beaucoup d’au-
teurs et M. Schron lui-méme, de distinguer par des caractéres plus
forts les valeurs de 'argument de dix en dix lignes. Il nous semble
méme que le défaut d’uniformité qui en résulte est plutoét fait pour
dérouter le coup d’ceil. La disposition plus compliquée, quont choisie
MM. Bremiker et Bruhns, exige la lecture compléte de I'argument,
et rend la rechcrche moins prompte. A cela se joint la nécessité
d’aller chercher quelques lignes plus haut ou plus bas les deux pre-
miers chiffres de I'argument, qui ne sont inscrits que de dix en dix
lignes, sans étre séparés des autres par un blanc. Ce dernier incon-
vénient est plus sensible encore dans 'entrée inverse, quand on veut
repasser du logarithme au nombre (*).

Nous pensons aussi qu'il n’etit pas été inutile de prolonger la Table

(*) Notre opinion sur ce point peut s’appuyer de lautorite de Gauss, qui dit, en
parlant d’une suppression de chiffres analogue dans les Tables de Pasquich: Wir kinnen
diese Einrichtung bei Tafeln, die zum tdglicken Gebrauch bestimmt sind, nicht unbedingt
billigen, da das Auge immer die, wenn auch nur kleine, Miche hat, in der Columne erst
in die Hohe zu gehen, um die tibrigen Ziffern zu finden. (Gavss Werke, t. 11, p. 248.)
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un peu au dela de 100000. Si 'on examine, en effet, un exemplaire
d’une Table de logarithmes ayant longtemps servi, on verra les pre-
miéres pages beaucoup plus usées que les autres, et cela tient a ce
que les nombres voisins de 'unité sont ceux qui se rencontrent le
plus souvent dans les calculs. Or, ¢’est précisément pour ces nombres
que les différences tabulaires sont le plus fortes et I'interpolation
le plus pénible. Seulement, il faudrait se garder, comme l'ont fait
Callet et la plupart de ses successeurs, d’ajouter au prolongement de
la Table une huitiéme décimale, qui n’est qu'un embarras inutile.
Nous ne connaissons que Shortrede qui ait eu I'idée judicieuse de
prolonger sa Table jusqu’a 120000, sans augmenter le nombre des
décimales.

La Table trigonométrique se divise en deux parties, formant les
Tables 11 et II1.

La Table II contient les logarithmes des quatre fonctions trigono-
métriques de seconde en seconde, pour les six premiers degrés, c’est-
a-dire pour un degré de plus que les Tables correspondantes de Callet
et de Bremiker.

La Table III donne les mémes logarithmes, de 10 en 10 secondes,
pour le reste du quadrant.

M. Bruhns a préféré adopter, pour les colonnes de ces Tables,
Pordre suivi par Callet,

sinus, cosinus, tangente, cotangente,
tandis que Bremiker et Schron ont choisi le méme ordre que Lalande,

sinus, tangente, coiangenle, coSinus.

Quoique nous penchions plutdt en faveur de cette derniére disposi-
tion, nous conviendrons cependant que c’est surtout ’habitude du
calculateur qui doit décider en pareille circonstance.

Pour les 10 premiéres minutes, la Table II donne les logarithmes
des quatre fonctions tout au long, avec les différences tabulaires et
des Tables auxiliaires pour faciliter le calcul des parties proportion-
nelles. A partir de 10 minutes, le nombre des colonnes de chaque
page est doublé, ce qui a forcé de supprimer les différences et les
parties proportionnelles jusqu’a 1°20'; a partir de la, elles sont
rétablies jusqu’a la fin du volume. Dans I'intervalle ou elles man-
quent, on peut y suppléer avec avantage au moyen des logarithmes
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sinx tangx
-
x x

des rapports , que donne la Table I. De 0° 10’ & 6 degrés,

les premiers chiflres des logarithmes ne sont inscrits que dans les
blancs qui séparent les lignes de dix en dix, en caractéres différents
de ceux du texte, mais qui ne s’en distinguent peut-étre pas d’'une
maniére assez tranchée.

La disposition de la Table III différe encore de celle de Bremiker,
en ce qu'au lieu de partager, comme celui-ci, les groupes de six
lignes en un et cing, M. Bruhns les partage en trois et trois, ce qui
nous parait bien préférable.

11 nous semble, d’aprés les détails dans lesquels nous venons d’en-
trer, que la partie trigonométrique a été traitée par M. Bruhns avec
une supériorité qui suffit pour assurer i son livre le premier rang
parmi tous les Recueils de Tables que nous connaissons.

En téte du volume est placée une Introduction ou sont exposées
avec une grande clarté les instructions nécessaires pour 'usage des

Tables.

J. Hotzw.

CHRISTIAN WIENER, professeur 3 P'Ecole Polytechnique de
Carlsruhe. — EPREUVES STEREOSCOPIQUES DU MODELE D UNE SURFACE
DU TROISIEME ORDRE A 27 DROITES REELLES. Avec une Notice expli-
cative. — Leipzig, Teubner. Prix: 3f,25.

Depuis 1849, époque des premiéres recherches de MM. Salmon
et Cayley, la théorie des surfaces du troisiéme ordre a fait des pro-
grés considérables, dont nous présenterons quelque jour I'histoire
a nos lecteurs; il nous suffira, pour le moment, de citer les noms
de MM. Salmon, Cayley, Sylvester, Schlifli, August, BI:iOSC}li,
Steiner, Clebsch, Cremona, Sturm, etc., qui tous ont contribué a
donner a cette théorie un degré nouveau d’élégance et de perfec-
tion. Plusieurs auteurs ont déja édifié une classification de la sur-
face générale du troisiéme degré, d’aprés le nombre de droites
réelles qu’elle renferme. C’est ainsi que M. Cremona, dans son beau
Mémoire inséré au Journal de M. Borchardt, t. LXVIII, p. 1-133, a
divisé les surfaces du troisiéme ordre en cinq espéces, d’aprés le
nombre des droites réelles et des plans tangents triples réels. Le
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tableau suivant indique les différents cas considérés par M. Cre-
mona :

1 espéce.. .. 27 droites réelles. 45 plans tangents réels.
2e » ... 15 » 15 »
v 3 » oo 7 » 5 »
b » .o... 3 » i »
5¢ » ... 3 » 13 »

Les géomeétres, qui ont poussé si loin I’étude abstraite des pro-
priétés de la surface du troisiéme ordre, désiraient vivement, et
cela se congoit, avoir une idée nette de sa forme et voir construire
au moins un modéle d’une surface du troisiéme ordre. Sur V'invita-
tion des savants allemands, et aprés des essais infructueux d’autres
géomeétres, M. Wiener s’est mis & 'ceuvre, et il nous parait avoir
trés-bien réussi dans la construction d'une surface a 27 droites
réelles. Nous I’avouerons, c’est avec une vive impatience que nous
attendions les deux épreuves stéréoscopiques du modéle construit par
M. Wiener. Nous les avons soigneusement examinées, nous avons
compté les droites qui sont tracées en noir sur le modéle et nous
engageons vivement nos lecteurs 4 se donner le méme plaisir. Il y a,
pour ceux qui ont le goiit de la Géométrie, une véritable satisfaction
a voir réaliser ainsi et confirmer par 'expérience les conceptions les
plus abstraites, fondées sur des calculs et des considérations géomé-
triques d’un ordre si élevé.

11 serait & désirer quun de nos grands établissements se procurat
un des modeéles qui ont servi pour les épreuves stéréoscopiques.
Dans sa Notice explicative, M. Wiener déclare qu’il tient a la dispo-
sition des géométres un modeéle en platre, & un prix qui nous parait
trés-modéré (50 florins de Bade). Le modéle a 50 centimétres de
hauteur a peu prés.

Nous savons aussi que M. Kummer a fait exécuter, a Berlin, un
modéle de la surface des centres de courbure de I'ellipsoide. Sil'un
des éditeurs de Berlin voulait en faire tirer quelques épreuves stéréo-
scopiques, il rendrait certainement service a toute une classe de
géomeétres, qui, aprés avoir étudié les propriétés d’une surface, ne
sont pas fachés de voir la surface elle-méme.

G.D.




