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CONVERGENCES

par G. CHOQUET (Grenoble).

INTRODUCTION

Le but de ce travail est I'étude des relations multivoques entre
deux espaces topologiques.

Nous avons, dans une premlere partle porté notre attentlon sur
les relations semi-continues inférieurement ou superleurement, et
en particulier sur les relations d’équivalence semi-continues dans un
espace topologique.

Nous avons dii pour cela étudier d’abord de facon précise les
notions d’ensembles limite supérieure et limite inférieure d’une
famille d’ensembles: la notion de filtre (*) s’est avérée pour cela
Poutil naturel et indispensable.

Cette étude nous a conduit naturellement & définir une notion
de convergence sur l'ensemble des sous-ensembles fermés d'un
espace topologique. Cette notion de convergence — ou plutdt de
« pseudo-convergence », — plus large que la notion de convergence
topologique, semble s’introduire toutes les fois que 'on étudie des
familles d’ensembles fermés ou d’applications définies sur des espaces
topologiqués: En particulier, la « pseudo-topologie » de l'espace
des sous-ensembles fermés d'un espace de Hausdorff n’est une topo-
logie que lorsque cet espace est localement compact.

Nous terminons ce mémoire par ’étude des rapports entre la conver-
gence et la convergence uniforme locale, ou plus précisément entre les
contingents et paratingents abstraits. Les théorémes d'énoncé tres

(1) Voir H. Cartan, Comptes Rendus. 205, 1937, pp- 595 et 777; et Bourbaki, Topo-
logie générale, ch. 1 (Act. Sc. et Ind., Hermann, n° 858).



b8 G. CHOQUET

simple auxquels nous aboutissons (*) sont la généralisation etla géomé-
trisation des résultats de Baire et des théorémes mis par M. Denjoy a
la base de la théorie topologique des fonctions de variable réelle.
Nous indiquons diverses applications géométriques de ces théorémes,
mais 'ceuvre de M. Denjoy (°) reste la meilleure illustration de la
puissance de ces méthodes. ‘

(?) Nous avions énoncé sans démonstration I'un de ces théorémes dans notre thése :
Choquet, Application des propriétés descriptives de la fonction contingent, J. de Math.
pures et app., Paris, 1947.

(3 Voir en particulier Denjoy I.



PREMIERE PARTIE

1. — Relation entre deux ensembles.

Une relation multivoque R entre les éléments de deux ensembles
X, Y est définie par la donnée d’un sous-ensemble & de 'ensemble
produit X >< Y.

SizeX et yeY, ondira que R(z, y) si (z, y)€8.

Pour tout x€X, on désigne par Y(x) 'ensemble des éléments y
de Y tels que (x, y)€& ; plus généralement, pour tout ensemble ACY,
on posera O1}(A) — U Y(z).

€A :

On note par [z] I'ensemble des éléments (x, y) de X ><Y, et par [A]
I'ensemble U [x],

z€EA
On définira de fagon analogue X(y) et X(B), [y] et [B] pour yeY
et BcY. '

Pour tout AcX, on appelle « saturé de A », 'ensemble

S(8)=%(Y(A)).
En général S(S(A)) =+ S(A).

On appelle relation complémentaire de R la relation E R définie
par I'ensemble (X ><Y —§&).

Pour deux relations R,, R, définies respectivement par &, et &,, on
dit que R,cR, si 6 <8, (ceci se lit R, moins large ou plus fine
que R)).

Pour une famille (R;),, de relations définies par les ensembles
(&),¢;» on appelle relation réunion de la famille (resp. intersection),

la relation définie par &§— U &; (resp. &— n 81)

€1 i€l
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2. — Relation dans un ensemble.

Une relation R dans un ensemble E est définie par la donnée d’'un
sous-ensemble & de E><E.

Exemples : Les relations d’ordre, les relations d’équivalence.

Si R, et R, sont deux relations d’équivalence dans E, définies par
les ensembles &, et &,, on dira encore que R, est moins large (ou plus
fine) que R, si & <§&,. Ceci équivaut a dire que toute classe d’équi-
valence suivant R, est une réunion de classes d’équivalence sui-
vant R,.

L’ensemble des relations d’équivalence dans E est ordonné par
cette relation.

Bornes inférieure et supérieure
d'une famille de relations d’équivalence.

Soit (R;);c, une famille de relations d’équivalence dans E.

1) Cette famille posseéde une borne inférieure R — inf. (R)),; ainsi
définie :

On dira que R(z,, «,) si Rz, x,) pour tout iel.

b

Cette borne inférieure est identique a la relation-intersection
des R;.

.2). Cette. famille posséde une borne supérieure R=sup. (R,
ainsi définie :

On dira que R(z,, x,) sl existe une suite finie d’éléments
%y By vees 2y, de E, avec @, —« et w,—2, ,, et une suite finie
de relations R, R, ..., R, de la famille, telles que

Ri(ay, 24, ,) pour k=1, 2, ..., n.

Cette borne supérieure n’est identique a la relation-réunion des R;
que lorsque cette dernitre est une relation d’équivalence.

3. — Limite inférieure et limite supérieure

d’une famille d’ensembles suivant un filtre.

Définition : Soit (e,), une famille de sous-ensembles d'un espace
topologique E et soit F un filtre sur I.
1) Ondit qu'un point @ de E est un point-limite supérieure de la



CONVERGENCES 61

famille (e;),., suivant le filtre i si, pour tout voisinage 0 de « et tout
élément ae, il cxiste un i€a tel que U e, =~ g.

L’ensemble de tous les points-limite supéricure est dit Pensemble-
limite supérteure et se note par sup. (e\

2) On dit qu’un point  de E est un pomt -limite inférieure de la
famille “4(6)61 suivant le filtre F si, pour tout voisinage U de z, il
existe un élément €7 tel que, pour tout i€a, on ait : Une 4.

L’enscmble de tous les points-limite inférieure est dit Pensemble-
limite inférieure et se note par inf. (€)g-

Caleul de sup. (ei)g et de inf. ()

Pour tout sous-ensemble <1, posons ¢,— U e;.
i€a
Désignons, d’autre part, par G G la famille des sous-ensembles de 1

qui ne sont pas des complcmentalres d’éléments de F.

On a évidemment F<(, et la condition J= G équivaut a dire
que F est un ultrafiltre.

Nous dirons que G est la grille associée au filtre F (*)

Par exemple, si & désigne le filtre de Fréchet sur 'ensemble N
des entiers, § sera la famille des sous-ensembles infinis de N; si &
désigne, dans un espace topologique I, le filtre des voisinages d'un
point x, @ sera la famille des sous-ensembles de I auxquels x est
adhérent.

Nous allons établir les formules

(1) sup. (ei)g: ﬂ £, et (2) 1nf. (e)g = ﬂfu-

a€Gi aE

Formule (1). — Il suffit de remarquer ceci : Dire que me sup. (e)g
équivaut a dire que €&, pour tout aed.

Formule (2). — Soit x€inf. (e)

Pour tout a¢( et tout beF, on a: anb=£g.

Donc pour tout voisinage U de «, on a Une, == 0.

Autrement dit, pour tout a€@, on a: TE€E,

L A —
d’out inf. (ei)gc n €,
aE(j
Inversement, soit z¢ n £, et soit Vun voisinage de z. Soit a I'en-

aG(i;

(%) Pour I’étude de cette notion, voir Choquet, Sur les notions de filtre et de grille,
C. R. Acad. Sciences, t. 224, 1947, pp. 171-173.
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semble des ¢ del tels que 'V n e;5~ ¢. A cause du choix de @, on n’a
pas (1 —a)e§. Donc a€J ; on adonc bien z¢inf. (ei)q, .

Propriétés de inf. (e,); ev de sup. (e)g -

a) Les formules (1) et (2) montrent que inf. (ei)g et sup. (e, sont
des ensembles fermés.

D’autre part, comme F<(j, on a: inf. (€)g < sup. (€)g -

Notons aussi que la relation a:(U ei> = (U é) entraine que

i€a

i€
inf. (¢;);, = inf. (E,)g et sup. (e;); = sup. (a)g .
b) S1 F est un filtre plus fin que ¥, on a:
FcF <G cq,
d’ou inf. (e)g < inf. (€;)g < sup. (ei)g, Csup. (€;) -

¢) Pour tout ultrafiltre &, on a F=(, d’ou inf. (), =sup. (¢;) -
Or pour tout filtre sur I il existe un ultrafiltre plus fin que lui. On
obtient donc la généralisation suivante d'un théoréme classique :

Pour toute famille (ei)iEI de sous-ensembles de E, et pour tout filtre
F sur 1, il existe un filire F plus fin que F et tel que :

inf. (ei)g, — sup. (e,-)gy,,

Notons ici que, sl pour un filtre & surl, on a inf. (ei)g, —=sup. (ei)g,,'
la méme égalité subsiste pour tout filtre 7 plus fin que F. Ceci
résulte des inclusions obtenues ci-dessus (en (b))

En général le filtre intersection des filtres F, plus fins que F et tels
que 1inf. (e) g = sup.(ei)q, —un méme ensemble A n’est pas un

filtre .. Mais ceci a lieu lorsque E est localement compact, & cause
des relations que nous allons établir ci-dessous, en (d),

d) Si(F,), est une famille de filtres sur 1, et si F désigne le filtre

intersection : F— ﬂ J., on a les relations :
'.;aEd)

3) inf. (e;)g— n inf. (et-)%.

°€®

(4 sup. (e)g > ('U-;up. <ei>g?>

€D
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et cette inclusion (4) devient une identité lorsque E est localement
compact ou lorsque ¢ est finie.

Démonstration. Relation (3): Remarquons que la grille § associée
a F est la réunion des grilles §, associées aux ..

Or une propriété connue de l'opération interseclion (*) nous

montre que ﬂ E;:ﬂ<na>

aEU@ €D aE@‘v
ce qui exprime le résultat annoncé.
Relation (h): ») Gomme FCF, pour tout o€®, ona
sup. (e,-)g‘Dsup. (ei)g@'
Comme de plus sup. (ei)% est un ensemble fermé, on a la formule
annoncée.

) SiE estlocalement compact, pour tout #€ [: sup. (e )g et pour

tout voisinage compact U de « disjoint de sup. (e, )% , 1l existe un
élément a.€, tel que ‘Dr\sa =

81, en particulier, me[: (USUP (6’) ) et s1 U est un voisinage

\ €D

compact de x disjoint de (U sup. (e ), ), on a

o€
GD(\(U%@):Q’.
£
D "?J ' a> —=ag.
onc ﬁ(LJ:) 5

Si l'on pose a— U a,. cette égalité devient ‘ﬁn&,:yﬁ. Or ae%.

o€ED
Donc le point @ n’est pas un point-limite supérieure de la famille
(€);eg suivant F. On a donc bien :

(b) sup. (e;)g — <U sup. (el)J)

On peut montrer par un exemple que cette identité ne serait pas
vérifiée si dans le second membre on enlevait le signe de fermeture,
méme pour E métrique compact.

(®) Voir Bourbaki, Fasc. Res, Act. Sc. Hermann, 846, page 25, formule 41.
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) Lorsque ¢ est finie, cette identité résulte aisément de ce que
I'intersection d’un nombre fini d'ensembles ouverls est un ensemble
ouvert.

Remarque : L’identité (5) peut étre fausse lorsque E n’est pas
localement compact. On en consiruira aisément un exemple dans
I'espace E obtenu comme réunion d'un disque ouvert et d'un
point de sa circonférence.

e) Pour tout filtre & sur 1 el pour tout we€sup. (e) " il existe des
filtres & plus fins que T pour lesquels on a

xzeinf. (ei)cﬁ, .

L’intersection T, de ces filtres 3 est encore un filtre 7, et tout filtre
plus fin que F, est un filtre 5 .

Démonstr atwn Pour tout vmsmage Vde x, et tout aeF, désignons
par aq) I'ensemble des indices i tels que

Vne=£gp et l€a.
Soit $, la famille de ces aqy; B, est une base de filtre car, d’une part

Uy O gy >(a, f\az)OD Ay

d’autre part a, =~ o puisque a€ sup. (ei')g.

Soit F, le filtre de base %,. Il est évidemment plus fin que &, et
par construction on a: x¢€inf. (¢ .

Il résulte de la définition de F, c;ue c’est le moins fin de tous les
filtres F tels que w€ inf. (ei)g,; d’autre part il résulte des inclusions
de (b) que cette relation a lieu pour tout filtre plus fin que ,.

Remarque : S1 .« posseéde une base dénombrable de voisinages et si 7
posseéde une base dénombrable, J, posséde aussi une base dénombrable
B, Il existe donc un filtre élémentaire 7 plus fin que F,, donc plus
fin aussi que F, et tel que

weinf. (¢;) .

f) Corollaire de résultats précédents :

Pour tout filtre  sur 1, si (%),., désigne, soit la famille des filtres
plus fins que ¥, soit la famille des ultrafilires plus fins que &, on a :

sup. (e;))g=| | (inf. e et inf. (), =/ )sup. (e). .
p-(e)g= Q]( Jg, (e)g QP()W

La premiéle de ces formules résulte immédiatement du résultat
énoncé en (e). .

La seconde formule résulte de la formule (2), en remarquant que
la grille associée a & est la réunion a la fois des filtres plus fins que
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F et des ultrafiltres plus fins que 7. Elle peul encore se traduire
ainsi : Pour tout z¢ inf. (e)_, il existe des filtres 7 plus {ins que 7 et
tels que ad:sup. (¢;) ',, pour « donné, le filtre intersection de ces

filtres ¥ n'est d’ allleurs pas en général un filtre 5, méme lorsque E
est compact.

Etude du cas ot E est compact ou locatement compact.

Soit (e;),¢,

ment compact, et soit 7 un filtre sur I.

une famille de sous-ensembles d’un espace E locale-

a) Pour tout compact K c Csup. (ei)ﬂ, il existe un élément aeF
tel que ¢, < (E —K).

En effet, pour tout meKk, il existe un voisinage U de m et un acﬁef_ff
tels que: ¢, N'U=g.

Il existe un nombre fini de tels voisinages T, T,, ..., T, qui
recouvrent K. [lsuffit de prendre a — n e

i=1,2,..,n

Application : Généralisation d’un théoréme de Janiszewski :

Soient E un espace compact et (e;),., une famille de sous-ensembles
de E. Soit F un filtre sur I.

La condition nécessaire et suffisante pour que sup. (ei)g soil connexe
est que, pour tout entourage d de la structure uniforme de E,
exviste un a€J tel que le défaut d’enchainement de &, soit petit
d’ordre 9 (°).

b) Pour tout recouvrement ouvert fini de inf. (€)g par des ouverts
o,(k—=1,2,...,n), tels que wo,ninf. (ei)g#?f pour tout k, il
existe un élément aeJ tel que, pour tout iea el tout k, on ait:
e C w7 0.

Ceci résulte immédiatement de la définition de inf. (¢;) _.
Y A
¢) Pour que U'énsemble fermé e E soil tel que

e—1nl ( ,) == sup. (e )~ ,

il faut et il suffit que. pour fout recouvrement ouvert fini de e par des

(%) Qest-d-dire que, pour tout couple de points de €,4, on peut passer de 'un a Pautre
par une chaine finie de points telle que deux quelconques consécutifs de ces points soient
voisins d’ordre 3. Lorsque E est métrique, le défaut d’enchainement de & peut étre
caractérisé par un nombre.

b
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. 7/ 1 .
owverls o, (h==—1,2, ..., n) lels que (  D— U :,)A.> soit compact el que

k
(e nwy) =9 pour toul I, il exisle un élément a€ lel que :

1) ET.CU(%-
A.

2) Pour tout i€a et tout k, e;nw;=~9.

Démonstration : 11 résulte des résultats ci-dessus ((a) et (b) ) que la
condition est nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante.

1) On a sup. (e))z<e.

En effet, soit me (E-—sup (e )q> Si T est un voisinage compact
de m tel que Une=—=g, I'ouvert © =— (E — 1) recouvre e.

Ce recouvrement satisfait aux conditions du théoreme. Donc il
existe a€F tel que:

Vng,=—4¢g, dou meEsup.(ei)q.
2) Ona ecinf. (e) .

En effet, soit mee, et soit w, un voisinage ouvert de m. Posons
w,— K. Le recouvrement ouvelt (0,5 ©,) de e satisfait aux conditions
du théortme. Donc il existe aeF tel que, pour tout i€a. on ait
e;nw,==0. Dol meinf. (6‘.'):7,-

En résumé, on a: sup. (eil)gcecinf. (ei)g. d’ou I'identité cher-
chée.

Remarque. — Lorsque E est compact, la condition de I'énoncé
devient :

Pour toute famille finie d’ouverts () tels que :

eCU")" el enw,==¢ pour tout k,
k

il existe a€d, tel que, ..., elc.

4. — Relations entre deux espaces topologiques.

Dérvition 1. — On dit que la relation R entre les espaces topolo-

giques X et Y est fermée (resp. ouverte) si Uensemble & qui la définit
est fermé (resp. ouvert) dans X ><Y.

Toute relation fermée a pour complémentaire une relation ouverte.
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~1

(lonséquences.

1) Soit R fermée. Pour tout ensemble fermé A < X, [A| est fermé
dans X><Y ; or Y(A) est la projection de I'ensemble fermé & n[A]:
donc Y(A) est fermé si X est compact.

Pour tout ouvert AcX, [A] est ouvert ; Y(A) est la projection de
I’ensemble & n[A] qui est fermé au voisinage de chacun de ses points.
Donc, si X et Y sont des espaces localement compacts & base dénom-
brable, CU(A) est un F;, réunion dénombrable de compacts.

2) Soit R ouverte. Pour tout fermé A <X, I'ensemble & n[A] est
ermé au voisinage de chacun de ses points ; mémes conclusions que
ci-dessus.

Pour tout ouvert A <X, UY(A) est ouvert.

3) Pour tout ouvert A <X, si R est ouverte, le saluré S(A) de A
est ouvert.

Pour tout fermé A <X, si X et Y sont compacts et R fermée, S(A)
est fermé.

Formes équivalentes & la définition 1.

1) Pour qu’une relation R soit ouverte, il faut el il suffit que poar
tout z€X et pour tout yeY(z), il existe un voisinage U, de x et un voi-
sinage U, de y tels que, pour fout x'€,, on ait ‘Dyc‘y(w’).

Cette condition ne fait que traduire le fait que & est ouvert.

Dérmvition 2. — On dit que la relation R entre X et Y est semi-
continue supérieurement sur X au point xeX si, pour tout ye{:_(y/(m),
il existe un voisinage U, de a et un voisinage U, de y tels que, pour
tout «'€V,, avec &' =~ x, on ait : U, (\Cy/(ac'): ]

I est immédiat que ceci équivaut a dire que

Y(z) > sup. Y(z)g
ol ¥ désigne le filtre des voisinages de x diminués du point « (si
est isolé, par définition le second membre sera =o).
Lorsque ‘U(m) est fermé, celte condition peut s’écrire :

Y () = sup. )5
ou F désigne le filtre des voisinages de x.

TukorimMe 1. — Pour qu’une relation R soit fermée, il faut et il
suffit que pour tout x€X la relation R soit semi-continue supérieurement
sur X, et que Y(x) soit fermé.

En effet, si R est fermée, Y(z) est fermé pour tout zeX. D autre
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part, pour (x, y)€ [: &, il existe un voisinage élémentaire de (i, y) dis-
jointde §; ceci traduit la définition de la semi-continuité supérieure.
Si au point z€X, la relation R est semi-continue supérieurement,
et s1 ‘U.(m)'est fermé, la définition 2 montre que s1 (x, y)€ [: 6, 1l existe
un voisinage élémentaire de (z, y) disjoint de &. Ceci étant vrai
pour tout x€X, I'ensemble EE est ouvert, donc € est fermé.
Conséquence : Si pour tout x la relation Ik est semi-continue supé-

rieurement sur X et si Cg(oc) est fermé, cette relation est aussi semi-
continue supérieurement sur Y en tout point y et %(y) est fermé.

Pl'opriétés des relations semi-continues supérieurement.

@) Si R est semi-continue supérieurement sur X au point z€X,
il en est de méme de la relation R’ définie par Y/ (:v)—-(lJ(Jc) Gette
relation R’ est fermée et associée A I’ensemble & — €.

b) Soit (Bi)iEI une famille de relations entre X et Y, définies par

la famille d’ensembles (§,),, et semi-continues supérieurement sur
X au point z€X.
La relation intersection R;, définie par &;— ﬂ &;, ou encore par
i€l
Yy(z) = ﬂ Yy(o) est semi-continue supérieurement sur X en x,.
i€l

Démonstration : St x, est 1solé, cet énoncé est trivial. Sinon on
est ramené a montrer que sup. QJI(:D)J <Yy(z,), F F, désignant le filtre

des voisinages de x,, diminués du pomt x,.

Or Yy(z)<Yyx), d'our sup. qJI(m)q c ﬂ sup. qu(ﬂ')gz)
De plus : sup. Y (m)d, <Yqz,), d'ou m sup. Y (m)q <Y(w,)-

i€l
D’ou la relation cherchée.

Si les R; sont fermées, la relation R; est évidemment fermée :
Celte remarque généralise cette propriété connue, que l'intersection de
deux ensembles fermés cartésiens est semi-continue supeneurement
lorsque ces ensembles varient continuement ou de fagon semi-
continue supérieurement.

¢) Tuforime 2. — Soif R une relation entre X et Y, qui soit semi-
conlinue supérieurement en tout poinl de X.
Si Y est compact, si X est connexe et si pour tout xeX lensemble
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1(x) est connexe (et=£¢), alors les ensembles & et ‘(x) sont
conneces.

Démonstration : Pour tout x€X, I'ensemble &n [x] est connexe.
Donc si & n’est pas connexe, il existe une parlition de § en deux
ensembles &, &, ouverts dans & tels que s1 X, X, désignent respec-
tivement les projections de &, et &, dans X, on ait :

X‘r\ngp’; Xi\.)X;_):j ; 8‘:8(\[){‘]; 6,—

[X,]-
On montre aisément que X, et X, sont ouverts dans X, ce qui est
en contradiction avec le fait que X est connexe.

Donc & est connexe. 1l en est de méme de sa projection (X)
dans Y.

CoroLraire. — Si R est fermée, si X et Y sont compacts, et si X
est connexe ainsi que tout \(x) (pour x€X), alors les ensembles
& et Y(X) sont des continus.

a) Cas de Y compact. Si Y est un espace compacl et si la rela-
tion R est fermée, pour tout z€X et pour tout voisinage U de ‘IJ (),
il existe un voisinage 1, de « tel que

YT < L.

Exemples généraux de relations semi-continues supérieurement.

‘A toute relation R entre X et Y, on peut associer trois relations
intéressantes semi-continues supérieurement sur X.

1) La relation R, définie par 81:g ; ¢’est U'intersection des rela-
tions fermées plus larges que R ; on peut encore la définir par :

LlJ.i(.If) —sup. “U(w’)g, = sup. L[](w’); ,
J désignant le filtre des voisinages de .

C’est 12 une relation trés souvent utilisée.
2) La relation IR, définie par :

r€X

Celle relation est fermée el peul encore se définir par:

)= sup. Yo'y == sup. )y

J' désignant le filtre des voisinages de @ diminués du point
(lorsque = est isolé, on pose ] () = o).
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3) La relation R, définie comme intersection des relations semni-
continues supéricurement sur X el plus larges que R.
La relation R, peut éire définie aussi par & =0U8, ou par

Y(2) = 1Y(2) U sup. Y(@)g-

Semi-continuité supérieure au sens fort.

Il existe, a cOté de la semi-continuité supérieure que nous venons
d’étudier, un autre type de semi-continuité supéricure d’ailleurs
moins intéressant, et que nous signalons ici surtout parce qu’il
s'introduit de facon analogue & la semi-continuité inférieure dont
nous parlerons plus loin.

Derinition 1 B1s. — On dit que la relation R entre X et Y esl mi-
fermée suivant X si, pour tout ensemble fermé BcY, lensemble X:(B)
est fermé dans X.

Dérixirion 2 B1s. — On dit que la relation R entre X et Y est semi-
continue supérieurement au sens fort au point x €X si, pour tout voi-
sinage ‘U de Y(x,) dans Y, il existe un voisinage VU, de x, tel que
Y(Ty,) < T

On montre aisément que, pour que R soit mi-fermée suivant X,
il faut et il suffit qu’elle soit semi-continue supérieurement au sens
fort en tout point de X.

Si Y est un espace normal, et si ‘U(.DO) est un ensemble fermé,
la semi-continuité supérieure forte en x, entraine la semi-continuité
supérieure ordinaire.

Si Y est un espace compact, la semi-continuité supérieure ordi-
naire en z, entraine la semi-continuité forte.

Donc si Y est compact et si ‘y (x,) est un ensemble fermé, ces deux
semi-continuités sont identiques au point x,.

On peut souligner le peu d’intérét de la semi-continuité supé-
rieure forle par le résultat suivant, qui montre combien cette semi-
continuité est restrictive.

Tutorime 3. — Lorsque X et Y sont des espaces métrisables, si R
esl semi-continue supérieurement au sens fort au point x €X, il existe
un sous-ensemble compact K <|(x ) tel que, pour lout voisinage U de
K dans Y, il existe un voisinage U,, de x, tel que :

19(([;%) c (‘1} N (]J (Iu)>.

Donc, si l'on néglige ce qui se passe au voisinage du sous-
ensemble compact K de ‘U(f:rol), — sous-cnsemble en général non-



CONVERGENCES 71

dense sur ‘lI(.ro) —, on voit qu’en gros on a ‘lJ(x)<(z,) dés que =
est assez voisin de @, (cette inclusion est d’ailleurs vérifiée effective-
ment lorsque ‘f(x,) est ouvert).

Relations semi-continues inférieurement.

Dermvirion 3. — On dit que la relation I\ entre X et Y est mi-

ouverte suivant X si, pour loul ensemble ouvert B<Y, lensemble
X(B) est ouvert dans X.

Dérisition 4. — On dit que R est semi-continue inférieurement sur
X au point x€X si, pour tout ye\(x,), et pour tout voisinage U, de y,
il existe un voisinage V,, de x, tel que, pour tout x'€U,, on aif:
yn ‘lJ (') £ 4. ' /

Ceci équivaut d'ailleurs & dire que Y(x,) <inf. Y(z')g , F désignant
le filtre des voisinages de .

Il est immédiat que pour que R soil mi-ouverte suivant X, i
Jaut et il suffit que R soit semi-continue inférieurement en toul
point de X.

Propriétés des relations semi-continues inférieurement.

a) Si R est semi-continue inférieurement sur X au pomt w€X,
il en est de méme de la relation R’ définie par Y/(x) —~‘l|(ac)

b) Soit (R;),, une famille de relations entre X et Y, définies par
la famille d’ensembles (&), et semi-continues inférieurement sur
X au point x€X.

La relation réunion R;, définie par 81:U8i ou encore par

i€l
Yy () = U 0f(x) est semi-continue inférieurement sur X au point
i€l
z,€X. Ceci résulte de la formule :

|Jinf. Ydz)g <int. (U 1|(ac)>,,.

i€l \ i€L

En particulier, si les R; sont mi-ouvertes, R; est aussi mi-ouverle.

c¢) Soient Ry y une relation entre X et Y; Ry ; une relation
entre Y et Z; et Rx ; la relation composée de Ry v et Ry ;.

Si Rx vy est mi-ouverle suivant X, et Ry ; mi-ouverte suivant Y,
la relation Ry 7 est mi-ouverte suivant X : ceci résulte immédiate-
ment de la définition 3.
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Erxemples de relations mi-ouvertes.

1) Toule relation R ouverte est mi-ouverte.

2) Toute relation R définie par un ensemble & tel que, pour tout
yeY, ensemble 6 n[y] soit ouvert sur [y], est mi-ouverte.

3) Si R est une relation quelconque entre X et Y, parmi toutes
les relations mi-ouvertes moins larges que R, il en existe une plus
large que toutes les autres, & savoir leur réunion (propriété (b) ci-
dessus). Cette relation R sera dite le noyau de R.

Il est immédiat que ‘lJy(x) est fermé dans ‘lj(m) en parti-
culier, si ‘lJ(x) est un ensemble fermé, J5() est aussi un ensemble
fermé.

Remarque 1 : Soit (f;),, une famille d"applications continues de X
dans Y. Chacune de ces applications engendre une relation mi-
ouverte R; entre X et Y, définie par Y(x)= }{fi(x)}{.

La relation R réunion des R; est mi-ouverte. L’étude de certains
cas simples pourrait faire croire qu'inversement toute relation mi-
ouverte R est de cette forme. Mais il n'en est rien, méme dans
le cas ou X, Y sont deux segmenls de droite et ou tout ()
est un ensemble fermé ; il n'exisle méme en général aucune
application continue f(z) de X dans Y telle que f{x)el(x) pour
tout xeX.

Remarque 2 : Nous avons fait remarquer plus haut que, pour
toute relation R entre X et Y, la relation R, définie par

(l}i(w) —sup. ‘l}(;c')ﬁ

était une relation semi-continue supérieurement (et méme fermée)
sur X.

Par contre il est inexact en général que la relation R’ définie par :
/() =1nf. Y(z')5 soit semi-continue inférieurement sur X.

Remarque 3 : La semi-continuité supérieure n’est pas une notion
duale de la semi-continuité inférieure. Cette dualité n’a lieu en fait
qu’entre les relations fermées et ouvertes, qui ne sont qu'un cas
particulicr des relations semi-continues.

Relations particulieres.

Supposons que, pour tout z€X, (x) conlienne un élément et un
seul. () définit donc une application de X dans Y.
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1) Dans le cas général la continuité de "J(z) ne résulte pas de ce
que & soit fermé (7).

Par contre si Y est compact et si & est fermé, on a vu (§4, au
début) que, pour tout fermé B Y, I'ensemble )(B) est fermé dans
X. Donc I'application 1)(x) est alors continue.

Inversement, si ‘l}(x) est une application continue de X dans Y,
on sait qu’on ne peut affirmer que I'ensemble représentatif & de ()
est fermé dans (X ><Y) que si Y est séparé.

Conséquence : Si'Y est compact, la condition nécessaire et suffi-
sante pour quel’ apphcatlon 1)(x) de X dans Y soit continue. est que
I'ensemble lepresentatli & de cette apphcatlon soit fermé dans X >< Y.

2) Supposons maintenant & fermé, mais X, Y quelconques.

La relation R suivante dans X :

Riz,2) si Y(o) =),

est une relation d’équivalence. Toute classe d’équivalence (y) (ou
ye(’yl(X)) est un sous-ensemble fermé de X.

Soit g I'application canonique biunivoque de X/R sur (X).

En général, ni g, n1 g7 ne sont continues (*) ; les espaces X/Ret
1J(X) n’ont donc pas en général de topologies comparables.

Par contre, si X est compact, 'J(A) est fermé pour tout fermé
AcX; cect est vrai en particulier pour tout A fermé saturé pour la
relation R. Donc g~ est continue ; si Y est compact, H(B) est fermé
pour tout fermé B <Y ; donc g est continue.

Doncsi X et Y sont compacts, g est une homéomorphie entre les
espaces E/R et Y(X), qui sont dailleurs compacts puisque UY(X) est

l" b 3
image continue d’'un compact.

Définition générale d’une relation d équivalence fermée
dans un espace topologique.
Dérmirion 5. — On dit que la relation d’équivalence R dans lespace
E est fermée si, dans E><E, l'ensemble & qui définit R est fermé.
Cette définition entraine que toute classe d’équivalence suivant R
est un ensemble fermé. .
(7) Par exemple, soit N le segment (0 — 1), Y la demixdroile y > o. La fonction (x)
égale a L pour =% 0 et & 0 pour @ = 0 n’est pas continue ct a cependant un ensemble
T
représenlatif & fermé dans X >< Y.

(%) On en aura nn excmple co remplagant dans Pexemple ci-dessus (Note 7) X par la
demi-droile x 2= o.
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La propriété suivanle esl caractéristique des relations d’équivalence
fermées :

Pour tout couple ( , x,) tel que non-R(z,, x,), il existe un voisinage U,
de et unvoisinage U, de x, lels que, pour tout z; € U,, el tout x,€ Uy,
on ait non-R(z], x,).

La démonstration de ce fait est immédiate.

Il peut encore se traduire de la facon suivante :

Si K est une classe d’équivalence quelconque suivant R, pour tout
filtre F sur E convergeant vers un point de K, on a :

sup. S(z)g <K,

en désignant par S(x) le saluré de tout point xeE.

Il est intéressant de comparer les relations d’équivalence fermées
dans E avec celles qui pourraient se déduire, comme dans l'étude
ci-dessus (Relations particuliéres), de certaines relations fermées
entre E et un autre espace. On va voir qu’en général ces relations
multivoques fermées ne conduisent pas & des relations d’équivalence
fermées. Soit par exemple E un espace compact et R une relation
d’équivalence dans E; on impose seulement & R que toute classe
d’équivalence suivant R soit un ensemble fermé, ce qui n’entraine
pas que R soit fermée en notre sens. Or donnons a I'ensemble quotient
E/R la topologie discrete. 1l est immédiat que 'application canonique

4
de E sur l'espace discret % définit entre E et cel espace discret une

relation fermée. Et cependant la relation d’équivalence dans E
associée a cette application canonique estidentique a2 R, donc n’est
pas fermée.

Tutorime 4. — Soit (R,), une famille de relations d’équivalence
dans U'espace topologique E ; et soit R—=1inf. (R,),.

1) Il existe une applicalion canonique continue et biunivoque de

E/R dans Uespace produit H E/R..

2) Si toule R, estfermee R est fermée

3) st chacun des espaces E/R; est séparé, E/R est séparée ; la réci-
proque est inexacte.

Démonstration : 1) Remarquons d’abord que tout ensemble ouvert
de E saturé pour une R; est aussi saturé pour R.

Pour toul i, il existe une application canonique continue f; de
E/R sur E/R;: c’est celle qui, & toute classe d’équivalence suivant R
associe la classe d’équivalence suivant R, qui la contient,
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Soit f l'application canonique f=(f;) de E/R dans le produit

topologique [ E/R;; elle est continue, et d’autre part elle est biuni-
i€l
voque puisque R —1inf. (R, .

2) Toute R; étant définie par un ensemble fermé &; dans E>< I,
la relation R, définie par ﬂ &, est aussi fermée.

i€l

3) Sitout E/R; est séparé, il en est de méme de ﬂ E/R,. Comme

€l
SIE/R)c H E/R;, Uespace f(E/R) est séparé. Il en est donc de
i€l
méme de E/R.

L’application f n’est pas en géndral bicontinue. Il suflit pour le
voir de prendre E séparé et R, R, telles que E/R, et E/R, aient une
topologie grossiére (°) et que toutle classe d’équivalence suivant
R—=inf. (R,, R)) contienne un seul élément. Alors E/R, homéo-
morphe & E, est séparé, alors que f(E/R) ala topologie grossiere.

Application 1 : SiE est compact et si la famille (R,),, est telle que
tout E/R; soit compact, E/R est compact.

Exemple : Soit E un espace compact et g une application continue de E dans
un espace séparé. La relation d’équivalence R définie dans E par: R(xy, @) si

g(z,) = g(,) et si m;, m, sont sur une méme composanle connexe de E est telle
que E/R soit séparé, donc aussi compact.

Notons ici que, st E n’est pas compact, el si R,, R, sont telles que
E/R, et E/R, soient compacts, 'espace séparé E/R, ot R—=1nf. (R, R,)

} r
n est pas forcément compact.

Application 2 : Espace séparé associé & un espace topologique :

Soit E un espace topologique quelconque.

Soit (R)),, la famille de toutes les relations d’équivalence dans E
telles que E/R; soit séparé (cette famille n’est pas vide).

Si on pose R =1nf. (R;)¢, I'espace E/R est séparé.

Nous dirons que E/R est 'espace séparé associé a E ('°).

(?) La topologie grossiére sur un ensemble A est celle dans laquelle les seuls ensembles
ouverts sont A et o.

(19) On pourrait obtenir R par le procédé transfini suivant :

Pour tout espace topologique A, disons que S(a, b) (ot a, b€A), &'l existe une suite
finie a,, @y, ..., @,.1 de pointsde A, avec o, =4, a,,1=2>, et une autre suite finie
Ty, Ty, .-, o, de points.de A, telle que oy et ;. 1€T; pour k=1, 2, ..., n en désignant
par T Uintersection des voisinages fermés de .

La relation 8 est une relation d’équivalence.

Désignons alors, dans E, la relation 8 par 8, ; puis par 8, la relation d’équivalence
dans E induite par la relation S dans E/S;; et de fagon générale par S, (n entier) la
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Borne supérieure. — On n’a pas de théoréme analogue au pré-
cédent pour R=sup. (R,

Soit par exemple E une circonférence ; 3,, 3, deux diametres de
E, et R,, R, les deux relations d’équivalence ainsi définies :

Ry, x,) siz, el x, sontsymélriques par rappﬂh Qi == 1,9

Chacun des espaces E/R; est compact. Or, si (Sl, 32)/11 estirrationnel,
toute classe d’équivalence suivant R —=sup. (R,, R,) est partout dense
sur E; donc E/R a une topologie grossiére.

Tutorime 5. — Soit R une relation d'équivalence dans un espace
compact E. Les propriétés suivantes de R sont équivalentes :

1) R est fermée.

2) Le saluré de tout ensemble fermé est fermé.

3) Toute classe d’équivalence est un ensemble fermé et posséde une
base fondamentale de voisinages ouverts saturés.

h) Toute classe d’équivalencey estun ensemble fermé, et pour lout voi-

-sinage U, de v, il existe un sous-voisinage ‘U, de +y lel que toute classe
d’équivalence ayant un poinl au moins dans C,, soit contenue dans U,.

L’une quelconque de ces propriéiés entraine que E/RR soit séparé,
donc aussi compact.

Tutorive 6. — Soil R une relation d'équivalence fermée dans un
espace localement compact E.

Le saturé de tout ensemble compact W< E est fermé; cect carac-
térise les relations R fermées dans E.

L’espace quotient E/R n’est pas en général séparé. Mais lorsque 15
est dénombrable ¢ Uinfini (''), E/R est séparé et normal (sans étre pour
cela localement compact) ('*).

La démonstration de ces théorémes ne présente pas de difficultés.
La seconde partie du théoréme 6 se démontre en utilisant le fait
que le saturé de lout ensemble compacl est un ensemble fermé.

Applications immédiates : 1) Soit E un espace localement compact ;

relation d’équivalence dans E induite par la relation S dans E/S,. On posc alors
S,=sup. (3), _, ,

Puis on définit S, ., S,., ctc. On peul ainsi définir S, pour loul nombre
ordinal a. Si pour a == a;, E/S, est séparé, on aura S, =38, pour loul &> a, et on
peut alors montrer que 8, = R.

L’existence dun tel & résulle de Paxiome du choix.

(1) Gest-a-dire que E cst une réunion dénombrable de compacts.

(12) Exemple : E cst 'ensemble suivan dans le plan 20y : La droite # = o plus len-

1

semble des points de coordonnées (x— ', y=p),oun=1,2, ...,...p=1,9, ...

Et Pon prend ponr classes d’équivalence de R les composantes connexes de E.
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la relation d’équivalence R dont les classes d'équivalence sont les
composantes connexes de I est fermée.

2) Soit I, une relation d’équivalence fermée dans l'espace loca-
lement compact E. Soit R, la relation d’équivalence dont les classes
d’équivalence sont les composantes connexes des classes d’équivalence
de R,. La relation R, est fermée.

Relations d’équivalence fermées en des sens plus stricts.

On peut renforcer progressivement la définition des relations
d’équivalence fermées.

Dérinition b B1s. — On dit que la relation d’équivalence R dans
lespace E est vorTEMENT FERMEE si la relation canonique entre les
espaces E et E/R est fermée.

I1 est immédiat que toute relation R fortement fermée est fermée.

La propriété suivante est caractéristique des relations R fortement
fermées :

Pour tout couple (x,, x,) tel que non-R(x,, x,), si v(x,) désigne la
classe d’équivalence contenant x,, il existe un voisinage ouvert saturé

U, ., de 1(xz,) et un voisinage V,, de x, tels que

0y 0, = 0.

Par exemple, si E est localement compact, toute relation d’équi-
valence R fermée dans E est aussi fortement fermée. Mais ceci ne
s’étend pas au cas général : On pourra en construire un exemple
dans I'espace E obtenu comme réunion d’un disque ouvert et d’'un
point de sa circonférence.

Diérmiarion b tER. — On dit que la relation d’équivalence R dans
Uespace E est tri:s FORTEMENT FERMEE si 'espace E/R est separé.

Il est immédiat que toute relation R trés fortement fermée est for-
tement fermée.

La propriété suivante est caractéristique des relations R trés for-
tement fermées.

Pour tout couple (y,, v,) de classes d’équivalence distinctes, il exisle
deux ensembles ouverts saturés disjoints contenant respectivement v,
et ~,.

Il existe des relations R qui sont fortement fermées sans I'étre
trés fortement (voir le théoréme ci-dessus relatif aux espaces locale-
ment compacts). Mais dans un espace compact E toute relation
d’équivalence fermée est trés fortement fermée.
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Pseudo-topologies, pré-topologies et topologies.

Dans un espace métrique E, la définition d’écart mutuel de deux
ensembles fermés () organise l'ensemble 2® des sous-ensembles
fermés de E en espace métrique. Ceci induit sur 2® une topologie
qu’on peut appeler topologie de la convergence uniforme.

On pourrait donner des définitions analogues pour tout espace
uniforme E.

Mais tout espace topologique n’est pas uniformisable, et méme si
E est uniformisable, il peutl’étre de plusieurs facons et les topologies
sur 2° associées & ces diverses structures uniformes ne sont pas tou-
jours identiques.

D’autre part on a souvent besoin d’'une notion de convergence
différente de la notion de convergence uniforme. Par exemple, si E
est localement compact, on utilise souvent la notion de « convergence
uniforme sur tout compact ».

Il semble donc utile de définir pour un espace topologique quel-
conque E une notion de convergence sur 2® et d’essayer d’organiser
2% en espace topologique.

Il est naturel pour cela d’utiliser les définitions des limites supé-
rieure et inférieure d'une famille d’ensembles suivant un filire. Il se
trouve que la notion de convergence associée & cette notion de limite
ne définil pas toujours directement sur E une topologie. Elle définit
ce que nous appellerons une pseudo-topologie,
structure généralisant les structures £* (**).

Nous étudierons bridvement les pseudo-topologies et en particulier
les pré-topologies, plus directement liées & la notion d’adhérence.

c’est-a-dire une

(**) Notion due & Hausdorfl. Voir Kuralowski, Topologic I, page 8g.

(%) Voir Kuratowski, loc. cit., page 56 ; un espace €* est défini & partir de la notion
de suite convergente.
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Puis nous montrerons comment & toute pseudo-lopologic on peut
associer une pré-topologic et une topologic.

Nous pourrons utiliser cette étude pour définir uue pseudo-topo-
logie et une topologie sur I'ensemble des applications continues d'un
espace dans un autre.

Nous ferons ensuite une étude un peu plus détaillée de ces notions
dans des espaces moins généraux (compacts, connexes, localement
connexes, etc.).

5. — Structures pseudo-topologiques sur un ensemble.

Une structure pseudo-topologique p sur un ensemble E est définie
par la donnée d’une relation R(U, m), dite relation de pseudo-conver-
gence entre 'ensemble des ultrafiltres U sur E et I'ensemble des
points m de E.

Lorsque R(U, m) est vraie, on dit que m est pseudo-limite de U,
ou encore que U pseudo-converge vers m (**).

Nous supposerons vérifié le seul axiome.

U,. Pour tout meE, lultrafiltre des sur-ensembles de §m} pseudo-
converge vers m.

Exemple : Dans tout espace topologique E, la définition topolo-
gique ordinaire de la convergence d'un ultra-filtre induit sur E une
pseudo-topologie qui est dite induite par la topologie de E.

Eaxtension de la relation de pseudo-convergence
aux filtres quelconques.

Deérvition 1. — On dira qu’un filtre F sur E pseudo-converge vers
m st tout ultra-filtre plus fin que F pseudo-converge vers m. Celte
relation se notera R(F, m).

Exemple : Si E est un espace topologique, on vérifie aisément que
I'extension R(F, m) de la relation R(U, m) induite par la topologie
de E est identique a la relation de convergence topologique dans E.

Toute relation R(F, m) posséde évidemment les propriétés sui-
vantes :

F, : (Fcd et R(F, m))—R(F, m).

(*%) Un ultrafiltre peul n’avoir aucun point pscudo-limite.
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Aulrement dit, plus un fillre est fin, plus il « de points pseudo-
limites.

F,: Si non-R(F, m), il existe un 57 >3 tel que, pour tout 7>,
on ait non-R(F", m).

F,: Pour tout meE, st F désigne le fillre des sur-ensembles de gm ; s
on a R(F, m).

Inversement, soit R(:#, m) une relation entre I'ensemble des
filtres 7 sur E et I'ensemble des points m de E.

Désignons par R(ll, m) la restriction de R(F, m) & I'ensemble des
ultrafiltres Al.

On vérifie aisément que, si la relation R(F, m) vérifie les axiomes
F,, I, F,, larelation R(U, m) est une relation de pseudo-convergence
(axiome F,), et I'extension R'(F, m) de R(U, m) aux filtres quel-
conques F est identique & R(F, m) (axiomes F, et F ).

Comparaison des pseudo-topologies.

Soient p, et p, deux pseudo-topologies sur E, définies par les
relations R (%, m) et R,(F, m). On dit que p, est plus fine que p,
(p,29,) st B(F, m) —Ry(F, m) (™).

Autrement dit, plus une pseudo-topologie est fine, moins les filtres
ont de points pseudo-limites.

Par exemple, si deux pseudo-topologies p, et p, sont teiles que
pour chacune d’elles tout ultrafiltre posséde un point limite et un
seul, p, et p, sont, ou bien non comparables, ou bien identiques.

Applications pseudo-continues.

Soient, sur deux ensembles E, E', deux pseudo-topologies p et p’,
définies par les relations R, R, et soit fune application de E dans E’.

Si meE et m’ — f(m), on dira que f est pseudo-continue en m si

R(F, m)— R(F, m'),
en désignant par ¥ le filtre de base f(F).

Si f est une application biunivoque de E sur E’, qui soit pseudo-
continue ainsi que l'application réciproque de f, on montre aisément
que cette application f réalise une isomorphie des structures pseudo-
topologiques p et p’. Aulrement dit, ces siructures sont pseudo-
homéomorphes.

On démontre aisément aussi le théoréme des applications composées
pseudo-continues.

(18) Cette définition est la méme que la définition que nous avons donnée pour les
relations queleonques.
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Somme et produit pseudo-topologiques.

Ces notions se définissent, comme dans les espaces topologiques,
a partir de la notion d’application pseudo-continue.

Soit par exemple (E;),.; une famille d’espaces pseudo-topologiques.
Sur l'ensemble produit E= [[ E,, la pseudo-topologie produit sera

i€l
par définition la moins fine de toutes celles qui rendent pseudo-
continues les fonctions coordonnées. Autrement dit, on dira que
R(F, m) est vraie si R(F,;, m;) est vraie pour tout i€l, F et m, étant
les projections de F et m dans E,.
Pseudo-topologie quotient.

Soit p une pseudo-topologie sur un ensemble E, et R une relation
d’équivalence dans E.

On appelle pseudo-topologie quotient sur Uensemble quotient E/R,
la pseudo-topologie la plus fine rendant pseudo-continue dans E I'appli-
cation canonique sur E/R. On la notera par p/R.

On peut montrer que cette pseudo-lopologie quotient existe bien
et qu'elle est définie par la relation R'(F, m’) suivante :

Si R(iF, m) désigne la relation définissant p, on dira que R'(F, m")
est vraie si # et m’ sont les images canoniques d'un & et d'un m tels
que R(F, m) soit vraie.

On vérifie aisément que cette relation R'(
axiomes F, F,, F,.

Remarque : Si p esl une pré-topologie (') (resp. une topologie), la
pseudo-topologie quotient p/R n’est pas forcément une pré-topologie
(resp. une topologie).

', m’) satisfait bien aux

Pseudo-adhérence d’un ensemble.

Dérinition 2. — On dit que m est pseudo-adhérent au filtre & sur
E s'il est pseado-limite d’un filtre plus fin que F.

L’ensemble des points pseudo-adhérents ¢ F s’appelle sa pseudo-
adhérence et se note par .

Remarque 1 : Plus un filtre est fin, plus il a de points pseudo-
limites et moins il a de points pseudo-adhérents.

Remarque 2 : 1l existe des filtres & dont la pseudo-adhérence T est
identique a I'ensemble des points pseudo-limites. On dit qu’un tel

(*") Voir plus loin la déhnition.
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filtre pscudo-converge sirictement. Par exemple tout ultrafiltre
pseudo-converge strictement.

Dénivition 3. — Pour toul sous-ensemble A <E, on appelle pseudo-
adhérence de E, et on note parK la pseudo-adhérence du filtre des
sur-ensembles de A.

On pourrait dire encore que A est la réunion des pseudo-adhé-
rences des filtres ayant une base dans A, ou I'ensemble des points
pseudo-limites des ultrafiltres ayant une base dans A.

Il est immédiat que AcK et que <U A, > U A, pour toute

réunion finie d’ensembles.

Pour tout filtre #. on a fﬁcﬂa, mais il n’y a pas en général

a€J
1dentité entre les deux termes de cette inclusion, méme s1 J est un

ultrafiltre. Ceci tient & ce que, pour une famille (‘U.i)iEI d’ultrafiltres,

le filtre J intersection de cette famille est en général tel que la
famille des ultrafiltres plus fins que J soit strictement plus grande

que (U;)¢,-

Limites supérieure et inféricure d’une famille d’ensembles.

On peut, dans tout espace pseudo-topologique E définir encore les
notions de limites supérieure et inférieure d’une famille d’ensembles.
11 suffit pour cela de présenter sous une forme convenable les défini-
tions données dans le cas ou E est un espace topologique :

Soit (e;),,, une famille de sous-ensembles de E, et 7 un filtre
sur [.

L’ensemble sup. (e;)_ sera défini comme I'ensemble des points

pseudo-limite des ultrafgltres ainsi construits : Si U désigne un ultra-
filire plus fin que J, pour toul iel, on pose f(i)=—=un point quel-
conque de ¢;. On définit ainsi une application de I dans E; par défi-
nition l'ultrafiltre de base f(‘ll) est un ultrafiltre U’

L’ensemble inf. (¢,) sera défini par la formule :
inf. (€:)q = ﬂ sup. (ew_ ,
i€J Y
olt (%)), désigne la famille des filtres (ou des ultrafiltres) plus fins
que F.
Par exemple, pour tout A< E, si l'on prend A =e¢; (pour tout iel),
on trouve que sup. (e ) —1nf. (PI -:A
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6. — Structures pré-topologiques sur un ensemble.

On dit qu'une structure pseado-topologique p est une structure
pré-topologique si elle posseéde la propriété suivante :

‘U, : Pour tout ultrafiltre U sur E, ona: 0 — n a.
a€q},

Filtre des pseudo-voisinages d’un point.

Pour meKE. soit §,, 'ensemble de toutes les parties acE telles
que : mea. Pour toute structure pseudo-topologique p, (g.,,, constitue
une grille (*) ; soit F, le filtre associé & ¢, (*).

Ce filtre F, est l'intersection des filtres qui pseudo-convergent
vers m. Il a pour éléments les complémentaires des parties b de E
telles que méb ; nous appellerons pseudo-voisinages de m les éléments
de #, ; autrement dit J, sera le filtre des pseudo-voisinages de m.

Tout ultrafiltre plus fin que J, est une partie de ,; donc si
Paxiome U, est vérifié, cet ultrafiltre pseudo-converge vers m.
Donc si 'axiome U, est vérifié, le filtre J, pseudo-converge aussi
vers m.

Inversement, supposons qu'une pseudo-topologie p satisfasse a la
condition :

U, : Pour tout meE, le filtre F, des pseudo-voisinages de m pseudo-
converge vers m.

Cette condition entraine la propriété U,. En effet, soit U un ultra-

filtre sur E: si mea pour tout a€ll, 'ultrafiltre U est plus fin que

F,; donc Ul pseudo-converge vers m, autrement dit me‘ll ; comme

d’autre part on a toujours WU ﬂ @, on a bien Al =— ﬂ a.

a€q}, a€q,
Les axiomes U, et U, sont donc équivalents (dés que I'axiome U,
est vérifié).

Tutorime 1. — Pour toute pré-topologie p, on a pour tout filtre F
sur E:
d=a
aEg

o~

Démonstration : On sait déja que WCﬂa.

acsy
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Soit alors me ﬂ?f Comme m est pscudo-adhérent & tous les é1é-
[1373

ments de J, il existe, & causc de la définition de &, une borne supé-
rieure F pour F et F,.

Tout ultrafilire plus fin que F est plus fin que F,, donc pseudo-
converge vers m. CGomme F est plus fin que 7, on a bien med.

Structures de pré-adhérence et structures pré-topologiques.

Nous savons que, pour toule pseudo-topologie p sur E, on a les
propriétés :

ArAAAAAA~~
7

XcX pour tout XCE, et (U X,.\) e U X’; pour loute réunion finie.
7 i

Réciproquement, supposons définie sur l'ensemble B(E) des

parties X de E une opération X définissant une application de R(E)
dans lui-méme et vérifiant les axiomes suivants :

A, : Pour tout X<E, on a XcX.
A,: <U Xl-> = U X pour toute réunion finie (**).

Nous dirons que X est la pré-adhérence de X et que I'opération X
définit sur E une structure de pré-adhérence.

A toute structure de pré-adhérence sur E, on peut associer une
pseudo-topologie définie par la relation R(U, m) suivante :

On dira que R(U, m) est vraie st m est pré-adhérent('®) & tout
élément de U.

Cette définition entraine que 'ensemble des points pseudo-limite
de U soit identique & (.

a€9}

Pour tout X c E, désignons par X sa pscudo-adhérence relative &

la pseudo-topologie définie par R(U, m).

~rs N
Tutorkme 2. — Pour tout X <E, on a X =X.

Démonstration : 1) X<X. En effet, pour tout ultrafiltre U ayant
une base sur X, et pour chacun des éléments a de cette base, on a:

IIVC’)\(; donc tout point pseudo-limite de U appartient a X.
2) X <X En effet, soit meX. Soit @ 'ensemble des parties a de
X telles que mea. 11 estimmédiat que (§ constitue une grille sur X ;

. . . . . N
(18) La définition générale de la réunion finie implique que A, entraine (8) = o.

e
('9) m cst dit pré-adhérent & X st meX.
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soit F le filtre sur X associé a G- Tout ultrafilire ‘Ul sur X plus fin
que J a scs éléments dans (j Donc 1'ultrafiltre sur I ayant pour
base ‘U pseudo-converge vers m ; d’on meX.

Corollaire : Pour tout ultrafiltre ‘U sur E, on a

[N s

gl :L}la.

by

Autrement dit, la pseudo-topologie associée & une structure de
pré-adhérence est une pré-topologie ; et la pseudo-adhérence associée
a cette pré-topologie est identique a la pré-adhérence donnée.

On peut donc définir une pré-topologie, soit par une relation
R(U, m) de pseudo-convergence, soit par une opération’XI de pré-
adhérence. On peut donc identifier les notions de structure pré-
topologique et de structure de pré-adhérence.

Pré-topologie associée a une pseudo-topologie.

Soil p une pseudo-topologie sur E. La pseudo-adhérence (X)
satisfait aux axiomes A, et A,. Soit p’ la pré-topologie définie par
Popération X. On dit que p’ est la pré-topologie associée a p.

La relation Jc ﬂ a montre que p’'<p. Plus précisément, p’ est

a€F
la plus fine de toutes les pré-topologies moins fines que p.

Topologie associée a une pseudo-topologie.

Soit p une pseudo-topologie sur E; et soit XCE.

On dit que X est fermé si X —X.

On dit que X est ouvert si son complémentaire est fermé.

Il est immédiat que, pour que X soit ouvert, il faut et il suffit que,
pour tout me€X, si R(F, m) est vraie, il existe un élément a€F tel que
ac X ; ceci équivaut encore a dire que X est un pseudo-voisinage de
chacun de ses points.

Les ensembles ouverts posscdent les propriétés suivantes :

O, : Toute réunion d’ensembles ouverts est un ensemble ouvert.

O, : Toute intersection finie d’ensembles ouverts est un ensemble
ouvert.

Donc les ensembles ouverts pour p sont les ensembles ouverts
d’une topologie qui est ditc associde A p.
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Par exemple, la pseudo-topologie induite par une topologie donnée
sur I a pour topologie associée la topologie donnée.

On peut caractériser la topologie associée a p comme la plus fine
de toutes les topologies dont les pseudo-topologies induites sont
moins fines que p.

Il est immédiat que si p’ désigne la pré-topologie associée a p, la
topologie associée a p’ est identique a celle associée a p.

Nous énoncerons le théoréme suivant, aisé & démontrer :

Tutorime 3. — Soit p une pseudo-topologie sur E, p’ la pré-topologie
associée . p, et p" la topologie associde & p. Si R est une relation
d’équivalence dans E, il y a isomorphie canonique entre les deux
structures suivantes :

1) La pré-topologie (resp. topologie) associée & la pseudo-topo-
logie p/R.

2) La pré-topologie (resp. topologie) associée & la pseudo-topo-
logie p'/R (resp. p"/R).

Remarquons que la topologie associée & la pseudo-topologie p”/R
est isomorphe au quotient topologique ordinaire de p” par R.

Condition pour qu’une pré-topologie soit une topologie.

Soit p une pré-topologie sur E, définie par une opération\)/(\ de
pré-adhérence.
Pour que p soit identique a la structure de pré-adhérence induite

par la topologie associde a p, il faut et il suffit que soit vérifiée la
condition :

A, : Pour tout X<E, on a X= <)/(\)

Les axiomes A,, A,. A, (*) forment un systtme d’axiomes équi-
valent au systéme des axiomes topologiques ordinaires (a partir des
ouverts, des fermés, ou des voisinages).

On obtiendrait encore un systéme d’axiomes équivalents en pre-
nant les axiomes U, U, (ou U)) et U,, ou U, désigne 'axiome sui-
vant :

U, : Pour toul meE, le fillre F, des pseudo-voisinages de m posséde

(%) Les axiomes A, Ay, Ay different de ceux adoptés par M. Kuratowski (loc. cit.).
Celni-ci remplace en effet I’axiome A, par Iaxiome suivant :

o~

Pour toul meE, on a gm; = gmg et 33; == 0.

Cet axiome est plus restrictif que A,. Il entraine que tout ensemble contenant un seul
point est un ensemble fermé.
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une bhase dont toul élément est pseudo-voisinage de chucun de ses
poinls.

Remarque : On peut dire, en termes vagues, que la notion de
pseudo-convergence est plus fine que celle de pré-adhérence
puisqu’elle permet de définir des structures plus fines que les
structures de pré-adhérence.

De méme la notion de pré-adhérence est plus fine que la notion
d’ensemble fermé (ou ouvert).

C'est 1a une justification de I'étude des pseudo-topologies; nous
allons d'ailleurs voir que c¢’est un outil indispensable & 'étude de
I'espace des sous-ensembles fermés d'un espace topologique.

7. — Pseudo-topologie et topologie sur I’ensemble

des sous-ensembles fermés d’un espace topologique.

Soit E un espace topologique, et 2® I'ensemble des sous-ensembles
fermés de E. Pour tout élément a€2®, nous désignerons par X, le
sous-ensemble fermé de E que représente a.

Derinirion. — Pour tout filtre J sur 2%, et tout e€2®, nous dirons
que R(F, e) est vraie si l'on a :

X,—=1nf. (Xl)g — sup. (Xi)g.

Gette relation satisfait aux axiomes F, F,, F_, d’aprés les résul-
tats que nous avons démontrés au paragraphe 3. Elle définit donc
sur 2® une pseudo-topologie p dans laquelle tout filtre posseéde au
plus un point pseudo-limite.

En général, cetle pseudo-topologie n’est pas une pré-topologie :
c’est le cas par exemple si E est la réunion d'un disque ouvert et
d’un point de la circonférence du disque.

Dérinition. — Nous dirons qu’un espace topologique E est compac-
toide st tout filtre sur E posséde un point adhérent.

Nous dirons que E est localement compactoide st tout point de L
posséde un voisinage compactoide.

Tutorime 1. — Pour que lu pseudo-topologie p de 2° soit une
pré-topologie, il est nécessaire que E soit localement compactoide.

Lorsque E n’est pas localement compactoide, il eriste sur 2® des
ultrafiltres qui, dans la pré-topoloyie associée a p pré-convergent vers
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plus d’un point. La lopologie associée & p est alors non séparée (™).

Démonstration : Soit m, un point de K ne possédant aucun voisi-
nage compactoide. Le point mj possede au moins un voisinage
ouvert o distinct de E, sinon m, serait adhérent a tout filtre sur E,
et £ serait alors compactoide.

Soit F I'ensemble fermé complémentaire de w.

Pour tout voisinage ouvert V de m,, il y a par hypothése des ultra-
filtres U ayant une base sur Vet n’ayant aucun point adhérent sur E;
ceci peut se traduire par :

sup. {mfq =g, dou sup. § ;@u:d

On a donc aussi :

inf. (FU gmg) q, = Sup- <F UW)G[L:F.

L'intersection des ultrafiltres U est un filtre F tel que m, soit

adhérent & &, d’ott m € sup. <FU Q) g

Il existe un ultrafiltre U’ plus ﬁn que J et tel que

myesup. (FuTm] )y =inf. (FuTm])y,.

L’ensemble limite des (FUW) suivant 'ultrafiltre U’ est donc
distinct de F. L’axiome U] n’est pas vérifié, donc p n’est pas une
pré-topologie.

Dans la pré-topologie associée a p, l'ultrafiltre sur 2® associé a U’
pré-converge vers tout point de pseudo-convergence des ultrafiltres
associés aux Ul ; donc il pré-converge vers I'élément représentant F ;
comme il pré-converge aussi d’aprés ce qu’on vient de voir, vers un
autre élément, il a au moins deux points pré-limite.

A fortiori, dans la topologie associée a p, il y a des ultrafiltres qui
ont plus d’un point limite ; cette topologie n’est donc pas séparée.

Tukorime 2. — Si E est séparé, la condition nécessaire et suffisante
pour que la lopologie sur 2F soit séparée, est que K soit localement
compact.

La pseudo-topologie p sur 2® est alors identique & la topologie
assoctée a p; c’est une lopologie d’espace localement compact. Pour
que ce soit une topologie d’espace compact, il faut et il suffit quée E
sott compact.

Démonstration : 1) La condition est nécessaire ; car si la topologie

() Notons ici que, quel que soit E, la topologie associée & p est telle que tont sous-
ensemble de 2F contenant un scul élément soit un ensemble fermé.
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de 2" est séparée, le théortme précédent montre que F est localement
compactoide ; comme I est séparé, 1l est localement compact.

(2 La condition est suffisante :

Comme E est localement compact, 1l résulte des formules 3 et 5,
pages 62 et 63, que dans la pseudo-topologie p de 2%, pour tout me2F,
le filtre 7,, des pseudo-voisinages de m pseudo-converge vers m. Donc
p est une pré-topologie.

On montre ensuite que J,, posséde une base $,, dont les éléments
sont pseudo-voisinages de chacun de leurs points. On obtient les
éléments de B, & partir des recouvrements ouverts étudiés page 65 (c),
de la facon suivante : Pour un tel recouvrement ouvert (o, ..., ®,),
on appelle a(w,, ..., »,) ensemble des sous-ensembles fermés de E
dont chacun est inclus dans U w; el rencontre tout ;. La famille de

13
ces a(w,, ..., w,) constitue la base %,, cherchée.

Ceci montre que p est une topologie (axiome U,): on montre
ensuile aisément que p est une topologie séparée, et de plus locale-
ment compacte.

St E n'est pas compact, il y a évidemment des filtres sur 2* n’ayant
aucun point adhérent ; si E est compact, tout ultrafiltre sur 2® a un
point pseudo-limite, donc la topologie de 2% est compacte.

Twéorkme 3. — Soit E un espace topologique et » un.sous-ensemble
ouvert de E. La pseudo-topologie sur 'ensemble 2° des sous-ensembles
fermés de Uespace » s’obtient de la facon suivante :

Soit, dans 2% la relation d’équivalence R suivante : On dira que
R(e, €') estvraiesi, dans Eon a: X,no—=X,no.

L’espace pseudo-topologique 2° est alors isomorphe & [espace
pseudo-topologique quotient par R de Uespace pseudo-topologique 2&,
diminué du point o représentant la classe des X, tels que X,Nnw=—4>.

Le théoréme de la page 86 montre alors que la topologie de 2* s’obtient
a partir de la topologie de 2* par le méme procédé.

Démonstration : Soit un filtre F sur 2%, qui pseudo-converge vers
e€o”. L'image canonique de Fsur (2" U {o}) pseudo-converge évidem-
ment vers I'image canonique de e (prendre les traces des X., et X,
sur ).

Inversement, si un filtre F sur 2 pseudo—converge vers e€2”, la
base de filtre sur 2* obtenue a partir de F en remplacant tout sous-
ensemble Xei fermé dans w par [Xei U(E— )] pseudo-converge dans
2" vers 1'élément correspondant a e.
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La démonstration s’achéve ensuite aisément.

Application : Soit » un espace localement compact, et E I'espace
compact obtenu en ajoutanta » un point a I'infini.

L'espace 2* est alors compact. Il est immédiat que la relation
d’équivalence R introduite dans I'énoncé du théoréme est une rela-
tion fermée. Donc 2%/R est compact. L'espace 2 est homéomorphe
a 2% diminué du point o.

Nous énoncerons sans démonstration les théorémes suivants :

Tutoréme 4. — Si E est un espace topologique et si F désigne un
sous-ensemble fermé de E, Uensemble des sous-ensembles fermés de E
a pour image dans 2® un ensemble A qui est fermé pour la topologie
de 2E.

La pseudo-topologie (resp. la topologie) de 2F est isomorphe a la
trace sur A de la pseado-topologie (resp. la topologie) de 2*.

Tutorime 5. — Soient E un espace topologique, » un sous-ensemble
de 2%, et Q lensemble réunion, dans E, des ensembles fermés dont les
images sont dans o.

1) Si o est fermé, Q est fermé dans E.

2) St o est ouvert, l'ensemble Q est ouvert dans E lorsque E est
séparé (**).

Si E est compact, lorsque o parcourl Uensemble des voisinages
ouverts d’un point e€2t, les Q correspondants constituent une base
fondamenlale de voisinages de 'ensemble fermé X,.

Pseudo-topologie forte sur 2".

La pseudo-topologie que nous venons d’étudier sur 'ensemble 2"
n’est pas la seule que 1'on puisse introduire naturellement. Définis-
sons par exemple une pseudo-topologie forte sur 2.

Nous conservons les notations du début de ce paragraphe.

Dérinition. — Pour tout filtre F sur 2%, et tout e€2®, nous dirons
que R(F, e) est vraie si :

1) X,<inf. (X)) .

2) Pour tout voisinage U de X,, il existe aeJF tel que X,<U pour
toul tea.

On vérifie aisément que la relation R(7, e) est une relation de

pseudo-convergence sur 2".
On dira que cette relation définit la pseudo-topologie forte de 2F.

(?2) 11 existe des espaces E non séparés pour lesquels cet énoncé serait en défaut
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Lorsque E est un espace régulier, la pseudo-topologie forte est plus
fine que la pseudo-topologie ordinaire définie au début de ce para-
graphe.

On peut mettre sous la forme suivante la définition de R(F, e):

On dira que R(F, e) est vraie si, pour tout recouvrement ouvert
Sfint (")j)je.l de X,, il existe aeF tel que

1) o;n X;5=¢ pour tout jeJ et tout i€a.

2) X;c U w; pour tout i€a.

JEr
Sous cette forme on peut voir aisément que la pseudo-topologie

Sforte est une topologie. Getle lopologie est séparée lorsque E est un
espace normal.

Remaroue. — Désignons par F l'ensemble de fous les sous-
ensembles d'un espace topologique E. On peut conserver la défini-
tion ci-dessus pour définir sur F une pseudo-topologie forte. Ici
encore, cette pseudo-topologie est une topologie, mais celle-ci n’est
pas en général séparée.

8.

Rapports entre les espaces E et 2E

lorsque E est un espace compact.

Nous allons ici énoncer sans démonstration une série de propo-
sitions dont certaines ne font que généraliser des propriétés déja
connues dans le cas ot E est métrique.

Soit E un espace compact et 2% I'espace de ses sous-ensembles
fermés. L’espace 2 est compact.

1) L’homéomorphie de deux espaces 2%, 2% n’entraine pas I'ho-
méomorphie de E et E’. Par exemple, pour tout espace E dénom-
brable et infini, 2® est homéomorphe a I'ensemble réunion de
I'ensemble parfait triadique de Cantor et des milieux de ses inter-
valles contigus.

2) Si E est connexe, 2% l'est aussi, et réciproquement. Plus géné-
ralement, si E est une somme topologique finie: E— }: E, oul

T
esl un ensemble fini d’indices, et ot ;5= ¢ pour tout i, on a:

2‘3:2 (H 2.
ucl ‘iEa
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Il en résulte que si E posséde n composantes connexes, 2% en pos-
séde (2" —1); si I5 posséde N composantes connexes, 2* en pos-
sede aN.

Si E est totalement discontinu (resp. parfait), 2%1'est aussi, et
réciproquement.

Si E est localement connexe, 2®1’est aussi, et réciproquement.

Si E est métrisable, 27 'est aussi, et réciproquement.

Si E est connexe et métrisable, deux points quelconques de 2®
peuvent étre joints par un arc simple. Gecti résulte de I'énoncé suivant :
Pour tout fermé F c E, il existe une famille F(¢) de sous-ensembles
fermés de E (o <{t<{1), avec F(o)=F et F(1)=E, F(¢) étant
croissant et continu lorsque ¢ varie.

3) Relation multivoque entre E et 2% :

Soit z€E et ye2®. Ondira que R(x, y) est vraie sil'onaxeX,. Cetle
relation est une relation fermée.

Reprenons les notations du paragraphe 1.

L’ensemble 25(v) (resp. ‘lJ(ac)) varie continiiment avec y (resp. x).
Pour tout fermé (resp. ouvert) A Ca®, I(A) est fermé (resp. ouvert)
dans E. Mémes résultats pour ’IJ(B), ou B<E.

A tout point y€2¥, associons I'ensemble des sous-ensembles fermés
de Einclus dans X, ; ¢’est un sous-ensemble fermé de 2° contenant y.
Cette relation définit une application de 2° dans (2)*"; cette appli-
cation est continue.

4) Soit K 1l'ensemble des sous-continus de E : c'est un sous-
ensemble fermé de 2.

Si E est connexe, K l'est aussi, et réciproquement.

Si E est localement connexe, K I'est aussi; mais la réciproque est
fausse (**). En général K a un nombre de dimensions infini; si ce
nombre est fini, E est de dimension 1 et posséde (si E est connexe)
une structure analogue a celle d'un réseau linéaire fini.

Si E est connexe et métrisable, deux points quelconques de K
peuvent étre joints par un arc simple de K ; on peut d’ailleurs pré-
ciser cet énoncé comme ci-dessus, au (2).

5) Pour tout yeK, désignons par k(y) I'ensemble des sous-conti-
nus de X,. L’ensemble A( V) est un sous-continu de K. On peuf mon-
trer que i (y) possede, en fonction de ¥, la semi-continuité supérieure ;
mais en général k(y) ne varie pas contintiment.

(#3) Par oxcmple si B est le continu obtenu comme fermeture de la courbe plane

d’équation v = — sin — (0 <z L 1)
x
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Lorsque E est métrisable, il existe un résiduel A de points de K
en lesquels k(y) varie continliment.

Il est intéressant d’éludier la structure du continu X, et du continu
k(y) lorsque y€A. On peut le faire assez aisément lorsque E est
connexe et localement euchdien, par exemple lorsque E est une
sphere a deux dimensions ; dans ce cas les continus X, sont ceux que
nous avons appelés « continus lindaires » dans une étude anté-
rieure (*) ; ils sont homéomorphes & des contlinus plans obtenus
comme intersection d'une suite décroissante de domaines de Jordan
d’allure « serpentine ».

Les continus A(y) correspondants sont & deux dimensions.

Il serait intéressant aussi d’étudier quels sont les continus E tels

que A=K.

9. — Notions de pseudo-convergence sur ’ensemble
des applications d’un espace X dans un espace Y.

Soient X et Y deux espaces topologiques et YX I’ensemble des
applications f de X dans Y.

Il existe sur YX plusieurs relations intéressantes de pseudo-conver-
gence.

1) Pseudo-convergence uniforme.

Si Y est un espace uniforme, on dira que la famille (f;),., d'appli-
cations de X dans Y pseudo-converge uniformément vers f suivant
un filtre & sur I si, pour tout entourage U de la structure uniforme
de Y, il existe un aeJF tel que, pour tout i€a, et tout z€X, f(x) et
fi(x) soient voisins d’ordre V.

Supposons désormais que Y est un espace topologique quelconque.

2) Pseudo-convergence simple.

On dira que la famille (f}),, pseudo-converge vers f suivant le
filtre & sur I s1 pour tout z, et tout voisinage U de f(x) dans Y, 1l
existe un a€J tel que, pour tout t¢a, on ait Sflx)eT.

3) Pseudo-convergence des ensembles représentatifs.

On dira que la famille (f;),, pseudo-converge vers f suivant le
filtre F sur I si:

a) Pour tout z€X, pour tout voisinage Uy de x dans X et tout

(2%) Choquet, Poinls invariants ct structure des continus, G. R. Acad. Se.,

1ght, pp. 376- 3,9

10 mars
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voisinage 1, de y==/f(«) dans Y, il existe un ae’ tel que pour
tout iea on ait Vg N fi( V)7 9.

b) Pour tout z€X et tout yeY tel que y =~ f(x), il existe un voi-
sinage U, de ¢, un voisinage U, de y et un a€J tels que pour
tout i€a on ait :

Uiy 0 il Viwy) = 9

Cette définition entraine en particulier que I'ensemble représen-
tatif, dans I'espace X >< Y, de l'application f soit fermé.

Si toutes les f; ont des ensembles représentatifs fermés, il est
immédiat que cette notion de pseudo-convergence est équivalente a
la notion de pseudo-convergence des ensembles fermés représenta-
tifs des applications f;.

(est en particulier le cas s1 Y est séparé et si les applications
étudiées sont les applications continues de X dans Y. Lorsque X et
Y sont localement compacts, cette pseudo-convergence définit une
topologie sur ’ensemble des applications continues de X dans Y.

4) Pseudo-convergence uniforme locale.

On dira que la famille (f;),, pseudo-converge vers f, suivant le
filtre ¥ sur I s1, pour tout x€X et tout voisinage U, de y — f(x) dans
Y, il existe un voisinage U, de x et un élément a€F tels que, pour
tout i€a et tout '€V, on ait f(a')eUy,.

Cette définition entraine évidemment que la pseudo-limite f soit
une application continue ; lorsque X est compact et que Y est un
espace uniforme, celte pseudo-convergence uniforme locale est la
pseudo-convergence uniforme; lorsque X est localement compact
et Y uniforme, on obtient la pseudo-convergence uniforme sur tout
compact.

Discussion : Pour justifier le nom de « pseudo-convergences »
donné aux notions que nous venons de définir, il faut vérifier que les
axiomes F,, F,, I, sont satisfaits. On vérifie aisément qu’ils le sont
a condition de se borner, dans la définition (3) aux applications a
ensemble représentatif fermé. et dans la définition (4), aux applica-
tions continues.

On peut alors parler des topologies assocides a ces pseudo-topo-
logies.
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Rapports entre contingents et paratingents.

Aprés avoir rappelé un théoréme connu sur les relations multi-
voques semi-continues, et indiqué dans quel sens on peut le géné-
raliser, nous appliquerons ce théoréme a la recherche des rapports
qui existent entre les contingents et paratingents abstraits.

Voici dans un cas simple comment on peut traduire ces rapports :
« En tous les points d’un résiduel d’un ensemble fermé cartésien E,
le contingenl de E est identique au paratingent de E. ». En fait, on
est amené, méme dans ce cas particulier, 3 donner un énoncé faisant
intervenir & la fois E et un sous-ensemble fermé P de E ; pour
donner cet énoncé, on doit définir un nouveau paratingent qui
précise les rapports entre I et P.

Nous formulerons les résultats de cette étude générale sous deux
formes, en vue d’extensions dans des sens différents.

10. — Semi-continuité supérieure et inférieure.

Tukorime 1. — Soit R une relation multivoque entre un espace
métrique quelconque X et un espace métrique compact Y.

Si, pour tout x€X, l'ensemble | (x) est fermé el posséde la semi-
continuité supérieure (resp. inférienre) en fonction de x, Uensemble
des points x en lesquels Y(x) varie continiment (**) a pour complé-
mentaire un ¥, de premiére catégorie sur X.

En particulier, si X est complet, ‘Y(x) varie continiiment en tous les
points d’un résiduel de X.

Ce théoreme est bien connu (*). Sa démonstration suppose essen-
tiellement Y compact ; on peut cependant en donner une extension

(®*) On entend par 1a que () posséde les semi-continuilés supérieure et inféricure.
(2%) Voir Kuratowski I; voir aussi Ghoquet I, § 2.
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valable pour tout espace topologique Y homéomorphe 4 un espace
métrique séparable au sens de Fréchet, et pour les relations R, soit
semi-continues inférieurement sur X, soit semi-continues supérieu-
rement au sens fort sur X.

La démonstration de cette extension est basée sur le fait que tout
espace métrique séparable Y est homéomorphe a un sous-ensemble
Y, d'un espace métrique compact Y,. La relation R entre X et Y
induit une relation R entre X et Y,. On en déduit une relation R,
entre X et Y, en remplacant tout ensemble ‘Y, (z) par sa fermeture
Uy(z) dans Y,.

Si R est semi-continue inférieurement sur X, il en est de méme
de R,, donc aussi de R,. On applique alors le théoréme 1, puis on
remarque que tout point de continuité de Y,(x) est un point de
continuité de Y,(x), donc ausside Y(z).

Si R est semi-continue supérieurement au sens fort sur X, il en
est de méme de R,. On voit alors aisément que R, est semi-continue
supérieurement au sens fort, c’est-a-dire ici au sens ordinaire
puisque Y, est compact. La démonstration s’achéve ensuite comme
ci-dessus.

Remarque : L'extension que nous venons de donner au théoréme 1
est en un certain sens la plus large possible. En effet:

1) X étant le segment numérique (0—1) et Y un espace
méirique séparable quelconque non compact, on peut aisément
construire entre X et Y une relation I fermée (donc semi-continue
supérieurement sur X) telle que Y(z) ne possede aucun point de
continuité sur X.

Par exemple, si Y est la droite numérique, on prendra:

1Y(x)==¢ si « est irrationnel,
Y(z)={¢}{ si e=p/q (p/q irréductible).

2) Soit Y un espace métrique non séparable ; on montre aisément
qu’il existe un nombre d > o et un sous-ensemble ECY tels que E
soit non-dénombrable et que les distances mutuelles de ses points
soient > d. Supposons que E ait la puissance du continu; et soit

alors f une application biunivoque de X(= segment (0 — 1))sur E.
Pour tout x € X, posons:

(@) =E—f(o)
On vérifie aisément que 'ensemble fermé ‘U(ac) posséde la semi-

continuité inférieure en fonction de x, et que ‘() ne posséde aucun
point de continuité.
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11. — Premiére forme du théoréme topologique général.

Définitions : Soient U un espace métrique et E, P, deux sous-
ensembles de U.

Soit d’autre part A un espace métrique séparable.

Pour tout couple ordonné (m, m’) de points distincts de U tels que
meP et m e K, soit S(m, m’) un sous-ensemble fermé de A (éventuel-
lement vide) qui, pour tout m’ fixe, posséde la semi-continuité infé-
rieure en fonction de m (**).

1) Pour tout point meP et pour tout voisinage U de m dans U,
posons :

Cr(V) = [ U 3(m, m’)]
me€P N E
puis Cp(m)= ﬂ Cr(V), cette intersection étant étendue a tous les
P
voisinages U de m.
Nous dirons que le sous-ensemble fermé Ci(m) de A estle contin-
gent de E en m, associé a la fonction 0.

2) Pour tout point meP et pour tout voisinage U de m dans U,

posons )
gﬁE, P(GO) ey l U 8(m, m,)]
meYPy NP
mEP N\ E
puis £ p(m)=— ﬂ %, p(m), cette intersection étant étendue a tous
O
les voisinages U de m.

On a Cg(m) <% p(m) (*"), et d’autre part le sous-ensemble fermé
%y, p(m) de A posséde évidemment la semi-continuité supérieure en
fonction de m.

(28) On se souviendra mieux du sens de ces notations en remarquant que U est 'Univers
contenant les étres & étudier, que E est PEnsemble a étudier, que P est surtout intéres-
sant lorsqu’il est Parfait; enfin les notations A, 3 rappellent que A peut étre, dans ’étude
des contingents et paratingents des ensembles cartésiens, 'espace des directions 3 de
droites ou demi-droites de R,,.

11 pourra se faire qu’incidemment, ou pour certaines fonctions 8, on ait sur (E N P):

8(m, m') = d(m', m) ;
c’est ce qui se produit lorsque U = R,, 3(m, m') désignant la direction de la droite (mm’).

(3") On peut remarquer que I'on pourrait déduire la définition du contingent Cg(m) de

celle du paratingent €y, o(m). En effet, on a :

Cy(m) = X, A(m), en posant A — g mg .
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Nous dirons que % p(m) est le paratingent de E en m, relatif a
I'ensemble P, et associé a la fonction 3.

TutoritMe 2. — Avec les notalions précédentes, en tous les points m
d’un sous-ensemble A P dont le complémentaire (P — A) est un ¥, de
1" catégorie sur P, on a:

Fg, p(m) = Cy(m).

Démonsiration : Pour meP et o > o0, désignons par X(m, o) la

sphére ouverte de U, de cenire m et de rayon .

L’ensemble U d(m, m’) posséde la semi-continuité inférieure en

mES(m, )~ E
fonction de m. Il en est donc de méme de sa fermeture Cg[Z(m, ¢)].
Posons T, p, (m)=sup. Cx[Z(m', p)lg,

F désignant le filtre des voisinages de m sur P.
On montre aisément que

(1) By, p(m) =] Be, e, (M)
e>0
et on a d’autre part

(2) Ca(m)= () Col=(m, ).
e >0
Pour tout ¢, en tous les points d'un sous-ensemble A, de P, dont
le complémentaire (P—A)) est un F, de 1™ catégorie sur P,
@E[E(m, p)] est, d’apres l'extension du théoréme 1, une fonction
continue de m. Donc en tous les points de A, on a :

(3) Ce[E(m, p)] = T, p,o(m)-

Comme Cg[Em, p)] et £y p ,(m) sont des fonctions croissantes de
2, on peut, dans les seconds membres des formules (1) et (2),
prendre l'intersection relativement & une suite discréte de valeurs
1 1
de p, par exemple p—1, —, -+, — -
2 n
Soit A I'intersection des A, correspondants.
En tous les points de A, les formules (1), (2) et (3) montrent
que l'on a (**):
Cg(m)= I, p(m).
(%) A est seulement une partie de 'ensemble des points de P en lesquels cette égalité

a lieu. Mais on peut montrer aisément que 1'ensemble des points de P en lesquels cette
égalité a lieu est cependant bien aussi, comme A, un Ggy.
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Soit A’ I'ensemble des points de continuité de £y, p(m), et posons :
A"—A"nA.

D’aprés le théoréme 1 et la définition de A, I'ensemble (P — A”)
est un F, de 1™ catégorie sur P lorsque A est compact. En parti-
culier, si P est complet, A” est un résiduel de P. Donc lorsque &
est compact et que P est complet, en tous les points d’un résiduel
de P le paratingent varie contintiment et estidentique au contingent.

Remarque : 1l résulte de I'énoncé du théoréme 2 et de I'inégalité
Ce(m) < %5, p(m), qu'en tous les points de A le contingent Cg(m)
posséde la semi-continuité supérieure. Ceci est a rapprocher de
I'énoncé classique de Baire.

Ezxtensions du théoréme 2.

1. Les points m’ de (E — P) ne jouent qu'un réle passif de para-
metres. Cette remarque permet d’étendre le théoréme précédent en
ne supposant plus E doué d’'une métrique :

Prenons pour U un ensemble abstrait quelconque; P sera un
sous-ensemble de U doué d’'une métrique définie par une distance
d(m,, m,). On se donne d’autre part, pour tout couple de points
distincts (m, m’) ou meP et m’ € E, un nombre¢(m, m’) > o assujetti
seulement & varier continuement en fonction de m pour tout m’ fixe,
et a étre égal a d(m, m’) lorsque éventuellement on a m'eP.

Cette quasi-métrique entre E et P suffit pour définir les spheéres
2(m, p) ; les autres définitions s’en déduisent. Les conclusions
restent les mémes.

2. En vue de l'étude de la courbure, de 'osculation, etc., on peut
envisager des fonctions 0 définies, non plus pour des couples de
points, mais pour des triplets, des quadruplets, etc., de points.

Plus précisément, n étant un entier positif donné, on suppose que,

pour tout ensemble ordonné m, m®, m®, ..., m®™ de points distincts
de U, ou meP et mY€¢E (i=1, 2, ..., n), 'expression
d(m, m®, m®, ..., mW)

désigne un sous-ensemble fermé de A qui, lorsqueles m®;_, 5 . ,
sont fixes, posseéde la semi-continuité inférieure en fonction de m.

Il en résulte des contingent et paratingent associés & 9§, pour
lesquels le théoréme 2 est encore valable.

Tout ceci resterait d’ailleurs encore valable si on remplacait la
mélrique sur E par une quasi-métrique, comme dans la 1™ extension
ci-dessus.
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3. On a besoin, dans certains problémes concernant la paramé-
trisation des courbes et variétés, de considérer E et P comme des
ensembles paramétrés.

Par exemple, soit U’ un espace métrique auxiliaire et deux sous-
ensembles E' et P’ de U'.

Soit f une application de U’ dans U, continue en tout point de P’
et telle que f(E)<E et f(P")cP.

La fonction d(m, m) étant définie dans U, on en déduit de la fagon
suivante une fonction 3'(p., p/) définie dans U’ :

Pour tout couple (1, 11/) de points distincts de U’, o1 e P et p/ € I,

posons :
8, p)=0[f () f()] si f(w)=#ES()
et I p) =9 st f(p) =S()
Il en résulte des contingent et paratingent associés a ¢’ dans U,
pour lesquels le théoréme 2 est encore valable.

12. — Seconde forme du théoréme topologique général.

Les définitions des ensembles Cg(m) et %y p(m) sont purement
topologiques et pourraient étre données dans un espace topologique
U quelconque. Par contre la démonstration que nous avons donnée
du théoréme 2 a un caractére métrique puisqu’elle fait intervenir des
voisinages U qui sont des spheres 2(m, o).

Le théoréme 3 que nous allons énoncer permettrait de donner
une démonstration purement topologique du théoréme 2 : Il suffirait
pour cela de remarquer que 3(m, m’) peut étre considérée comme
une fonction définie sur le sous-ensemble P ><E de 'espace produit
U><U.

Ce théoréme 3 va d’autre part permettre une extension du théo-
réme 2 au cas ou d(m, m’) est définie seulement pour certains couples
(m, m’) ; ceci permeltra plus tard d’aborder certains problémes
comme ceux qui concernent les paratingents de rang supérieur (**).

Définitions : Soient X et Y deux espaces métriques, (X ><Y) leur
produit topologique, et Q l'ensemble représentatif dans (X ><Y)
d’une application continue f de X dans Y.

Soit d’autre part Fc[(X><Y)—Q].

Pour tout a€F, soit d(a) un sous-ensemble fermé, éventuellement
vide, d'un espace métrique séparable A.

(») Cf. Bouligand I, page 137.



CONVERGENCES 101

Pour tout meX ><Y, désignons par [m]x (resp. [m]y) 'ensemble
des points de (X><Y) qui ont méme premiére (resp. seconde)
coordonnée que m.

Pour tout voisinage U de m dans (X ><Y), posons:

%(m)Z[ SEGIE i%(m)z[ Us(a)].

a€F NQ N [m)y a€FNQ
Puis posons: C(m)— n Co(m);  E(m)= ﬂ Lop(m),
Q) P

les intersections étant étendues & tous les voisinages de m.

On a évidemment C(m) < &(m), et £(m) posstde la semi-continuité
supérieure en fonction de m.

Nous dirons que C(m) et £(m) sont respectivement les contingent
et paratingent relatifs 3 X, Y, Q, F, 0 au point m.

TutorimMe 3. — Avec les notations précédentes, s’il existe une base
dénombrable (V;),_, , de voisinages de Q dans (X><Y) telle que,
pour tout i, Cq(m) posséde la semi-conlinuité inférieure en fonction de
m (meQ), en tous les points m d’un sous-ensemble B <Q dont le com-
plémentaire (Q — B) est un F, de 1™ catégorie sur Q, ona:

®(m)=C(m).

Démonstration : Pour tout voisinage U de Q, posons

Eqp(m) = sup. Cq(m)g,
F désignant le filtre des voisinages de m sur Q.
Il résulte aisément de la définition de £(m) que Von a:

(1) B(m) = ] p(m) =) L, (m)-
D

i=1,2, ...
On a d’autre part :

(2) @(m) - n &m(m).
i=1,2 .. .
D’aprés le théoreme 1, qui(m) varie contintiment en tous les

points d'un sous-ensemble B;cQ dont le complémentaire (Q — B))
est un I, de 1™ catégorie sur Q.

En tout point m de B;, on a donc: E%i(_m):: G%i(m). Donc, d’apres
les relations (1) et (2), en tout point m de B, — n B;, ona
C(m) = &(m).

On peut faire les mémes remarques qu’a propos du théoréme 2.
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Deux cas généraux d’application du théoréeme 3.

1. L’ensemble 3(a) varie continiment avec a (a €F), et il existe un
sous-ensemble ¥'CF tel que F' soil partout dense sur F et que les
sections (F' n[m]x) posseédent la semi-continuité inférieure en fonction
de m (meQ). '

Désignons en effet par ¢(m) et p(m) les contingent et paratingent
relatifs 3 X, Y, Q, I, 9, au point m (meQ).

On montre aisément que, pour tout voisinage ouvert U de Q,
I'ensemble cq(m) posséde la semi-continuité inférieure en fonction
de m. Donc le théoréme 3 s’applique a ¢(m) et p(m).

Soit B I’ensemble des points de Q en lesquels ¢(m)=p(m). On a
en tout point meQ:

e(m) < C(m)
et p(m)=—==(m) & cause de la continuité de 3(a) et de l'identité
F'—F.
Donc en tout point de B, on a:
&(m)=p(m) =c(m) <C(m).
Comme C(m)c %(m), on a bien C(m)—%(m).

Remarque 1. — Parmi les sous-ensembles F'c T tels que les
sections (F'n [m]x) possédent la semi-continuité inférieure en fonc-
tion de m, il en existe un contenant tous les autres, & savoir leur
réunion (*°). Si ce dernier est partout dense sur F, nous le prendrons
pour ensemble F; sinon il n’existe aucun ensemble F’ répondant a
la question.

Remarque 2. — Plus généralement, le méme raisonnement peut
se répéter toutes les fois qu'il existe un sous-ensemble F'<F pour
lequel le théoreme 3 s’applique, et pour lequel on a p(m)—=—%(m) en
tous les points du sous-ensemble B < Q sur lequel ¢(m)=— p(m).

a. Pour tout meF l'ensemble (En[m]y) est ouvert sur [m]y et la
restriction de 0(a) & (En[m]y) posséde la semi-continuité inférieure
en fonction de a.

On vérifie en effet aisément que, pour tout UV ouvert, Cq(m) pos-
séde la semi-continuité inférieure en fonction de m.

Ce cas important permet de donner une démonstration purement
topologique du théoréme 2. Il suffit de prendre, avec les notations

(3%) Voir ci-dessus, § 4, page 72.
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déja utilisées :
X=P; Y=U,; f=—application canonique de P dans U.
F=(P><E)—Q, Q étant déja défini par f.
et enfin 3(a) =109(m, m’), avec a=—=(m, m’).

13. — Applications. Contingents et paratingents abstraits.

1. Théorémes de M. Denjoy. — Soit II un espace métrique
complet, A un espace métrique séparable et (Si(y-))ia une famille de
fonctions telle que, pour tout i€el, 3,(x) désigne un sous-ensemble
fermé de A qui posséde la semi-continuité inférieure en fonction
de p (uell).

Soit d’autre part (i) une fonction numérique > o définie sur I.
(Par exemple, si (Ei(p))ia désigne une suite de fonctions

(8n<{"')>n: 1,2,...0
on pourra prendre n(n):%; sil'on étudie la convergence suivant
un filtre F sur I & base dénombrable, on prendra +(i) telle que
lim. n(i)5=o0.)

Soit U I'ensemble produit (I] ></I\), ou T:I\Jiw, en désignant
par i, un nouvel élément que l'on ajoute & I.

Tout point m de U est défini par ses coordonnées (., ), ou p.€II et
il

Posons P:legiu,§; E=U—P).

Pour m—(p, i), m'=(p/, i), ot i€l, nous poserons :
e(m, m)=mun(i) et I(m, m)=0(w).

Nous pouvons alors définir dans U les contingent et paratingent
relatifs & P, E, . En particulier, le contingent Cg(m) au
point m=—(p, i,) de P est identique & 'ensemble limite supérieure
de d(p) lorsque n(i)—o.

Nous sommes dans les conditions de la 1™ extension du théo-
réme 2.

Nous retrouvons ainsi sous une forme géométrique condensée les
trois théorémes topologiques fondamentaux de M. Denjoy (*').

Par exemple, si Il désigne un ensemble fermé cartésien, et
(Si(y.))iel une suite (fn(y)> de fonctions numériques continues sur 1
et convergeant vers une fonction limite, nous retrouvons ce résultat

(31) Denjoy I, pp. 175, 199 et 208.
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de Baire, qu’en tous les points d’un résiducl de I la convergence de
la suite est uniforme et la fonction limite continue.

2. Courbure sur un ensemble cartésien.

Nous allons, sur 'exemple de la courbure, montrer comment on
peut adapter des définitions connues pour se mettre dans les condi-
tions d’applicabilité des théorémes généraux 2 et 3.

Soit E un ensemble fermé de I'espace R,. Pour tout triplet de
points distincts (m,, m,, m,) de E, posons :

d3(m,, m,, m,) = courbure du cercle passant par ces points.

Nous sommes dans les conditions de la 2° extension du théo-
réme 2, en convenant de poser:

P—=E(); U=R,; A=—segmento<d<—+ .

by

Les contingent et paratingent associés a ces définitions seront dits
contingent et paratingent de courbure au sens large.

Mais on peut remarquer que ce contingent au sens large n’est pas
identique au contingent de courbure de M. Bouligand (**).

Peut-on appliquer nos théorémes généraux au contingent de
courbure au sens de M. Bouligand ? Il faut d’abord pour cela lui
assocler une notion de paratingent.

Définitions. — «) Contingent et paratingent de courbure au sens
de M. Bouligand. — Soient m’ et m" € E (avec m’'=£m"), et m'? un

rayon du contingent linéaire de E en m’.

— i T i
Posons p(m’t’ , m") = courbure du cercle (m v, m'").
Pour tout m¢E, posons :
Cg(m)=ens. lim. sup. p(m’t’, m”)
m=m; m">m
. —
Ep(m)—=ens. lim. sup. p(m v, m”).
‘ m->m; m'>m
Il seraitd’ailleurs aisé de donner des définitions de Cqet Ly ne faisant
pas intervenir les éléments de contact linéaires de E, et qui soient
ainsi directement transposables dans les espaces métriques généraux.

¢) Contingent et paratingent de courbure d’ordre ). — Soit un

(®2) Gette restriction n’est pas essentielle et a pour seul but de simplifier 'exposé de cet
exemple.

(3%) Voir Bouligand I, p. 115. En fait M. Bouligand introduit 1a un contingent circu-
laire composé de cercles. Mais il est clair que nos remarques s’appliquent aussi & ces contin-
gents circulaires.
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nombre fixe % > 0. Si (m,, m,, m,) est un triplet ordonné de points

\2,

. . m,m . , .
distincts de E tel que ——* <), nous dirons que c’est un triplet
d’ordre ). iy

Pour tout mel%, les contingent et paratingent de courbure d’ordre?,
de E en m sont définis par :

C,(m)—ens. lim. sup. .
(m) m?llsm;lmr?etslzgj(mi, m,, m,) les trlplets (m,, mg, m,)

i"z(m):eg‘s,.mzier?’;lasils, ¢(m,, my, m, \ étant d’ordre ).
C,(m) et &,(m) sont des fonctions croissantes de ).

En particulier, il est immédiat que C,(m) et £,(m) sont identiques
aux contingent et paratingent de courbure au sens large définis plus
haut.

Pour tout %, I'ensemble des triplets d’ordre ) est ouvert dans
I'espace des triplets de E. Il en résulte aisément que nous sommes
dans les conditions d’applicabilité du théoréme 3 (2° cas général).

Donc en tous les points d'un résiduel A, de E, on a:

C(m) = &,(m).

Posons C,(m)= n C,(m) ; £, (m)= m &.(m).

En tous les points du résiduel A — ﬂ A = ﬂ A<:—l>, on a aussi:
A n=1,2

(?O(m) - ffo(m).

Or, on voit aisément que Cp(m)=—C (m) et Ey(m)< £ (m) pour tout
meE.
La relation C,—=Cg<%p< % montre donc qu’en tout point du

résiduel A, ona
Cp(m) = Zp(m).

3. Etude des contingents et paratingents de rang 2 (**),

Soit E un ensemble fermé de R,,. Désignons par F 'ensemble des
triplets ordonnés (m,, m,, m)) de points distincts de E tels que
m,, m,, m, soient alignés, avec m, entre m, et m,.

() Pour la définition des paratingents de rang n, voir Bouligand I, page 127.
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——

It posons d(m,, m,, m;)=direction de la demi-droite m,m, pour
tout (m,, m,, m)) e F(*).
Posons enfin :

\

C®(m)=ens. lim. sup. 3(m, m,, m,) (
my=m; m: et ma>m .
£@(m)—ens. lim. sup. I(m,, m,, m,) \ ou (m,, my, m,) € F.

my, me et mz>m

Si E est quelconque, il se peut qu’en tout pointde E, on ait :
CO(m) == EO(m).

Ceci tient & ce que, dans l'espace des triplets de points distincts
de E, le sous-ensemble fermé F ne jouit d’aucune propriété permet-
tant I'application du théoréme 3.

Mais nous allons voir que, pour certains ensembles E, on peut
cependant appliquer le théoréme 3.

Définition. Noyau de stabilité de F. — Pour tout m, fixe, désignons
par F(m,) 'ensemble des éléments (m,, m,, m,) de F.

On peut toujours trouver, pour tout m,, un sous-ensemble
¢(m,)<F(m,) qui posséde la semi-continuité inférieure en fonction
de m,. Par exemple §(m,) —¢@. La réunion N(m,) de tous les £(m,)
possédant cette propriété la posséde aussi (*°).

Nous appellerons N — U N(m,) le noyau de stabilité de .

mi€ER

Si dans les définitions de C®(m) et £®(m) données ci-dessus,
on remplace F par N, on obtient les ensembles C'®(m) et £'®(m)
que nous appellerons contingent et paratingent stables de rang 2.

Le théoréme 3 (1* cas général) leur est directement applicable.
Done, en tout point d’'un résiduel de E, on a

C'A(m) = 2'A(m).
Or on a évidemment ¢'®(m)<C®(m) et O(m)<E®(m). Done, si
en tout point m de E, on a ®'® —=%®(m), on a aussi, en tout point
d’un résiduel de E :

CO(m) = EO(m).

Un raisonnement géométrique direct montre que cette circons-
tance a lieu si, par exemple, E est un continu plan ou une surface

de R, d’équation z— f(x, y).

(*®) On devrait, dans une théorie compléte, envisager aussi I’ensemble T/ des triplets
alignés (my, my, my) tels que my soit entre my et my, en désignant alors par (m,, my, my)
la direction de la droite portant ce triplet. Cette fagon d’opérer conduit & deux contin-
gents de rang 2, cn général distincts, ce qui peut étre précieux dans les applications
géométriques.
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Done, si E est un continu plan ou une surface de R, d’équation
2= f(x, y), en tous les points d’un résiduel de &, on a

CO(m) = 2*(m).

I1 en résulte par exemple que si en tout point d’un continu plan E
le contingent de rang 2 est vide, il existe un sous-ensemble ouvert
de E, partout dense sur E, et dont tout point a pour voisinage un
arc strictement convexe (*°).

De telles méthodes pourraient peut-&tre aider a la solution de pro-
blemes tels que le suivant :

Montrer que si E désigne une rondelle de surface z—f(x, y) ou
(2® =+y*) < 1, s1 E n’est pas convexe, il existe certainement un point
de E en lequel le paratingent de rang 2 contient au moins deux
rayons non colinéaires.

Nous indiquerons maintenant sans démonstration quelques appli-
cations du théoréme 2, obtenues en faisant dans 1’énoncé général

E=P.

h. Applications ponctuellement lipschitziennes.

Soit f une application continue d'un espace métrique complet E,
(distance d,) dans un espace métrique E, (distance d,) telle que, pour
tout meE, on ait

borne sup. Mﬂm < .

o P [, ]

Il existe alors un ouvert w, E,, partout dense sur E,, dont tout
point posséde un voisinage sur lequel le rapport o(m, m’) ci-dessus
est uniformément borné supérieurement.

b. Isométries locales.

Avec les mémes notations, supposons que pour tout mek,
on ait :

li’m. o(m, m=—r.

m >m
Alors, si E est séparable (au sens de Fréchet), il existe pour tout
¢e>o0 une partition de E, en ensembles G; sur chacun desquels
on a:

(1 —e)<o(m, m') < 1 +ce.

Il en résulte par exemple que f conserve les mesures n-dimen-

(3) Ce résultat pourrait d’ailleurs se retrouver directement, par des cousidérations
élémentaires.
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sionnelles au sens de Carathéodory et plus généralement toute
mesure de Hausdor(l' assez réguliere (*").

6. Homéomorphies avec rapport des aires borné.

Soit H une homéomorphie entre deux domaines plans D, et D,.
Pour tout ensemble mesurable plan e, désignons par p(e) sa mesure
lebesguienne, Désignons, d’autre part, par c(m, r) le cercle de centre
m et de rayon r.

Supposons que, pour tout m, €D,, on ait:

v|H(e(m, r
borne sup. ‘——[ ( ( m

2 5 e(m, 1)
Il existe alors un ouvert o, <D,, partout dense sur D, tel que,
pour tout compact K, Cw,, et pour tout sous-ensemble mesurable

< (resp. > o).

e, <K,, le rapport ﬂ_l:l(e“)] soit uniformément borné supérieurement
? 1
(resp. inférieuremer;t) par une constante % > o ne dépendant que
de K,.
7. Ares équivalents & leur corde.
Soit E un arc simple rectifiable dans un espace métrique. Suppo-
sons que pour tout m¢€E, on ait:

!/
. mm
lim. —=1.
m'>m Mm

Il existe alors pour tout ¢ >0 un ouvert o CE, partout dense
sur E tel que, sur toute composante connexe de w, on ait:

—

mm’

(1—¢) < < (1 ¢).

mm/

8. Epaisseur d’un ensemble parfait totalement discontinu (**).

Soit E un ensemble parfait linéaire totalement discontinu situé
sur une droite orientée xx’.

Pour tout couple ordonné (m,, m,) de points de E, si e(m,, m,)
désigne I'épaisseur moyenne (") de E sur le segment (m,m,) nous
poserons, en désignant par % un nombre fixe > 0, mais d’ailleurs
quelconque.

o(m,, m))=—[h—e(m, m,)| ou — IL)\—f—e(mi, mz)],
suivant que m,m, >> o0 ou mm, <_ 0.

(3") Voir Choquet, L’isométrie des ensembles, Mathematica 20, 1944, page 62.
(3%) Voir Denjoy I, pp. 105 et 19o.
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Relativement a la fonction 3(m,, m,), le paratingent de E en tout
point de E contient les nombres 3 et — .. Lorsque E est épais en
soi, ce paratingent est méme complet, c’est-d-dire identique a la
réunion des segments A, A+ 1] et [—X, — (A 1)|(*).

Donc, dans le cas général, en tous les points d’'un résiduel de E,
I'épaisseur inférieure de E en m est égale & o, a droite et & gauche; et
lorsque E est épais en soi, en tous les points m d’un résiduel de E, &
droite et & gauche de m l'ensemble des épaisseurs est identique au
segment (0 —1).

9. Applications ponctuellement périodiques.

Soit f une application continue d’un espace métrique complet E
dans lui-méme, telle que pour tout meE, il existe un entier n >> o

pour lequel on ait :
Sfr(m)=m.

I existe alors un ouvert w < E, partout dense sur E, tel que tout
point de » posséde un voisinage sur lequel f est une homéomorphie
périodique.

14. — Applications. Contingent et paratingent ordinaires.

Les résultats que nous allons énoncer résultent de l'application
du théoréme 2 aux contingent et paratingent ordinaires (c.-a-d.
linéaires). Nous nous écarterons toutefois, pour le paratingent, de
la définition de M. Bouligand. Nous considérons le contingent et le
paratingent comme associés a la fonction d(m, m’) du couple ordonné
(m, m"), en désignant par d(m, m’) la direction de la demi-droite
mm’ d’origine m.

Un paratingent est donc pour nous, comme le contingent, un
ensemble de directions de demi-droites, méme lorsque, éventuelle-
ment, ce paratingent admet un centre de symétrie (par exemple
lorsque, avec les notations du théoréme 2, on prend E=P).

Cette modification était indispensable puisque nous voulons com-
parer les contingents et paratingents, ce qui serait impossible si leurs
éléments appartenaient & des ensembles différents (directions de
demi-droites et directions de droites).

Le succes du théoréme 2 pour l'étude tangentielle des ensembles
cartésiens résulte de ce que toute hypotheése de raréfaction concer-

(*%) Geeci tient & ce que, pour tout 0 tel que o <0 < 1, il exisle un couple de points
my, my de E vérifiant Uéquation e(m,, my) = 6.
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nant le contingent entraine en certains points une raréfaction du
paratingent. En outre il peut arriver que la nature du probléme
donne une indication supplémentaire sur le paratingent, par exemple
qu’il posséde un centre de symétrie ou qu'il contient seulement
une ou deux composantes connexes (ce qui est le cas si I’ensemble
P —=E est un continu). On profite donc, en certains points de I'en-
semble, de deux faisceaux de renseignements sur l'ensemble

C(m) = By, p(m).

1. Le théoréme 2 permet de redémontrer rapidement plusieurs
résultats qui nous ont permis, dans notre these, de résoudre les
problemes suivants :

a) Recherche de la primitive d'une fonction par rapport a une
fonction continue quelconque.

b) Le probleme de Fréchet sur la paramétrisation dérivable des
courbes, et son extension aux variétés n-dimensionnelles.

2. Structure d’un ensemble fermé E de R, dont le contingent en
tout point de E ou en tout point d’un sous-ensemble fermé P de E
est porté par une droite ou par une variété linéaire a p dimensions.

Voir I'énoncé dans (Choquet I). Le théoréme 2 en donne une
démonstration immédiate.

3. Si E est un ensemble fermé de R, dont le contingent en tout
point est situé dans une variété linéaire L,(m) el contient p rayons
dont le coefficient d’indépendance linéaire (*°) soit supérieur & une
constante ), la direction de la variété Lp(m) est une fonclion de m de
1™ classe de Baire.

h. Tout continu E de R, qui en toutl point est de dimension 2 au
sens de Menger-Urysohn, et dont le contingent en tout point est
contenu dans un plan horizontal, est lui-méme contenu dans un plan
horizontal.

Nous ne démontrerons pas ici ce théortme, sa démonstration
assez longue faisant appel & certains résultats de la théorie de la
dimension. :

Remarquons seulement que c’est 'extension du résultat plus
simple suivant :

Tout continu de R, dont le contingent en tout point est porté par
une droite de direction fixe, est un segment de droite.

5. Soit, dans R,, un ensemble fermé E dont le contingent en tout
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point est situé dans un demi- espace fermé (par exemple si ce contin-
gent est en tout point un demi-cdne convexe).

En tous les points d’un résiduel de I, le paratingent, qui possede
un cenlre de symétrie, est identique au contingent ; il est donc situé
dans un plan.

En particulier, si E est une surface homéomorphe & une spheére,
en tous les points d’un résiduel de E, le paratingent, donc aussi le
contingent, est un plan complet.

6. Soit dans R, une surface de Llpschltz E, d’équation z — f(x, y),
dont le contmgent en tout point est privé de rayons iniérieurs.

Alors, en tout point d’'un résiduel de E le paratingent, donc aussi
le contingent est un plan.

Notons ici que des théorémes metrlques connus nous apprennent
que presque partout sur E le contingent est un plan, mais ne nous
apprennent rien sur le paratingent.

7. On sait que la dérivée f'(x) d’'une fonction dérivable f(x)
posséde la propriété de Darboux. Ceci peut se traduire géométrique-
ment par une proprlete geometrlque de la courbe representatlve dont
voici une généralisation :

S1 E est un arc simple ouvert plan dont le contingent en tout
point se compose de deux rayons portés par une méme droite,
I'image de E sur le cercle trigonométrique, dans la représentation
par tangentes paralleles, est un ensemble connexe.

On a une propriété analogue, mais un peu plus cachée, pour les
surfaces dans R, :

Si E est une surfuace de R, homéomorphe & un disque ouvert plan,
dont le contingent en tout point est un plan complet, l'image sphérique
de E (définie par Uintermédiaire de la normale, orientée d’un coté
invariable de S) est un ensemble connexe (*°).

Sous les mémes hypothéses, il est faux en général que l'image
sphérique d’un sous-continu de E, et méme d’un arc simple de E,

soit un ensemble connexe.
(Parvenu aux Annales en avril et mai 1948.)

(*%) Voir Interm. Rech. Math. Tome 2, 1946, fasc. 6, réponse 0514.
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