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SUR LE THEOREME DE LEBESGUE-NIKODYM (IiI)
par Jean DIEUDONNE (Nancy et Sio-Paulo).

1. Introduction (*).

Le sujet de ce travail differe quelque peu de celui des deux articles
antérieurs que nous avons publiés sous le méme titre(*). Nous y
considérions exclusivement des fonctions a valeurs réelles, ou des
éléments d’espaces vectoriels réticulés (« espaces de Riesz ») qui les
généralisaient ; au contraire, nous nous occupons dans ce travail de
fonctions prenantleurs valeurs dans un espace vectoriel topologique F,
et « intégrables » en un certain sens. On peut alors chercher a
généraliser le théoreme de Lebesgue-Nikodym classique de deux
manieres différentes. Ge dernier montre en effet essentiellement que
toute fonction linéaire continue dans un espace L', & valeurs réelles,

est de la forme f— f gfdu, ol g est une fonction a valeurs réelles,

mesurable et bornée. Lorsqu’il s’agit de fonctions & valeurs vecto-
rielles, le produit gf d'une telle fonction f et d'une fonction réelle ¢
est intégrable lorsque f est intégrable, g mesurable et bornée, ou
lorsque g est intégrable, et f « bornée » en un certain sens que nous

préciserons ; dans le premier cas,fgfd‘u, est fonction linéaire de la

fonction intégrable fa valeurs vectorielles, dans le second, fonction
linéaire de la fonction intégrable g a valeurs réelles (les valeurs de
I'intégrale étant toujours dans F); nous sommes donc conduits &
Studier les fonctions linéaires continues, i valeurs dans F, et définies,
soit dans un espace L' de fonctions & valeurs réelles, soit dans un
espace de fonctions intégrables a valeurs dans F. Dans le premier

(!) Les numéros entre crochets renvoient i la bibliographie placée a la fin de cet article.
(®) Voir [5] et [6].
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cas, nous obtiendrons une généralisation du théoréme de Lebesgue-
Nikodym pour la notion d’intégrale la plus étendue de toutes celles
données jusqu'ici, celle de Gelfand-Dunford (*) (cette généralisation
a d'aillears déja été donnée, avec des hypothéses plus restrictives
sur I et sur la mesure considérée, par Gelfand (*) et Dunford-
Pettis (*)) ; pour la généralisation du second type (qui, a ce que nous
croyons, est nouvelle), nous sommes obligés, au contraire, de nous
restreindre & I'intégrale de Bochner (°).

Le théoréme de Lebesgue-Nikodym pour l'intégrale de Gelfand-
Dunford nous permettra enfin d’aborder d’une autre maniére le
probleme de la « décomposition des mesures », ou, comme nous
dirons plutdt, le probléme des « mesures quotients », abordé récem-
ment par P. Halmos (") par une méthode directe ; malheureusement,
le résultat fondamental de Halmos, basé sur un lemme erroné de
Doob, est lui-méme inexact, tout au moins si on ne restreint pas
davantage les conditions de son énoncé ; nous verrons comment on
peut modifier cet énoncé de facon qu’il devienne correct et puisse
méme s’étendre & des cas plus généraux ; d’autre part, en restant
au méme point de vue que P. Halmos, nous donnerons des condi-
tions suffisantes qui assurent aussi I'exactitude de son résultat.

2. L’espace de Kakutani.

L'instrument essentiel dont nous allons nous servir est la repré-
sentation trés commode d'un espace L' de fonctions sommables,
imaginée par S. Kakutani(*): rappelons bridvement en quoi elle
consiste. Soit E un ensemble quelconque, p. une mesure définie sur

une tribu © de parties de E, telle que E soit mesurable et de mesure
finie (*) ; alors les ensembles mesurables, pris modulo les ensembles

(3) Voir [10] et [8].

(®) Voir [10].

(®) Voir [g], p. 344, theorem a. 1. 1.

(8) Pour la définition et les propriétés de cette intégrale, voir [3].

(M Voir [11] et [12].

(® Voir [13], p. 532-534.

(%) 1I serait facile, en suivant Kakutani, d’associer un espace localement compact et tota-
lement discontinu 4 un ensemble E muni d’une mesure pour laquelle E est mesurable mais
de mesure infinie; nous laissons au lecteur le soin d’étendre & ce cas les résultats dé-
montrés ci-dessous.

Pour les notions de la théorie de 'Intégration dont nous faisons usage dans ce travail,
voir [16], chap. 1.
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de mesure nulle (ou, ce qui revientau méme, les classes de fonctions
caractéristiques d’ensembles mesurables, ot deux fonctions appar-
tiennent & une méme classe lorsqu’elles sont égales presque partout
ct dans ce cas seulement) forment une algébre booléienne ¢ ; a celte
algebre, un théoréme de Stone fait correspondre d’une facon bien
déterminée un espace E compacl et tolalement discontinu, tel que a
soit isomorphe a 1’algébre booléienne des ensembles a la fois ouverts
et fermés de E : nous dirons que I'espace compact E est I'espace de
Kakutani altaché a I’ensemble E et a la mesure y. sur E. A toute
classe de fonctions caractéristiques d’ensembles mesurables dans E
correspond ainsi une fonction caractéristique d’'un ensemble a la fois
ouvert et fermé dans K ; on étend aussitdt cette correspondance aux
combinaisons linéaires de fonctions caractéristiques d’ensembles
mesurables (fonctions étagées sur la tribu T ou est définie p.), et on
obtient ainsi un isomorphisme u — @ de 'anneau des classes de fonc-
tions étagées sur G, surl’anneau des fonctions numériques continues
dans E et ne prenant qu'un nombre fini de valeurs ; en outre, on a
llu|l, =]|| @||, le second membre désignant comme d ordinaire la
borne supérieure dans E des valeurs de |@|. Cetie dernidre relation
permet de prolonger par continuité I'isomorphisme u— @ en un
isomorphisme de I'anneau L™ (E, 1) de foutes les classes de fonctions
mesurables et bornées sur E, sur ’anneau C(]:]) des fonctions
continues dans B ; on notera que cet isomorphisme conserve I'ordre
(autrement dit, si u >> o presque partout, ona @ >> o partout dans E).

Si on pose alorsfﬁdgl: [u dp., on définit une mesure de Radon

U sur E, et chaque espace LP(E, p) est isomorphe & 1'espace corres-
pondant LA(E, 1) (1 <C p <{— ). Mais en outre, pour toutensemble
A mesurable dans E, il existe un ensemble B 3 la fois ouvert et
fermé et dont la « différence symétrique » avec A (ensemble des
points appartenant 3 I'un des deux ensembles A, B, sans appartenir
a l'autre) est de mesure nulle (*). Tout ensemble ouvert non vide
dans E est de mesure > o0 ; on en déduit que si un ensemble fermé
dans E est de mesure nulle, son complémentaire est un ensemble
ouvert partout dense et réciproquement. Pour toute fonction [ mesu-
‘rable dans E et « essentiellement bornée » (c¢'est-d-dire dont le
maximum et le minimum en mesure sont finis) il existe une fonc-

(19 [13], p. 533, note 1a.
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tion continue dans E, égale a f presque partout. On en déduit aisé-
ment que si f est une fonction mesurable finie presque partout
dans E, il existe une fonction bien déterminée, égale presque partout
a f, et continue dans un ensemble ouvert partout dense, dont le
complémentaire est de mesure nulle (*").

Tant qu’on ne fait pas de distinction entre des fonctions égales
presque partout, on peut donc aussi bien raisonner sur la mesure p.
que sur la mesure p initiale donnée dans E. Par exemple, I'espace
de Kakutani permet de donner une interprétation simple de 1'espace
dualde L”(E, 1) ; ce dernier étant isomorphe a l'espace G(E) des
fonctions continues sur £, on voit que son dual est isomorphe &
I'espace de toutes les mesures de Radon sur 'espace compact i, qu1
est dual de G(E) cela fait aussitdt apparaitre que, si E n’est pas
dénombrable, 1'espace L' (E, p) n’est pas réflexif.

3. Fonctions vectorielles faiblement sommables.

Les hypotheses sur E et p. étant les mémes que ci-dessus, soient F
et F/ deux espaces vectoriels sur le corps R des nombres réels,
{x, X'y une forme bilinéaire sur F><F’ qui définisse sur chacun
d’eux une topologie faible séparée, de sorte que F et I” soient en
dualité faible ("*). On dira qu’une fonction f définie dans E, & valeurs
dans F, est faiblement sommable si, pour tout élément a'€F’, la
fonction numérique ¢ — (f(t), a’y (que nous désignerons simplement

par {f, a’)) est sommable ; 'application x’ —>f(f, x"ydy. de F" dans R

est alors une forme linéaire, mais qui n’est pas nécessairement

continue pour la topologie faible sur F’; elle est donc de la forme
x' — (¢, x'), mais on peutl seulement dire en général que ¢ appartient

au dual algébrique de F’, qui n’est autre que le complété FdeF:on
pose c:ffdy., et on dit que cet élément de F est Vintégrale de f
dans E: on a donc identiquementf(f, a/>dy-:<ffdy‘, a’> pour
tout a’€F’ (**).

Cette définition entraine immédiatement que pour toute fonction

(*Y) 1l suffit de considérer f comme Penveloppe supérieure des fonctions sup ( f, n)

(lorsque f>>o0).
(*2) Pour les notions dont nous faisons usage ici, voir par exemple [4].

(%) Cette notion d’intégrale est identiqiie & colles de Gelfand [10] et de Dunford [8]
lorsque F est un espace normé, F/ un sous-espace du dual fort I* de F.



SUR LE THEOREME DE LEBESGUE-NIKODYM (111) 29

numérique g mesurable et bornée, le produil ¢f est faiblement
sommable ; en particulicr, pour tout ensemble mesurable A, o,f est

faiblement sommable ; on pose J Ni dy.:f fdy. (intégrale élen-
A

due a A). Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 1. — Soit ® un filtre sur U'ensemble des fonctions faiblement
sommables dans E, qui(pour la topologie faible sur I') converge uni-
Jformément vers une fonction f; alors f est faiblement sommable et on a

ffdy: limq,fg du.

En effet, 'hypothése signifie que pour tout a’€F’, I'image de ®
par l'application g —({g, a’) est une base de filtre dans ’ensemble
des fonctions numériques sommables, qui converge uniformément
dans E vers la fonction {f, a’) ; comme puE est finie, la fonction

{(f, a’) est sommable et f(f, a’)d:;.:limq,f(Q, a'ydy., ce qui

montre que f est faiblement sommable, et que f gdy. converge

(pour la topologie faible sur F) vers f fdy. suivant le filtre ®.

On dit qu’une fonction faiblement sommable f est équivalente @ o
si pour tout a’€F’, (f, a’) est nulle presque partout. Il est bien
connu ('*) que f peul &tre équivalente & o sans étre nulle en aucun
point de E; toutefois, s’il existe dans I’ une famille dénombrable
(a,) telle que les relations (x, a,) =0 pour tout n entrainent x—o0
dans F, alors les seules fonctions faiblement sommables équivalentes
A o sont les fonctions nulles presque partout, car chacune des rela-

tions {.] (f(%), a,)|dp.=— o entraine que (f(¢), a,) est nulle sauf dans

un ensemble H, de mesure nulle; ces relations ont donc lieu
simultanément dans le complémentaire de la réunion H des H,, ce

qui prouve qu'on a f({)=—o dans le complémentaire de 1’ensemble
de mesure nulle H.

4. Premiére généralisation du théoréme
de Lebesgue-Nikodym.

Etant donnée une fonction faiblement sommable f, définie dans E
et & valeurs dans F, nous dirons que f est faiblement bornée si pour

(**) Voir un exemple de ce fait dans 2], p. 370, exemple 3.
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tout a’'€l”, la fonction numérique (f, a’) est essentiellement bornée.
Pour une telle fonction, et pour toute fonction numérique som-
mable ¢ dans E, il est immédiat que gf est faiblement sommable, et
que pour tout a’€F’, 1l existe un nombre m(a’) > o tel que

(o

On peut dire encore que g — f gfdy. est une application linéaire

< m(a) [ 1/

continue de V'espace L'(E, 1) dans l'espace topologique F (muni de
la topologie faible définie par F') ; si E est 'espace de Kakulani (n° 2)

attaché a E, nous avons vu qu’on peut identifier les espaces L'(E, 1)

et L'(E, ) ; on peut donc aussi considérer g — [gfdp. comme une

application linéaire continue de Li(E, i) dans F. Cest la caractéri-

sation de toutes les applications de cette nature qui va constituer la
premiére généralisation du théoréme de Lebesgue-Nikodym :

Tutkorime 1. — Toute application linéaire continue de L'(E, ) dans
F est de la forme g —>f gfdu., ol f est une fonction faiblement som-

mable et faiblement bornée, définie dans E et & valeurs dans F.

Nous désignerons par £ I'ensemble des partitions 5= (A)), <i<n
de E en un nombre fini d’ensembles & la fois ouverts et fermés, et
nous ordonnerons cet ensemble en convenant, comme d’ordinaire,
qu’une partition @ est moins fine qu'une partition &’ lorsque lout
ensemble de %’ est contenu dans un ensemble de & ; pour cette rela-
tion d’ordre, 'ensemble & est filtrant, car siz —=(A;) et @ —(B;) sont
deux partitions quelconques appartenant a &, ceux des ensembles
A;nB; qui ne sont pas vides sont a la fois ouverts et fermés et
forment une partition &" plus fine que © et &'. Soit alors g — U(g)

une application continue de L' dans F. Pour toute partition z—(A))
de %, prenons fm(t):-;IKU(QA,) pour tout point ¢€A;; nous allons
By '

montrer que, suivant 'ensemble filtrant £, les fonctions fg conver-

gent uniformément dans E vers une fonction faiblement sommable f

(a valeurs dans 1?‘), et qu’on a U(g) :fgfd;: pour toute fonction
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numérique sommable 4. En cflet, soient a] (1 <{i < p) un nombre
fini quelconque d’éléments de F'; pour chaque indice i, on a par
hypothése | (U(g), a)| gm(a;)f lg|dp; d’apres le théoréme de
Lebesgue-Nikodym, il existe une fonction numérique A;, sommable
et bornée dans E, telle que (U(g), aj) :fgh,d:l pour toute fonction
g€L' et pour 1 < i < p; enoutre, comme A; n’est définie qu’a une équi-
valence prés, on peut supposer que h; est continue dans E. Etant donné
un nombre ¢ > o arbitraire, il existe donc une partition o —(B))
appartenant a &, telle que, dans chacun des B;, l'oscillation de chacune
des h; soit < s. Soit alors o’ = (C,) une partition appartenant a &,

plus fine que ; tout G, est donc contenu dans un B;; soit %; une
des valeurs de A; dans B;; pour tout #G,, on a d'une part

(U(gc,)s a)y— / hdp. = (0 —+ 6e)nCy,
v Cp
avec — 2 <_ 0 < 2 ; d’autre part, on a de méme
(U(gy), ai= f hidj. = (0y—+0¢)iB;
Bj

avec encore — 2 <_ ' < 2; d’ou résulte aussitdét que, pour tout teE
et pour tout indice ¢, on a

[ Fo(t) — Fo(8), apd| < hee.

Comme F est complet, on déduit aussitot de ce résuliat que les f

convergent uniformément dans E vers une fonction f, et le lemme 1
montre que f est faiblement sommable. Démontrons enfin que

U(g) = [gfd‘;. pour toute fonclion g€L'; comme les fonctions

étagées sont partout denses dans L', il suffit de démontrer la propo-
sition pour une lelle fonction, et par suite pour une fonction carac-

téristique ¢, d’'un ensemble ouvert et fermé dans E. Or, pour toute
partition w=—=(A,) plus fine que la partition (A, [:A), on a

U(ga) =, U(os))

la somme étant étendue aux indices ¢ lels que A,CA; or, on a
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U(@Ai):ﬂfmd{l, donc U(%):f\fmd@. Comme f tend umifor-

mément vers fdans A, il résulte du lemme 1 que

U= [[1= [orf

ce qui achéve la démonstration. La fonction f est déterminée & une
équivalence prés. En effet, si h est une fonction faiblement sommable

et faiblement bornée telle que f ghd{:,::o pour toute fonction

numérique sommable ¢, on a nécessairement / |, a'y|dp=o,

pour tout &€’ : car cette relation peut s’écrire < f ghdp., a’>: o,
avec g —=sgn(h, a’y, et g est sommable par hypothése.

5. — Relations entre fonctions faiblement sommables

définies dans E, et fonctions faiblement sommables définies dans E.

Le théoréme 1 permet tout d’abord d’étendre aux fonctions faible-
ment sommables et faiblement bornées définies dans E (et & valeurs
dans F\) la correspondance définie au n° 2 entre fonctions sommables
numeériques définies dans K et fonctions sommables numériques
définies dans V'espace de Kakutani E attaché a E. En effet, si f est
une fonction faiblement sommable et faiblement bornée, définie dans
E et & valeurs dans F, I'application ¢ — / gfdy. est une application

linéaire continue de L‘(E, 1) dans F ; il existe donc une fonction
faiblement sommable f, définie dans E, 4 valeurs dans F, et définie
a une équivalence pres, telle qu'on ait identiquement

[ gfdu= { gidy

pour toute fonction sommable numérique g définie dans E. La
démonstration du th. 1 montre en outre que 'on peut supposer f
continue dans B (pour la topologie faible sur F) ; avec cette condition
supplémentaire, T est alors bien déterminée par la donnée de f a une
équivalence prés; en ellet, comme (f, a’> est alors une fonction
numérique continue dans E pour tout a’€F’, cette fonction ne peut
étre nulle presque partout que si elle est identiquement nulle, et
comme cela a lieu pour tout a’, 7’ doit étre identiquement nulle.
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Il n’est pas évident que l'application [— [ainsi définie pour les fonc-
tions f faiblement bornées, puisse s’élendre aux fonctions faiblement
sommables quelconques : ¢’esl la un point quireste a élucider dans le
cas général. D’autre part, on est nalurellement amené a se demander
si (comme pour les fonclions numeériques), a foute fonction continue

h définie dans E, a valeurs dans F (nécessairement faiblement
bornée) correspond une fonction faiblement sommable f définie
dans E, et telle que f:: h. Nous allons voir seulement que les
réponses a ces deux questions sont affirmatives dans le cas particulier
considéré par Dunford-Pettis (°), ce qui nous donnera entre autres
une nouvelle démonstration du théoréme de ces auteurs cité plus haut.

Ce cas est celui ou F' est un espace de Banach « séparable » (c’est-
a-dire contenant une pariie dénombrable pariout dense pour la
topologie forte), el ou I est le dual fort (**) de F’. Alors, on a le
lemme fondamental suivant, dit & N. Dunford (**) :

Lemme 2. — Si F est faiblement sommable et & valeurs dans F,
Uintégrale / fdy. prend ses valeurs dans T (et non plus seulement
dans F‘)

Cela étant, soit d’abord f une fonction faiblement sommable et
Jfortement bornée dans E (c’est-a-dire telle que || f(¢) || <C m pour tout
t€E) ; pour tout a’€F’ et toute partie mesurable A de E, on a alors
‘f(f a)dyi<m”a’|]uA et par su1te“ffdu“<m vA. La démons-
tration du th. 1, jointe au fait que dans F la boule [|x||<{m est
faiblement complete (*°), prouve que la fonction f continue dans E,
qui correspond & f, prend elle aussi ses valeurs dans F, et est telle
que || f()|| << m dans E.

En second lieu, soit f une fonction faiblement sommable quel-
conque définie dans E, a valeurs dans F. Pour tout #€E, on a
[|f(t)”—sup|<f(t) a,)|, ou a, parcourt un ensemble dénombrable
de pomts dense dans la boule [|x"||<<1 dans F’; les fonctions
numériques (f, a,) étant sommables, la fonction || f(?) H est mesurable
dans E. Comme elle est partout finie, on voit que, si H, est 'en-
semble des €E ou || f(¢)|| = n, les H, forment une suite décroissante
d’ensembles mesurables dont l'intersection est vide ; leur mesure
tend donc vers o avec 1/n.

('3) (8], p- 334, theorem 43.
(") Voir [4], p. 148, th. 22,

o8
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Au complémenlaire de H, correspond dans E un ensemble ouvert
el fermé A, la réunion de la suile croissante (A,) étant un ensemble
ouvert A partout dense dans L (et dont le complémentaire est donc
de mesure nulle). Comme la restriction f, de f au complémentaire
de 1, est fortementl bornée, il lui correspond, par le th. 1, une
fonction f, continue et fortement bornée dans A,, et il est clair que
pour m < n, f. est le prolongement de f.2 A,; toutes ces fonctions
* sont donc les restrictions d'une fonction f continue (mais non forte-
ment bornée) dans I'’ensemble ouvert A. Reste a voir que pour toute

fonction numérique mesurable et bornée ¢ on a f gfdy. — f ?];‘d&
or, on a '/gf,,dy,: / é;’nd:f. pour tout n; gf, tend presque! partout

vers gf, et pour tout a’¢l”’, on a |{gf,, a’)| <|{¢f. a’)|(en convenant
de prendre f, nulle aux points de H,); le théortme de Lebesgue

montre donc que f(gf,,, a’ydp. tend vers [(gf, a’)dy.; en raisonnant
de méme dans E, on voit que f(gf, a’y dy.:f(g}f, a’) d; pour tout

a'el’, ce qui achéve notre démonstration.

Passons au probléme inverse, et considérons d’abord une fonction
continue et fortement bornée A définie dans E. Par hypothése, il
existe dans I une suite (a,) de points linéairement indépendants,
tel que le sous-espace engendré par cette suite soit partout dense
dans I (pour la topologie forte). Posons h,—<(h, a,); h, est une
fonction numérique continue dans E, donc il existe une fonction
mesurable et bornée f, définie dans E, telle que fn—_—hn. Pour toute
combinaison linéaire a’ — }_1 ria; des aj & coefficients rationnels, la

ke

fonction numérique f{t, a’) = 2 ri.fi(t) est telle que

k

f= E rihy—<h, a'y ;
k
on a donc ||f]|, =||<h, a’y||, et par suite il existe un ensemble
H(a’). de mesure nulle dans E, tel que dans le complémentaire de
H(a'), on ait | f{t, a')|<sup [<h(x), a’)|< m||a'||, en désignant par
z€EE .
m la borne supérieure de ||h(z)|| dans E. Or les combinaisons
linéaires des ay, a coefficients rationnels forment un ensemble dénom-
brable D, partout dense dans F’; il existe donc un ensemble de
mesure nulle H dans E tel que, dans le complémentaire de H, on ait



SUR LE THEOREME DE LEBESCGUE-NIKODYM (1) 35

en tout point £, ' fit, a')|<m||a’|| pour lout a’€D. Pour tout ¢ fixe
dans le complémentaire de I, la fonclion a’— f(f, a’) est donc uni-
formément conlinue dans D, et se prolonge par suite en une forme
linéaire continue dans I, qu'on peut donc noter (f(t), a’), ou f({)
est un élément bien délerminé du dual ¥ de F’. En oulre, pour tout
a'el”, il existe une suile (b,) d’éléments de D qui converge forlement
vers a’, donc (f({), b,) converge uniformément vers {f(t), a’) dans le
complémentaire de H, ce qui prouve que {f(t), a’) est sommable, et
correspond a la fonction continue (h, a’) dans E ; il en résulte que
pour toute fonction numérique sommable et bornée g, g<f, a’) cor-
respond & é(h, a’), et par suite [ est [aiblement sommable et f=h.

En raisonnant comme dans le premier probleme, il serait facile
de voir qu’a toute fonction h faiblement sommable définie dans E, a
valeurs dans F, correspond une fonction f faiblement sommable
définie dans E (& une équivalence pres) et telle que f:h; mais
nous n'utiliserons pas ce résultat.

Cela étant, le théoréme de Dunford-Pettis précité correspond au
cas ot F satisfait aux hypotheéses précédentes, et ou on cherche les
applications linéaires continues de L'(E, 1) dans F, ce dernier espace
étant muni de sa topologie forte; une telle application U satisfait

donc a la relation [|U(g)|| <<m /,[gld‘u.. Le th. 1 montre donc que
U(g)—= /g}fd;l, ou f est faiblement sommable dans E: mais en

outre ici f prend ses valeurs dans la boule S: || x|| <Cm de F, et non
plus seulement dans F: en effet, la démonstration du th. 1 montre
que f est limite uniforme (pour la topologie faible o(F, F/)> d’un
filtre de fonctions prenant leurs valeurs dans S ; comme S est faible-
ment complete (**) la propriété énoncée en résulte, et f est fortement

bornée. On peut alors, comme on I'a vu plus haut, identifier f &
une fonction faiblement sommable et fortement bornée définie dans

E, et écrire U(g) = /.gfdy: c’est le théoréme de Dunford-Pettis.

6. — Seconde généralisation du théoréme de Lebesgue-Nikodym.

Nous allons nous placer dans les mémes hypothéses que dans le
n° 5, en supposant de plus que le dual F de F’ est lui-méme un
espace séparable (ce qui suffit d'aillenrs pour impliquer que F’ Uest
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aussi ('")). Alors, comme E est de mesure finie, un résultat de
Pettis ("*) montre que toule fonction faiblement sommable dans E
(a valeurs dans F) et fortement bornée. est aussi fortement sommable
(c’est-a-dire limite presque partout pour la topologie forte d'une suite
de fonctions élagées f,, la suite f\\f——f"][dg_ tendant vers o, et la

fonction numérique || f(£)|| étant sommable (”)). Nous désignerons
par £'(E, F) I'espace vectoriel des fonctions fortement sommables,
définies dans E et & valeurs dans F, cet espace étant muni de la

norme Hf“i:fﬂf(l)\\dy On sait que 4'(E, F) est complet et
qu'on a “ffdp“< || F|l, pour toute fonction fortement sommable f;

en outre, si g est une fonction numérique mesurable et bornée, gf
est aussit fortement sommable (*). Le sous-ensemble 47 (E, F) des
fonetions fortement sommables et fortement bornées dans E est un
espace vectoriel ; si on désigne par || f||_ le maximum en mesure de
|| f(t)|| dans E, || f||. est une norme sur £* (E, F), et muni de cette
norme, £* (E, I) est encore un espace complet.

Tukoritme 2. — Si F est dual fort d’un espace de Banach F', et
est séparable, toute application linéaire continue de £'(E, F) dans F
est de la forme f— f T(f)dp., otr T est une application linéaire continue
de & (E, ¥) dans lui-méme, telle que T(gf)— g'T(F) presque partout
pour toule fonction numérique sommable et bornée g.

Par hypothese, il existe dans ' une suite (a,) de points linéaire-
ment indépendants, tels que le sous-espace H de F, formé des

combinaisons linéaires des a,, soit partout dense (pour la topologie
forte) dans F. On en déduit aussitdt que 'ensemble des combinaisons

o, Q R . , .
linéaires }_4 a;g;, ou g; est une fonction numérique sommable quel-
J

conque, est un sous-espace partout dense £ de &'(E, I). Soit alors
U une application linéaire continue de ¢! (E, F) dans F ; on a donc

(1) 1ODI<m. [I|f]|dp

ou m est un nombre >o0. Si f— Eajgj appartient a £, on peut

fj
(") [1], p. 189, th. 12.
(*®) Voir [14], p. 278, theorem 1. 1.

(1%) Cette notion d’intégrale est celle de Bochner (voir [3]).
) 3], p. 265.
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écrire U(f) — E U(a;g)) ; lorsque g parcourt 'espace L'(E), appli-

J
cation g —U(a;g)=—=Ujg) est une application linéaire de L'(E) dans
F, et d'aprés (1), on a ||Usg)||<<m||a;|| /)‘g’d"}. ; autrement dit,
U, est une application linéaire de L'(E) dans F, quand on munit F
de la topologie forte ; le théoréme de Dunford-Pettis est donc appli-
cable ici et donne U (g)_fngdu, f; étant une fonction faiblement
sommable et fortement bornée, & valeurs dans F: f; est donc forte-
ment sommable. Pour toute fonction f— ! aqg; de &, posons

' Ld

J
T(H—= 2 fig; s T(F) est une fonction fortement sommable dans E,

T est uné application linéaire de £ dans 4'(E, F) et on a évidemment
T(gf) =gT(f) pour toute fonction fe£ et toute fonction numérique
sommable et bornée ¢; enfin, on a par définition U(f)— f T(F)d.
pour toute fonction f€L .

Cela étant, nous allons montrer que T est continue dans 4.

D’aprés (1), on a ‘Ing(f)dy. <m- /'}g‘-Hf“d‘u, pour toute fonc-

tion f€£, et toute fonction numérique g sommable et bornée. On en
déduit que, pour tout a’€F’ tel que ||a’|| <1,

() | [T, addy
=|( [T (D, &) <[9P | < - [lg]- (11l
Fixons la fonction fef , et posons h = T(f) Comme F est séparable,
pour tout entier n > o il existe une suite (a,,) >, d'éléments de

F telle que tout point x€F soit contenu dans une boule ouverte de
centre l'un des a,, et de rayon 1/n. Soit A;, 'ensemble des #€E tels

que || h(t) — a,|| << —; A, est mesurable puisque h est fortement

sommable ; s1 B,, est I'ensemble des points de A;, qui n’appar-
tiennent pas aux A, d’indice i<k, B,, est mesurable et les B,
forment une partition de E. Or, pour chaque £, il existe a;£F" tel

que || a,||=1, et Kag,, am) —[[a,‘.n]”< 1/n; on en déduit aussitot
que, dans B,, on ‘(h(t), ag, — || h(t) HK 3/n. Appliquant alors (2)

en remplacant g par la fonction caractéristique de B,,, il vient

"/‘;kn |

. 3
Cpldp < — pBy+m. j;k || FI] o
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d’ol1, en sommant par rapport a &

e 3
[T lde < B em. (1] de

et comme n est arbitraire, on a bien fl T || de<<m. f“f\\dp,
ce qui démontre la continuité de T dans £ . Comme £ est partout
dense dans 'espace complet $(E, F), T se prolonge en une appli-
cation linéaire continue de 4'(E, F) dans lui-méme qui satisfait &
U(f)——fT(f)du (par prolongement des identités) ; pour la méme
raison, on a T(gf)=—=gT(f) presque partout pour toute fonction
numérique g sommable et bornée, d'onr le théoréme.

Par des méthodes analogues & celles du théorgme 2, nous allons
démontrer le résultat suivant :

Tutortme 3. — Si F est un espace de Banach dont le dual fort F*
est séparable, le dual fort de Uespace de Banach £'(E, F) est isomorphe
a Uespace &7 (E, F*); de facon précise, toute forme linéaire continue
sur $'(E, F) peut s’écrire u—>f<u, u'Ydy., ot u' est une fonction d
valeurs dans F*, fortement sommable et fortement bornée, et la norme
de cette forme linéaire est égale o ||u'||, .

Soit § une forme lindaire continue sur {'(E, F) ; on a donc
|0(u)|<m. f”u”dy,, avec m > 0 ; pour tout vecteur x€F, 6(gx),
ou g est une fonction numérique sommable quelconque, est une
forme linéaire sur L'(E, v), donc, d’aprés le théoréme de Lebesgue-
Nikodym, il existe une fonction sommable et bornée o(x), dépendant

linéairement de x, telle que 6(gx)=— / go(x)dv. ; on a en outre
\ [go()ds| <m||x|| [|gldy.; Vapplication x — [ gu(x)ds est done

une forme linéaire continue sur F, autrement dit un élément de F*,
que nous désignerons par V(g).

On peut donc écrire f go(x)du.=—={x, V(g)), et on a l'inégalité
V(i)||<<m. f |g|dy. ; V est donc une application linéaire continue
de L'(E) dans F*, et comme F* est un espace séparable, le th. de
Dunford-Pettis est applicable et donne V(¢)— ( f gu'dp., ouu’, étant

faiblement sommable et fortement bornée, est fortement sommable ;
en outre, on a

G(gx)_—_<x, fgu'dy<>:f (x, gu’y du.— f(gx, u')dy.,
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d'ou aussitdt 6(u) = f{u, u')dy. pour tout we€f ; comme £ est

0
partout dense dans $'(E, F), la relation précédente est vraie par

prolongement continu dans tout ¢'(E, F). Il est clair que la norme
de 6 estau plus égale d ||u’|| —c; d’autre part, pour tout ¢ > o, il
existe un point a’€F* et un ensemble mesurable A de mesure > o,
tels que pour tout €A, on ait ||u'(f) —a"|| e, et ||a”||=c. Alors,
il existe a€F tel que ||a||=1 et |<a, a") —c¢|< ¢, d’'ou

[Ka, d'(t)) — c| < 2¢

pour tout (€A ; en prenant u=—g¢,a, on a [|ul],—=pA, et
u)= [ (a, w(t)) dp.>(c—ac)pA ;

lanorme de 6 estdonc >> ¢ — 2¢ pour tout ¢ > 0, ce qui prouve qu’elle
est égale a c.

7. — Mesures quotients.

Soit E un ensemble, 1. une mesure sur E; nous supposerons
d’abord que E'soit de mesure finie, et désignerons par E Uespace de
Kakutani et par v. la mesure sur B, corrrespondant a E et p.. Soit @
une sous-tribu (contenant E) de la tribu © des ensembles mesurables
dans E; il lui correspond dans E une famille & d’ensembles 2 la fois
ouverts et fermés, telle que la réunion de deux ensembles quelconques
de la famille &, et le complémentaire d'un ensemble de @ appar-
tiennent encore & @. La famille d’ensembles @ définit dans E une
relation d’équivalence R de la facon suivante: pour tout z€eE, soit
G(x) l'intersection de tous les ensembles appartenant & @& et conte-
nant «; si y¢G(z), il existe un ensemble ouvert et fermé A€t tel que
wEA, y(lEA; comme le complémentaire de A est ouvert et fermé et
appartient & &, on voit que z€G(y), et par suite, les G(x) distincts
forment une partition de E en ensembles fermés, & laquelle corres-
pond une relation d’équivalence R dont les G(z) sont les classes.
En outre, le raisonnement précédent montre que deux classes
distinctes sont contenues respectivement dans un ensemble de A et
dans son complémentaire ; cela prouve que l'espace quotient E/P\ est
un espace compact totalement discontinu. Nous allons en déduire
que E/R n’est autre que l'espace de Kakutani associé a la mesure 1,
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considérée comme définie seulement sur la tribu @ : en effet, a tout
ensemble A€ correspond par I'application canonique ¢, un ensemble
ouvert et fermé dans E/f’l, I'intersection des cp(f&) contenant un
méme point o(x) se réduit & ce point, d’ott on voit aussitot, par la
compacité, que les 5(A) contenant o(z) forment un systéme fonda-
mental de voisinages de (p(:n) et par suite que les o(A) forment une
base de la topologle de E/B par compacité, tout ensemble ouvert
et fermé dans E/B est alors réunion d’un nombre fini d’ensembles

cp(A), donc est lui-méme un cp(A) ; autrement dit, les Q(A) sont
identiques aux ensembles & la fois ouverts et fermés dans E/ R, ce
qui établit notre assertion. La mesure ) définie sur E/ﬁ est telle que
pour tout ensemble A de la tribu @, on ait 1(9(1&)):y.A; nous

dirons que c'est la mesure quotient de y. par la relation d’équiva-
lence R.

Cela étant, on ale théoréme suivant :

Tutorime 4. — Sur toute classe d’équivalence H(z) = 8(2) (zEE~/R~)
il existe une mesure de Radon v, telle que, pour toute fonction continue

numérique é sur B, la Jonction z »/;( )?}dv, soit continue dans E/IS\,

et que, pour tout ensemble A€A, on ait

8 Jiti= o ) .

Ce théoréme va résulter directement du th. 1, et des remarques
finales du n° 5. L’espace de Banach F’ sera ici I'espace C(E) des
fonctions continues numériques sur E, et I'espace I sera son dual,
c’est-d-dire I'espace des intégrales de Radon sur E. A toute fonction A
sommable sur E/R (pour la mesure 2) correspond la fonction
h,= hop définie dans E, sommable pour . et telle que

[ hdp= [ hdr:
I'application §—>'/1hlg}d\r;, est une intégrale de Radon sur E, car
‘fhigd;l <||gl| f{ hld). ; désignons-la par V(h), de sorte que pour
toute fonction continue €F' — G(F), on peut éerire

[ hgde=E.a0. et (V) I [ |k
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Cela signifie que V est une application linéaire continue de LY(E/R, 7)
dans F (cc dernier espace étant muni de la topologie faible (I, F’)> ;
le th. v et les remarques finales du n’ 5 montrent donc qu’il existe
une application continue bien déterminée f de E/I.{ dans I telle que

V(h):[ hfd?, ou, ce qui revient au méme, pour toute fonction é

continue dans E, / h,gdi. — /1:/R h(2)<F(z), g>di.. Pour chaque z€E/R,
I'applicalion g—(f(z), §> est une intégrale de Radon bien déter-
minée sur I ; reste & montrer qu’'on peut la considérer comme inté-
grale de Radon sur I'ensemble H(z), autrement dit que la mesure
qui lui correspond a pour noyau (*') 'ensemble fermé H(z). 1l suffit
pour cela de montrer que si g(x)=o0 dans H(z), on a {f(2), §) =o.
Or, pour tout ¢ > 0, il existe un voisinage A de H(z) qui appartient
A & et est tel que pour x€A, \g(w)|< £ en prenant pour A la fonc-
tion caractéristique d'un voisinage ouvert et fermé de z aussi petit
qu’on veut et contenu dans o(A), on voit aussitot, en tenant compte
de ce que (f(z), g> est fonction continue de z, que |{f(z), g>,\e
comme ¢ est arbitraire, on a bien (f(z), ) —o. Pour tout ~EE/B 1l
existe donc une mesure de Radon bien déterminée v, sur len-
semble compact H(z), telle que (f(z), g >_A( gdv, ; d'ou le
théoréme.

Comme pour le théoréme de Dunford-Pettis, il se pose naturel-
lement la question de savoir si, moyennant cerlaines restrictions de
« séparabilité », on peut obtenir un théoréme analogue au th. 4,
mais relatif a I'ensemble E lui-méme, et non plus a 'espace de Kaku-
tani associé. M. P. Halmos a cru pouvoir énoncer une propriété
générale de cette nature, dans les hypothéses suivantes: la tribu ©
et sa sous-tribu @& sent supposées chacune engendrée par une famille
dénombrable d’ensembles. On peut alors définir dans E lui-méme une
relation d’équivalence R par le méme procédé que ci-dessus (& rem-
plagant @). On prend comme ensembles mesurables dans E/R les
images canoniques 9(A) des ensembles A€ (autrement dit, la tribu
des ensembles mesurables dans E/R est isomorphe a @), et on définit
évidemment une mesure sur cette tribu d’ensembles en posant

)(@(A)) —uA. Cela étant, le théoréme fondamental de P. Halmos (**)

(') Pour toute mesure de Radon u sur un espace compact E, la réunion des ensembles
ouverts de mesure-y. nulle est un ensemble ouvert de mesure-u. nulle, dont le complémen-
taire (fermé) est appelé le novau de la mesure 1.

) [11], p 390, theorem 1.
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affirme qu'il existe dans E/R un ensemble K tel que 2K -—= 0, que

pour tout €K il existe sur la classe d’'équivalence Hy( z):o( ) une
mesure v, définie sur la tribu des B n H(z), ot B€G, telle que, pour
tout ensemble B de la tribu @, 'application z—v, (B N H(z)) soit som-
mable dans E/R et qu’on ait

() pB= [ ».(Bn H()d.

Or, nous allons montrer que sans autres hypothéses plus restric-
tives sur @ et ©, le théoreme de P. Halmos est inexact. En effet,
prenons pour E I'intervalle o < ¢ < 1, pour @ la tribu des ensembles
boréliens contenus dans E, pour v 1a mesure de Lebesgue sur a. Soit
N un ensemble non mesurable (au sens de Lebesgue) dans E, ayant
une mesure intérieure nulle, une mesure extérieure > 0. Soit © la
tribu engendrée par N et par les ensembles de @ ; si N’ est le complé-
mentaire de N dans E, on voit aussitét que les ensembles de © sont
les ensembles de la forme (A n N)u (A’ n N’), ou A et A’ sont
quelconques dans @ ; cela étant, on étend aussitdt la mesure p. a la
tribu G, en prenant u.(A n N)=—o, u(A’ n N)=uA’ quels que
solent A et A’ dans @ ; la vérification des axiomes des mesures est
immeédiate (parce que les seuls ensembles de @ contenus dans N sont
de mesure nulle). La relation d’équivalence R est ici z=—y, et la
mesure ). n’est autre que la mesure 1., définie sur @ seulement: la

relation (4) donne v.A :t/; v(§2})dp. pour tout A€a, ce qui prouve
que v,(fz})=1 presque partout dans E (au sens de la mesure de
Lebesgue) ; en particulier on a ”z(N N gzg): 1 presque partout
dans N et v(N n {z})=o0 partout dans N’ : cette fonction n’est

donc pas sommable pour la mesure de Lebesgue, contrairement a
ce qu’affirme le théoréme de Halmos (**).

8. — Mesures quotients dans les espaces compacts.

Nous allons maintenant montrer que le théoréme de Halmos est
exact lorsqu’on fait des restrictions convenables sur E, G et @. Nous

(*¥) La démonstration donnée par P. Halmos de son théoréme est correcte, mais s’appuie
sur un résultat inexact de J. L. Doob ([7], p- 96, theorem 3. 1). L’erreur dans la démons-
tration de Doob se trouve a la ligne 3 de la p. 97 de son travail, ot il admet que I'appli-
cation de son cnsemble Q dans lintervalle 0 <t <C 1 qu’il définit & cet endroit est une
application sur Uintervalle o < t < 1, ce qui n’est pas vrai en général.
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supposerons que F soit un espace compact métrisable, R une relation
d’équivalence dans E telle que l'espace quotient /R soit séparé,
donc compact et métrisable ; la tribu O sera la tribu des ensembles
boréliens dans E, la tribu @ sera formée de ceux de ces ensembles
qui sont salurés pour la relation R; par l'application canonique 7
de E sur E/R, ces ensembles correspondent biunivoquemenl aux
ensembles boréliens dans I'espace compact Ei/R ; enfin, nous suppo-
serons que v. est une mesure de Radon sur E (donc définie sur ©);
la mesure % correspondante sur E/R est par suite aussi une mesure
de Radon. Cela étant, on sait que 'espace G(E) des fonctions numé-
riques continues dans E est séparable: nous désignerons par (g,)
une suite partout dense dans G(E). D’autre part la topologie de E/R
admet une base dénombrable (V,); nous désignerons par V, l'en-
semble fermé complémentaire de V,.

Pour toute fonction 4 sur E/R, sommable pour la mesure 7,
désignons par A, la fonction hog, sommable sur E pour la mesure p.
Pour chacune des fonctions continues ¢,, l'application

h— f h.g,dy.

est une forme linéaire continue sur L'(E/R, %), car on a

g <lig - [ 1h]

par définition de la mesure ). ; le théoréme de Lebesgue-Nikodym
montre donc qu’il existe une fonction u, sommable et bornée dans
E/R, telle que ['h,g,dy = [huyd) pour touth€L'(E/R, ). D’aprésle
théoréme de Lusin (**), il existe un ensemble fermé M, dans E/R,
dont le complémentaire a une mesure < 1/2”"', et tel que les u,
d’indice g < p soient toutes continues dans M, ; si N, est I'intersec-
tion des M, d’'indice r > p, N, est un ensemble fermé dont le
complémentaire est de mesure < 1 /2", et dans lequel toules les
fonctions u,, sont continues; la suite des N, est d’ailleurs crois-
sante et le complémentaire H de la réunion des N, est de mesure
nulle. Considérons alors la famille de toutes les intersections finies
d’un nombre quelconque d’ensembles pris parmi les V,, les V;, les
N, et les complémentaires des N,: c’est une famille dénombrable ;
donc, si K est la réunion de ceux des ensembles de cette famille qui

(2*) Voir S. Saxs, Theory of the integral, New-York (1937), p. 72.
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sont de mesure-. nulle, K est de mesure-» nulle. Soit G'le complé-
mentaire, dans E/R, de I'ensemble de mesure nulle Hu K, et soit &
la famille des intersections non vides de G et d’'un nombre fini quel-
conque d’ensembles pris parmi les V,, les V,, les Np et les complé-
mentaires des N, ; par définition, les ensembles de F sont tous de
mesuare > 0, et lmtelsectlon d’un nombre fini d’ensembles de &,
ainsi que le complémentaire par rapport a G d'un ensemble quelconque
de ¥, appartiennent & F. Soit £ 'ensemble des partitions finies de G
formées d’ensembles appartenant & 7 ; & est encore un ensemble
dénombrable ; nous supposerons les partitions de £ rangées en une
suite (w,)

Nous allons maintenant suivre une marche analogue a celle du
th. 1. Soit F 'espace dual de C(E), c’est-a-dire 'espace des inté-
grales de Radon sur E. Pour toute partition »,— (A;) de G appar-
tenant & €, nous définirons dans G une fonction f, 2 valeurs dans F,
de la facon suivante : si €A;, f,(f) sera I'intégrale de Radon sur E

telle que (g, f"<t)>_7A f gdy; il est clair, d’aprés la défini-
en( D)

tion de la mesure %, qu'on a |<g. F.(t) |<{||¢|| pour toute fonction

continue g€C(E) et pour tout G, autrement dit, || f,(¢)|| <C 1 pour

t€G. Nous allons alors définir une suite croissante (@) de partitions

de &, telle que : 1° pour toute partition ,, de £, il existe un indice p

tel que ©,, soit plus fine que @, : 2° la suite (f,,(p)(t)> converge en
tout point de G, pour la topologie faible sur F. Nous procéderons
par réeurrence sur p. Par hypothese, les u, d’indice ¢ <_p sont
continus dans N, ; on peut donc recouvrir N, par un nombre fini ¢
de voisinages V, de sorte que, dans chacun des ensembles Npr\an,
I'oscillation de chacune des fonctions u, d'indice <p soit < 1/p.
Soit , la partition de £ formée par les traces non vides sur G de
toutes les intersections de p —+ 1 ensembles pris parmi les an, V,’,I., N,
et le complémentaire de N, ; nous prendrons pour @, une partition
de % plus fine que asp, que @, et que Bnp—1)- Ce choix satisfait évi-
demment a la premiére des conditions ci-dessus ; montrons qu’il
satisfait aussi & la seconde. Pour cela, si¢ est quelconque dans G, 1l
existe un indice p tel que #%€N,, et par suite t€N, pour tout r > p.
Nous allons montrer que pour tout indice %, la suite des {g;, fu(¢))
tend vers une limite; comme les g, forment un ensemble forte-
ment dense dans G(E), et que la boule unité || x|| <1 dans F
est faiblement compléte, cela établira que la suite (f(?)) est faible-
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menl convergente (**). Or, si A, est U'ensemble de la partition o,

auquelappartientt, ona (g, Fu(t) :_»‘— : ’_' ¢ dv. — ! j uds.
I‘A’»L, o (A) )A( A,

pour tout enlicr m >k, l'oscillation de u, dans A, esl par hypothese

< 1/m dés que r>m; le méme raisonnement que dans le th. 1

prouve alors que pour m <_r<s, on a
s T (1) — Tao(O) | << 8/

m étant un entier arbitraire, la convergence faible de la suite des
F.p(f) en tout point de G est démontrée. Nous désignerons par f(f) la
limite de cette suite, qui, pour tout €G, est donc une intégrale de
Radon sur E.

Montrons maintenant que, pour toute fonction h€L'(E/R, 1), et
toute fonction continue ¢ sur E, on a !fhig du. :A/R@,f(t))h(t)d)d

le second membre a un sens, car (g, f(t)) est limite presque partout
dans E/R de la suite de fonctions sommables et bornées (g, Fap)(2)-
Les combinaisons linéaires des fonctions caractéristiques d’ensembles
appartenant & F forment un ensemble partout dense dans L'(E/R,2) :
car pour tout ensemble mesurable A, il existe un ensemble ouvert
U> A tel que 7(U — A) soit arbitrairement petit, et une réunion W
d’un nombre fini de V, telle que W< U et que (U — W) soit arbi-
trairement petit, et la fonction caractéristique de W est combinaison
linéaire de fonctions caractéristiques d’ensembles de J (& une équi-
valence pres); il suffit donc de démontrer la formule ci-dessus
lorsque % est la fonction caractéristique d’'un ensemble A€J ; autre-

ment dit, il faut démontrer que f o gdu— f (g Ft)ydr. Mais il
@) A

existe un indice p tel que la Partiti:)n Tnpy = (A;) soit plus fine que
la partition de G formée de A et de son complémentaire par rapport
a G; on a donc J“‘ gdy.:f (g, Fay(t))d). d’apres la définition
(A) A

des f,; comme (g, fy,)(?)) reste bornée dans A et tend partout vers
(g, f(t)), le théoréme de Lebesgue donne bien a la limite

NI 2 : | . e
Enfin, reste & voir que la mesure de Radon correspondant a I'inté-
grale f({) a son noyau dans l'ensemble 3(/), ou encore que

() [1], p. 123, th. 2.
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{g, (t)) — o lorsque la fonction continue g est nulle dans ’ensemble
fermé %(¢). Pour tout ¢ > o il existe alors un voisinage V, de ¢ tel
que | g(z)|< ¢ dans 5(V,): il existe une partition ;) plus fine que
celle formée par les traces de V,el V), sur G; pour > p, si A, est
I'ensemble de la partition ) auquel appartient ¢, on a

<9 T [ <y

d’ott & la limite | (g, f(t))| < e, et comme ¢ est arbitraire, {g, f(#)) = o.
Nous avons ainsi démontré le théoréme suivant :

Tutorime 5. — Soit E un espace compact métrisable, E/R un
espace quolient séparé de E, y. une mesure de Radon dans E, ) la
mesure quotient de v. par R. Il existe une partie G de E/R, dont le
complémentaire est de mesure nulle, et pour chaque t€G, une mesure
de Radon v, sur la classe d’équivalence H(t) = o (t) telle que, pour

toute fonction continue numérique g sur E, la fonction t — g dv, soit

He)
sommable dans E/R et que, pour tout ensemble mesurable A dans E/R,
on ait

(5) f‘ gdp. :f. <'J' gdut>d)\.
() ANJHY

Ce résultat appelle diverses remarques. En premier lieu, on peut
supposer la mesure de Radon v, définie pour tout €E/R, et non seu-
lement dans G : il suffit de prendre v, identiquement nulle sur les
classes d’équivalence H(t) correspondant aux #:G; la formule (5)
subsiste alors sans modification. D’autre part, par le raisonnement
classique du théoréme de Lebesgue-Fubini, on étend le th. 5 d’abord
au cas ou ¢ est semi-continue (supérieurement ou inférieurement)
et sommable dans E ; on en déduit que si ¢ est mesurable dans E et
nulle presque partout, la restriction de ¢ & H(f) est mesurable et
nulle presque partout (pour la mesure v,) pour presque tout (€E/R ;
puis on voit que le th. 5 s’applique a une fonction sommable quel-
conque g dans E, & condition d’ajouter que la restriction de g a H(?)
n’est sommable (pour v,) que pour presque tout t€E/R.

Enfin, soit E' un sous-ensemble borélien de K, R’ la relation
d’équivalence induite sur ' par R (les classes d’équivalence de cette
relation étant donc les ensembles H({)nE"); V'ensemble quotient
E'/R’ peut étre identifié a I'image canonique o(E') de E’ dans E/R ;
supposons E pris de sorte que 4(E) soit aussi borélien (en général
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¢’est sculement un ensemble analytique). Il sulffit alors de reinplacer
dans (5) la fonction ¢ par sa restriction a ' (qui est sommable)
pour voir que le th. 5 s’applique aussi & E" et K'/R" au lieu de E et
E/R; mais il faul observer que la mesure induite par % sur E'/I¥/
n’est plus une « mesure quotient » au sens strict que nous avons
donné plus haut & ces termes ; d’aprés la formule (5), la « mesure
quotient » proprement dite sur E'/R" est donnée par

WA= ‘A v(H(¢) n E)d.

9. — Mesures quotients dans les espaces
localement compacts.

Soit E un espace localement compact, p. une mesure de Radon
sur E (pour laquelle toute fonction continue sur E, nulle hors d'un
compact, est donc sommable), R une relation d’équivalence sur E
telle que I'espace quotient E/R soit localement compact. Le probléme
de la définition d’'une « mesure quotient » sur E/R et de '’extension
a cette mesure du th. 5 se pose d’une tout autre maniére que pour
les espaces compacts, car si A est un ensemble borélien dans
E/R, E§ (A) est borélien dans E, mais en général n’est plus de mesure
finie. Nous allons voir qu’ici on peut encore définir sur E/R une
mesure de Radon, pour laquelle nous obtiendrons une généralisation
du th. b, mais cette mesure ne sera plus déterminée de facon intrin-
seque par v et R, et c’est plutdt une « classe » de mesures quotients
que nous obtiendrons.

Il nous faudra supposer que E est réunion d’une famille dénom-
brable (E,) d'ensembles compacts métrisables ; alors E/R est réunion
dénombrable des ensembles compacts métrisables E,/R = «(E,). De
la suite (E,), qu'on peut supposer croissante et méme telle que E,
soit contenu dans 'intérieur de E,_,, nous déduirons une suite (E,)
en prenant E{ —E,, et pour E, (n > 2) le complémentaire de E _
par rapport & E, : E; est réunion dénombrable d’ensembles compacts,
donc il en est de méme de o(E}), qui est en particulier borélien dans
E/R : les E, forment une partition de E, et les E,/R un recouvre-
ment de E/R. La mesure 2,— pE, est finie par hypothése ; soit (¢,)
une suite de nombres > o tels que la série de terme général ¢,, soit
convergente.

La mesure p. restreinic & E, donne sur E,/R une mesure quotient.



48 JEAN DIEUDONNE

qu’on peut aussi considérer comme une mesure de Radon sur E/R ;
nous la multiplierons par le facteur ¢,, el désignerons par 7, la
mesure de Radon ainsi définie sur I5/R : pour tout ensemble boré-
lien A dans E/R, on aura donc % A= ,p (% (A)n E> D’apres le
th. 5, pour chaque indice n, il existe sur chaque ensemble
H(t) nE, une mesure de Radon v, , telle que, pour toute fonction
continue g dans E et pour tout ensemble borélien A dans E/R,
on ait

(6) f g dyp— ] < f e l> .,
(A) N B A\J 1o N En

A partir des mesures )., nous allons maintenant définir sur E/R
une mesure ). de la facon suivante. D’aprés le théoréme de Lebesgue-
Nikodym, pour tout entier n > 1, 1l existe une partition de E/R en
deux ensembles M , M|, qu'on peut supposer boréliens, et une
fonction f,,, sommable par rapport a %, et définie dans M, , tels que
WM, —o et, pour tout ensemble borélien A contenu dans M,

MA :fAfmd).l. Soit G, I'intersection des M, pour n > 1 ; le complé-

mentaire G| de G, est de mesure-2, nulle, et par suite .G, —p,2,.
Pour tout n > 2, il existe de méme une partition de G; en deux
ensembles boréliens M, , M/ , et une fonction f, sommable par
rapport & ), et définie dans M, tels que »,M) —o et, pour tout
ensemble borélien A contenudans M,,, \,A = /;fgndla. Soit G, l'in-

tersectiondes M, pour n > 2 ; le complémentaire G, de G, U G, est de
mesure-), et de mesure-A, nulles, et on a 1,G, < 0,%,- On deﬁmt
ainsi d’une part une sulte (G,) d’ensembles boréliens deux & deux
sans point commun dans E/R, telle que le complémentaire de
G,uG,u...u G, soit de mesure -}, nulle pour tout m < n, et d’autre
part une suite double (f,,) de fonctions (n < p) telle que f,, soit
définie dans G, et sommable pour ,, et telle que pour tout ensemble
borélien A contenu dans G,, on ait 7,A — ffnpd)n; on a en outre

2,G, < ¢,7,. Il en résulte aussitét qu'on définit une mesure 7. dans

E/R en prenant pour tout ensemble borélien A, 2A — E W(ANG,);
n—1

d’apres le choix des g,, cette mesure est finie pour tout ensemble
borélien, et comme elle est définie sur les ensembles boréliens, c’est
une mesure de Radon. D’autre part chacune des fonctions f,, es

sommable pour la mesure 7 par définition, et on peut bupl)os(‘
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qu’eﬂes sont finies partout (en les modifiant au besoin dans un
ensemble de mesare-2 nulle) 1 cela élant, pour tout teli/R, nous
définirons sur I'ensemble fermé H(¢) =5 (¢) une mesure v, de la
maniére suivante: si ¢ n’appartient & aucun des G,, on prendra
v,B = o pour tout ensemble B<H(¢) ; si au conltraire ¢ appartienta G,,
on prendra, pour tout ensemble borélien B dans H(¢),

B =, (B B+ Y [ (00, (BAE):

p>n
ici encore, il est clair qu’on définit une mesure de cette maniére sur
H(?), mais en général la mesure de H(¢) lui-méme ne sera pas finie ;
toutefois, toute partie compacte C de E est contenue dans un E,,
d’ apresle choix de ces derniers ; en particulier, si CcH(¢), GnE, est
vide & partir d’'un certain indice, et par suite v,G est finie, v, est
bien une mesure de Radon sur H(?).

Il nous reste & voir qu’avec ces notations, le théoréme 5 est vrai
pour toule fonction continue g définie dans E et nulle en dehors d’un
ensemble compacl. En effet, il existe alors un indice n tel que ¢ soit
nulle dans tous les E, d'indice p>n, d’ou pour tout ensemble

borélien A dans E/R, f’ gdu_ f gdp. Or, pour
=) =i/ @ne

toute partie A, de G,, o (Ap)r\EL est de mesure-p. nulle pour tout

k<p, car lhA —o d’aprés la définition de G,; si on pose
Ap:Ar\G, on a donc

. Y )
./{fe-(A)g dJ - Z (\I;—h'f" A NE, lg d‘u)

h=1

Mais, d’apres la formule (6), on a pour A < k <n,

J_1 gdy.::] <J . gdvk’,> d,
¢ (A)NE} A, HO N By}
e f fhk(t) <f g dV;,, t>d)~h’
A, H® N E,

d’aprés la définition des f,, ; comme g est nulle dans les E;
P >n, ona d’autre part pour tout {€Gy,

g d’/t = f g dyh,[ -+ E j‘hk(t) . gdyk,lv
H(t) H N E,’

k=Tt Y HO NE

d’'indice

~

ce qui démontre aussitdt que la fonction /- gdv, est som-
mable dans E/R et qu'on a la formule (5). HO
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Par le raisonnement classique du théoréme de Lebesgue-Fubini
rappelé plus haut (n° 8), on étend encore la formule (5) au cas on
g est une fonction sommable quelconque pour la mesure y. (toujours
en notant que dans ce cas la restriction de g & H(f) n’est sommable
pour v, que pour presque tout (e E/R).

Il est clair d’autre part que la définition des mesures ) et v, que
nous venons de donner comporte une tres grande part d’arbitraire :
on peut préciser cette remarque en montrant comment d’un systéme
de mesures 7, v, satisfaisant au th. 5 on peut en déduire tout
autre systeme 3, v, ayant la méme propriété. En eflet, il résulte
d’abord de la formule (5) que la relation 2’/A — o est équivalente a
u( 5 (A)) ==o0 ; par suite, les relations 2A =0 el ¥A — o sont équi-
valentes, autrement dit les mesures ) et )’ sont absolument continues
Uune par rapport @ Uautre ; par suite, il existe une fonction f som-
mable pour ), partout finie et > o, telle que A —= ﬁfd)\ pour tout
ensemble borélien ACE/R ; on en déduit

j;\ (fHu)g SO )d)‘ — ﬁ<.ﬂm>g dy‘>d7‘

pour tout ensemble borélien A<E/R et toute fonction continue g
dans E, nulle hors d'un ensemble compact. Or, il existe dans I'espace
des fonctions continues dans E, et nulles hors de E, une suite par-

tout dense (¢,,,). Pour chaque g,,, il y a donc dans E/R un ensemble
K,., de mesure-A nulle, tel que pour tout t&K,,,, on ait

uw? (D) = /H(t)g B

81 K est la réunion des K,,, (qui est de mesure-; nulle), les rela-

tions précédentes ont lieu pour fout couple (m, n) d’entiers, en tout
point t¢:K ; d’apres le choix des g,,, on a donc aussi

( /HU) g . f(tydy, = . ]Hm g d,

pour tout té&K et loute fonction continue g nulle hors d'un ensemble
compact ; cela implique naturellement v, = f({)v; pour tout t¢&K.
Réciproquement, il est clair que si on se donne une fonction fdans
E/R, sommable pour ) et partout finie et > 0, les mesures

VA — ﬁ fd. et vi=y/f(!)

formeront un systéme de mesures satisfaisant encore au th. 5.
Comme me ’a fait remarquer A. Welil, ces résultats s’appliquent
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en particulier au cas ou Il est un groupe localement compact ayant
une base dénombrable, /R un espace homogeéne 15/H correspondant a
un sous-groupe fermé H de K, et 1. la mesure de Haar sur le groupe E.
On sait alors qu'il n’existe pas toujours de mesure relativement
invariante sur l'espace homogene E/H (*); mais ce qui précede
montre qu'il y a toujours sur E/H une classe de mesures de Radon
(absolument continues l'une par rapport & I'autre) qui est invariante
par les opérateurs du groupe E; quant aux mesures v, elles sont
évidemment invariantes par toutes les translations du sous-groupe H
chacune d’elles est donc, a un facteur pres, la mesure de Haar sur
la classe modulo H correspondante.

10. — Remarque sur les transformations conservant
la mesure.

Revenons au probléme général de la mesure quotient examiné au
n° 7. Le théoréme énoncé par P. Halmos lui servait a 'étude des
transformations conservant la mesure 1. dans l'ensemble E; les
résultats qu’il énonce a cet égard restent donc non démontrés dans
le cas général. Mais nous allons voir que notre th. /4 peut rendre
des services analogues a condition qu’on se place dans Uespace de
Kakutani E associé 3 E. Pour cela, il faut qu'a la transformation T
définie dans E et conservant la mesure p., on puisse associer une
transformation T définie dans E et conservant la mesure .. Or, c'est
ce qu’il est facile de faire de la maniére suivante : la transforma-
tion T dans E définit dans I'espace L™ (E, 1) une transformation que
nous noterons encore T, par la condition Tf(x) = f(Tx) pour tout
zeE et tout feL”(E, 1); 'hypothése que T conserve la mesure
entraine que || T/|L, =1/, et [T/l =[| /] dans L7 et L' res-
pectivement. Cela étant, si on pose T J= Tf pour toute fonction
JeL”(E, 1), on définit une transformatzon isométrique de l'espace
C(E) des fonctions continues sur E, ala fois
pour la norme [|f1], induite par 1'espace Lt (E, 1) ; en outre, T trans-
forme toute fonction >> o en une fonction >0 ; il résultealors d'un
théoréme de Banach-Stone (*') qu’il existe un homéomorphisme

(26) Voir [16], p. 42-45.
(®") Voir [1], p. 170-172, ot le théoréme est démontré pour les espaces compacts mé-
triques ; pour les espaces compacls quelconques, voir [15].
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de E sur lui-méme, que nous noterons encore T, tel que 'on ait
identiquement T f(z) = f(Tz) pour zel et JeC(R) : I'égalité des
normes dans I'espace L'(E, i) monire en outre que T conserve la
mesure {.. Ainsi, si on se place dans I'espace de Kakutani, on a
encore dans cet espace une transformation bien déterminée T corres-
pondant & T, qui conserve la mesure et est de plus bicontinue, et
a laquelle s’appliquent donc les raisonnements de P. Halmos.
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