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SUR LE PRINCIPE DES SINGULARITES POSITIVES
ET LA TOPOLOGIE DE R. S. MARTIN (*)

par M. BRELOT (Grenoble).

I. — INTRODUCTION

La topologie générale, depuis quelques années, joue un réle décisif
pour développer et renouveler la théorie des fonctions harmoniques
et du potentiel : citons la théorie du potentiel en espaces abstraits
(surtout d’aprés H. Cartan), la topologie « fine » de H. Cartan
(rendant continues les fonctions sous-harmoniques ou potentiels
ordinaires et dont les voisinages d’un point sont, & ce point prés, les
complémentaires des ensembles effilés en ce point) et I'usage de la
limite correspondante dite aussi pseudo-limite, la métrique « naturelle »
de Mazurkiewicz sur un domaine, utilisée pour le probléme de
Dirichlet « ramifié », les topologies diverses de H. Cartan sur len-
semble des distributions de masses avec usage del’espace de Hilbert ("),
enfin, et c’est notre présent sujet, la métrique de R. S. Martin qui
permit 3 son auteur, dans un mémoire capital (*), d’étendre, grice a
la frontitre spéciale correspondante, la formule de Poisson-Stieltjes,

(*) Ge travail a été résumé dans une Note des G. R., t. 226 (5 janvier 1948), p. 4g et
exposé dans une conférence i Paris le 23 février 1948.

() On trouvera les références essentielles sur ces divers sujets dans les articles de
H. Cartan et M. Brelot publiés dans le tome précédent (t. 33) des présentes Annales.
Signalons aussi les recherches sur le potentiel de J. Deny, & peine publiées encore (Voir
C. R., mai 1946), utilisant les « distributions » de L. Schwartz, introduites dans ces
Annales, t. ar1.

Le probléeme ramifié correspond & une décomposition des points-frontiére accessibles
selon les chemins d’accés (groupés en classe d’équivalence), ou encore & la frontitre
obtenue par complétion du domaine muni de la structure uniforme (ditc « ramifiée »)
de la métrique de Mazurkiewicz. Voir ces Annales, t. 32, p. 169-172.

(®» R. 8. Martin. Minimal positive harmonic fonctions. Trans. Am. Math. Soc., t. 49
(1941), p. 137-172. )
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pour une représentation intégrale des fonctions harmoniques > o
dans un domaine quelconque.

Cette représentation est étroilement liée au principe des singu-
larités positives de Bouligand, fort imporlant en soi, mais dont la
validité trop restreinte demandail des transformations ; et si la
question générale (*) est difficile et délicate, elle parait actuellement
l'une des plus importantes, des plus urgentes & approfondir et a
exploiter en théorie des fonctions harmoniques.

Je commencerai par rappeler les résultats essentiels de Martin
pour les commenter un peu, les compléter et en déduire des formes
nouvelles et générales du principe des singularités > o o de nouveaux
points-frontiére remplacent les anciens ordinaires ou méme ramifiés.
Mais tout cela est un peu tautologique et pour s’en servir, on dési-
rerait mieux connaitre géométriquement la topologie de Martin
dont la définition est trop voisine du résultat qu’il en tirait et dont
les points-frontiére correspondent biunivoquement aux fonctions
harmoniques en P, limites du rapport des fonctions de Green
G(M, P)/G(M, P,) quand M approche la frontiére.

Lorsque la frontiére est assez réguliere, en particulier pour le
cercle ou la sphére, on retrouve la structure uniforme euclidienne,
les points-frontiere ordinaires et le principe de Bouligand ; dans les
domaines plans qui se représentent conformément sur le cercle, la
structure uniforme de Martin est celle des bouts premiers (qui est
moins fine que la structure ramifiée et non comparable a la structure
euclidienne) et le cas plan de la connexion finie est encore simple ;
mais le cas général semble complexe et des exemples jusqu’a main-
tenant trop peu nombreux seraient utiles pour s’orienter. Je donnerai
ici des exemples nouveaux (en particulier dans le plan qu’on aurait pu
croire privilégié) ou la topologie de Martin « décompose » un point-
Jrontiere méme ramifié, et aussi, ce qui est nouveau, peut en « accoler »
deux distincls, ce qui est d’ailleurs voisin d’exemples de non-validité
du principe de Bouligand et signifie que la structure ramifiée est
comme la structure euclidienne non comparable a celle de Martin.

(®) Voir essentiellement un apergu par J. Deny dans la Revue Scientifique (aolt 1947).
Sous sa forme initiale (Voir Bouligand, fasc. XI du Mémorial des Sciences Math., 1927)
le principe, lorsqu’il est valable, consiste dans I'existence et unicité % un facteur pres, des
fonctions harmoniques u > o venant s’annuler & la fronti¢re, sauf en un point Q. On peut
I’assouplir en supposant u s’annulant aux points-frontitre réguliers == Q et seulement
bornée au voisinage des points irréguliers £ Q, et en décomposant les points accessibles,
mais cela n’écarte pas les exemples simples de non-validité (par multiplicité ou non-
existence) donnés par Bouligand et Martin, d’ailleurs seulement dans P’espace.
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D’autre part, je montrerai que la topologie de Martin a encore
d’autres usages. Imaginée pour remplacer auxiliairement ’emploi de
la dérivée normale de la fonction de Green (fonction qui, comme on
sait, se comporte comme la distance & la frontiere quand celle-ci est
assez régulitre), elle va permeltre de généraliser & des frontiéres
quelconques des résultals classiques o interviennent des dérivées nor-
males : tel est le théoreme d’existence et unicité de Cauchy pour les
fonctions harmoniques dont on impose la valeur et celle de la dérivée
normale le long d'un arc ou d'une portion de surface. Pour une
limite nulle, en gros, de la fonction sur une partie de la frontiere
d’un domaine, on remplacera la dérivée normale par le quotient-
limite par la fonction de Green. On obtiendra ainsi, avec une frontiére
a peu prés quelconque, des résultats d’unicité et aussi d’existence
& ¢ prés. Comme dans le probléeme classique de Cauchy selon
M. Hadamard (*), il n’y a d’ailleurs pas « stabilité », c’est-a-dire que
pour des données voisines, les solutions ne sont pas nécessairement
voisines.

Sauf indication contraire, les notions topologiques seront prises

dans I'espace compact R, (°) obtenu & partir de 'espace euclidien R,
(8 =2 dim.) par adjonction du point R, a l'infini. On notera E,
It I'adhérence et la frontitre de I'ensemble E de cet espace. Il sera
parfois commode de se servir d’une métrique fixée 9 du compact R..

II. METHODE ET RESULTATS ESSENTIELS DE MARTIN

2. — Plagons-nous, par généralité, selon notre habitude récente,

dans I'espace compact R, et prenons-y un domaine Q de complé-
mentaire non polaire (ce sera le cas de Q borné).
Soit dans Q, u harmonique > 0 ; 2 étant un compact (c’est-a-dire

un ensemble fermé de f_{,) quelconque dans Q, remplagons sur Q — =,
u par la solution du probléme de Dirichlet H —* ot o vaut u dans Q
et o ailleurs.

On voit facilement que la nouvelle fonction v se régularise selon v
surharmonique par abaissement convenable aux points d’effilement

(*) Voir Hadamard, Le probléme de Cauchy (Hermann, Paris, 1932), p. 4o.

(®) Voir l'extension & R: des notions sur les fonctions harmoniques dans un article des
Annales de I'Ecole N. S., t. 61 (1944). Noter aussi que les notions de croissance, décrois-
sance, majorante, minorante, structure plus fine ou moins fine, seront toujours prises au
sens large (égalités incluses).
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de «. D’ailleurs v s’obtient par « extrémisation » de u sur Q — o (°),
c’est-a-dire que c’est dans Q la plus petite fonction surharmonique
= 0 égale a u quasi-partout sur le complémentaire. Ainsi :

o(P)= [ Ga(M, P)dy,

*
ou p est une mesure de Radon > o sur «.

En introduisant P, fixe et KM, P)=G(M, P)/G(M,P,), on a:
o(P)= ["K(M, P)dy,

ou v est une autre mesure > o sur » mais telle que la masse totale
vaut ;)\(Po), c’est-d-dire u(P ) s1 P est intérieur & «.

Pour obtenir une représentation intégrale de u, Martin cherche a
passer a la limite sur cette formule, lorsque « tend en croissant vers
Q dans une suite «,("). Le premier membre tend vers u(P). Pour
opérer au second avec une extraction de suite, Martin choisit une
frontidre « idéale » A de Q et une métrique sur QU A rendant cet
espace compact mais conservant la topologie de Q, et de sorte que
K(M, P) soit prolongeable avec continuité en M sur QU A en deve-
nant donc harmonique > o en P sur Q pour MeA.

I1 obtient ainsi: (1) u(P):fK(M, P)du.y (. mesure de Radon

> o sur A). Il est évident d’ailleurs que cette intégrale est toujours
une fonction harmonique >>o0 de P; et si v était une mesure >0
sur le nouvel espace QU A, on aurait une représentation générale
des fonctions surharmoniques > o dans Q.

Il est intéressant de voir comment 'examen de cette méthode de
passage a la limite conduit naturellement au choix de Martin.
Restreignons-nous d’abord & prendre P dans un petit domaine par-

tiel ¢ contenant P, et M hors d’un ouvert o, tel que cC o Cw, Q.
La continuité désirée de K(M, P) en M nous améne a imposer la
continuité uniforme sur Q — o, de tous ces K d’ailleurs bornés. On

(®) Voir mon mémoire du J. de Math., t. 24 (1945), qui contient sous une forme plus
générale les résultats préliminaires de Martin et dont je prends le méme langage pour le
cas surharmonique que pour le cas sous-harmonique. Je rappelle dans le texte la définition
de Vextrémisation donnant I’« extrémale » et qui s’appliquerait, au lieu de Q — a, & toute
partie E de Q. Gette extrémale de u surharmonique >> o minore u, décroit quand E croft
et lorsque E est ouvert, y vaut toujours Hf avec ¢ == u dans Q, ¢ = o ailleurs (Dans sa
terminologie, H. Cartan dirait : extrémisation relative & 'ensemble qui est le complémen-
taire de notre E).

(") On pourrait prendre aussi I’ordonné filtrant des compacts.
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introduira donc sur L — o, la structure uniforme la moins fine
rendant ces K uniformément continus (*).

On verra que la topologie correspondante est celle de R,. Par
complétion conservant la séparation s’adjoint selon la convention de
langage courante un ensemble A dont chaque point correspond a
toutes les suites M, A tous les filtres sur ) — , sans point adhérent
dans Q et pour lesquels la fonction de P, K(M, P) admet une méme
limite d’ailleurs harmonique >>o dans tout Q. On verra que
(Q—w,) VA est bien compact dans la topologie correspondante et
que la structure peut étre métrisée par borne sup|K(M,, P) — K(M,, P)|
pour Pé€ag, ou encore par I'intégrale en volume de cette différence en
module quand P décrit un domaine sphérique s de o.

Sil'on veut une structure uniforme sur tout €, on pourrait faire
un prolongement mais on peut directement choisir la moins fine ¥
rendant les K(M, P) (P€Q) uniformément continues en M en prenant
toutefois sur les valeurs de ces K la structure uniforme de la droite
numérique achevée (°). On verra que sur Q — o , c’est la méme

structure uniforme que plus haut, que sa topologie est celle de Et,
qu’elle est indépendante du choix de P, enfin qu’on peut la métriser
en fixant P, par

KM, P) KM, P)
1-~K(M,,P) 1+ K(M,, P)

borne sup

pour P€Q ou seulement

P€w,, ou encore parl’intégrale en volume f(K(Mi, P)—K(M,, P)|dv,

ou bien encore, et c’est la métrique explicitée par Martin au
moyen de

" IK(MN P)—K(,Mz’ P)i dv
Jsl+|K(M1'P)_K(M2’ P)l '

On notera toujours A ou parfois A, la nouvelle frontiere de Q et
encore § ou Y, la structure uniforme prolongée a QU A, enfin
M ou M, la topologie correspondante, lettre qu'on emploiera en

(8) Voir Bourbaki. Topologie générale, chap. 11 (Act. sc. et ind. n° 858), p. 117 et
pour la suite le chapitre 1v (Actualités n° g16). On s’appuiera aussi dans la suite sur les
propriétés de convergence des fonctions harmoniques (voir la référence de la note 5).

(®) Ce qui remplace la différence |a, — x,| de la structure uniforme additive couram-
O T
U Sl £
coincidence de deux au moins des points M, P, P, par les conventions ordinaires pour le
quotient et par la valeur 1 lorsque les trois points sont confondus.

. K sera définie dans les cas de

ment utilisée, par exemple par
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indice ou affixe pour faire la distinction avec la topologie (ordinaire)
de R, ou la topologie © ramifiée.

On retiendra que la convergence-M d'une suite M, ou d'un
filtre vers O € QU A équivaut a la convergence de K(M, P)vers K(O, P)
(ou seulement vers une fonction harmonique sur un domaine ne con-
tenant pas O) et que pour M€A et P€Q, K(M, P) est finie > o,conti-
nue de (M, P) dans la topologie-produit et alors harmonique en P.

4. — Le théoréme d’existence est en somme banal une fois exprimée
I'idée topologique de la méthode. Martin donne méme un résultat
plus général qui peut s’énoncer comme suit : Soit sur A I'ensemble E
fermé, 3 l'un de ses M -voisinages fermés (ou méme quelconques) et
w < u lextrémale de u pour & —3. Quand 3 varie dans l'ordonné
filtrant des ¢ décroissant vers E, w décroit vers une limite harmo-
nique notée [u], qui s’exprime par / KM, P)duy ou p.>0 ne
charge que E.

Puis Martin améliore le résultat d’existence et traite la question
plus difficile d’unicité : il appelle minimale toute fonction harmonique
u > o dans Q telle que toute autre analogue » < u soit proportion-
nelle & u. Il montre que les fonctions minimales sont & un facteur
pres, les K(M, P) pour M appartenant & une certaine partie non vide
A, de A, d’ailleurs intersection dénombrable d’ouverts et dont les
points sont dits minimaux. Il existe alors une représentation unique
(dite canonique) du type (1) ou p. (dite distribution ou mesure cano-
nique) ne charge que A,. De plus (K(M,, P)|y, vauten P, 1 ou o

suivant que M est minimal ou non.

III. — COMPLEMENTS SUR LES FONCTIONS MINIMALES
ET NOUVELLES FORMES DU PRINCIPE
DES SINGULARITES POSITIVES

5. — Le dernier résultat signifie, puisque [K(MO, P)JM0~ minore
K(M,, P), que la premiére fonction vaut partout la seconde ou partout
o suivant les deux cas. D’oui le résultat qu'il me parait important
d’expliciter :

TutoriME 1. — KEtant donné M €A, on considére les fonctions har-
moniques u >> o dans Q satisfaisant & la condition suivante () équiva-
lente & (') plus bréve :

(y) Dans tout ouvert partiel » auquel M, n’esl pas adhérent-an,
u— HY2 0 vaut u dans Q, o ailleurs.
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(+/) u est invariante par extrémisation sur toute partie de Q anquel
M, n’est pas adhérent-t.

Alors les fonctions u existent si el seulement si M est minimal et
valent dans ce cas K(M, P) a un facteur preés ('°).

COROLLAIRE. Soil u harmonique >> o dont la distribution cano-

nique ne charge pas Uadhérence-N d’un ensemble EQ. Alors u est
invariante par extrémisation sur E.

Cela résulte, par simple permutation d’intégrations, de la formule
(1) et de celle de I'extrémale de u : fu(S)dEp(S) (*"); mais on peut
se ramener 3 E ouvert et n’utiliser que le cas particulier de la repré-
sentation intégrale d'une fonction de Wiener.

Une réciproque importante va se déduire d'une propriété nouvelle
des fonctions minimales :

Tuforime 2. — Soit § un voisinage-I quelconque du point
minimal M. Alors U'extrémisation de K(M,, P) sur 3 nQ ne conserve
pas cette fonction.

Ramenons-nous au cas de 3 ouvert et évitons un trop large
emploi des propriétés de 1'extrémisation générale. Supposons que
u—K(M,, P) soit conservée. Considérons 8’ =—38 N Q puis 3" —¥no
comme limite d'une suite croissante de compacts 2, de Q. L’extré-
male u, de u pour Q — =, croit et vaut dans Q—39’, H?~% pour

gp—=usur «,, o,—u, < u ailleurs dans Q, ¢,=—=o0 sur Q. En consi-
dérant u, séparément dans 5 N Q et dans le reste de @ —29”, on voit
qu’elle y tend vers des fonctions de Wiener égales a u (d’aprés I'hy-
pothése et le théortme 1) puisqu’elle tend vers u aussi sur d’. Or

u,(P) est de la forme f G(M, P)dy,(M) ou ["K(M, P)dv,(M) o v,

ne charge que 2,. Par extraction de suite on obtient dans Q:
u(P):fK(M, P)dy,

ou v charge seulement 'adhérence-t de 3" mais d’ailleurs pas Q.

(19) 1l s’ensuit qne si M, est non minimal, K (M, P) n’est pas borné pour M variable
méme assez voisin-J1L de M et P variable hors d’un certain voisinage-J1L de M,.
(*Y) Voir J. de Math. (loc. cit.), t. 24, théoréme 6, p. 16 (il faut évidemment lire sous

le signe | , u et non 1?).
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D’aprés le lemme 1 de Martin (loc. cil.) celle représentation de
K(M,, P) minimale exigerait que M, soit un point de cet ensemble
portant v, contradiction cherchée.

Exrension. — Soit § ouvert-W. L’extrémisation sur & =3 nQ d’une
Jfonction harmonique u > o dont la distribution canonique v charge
effectivement § ne conserve pas la fonction et méme la rend strictement
plus petite dans U'un des composants de o’.

Soient «; les domaines composants de 3, E; I'ensemble des points
minimaux M de § pour lesquels l'extrémisation de la fonction
K(M, P) sur &' ne la conserve pas dans o,.

La réunion (dénombrable) des E; formant 3 n A,, I'un des E; soit
E, est certainement chargé effectivement par v. Mais alors

/ K(M, S)dep(S) < K(M, P) (Pew,, MEE,)

d’on, en intégrant en (M) sur E, et permutant les signes f du pre-

mier membre, 1'inégalité stricte qui entraine aussitot le résultat.
Sous une autre forme c’est la réciproque annoncée :

Tukorime 3. — Si lextrémisation de u (harmonique > o) sur une
partie ouverte « de Q conserve u, la distribution canonique de u ne
charge pas le plus grand ouvert-W dont Uintersection avec Q soit «.

Il est facile d’en déduire que pour u harmbnique > o0 et E fermé
dans A, la distribution canonique de [u]; ne charge que E.

6. — Apprication. — Forme locale du principe des singularités
positives.
Dérinirion. — Une fonction harmonique u dans Q ou seulement

hors d’'un compact de Q sera dite associée & o au point-frontiere M
ordinaire, ramifié ou de Martin, s’il existe dans la topologie corres-
pondante un voisinage ouvert 3 de M pour lequel u —=H:N*? avec
¢ —=u dansQ, ¢ — o ailleurs : autrement dit lorsque u > o dans Q,
s'1l existe un voisinage quelconque 3 de M pour lequel I’extrémisation
sur QN3 conserve u (**).

TufortME 4. — Les fonctions harmoniques u > o dans Q M- asso-
cides 2 o en toul point minimal == M €A n’existent que si M, est
minimal et sont alors les fonctions . K(M,, P) (). > o) (qui sont associées
a o en tout point de A — M,).

(12) Et cette conservation (ou 1’égalité avec la fonction de Wiener dans le cas général
précédent) aura lieu pour toute partie (respectivement ouverte) de & N Q.



PRINCIPE DES SINGULARITES POSITIVES 121

Soit » la distribution canonique d'un u - o. Il existe sur le
compact A un ouvert maximum de mesure-» nulle (**). 1l doit
contenir un voisinage ouvert (sur A) de tout point minimal == M,
donc contient tous les points minimaux =~ M,. Cela exige que M,
soit minimal et que v ne charge que ce point.

Extension. — Le méme raisonnement montre que si z > o est
M-associée & 0 aux points minimaux d’un ouvert d sur A, 0 n’est
pas chargé par la distribution canonique de u.

On voit tout I'intérét de mieux connaitre les points minimaux (on
sait seulement par un exemple de Martin qu’il peut exister des points
non minimaux sur A) et aussi les fonctions minimales dont on ne
sait pas méme, dans le cas de Q borné par exemple, si elles sont
nécessairement non bornées (**).

IV. — QUELQUES PROPRIETES ET QUELQUES EXEMPLES
SUR LA TOPOLOGIE
ET LA STRUCTURE UNIFORME DE MARTIN

7. — Dfirmarions. — Une suite M, €Q sera dite régulidre si
G(VI,H Po)~—>o, ce qui ne dépend pas de P,. Sinon elle sera dite
irréguliere et méme completement 11'regu11ere s1 elle n’admet aucune
sous-suite réguliere.

On démontre aisément (**) que pour une suite complétement
irréguliere la convergence-M équivaut & la convergence ordinaire
ou encore ramifiée. Les points-limite sont: M, minimal sur A, un
point ordinaire irrégulier Q ou un point ramifié irrégulier 4y ; et

K(M,, P) est proportionnel & G(Q, P).

(13) Propriété de la mesure 2> o0 de Radon cn ecspace méme localement compact
(H. Cartan).

(1) Lorsque aucun point-frontitre de £ n’est de mesure harmonique > o (cas
exceptionnel possible pour R -), il cst aisé de voir qu’une fonction minimale ne peut étre
fonction de Wiener méme ramifiée. Si donc pour un domaine de ce type (en particulier
pour un domaine borné) toute fonction harmonique bornée est fonction de Wiener ramifiée
(comme c’est le cas circulaire ou sphérique mais on ne sait si c’est général) les fonctions
minimales sont toutes non bornées.

(1%) On s’appuiera sur le théoréme ¢ de mon article précédent de ces Annales (t. 21,
p. 219) et aussi sur I'équivalence directe, facile, pour une suite complétement irréguliére,
de la convergence ordinaire et de la convergence ramifiée.
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Un point de A sera dit régulier si toute suite M,€Q tendant-M
vers ce point est régulicre. Sinon il sera dit irrégulier et méme
complétement irrégulier si toute suite M,£Q tendant-N vers lui
est complélement irréguliére.

Points associés. -— Un point M de A et un point-frontitre ordi-
naire Q (ou ramifié &) seront dits associés s’il existe sur Q une suite
de points tendant-N vers M et tendant vers Q (ou ¥) au sens
ordinaire (ou ramifi§). Suivant que ces suites possibles sont toutes
régulieres ou qu'aucune ne l'est, I'association sera dite réguliére ou
complétement irrégulitre.

D’ot des énoncés tels que :

a) Les points-frontiere ordinaires associés a ceux d'un NM-compact

* 7 by 3
de A forment un compact de Q ; les M-points associés & ceux d'un

compact de la frontiere ordinaire ou ramifiée forment un compact
de A.

a’) Les points de L associés & un méme pointde A appartiennent
*
4 une méme composante connexe de 2 (*°).

b) S’y a deux points distincts de A associés & £, il y en a une
infinité (de puissance du continu) et leur ensemble est méme sur A
un continu (fermé connexe).

Car, si M, et M, tendent-G vers ¢ et tendent-1 vers = et &’ dislincts,
on imaginera un arc M, M, tendant-G vers { et on prendra sur lui
un point N, tel que
KM,, P,)) =«K(M,, P)) +yKM,, P,) (z, yfixés >0, x +y=—1),
P, étant fixé de maniere que K(2, P)=£K(«/, P)).

On achéve par une extraction de suite faisant converger K(N,, P).

¢) Il existe entre les points irréguliers M de A et les points-fron-
tidre irréguliers ordinaires Q ou ramifiés 4 une correspondance

*
(1%) En effet, si I'on considére deux composantes connexes distinctes de Q, a, et a,, on
peut trouver deux ou\erts disjoints (ainsi que leurs adherences) oy et w, les contenant

dont la réunion contient Q chacun contenant une partie fermée de Q., al> 1, ou ajD ay.
Alors wi=w; N Q, w}=w, N Q ont chacun comme frontiére outre a; ou a; un
compac! situé dans Q. Si K(M,, P) avait la méme limite quand M, > Q, € &, ou M, > Q, € a5,
on verrait que cette limite est une fonction de Wiener dans «| et w} avec donnée-fron-
tiére bornée nulle sur af on «} et il s’ensuivrait aisément la nullité de la limite dans Q.

*
Noter comme & peu prés connu que les composantes connexes de Q sont les frontidres
des composantes connexes de GQ.
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biunivoque par association non réguliere ; ces M sont minimaux et
K(M P) est proportionnelle & G(Q, P). De plus, dans le plan, il y
a ainsi correspondance entre les points complctement irréguliers et
les points de la partie 1mprop1e maxima de .

Car, dans le cas plan (') ou lorsque Q appartient & cette partie
impropre, il n’y qu’un point de A simplement associé & Q irrégulier
(et 1l est, d’ailleurs, dans le second cas, complétement irrégulier).

d) Soit un point-frontiére régulier ordinaire Q (ou ramifié £) qui
n’est associé 4 aucun point d'un ensemble fermé E de A. Alors si
pour une fonction harmonique u > o bornée au voisinage ordinaire
(ou ramifié) de Q (ou ¥) la distribution canonique ne charge que E,
u(P) tend vers o quand P tend vers Q (ou £).

En effet, si o est'intersectionavec Q d’un voisinage ouvert assez
petit de Q (ou £) I'adhérence-NT de » ne rencontre pas E et grice au
corollaire du théoréme 1, u vaut dans o la fonction HY, ou ¢ =
dans Q et o ailleurs.

Considérons spécialement une distribution canonique v correspon-
dant & une fonction bornée, en particulier la mesure v, dite de
« Martin » correspondant & 1'unité. Voici alors deux applications
de (d):

) Les points de A qui ne sont associés & aucun point ramifié
régulier forment un ensemble de mesure intérieure-v nulle.

Il n’y a qu'a prendre E fermé dans cet ensemble et considérer

/};K(M, P)dvy qui devra s’annuler en tout point ramifié régulier

u

donc étre nulle.

On peut méme dans 1'énoncé, excepter les points ramifiés d'un
ensemble de mesure ramifiée intérieure nulle.

) Soit un point-frontiere régulier ordinaire Q (ou ramifié ) tel
qu'il n’existe qu'un point de A associé, soit M. Si f(M) sur A est
sommable-y, et si ﬂ aK(M, P)|f|dv, est bornée au voisinage

ordinaire (ou ramifié) de Q (ou £) pour tout voisinage-N{ ouvert o

de M,
lim. sup fK(M, P)fdv, < lim. sup,, en mesure-y, de f.
M> Mo

P>Qou¢
On adaptera, grace a (d), la démonstration du cas de la

sphere (**).

(!7) Voir le théoréme 8 de l'article précédent déja cité de ces Annales (1. 23, p. 214).
(*3) Voir ces Annales, t. a1, p. 77-78.
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8. — Remarque sur J au voisinage d’'une partie de la [ronticre
et variation de Q. — Au voisinage d'un point de la partie impropre
maxima de {) la structure ¥, est évidemment celle de R..

Au voisinage d'une partie fermée non polaire isolde A de CQ
(c’est-a-dire dans un ouvert » contenant A et dont 'adhérence ne
coupe pas le reste de CQ), 9, est identique a la structure Y, du
domaine CA.

Cela résulte aisément de la comparaison de G, et Gg, et du pas-
sage de 'un & l'autre par un procédé alterné ou soustraction d’une
fonction de Wiener.

Si on compare plus généralement Q,, Q, qui coincident au voisi-
nage d'une méme partie fermée isolée A de leurs complémentaires,
on voit I'identité de J,,, ¥, sur ce voisinage d’our 'isomorphie des
sous-espaces de A, et A, dont les points sont associés a ceux

* . . - .
de A et leur*identification par commodité de langage. De plus les
points minimaux y sont les mémes comme on le voit d’abord dans
le cas de Q et GA grice aux théorémes 3 et /4 el au procédé de

passage par méthode alternée ou soustraction d'une fonction de
Wiener.

9. — Quelques cas simples. — On sait que dans la sphére ou cercle

de centre O et rayon R, lorsque M, tend vers un point-frontiére Q,
N2 2

G(M,, P)/G(M,, O) tend vers B’_Qll—;_ng On en déduit aisément

que la structure uniforme 9, est la structure euclidienne. Cela est
encore vrai dans le cas plus général ou la frontiére est assez réguliere
pour satisfaire partout a la condition du lemme 4, p. 217 du tome
22 de ces Annales (**), et pour rendre valable partout le principe
de Bouligand (*). Car on voit alors que G(M,, P)/G(M,, P,) tendra

vers la fonction du principe relative & Q normalisée en P, et il est

(19) Ge lemme (dont il faut évidemment rectifier I’énoncé en ne prenant que les fonc-
tions u > o0, d’ailleurs seules utilisées) entraine que le rapport des G restera borné au voi-
sinage de tout point-frontiére 5% Q et que toute limite obtenue par extraction satisfait aux
conditions de Bouligand donc est proportionnelle & la fonction de Bouligand relative & Q
si le principe de Bouligand est valable en Q. Celle-ci est d’ailleurs bornée au voisinage de
tout point 54 Q. On examinera & part le cas de Q en R-.

(2%) On en déduit que si on peut trouver, pour un point-frontiére ramifié Lo(Q 54 R.) ,un
domaine partiel w associé assez régulier, il y aura un I-point unique o associé a € et
d’ailleurs minimal. Car si u,, u, sont deux fonctions-limite de suites K(M,, P) pour M,
tendant-G vers €, on retranchera deux fonctions de Wiener convenables dans w soit
v, et v, d’ott u; — v, et u, — v, proportionnelles. Ainsi u, — Au, = vy — hv, borné dans v
d’olt u; — Ay = o puis n; = u,. Raisonnement analogue pour voir que o cst minimal.
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évident que les fonctions relatives & deux points Q distincts sont
distinctes. Les K sont ces fonctions évidemment minunales.

Dans le plan une correspondance biunivoque conforme conscrve
évidemment J ; de sorte que dans un domaine simplement connexe de
complémentaire non polaire, J est la structure uniforme correspon-
dant a celle euclidienne du cercle d’application ; autrement dit c’est
la « structure uniforme des bouts premiers » dont Mazurkiewicz (*')
a donné par une métrique une définition directe que voici & peu
pres :

Soient deux ouverts o,, o, tels que o, Cw,Cw,CQ; ayant pris
M, et M, dans Q — o,, considérons un domaine ¢ les contenant et
contenu dans Q — »,. On prendra le diameétre (dans une métrique

fixée D de ET) de la partie Sn Q de la frontitre 3) La borne infé-
rieure pour tous les ¢ sera prise comme distance de M,, M, et définit
bien une métrique dont la topologie est celle de R ; on sait d’apres
Hausdorff (**) prolonger cette métrique dans tout Q de fagon que la
topologie correspondante soit celle de TR. et la structure uniforme
est celle des bouts premiers.

10. — Cas du domaine plan Q de connexion finie (CQ non polaire).
— GQ est alors formé d’un nombre fini de composantes connexes
dont les frontiéres respectives, connexes, sont les composantes
connexes de é

S1l'on prend la définition précédente de structure uniforme pour
un tel Q plus général (ce qui donne une structure moins fine que la
structure ramifiée) on peut démontrer que c’est encore la structure J,,.

Cela résulte de ce que cette structure et J, sont identiques a la
structure uniforme dans Q satisfaisant aux conditions suivantes :

1° Donner comme topologie celle de R:,

2° étre identique au voisinage de chaque composante connexe
Fx de CQ ala structure de R, si1 F est ponctuelle, sinon a la struc-
ture uniforme des bouts premiers pour CFx notée aussi Qk, simple-
ment connexe,

3° étant donné un entourage, le couple de deux points de Q ne
lui appartient pas si les points sont assez voisins (au sens d'une

métrique de E) respectivement de deux Fy distincts.

) Mazurkiewicz, IFundamenta Math, t. 26, p. 272.
) Hausdorfl, Fundamente Math, t. 16, p. 353.

@
G
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Cela résulte des n 7 (d) et 8.

Il est aisé d’approfondir ce cas plan de la connexion finie en sc
ramenant au cas de la connexion simple (*) dont les résultats
s’élendent facilement : :

En considérant séparément les composantes connexes de la
[rontidre, on voit comment les points de A correspondent biunivo-
quement aux points-frontiére isolés et aux « bouts premiers » des
Qg, certains bhouts premiers correspondant biunivoquement comme
on sait aux points-frontiére ramifiés de Q. Cela fait correspondre &
tout point-frontiere ramifié de L le point associé unique de A. f et M
sur A induisent ainsi sur 'ensemble des points-frontitre ramifiés
une structure et une topologie qui sont moins fines que celles
ramifiées. L'application précédente de la frontiere ramifiée (espace &)
sur la partie ton de A est unmformément continue et fournit,
comme dans le cas de connexion simple, un &om borélien partout
dense sur A et dont le complémentaire est de mesure de Martin
nulle. Enfin on songera & un probléme de Dirichlet pour fron-
tiere A: étant donnée f réelle sur A, considérons u sous-harmo-
nique ou — oo dans {, hornée supérieurement, admettant en tout
point de A une limite supérieure-or au plus égale & f. On peut
montrer que I'enveloppe supérieure H; de ces u vaut E; relative au
probleéme ramifié et & o sur la frontiére ramifiée & prise égale a la
valeur de fau point de &on correspondant (**). Ainsi on retombe sur

(28) Voir pour ce cas, dans ces Annales, t. 22, p. 197-200, la comparaison de la struc-
ture ramifiée et de celle des bouts premiers, et diverses conséquences.

(?*) Pour chaque Qf les points-frontiére-O1l ou ramifiés correspondeni biunivoque-
ment & certains points analogues pour Q et on admettra le langage de les identifier, ce qui
permet de conserver la notation d’une fonction donnée sur la frontiére de Q pour la fonc-
tion correspondante sar celle de Q). Cela posé, on voit d’abord H" < H, Puis soit dans
Qf un u, analogue & u du texte mais relatif & Qf et approchant donc I;I.”ﬂl’i alors égale a
Hg.,!l"‘; si tous les H/2} sont finies, on vetranchera de u; la fonction de Wiener pour
valeurs-frontiére o sur Fi, égales E;Q{{ ailleurs. On faitla somme des uf; ainsi obtenus (rela-
tifs aux F non ponctuels) et on en retranche dv (A > 0) ot v est dans Q harmonique
>> o tendant vers + oo en tout point-frontiére irrégulier de Q. Il est aisé de voir que l'on
peut obtenir ainsi un u approchant arbitrairement H’2 en tout point fixé a 'avance d’ou
résulte Uégalité cn vae. Sil'un des H/2} vaut — w0, Egl = — o0, d’ol1 encore ’égalité.

Si tous les /2] sont > — oo et si I'un vaut 4 o0 on pourra cn se ramenant au cas olt

Is seraient finis, former un « majorant tout nombre fini fixé en tout point fixé, ce qui
achéve la démonstration d’égalilé.

On pourra se servir dans ce qui précéde de la remarque suivante, valable dans tout
espace K- : soit la donnée-frontiére ramifide 9 pour Q, A un compact dans €2, ¢ la donnée-
frontiére ramifiée pour 3 - - A égale & 7 anx anciens points-frontitre, & 0 anx nonveaux.
Alors kl’z‘l et fj’j’ A sont simultanément finis, -— % ou -~ <.
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le probltme ramifié, mais on trouve de plus l'expression remar-
quable au moyen de la mesure de Martin v, ainsi comparée a la
mesure ramifiée :

H —=H/= j K(M, P)f(M)dv,(M)  (intégrale inférieure) (*').

11. — Mais tout cela ne saurait s’étendre au cas général, au
moins sans transformation m difficultés, car il n’y a plus de relation
aussi simple entre J et la structure ramifiée. C’est ce que vont
démontrer les exemples suivants :

Exemple d’un point-frontiére ramifié avec une infinité de points
de A associés (formant un continu de A).

On connait 'exemple spatial de Bouligand, du domaine compris
entre deux spheres tangentes intérieurement et du point de contact
qui présente la particularité en vue (*%); et Martin a approfondi un
exemple voisin. Nous allons donner un type d’exemple tout différent,
assez général et qui s’appliquera au plan comme aux espaces
supérieurs.

Considérons le domaine plan » obtenu en supprimant d'un
domaine quelconque un segment fermé AB. S1 O est sur AB diffé-
rent des extrémités, 1l y a deux points ramifiés &, et 1l y correspond
deux M-points associés distincts (Voir la note 20); 1l suffira d’ailleurs
de savoir que pour deux suites convenables M, soit M}, M? tendant
vers O normalement de part et d’autre du segment, on obtient pour
G(\In, P)/G(\ln, P,) deux limites distinctes (parce que chacune est
au voisinage de O non bornée du coté des M, et bornée du coté
opposé). On va voir qu’en faisant une infinité de petits trous conve-
nables dans AB prés de O, les nouveaux rapports pris avec les G, du
domaine ainsi agrandi Q tendront en faisant au besoin des extrac-
tions de suite, vers des limites respectivement assez voisines des
anciennes pour étre encore distinctes. Il n’y a plus cependant alors
qu’un seul point ramifié correspondant a O.

(2%) Cela résulte de ce que si f est finie continue sur A, ¢ est bornée continue sur & et
d’apres 7(f),

f K(M, p)fdv, = Hf.

(26) Car s'il n’y avait qu'un point M, associé au joint de contact Q, on en déduirait facile-
ment d’aprés ce qui précéde que toute fonclion harmonique > o s’annulant 4 la frontiére
hors Q serait proporlionnelle & N (My, P), alors que M. Bounligand a montré qu’il v a
une infinité de telles fonctions non proportionnelles.
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Comparons sur un voisinage ¢ de P, et pour chacune des suites
M., G,(M,, P) et G4(M,. P). En prenant les pdles en P, on voit que
la différence D, est egale a H, (M) ou o vaut Gy(M, P) sur les
trous et O ailleurs. Or si 'on supprime de AB une portion voisine
de O ou l'on fera les trous, on obtient un ¥’>Q>w et on fixera
%> o0 majorant Gu-(M, P) pour P€d et M voisin de O. Alors
D, <) pl"(e) ou ce u. est la mesure harmonique en M, relativement
2 o de la réunion e des trous. Introduisons une petite circonfé-
rence y de centre O et délimitant avec AB un domaine s en demi-
cercle contenant les M, (n assez grand). Si { vaul une constante «
majorant va(e) sur la mrconference et O alllems notre u.)'"(e) sera
majoré par Hy(M,)—+""(e), ot v est la mesure harmonlque relative
a o et & 'ensemble des trous qu'on prendra sur ce diameétre. Le
premier terme H est majoré par ¢.OM, ot { indépendant de n tend
vers 0 avec z, de sorte qu'on pourra prendre ¢ arbitrairement petit
en choisissant les trous assez voisins de O. Le second terme v est a
son tour majoré par la mesure v relative au demi-plan contenant les
M, d'un coté de la droite AB. Celle-ci pour un trou ab; est, au

facteur = pres, 'angle (compris entre o et =) sous lequel on voit le
trou du point M,, c’est-a-dire

n oM, ab;
Oa, 80h,  0a05, M

Il est donc facile de choisir une suite de trous apb; telle que la

arc tg

ab;
somme des — soit arbitrairement petite. On saura donc réaliser

0a,00b, 0b;
D, < d.0M, avec d arbitrairement petit. Comme G,(M,, P)/OM, est
compris entre deux nombres > o fixes, on voit que G, (M,, P) peut
n’étre altéré sur d par les trous que d’une fraction arbitrairement
petite de lui-méme, ce qui permet de conclure sur l'altération du
rapport G,(M,, P)/G,(M,, P,)(*").

On trouve bien ainsi deux points distinctsde A associés a O donc
une inﬁnité (voir n° 7, b). 1l est de plus facile de voir que les N-points
I associés & O ne sont associés & aucun autre point et forment un
M-continu de mesure de Martin nulle. Il y en a d’ailleurs au moins
deux minimaux car d’aprés le théoréme 3 la distribution canonique

d’'un K(I, P) ne peut charger que I'’ensemble des I.

(?") On peut méme voir gu'il y a convergence, sans extraction de suite, du rapporl

des Gg).
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On peul donner des variantes de cet exemple, comme celle d'un
cercle moins un rayon étudié en 'un de ses points, méme 'extrémité.
Les extensions & U'espace sont faciles, I'angle sous lequel on voit un
segment étant remplacé par I'angle solide sous lequel on verrait des
pelits cercles voisins de O dans une portion de plan remplacant AB.
Enfin on peut élargir les exemples par transformation conforme.

12. — Exemple de deux points-frontiéres ramifiés associés a un
méme point de A,

Prenons en particularisant les données qui suivront pour faciliter
le langage et l'intuition, le domaine rectangulaire de sommets
0(0,0), A(2,0), B(2,1), G(0,1). Otons-en les « segments troués »

n

Dn<y:I—; 0<ax<1—qa, l+dn<l‘<2>v

ol a, > o tend vers o. 1l reste un domaine . Nous allons voir qu’en
percant les D, de nouveaux trous 5;, ; convenables axés sur x—2/,
r=2" (0 <o <2, # et o différents de 1), le nouveau
domaine obtenu posséde la propriété suivante : sur les deux

suites M,

\
N/ 1 1 1
M, @, =, Yo == — (— - —~~~~),

2\ n n—+1
, 1 [ I
1\/[/,: .T/,: - a,”, y,: e i i —-~~——A\),
2 n n—+1y

Go(M,, P)/Gy(M,, P) (P, fixé dans Q) a une méme limite, quel que
soit PeQ.

On va d’abord imposer aux nouveaux trous que la mesure harmo-
nique dans o de I'ensemble des trous d’ordonnée << 1/p soit aux
points M, (M, et M) majorée par d,G,(M,, P)) ot d, indépendant
de n tend vers o avec 1/p. Cela résulte par représentation conforme
sur le demi-plan supérieur du probléme suivant: soit une suite de
points Q,— O d’ordonnées y, > o et sur I'axe des = une suite de
points distincts S, d’abscisses strictement décroissantes et tendant
vers 0. On cherche sur Ox des intervalles de milieux respectifs S, et
demi-longueurs ¢, tels que la somme des angles sous lesquels on
voit de Q;les intervalles au dela du rang p soit de la forme )y, ou 3,
indépendant de i tend vers o avec 1/p. Soit p, > 0 majoré par la
distancede S, 4 S, ., eta S,_ (sin > 1).
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Sile pied de Q; sur Oz est sur le segment fermé S, S, (¢ > 1),

la somme des angles sous lesquels on voit de Q; les intervalles de

2 2Ji
n— &y yi

rang > p est majorée par XMM" —}—Eﬂj:fqll s1 l'on a pris

d+1 .
¢n < pp. 1l suffira donc de choisir ¢, de facon & faire converger la

série de terme général — n > et de facon que tende vers o le quotient
pn— ¢

de ¢, par le carré de la plus petite ordonnée des Q, (s'il y en a) qui se

projettent entre S, _, et S, , (n>1).

Revenant au rectangle on imposera encore aux trous i faire la
condition suivante : Du centre de chacun 0, ou 0;, tracons un cercle

1

. 1 I . \ R
de rayon moindre que — ( — — ———) et imposons a ce trou d’étre
2 \n n—1

assez petit pour que sa mesure harmonique relative au domaine

rectangulaire diminué du seul D, soit <Z 1/n hors du cercle consi-
déré.

Les trous ayant été choisis de facon & satisfaire aux deux condi-
tions, désignons par o, le domaine déduit de » en faisant seulement
les trous d’ordonnée > 1/p et comparons les fonctions de Green de
Q, v, 0, Si Gy(M;, P) </ indépendant de n et de P dans un petit
voisinage 3 de P, Go(M,, P) — Gu,p(M,',, P) est majoré par lH‘;’p(M,',)
ol ¢ vaut 1 sur les trous d’ordonnée < 1/p et o ailleurs.

Mais, sur les trous d’ordonnée > 1/p, H”»(M) est majorée par

2 \1 L. Donc
dq
qg+p=1 o \
oM < < }]%) H(M;) —+ 3 (M)
1 D

g=p-+1
ou ¢ vaut 1 sur tous les trous, o ailleurs et
donnée < 1/p et o ailleurs.

Dot He(M}) < <di P E 1/q -+ dp> G, (M. P,)

g=p-+1

»» 1 sur les trous d’or-

ott G,(My, P)) est d'ailleurs majoré pér Gy(M;, P) & un facteur pres
indépendant de n et P dans 0.
On saura donc choisir p assez grand pour que Go(M,, P)/Go(M,, P))
differe de G, (M,. P)/G, (M, P,) d’aussi peu que I'on veut, indépen-
P P
damment de n et méme de Pé€d.
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On a le méme résultal aveec M;. Si on remarque alors que, p étant
fix¢, G»',(.M P)/(- (M;, P)) et G, (M" P) /G“I(M,';, P)ont une méme
fonction-limite en P d’aprés letude du domainc plan i connexion

finie, on conclut que les rapports analogues avec Q ont unc méme
limite.

V. — APPLICATION DE LA TOPOLOGIE DE MARTIN
A L’EXTENSION D’UN PROBLEME DE CAUCHY

13. — Nous allons considérer sur Q (CQ toujours non polalre)
une fonctlon harmonique u(M) qui est définie seulement au voisinage

de L), est bornée au voisinage de tout point-frontiere de Q et s’y
annule s’il est régulier (cette dernitre condition équivalant alors a
ce que u soit associée & o en tout point-frontiere de Q ordinaire, ou
encore ramifié ou bien encore de Martin). Cette allure a la (rontiére
équivaut pour u & dire qu’'elle vaut hors d'un certain compact 2’ <Q

une fonction de Wiener H2—+ ou o est nulle sur Q

On verra que u(M)/G, (M P,) a une limite finie quand M converge-
A vers un point M, de A, limite continue de M, et qui sera dlte
penle de uen M . On va chercher s1 la connaissance de la pente en

. - . . - * . .
certains points de A détermine u au voisinage de L si elle existe et

-1 .« . , * .
si 'on peut trouver dans un voisinage fixé de £ une fonction u dont
la pente soit & ¢ prés une fonction donnée finie continue sur JA.
.y . 4. du dG
Lorsque la frontiére est assez reguhere i (> o) existent et lim = G
an - ¥

n’est autre que leur rapport. On w01t donc que notre probleme
est une extension de théordmes d’existence et d’unicité relatifs

T au N .

o le long d’'une courbe ou surface ot u s’annule et bien connus
n

lorsque la courbe ou surface et la donnée sur elle sont analytiques.

1h. — LemMe 1. — Soil un compact » dans Q (GQ non polaire),
u harmonique dans Q — =z, bornée au voisinage de tout point-frontiére
de Q et s’y annulant s’il est réqulier. On peut trouver dans L2 un com-

* . . vy
pact o, contenant o et sur 2, une mesure m==m, —m, (différence de
deux mesures de Radon m, >0, m, > 0) de

(2) uM)= [ G,(M, P) dim,.

¢
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De plus, lorsque toul domaine composant de Co contient un point
extérieur a  (ce qui enlraine que ces composants soient en nombre
fini) on peut choisir o pour qu’il posséde celte méme propriété et aussi
d'ailleurs pour que tous ses poinis-frontiére soient stables (c’est-a-dire
que Cz, ne soit effilé en aucun poirt de =).

Introduisons dans Q un autre compact »" nulle part effilé a sa
frontiére et dont I'intérieur contienne =, puis la fonction o valant u

* : > r r
sur o/ et o ailleurs, de module majoré par la constante ¢ et décom-
0" — o7, Si ¢, vaut la constante ). > o

*
sur o’ et o ailleurs, on a dans Q — &' :

u(M)_HQ—-—u _HQ—a

T+, B
L%
Soit /la borne supérieure des limites supérieures a la frontiére Q

* .
de la mesure harmonique de =’ relativement 3 Q —o'; [<1. On
choisira % de facon que 0. —¢ < %. Alors s1 D). ¢ < ¢ <7, la partie
de Q —o’ ou HI7, <o a comme complémentaire dans Q un cer-

tain compact o dont I'intérieur contient o/. La fonction v égale &

9:1'. sur Q — y et a o sur o, est sulharmomque

Introdulsons de méme 'ensemble ou H":}_, < p, son complé-

mentaire dans Q, le compact « et la fonction w ecrale a H‘LJM sur
Q—oyetapsur o4,

Si o, =, U 2, extrémisons v et w pour «, ce qm ne les change
pas hors o, et conserve leur surharmonicité dans Q ; dans la repré-

sentation de F. Riesz, les distributions >> 0, m, et m, correspondantes

chargent ZO et on a bien I'expression (2) de u dans Q — .

Pour achever supposons donc Cx formé d'un nombre fini de
domaines contenant chacun un point extérieur & Q. On peut dans
chacun choisir aisément un domaine sans point-frontitre irrégulier,
contenu ainsi que sa frontiére, contenant le méme point extérieur
considéré, la différence des deux domaines appartenant a Q. G'est le
complémentaire de la réunion de ces nouveaux domaines qu’on
prendra pour 2. Répétant I'opération on formera un 2" analogue
dont I'intérieur contient 2’ ; mais en sorte que G2’ (au lieu de «”) ne

soit nulle part effilé sur #". On voit ensuite qu’en prenant p —7% — 1
par exemple et ) assez grand, «, et «, seront situés dans «". Il n'y a
plus alors qu’a faire I'extrémisation finale pour »” ainsi pris comme
, de I’énoncé.
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15. — TukonkMe 5. — Soit le compact « dans L2 ( CL non poluire),
u harmonique dans ) — =, bornée au voisinage de tout point-frontiére

sur O et s’y annulant lorsqu’il est régulier. Alors u(M)/G(M, P ) admet
en tout point M de la N-frontiere A de L) une limite (dite pente de u
en M) quand M tend- vers M, et cette limile est finie. conlinue-NT

de M, et d’ailleurs ~> 0 st u > o.

Cela résulte aussitot de l'expression (2) et d'un passage a la limite
banal sous le signe /n puisque G(M, P)/G(M, P,) pour M tendant-1t
vers M, converge \;érs K(M,, P) uniformément en Péx . La limite
vaut /K(Mo, P)dm, évidemment finie, continue de M,. Enfin si
a>c;, il est immédiat, en s’arrangeant pour que P, soit point
intérieur de o/, que u(M)/G(M, P,) reste compris entre deux

*

nombres finis > o sur 2/, donc dans Q& — 2/, ce qui permet
d’achever.

Tutorime p'unicité 6. — Dans les hypothéses du théoréme 5 :
a) si tout domaine composant de G x contient un point extérieur ¢ Q) et
b) si u/G tend vers o avec G ou méme seulement si la pente de u est
nulle en tout point minimal non completement irréqulier de A, alors
u—o.

De i résulte un énoncé d’unicité, c’est-a-dire d égalité dans Q — =
de deux u dont les pentes sont les mémes, au moins aux poinls mini-
maux non complétement irrégquliers de A.

Utilisons en effet le lemme 1 et le «; final de ce lemme. L hypo-

these f K(M, P)dm,=—o0 pour les M de A, non complétement irré-
guliers va entrainer la nullité de la mesure m d’aprés les propriétés

de la mesure de Radon (liées aux résultats classiques de Hahn-Banach
sur les fonctionnelles linéaires), si nous monirons qu’on peut appro-

cher a ¢ prés toule f finie continue sur o, par une combinaison
linéaire finie de tels K. Or si I'on marque dans les divers composants
de Gz, des points respectifs Q, extérieurs a Q, on sait approcher (**)

f A e prés par une fonction harmonique dans R. hors des Q, : celle-ci
est harmonique bornée dans Q, donc différence de deux fonctions
harmoniques > o bornées, et y vaut u[ K(M, P) (dv., — dy,), diffé-

rence des représentations canoniques.

(28) Voir mon article du Bulletin de la Société Math. de France, t. 73 (1945} qui montre
la nécessité de la stabilité des points-frontiére du compact 2,.
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by

On approchera cette intégrale & ¢ prés en fractionnant A en un
nombre fini de parties boréliennes ¢; de diamétre de Martin assez
petit, puis choisissant un point M; dans chacun de ceux qui portent
des masses p., ou u,, d’o1 'approximation par

N KM, P) [, (e) — pler)]-

On acheve donc en remarquant que les parties e; dont tous les points
sont non minimaux ou complétement irréguliers sont de mesures
v, et v, nulles, d’aprés le n® 7 («).

Ainsi, m étant nulle, u sera nul hors »,, donc dans un voisinage

de chaque point de Q. Comme tout domaine composant de Coz

contient un point de {2, u est bien nulle partout.

Explicitons, en les réunissant, des formes voisines des théorémes
précédents :

TutorbMe 7. — Soil dans R, un domaine o dont le complémentaire,
non polaire, est formé de deux compacts disjoints A et B. Soit u har-

monique dans o, bornée au voisinage de tout point de A et y tendant
vers o si A n’y est pas effilé.

Alors u/G, (M, P) (P €w)[et si A n'est pas polaire, u/G (M, P‘) P,
appartenant au domaine GA] a une limite finie (pente relative & » ou

a GA) quand M tend vers un Ni-point M relatif & » (ou GA) associé

a un point de A el cette limite, continue-W de M, est >0 si u > o.
De plus si A est d’intérieur non vide et st la pente (relative & » ou
encore a GA) est nulle en tout point minimal non complétement irré-

qulier associé a un point de A (ce qui a lieu en particulier st le quotient
de u (M) par G, (M, P)) ou G, (M, P)) tend vers o avec ce G pour M
voisin de A), alors u—o.

Exrexssion (*). — On cherchera & réduire I'ensemble ot la pente
est supposée nulle. Voici dans ce sens une extension du théoréme 6 :
Soit dans Q, un compact « de complémentaire connexe et u har-

.. * N
monique dans Q-2, bornée au voisinage de Q et s’annulant aux
* J—
points-frontiére réguliers de Q. Soit un Q, Q adhérent & GQ (non
vide) et V un voisinage de Q (dans R,).

(*) Extension ajoutée sur les épreuves et assez voisine d'mn résultat obtenu tout antre-
ment (G. R. Ac. Sc. 1. 226, p. 1hgg, 10 mai 1948).
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On suppose la pente de u nulle aw: N-points minimauc non comple-

L%

tement irréquliers el associés aux points de VN Q. Alors u=—=o.
Reprenant la démonstration, on agrandit « en «, (de complémen-

taire connexe et sans points-frontiere instables) et on va montrer qu’on

peut approcher f finie continue sur 2, par une combinaison linéaire
de K (M, P) relatifs & certains N-points M du nouvel énoncé.
On peut, en le restreignant, supposer V compact. Soit W I'en-

semble, compact dans A, des AN-points associés a ceux de VK\Q*J.
Partons de A-W, M-ouvert et ajoutons-lui Q diminué des points
appartenant & V. On obtient bien un M-ouvert et son intersection w
avec Q n’admet pas Q comme point adhérent. On peut approcher f
par une fonction harmonique dans R, hors d'un point extérieur & Q

*
voisin de ( et qui soit arbitrairement petite sur o N Q. On en déduit
I'approximation par une fonction solution du probleme de Dirichlet

* %
dans Q avec donnée bornée, de plus nulle sur « N Q et on achéve
grice au théoréme 3.

16. — Remarque 1: Soit O par exemple = R. et le domaine 9 :
OM < p partagé en deux domaines par une surface (ou courbe) ana-
lytique 5. Supposons que Q N 3 soit formé de 'un de ces domaines
d, ou des deux. Soit encore dans Q un compfxct 2 dont le complé-
mentaire est connexe et nulle part effilé a sa frontiere. Alors les
fonctionsde P, Ko(M, P) relatifs aux N-points M associés aux points-
frontiére ramifiés accessibles par 3, forment sur 2 un systeme fonda-
mental pour les fonctions finies continues. En effet, de maniere
directe :

1 fK(M, P)dy, ol p charge = est nul pour les M considérés,
la dérivée normale de u— fG(M P)du, (M€Q) le long de 5 vers 3,
est nulle d'ou u—
Cauchy. Il s’ensuit bien la nullité de p. (**).

On pourrait d’ailleurs, au lieu de supposer G connexe, introduire
le domaine £’ composant de Q — x qui admet s sur sa frontiere (*)

(%) Cela résulte de la théoric de Vextrémisation ou balayage général. Voir mon article
déja cité du J. de Math., t. 24.

(30) C’est d’ailleurs Dintersection avee Q du composant y de Gz qui contient s, et alors
‘{ = &2’ N a. Gela résulte de ce que dans R- Pintersection de deux domaines aux frontieres

disjointes est connexe (remarque sans doule connue, retrouvée avec I'aide ‘de Choquet,
comme celle de la fin de la note 16).
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(4 n’étant effilé en aucun point de ' n «). Le systéme des K consi-
*
dérés est alors fondamental sur &' n .

D’autre part, indépendamment, on peut ne prendre que les K de
points M associés a des points de 5 formant un ensemble de mesure-s
> 0 ou méme dans le cas plan, admetlant un point d’accumulation
a 'intérieur de .

RemarQue 2 : Reprenons le théoreme 5; on sait qu'en un
point-frontiére irrégulier Q de Q, u admet une pseudo-limite d’ailleurs

>o0siu>o0. On voit aisément qu’elle vaut fGQ(Q, P)dm,. 1l y
aurait lien de chercher dans quelles conditions la nullité de ces
pseudo-limites en certains points Q entrainerait celle de u, par

exemple si Q — z est connexe, ce qui équivaut alors a chercher dans
quelles condilions les fonctions minimales G,(Q,P) forment un

*
systtme fondamental sur .

ReyMarque 3 : Reprenons les hypotheses initiales du théoréme 7.
G(M, P)
GOL P,)G(P. P,)
O(M,, P,) quand M et P de Q tendent-N vers des N-points M,, P,
respectivement associés & des points de A et B; et O continue de
(M, P,) vaut la pente en P, de K(M,, P) (*') et la pente en M, de
K(P,, M). En outre si u considérée est de plus bornée ou seulement
diflérence de deux fonctions harmoniques > o, la pente de u en M,

Il est assez facile de voir que a une limite, soit

vaut /G(Ml, P )dup, ou v est une distribution de Martin associée
au

17. — Tutortme p’existexce 8. — Soil dans le domaine Q (CQ
non polaire) un compact = d’intérieur non vide ou plus généralement un
ensemble & sur Q tel que toute fonction harmonique dans Q et nulle sur
¢ soit partout nulle. Alors étant donnée une fonction finie conlinue
o(M) sur la M-frontiére A de Q, on peut trouver une fonction harmo-
nique dans Q — «, bornée au voisinage de tout point-frontiére de Q en
s’y annulant s’il est réqulier, ou méme une combinaison finie

P
o ,
}’_J 2Go(M, P)  (Pg2)

.. . *® ,
(31) Fonction bornée au voisinage de tont point de B et sy annulant en cas de régu-
larité.
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telle enfin que sa pente (relative a 1, fixé) en M sur A approche o(M)
sur tout ensemble compact fixcé v de points minimaux, @ ¢ donné arbi-
traire pres.

En effet prenons dans I'espace vectoriel Udes f finies continues sur
¢ une norme égale & la borne supérieure de | f|. Toute fonctionnelle
linéaire dans cet espace est alors une intégrale de Radon sur -.
Voyons alors que les fonctions de M, K(M, P) (Mé€y, P€s) forment
dans U un ensemble « total » au sens de Banach ; en effet, si une

fonctionnelle /Y'K(M, P)du.y (ot p. estla différence de deux mesures

— o de Radon ne chargeant que v) est nulle pour tous les P de ,
cette fonction harmonique en P dans Q est partout nulle, ce qui,
d’apres le théoréme d'unicité de la représentation de Martin, entraine
v, = u,, ¢’est-a-dire la nullité de la fonctionnelle. Les K considérés
forment donc aussi un ensemble « fondamental » dans U et l'on
approchera f(M) donnée par une combinaison finie

E 2. KM, P,) (Pg€5)
a ¢ prés sur . Alors X 2G(M, P)) répond a la question.

Variante. — Dans le cas du compact » d'intérieur non vide, qu’on
prendra tel que Q — x soit un domaine Q,, on peut aussi par un
raisonnement analogue, en se reportant & la remarque 3 du n° 16,
faire I'approximation de la pente relative a P, Q ou P, Q, au moyen

d’une fonction harmonique E)\;Kﬂl(M,Pi) ou les P; sont ici des

M-points minimaux non complétement irréguliers associés a des

o
points de z (relativement 3 Q,).

18. — Remarque: Ilestintéressant de constater que U'approzimation
du théoréme 8 présente une allure « instable ». Nous allons voir
qu’étant donnée une couronne o circulaire (ou sphérique) et un point
A convenable intérieur, on peut former une fonction harmonique
dans la couronne, s’annulant sur la circonférence (sphere) par
exemple extérieure avec dérivée normale au long arbitrairement
petite en module alors qu'en A la fonction est arbitrairement

grande (**).

(®?) L’exemple de Hadamard (Voir note 4) basé sur la fonction K sin Ay Sh ir (K
petit, & grand, convenables) le long de x == 0, nc fournit d'aillcurs pas, par inversion
d’exemple comparable i cclui du texte qui présente donc une nouveauté.
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Considérons par exemple dans le plan, la couronne o (centre O,
rayons o <_ r <_ R) et dans.le grand cercle un domaine circulaire

coupant o et le petit cercle de maniére que o — donne har inver-
P P q F

sion relative a 0 un domaine contenant o n 6. Apphquons le théo-
réme 8 au grand cercle moins 6 avec o nulle aux points associés a

*
ceux de la grande circonférence, égale &4 ) & ceux associés a 0 et, en
prenant pour v toute la AM-frontiére et pour « un petit voisinage

d’un point du petit cercle hors 6 ; u ainsi obtenue relativement a ¢
fixé, prenons-la seulement dans v — 6 et prolongeons-la dans & nf
par la symétrie classique. On obtient une fonction harmonique v
dans la couronne, s’annulant sur le bord externe ou la dérivée nor-

male (ou bien aussi la pente correspondante. relative 3 © — § ou au
grand cercle ou 4 la couronne et a P fixés quelconques) est majorée
en module par un terme ¢.¢ (p > o0 indépendant de ¢ et ) ; d’autre

part au point Q de fle plus éloigné de O ou v s’annule aussi, la
dérivée normale majore en module un terme ¢/(x—¢) (o' > o indé-
pendant de ¢ et 7.).

Choisissons le point A dans la couronne » donnée mais avec
OA << 0Q. Si A estla borne supérieure de |[v] sur la circonférence
de centre O passant par A, on voit en considérant la couronne com-
prise entre cette circonférence et la grande, qu’au point Q toule
dérivée de v est en module majorée par "A ot " >0 ne dépend
que la configuration géométrique. Donc /() — )< ¢"A et

A>%Q—Q

On achéve donc par simple rotation amenant le maximum de |v|
en A.

(Parvenu aux Annales le 15 janvier 1948.)



