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THEORIE GENERALE DU BALAYAGE
EN POTENTIEL NEWTONIEN

par Henri CARTAN (Paris-Strashourg).

INTRODUCTION

L’exposé général qui va suivre('), et dont la conception remonte
4 deux années, concerne la théorie générale du « balayage » pour
ensembles absolument quelconques (¢’est-a-dire non nécessairement
fermés, ou ouverts). L'opération que jappelle balayage est essen-
tiellement la méme que celle que M. Breror nomme « extrémisa-
tion » (|3]. [5])(*); la méme opération a aussi été étudiée par
A. F. Moxna [12].

L’opération de balayage a été introduite pour la premiére fois par
H. Poivcaré en vue du probléme de Dirichlet. Mais Poincaré pro-
cédait en une suile infinie d’étapes, sans chercher ce que devenaient
a la limite les masses balayées. C’est pe Lia VaLrée Poussin (Annales
de Ulnstitut H. Poincaré, 1930, p. 171-232) qui semble avoir vu le
premier que la distribution de masses limite donnait la solation du
probléme de Dirichlet (a donnée continue), tout au moins lorsqu’on
faisait des hypothdses restriclives sur les frontieres. En fait, ces
hypothéses étaient superflues, comme 'ont montré Frostman ([8],
[9]) et pE La VarLée Poussin lui-méme [15], avec leur théorie géné-
rale du balayage sur ensembles fermés ; la solution du probléme
de Dirichlet pour un ensemble ouvert s’obtient en balayant une
masse poncluelle sur le complémentaire de cet ensemble.

Le « balayage » étudié icis’applique & des ensembles quelconques.
La théorie qui va éire exposée englobe plusieurs théories antérieures
d’aspects divers, qui s’élaient peu a peu constituées de manieére plus

(") Unejpartic de cet exposé a fait Pobjet d’'une conférence & I'Université de Ziirich, le
28 mai 1946.

(2) Les numéros enire crochets renvoient a la bibliographie placée 2 la fin de cette
Tutroduction.
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ou moins aulonome, et donl chacune avail ses notions et sa lermi-
nologic : notions de point régulier ou irvégulier, de point stable ou
instable {***). L'cnsemble était d’autant plus hétéroclite que, sur ces
queslions, la terminologie varic avec les auteurs; cela tient notam-
ment au fait que certains fixent plutdt leur attention sur I'ensemble
A sur lequel s’effectue le balayage, d’autres sur le complémentaire de
A (°) (comme 1l est naturel dans I'étude du probléme de Dirichlet). I
était donc impossible, dans le présent travail, d’adopter une termi-
nologie qui fiit en accord avec toutes celles utilisées auparavant.
Celle qui a été choisie est cohérente; elle esl, en gros, conforme a
celle de pe La VarLiie Poussin [16]. bien que cet auteur n'utilise
pas le terme de balayage dans un sens aussi général que celui qui
est adopté ici (son « opération régularisante » est un cas particulier
de notre balayage).

Les problémes cnvisagés ici sont au fond les mémes que ceux
traités par M. Breror dans un mémoire récent [5], dont la concep-
tion est d’ailleurs contemporaine de celle du présent travail. Mais
les points de vue sont différents : au lieu d'opérer directement sur
les distributions de masses, Brelot opére sur les potentiels (plus
généralement, sur les fonctions surharmoniques > o0; ou plutdt il
se place au point de vue opposé des fonclions sousharmoniques
<L 0), et il axe sa théorie surunc propriété extrémale (**) que nous
donnerons ci-dessous (n" 19, corollaire des théorémes 1 et 1 bis).
Toutefois, si différents que soignt les points de vue initiaux, il
existe nécessairement de nombreuses interférences entre le mémoire
de Brelot et le mien, notamment aux paragraphes V et VI ci-dessous.
Je saisis d’ailleurs cette occasion pour remercier M. Brelot qui m'a
aimablement tenu au courant de ses recherches et de ses résultats, et

(2%5) On en trouvera un exposé historique succinct chez Brerot ([3], n° 5).

(3) On en arrive par exemple au paradoxe que, chez un mdme auteur, le probléme inté-
rieur conduit 2 la capacité extéricure, et vice-versa. Notons aussi que la notion de « point
fronti¢re irrégulier d’un ensemble ouvert » selon Brelot, est enticrement différente de celle
de « point frontitre irrégulier pour un ensemble ouvert » chez De la Vallée Poussin [16].

(3%%) Brevor reprend la une idée déja utilisée par lui dans un mémoire antérieur [1],
consacré a Pextrémisation pour ensembles fermés (c’est-a-dire, dans notre terminologie
actuelle, au balayage pour ensembles ouverls), ou tout au moins pour ensembles fermés
bornés. La transposition de ces idées au cas général se fait chez Brelol [5] grace a I'utilisa-
tion systématique d’un théoréme que j’avais annoncé dans une Note aux Comptes Rendus
(214, 1942, p. 944 ; voir énoncé et démonstration dans [7], n°s 8 et 10); ce théoréme
concerne la borne inférieure d’une famille quelconque de fonctions surharmoniques 2> o.
A Vinverse de Brelot, je n’utiliserai pas ce théoréme ici, car sa démonstration nécessite
précisément une grande partie de la théorie de la capacité ; orici je ne présuppose pas connue
la théorie de la capacité, que je fonde & nouveau en application du balayage.
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m’a largement fait profiter de sa profonde érudition en ces matidres.

Loriginalité du présent (ravail consiste surtout en ce que les
problémes sont abordés systématiquement du point de vue des dis-
tributions de masses. Tout d’abord, pour le cas des distributions
d’énergie finie, je reprends les méthodes de minimum dont l'idée
initiale remonte a Gauss, et qui ont été remises en honneur par
O. Frostaan [8] et pe La Varuée Poussix [15]. Mais, contraire-
ment i ces auteurs, je cherche la solution des problemes de mini-
mum en utilisant les techniques modernes de Uespace de Hilbert, ce
qui permet d’éliminer toute hypothése superflue et d’éviter le prin-
cipe de choix. Ensuite, je ramene le cas des distributions quelconques
a celui des distributions d’énergie finie, grice & I'introduction d’une
nouvelle fopologie dans I’ensemble des distributions de masses (voir,
au § 2, la définition de la « topologie fine »). De cette maniére, la
théorie des poinls irréguliers(*) suit, au lieu de la précéder, la théorie
générale du balayage ; elle en découle pour ainsi dire naturellement.

Ce qui va suivre est un exposé d’ensemble destiné en principe a se
suffire a lui-méme. Il doit, autant que possible, éviter au lecteur de
rechercher dans des mémoires spécialisés la démonstration, souvent
compliquée, de tel théortme; c’est & ce prix que, sans étre préala-
blement initié, le lecteur peut se faire une idée d’ensemble de la
question et dominer les problemes. Toutefois, j’aurai & renvoyer aux
premiers paragraphes d’'un mémoire antérieur [7], ou les notions de
base (distributions de masses, potentiels, fonctions surharmoniques,
énergie) sonl exposées avec un peu plus de détails. Par contre, la
théorie de la capacité est entierement reprise ici, car elle est intime-
ment liée aux problémes de « balayage ».

Jai laissé systématiquement de cOté ce qui concerne les applica-
tions au probleme de Dirichlet, qui du reste ne présentent pas de dif-
ficulté essentielle, une fois mise sur pied la théorie du balayage (***).
D’une maniére générale, j'ai évité autant que possible d’insister sur
les particularités de la théorie « newtonienne » (par exemple sur le
fait que le balayage des masses sur un ensemble A ne modifie pas
les masses portées par l'intérieur de A ; fait qui est lié au caractere
local de harmonicité ou de la surharmonicité) : aussi la théorie,

(*) Alaquelle ont été consacrés de trés nombreux travaux, tels ceux de Lerescue (qui a
introduil cette notion & propos du probléme de Dirichlet), Bovricann, Wiener, KeLroce,
Evaxs, Dr LaVarLuie Poussiy, BreLor, FrosTvAN, VasiLEsco, pour n’en citer qu’une partie.

(4 ¥s) Toutefois, le problime de Dirichlet « ramifié » nécessite des développements spé-
ciaux. Voir sur ce sujet larticle de M. Brelot dans ce méme fascicule du présent périodique.
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telle qu'on la trouve ici, peut-elle s’étendre & d’autres sorles de
potentiels, comme par exemple les « potentiels d’ordre « » de
M. Rigsz [14] et Frostmax [8], au moins pour o < % <C 2. On sait
qu’a ces potentiels correspond une notion de fonction surharmonique
(« d’ordre = ») [10], mais cetle notion n’a plus un caractére local.
Néanmoins, V'essentiel des résultats du présent travail vaut encore
dans ce cas; en effet, les notions de base qui servent aux développe-
ments des paragraphes II & VII valent aussi bien pour les « poten-
tiels d’ordre x » (< 2) que pour le potentiel newtonien. C’est
seulement pour alléger I'exposé que j’ai préféré, au paragraphe I,
me placer dans le cas « newtonien » pour établir les notions de base;
le cas des « potentiels d’ordre 2 » nécessiterait des modifications
dans les démonstrations de ce paragraphe.

Méme cn se bornant au cas newtonien, il importe de ne pas perdre
de vue que la « fonction fondamentale » servanta définir le potentiel
(n°® 2) pourrait &tre remplacée par la « fonction de Green » relative a
un ensemble ouvert L2, en méme temps que Q deviendrait 'espace
dans lequel sont envisagés distributions et potentiels. Les potentiels
pris par rapport & la fonction de Green jouissent, eux aussi, des pro-
priétés de base qui permettent une théorie du « balayage » et de la
« capacité ». Si néanmoins je me suis abstenu d’en traiter explicite-
ment, c’est parce que la notion de fonction de Green est elle-méme
subordonnée au balayage dansle cas du potentiel newtonien classique.

Enfin, lc lecteur désireux d’élendre la validilé de la théorie i des
ensembles ouverts Q pouvant contenir le « point a l'infini » que
M. Breror adjoint a l’espaoe euchidien, pourra se reporter au
mémoire fondamental de cet auteur [4]. D’ailleurs, dans son
mémoire ultérieur [5], consacré au probleéme de I'extrémisation,
BreLor se place précisément dans le cas général d’'un ensemble
ouvert Q pouvant contenir le point & l'infini.
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I. — NOTIONS PRELIMINAIRES

1. — Distributions de masses.

Nous nous plagons une fois pour toutes dans I'espace euclidien

2 n dimensions R*(n entlier quelconque > 3), ou (dans le cas de

deur dimensions) dans le cercle |z|<C 1 du plan de la variable

complexe z. Dans un cas comme dans I'autre, on a affaire & un
15
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espace localement compact (* **), et par suite on a une théorie des
« distributions de masses positives » ou « mesures de Radon posi-
tives », et de 'intégrale des fonctions par rapport & de telles mesures.
Nous nous bornons ici & renvoyer & deux mémoires antérieurs ([6]
et [7]) et & rappeler quelques notations et notions essentielles.

C* désignera l'ensemble des fonctions f continues, & valeurs
numériques réelles > o, et telles que l'on ait flz)=—=o0 en tout
point x extérieur 4 un ensemble compact (***) convenable de 'espace
envisagé (ensemble qui dépend de la fonction f). Une distribulion de
masses positives, ou mesure de Radon positive, est une fonctionnelle

qui, & chaque f€C*, fait correspondre un nombre u(f)>>o, de
maniére que

S i) =e(f) el

quelles que soient les fonctions f, et f, de ¢ ; d’ou résulte faci-

lement
w(af) = au(f)

pour toute constante a > o. Il est essentiel de préciser que le nombre
~+ o0 est exclu aussi bien des valeurs que peuvent prendre les fonc-
tions de C*, que des valeurs que peut prendre p(f).

Par contre, lorsqu’on considére I’ensemble J* des fonctions semi-
continues inférieurement >>o0, on n’exclut pas la valeur —+ o de
I'ensemble des valeurs que peuvent prendre ces fonctions. Ces
fonctions ne sont autres que les limites croissantes de fonctions de
C*. Pour ¢€J™, on définmt

f gdy., noté aussi J ‘g(x)du(x).
comme la borne supérieure (finie ou infinie) de y(f) pour toutes les
fonctions f de €™ telles que f< g [c’est-d-dire f(z)<Cg(x) en tout
point z]. On est donc amené & noter ffdy. la quantité u(f) attachée,
par définition, & une fonction de [ de ¢*. On prouve que

f(gl —+ gz)d{"“ - f%d# —+ U{gzdy

quelles que soient les fonctions ¢, et g, de 3*.
On définit ensuite 'intégrale supérieure d’une fonction i > o quel-

(3%#) Nous nous conformons & la terminologie de N. Bourrax: [18]. En fait, les sous-

ensembles compacts de R (ou du cercle-unité du.plan) ne sont autres que les ensembles
Jfermés bornés.
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conque (2 valeurs finies ou infinies) comme la borne inférieure de
fgdy. lorsque ¢ parcourt I'ensemble des fonctions de )~ qui sont
> h; on la note

Thdp ou 7/1 (x)du(x).

On voit facilement que .

[y~ h)ip < [ [hd

(propriété de « convexité »).
Lorsque A est la fonction caractéristique d'un ensemble A (fonc-

tipn égale & 1 en tout point de A, & o ailleurs), j ‘hdp s'appelle la

mesure exlérieure de 1'ensemble A. On appelle ensemble de mesure
nulle (pour u.) tout ensemble dont la mesure extérieure est nulle.
La réunion d’une famille finie ou dénombrable d’ensembles de
mesure nulle est un ensemble de mesure nulle. Pour que I'inté-

grale supérieure [ hdy. d’'une fonction & > o quelconque soit nulle,

il faut et il suffit que I'ensemble des points « ou 2(x) > o soit de
mesure nulle ; on dit alors que A est nulle presque partout (pour p).

On dit qu'une distribution p est portée par un ensemble B (ou
que B est un noyau de p) si le complémentaire de B est de mesure
nulle pour p.. Parmi les ensembles fermés F tels que p soit portée
par F, il en est un contenu dans tous les autres (c’est le complé-
mentaire du plus grand ensemble ouvert de mesure nulle); on I'ap-
pelle le noyau fermé de la distribution .

Nous ne revenons pas ici sur la théorie de I'intégrale des fonctions
numériques (« sommables » pour 1), ou de la mesure des ensembles -
(« mesurables » pour p.); pas plus que sur les intégrales doubles
(pour un couple de mesures p et v). Les ensembles « boréliens »
(qui constituent la plus petite famille contenant les ensembles ouverts
ct les ensembles fermés, et jouissant des deux propriétés : le complé-
mentaire d’'un ensemble de la famille appartient & la famille, toute
réunion dénombrable d’ensembles de la famille appartient a la
famille) sont mesurables pour foufe distribution w. Si A est un
ensemble borélien, et p une distribution, on notera p, la distribu-
tion, « restriction de p. & 'ensemble A », définie de la maniére sui-
vante : pour f€C”, on pose

j:fdf‘zx :ff‘?’z\d{"’
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o, désignant la fonction caractéristique de I'ensemble A. L'intégrale
ffdy.A se note aussl JA'/‘d(I”

Rappelons encore que la masse tolale d’'une distribution positive p.
est la mesure de I'espace, ou, ce qui revient au méme, I'intégrale
fd[.n de la constante 1; elle est finie ou infinie.

o2
Enfin, on dit qu'une mesure . est la somme de deux mesures p’
et :J.” si

J’fd{x :ffdyf —}—ffdyf’ pour toute JecT,

ce qui entraine la méme relation pour toute f de J*.

2. — Potentiel newtonien.

Rappelons quelques définitions et propriétés classiques (voir [7]).
Dans I'espace R" (n>>3), on considére la « fonction fondamen-
tale »

o(@, y)=le—y["

du couple de points «, y [on note x —y le vecteur d’origine x et
d’extrémité y, et [x —y| la longueur euclidienne de ce vecteur].
Dans le cas du cercle z| < 1 (n=2), on prend comme « fonction
fondamentale »

—

y! (2| < 1,y < 1)

1
T —y

o(z, y) =log

(z désigne le nombre complexe conjugué de x).
- Dans un cas comme dans l'autre, la fonction fondamentale o(z, y)
" est symétrique [¢(x, y) = o(y, x)|; pour chaque y, c’est une fonc-

tion de x, harmonique pour x=~y, infinie pour z=y, et « nulle a
'infini » [pour chaque y, on a

lim o(z; y)=—=o0 s1 n>3,

!:t|>oo
lim ¢o(z, y)—o s1 n—azj.

lz|>1

Le potentiel d’une distribution positive . est la fonction de
Ue)= [g(e. y)dp(y).

qui a une valeur bien déterminée (Z> o, finie ou infinie) en chaque
point . G’est une fonction semi-continue inférieurement de .
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Rappelons la définition de I’énergie mutuelle de deux distributions
positives p. et v: on a l'égalité

fU“dv:vady (loi de réciprocité),
car chacune de ces intégrales est égale a I'intégrale double

[ [ot@. ydu(@)d(y).

Leur valeur commune (qui est finie ou infinie) s’appelle 1'énergie
mutuelle de v. et v.

Nous appellerons distribution sphérique toute distribution positive
répartie uniformément sur une sphére (*) I, c’est-a-dire telle que
I'intégrale d'une fonction f€C* soit proportionnelle a la valeur
moyenne de f sur X; le coefficient de proportionnalité, indépen-
dant de f, est la masse totale m de la distribution sphérique. Le
potentiel d'une telle distribution est constant a I'intérieur de X, et,
a l'extérieur, c’est le méme que celui d’'une masse m placée au
centre (") de X.

Le potentiel U* d’une distribution positive p. peut étre la constante
~+ oo. Hors ce cas, c’est une fonction harmonique (et, en particulier,
finie) dans tout ensemble ouvert ne portant pas de masses de u. (c’est-
a-dire de mesure nulle pour ).

Prorosition 1. — Pour qu’un potentiel U" ne soit pas idenlique-
ment infini, il faut et il suffit que Uénergie mutuelle /‘U)‘dy_ soit FINIE
pour toute distribution sphérique ) ; d’ailleurs, si celte énergie mutuelle
est finie pour une distribution sphérique particuliére (non nulle), elle
Uest pour toute distribution sphérique.

La condition est évidemment suffisante, car si IU‘*GD\ est fini pour
une X sphérique particuliére (non nulle), U* ne peut étre identique-
ment infini. Reste & montrer que si U" n’est pas identiquement
infini, f Udp est fini pour toute distribution sphérique %. Considé-

rons une sphére X’ concentrique a la sphére T qui porte %, et de
rayon plus grand; soient v’ la restriction de u & la boule fermée

(®) Nous appelons sphére de centre a et de rayon ¢ D’ensemble des points = tels que
| —a|=¢; boule fermée de centre a et de rayon ¢ l'ensemble des points & tels que
|z —a|<p.

(") On dit qu'une distribution ¢ est formée d’une masse m placée en un point a si

ffdp = mf{a) pour toute f€(’*, et par suite pour toute f€I+.
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limitée par X', et p" la restriction de p. & I'extérieur de cette boule.

On a ‘ _
{‘U)‘dp.: {Uldy./—i— /de‘u.”.

La premitre intégrale du second membre est finie (puisque U est
une fonction continue bornée) ; la seconde est égale & f U¥dy., c'est-

a-dire proportionnelle a la moyenne, sur X, de la fonction U" qui
est harmomque a I'intérieur de ¥'; elle est donc finie. C. Q. F.

Désormais, nous concentrerons notre intérét sur les distributions
positives u. dont le potentiel n’est pas 1dent1quement infini, ¢’est-a-
dire par rapport auxquelles les potentiels U* (% sphérique) sont som-
mables (d'intégrale finie). Nous désignerons par N U'ensemble de ces
distributions. On remarquera que toute distribution de masse totale
finie appartient & W, d’aprés la proposition 1; en eflet, U* est une

fonction bornée si ) est une distribution sphérique.
Dérinition. — On désigne par & Uensemble des distributions posi-
tives ). telles que U'énergie mutuelle [ U¥dh. soit finie pour toule p€NL.

Les distributions sphériques appartiennent a la famille £.

Prorosirion 2. — Pour qu’une distribulion v appartienne @ &, i

Juaut et il suffit qu’il existe une distribution sphérique dont le potentiel
majore le potentiel U".

Montrons, d'une fagon précise : soit 7. une distribution sphérique
donnée a Uavance (non nulle); pour que v€%, il faut et il suffit qu’il
existe une constante k > o telle que

UY(z) < kUMz)  pour tout .

La condition est évidemment suffisante, car elle entraine
. vady. < ka)‘dy. <+ pour toute n.ENT.

Montrons qu’elle est nécessaire : supposons-la non remplie, et fabri-

quons une p€MN telle que f U’dp. soit infinie. Il existe une suite de
points x, tels que

U(w,) = 2°UN(x,).

De deux choses l'une: ou bien z, s’éloigne « a l'infini » quand p
augmente indéfiniment, ou bien il existe une sous-suite infinie de x
situés dans un sous-ensemble compact de I'espace. Dans la deuxiéme
éventualité, U” n’est pas borné, et il existe une suite de points y,
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tels que U'(y,) == a”; la distribution y oblenue en plagant une masse
1/2" en chaque point y, est telle que J'U“d‘u.: —~+ oo, et elle appar-
tient & NT puisque sa masse totale est finie. Dans la premiére éven-
tualité, placons une masse 1/U"(z,) en z,; 'ensemble de ces masses
constitue une distribution p., car il n’y en a qu'un nombre fini sur
chaque ensemble compact; on a f'Uvd,u:—i— o, et u appartient
a N, car ’
[ U= DU, U"(y) < D1/2" <<+ .
P

p

3. — Conditions d’égalité de deux distributions
de la famille NT.

Considérons deux sphéres concentriques X et X' de rayons p et ¢/
(¢<C¢')s et les distributions sphériques correspondantes ) et %, de
masse totale 1. La différence U* — U* est nulle & 'extérieur de Y,
continue et > o en tout point, donc c’est une fonction de la famille
C* (n° 1). Les différences telles que U* — U” forment un sous-
ensemble O total de C* (voir [7]. p. 77): pour toute feC*, pour
tout voisinage V du compact en dehors duquel s’annule f, et pour
tout nombre ¢ > 0, existe une combinaison linéaire ¢ de fonctions
de O, a coeflicients positifs, qui est nulle hors de V et satisfait par-
tout a |g(x) — f(x)| << e. De la résulte (cf. lemme 3 du mémoire
cité) : si deux distributions positives p. et v sont telles que

'/‘U‘Ady, ::j)U Ay

pour toute distribulion sphérique )., les distributions p. et v sont iden-
tigues.

Conséquence : si deux distributions p. et v de W donnent naissance
a des potentiels U" et U” partout égaux, elles sont identiques. En effet,

on a alors f Utdn—= vad). pour toute distribution sphérique ).

L. — Fonctions surharmoniques.

Rappelons la notion classique, due essentiellement & F. Riesz, de
tonction surharmonique dans un ensemble ouvert non vide A; c’est
une fonction V() définie dans A, semi-continue inférieurement



232 HENRI CARTAN

(donc pouvant prendre la valeur - oo, mais non la valeur — ),
telle que :

* V ne soit identiquement infinie dans aucun sous-ensemble
ouvert non vide de A ;

2° pour chaque boule fermée contenue dans A, la valeur de V au
centre de la boule soit au moins égale a la valeur moyenne de V
sur la sphére frontiere de la boule.

Une fonction H est harmonique si H et — I sont surharmoniques.
La borne inférieure inf (V, W) de deux fonctions surharmo-
niques V et W est surharmonique [inf (V, W) désigne la fonction
égale, en chaque point z, & la plus petite des valeurs V(x) et
We)l.

En fait, nous n’envisagerons ici que des fonctions surharmoniques
dans tout lespace R* (st n>3) ou dans tout le cercle |z| <1 (si
n=—2).

Tout potentiel U" est surharmonique (conséquence immédiate,
par la loi de réciprocité, du fait que le potentiel d’une distribution
sphérique de masse totale — 1 est majoré par le potentiel d'une
masse —+ 1 placée au centre de la sphere). On peut méme caracté-
riser (*) les potentiels comme les fonctions surharmoniques > o dont
la moyenne, sur une sphere de centre O (origine) et de rayon ¢, lend
vers zéro quand p tend vers l'infini (resp. quand ¢ tend vers 1, pour
le cas du plan n=2). D’ailleurs, pour n >3, toute fonctlon sur-
harmonique > o (dans tout U'espace) est la somme d’un potentiel
et d’'une constante > o.

Du critere précédent résulte notamment ceci: si V est une fonc-
tion surharmonique > o majorée par un potentiel U, V est iden-
tique & un polentiel U". De méme, la borne inférieure inf (V, U")
d’une fonction surharmonique V> o (par exemple : une constante
positive) et d'un potentiel U* est identique & un potentiel U”. Pour la
méme raison, la limite d’une suite croissante de potentiels U"? (« crois-
sante » signifie que U7+ '(z) > U™ I’(w) pour tout x) est identique a
un potentiel pourvu qu’elle soit majorée par un potentiel.

(® Voir par exemple [7], proposition 1, p. 83. Je profite de cette occasion pour recti-
fier une incorrection dans la démonstration: lignes 4 et 5 du bas de la p. 83, il faut, au
lieu de « comme sa moyenne sur la sphére de centre O et de rayon p tend vers zéro quand
o tend vers R », lire « comme sa limile inférieure, quand . tend vers R, est o ». Signa-
lons encore que la caractérisation dont il s’agit vaut encore pour les « potentiels d’ordre « »
de M. Riesz (on trouvera en [14], p. 37, des indications sur la possibilité de cctte exten-
sion).
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5. — Energie.

On a défini (n° 2) I'énergic mutuelle de deux distributions posi-
tives i et v. Lorsque v—u., on obtient /'énergie d’une distribution

[0ty

Nous désignerons par & I'ensemble des distributions positives dont
Uénergie est finie. On remarquera que la famille £ (n° 2) est contenue

dans &; car si v€¥, on a Uvdy. <~ % pour toute p€NT, eten par-
ticulier pour p.—v. En particulier, les distributions sphériques sont

des distributions d’énergie finie.
L’inégalité fondamentale

(Jusa) < (fura).(fve)O

permet de définir l'énergie d’une différence p. — v, lorsque p€6 et v€6 ;
cette énergie

f (U —U")(dp — dbv) = [UPdp—+ f Uds— 2 f Udy

est foujours > o.

‘Nous désignerons par & 'ensemble des différences p.—v (ou p€§,
v€6), oul'on identifie p. —v et v/ —'s1 p++' —v—p/. L'ensemble &
est pourvu d’une structure d’espace vectoriel sur le. corps des nombres
réels, d'une maniere évidente; en outre, on peuty définir un produit
scalaire (x, 2') de la maniére suivante : si o —p—v, ' =p' —/,
on pose :

(2 )= [(U¥ — U")(dp' — )

= j Utdy + f U'dy — [UPds/ — Jurdy.
(2, ) est une fonction bilinéaire de = et o/, symélrique [(,2)=(~, )],
et, pour tout «€€, («, 2) est >> o. Nous définissons la norme ||| d'un

élément o de g, par

o= »)-

(®) Voir une démonstration de cetie inégalité dans [14], p. 5.
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On a l'inégalité dite « de Schwarz » :
5. 1) (s ) < o1,
qui résulte du fait que la forme quadratique en u et v
o~ o ||?
est toujours > o0. De (5, 1) résulte facilement
(5. 2) e | <+

Montrons que la norme |

o d

| ne peut étre nulle que si »—o. (C'est
le théortme classique, suivant lequel 1'énergie de p. — v nc peut étre
nulle que si p et v sont identiques.) En effet, soient deux distribu-
tions u.€6 et v€§ telles que | —v||==o0; l'inégalité (5, 1) prouve que
(y. —, 7\) —=o0
pour toute distribution 2€¢, ¢’est-a-dire
[Udp= [U'ds.
Cetle égalité ayant lieu nolamment chaque fois que % est une « dis-
tribution sphérique », il s’ensuit (cf. n° 3) que p—=v. C. Q. F. D.

Ainsi, le produit scalaire (2, ') et la norme || «|| qui s’en déduit
définissent sur & une structure préhilbertienne ; en « complétant » &,
on obtiendrait un véritable espace de Hilbert (récl). L’espace & lui-
méme n’est pas complet (voir [7], p. 87); autrement dit, il peut
exister, dans &, des suites de Cauchy qui ne convergent ('") vers
aucun élément de &.

Le fait que [ (U* — U")(dy. — dv) est toujours > o pour p€8, €&,
et ne peut s'annuler que sip=—v, comporte la conséquence sui-
vante (*') : si une distribution positive ., d’énergie finie, et une fonc-
tion V surharmonique > o satisfont & I'inégalité

Ut () < V(@)

en tout point 2 d'un noyau de p, I'inégalité a licu en lout point sans
exception. Lorsque V est une constante positive, c'est le « principe
du maximum » de Frostman (**).

('%) Une suite (a,) est unc suite de Gauchy si lim || ap — a,jj= 0. Une suite (a,) con-
verge vers asi lim ||a — ap||=0o0. Nz
p—=>» )
(*") Démonstration dans [7], p. 37-
* (8], p- 68.
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II. — DIVERSES TOPOLOGIES SUR L'’ENSEMBLE
DES DISTRIBUTIONS DE MASSES POSITIVES

6. — Définition des divers modes de convergence.

Nous emploierons un langage intuitif, et parlerons d'une distri-
bution variable . qui « tend », ou « converge » vers une distribu-
tion fixe u, dlte limite de la distribution p. Derritre ce langage se
cache la notlon de filtre ; le lecteur désireux de I approfondir pourra
consulter le traité de N. Boursakr ([18], chap. 1). Le lecteur qu'une
telle étude rebuterait se contentera, lorsque nous parlerons de limite
d’une distribution variable v., de penser au cas d'une suite de distri-
butions u., ..., v, ... dont on envisage la limite.

Mais il s'agit justement de préciser quand on dira qu’une distri-
bution p est limite d’une distribution variable .; or, il y a plusicurs
définitions possibles, non équivalentes; chacune d’elles définit une
topologie sur I'ensemble des mesures positives.

L’utilité que présente la considération de telles topologies tient a
ceci: dans les problémes qui se posent en théorie du potentiel, il
faut souvent prouver 'existence (et aussi, en général, lunicilté) d’une
distribution possédant certaines propriélés ; or, on prouve cette
existence en « construisant » la distribution cherchée comme
« limite » (dans un sens a préciser) de distributions connues.

Premier mode de convergence : convergence vague des distributions
positives quelconques. — On dit que p., est limite vague de ». variable

, pour chaque f€C*, I'intégrale ffd est limite de [fdp Cest le
mode de convergence envisagé clasmquement le seul qu'utilisent,
en général, les le(-)I‘S auteurs qui s’occupent de la théorie du poten-
tiel. Mais son utilisation en vue des théorémes d’existence nécessite
un « principe de choix » (De La VarLie Poussin).

Si on identifie un point de ’espace R” (n > 2) & la distribution
formée d’une masse + 1 en ce point, I'espace R" est identifié & une
partie de 'ensemble des distributions positives ; la convergence vague
induit donc, sur R*, un mode de convergence, qui d’ailleurs n’est
autre que la convergence au sens de la topologie habituelle de R".

Remarque. — Si F est un sous-ensemble fermé de R", toute distri-
bution p., qui est limite vague de distributions portées par I, est
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elle-méme portée par F; autrement dit, I'ensemble des distributions
portées par I constitue un sous-ensemble fermé (pour la topologie
vague) de 'ensemble de toutes les distributions. Nous dirons : vague-
ment fermé.

Pour que p. converge vaguement vers ., il suffit que Uon ait
(6, 1) f Udp, =Lim [ Uy,

pour chaque « distribution sphérique » 2. (voir lemme 3 du mémoire

[7]). Cela tient au fait que 'ensemble (défini au n° 3) est tolal
dans C™.

Deuzxiéme mode de convergence : convergence fine des distribulions
de la famille M.

Ici, il s’agit seulement de distributions positives . dont le potentiel
n’est pas identiquement infini (cf. ci-dessus, n° 2). Alors l'intégrale
{ Uhdy. est Jinie pour toute 1€{. Par définition, p, €N est limite fine
de ¢ variable (L€IN) sion a

6, 2 I.U)‘dp. = lim 1U‘Ad;;. our chaque €%
0 : P q

En particulier, cette relation a lieu pour chaque distribution sphé-
rique %, et la condition (6, 1) est donc remplie. Ainsi: la conver-
gence fine entraine la convergence vague (ou, comme on dit, elle est
« plus fine » que la convergence vague, d’ou précisément son nom).

A titre d’exemple, supposons qu'un potentiel U* (2€M0) soit limite
d’'une suite croissante de potentiels U™?: dans ces conditions, p. est
limite fine de la suite (1), et, & fortiori, limite vague de la suite (y,).
En effet, on a évidemment

J Ut =lim [Utrd) pour €4,
p>w
ce qui s’écrit aussi '
J s =lim [Udy, pour %€4,
p>ow ¢

Si nous identifions, comme plus haut, chaque point de l'espace
R" & la distribution formée d’une masse —+ 1 en ce point, 'espace R
est identifié & une partie de N, et se trouve ainsi muni d'une topo-
logie fine. En explicitant la définition, on voit que la topologie fine
de R" est la moins fine des topologies rendant continues (**) toutes

(*3) Voir N. Boursaxi ([18], chap. 1).
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les fonctions U* (ou 2 parcourt L) (****). Gette topologie joue un role
important dans 1'étude du probleme de Dirichlet et des points « irré-
guliers » (voir notamment ci-dessous, paragraphe VI). La notion de
limite, au sens de la topologie fine de ", a été récemment utilisée
par Breror sous le nom de pseudo-limite. (Voir 3] et, dans ce méme
fascicule du présent périodique, ses deux articles sur « le probléme de
Dirichlet ramifié » et 1" « étude générale des fonctions harmoniques
ou surharmoniques ~> 0 au voisinage d’un point-frontiére irrégu-
lier »).

Troisieme mode de convergence : convergence forte des distributions
de la famille &.

Ici n’'interviennent que les distributions positives d’énergie finie.
Par définition, p€6 est limite forte de p. variable (1€€) si la distance
|l — v, |, déduite de la norme dans &, tend vers zéro.

Qualriéme mode de convergence : convergence faible des distribu-
tions de &.

C’est, par définition, la convergence faible au sens de la structure
préhilbertienne de &. Autrement dit, p €6 est limite faible de p
variable (p€6) si: 1°||p|| reste bornée ; 2° pour chaque v€6, le produit
scalaire (p,, v) est limite de (u, v).

0°

7. — Comparaison des divers modes de convergence.

Il ne peut, bien entendu, étre question de comparer deux modes
de convergence que sur un ensemble de distributions ou ils sont
tous deux définis. Nous avons déja vu que, sur N, la convergence
Jine entraine la convergence vague. D’autre part, sur &, la conver-
gence forte entraine la convergence faible; c’est la une propriété
classique des espaces hilbertiens, et elle résulte immédiatement de
I'inégalité (5, 1), dite « de Schwarz ».

En outre, sur &, la convergence faible entraine la convergence fine,
car si p, est limite faible de p, on a en particulier

(g, ) =lim (p, %) pour toute %€X,

(puisque £ &), ce qui n’est autre chose que la condition (6, 2).

(13%s) On verra au n® 26 que la topologic fine de R rend aussi continus tous les poten-
tiels sans exception.
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On peut résumer schématiquement une partie de ces résultats :
Sur &, forte — faible — fine — vague.

Mais il y a plus : plagons-nous sur une boule de &, c’est-a-dire sur
I'ensemble des p€6 telles que ||u/| soit majoré par un nombre fini
fixe. Je dis que, dans ces conditions, les trois modes de conver-
gence

faible, fine, vague

sont identiques. 1l suffit de montrer que, sur une boule de &, la

convergence vague de u. vers p, entraine la convergence faible de p.

vers p.,. Or, ce fait se trouve démontré dans mon mémoire [7] (p. go
réciproque de la proposition 3).

Enfin, considérons une suite de Cauchy formée d’éléments p
de &. Pour qu’une ., soit limite forte des p,, il faut et il suffit que p,
soit limite faible des P (propnete valable dans tout espace prehll—
bertien; cf. |7], p. 88) d’apres ce quon vient de voir, il revient au
méme de dire que p., est limite vague de la suite (). Or on montre
précisément qu’il existe toujours une limite vague par une suite de
Cauchy formée d’éléments de & ([7]. p. g91). Il en résulte: toute
suite de Cauchy, sur &, converge fortement vers un ¢lément de &.
Autrement dit, I'espace & est complet pour la norme ('*).

C’est 12 un résultat fondamental pour toute la théorie. La suite
de ce travail montrera le parti qu'on en peut tirer: les principaux
théorémes d’existence en découlent.

Signalons en passant: si U (p€€) est limite d’une suite croissante
de U™, y. est limite Sorte des v en effet, la suite (. ») est une suite

de Cauchy (car, pour U*? < U™, on a |[p, — v, |* <||wgl|* — 1w
et la relation

j U¥dy — lim f Utrdy pour toute v€&,
p—)co
prouve que p est limite faible de la suite () ; d’ou le résultat.

Il précise celui donné plus haut: en supposant seulement p€M,

et U" limite croissante des U™, on trouvait que » Stait limite fine
de la suite (). '

(**) Mais cc serait une erreur de croire que & soit complet. A ce sujet, voir une Note
récente de J. Dexy (Comptes Rendus, 222, 1946, p. 1374-1376).
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III. — BALAYAGE D’UNE DISTRIBUTION
D'ENERGIE FINIE

8. — Principe général.

Nous voulons aborder les problemes de balayage par le cas ou la
distribution p. étudiée est d’énergie finie, de maniére & pouvoir faire
usage de la convergence forte, et utiliser le fait que I'espace & (n° 5)
est complet. 1l en résulte que tout sous-ensemble fermé de & est
complet (fermé s’entendant au sens de la convergence forte).

Nous mettrons 2 la base le principe général suivant, qui utilise
seulement le fait que & est une partie convexe d'un espace préhilber-
tien, et compléte au sens de la norme :

Principe (**) : étant donné un sous-ensemble F fermé convexe (*),
non vide, de &, et un point p de &, il existe, dans &, un point pg et
un seul qui minimise la distance au point p.; autrement dit, tel que

|1 po—|| > H;J, —_— ;JWH pour tout v€F tel que v~ P

C’est la un théoréme bien connu, dont la démonstration, fort simple,
remonte essentiellement 3 F. Riesz. Elle repose sur la propriété
classique du triangle en géométrie euclidienne: étant donnés 3 points
w, 2, 4, etle milieu y du segment de droite joignant « et §, on a

| 2 e it 1 o2
@ )=+l —p =alle — 7"+ fl=—e"

Alors, p. étant donné, ainsi que le sous-ensemble fermé convexe F,
soit m la borne inférieure de ||p— o|| lorsque o parcourt F; m se

—

nommera la distance de ,. a F. S1 2€7F et (€T sont tels que
lo— s <mita,  u—pf<mi4a  (a>o),
on a v€F (puisque F est convexe), d’ou || p—v

d’apres (8, 1), |
8. 2) I — 8" S ha.

|==m, et par suite,

(*®) Jai utilisé ce principe en théorie du potentiel dés mon mémoire (6] (p. 9t du
mémoire).

('6) Pour un ensemble convexe, on sait que les deux propriétés de fortement fermé et de
faiblement- fermé sont équivalentes.
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Toute suite (=) telle que ||.— =,|| tende vers m est donc une suite
de Cauchy, et par conséquent elle converge fortement vers un élé-
ment pg de 7, tel que || — gy |==m; et c’est le seul élément de F
dont la distance a p. soit égale & m, & cause de (8, 2).

Le point p; ainsi défini s’appellera la projection de p. sur .
Voyons comment cette projection varie quand varie J, p restant
fixe.

Prorosition 3. — Si &, supposé non vide, est Uintersection d’une
suite décroissante d’ensembles fermés convexes F, (ou, plus générale-
ment, lintersection d’une famille filtrante décroissanle (*") d’en-
sembles fermés convexes), la projeclion de p. sur F est limite forte
des projections de u. sur les F,.

Prorosition 3 bis. — Si F est Uadhérence ("*) de la réunion d’une
suite croissante d’ensembles fermés convexes non vides J, (ou, plus
généralement, I'adhérence de la réunion d'une famille' filtrante crois-
sante d’ensembles fermés convexes), la projection de p. sur T est limite
forte des projections de p. sur les F,.

Démontrons, par exemple, la proposition 3, en raisonnant, pour
fixer les idées, dans le cas d’une suite décroissante d’ensembles .
Soit m, la distance de p. & I'ensemble J,, et notons (pour simplifier)
v, la projection de p. sur F,. La suite (m,) est croissante, et majorée
par la distance m de p. & 7. Or, pour p > g (:?pcziq) on a, d’apres la
relation (8, 1) appliquée & «—=,, =y, (d’on v€7F,),

_;“ Yp ("ql N <(mp>2 _ (mq)2'

Donc la suvite (i»,) est une suite de Cauchy; par suite, elle converge
fortement vers un point v tel que’

| —v|| =lim||u. — p,||=lmm, < m.
p P
Or v est limite d’éléments de 7, et cela pour tout p; donc v appar-

(*7) Une famille d’ensembles &, (ot p parcourt un ensemble d’indices I absolument
quelconque) est dile filtrante décroissante si, quels que soient les indices p et ¢ dans I, il
existe dans | un indice r tel que &, F, et F.CF,. Définition analoguc pour une famille
filtrante croissante, le signe ¢ étant remplacé par >. Définition analogue pour une famille
filtrante de fonctions numériques, le signe < (ou D) étant remplacé par < (ou >>).

(1%) Conformément & la terminologie de N. Boursaxi, Padhérence d’'un ensemble A
désigne le plus petit ensemble fermé contenant A.
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tient & tous les J,, c'esl-a-dire & . Puisque ||p —v[|<m, il s’en-
suit que v est la projection de . sur F.
On démontrerait d'une maniére analogue la proposition 3 bis.

Cororrare : dans le cas de la proposition 3 comme dans celui de
la proposition 3 bis, la distance de p. & F est égale a la limite de la dis-
tance de p. a J,. ‘

9. — Caractérisation de la distribution minimisante.

Pour qu'un élément » de & soit égal a s il faut et il suffit que le
produit scalaire (p.—v, \—v) soit < o pour tout 2€F (en langage
géoméirique d’espace de Hilbert: les deux vecteursp. —v et 21—y
doivent faire un angle obtus ou droit). En effet, écrivons:

o — 2 =] —v]| pour tout %EF,
ce qui équivaut & ’ ,
(9, 1) 2(p—v, A=) || A —|? pour tout 2€F.
Tout point ¥ tel que ¥ —v=k(A—v) (ott 0 < k<{1) appartient
encore a F, puisque J est convexe; (g, 1) entraine donc
2k(p.—v, A —v) <K || A —v||*  pourtoul )€F et tout k<1,
ce qui donne, en divisant par k et faisant tendre % vers o,
(9. 2) (p—v, A—r)<o pout tout AEF.

Réciproquement, (g, 2) entraine évidemment (g, 1). Ainsi, la condi-
tion '

(9, 3) (v —vgy 2 — p.g)< 0 pour tout AEF

caraclérise la projection ug parmi toutes les distributions de .
Transformons cette condition en faisant désormais sur & 1'hypo-
thése supplémentaire (qui sera toujours vérifiée dans les applications
que nous ferons): F contient I'élément o, et la somme de deux élé-
ments de F est un élément de F. Alors, si v€F, A— g —v appartient

a J, d’ou, d’aprés (9, 3),
(@) . (v — Vo vy<Lo pour tout v€F;

d’autre part, pour r=—o, (9, 3) donne (p——p.g, l"‘g«)> 0, ce qui,
6
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compte tenu de (a), donne

(b) (b — g p.g,) = 0.

Réciproquement, (a) et (b) entrainent évidemment (g, 3); par
suite V'ensemble des conditions (a) et (b) caractérise p.g parmi toules les
distributions de &, moyennant les hypotheses faites sur F.

Cela va nous permetire de comparer p. g et vy, lorsque F et F sont
deux ensembles satisfaisant aux conditions ci-dessus. Je dis que
l'on a

(9, 4) = |‘|?"g-l"g/“2<”V‘g||3“|

En effet, cela revient a

g || pour ¥ C&.

2 al
oy ) < F.
(bgr vgr) =|log |l pour F cF
Or

(g vg)="(vg— w0 vg) (0, vgi)s
et, d’apres (b) appliqué a F,
(s vg) =[0I
tandis que, d’aprés (a) appliqué & F et a la distribution v:p,g,é:]?,
(vg— 1y vg) =03
d’ot1 'inégalité a démontrer.

Pour terminer, indiquons une forme équivalente du probleme du
minimum qui vient d’étre traité. Introduisons la quantité

I:L(u) = (y — 21, u)

qui, en théorie du potentiel, s’explicite comme suit

L(v)= f(U“ — aUM)dy.
On a

Jo =2 [P =L0) + ||l

et par suite, lorsque . est donné, la recherche du minimum de
|| —v| revient & la recherche du minimum de I,(») lorsque v par-
court ¥. Le minimum est égal &

IH(“:}) - ('r"g — 2y, }‘*g),
ce qui, compte tenu de (b), donne

L(vg) =—llug ' = — (v vg)-



THEORIE GENERALE DU BALAYAGE EN POTENTIEL NEWTONIEN 243
Introduisons la quantité
T — 2__ [, .
(9. 9) e (T =|legl* = (s vg);

alors le minimum de I,(v) est égal a —c,(7), et la relation (g, 4)
s’écrit

( , 6 Ve — Vozy 2<C,L57 —c, (¥ our §F C &.
9 5 F : ® P

Ilenrésulte que, si 7 <F, onac,(F) e (F), etsil'égalité c,(F)=rc,(F)
a lieu, on a nécessairement P = g

Si J est l'intersection d’une famille filtrante décroissante d’en-
sembles F,, ¢,(F) est égal a la borne inférieure de la famille (filtrante
décroissante) des c(F,), dapres la proposition 3; de méme, si F
est I'adhérence de la réunion d’une famille filtrante croissante d’en-
semble F,, ¢,(7) est égal a la borne supérieure de la famille (filtrante
croissante) des c,(F,). ‘

10. — Balayage d’une distribution d’énergie finie:
cas d’un ensemble compact.

Nous allons définir plusieurs sorles de balayages ; tout d’abord, le
balayage sur un ensemble compact.

Soit K un ensemble compact de l'espace euclidien I" (n>=3)
(resp. du cercle |z|<C1 si n=2). Considérons I'ensemble &, des
distributions positives d’énergie finie portées par K; il est convexe
et fermé (car, étant vaguement fermé, il est, a fortiori, fortement
Jermé). Nous pouvons appliquer & &4 le principe général des n™ 8
et 9, principe qui vaut pour lout sous-ensemble fermé convexe
de §. Pour chaque €8, nous noterons py la « projection » de p.
sur 8y ; la distribution py, qui est portée par K, est dite obtenue par
balayage de p. sur I'ensemble K. Pour la caractériser parmi toutes
les distributions de &, exprimons les conditions (a) et (b) du n° g ;
elles s’écrivent ici

() f(U‘ ®*—U"di>o0  pourtoute distribulion 2€&;
(b) [(Uts—Uda=o.

(a) entraine : ’ensemble des points x€K ou U*(z) << U™(z) est de
mesure nulle pour toute distribution v de &g ; car si v&6,, soit X la
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restriction de v & cet ensemble; on a )€, et (a) prouve que l'en-
semble envisagé est de mesure nulle pour ), done pour v.

Nous dirons (définition provisoire, qui sera reprise au n° 16)
qu'une propriété des points de ’espace euclidien a lieu & peu prés
partout sur K (en abrégé : a p. p. p. sur K) si I'ensemble des points
de K ou elle n’a pas lieu est de mesure nulle pour toute distribution
d’énergie finie. On vient de prouver que l’on a U(z) > U"(z) & peu
pres partout sur K.

Mais (b) prouve alors que I'on a U* '(ac) — U%(z) sur un noyau de
vx, et par suite (cf. fin du n° b) U*s(z) < U*(z) en tout point sans
exception. Résumons :

On a U¥s(z) < U%(x) partout, et U's(x) = U"(x) & peu prespar-
tout sur K.

Ces conditions sont caractéristiques pour py (parmi les distributions

de &), car elles entrainent (a) et (b); d’une facon plus précise, elles
entrainent

f(U‘ x—UMdr=o0 pour toute A€&y,
ce qui s’écrit encore, en notation de produit scalaire,

(10, 1) (vg—w, N)=0 pour toute 2€8.

Cette relation exprime, en langage géométrique d’espace hilbertien,
que le « vecteur » p.— py est « orthogonal » au sous-espace vecto-
riel (de &) engendré par &x; autrement dit, py est le « pied de la
perpendiculaire » menée de y. sur ce sous-espace vectoriel.

11. — Balayage intérieur et extérieur
pour un ensemble quelconque.

Envisageons maintenant, au lieu d’un ensemble compact K, un
ensemble quelconque A. Nous allons définir, relativement a A, deux
modes de balayages ; chacun d’eux correspondra & un sous-ensemble
Jfermé convexe de 6, défini en fonction de A.

1) Balayage intérieur (**) : on prend pour J I'ensemble, que nous
noterons &, adhérence forte (dans &) de I'ensemble des distribu-

(1%) Le « balayage intérieur » a, sous un autre nom, été envisagé par F. VasiLesco [17],
par des procédés assez compliqués qui font intervenir la notion préalable de point irrégu-
lier ; en outre, cet auteur supposait A borné et U* borné.
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tions de 8 portées par A. On vérifie sans peine que &, estaussi 'adhé-
rence forte de la réunion des &y relatifs aux compacts K contenus
dans A. Pour chaque €6, on notera p} la « projection » de p sur
i, et on dira que pj est obtenue par balayage intérieur de p. relati-
vement & I'ensemble A. Cette distribution pi n’est pas nécessaire-
ment portée par A; on peut seulement affirmer que toute distribu-
tion de & est portée par I'adhérence A de A, mais cette propriété
ne suffit pas & caractériser les distributions de la famille &. La
signification de cette famille s’éclaircira plus tard avec la notion
de « point intérieurement régulier », qu’elle contient en germe
(voir n° 23).

2) Balayage extérieur: on prend pour F l'’ensemble, que nous
noterons &%, intersection des ensembles &L relatifs aux ensembles
ouverts B contenant A. C’est bien un sous-ensemble fermé convexe
de §. Pour chaque p€6, on notera p4 la « projection » de p sur &,
et on dira que pS est oblenue par balayage extérieur de p. relative-
ment 3 I’ensemble A. La distribution p¢, comme toutes celles de &2,

est portée par A, car elle est portée par I'adhérence B de n'importe
quel ouvert B contenant A. La signification de la famille & s’éclair-
cira avec la notion de « point extérieurement régulier ».

Il est clair que les distributions . de & (resp. de &%) sont précisé-
ment celles telles que p = p (resp. p==1p5).

D’autre part, si AcCB, on a & c&f et & <65 On en déduit
aussitdt &, <84 pour tout ensemble A. Lorsque les familles &, et 6
sont identiques, on les note &, simplement ; on a alors p} — p§ pour
toute p., et on note p.,, I'unique distribution balayée. Ceci est le cas,
notamment, lorsque A est ouvert, d’aprés les définitions; c’est aussi
le cas lorsque A est fermé, car alors &, n’est autre que 1'ensemble
(fermé) des distributions portées par A, et d’autre part, on a vu que
toute distribution de &5 est portée par A, donc ici par A, d’ott

82 8L * C.Q.F.D.

12. — Propriétés des distributions balayées.

Appliquons les propositions 3 et 3 bis (n° 8) aux familles & et &
respeclivement. Tout d’abord, puisque & est I'adhérence de la
réunion des &y relatifs aux compacts K contenus dans A, la propo-
sition 3 bis montre que pi est limile forte des distributions pg relatives
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aux compacts K contenus dans A. Cela signifie, d’une fagon précise :
pour tout a>>o existe un compact HcA tel que, pour tout
compact K tel que HCKcA, on ait ||p} — pg < a.

Pour une raison analogue, p est limite forte des py relatives aux
ouverts B contenant A. ,

Notons encore ceci : si un compact K est T'intersection d'une suite
décroissante de compacts K, (ou, plus généralement, d'une famille
filtrante décroissante de compacts), 8 est I'intersection des SKP, donc
vx est limite forte des [ De méme, st un ouvert B est réunion
d’une suite croissante d’ouverts B, (ou, plus généralement, d’une
famille filtrante croissante), &; est I'adhérence de la réunion des &5,
donc py est limite forte des p.g,.

Soit de nouveau A un ensemble quelconque. On a vu (n° 10) que,
pour tout compact K contenu dans A, on a partout U™ (x) <L UM(x).
A la limite (*°), il vient

(12, 1) U¥ (z) < U¥(«) partout.
Ce résultat étant acquis, on a, pour lout ouvert B contenant A,
Uts(z) < UM(z), d’our, 2 la limite,

(12, 2) U”:(w) < U%(x) partout.

Nous caractériserons la distribution pl, parmi toutes les distribu-

tions de &, en exprimant les conditions (a) et (b) du n° g, qui
s’écrivent ici

(a) f(U“i —U"d >0 pour toute A€},
(b) [(UH — Ul =o.
Compte tenu de (12, 1), (a) donne
I(U‘“i —U"dh =0 pour toute %€,

.

condition qui entraine d’ailleurs (b). En notation de produit sca-
laire :

(12, 3) (Wi—w, N =0 pour toute €&,

(®") p} est limite vague des wy (cf. no 7), et par suite, d’aprés une propriété classique,

Urh(z) < lim inf Urk(z)
en chaque point z.
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On démontre de méme
(12, 4) ' (g —up, 1)=0 pour toute 1€&5.

Les conditions caractéristiques (12, 3) et (12, 4) expriment que
pi (resp. p3) est le pied de la perpendiculaire menée de p. sur le
sous-espace vectoriel (de §) engendré par & (resp. par £).

De la résulte d’abord la transitivité de 'opération de balayage:
si A et B sont deux ensembles quelconques tels que A<B, pi s’ob-
tient par balayage intérieur de pj relativement & A, p§ s’obtient par
balayage extérieur de p§ relativement & A, et enfin p} s’obtient par
balayage intérieur de p4 relativement & A. En effet, cela résulte des
relations &, c&f, 64 <8, & <85, et de la transitivité de I'opération
qui consiste a projeter un point orthogonalement sur un sous-
espace \eclorlel

En outre, @} et pg sont ‘des fonctions linéaires de v [et, en parti-
culier, addilives : (p.—v), = pl + v, (h+v)s=pi—+%]; et ce
sont des fonctions continues de p. pour la topologie forte, car, d'une
fagon précise,

(19,8) [k — Al < ok — il < lw ]

13. — Une caractérisation des potentiels
des distributions balayées.

Prorosition 4. — Le potentiel de p est, parmi les potentiels des
distributions de &%, le plus grand de ceux qui sont partout < U™,
Il suffit de montrer : si v€€, et si U'(x) <U“(ac) partout, on a

V() < U“A(w) partout. Or, d’aprés (12, 3), on a U*A(z) = U¥() sur
un noyau de v, donc l'inégalité U'(z) <L U* *(:v) a lieu sur un noyau

de v, et par suite partout (of fin du n° 5).
On démontre de la méme maniére :

Prorosition 4 bis. — Le potentiel de p est, parmi les potentiels’
des distributions de &, le plus grand de ceux: qui sont partout < U".

Comme conséquence de ces propositions, on voit que si p et v
sont deux distributions de & telles que U"<{U" partout, on a
parlout

Ut < UVi, UM U,

Si on a une suite de distributions #,€6, dont les potenticls forment
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une suite croissante de limite U (telle que p€8), alors les potentiels
des distributions balayées (1)} [resp. (1,)5] forment une suite crois-
sante dont la limite est précisément le potentiel de pi (resp. de p5);
en effet, 1. est limite forte des p, (cf. fin du n° 7), donc p est limite
forte des (v,),, et pg limite forte des (p,)5.

D’autre part, les propositions 4 et 4 bis entrainent :

Si AcB, ona Ut U, UM UM partout ; en outre, pour tout
ensemble A,

Ut < UM partout.

IV. — APPLICATION A LA THEORIE DE LA CAPACITE

1. — Capacités; distributions capacitaires.

Supposons que la distribution p€6 que 'on veut balayer jouisse,
vis-d-vis de 'ensemble A considéré, de la propriété suivante: on a
U“(a:):: 1 sauf sur un ensemble qui est de mesure nulle pour toute
distribution de & (resp. de &%). Alors 'intégrale I,(v) & minimiser
est égale a

f(UV —2)dv  pour »€8% (resp. pour v€ES).

C’est la célebre intégrale de Gauss: elle est indépendante de la
particuliére choisie (si une telle v existe). Donc la distribution
balayée pi (resp. p4) ne dépend pas non plus de p.; nous la note-
rons v (resp. ¥4), et appellerons la distribution capacitaire inlé-
rieure (vesp. distribution capacitaire extérieure) de 'ensemble A.
Elle n’est pas portée par A, en général, mais par son adhérence A.
Le polentiel de % (resp. de y%) est égal & 1 sauf sur un ensemble
qui est de mesure nulle pour toute distribution de &, (resp. de &) ;
il est d’ailleurs partout < 1.

Les définitions précédentes ne valent qu'a la condition qu’il existe
au moins une distribution p. satisfaisant & la condition posée. Nous
dirons que A satisfait & la condition Cp (resp. & la condition Cp%)
§'il existe une distribution 1.€6 telle que U"(z)-==1 sauf sur un
ensemble quiest de mesure nulle pour toute disiribution de & (resp.
de &3); la distribution capacitaire vy} (resp. v4) satisfait alors, en
particulier, & cette condition. Par exemple, tout ensemble borné A
satisfait aux conditions Cp’ et Cp°: il suffit de prendre pour p. une
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« distribution sphérique » de masse totale convenable, portée par

une sphere contenant I'adhérence Ade A (méthode de pE La VaLLER
Poussin pour la distribution capacitaire d’un ensemble compact).

Lorsque A satisfait & Cp’, la valeur commune de ||v4||® et de fdﬁ
se note c'(A) [cf. la définition de ¢,(F), formule (9, 5)]; on I'ap-
pelle la capacité intérieure de A. De méme, lorsque A satisfait a Cpe,
la valeur commune de ||15[]” et de j .dyi se note c(A) et s’appelle la
capacité extérieure de A. L'inégalité (g, 4), appliquée 3 F—2E&; et
F — &%, donne ici

(14, 1) Ta — 1Al <<e(A) —¢(A);
on a méme, & vrai dire, I’égalité. On voit que c/(A) < c¢(A), et que
si I'égalité est atteinte, les deux distributions capacitaires v, et v§
sont identiques. Dans ce cas, on note v, I'unique distribution capa-
citaire, et on note ¢(A) la valeur commune de ¢'(A) et ¢?(A), qui
prend le nom de capacité (tout court) de I'ensemble A. Lorsque
8L =8¢, on est stir que vi—+%, et par suite ¢'(A)=—=c%(A); c'est
notamment le cas si A est ouvert (*') ou fermé (**).

D’aprés la fin du n°® g et les résultats du n® 12, on voit que : ¢/(A)
est égale & la borne supérieure des capacités ¢(K) des compacts K
contenus dans A; ¢(A) est égale a la borne inférieure des capacités
c(B) des ouverts B contenant A; si un compact K est I'intersection
d'une famille filtrante décroissante de compacts K, ¢(K) est égale a
la borne inférieure des ¢(K,); si un ouvert B est la réunion d'une
famille filtrante croissante d’ouverts B, et satisfait & la condition Cp?,
¢(B) est égale & la borne supérieure des ¢(B,).

La capacité intérieure c¢'(A) n’'a encore été définie que pour les
ensembles A satisfaisant & la condition Cp’; elle est donc toujours
Sinie, puisque ¢'(A) —||v4[|*. Mais nous pouvons maintenant donner,
de ¢/(A), une nouvelle définition qui soit valable pour tout ensemble
A : la capacité intérieure ¢'(A) sera, par définition, la borne supé-
rieure des capacités des ensembles compacts contenus dans A (**). Cette

(3") La distribution capacitaire d'un ensemble ouvert a été considérée en premier lieu
par De 1A VaLLée Poussix, au moins dans le cas d’un ensemble ouvert borné ([16],
p- 685).

(2?) Gas classique envisagé depuis longtemps ; on a étudié initialement le cas des
ensembles fermés bornés & frontitre suffisamment régulisre.

(2% C’est an fond la définition de Dr LA Varnie Poussiy, et c’est celle donnée explici-
tement par Monna [11] et BreroT [2], qui définissent aussi la capacité extérieure, comme
on va le faire & la fin de ce n° 14.
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définition est justifide, puisque, pour un A qui satisfait & Cp', elle
est en accord avec la définition antérieure. Mais nous allons montrer:

Pour qu’un ensemble A satisfasse @ la condition Cp', il faut el il
suffit que sa capacité intérieure c¢'(A) soit finie.

En effet, on vient de voir que la condition est nécessaire. Réci-
proquement, supposons c'(A) fini, et considérons la famille filtrante
croissante des compacls contenus dans A; si K et H sont deux
compacts tels que HcK, on a, d’aprés (9, 6),

Tull <<e(K)—e(H) (il y a méme égalité).

YK

Or, étant donné a = o, il existe un compact H< A tel que
c(H) > c(A)—a;

donc pour tout compact K tel que HcK <A, on a

1w —Tull'<<a.

De la résulte que yx converge fortement vers une distribution limite
quand ¢(K) tend vers c¢'(A) (parce que & est complet). Soit p. cette
distribution limite; son potentiel U" sera limite de la famille crois-
sante des potentiels U'x relatifs aux compacts K<A ; donc, siunev
est portée par un compact contenu dans A, on a

'[(U*‘— 1)dv—=o.

Cette relation ayant lieu pour des v partout denses dans &}, on aura,
a la limite, pour chaque €&},

f(Uf*_ Nd)r>o,

et comme U%(z)<C 1 partout, on voit que U¥(x) est égal & 1 sauf
aux points d’un ensemble qui est de mesure nulle pour toute 2.
L’existence d'une telle y exprime précisément que A satisfait & la
condition Cp'; il en résulte d’ailleurs que cette w n’est autre que la
distribution capacitaire intérieure vi.

De la méme manitre, on peut définir, pour tout ensemble A, la
capacité exlérieure c(A) comme la borne inférieure des capacilés des
ensembles ouverts contenant A (**°%). Cette définition est en accord
avec celle antérieurement donnée dans le cas ou A satisfait & Cp®. Et

(23%i5) Définition donnée tont d’abord par M. Breror (Comptes Rendus, t. 209, 1939,
p- 828), puis indépendamment par A. F. Mownna [11].
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I'on prouve: pour que A satisfasse a la condition Cp°, il faut et il
suffit que la capacité extérieure c*(A) soit finie.

15. — Capacités généralisées.

Au n° g, on a introduit, d'une maniére générale, la quantité
e, (ﬂ):]lxj.gu")‘:f[}ydué [formule (g, 5)].

Dans le cas out F est 8, (resp. ), et ot U"(z)=—=1 sauf sur un
ensemble de mesure nulle pour toute distribution de &, (resp. de & s

(%) n'est autre que la capacité intérieure c¢/(A) [resp. la capacité
extérioure ¢ °(A)]. Dans le cas général d’une p. quelconque de &, ¢, (%)
sera noiée ¢ (A) lorsque J =—=§&, et c2(A) lorsque JF — &. Le nombre
ci(A) prendra le nom de p-capacité intérieure (**) de 'ensemble A, et
ci(A) le nom de p-capacité extérieure de A.

Ainsi, ci(A) est la valeur commune de l'intégrale /U“du;\ et de

T'énergie H,JAH2 c¢(A) est la valeur commune de I'intégrale [U dos,
et de 1'énergie ||y A|| L’'inégalité (g, 6) donne ici

(15, 1) [[v4 — vil* < ef(A) —ci(A), ,
(15, 2) . Hp.B—— [);[[2<c‘(B)—c‘(A) pour AcB,
(15, 3) v — wi]P < ef(B) —ci(A) pour A cCB.

A vrai dire, ce sont méme ici des égalités. En particulier, on a tou-
jours cu(A) < ¢2(A): pour que l'égalité ait lieu, il faut et il suffit
que pi=—p5; on note alors r,*(A) la valeur commune des deux
u,-capaCItes

Les relations (15, 1), (15, 2), (15, 3) valent en particulier pour
les distributions capacitaires et les capacités proprement dites.

Comme dans le cas des capacités proprement dites, ¢!(A) est égal
& la borne supérieure des ¢,(K) pour les compacts K contenus dans A;
cz(A) est égal a la borne inférreure des c,(B) pour les ouverts B
conlenant A ; elc.

Proposition b. — La p-capacité intérieure (resp. extérieure) d’un

ensémble A est égale d la borne supérieure de Uintégrale / Utdy et de

(2%) La notion de y-capacité intérieure a d’abord été envisagée par VasiLesco [17], dans
le cas particulier d’'un ensemble A borné et d’'un potentiel U* borné. Breror ([5], ne 18)
considére les deux sortes de p-capacités dans le cas général,
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Iénergie ||v H2 relatives & toules les distributions v de & (resp. de £)
telles que U'(x) < U%(x) partout (dans le cas de la capacité propre-

ment dite, il faut remplacer, dans cet énoncé, le potentiel U* par la
constante 1).

11 suffit d’établir la double inégalité
(15, 4) [r—uillP<< p(A)—fUHdV ch(A) — o],

valable pour v€€, et U'<CU"; de méme

(15.5) [l — il <Cer(A) — Ul <ef(A) — o]

pour €8 et U << U™
Etablissons par exemple (15, 4). On a

Hu—Pj\”g:/Uvdu——Qf
or ||p4[|* =ci(A); en outre, en vertu de (12, 3), on a
fU“idu:fU“du pour v€6 ;

enfin, vady<fU“du puisque U” <C U*. D'olr l’inégalité (15, 4).
Les inégalités (15, 4) et (15, 5) prouvent, en outre, que | U%dv et

[|»|[* ne peuvent atteindre leur borne supérieure c,(A) [resp cs(A)]
que siv— i (resp. v=—1p3); si v (resp. v€8%) varie de maniére que

fU‘ dv ou ||v|* tende vers ci(A) [resp. vers ¢g(A)], la distribution v
converge fortement vers pl (resp. vers ps).

2
=
b

Cororrare. — La p-capacité intérieure d’un ensemble borélien A
est égale a la borne supérieure des intégrales U“dw relatives aux dis-

tributions positives v telles que U'(z) < U" (m) partout (pour la capa-
cité proprement dite, remplacer le potentiel U* par la constante 1 ;

_on aalors & envisager la borne supérieure de la masse f dv portée
par A). &

En effet, montrons que si U'<CU", on a [U“du ci(A). Or,
soit X la restriction de » & A; on a UM< U¥ ettlegg, d’out (prop. 5)

[UPdD <L i(A). C.Q.F.D.

On en déduit la propriété (classique, au moins dans le cas de la
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capacité proprement dite) : si A est une réunion d'une famille finie

ou dénombrable d’ensembles boréliens A, on a

(15. 6) 4(4) < Del(A,).

p

En effet, cela résulte de I'inégalité
by < N u
‘/;U dj</\;J'prU dv,

valable pour chaque v.

On peut étendre un peu le domaine de validité de (15, 6); 1l
suffit que les A, soient les interseclions d’ensemble boréliens B, avec
un ensemble fixe G, non nécessairement borélien; en effet, tout
compact K contenu dans A—B n G (B désigne la réunion des B,)
est alors laréunion des K n B, boréliens, d’olt

e ()< Nel(K n By < Slei(A,),
p 14
et comme ci(A) estla borne supérieure des ¢,(K), on obtient (15, 6).
Quant a la capacité extérieure, elle jouit de la propriété impor-
tante: si A est réunion finie ou dénombrable d’ensembles A, quel-
congues (non nécessairement boréliens), on a

(15, 7) ()< Sei(a,).
p
Cela se démontre en enfermant les A, dans des ouverts B,, auxquels

on applique (15, 6).

16. — Ensembles de capacité nulle.

Prorosition 6. — Pour que la famille & (resp. &%) se réduise
la distribution nulle, il faut et il suffit que la capacité intérieure c'(A)
[resp. la capacité extérieure c*(A)] soit nulle. ‘

Faisons la démonstration pour & et la capacité intérieure. Si
&L —(0), A satisfait évidemment 2 la condition Cp’ (prendre p.—o0),
et v, est nulle puisque vi€&i; donc c¢'(A) = ||74|*=o0. Récipro-

quement, si ¢((A)=—o0, 74 est nulle, et comme UY‘A(w): 1 sauf sur
un ensemble dont la mesure est nulle pour toute distribution de &,
il s’ensuit que toute distribution de &, est nulle.

On aurait une proposition analogue en envisageant, au lieu de la
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capacité proprement dite, la p-capacité relative & une distribut on
particuliére p. supposée non nulle. Il en résulte : si ¢’(A)—o0, on a
ci(A)=o pour toute p; réciproquement, si ci(A)=—o pour une
p€86, non nulle, alors ci(A) —o. Proposition analogue pour les capa-
cités extérieures.

D’aprés (15, 7), toute réunion finie ou dénombrable d’ensembles de
capacilé extérieure nulle a une capacité extérieure nulle; on a un
résultat analogue pour la capacité inlérieure, a condition de faire des
hypolhéses restrictives sur la nature borélienne des ensembles envi-
sagés, de maniére a pouvoir appliquer (15, 6).

ProrosiTion 7.
capacité extérieure nulle, les deux familles & et & coincident.

Il revient au méme de montrer que pj —p4 pour toute p€8. Or,
on a, d’aprés (15, 3),

[[oa — 5[ << ei(A) —i(B),

B est de

et d'apres (15, 7),
ct(A)— ce(B) << ez(A —B).

D’autre part, (A B)=—o0 puisque A —B est de capacité exté-
rieure nulle. D’out le résultat. ,

Notons encore : pour qu'un ensemble borélien A soit de capacité
intérieure nulle, il faut et il suffit qu’il soit de mesure nulle pour
loute distribulion d’énergie finie. En effet, &, — (o) signifie que
&x = (0) pour tout compact K contenu dans A ; or 6; = (0) signifie
que K est de mesure nulle pour toute dlstrlbutlon d’énergie finie.

Introduisons maintenant une terminologie commode, déja utlhsee
couramment par M. Breror :

1° On dira qu'une propriété borélienne(*) des points de I'espace a
liew a peu pres partout(* b”) sur un ensemble A (quelconque) [en
abrégé: a p. p. p. sur A}, si I'ensemble des points de A quine la pos-
sedent pas est de capacité intérieure nulle. Lorsque A est borélien; cela
revient & dire que I’ensemble (borélien) des points de A qui ne pos-
sédent pas la propriété est de mesure nulle pour toute distribution
d’énergie finie. Donc, si A est compact, la définition est en accord
avec celle donnée antérieurement (n° 10). Pour un ensemble A
quelconque, on a la proposition : pour qu'une propriété borélienne

(25)7 Une propriété des points de 1’espace est dite borélienne si I'ensemble des points qui

la posstdent est borélien.
(28bis) Locution introduite par D La Varrie Poussin [16].
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ait lieu & peu prés partout sur A, il faut et il suffit qu’elle ait lieu a
peu prés partout sur tout compact contenu dans A.

2° On dira qu’une propriété borélienne des points de l’espace a
lieu quasi-partout sur A (en abrégé: q. p. sur A) si 'ensemble des
points de A qui ne la possédent pas est de capacité extérieure nulle.

Dans le cas ou A est 'espace entier, lorsqu’on dit qu’une pro-
priété borélienne a lieu & peu pres partout (resp. quasi partout), on
entend que I'ensemble des points de I'espace ou elle n’a pas lieu est
de capacité intérieure (resp. extérieure) nulle.

17. — Nouvelles propriétés des potentiels
des distributions balayées.

Prorosition 8. — Le potentiel de p., est égal a la borne supérieure
des potentiels des distributions p. relatives aux compacts K contenus
dans A, et est égal & U™ & peu prés partout sur A.

La premiére partie de I’énoncé résulte du fait que les U"s forment
une famille filtrante croissante majorée par U, et du fait que p} est
limite forte des px. Quant a la seconde partie, on doit montrer que
U“;(w): U*(x) & p. p. p. sur chaque compact K contenu dans A ;
or U™ Uta < U, et U™(z)=U"(x) & p. p. p. sur K (n°10), d’ous
le résultat.

Prorosition 8 bis. — Le potentiel de p; est égal quasi partout a la
borne inférieure des potentiels des py relatives aux ouverts B conte-
nant A, et est égal a U quasi partout sur A.

Tout -d’abord, si B est un ensemble ouvert, U'(z) est égal & U"(x)
en tout point de B sans exception. Car, d’aprés la proposition 8,
U¥(x) est égal & U¥(x) & p. p. p. sur B; mais alors, en faisant des
moyennes sphériques pour U" et U™, puis passant & la limite, on
trouve I'égalité en tout point de B. Cette remarque vaut aussi pour
le potentiel capacitaire d’un ensemble ouvert B (supposé de capacité
finie) ; il est égal & 1 en tout point de B.

Cela posé, prouvons la proposition 8 bis. Les U relatifs aux
ouverts B contenant A forment une famille filtrante décroissante, et
vg est limite forte des p. Soit V(x) la borne inférieure, en chaque
point z, des U¥r(z). Puisque pg est limite vague des p5, on a U“:<V
partout. De plus, soit a > o arbitraire; I'ensemble des points = ou
l'on a

U¥(z) > U(z) +a
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MrY4 r_° I L]
a une capacité extérieure (*') << || pp — p4||", donc 'ensemble des
a
points ot V(z) > U"(z)+a a une capacité extérieure arbitraire-
ment petite, c’est-a-dire nulle. Ceci vaut pour tout a > o, el par

suite on a V(r)<C U":(w) quasi partout.
Pour achever la démonstration, observons que U¥(z) = U"(z) en
tout point de B, donc en tout point de A, d’ott V(z)—=U"(x) en tout

point de A. Puisque U“i(w):V(a;) quasi partout, on a U“i(w):U”(m)
quasi partout sur A. Rappelons d’ailleurs que U“:(:L‘)QU“‘(.@) par-
tout [formule (12, 2)].

V. — BALAYAGE DANS LE CAS GENERAL

18. — Définition du balayage.

Revenons & la relation (12, 3). Elle prouve que, si % et . sont
deux distributions positives d’énergie finie, on a

(ha—2% w)=o0,  (pi—w, X)=o,
d’ol par comparaison,

()\, P-ix) = (p, )\f\),
ce qui s'écrit aussi

(18, 1) [Ud= [Urd.

Cette relation va nous permettre d’étendre la définition du balayage
au cas d'une distribution 1. quelconque de M, non plus nécessaire-
ment d’énergie finie. Je dis : v€NT étant donnée, il existe une veN el
une seule telle que

(18, 2) [Uvd)\: [U“d)\i pour toute A€8.

Une fois que ceci aura été prouvé, nous définirons la distribution
i comme l'unique distribution v satisfaisant & (18, 2); cette défi-

(%6) Voir [7], lemme 5, p. ¢8. La démonstration, que nous nous dispensons de repro-
duire ici, est simple et ne fait intervenir quc les notions déja exposées dans le présent
travail.
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nition sera bien d’accord avec l'ancienne définition dans le cas ou
€6, en vertu de (18, 1).

Plus généralement, nous allons prouver : V étant une fonction sur-
harmonique > o, il existe une fonction W surharmonique >> o et une
seule qui satisfasse

(18, 3) / Wd)— f Vdi, pour toute %€6.

En effet W, si elle existe, est unique, car / ‘W a une valeur déter-

minée pour toute ) sphérique ; et I'on sait que, en un point a, W(a)
estlimite des moyennes de W sur des spheéres de centre a dont les
rayons tendent vers zéro. Reste & prouver lexistence d'une W satis-
faisant a (18, 3). Or V est limite d’une suite croissante de potentiels
UM, avec ypég (*); la suite des polentiels des (p.,)} est croissanle
(n® 13), donc sa limite W est surharmonique; et W satisfait a
(18, 3), qui résulte de

Ui = / Uray,

par un passage & la limite.

L’unique fonction W surharmonique > o qui satisfait a (18, 3)
se notera V,. D’aprés ce qui précéde, Vi(x)<CV(x) partout.
Lorsque V est un potentiel U"(u€M), Vi est le potentiel de la
distribution balayée pf.

Tout ce qui préceéde peut se transposer au cas du balayage exté-
rieur. On aura ainsi les relations caractéristiques

(18, b) fv;;dx: dexg, / Ve — /deg pour X8 ;
(18,5) (U= [Uhdy,  [Uldys= [Uhds pour set.
Ces relations prouvent que 'opération qui fait passer de V a Vi

(resp. V%), ou de p. & pi (resp. p4) est lindaire; notamment, si V est
une somme X —+ Y (X et Y surharmoniques 2> 0), on a

Vi—=X{ 4 Yi,  Ve—Xe 4 Ye.

Pour les distributions :

(v == pi i, (0 =) = ps 5.

(2") Par exemple, soil p. une distribution fixe de &, non nulle ; il suffit de poser
Utp = inf (V, pUM)(p =1, 2, .. .).
7
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L'inégalité VW (c’est-d-dire V(z) <L W(x) en tout point )

entre deux fonctions V et W surharmoniques > o entraine

, Vi < WL et Ve << We.
En effet, il suffit de montrer que, pour toute distribution sphé-
rique %, on a

f Vidh < Wiy, f Vedh < / Wed;
or, d'aprés (18, 4), cela revient a
f Vi, < f Wdii, f Ve < f Wde,

ce qui a lieu évidemment.

Si V est limite d'une suite croissante de V, surharmoniques > o
(ou plus généralement, d'une famille filtrante croissante), Vi (resp.
V4) est limite de la suile croissante (ou de la famille filtrante crois-
sante) des (V)| [resp. des (V,)5]. En effet, cela résulle dela caracté-
risation (18, 4), grice a un passage a la limite sous le signe d'inté-
gration.

Pour que Vi (ou V%) soit un potentiel, il suffit que V soit un
potentiel, mais ce n’est pas nécessaire. Par exemple, si V est la
constante 1, Vi ou V4 peut étre un potentiel; la distribution cor-
respondante, lorsqu’elle existe, se notera ~ (resp. v5): on l'appelle
la distribution capacitaire intérieure (resp. extérieure) de I'ensemble A.
On a vuau n° 14 qu'elle existe si la capacité intérieure c'(A) [resp.
la capacité extérieure c?(A)] est finie, mais cette condition suffisante
n’est pas nécessaire pour l'existence d'une distribution capacitaire
(voir plus loin, n° 29).

1g. — Propriétés extrémales des potentiels
des distributions balayées.

D’une maniére générale, nous allons étudier les fonctions Vi et V¢,
obtenues a partir d'une fonction V surharmonique > o.
Tutoriwe 1. — On a Vi<V partout, et Vi(z)=V(x) a p. p. p.
sur A. Toute fonction W surharmonique > o qui satisfait a
W(z) > V(=) ap.p.p.surA

satisfait @
W(z) > Vi(x) partout.
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V peut étre considérée comme limile d’une suite croissante de
potentiels U (,€8); alors Vi est limite de la suite croissante des
(UY)i. Une fois le théoréme 1 démontré pour les potentiels U, il
s’ensuivra pour V, d’'une manitre évidente (**).

Démontrons donc le théortme 1 lorsque V est le potentiel U*
d’une p€6. La premiére partie du théoréme résulte de la proposi-
tion 8. De plus, si W surharmonique > o satisfait & U*(z) < W(=)
a P- p- p- sur A, on a, pour tout compact K contenu dans A,

Ul(@) < W(a)
a p. p. p- sur K, donc sur un noyau de 1, donc partout. Or U+

est la borne supérieure des U™ (prop. 8), d’ou UMW partout.
C.Q.F.D.

Tréorime 1 bis. — On a Ve <V partout, et V(o) = V(x) quasi
partout sur A. Toute fonction W surharmonique > o qui satisfail

W(x) > V(z) quasi partout sur A,
satisfait a
W(x) > V(=) partout.

Ici encore, il suffira de faire la démonstration lorsque V est le
potentiel U" d’une p€€. On pourra méme se borner au cas ot U™ est
une fonction continue, puisque tout potentiel est limite d’'une suite
croissante de potentiels continus.

La premiere partie du théoréme résulte dela proposition 8 bis (**°%).
Soit alors B I'ensemble des points @ de A ou U*(x) << W(z); puisque
A — B est, par hypothése, de capacité extérieure nulle, on a 5 =—pg

(n® 16, prop. 7). Nous voulons montrer que I'on a U"g(ac)<W(a:)
partout, sachant que U"(x) << W(x) sur B. Soit a >> o ; désignons

(*) Le seul point un peu délicat consiste & montrer que Vi =Vap. p. p. sur A. Or,
Pensemble des points de l’espace ol Vj(«) < V(z) est contenu dans la réunion B des
ensembles (boréliens) B, oui le potentiel de (wp)a est << U¥p. D’apres (15,6), on a

d(A N B) < T (A NBy),
p

et ici chaque terme du second membre est nul, donc le premier membre est nul.
, C. Q. F.D.

(28%is) Il faut prendre garde que la proposition 8bis, valable pour une y d’énergie finie,
cesse d’élre vraie dans le cas général (landis que la proposition 8 s’étend au cas général,
comme on le vérifie sans peine). Par exemple, soit A un ensemble réduit & un point q, et
soit u la distribution formée d’'une masse -1 placée en a; on a évidemment pj = o,
tandis que pp = (. pour tout ouvert B contenant A ; donc le potentiel de yj n’est pas,
méme quasi partout, la borne inférieure des potentiels des pp.
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par G I'ensemble des @ tels que U'(z) << W(x)+a, ensemble qui
contient B et est ouver(, en vertu de la continuité de U". D’apres le
théoréme 1 appliqué & C, on a partout

Ur(2) < W(z) +a
et a fortior:

U*‘:*(w) <W(z)+a partout.

Ceci vaut pour tout a > o, d’ou finalement
U¥s(z) < W() partout.
C.Q.F.D.

Les théorémes 1 et 1 bis fournissent la caractérisation suivante :

Cororratre. — Vi (resp. V¢) est la plus petite des fonctions sur-
harmoniques > o qui majorent V & peu prés partout (resp. quasi
partout) sur A. Clest la propriété qui sert de définition dans
la théorie de M. Breror ([6], p. 10). Dot le nom d’extré-
misation donné a I'opération qui fait passer de V a Vi ou V¢: Vi se
nommera 'extrémale intérieure, V¢ Uextrémale extérieure de V rela-
tivement & U'ensemble A (** #7). Il est clair que Vi < V5.

Tufortme 2. — Pour deux fonctions Vet W surharmoniques > o,
les condilions suivantes sonl toules équivalentes :

@) V(z) << W(z) sauf sur un ensemble qui est de mesure nulle
pour toute distribution de &, (resp. de &3);

) V(z)<<W(z) a p. p. p. sur A (resp. q. p. sur A);

7) Vi(z) < W(z) partout [resp. V4(x) << W(z) partout];

8) Vi(z) < Wi(x) partout [resp. V5(z) < We(x) partout].

Toutd’abord, 3) entraine évidemment 1); inversement, si y) a lieu,
on a partout (V)i <C WY, c¢’est-a-dire Vi <C W ; démonstration ana-
logue pour les extrémales extérieures.

Ainsi, y) et 3) sont équivalentes. D’autre part, le théoréme 1
(resp. 1 bis) affirme que £) et y) sont équivalents. Il suffira donc de
montrer que o) entraine d) et que y) eniraine o).

o) entraine 3) :-en effet, prouver 3) revient i prouver que, pour
toute distribution sphérique 2, on a

f Vidy < f Widy,

(33%r) G'est ce que M. Brevror [5] nomme I'extrémale relative au complémentaire de A.
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inégalité dont les deux membres sont finis, et §gaux respectivement
a dexg et dexg; d’aprés I’hypothése «), on a V<<W sauf sur

un ensemble de mesure nulle pour ), d’ou I'inégalité cherchée.
Démonstration analogue pour les extrémales extérieures.

Enfin, y) entraine «): comme V est limite croissante d’'une suite
de potentiels de distributions d’énergie finie, il suffit de faire la
démonstration lorsque V—7TU" (u€8). Or, on sait que, pour toute
2€8i, on a alors UY(z) = U%z) sauf sur un ensemble de mesure
nulle pour %, d’ou U*(z) < W(z) sauf sur un ensemble de mesure
nulle pour ). Démonstration analogue pour I'extrémale extérieure.

La démonstration du théoréme 2 est ainsi achevée.

Cororrare. — Pour deux fonctions V et W surharmoniques posi-
tives, les conditions suivantes sont équivalentes :

«) V() =W(x) sauf sur un ensemble qui est de mesure nulle
pour toute distribution de &, (resp. de &%) ;

£) V()= W(z) a p. p. p. sur A (resp. q. p. sur A);

d) Vi(z) = Wi(x) partout [resp. V;(x) = W5(x) partout].

Remarque. — La condition «) du théoréme 2 entraine que

V(z) < W(z)
en tout point intérieur & A; car f Vdi < f Wd pour toute % sphé-
rique portée par la frontiére de toute boule fermée intérieure a A
(puisqu’une telle % appartient 3 &.); donc, si a est un point inté-
rieur & A, on trouve, en faisant des médiations sur des sphéres de
centre a et passant a la limite, V(a) < W(a).

En particulier, si A est un ensemble ouvert, V,(x) est égal & V(x)
en tout point @ de A. Ceci vaut, notamment, si V est la constante 1
et si A posséde une distribution capacitaire : le potentiel de cette
derniére est égal ¢ 1 en tout point de A si A est ouvert.

20. — Balayage et topologie fine.

Les relations (18, b) montrent que si 2€{ [voir, au n° 2, la défi-
nition de £], les intégrales / U)‘i‘dy. et f U)‘f‘dy. sont finies pour toute
€T, done 2} et 2 appartiennent & €. Ceci résulte aussi du fait que

UM < U et U < U, et du critere de la proposition 2.
Cela étant, considérons, dans N, la topologie fine définie au n° 6.
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Supposons qu'une i variable converge finement vers »; alors, pour
chaque 2€Y, / Urd) et / Ud)g tendent vers / U'd)l et /‘ Ud)é res-
pectivement. D’aprés (18, 5), c’est dire /U*“Ad). et L/)U‘*id)\ tendent
vers /.leAdl et /va*d).; donc pi converge finement vers v et p4 vers
v¢. En d’autres termes, considérons pl (resp. 1.5) comme une fonc-
tion de p€M, a valeurs dans N; alors cette fonction est continue
lorsqu’on munit M de la topologie fine. '

Cect permet d'interpréter le balayage : savoir balayer (intérieure-
ment ou extérieurement), c’est savoir déterminer la valeur de la
fonction précédente. Cette fonction étant supposée connue lorsque .
est d’énergle finie (par la méthode des n® 11 et 12), il suffit de la
prolonger par continuité & N, muni de la topologie fine. Or & est
partout dense dans AN : toute . de M est limite fine d'au moins une
suite de p, €6, puisque U¥ est limite d’'une suite croissante de Ut»
(v,€86).

Ceci nous conduit & définir les deux sous-ensembles suivants
de M : Padhérence fine de &, sera notée N, I'adhérence fine de &
sera notée M. Il est clair que M, <IN. On remarquera que N
est l'adhérence fine de I'ensemble des distributions positives
d’énergie finie portées par A ; car &, est I'adhérence forte de cet
ensemble.

Toute distribution balayée v’ (resp. ps) appartient & W, (resp. ME);
car si p est limite fine de distributions de &, »i (resp. v2) est limite
fine des distributions balayées, qui apparticnnent & &} (resp. &).

N (resp. W) est précisément ensemble des distributions de M
idenliques a leur baluyde intérieurement (resp. extérieurement). Car si
p.=p4, pappartient 3 M d’aprés ce qui précede; réciproquement,
si €I, o est limite fine de distributions v de & ; donc telles que
v=y4; d’ou1, a la limite, n.—=pi. Démonstration analogue pour M.

&L (resp. &) n’est autre que Uensemble des distributions de MY
(resp. de N5) dont U'énergie est finie. Car si 2€N, N &, on a p-—pl,
et puisque p€6, cela exige €6l .

De la résulte : pour que M, — M, il faut et il suffit que &, = &.
D’aprés le théoréme 2, cela revient aussi & dire que l'inégalité
V(z) < W(x) & peu prés partout sur A entraine V(z) < W(x) quasi
partout sur A lorsque V et W sont surharmoniques > o (*). Il

(?%) Voici une application de ce critére. Considérons une famille finie ou dénombrable
d’ensembles A, pour chacun desquels les deux balayages (intérieur et extérieur) sont iden-
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revient au méme de dire que, pour toute V, Vi(z) est égal & V(z)
quasi partout sur A, c’est-a-dire Vi = Ve,

On ignore si &, =—=§&; pour tout ensemble borélien A. §'il en
était ainsi, tout ensemble borélien de capacité intérieure nulle serait
de capacité extérieure nulle (cf. prop. 6, n° 16). I’léciproquement,
supposons qu'on puisse démontrer que tout ensemble borélien de
capacité intérieure nulle est de capacité extérieure nulle ; soit alors
un borélien quelconque A: si V(z) < W(x)a p. p. p. sur A, on
conclut V(z) < W(x) q. p. sur A; on pourrait donc conclure que
&L, =84 pour tout A borélien, et en particulier que les deux capa-
cités ¢'(A) et c(A) sont égales pour tout ensemble horélien.

21. — Caractérisation des familles M et M.

Nous allons donner une condition nécessaire pour qu'une p de N
appartienne & N, (resp. NM4); puis une condition suffisante, appa-
remment plus faible que la condition nécessaire. Il en résultera que
chacune des deux conditions est nécessaire et suffisante.

Pour que €W (resp. p€MS), il faut que

f Vdp = f Vi dp. <resp.' f Vdp = f\ﬁd@)

ponr toute V surharmonique >o. En eflet, c’est une conséquence
immédiate de (18, 4). “

Pour que pC (resp. p€W5), il suffit que, pour une distribution «
de € convenablement choisie, on ait

[Udp= [ Uhdyp. (resp. [Ud= [ U“idpu>

(le choixde «, qui va étre indiqué, est indépendant de . et de 1'en-
semble A).

Faisons par exemple la démonstration pour M. Pour que p. — p4,
il suffit que
f Uy — f Uhdpd

tiques. Alors les deuwx balayages sont identiques pour leur réunion A. En effet, soient Vet W
surharmonicues 2> 0, et soit B I'enscmble des « tels que V(z) > W(x). Supposons que
Pensemble A — (A N B) soit de capacité intérieure nulle et montrons qu’il est de capa-
cité extérieure nulle. Or, c’est la réunion des A, — (A, N B), dont chacun est de capacité
intérieure nulle, donc de capacité extéricure nulle, puisque pour A, les deux balayages
coincident.



264 HENRI CARTAN

pour toute distribution sphérique % (cf. n° 3). Il suffit méme d'ex- .
primer cette condition pour une famille dénombrable convenable
de 2, (par exemple les distributions sphériques dont le centre a des
coordonnées rationnelles et le rayon est rationnel), car alors on
aura ffdp.::‘/‘fdp.g pour des f€C* formant un ensemble fotal (cf.
n° 3). 1l suffit donc d’écrire:

(21, 1) [V, = (U,
pour des 2, convenables (p=1, 2, ...). Choisissons des constantes

numériques a, > o telles que %aplp appartienne a 4, ce qui est
possible d’aprés la proposition 2 (n° 2). Soit « la distribution

obtenue ; la relation
‘/Updoc :/U‘u;‘dm

entraine, a elle seule, toutes les relations (21, 1) puisque Uta < U*

partout. Donc elle exprime que p.=—=p! ; mais, en vertu de (18, b)
appliquée a i et o, elle s’écrit aussi

‘/Uadp.:fUéj‘dp..
C.Q. F.D.

Remarque : puisque les U* sont continus, et qu’on peut choisir
les a, de manidre & assurer la convergence uniforme de la série
%’apUlP, on peut choisir « de maniére que son potentiel U* soit
continu.

22. — Points réguliers, points irréguliers.

Désignons par ¢, la distribution formée d’'une masse 1 au point .
Si on sait balayer les distributions ¢,, on sait balayer toute distribu-

tion, et méme calculer I'extrémale de toute V surharmonique > o,
par les formules

Vi@ = [VOILD),  Vi@= [Vn)derw

qui résultent de (18, 4) appliqué & A =¢,.
Lorsque V= U", on obtient aussi

UMs(@) = [Gi(z, Ndu(y), U@ = [Gi(e. y)du(y).
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en posant
. - € i . €t
Gi(x, y) =UCM(y), Gi(z, y) = Uta(y).

Ces deux fonctions de deux variables z et y, qu'on peut appeler
Sfonclions de Green intérieure et extérieure (relatives & I’ensemble A,
ou plutdt & son complémentaire), sont-syméiriques en « et y; en
effet, en appliquant (18, 5) aux distributions ¢, et ¢,, on obtient

JUARR)e (z) = [UHh(2)dey(2),

Gi(@, y) = Gi(y, )3

démonstration analogue pour G¢.

c’est-a-dire

Définition : un point x de I'espace sera dit intérieurement régqulier
(resp. extérieurement régulzel) pour ensemble A, si ()i =¢, [resp.
(e2); = ¢.| ; condition équivalente : ¢, €N, (resp. ,€M5).

Les critéeres du n° 21 donnent: si @ est intérieurement (resp. exté-
rieurement) régulier, on a

Vi(z) = V(z) [resp. Vi(z) = V(x)]
pour toute V surharmonique > o. Pour que x soit intérieurement
(resp. extérieurement) régulier, il suffit que la condition précédente
soit vérifiée pour la fonction V—=U% (« désigne la distribution
définie au n° 21); cette condition est alors vérifiée pour toute V.

Les points de 'espace qui ne sont pas intérieurement (resp. exté-
rieuremenl) réguliers sont dits intérieurement (resp. extérieurement)
irréguliers pour A.

Puisque 1'on a U* A(90) = U%@x) & peu preés partout sur A (théo-
réme 1), on voit que I’ensemble des points intérieurement irrégu-
liers qui gppartiennent & A est de capacité intérieure nulle. De méme,
I’ensemble des points extérieurement irréguliers qui appartiennent
a A est de capacité extérieure nulle.

Puisque M, <N, tout point intérieurement régulier est exté-
rieurement régulier. Tout point = intérieur & A est intérieurement
réqulier, car ¢, est limite fine de distributions sphériques portées.
par A, donc appartient & N,. Tout point = extérieurement régulier
appartient a 'adhérence de A, car ¢, appartient & Mg, et toute dis-
tribution de N4 est portée par A (comme limite fine de distributions
de &, portées par A).

Désignons par A’ (resp. A°) I'ensemble des points intérieurement
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(resp. extérieurement) réguliers. Ce qui précéde montre que
AcAicA®cA

(A désigne 'intérieur de A). Les ensembles A’ et A° sont boréliens,
puisqu'ils sont définis respectivement par les relations

Uhz) =U%x),  U%(z) = U¥).

23. — Nouvelle interprétation des familles N, et N4

Tutorime 3. — Les distributions de MW (idenliques a leur balayée
intérieurement) sont les distributions portées par lUensemble A’ des
points intérieuremsnt réguliers. Les distribulions de N (identiques &
leur balayée extérieurement) sont les distributions portées par len-
semble A° des poinls extérieurecment réquliers.

Faisons la démonstration pour M. Pour que p€Nt}, il faut et il

suffit que
fUao'p.::/UaiAdpL

(n° 21), donc que 'ensemble des points = ot U“k(m) < U%(z) soit
de mesure nulle pour p.; or, le complémentaire de cet ensemble est
précisément A'. C.Q.F.D.
Le raisonnement précédent est correct, parce que les intégrales
envisagées sont finies: cela tient & ce que o appartient a £.

Cororraire. — Les distributions de 8, ne sont aulres que les dis-
tributions d’énergie finie portées par A'; les distributions de & ne sont
autres que les distribulions d’énergie finie portées par A°.

Remarque : la condition A’— A* est nécessaire et suffisante pour
- que M, =M, c’est-d-dire pour que les deux balayages, intérieur
et extérieur, coincident pour l'ensemble A. Cette condition est
notamment remplie lorsqueA est ouvert, ou fermé. Lorsque A'=—=A",
on parle simplement de points réguliers, ou de points irréguliers
pour ’ensemble A.

Le théoréme 2, compte tenu des interprétations que 'on vient
d’obtenir pour l'ensemble des points r eouhers conduit aux deux
proposmons suivantes :

Prorosition 9. — Pour deux fonctions V et W surharmoniques
>0, les deux conditions suivantes sont équivalentes :
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L) V(z) < W(z) a peu pres partout sur A (resp. quasi partout
sur A);

") V(z) << W(x) en tout point de A’ (resp. de A°).

En effet, £') entraine ) puisque 'ensemble des points intérieure-
ment (resp. extérieurement) irréguliers de A est de capacité inté-
rieure (resp. extérieure) nulle. Inversement, reportons-nous au
théoréme 2 (n° 1g); {) entraine la condition v) de ce théoréme,
et puisque Vi(x) = V(x) en tout point de A’ (resp. V4(z) = V(z) en
tout point de A°®), on trouve que ¢') a lieu.

Prorosition 10. — Si 'inégalité U*(x) < V(x) (entre le potentiel
d’une p£N et une fonction V surharmonique > 0) a lieu a peu pres
partout sur A (resp. quasi partout sur A), et si p est portée par A’
(resp. par A°), cette inégalité a lieu pariout.

En effet, d’apres le théoréeme 2, on a partout UM <V (resp.
U“¢A<V); or, si p. est portée par A’, on a pi — . (resp.: si p est
portée par A°, on a p§ =u).

Un cas particulier de cette proposition fournit le théoréeme d'uni-
cité :

TutorkMe 4. — Si deux distributions de N sont portées par Uen-
semble A' des poinls intérieurement réguliers et donnent naissance a
des polentiels a peu prés partout égaux sur A, elles sont identiques.
Enoncé analogue avec A° et « quasi partout ».

En particulier, vl est la seule disiribution portée par A' donl le
potentielsoit égal & U™ & peu prés partout sur A; s est la seule dis-

tribution portée par A° dont le potentiel soit égal & UY quasi partout
sur A.

2. — Etude du balayage pour les ensembles A’ et A°’.

A titre d’exercice montrons ceci :

Prorosition 11. — Pour Uensemble A' des points intérieurement
réquliers, les deux balayages (intérieur et extérieur) sont identiques et
coincident avec le balayage intérieur relatif ¢ A. Pour Uensemble A°
des points extérieurement réguliers, les deux balayages (intéricur et
extérieur) sont identiques et coincident avec le balayage extérieur

relatif a A.
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Cet énoncé peut se mettre en formules :

(24, 1) Vii=Vei= Vi, Vie=Ve.=Vs;
ou encore

(24, 2) ML =M5 =M, N e = MEe =M ;
ou encore

(36, 3) (AY=(Ay=A%  (A)=(AYy=A-

Montrons d’abord que le balayage intérieur relatif a A’ (resp.
a A°) estidentique au balayage intérieur (resp. extérieur) relatif a A ;
en formules :

(24, b) ML = M, M e = M.

En effet, Mi: (resp. Mi.) est 'adhérence fine de I'ensemble des
distributions d’énergie finie portées par A’ (resp. par A°); mais cet
ensemble n’est autre que & (resp. 65), d’apres le corollaire du théo-
réme 3 (n° 23); son adhérence fine est donc M, (resp. ME), ce qui
établit (24, 4).

Reste & prouver que, pour toute V surharmonique > o, on a
ViAi = gi, Vf,‘e = VeAe )

autrement dit, que l'extrémale Vi: (resp. Vi.) est égale a V quasi
partout sur A’ (resp. sur A°). Or cette extrémale, on vient de le
montrer, n’est aulre que Vi (resp. V¢), et par suite elle est égale
a 'V en tout point de A’ (resp. de A°). C.Q.F.D.

Remarque : lorsque A>A°, on peut affirmer que A'=— A, car on
a alors A'> (A°), et (A°) = A° d’aprés (24, 3); d'ot A’>A°, et par
suite A'==A°. Il en est ainsi, par exemple, lorsque A est fermé. De
méme, lorsque A CA‘, on prouve que A'—A*; il en est ainsi notam-
ment lorsque A est ouvert.

2b. — Une propriété des points réguliers.

Nous raisonnerons sur le cas du balayage intérieur, mais les rai-
sonnements et les résultats seraient les mémes pour le balayage
extérieur.

On a vu que p/} est fonction conlinue de u. pour la topologie fine
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(n° 20). En particulier, si un point variable y tend finement vers un
point intérieurement régulier x, la distribution (¢,)} converge fine-
ment vers la distribution ponctuelle ¢,. Nous allons montrer qu’on

a une proposition analoguc pour la convergence vague des distri-
butions :

Tutorkme 5. — St un point variable y tend (au sens de la topologie
habituelle de Uespace euclidien) vers un point « intérieurement (resp.
extérieurement) réqulier, la distribution balayée (¢))y [resp. (g)i]
converge vaguement vers la distribution ponctuelle ¢,.

Plus généralement : si une p. variable converge vaguement vers e,
et si le point x est intérieurement (resp. extérieurement) régulier,
wph (resp. p%) converge vaguement vers ,.

I suffit de prouver que, si @ est intérieurement régulier,

PN A, A g, i
fU dsx__h}{nfU dp.é
pour chaque distribution sphérique % (cf. n° 6). Ou encore
Ao\ 1; X
UNa)=lim [Utsdy,

et pour cela il suffit de prouver que U™ est une fonction continue
au point z. Or ceci résulte, comme il est bien connu, du fait que
UM est semi-conlinue inférieurement, majorée par U” continue, et
que, au point x, Ulk(m) — U)‘(w).

Dans le cas oli A est un ensemble fermé (son complémentaire Q
est donc ouvert), le théoréme 5 ci-dessus conduit & la valeur de la
limite, en un point frontiére = de Q qui est régulier pour A, de la
solution du probléme de Dirichlet relative a une donnée continue au
point z et partout bornée.

VI. — TOPOLOGIE FINE,
ENSEMBLES EFFILES ET POINTS IRREGULIERS

26. — Voisinages dans la topoiogie fine.

Nous considérons la topologie fine dans I'espace euclidien. On a
vu (n° 6) que c’est la moins fine rendant continus les potentiels de
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distributions de £. Elle est plus fine que la topologie habituelle de
I'espace.

Tout voisinage d’un point a, au sens de la topologie fne sera dit
« vozsmage ﬁn » du pomt a. Lorsque nous dirons voisinage tout
court, il s’agira de vmsmage au sens de la topolocle habituelle. Tout
voisinage est un voisinage fin, mais la réciproque n'est pas vraie.
Quand nous parlerons d’ensemble ouvert (tout court) il sera sous-

entendu que cela signifie « ouvert » au sens de la topologie habi-
tuelle.

Lemme. — Tout voisinage fin d’un point a contient Pintersection
d’une boule B de centre a, et d’un ensemble défini par une inégalité
(26, 1) U(e) << U*(a) ¢,

ol . est une distribution posilive, telle que U(a) <+ oo, et p un
nombre > o. Réciproquement, Uintersection d’une boule de centre a et
d’un ensemble tel que (26, 1) est un voisinage fin de a.

En effet, d’apreés la définition de la topologie la moins fine ren-
dant continues les fonctions d’une famille donnée (voir [18]), tout

voisinage fin de a contient un ensemble défini par un nombre fini p
d'inégalités simultanées

(26, 2) — 2p < UP(z) — Urs(a) < 2¢ (p > 0, wEd).

Mais les inégalités
Ul“k(m) > Uf‘k(a) _— .;_

sont vérifiées dans un ensemble ouvert contenant a (3 cause de la
semi-continuité inférieure des U"), donc dans une boule B de
centre a. Or, dans B, I'inégalité unique

N Utke) < S Ua) +p

entraine les inégalités (26, 2). En posant ¥ uv,=1p, on obtient
(26, 1). k

Reste 2 montrer que, réciproquement, lintersection d’une
boule B de centre a et d'un ensemble tel que (26, 1) est un voisi-
nage fin de a. Il suffit de faire la démonstration lorsque p€f; car,
dans le cas général, prenons une distribution sphérlque X telle que
UM(«) ait la valeur constante U¥(a) sur B, et posons U’ = inf (U, U*);
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sur B, I'inégalité (26, 1) équivaut &
UY(z) << U"(a) + o,

et v€£. Ainsi, supposons que p€L; l'ensemble défini par (26, 1) est
évidemment ouvert pour la topologie fine, puisque U" est une fonc-
tion continue pour cette topologie; donc ¢’est un voisinage fin de a.
Comme B est aussi un voisinage fin de a, 'intersection de ces deux
voisinages fins est un voisinage fin de a. G.Q.F.D.

Remarque. — Le lemme précédent prouve que tout potentiel est
continu pour la topologie fine.

Dérmarion. — Un ensemble A sera dit effilé (*°) au point a (que a
appartienne ou non a A) s’il existe un voisinage fin de a qui ne ren-
contre pas A en d’autre point que a éventuellement. Ln d’aulres termes :

A est effilé au point @ si a est un point « finement isolé » de 'en-
semble Ay {a}.

Le lemme conduit alors au:

Cririre p’eFriLeMENT (') @ pour que A soit effilé en un point a, il
faut et il suffit qu'il existe une boule B de cenire a, un potentiel U™
fini au point a, et un nombre p > o, tels que l'on ait

U'(@) = U¥(a) + ¢

en tout point 2€A n B, sauf éventuellement au point a.

27. — Irrégularité et effilement.

Remarquons tout d’abord que les ensembles A’ et A® sont fermés

pour la topologie fine (nous dirons : finement fermés), puisqu’ils sont
définis respectivement par les relations

) U“A(w) [ Ud(w), Uai(.’p) — Ua(;l;)’

et que U%, U% et U sont des fonctions continues pour la topologie
fine.

Prorosition 12. — Pour qu’un point a soit inlérieurement (resp.

(*®) La notion d’effilement est due & M. Brevror [2], qui I'a introduite sans considérer la
topologie fine.

(*) M. Brevor a donné de nombreux autres critéres d'effilement (voir [3]).
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exlérieurement) irrégulier pour un ensemble A, il faut et il suffit qu’il
existe une boule B de centre a, un potentiel U* fini au point a, et un
nombre o > o, tels que l'on ait U*(z) > U%(a)—+p a p. p. p. sur
AnB (resp. q. p. sur AnB).

Raisonnons, par exemple, sur un point intérieurement régulier.
La condition est nécessaire (et on peut méme astreindre p. & appar-
tenir 3 €); en effet, soit v une distribution telle que U'A(a) < U'(a)
(par exemplev—«); en vertu de la semi-continuité inférieure de U,
on aura U"(¢) > U'A(a) + p pour un ¢ > o convenable et pour tout z
de A'nB (B désignant une boule de centre a et de rayon conve-
nable). Or, on a U’s(x) = U"(z) sur A‘nB; donc, en prenant
p—=vi, on a U*(z) > U"(a) +pa p. p. p. sur AnB.

La condition est suffisante. Elle entraine, par exemple, l'exis-
tence d’une p. telle que U*(a) < 1 et U*(z) > 1 4 p. p. p. sur AnB.

Placons en @ une masse ponctuelle assez petite pour que son poten-

tiel U'(x) soit < U*(w) hors de B; alors

inf (U*, U") >inf (1, U")
a lieu & p. p. p. sur A, donc (prop. 9, n° 23) en tout point de A'.
Comme cette inégalité n’a pas lieu au point a, a est intérieurement

irrégulier.

Remarque.

La proposition 12 montre le caractére local de 1'ir-
régularité (intérieure ou extérieure) d'un point a pour un ensemble A :
pour que a soit irrégulier intérieurement (resp. extérieurement)
pour A, il faut et il suffit que a le soit pour AnB, B désignant un
voisinage particulier, d’ailleurs quelconque, de a.

Dans le cas d'un point extérieurement régulier, on peut renforcer
le résultat précédent: pour que a soit extérieurement régulier, il faut
qu’il existe une boule B de centre a, un potentiel U’ fini au point a,
et un nombre o > o tels que 'on ait U”(x) > U"(a) + ¢ en tout point
de A B, sauf éventuellement au point a. (On peut .astreindre v a
étre dans 4.) Bien entendu, cette condition est suffisante, d’apres la
proposition 12. Pour voir qu’elle est nécessaire, considérons une p.
telle que U%(x) > U*(a) -+ p quasi partout sur A nB; on obtiendra
la v cherchée en ajoutant a g une distribution A (qu’on peut choisir
dans ¢) telle que I'on ait U*(z) >> U%(a) sur 'ensemble C des points
de AnB ou U(z) << U"(a) +p, sauf au point a ot 'on astreint U*
a étre arbitrairement petit. G’est parce que G est de capacité exté-
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rieure nulle, qu’on peut facilement construire un tel potentiel U* (**).
Le résultat qu'on vient d’obtenir, et le crittre d’effilement du
n° 26, prouvent:
Pour qu’un point a soit extérieurement irrégulier pour A, il faut et
il suffit que A sott effilé au point a. Par conséquent : il faut et il suf-
fit que a soit un point finement isolé de A v {a}. Ou encore:
Pour qu'un point a soit extérieurement régulier pour A, il faut et
il suffit que tout voisinage fin de a rencontre A en au moins un point
différent de a. Ceci signifie que 'ensemble A° des points extérieure-
ment réguliers est I'ensemble des « points d' accumulation fine » de A
(c’est-a-dire des points d’accumulation pour la lopologie fine); ou
encore, que A est ladhérence fine de U'ensemble obtenu en retran-
- chant de A les points finement isolés de A.
Lorsque A est fermé (au sens habituel), A est finement fermé ;

A°— A’ se compose alors des points de A qui ne sont pas finement.
1solés. '

28. — Critére de Wiener ("),

Nous renvoyons & M. Brevor ([5], n° 23) pour une démonstra-
tion du « crittre de Wiener », donnant une condition nécessaire et
suffisante pour qu’'un ensemble A soit effilé en un point a : k dési-
gnant un nombre > 1 (d’ailleurs quelconque), soit S, I’ensemble
des points o1 le potentiel de ¢, est > kP et < AP**; pour que A soit
effilé au point a, il faut et il suffit que

SchB(A nS,) <<+
p=1

(le premier membre est une série formée avec les capacités exté-
rieures des sections de A par les intersphéres S,).
ette condition sera donc nécessaire et suffisan ur que a soit

Cett dit d cessaire et suffisante po e a soit
extérieurement irrégulier pour A. Nous allons en déduire un critere
pour que a soit intérieurement irrégulier. En effet, A’ désignant I'en-

(32) On coupe G par des intersphéres B, définies par

1/oP 1 o — a| < 1/2P,

et on remarque qu’il existe une distribution de masse totale arbitrairement petite, portée
par un voisinage arbitraire de B, dont le potentiel soit 2> 1 en tout point de G N By.

(32%%) Le « critére de Wiener » a ét¢ donné dés 1924 par Wiexer pour caractériser
les points irréguliers d’un ensemble fermé. Sa démonstration a été reprise et simplifiée par
de nombreux auteurs; il a é1é étendu par DE 1A VaLLie Poussix au cas d’un ensemble
ouvert ([16], p. 676), puis donné par BreLot [2] pour caractériser I'effilement en général.

18
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semble des points intérieurement réguliers pour A, on a
(AnS,) < (AP0 S,),

car la distribution capacitaire extérieure de A'nS, est >1 a
p- p- p. sur AnS,. Cela posé, si a est intérieurement irrégulier
pour A, a est extérieurement irrégulier pour A’ (cf. n° 24, prop. 1 1),
et par suite, d’apreés le critere de Wiener,

Ec"(An S,) << —+ .
D

Mais, réciproquement, cette condition entraine que « est intérieu-
rement irrégulier pour A : en considérant les distributions capaci-
taires intérieures des An 'S, pour p assez grand, on fabrique aisé-
ment un potentiel U+ qui satisfait au critére de la proposition 12
(n° 27). En résumé :

Tutorime 6. — Pour qu’un point a soit intérieurement (resp. exté-
rieurement) irrégulier pour un ensemble A, il faut et il suffit que la
série
Elsf’ci(A nS,)  [resp. Zche(A nS)l

b

p=1 =1
soit convergente.
Nous laissons au lecteur le soin d’en déduire :

Cororrare 1. — Pour qu’un point a d’un ensemble A soit inté-
rieurement irrégulier pour A, il faul et il suffit que a soit irrégulier
pour tout compact K lel que a€K < A. Le cas ou a n’appartient pas
4 A se raméne au précédent en considérant I’ensemble Ay gag qui
posséde les mémes points irréguliers que A.

CoroLLaRe 2. — Pour qu’un point a, n’appartenant pas & A, soit
extérieurement irrégulier pour. A, il faut et il suffit que a soit irré-
gulier,pour au moins un ensemble ouvert B contenant A. Le cas ou
a€A se rameéne au précédent en retranchant de A le point a.

D’ailleurs, le corollaire 2 résulte aussi directement du fait qu'un
ensemble A, effilé en un point a tel que a n’appartient pas & A, est
contenu dans un ensemble ouvert effilé au point a (remarque déja
utilisée par Brevor). _

Quant a la caractérisation fournie par le corollaire 1, c’est celle
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que pE La VaiLée Poussin donnait comme définition de V'irrégula-
rité (') d’'un point d'un ensecmble A (cet auteur ne considérait que
la notion de point intérieurement régulier).

Le corollaire 1 exprime aussi: pour que a soit intérieurement
irrégulier pour A, il faut et il suffit que tout compact contenu dans
Av {a} soit e_fﬁlé au point ¢. On retrouve la définition, donnée
par Breror [2], d'un ensemble A effilé intérieurement en un
point a. Le théoréme 6 donne alors un critére pour leffilement
intérieur, déja donné par Brevor [5]. .

Comme les points de 'espace ou A est effilé intérieurement sont
aussi ceux ot A N Alest effilé, on voit: pour que A soit effilé inté-
rieurement au point a, il faut et il suffit qu’on puisse retrancher de A
‘un ensemble de capacité intérieure nulle, de maniere que 1’ensemble
restant soit effilé au point a.

29. -— Usage de la transformation de Lord Kelvin.

Dans ce numéro, nous nous plagons exclusivement dans le cas
de V'espace euclidien de dimension n >3, la « fonction fondamen-
tale » étant |z — y|* " (**). Un point O étant pris une fois pour toutes
comme origine, désignons par ' le transformé du point x dans
Uinversion de pdle O et de puissance 1. La transformation de
Lorp Kervin fait, 3 toute fonction f(x), correspondre la fonction

SH@)=le["""f(@™).
Cette transformation est réciproque : on a f** —f. Elle conserve la
relation d'ordre: si f(x) < g(x) partout, on a f*(z) < g*(x) par-
tout. Elle transforme les fonctions surharmoniques > o en fonc-
tions surharmoniques > o. Comme linversion transforme tout
ensemble de capacité intérieure (resp. extérieure) nulle en un
ensemble de méme espece, la transformation de lord Kelvin trans-
forme lextrémale intérieure (resp. extérieure) de V pour A en l'ex-
trémale intérieure (resp. intérieure) de V* pour l'ensemble A’,
transformé de A par U'inversion (V désigne une fonction surharmo-

nique > 0).

(3%) [16], p. 377. DE LA Varite Poussiy ne considérait que des ensembles horéliens
bornés, et n’envisageait que les points irréguliers appartenant & Uensemble.

(%) Toutefois, on aurait des propriétés analogues pour la fonction fondamentale
|z — yl*=n, avec 0 < a <C 2 (« potentiels d’ordre o » de M. Rimsz ; voir [14], pp. 13-14).
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Précisons : toute fonction surharmonique 2> o s’écrit d'une seule
maniére sous la forme

aU® 4 U¥ 4-b,

ol a et b sont des constantes >0, ¢ désigne la distribution formée
d’une masse —+ 1 & l'origine, et p. une distribution de M pour
laquelle V'origine ne porte pas de masse. Dans la transformation
de lord Kelvin, U® devient la constante 1, et réciproquement ; U se
transforme dans le potentiel d’une distribution p* définie par

' dp*(x) = |e|*2dp(x™") ;
¢ appartient & N et ne comporte pas de masse a 'origine.

Cela posé, soit & interpréter la condition pour que O soit irré-
gulier (intérieurement ou extérieurement) pour un ensemble A ;
nous supposerons que O n’appartient pas & A, et nous désignerons
par A’ le transformé de A dans l'inversion de pdle O et de puis-
sance 1. De deux choses 'une : ou bien O est intérieurement régu-
lier pour A, ce qui signifie que 'extrémale intérieure de U® pour A
est U*; alors, par la transformation de lord Kelvin, Pextrémale inté-
rieure de la constante 1 pour A’ est la constante 1; ou bien O est
intérieurement irrégulier pour A, ce qui signifie que l'extrémale
intérieure de U° pour A est le potentiel d’'une distribution qui ne
charge pas O (puisqu’elle est portée par I'ensemble des points inté-
rieurement réguliers) ; alors, par la transformation de lord Kelvin,
Pextrémale intérieure de la constante 1 pour A’ est un véritable
potentiel U*. Dans ce dernier cas, w* est la distribution capacilaire
intérieure de A’.

On raisonne de méme pour l'irrégularité extérieure. En résumé:

Pour que Uensemble A soit effilé & Uorigine O (resp. effilé intérieu-
rement au point O), il faut et il suffit que Uensemble A’, transformé
de A par inversion de pole O, posséde une distribution capacitaire
extérieure (resp. intérieure).

D’ailleurs, la condition relative 2 A’ peut s’exprimer directement
par un critere du type Wiener : soient £ un nombre >o0 et <1,
et Tp I’ensemble des points ou le potentiel de ¢ est < AP et >kt
pour que A’ posséde une distribution capacitaire intérieure (resp.
extérieure), il faut et il suffit que la série

Swe(AnT,)  [resp. SWe(AnT,)]
p=1 p=1

soit convergente.
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Le critéere permet de fabriquer facilement un ensemble A’ qui
posséde une distribution capacitaire tout en ayant une capacité
infinie ; en effet, on peut voir facilement que si ¢'(A’) [resp c’(A))
est finie, alors ¢((A’ n T,) [resp. ¢(A’ n T,)] tend vers zéro quand p
augmente indéfiniment. On construira donc un ensemble A’ tel que

les ¢(A’ N T,) [resp. ¢*(A’ n T,)| soient bornés sans tendre vers
zéro (*).

V1I. — APPENDICE :
DIVERSES PROPRIETES EXTREMALES
DES DISTRIBUTIONS BALAYEES

A titre de complément, nous allons grouper ici diverses propriétés
extrémales de pi et p4 lorsque p est une distribution d’énergie finie.
Au paragraphe III, nous n’en avons indiqué qu’'une partie, pour ne
pas alourdir 'exposé.

Dans tout ce qui suit, p. est une distribution de &, donnée une
fois pour toutes. Rappelons la définition des p-capacités (n° 15) :

(W)= [Ubduy = uil"
c(A) = [Utdps =| v

Tous les résultats qui vont suivre vaudront aussi pour les capa-
cités proprement dites, en remplacant, dans les énoncés, le poten-
tiel U* par la constante 1, mais & condition, bien entendu, de ne

considérer que des ensembles de capacité intérieure (resp. exté-
rieure) finie.

Proerifté I. — La quantité
la borne inférieure de

Lo—n= [(U'—U"—sU")(d —d)

ci(A) [resp. —ci(A)] est égale a

(cf. intégrale de Gauss) lorsque v et & parcourent & (resp. 8¢). Celle
borne inférieure n’est atteinte que pour v — )=y (resp. v —) =pc).

(%) Dire que A’ possede une capacité intéricure (resp. extérieure) finie, c’est dire que A’
est « effilé au point & I'infini », au sens de M. BreLor : voir en [5], p. 31, un critére qui
conduit facilement & celui-ci.
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Cela résulte de
) v —2— i P =L(—2) +c(A) pour Vet , €8 ;
I |y — % —pe ||’ =L —2)+ci(A) pour €8¢, A&,

La relation (I), par exemple, s’obtient immédiatement en remar-
quant que

[ —d)= [U(d—d), |
Proprirt II. — La p-capacité intérieure ci(A) [resp. extérieure

c(A)] est égale & la borne inférieure de l'énergie ||v—\||* des diffé-
rences de distributions de & (resp. de &°) telles que

SUHdy— D) =ci(A) [resp. fU"’(du-—dk):cKA)].

Cette borne inférieure ne peut éire atleinte que pour v — )=y (resp.
y— A= p.i).

vy |* = ci(A).

En effet, en tenant compte de cette relation dans 'expression de
L(»—2), puis portant dans (I) [resp. (I')], on trouve

(II) v —2—ui || =y —2||* —ci(A) %moyennant les
rosp. (1) || —3—ug [* =]l —[*—{(&)  hypothises.

Dans le cas ot A est compact et ou U(z) = 1 sur A, I'interpré-
tation physique est évidente : sur un « conducteur » A, la distri-
bution capacitaire (distribution d’équilibre) ,., réalise le minimum
de Uénergie pour toutes les distributions de masses (de signe quel-
conque) portées par A, dont la masse totale a la valeur ¢(A).

Proprifité IIL. — ¢i(A) [resp. ¢;(A)] est égale  la borne inférieure
de lintégrale f Ubdv pour toutes les distributions positives v telles que
U’(z) > U"(x) & peu prés partout (resp. quasi partout) sur A.

Faisons la démonstration pour la capacité intérieure. Si U’ >U"a
p- p- p- sur A, ona (cf. n° 19, théoréme 2) '

S, = [Utd puisque pl€&:.
Donec

fU{J'dV > /UK’-idy — ./‘Uvdp‘i > fUPdP'i = c;(A)

Proprifri IV. — ¢ (A) [resp. c;(A)] est égale & la borne infé-
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rieure de U'énergie ||v —2||* des différences de distributions de & (resp.
& ) telles que

(h)y U= U"~U" & p. p.p. sur A (vesp. q. p. sur A);
cette borne inférieure n’est atleinle que si v — k=’ [resp.v—i=—=p.].
Raisonnons par exemple en supposant
(h) U > U U Ap.p.p surA;
on a .

Iy =2 —u P =y =2 — 2 f (U — UMy, + € (A),

et

f(U“ —Ul)dpiA} /Up'dp.f\:C:KA) (cf. théoreme 2),

d’ou

AV) ||y — 2 — i I|* <||lv —1||* —¢.(A) moyennant ’hypothése (h).
Proprifté V. — ci(A) [resp. c;(A)] est égale a la borne supé-
rieure de Uénergie||v||* et de Uintégrale fU‘U‘du relatives aux v de &

(resp. de &2 ) telles que U” < U" partout; cette borne n’est atteinte que
pour v=yl (resp. v=—yp).

C’est la proposition 5 du n° 15, qui repose sur les inégalités

(V) by — o I << el(A) — [Utds < ey(A)— v
pour v€& , U < U¥;
V) = <eA) — [ Uldy < e(d) —|1v]*

pour v€&¢, U < U%.

Proprigrt VI. — Considérons la famille 7 (resp. &) des distribu-
tions positives v qui satisfont simultanément aux deux conditions

(I U'(z) < U¥(z) . partout;
() U(z) = UM(x) ap.p.p sur A
[resp. (4") U'(z) = U"(x) q. p- sur A].

Alors —ci(A) [resp. —ci(A)] est égal & la borne supérieure de
Uintégrale 1,(v) pour les v de T (resp. de F). Celle borne n’est atteinte
que pour v =yl (resp. v=—"12) (*).

(*6) Ces résultats complétent et précisent, en les simplifiant, un théoréme de A. F.

Monna [13], qui se trouve ainsi débarrassé d’hypothéses superflues sans rapport avec
Pessentiel du probleme.
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En effet, on a

(V) v — [ < — L) —(A) pour 165

(VI v — g | < — L) — (A) pour 7.
Ces relations s’écrivent encore

(VLoa) v —wd | <l — v [P — [l — | pour 7

(VI', a) [y =l <[lw—ud [P — e —» | pour »F.

Pour les démontrer il suffit de prouver

(v —v, v)—(b—v, w)>o pour v€F;
(p—v, v)—(p—v, p2) >0 pour »€F.

Or (p.—v, u):/(U”—UV)dv est > o d'aprés (I ; en outre

(p—w,p}) est nul si (A) a Lieu (cf. corollaire du théoréme 2), et
(v—v, p2) est nul s1 (A) a lieu. G.Q.F.D.

Remarque. Les relations (VI a) et (VI' a) sont susceptibles
d’étre interprétées en langage géoméirique d’espace de Hilbert
(dans l'espace & des distributions positives d’énergie finie) : la
famille & est contenue dans la boule dont un diamatre a pour extré-
mités p. et p’ ; la famille 7 est contenue dans la boule dont un dia-
métre a pour extrémités p et <.




