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SUR L’ARITHMETIQUE DES COURBES DE GENRE UN (")
par F. CHATELET (Lyon).

Une des questions essentielles de la théorie des nombres est la
recherche des points rationnels (c'est-d-dire des points dont les
coordonnées sont des nombres rationnels) sur une courbe donnée &
coefficients rationnels. Celte question a été complétement résolue
pour toules les courbes de genre o grace aux travaux de Poincaré,
Hilbert et Hurwitz (). Ces auleurs ont ramené le cas général des
courbes de genre o au cas des coniques qui avait été traité aupara-
vant par Lagrange et Gauss. Mais pour les courbes de genre positi
on ne connait encore dans cette voie que des résultats fort incomplets.
Sans prétendre traiter ici le cas général des courbes de genre un, je
vais exposer & ce sujet un résultat partiel inédit.

On peut décomposer le probletme des points rationnels sur une
courbe (C) de genre un en deux problémes successifs : un probléme
d’existence, reconnaitre s’il existe sur (C) au moins un point ration-
nel; dans le cas ou le premier probléme se résout par 'affirmative,
un probléme de détermination, trouver une méthode qui permette
d’obtenir effectivement tous ces points. Or il existe une catégorie
spéciale de courbes de genre un pour lesquelles le probléeme d’exis-

tence est immédiatement résoluble : les cubiques de la forme nor-
male de Weierstrass

y'—=z*+ Az + B, (4 A*+ 27 B’0).

Une telle courbe posséde un seul point & l'infini dont les coor-
données homogenes 0,1, o sont rationnelles et qui doit, en consé-

() Mémoire présenté & la séance de la section rhodanienne de la Société mathématique
de France tenue & Grenoble le 19 mai 1946. Pour tout ce qui concernela bibliographie de
ces questions, on peut consulter 'ouvrage de Th. Sxovrew : Diophantische Gleichungen paru
dans la collection des «Ergebnisse der Math... » (Berlin, 1938).
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quence, é&tre considéré comme un point rationnel a I'infini. Il est .
classique d’utiliser les propriétés de ces courbes dans le probleme de
détermination de la facon suivante.

On sait qu'une courbe de genre un peut étre ramenée par une
transformation birationnelle de courbe & courbe ® & la forme nor-
male de Weierstrass. (Ce qui revienta dire que (C) peut étre repré-
sentée univoquement par des fonctions elliptiqt_les, ces derniéres
pouvant étre exprimées en fonctions rationnelles d'un couple de
fonctions pu et p'u de Weierstrass.) Un résultat de Poincaré (*) pré-
cise que, si on connait sur (G) un point rationnel simple M, il est
possible de construire B de maniére que ses coefficients soient
rationnels ; la cubique de Weierstrass (W) déduite de (C) par R a,
a fortiori, tous ses coefficients rationnels. Une telle correspondance
R entre (G) et (W) transforme les points rationnels de (CG) en ceux
de (W) et inversement. De telle sorte que le probleme de détermi-
nation sur (G) peut se ramener au probléeme de détermination
sur (W).

Dans le cas ou le probleme d’existence sur (C) ne se résout pas
immédiatement, on ne peut utiliser les résultats précédents. J'ai pu
établir néanmoins le théoréme suivant dont on trouvera la démons-
tration en annexe :

Théoréme 1. — On peut toujours construire la correspondance R
de maniére que la cubique de Weierstrass (W) déduite de (C) par R
ait tous ses coefficienls rationnels, ceux de R élant en général algé-
briques.

La correspondance $-ne transforme plus les points rationnels
sur (C) en ceux de (W). Mais je vais utiliser la cubique (W) ainsi
construite dans le probleme d’existence sur (C) et montrer que ce
probléme est équivalent & un probléme concernant les points ration-
nels sur (W). De telle sorte que I’ensemble du probleme des points
rationnels sur les courbes de genre un seraramené a des problémes
concernant les seules cubiques de Weierstrass.

Pour cela, j'utilise une méthode analogue & celle qui m’a permis,
dans ma thése (*), de généraliser les résultats de Poincaré et Hilbert
pour les courbes de genre o a certaines variétés unicursales d'un

() H. PoincArE. Sur les propriétés arithmétiques des courbes algébriques. J. de math.,
5e série, t. 7(1g9o1), p. 161-233. 3
(®) Variations sur un théme de Poincaré, Annales scient. de I’Ecole norm. sup., 3¢ série,

t. 61, 1944, p. 249-300.
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espace & plus de 2 dimensions. Cette méthode emprunte des idées
dues A E. Galois et fait appel & la notion de groupe de Galois d’un
corps de nombres algébriques.

Je choisis un corps normal (ou galoisien) qui contienne tous les
coefficients de la correspondance R. Je désigne par n le degré de ce
corps et je numérote, dans un ordre d’ailleurs quelconque, de 1 2 n
les éléments 5; du groupe de Galois G de k. De telle sorte qu'un
élément o; de ce groupe peut éire déterminé par son indice i. Je
puis remplacer maintenant chacun des coefficients de ® par son
transformé dans 1'élément ;. Comme les coefficients de (C) et ceux
de (W) sont tous rationnels, j’obtiens encore une correspondance
birationnelle entre (C) et (W) que je désigne par R et que jap-
pelle i conjuguée de K. Le produit de correspondances (*)

Do, =R RO
est alors une correspondance birationnelle entre (W) et elle-méme
a coeflicients dans k.

J'appelle encore i conjuguée d'un point N a coordonnées dans k
le point N® dont les coordonnées sont les transformées dans o; de
celles de N. Si M est un point rationnel sur (C), la correspon-
dance R transforme ce point en un point N —=®R(M) sur (W) a coor-
données dans k; le i conjugué N® de N est le point R®(M) trans-
formé de M dans R®. Ainsi N est un point sur W que je puis
déduire de N :

NO=ROM) =R " . RON)=H(N).

De facon plus précise, le systéme de relations :

N(i):(,[lﬁi(N), (I,: I, 2, ..., n),

ou N est un point arbitraire sur (W) a coordonnées dans %, est équi-
valent au suivant

RN =[R™'N)]®,  (i=1, 2, ..., n).

Ce dernier exprime que le point M—=®R~'(N) sur (C) & coor-
données dans k est identique a tous ces conjugués, donc est ration-
nel. Ainsi le probléme d’équivalence sur (C) est équivalent & celui
de 'existence d'une solution pour le systeme :

I L(N)=N®,  (i=1, 2, ..., n).

(*) Les produits de correspondances, ou plus généralement d’opérateurs, sont notés ici
dans l'ordre de gauche & droite,
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J’ai bien ramené le probléme envisagé & la résolution d’un sys-
téme d’équations dont l'inconnue est un point N sur (W). Mais ce
point n’est pas un point rationnel, seulement un point & coordonnées
dans k. C’est pourquoi je précise encore et transforme le systéme
précédent.

Tout d’abord je remarque I'ensemble des n correspondances b,
n’est pas quelconque, mais que ces correspondances sont liées entre
elles par des « relations de compatibilité » analogues a des relations
du méme nom obtenues dans ma thése.

Théoréme 2. — La correspondance b, déterminée par le produit
o, =g¢;. 0; dans le groupe de Galois G se déduil des correspondances
X, et b; par la relation de compatibilité :

II u"bk p— L‘lbi . '.175;-).

(La démonstration se trouve en annexe.)

~ Je précise ensuite la forme de la correspondance 1, a 'aide de la
théorie des fonctions elliptiques. En tant que correspondance bira-
tionnelle entre (W) et elle-méme, elle peut étre définie par une
relation entre l'argument elliptique u d'un point arbitraire N sur
(W) et I'argument elliptique #; du transformé de N dans A, La
théorie des fonctions elliptiques nous apprend que cette relation est
de la forme-:

III lli == éill —+ Ci

ou ¢; est une constante et ou ¢ est I'une des puissances de — 1 si
A et B sont différents de o, de I'imaginaire principale I si Ao et
B —o, de I'imaginaire — J telle que J*—=1 si A—o, et B=*o0.

- Enfin la correspondance .b; a ses coefficients dans k; ce qui exige
que ¢; soit un nombre de %, ainsi que les coordonnées du point G,
dont I'argument elliptique sur (W) est c;.

Il m’est commode d’introduire, a la maniére classique, la notion
de somme entre pointsde (W): la somme de 2 points N, et N, de (W)
est le point de (W) dont I'argument elliptique est la somme des
arguments elliptiques de N, et de N,. Le théoréme d’addition des
fonctions elliptiques montre que les coordonnées de la somme

N1+N2

peuvent étre exprimées rationnellement en fonction de celles de N,
et de N,. En particulier si N, et N, sont des points rationnels sur
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(W), leur somme N, N, est un point rationnel. La relation III
est ainsi équivalente & la suivante :

Ir A(N)=§E(N)+C,,
ou §; est une des puissances de la transformation plane :
=, Y =—1y, 81 Ao, B=o0;
¥ —=—z, y =1y, s1 Ao, B—o;
' =Jx, Yy =—1y, sl A—o, B=o0;

~ et ou G, est le point de (W) dont I'argument elliptique est C,.
De telle sorte que le systéme I est encore équivalent au suivant :

r N®=§(N)+GC,, (i=1, 2, ..., n).
Enfin la relation da compatibilité II est équivalente & la suivante :
E(N) —+ Cj.==8; . EX(N) + &D(C,) + GO
qui se décompose en 1'ensemble des 2 relations :

8]{ s 81’ . 8.(;),
Ci= 60(C) + CP.

En utilisant la premiére des relations II’, je montre alors :

Ir

Théoréme 3. — Il est toujours possible de construire la cubique
(W) et la correspondance R de maniére que chacune des correspon-
dances &; soit la correspondance identique :

=, Yy =y.

(La. démonstration de ce théoréme se trouve en annexe.)
Quand cette condition est remplie, je dis que la correspondance R
est paire (*). Le systéme I’ se simplifie alors de la fagon suivante :

I Na):N—{—Ci, (i:], 2, ..., n).
Les relations de compatibilité II' se réduisent a la seule relation :
1 G, = C,—+ C4.

En ajoutant les relations 11" qui correspondent & une méme valeur
de i et aux différentes valeurs de j, }’en déduis encore :

C = nC,—+ C®,

(®) Voir & ce sujet ma note aux Comptes Rendus : Points rationnels et classification des
courbes de genre un. Comptes Rendus Acad. Scien., t. 206 (1938), p. 1532.
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n
ou G désigne la somme C—=2GC; et ou nGC; désigne, a la maniere
Jj=1
classique, la somme de n points identiques & C;. En vertu du théo-
réme d’addition des fonctions elliptiques, les coordonnées du point
nC; sont des nombres de &, comme celles du point G,.

Ce qui montre que C vérifie le systéme :
1Y N“’:_——nC,-—;—N, (i:], veey n)

déduit du systtme I’ en remplacant chaque C; par —nG,. Il est
alors facile de ramener la résolution compléte du systeme IV a la
recherche des points rationnels sur (W). Il suffit de chercher la
condition vérifiée par le point P—=N — G, ou N est une solution
quelconque du systtme IV ; elle s’obtient en remplacant N par
C —+ P dans ce systtme. En tenant compte du fait que G vérifie ce
méme systéme IV, la condition s’écrit :

P®—=P, (=1, 2, ..., n).

Ce qui exprime une condition nécessaire et suffisante pour que P
soit un point rationnel, de telle sorte que les solutions du systéme IV
sont les sommes G—+ P, ou P est un point rationnel sur (W).

Or toute solution N du systéme I’ engendre une solution du sys-
teme IV, a savoir — nN. Celte derniére doit étre de la forme C +P,

G
donc N est de la forme — -+
lent au systéme suivant : n

1 <C —+ P>(i) — C+P

n n

et le systéme I” est encore équiva-

—G,, (=1, 2, ..., n).

J’ai bien ainsi ramené le probleme d’existence sur (C) & I'étude
d’un systéme d’équations dont I'inconnue est un point rationnel P

sur (W). Remarquons que l'expression ——— ne désigne pas un
n

point sur (W) mais n* points distincts dont les coordonnées ne sont
pas en général dans £, mais dans une extension de degré n®. (Les
arguments elliptiques de ces n* points se déduisent de 1'un d’eux
par addition des différents quotlents par n des périodes de pu.) Le
systtme I exige que l'un au moins de ces n’ points ait ses coor-
données dans k; de plus l'expression du premier membre de I”

désigne le point i* conjugué de la détermination de it s qui
n
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figure au second membre et non d’une quelconque des détermina-
tions de cette expression. Enfin le fait que G+ P vérifie le sys-
teme IV ne suffit pas pour que P vérifie le systéme I"; il entraine
seulement que P vérifie I'un des systemes déduit du systéme 1" en
remplacant chaque G, par la somme de celui-ci et d'un point de (W)
dont le produit par n est nul. (L’argument elliptique de ce dernier
point est le quotient par n d’une période de pu, mais peut ne pas
étre une période.)
J’ai ainsi démontré le :

Théoréme 4. — Pour qu’il existe sur (G) un point rationnel, il faut
et il suffit qu’il existe sur (W) un point rationnel P tel que :

X . ., GC+P
1° Les coordonnées de l'un au moins P’ des n® points —— sont
dans k; n

2° P’ vérifie le systéme de relations :
PO—=P —C, (i=r1, 2, .., n).

Je précise encore que la connaissance d’une base de Mordell-Weil
sur (W) permettrait de reconnaitre s’il existe sur (W) un tel point P
impliqué par le théoréme 4. On sait, en effet, lorsque P est choisi,
reconnaitre s’il vérifie les conditions de ce théoréme 4 : les coor-
données du point P’ sont solutions d’un systéme d’équations & coefli-
" cients dans k qu’on sait former & partir des coordonnées de P et qui
est de plus équivalent & une seule équation ne contenant qu’une
inconnue ; pour pouvoir reconnaitre si P vérifie les conditions du
théoréme 4, il s'agit donc de reconnaitre si cette derniére équation
est réductible dans %, s’il figure un facteur linéaire dans la décompo-
sition et de former ce facteur; toutes ces opérations peuvent se faire
par la méthode classique de décomposition d'un polynome en fac-
teurs irréductibles dans un corps de nombres algébriques. Les diffi-
cultés d’application du théoréme 4 proviennent en fait de ce qu’on
ne connait pas les points rationnels P sur (W) et que d’ailleurs ces
points sont, en général, en nombre infini.

Or Mordell et Weil (°) ont montré qu’il existe sur chaque cubique
de Weierstrass (W) a coeflicients rationnels un ensemble fini de
points rationnels P, P,, ..., P, tel que tout point rationnel sur (W)

. (%) L. J. MorpeLL. On the rational solutions... Proc. Cambridge Philos. Soc., t. ar
(1922), p. 169-171 et A. WEeiL. Sur un théoréme de Mordell. Bull. Sci. math., 2° série,
t. 54 (1930), p. 182-1gt.
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peut étre mis sous la forme :
P—=aP,+aP,~+- - +aP,

ou a, a, ..., a, sont des entiers rationnels positifs ou négatifs.
L’ensemble P,, P,, ..., P, est appelé une base de Mordell-Weil sur
(W) et permet d’obtenir tous les points rationnels sur (W) par des
opérations rationnelles (en nombre infini). Le théoréme de Mordell-
Weil ne résout pas complétement le probleéme de détermination sur
(W), caril ne donne pas de méthode pour déterminer effectivement
une base de Mordell-Weil sur (W). _ .
Or si les conditions du théoréme 4 sont vérifiées par le point:

P—aP,+aP,+ .- -+alP,

elles le sont aussi par tout point qui s’en déduit en ajoutant aux dif-
férents a; des multiples quelconques de n. Gar cela revient & ajouter
a P un produit nQ d’un point rationnel Q par n, ce qui ne modifie
pas les conditions du théoréme 4. Mais parmi ces différents points,
il en existe un qui appartient & I’ensemble fini des n® points :

bP, +b,P,+---+5P,
pour lesquels :
A o< b, < n, (=1, 2, ..., n).

Pour reconnaitre si les conditions du théoré¢me /4 sont vérifides
par I'un des points rationnels sur (W), il suffit donc de reconnaitre
si elles sont vérifiées par 'un des n’ points précédents. La connais-
sance d’'une base de Mordell-Weil sur (W) permettrait de former ces
n® points et, par suite, de reconnaitre si I'un d’eux vérifie ces con-
ditions, par un nombre fini d’opérations rationnelles, donc de
résoudre elfectivement le probléeme d’existence sur (G).

Ainsi les problémes d’exislence et de détermination sur les courbes
de genre un a coefficients rationnels sont ramenés a la seule déter-
mination des bases de Mordell-Weil sur les cubiques de Weierstrass.

ANNEXE.

Démonstration du théoréme 1.

Il est toujours possible de construire sur (C) un point simple M,
a coordonnées algébriques. Par exemple en prenant l'intersection
de (C) et d’une droite a coefficients rationnels ne passant par aucun
point multiple de (C), il est facile d’éviler les points multiples
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puisqu’ils sont en nombre fini. Je désigne par k£ un corps normal
contenant les coordonnées de M, et par nson degré. Comme précé-
demment je numérote de 1 a n les éléments du groupe de Galois G
de k. La construction de Poincaré permet d’oblenir, a partir de M,
une correspondance birationnelle &, entre (C) et une cubique de
Weierstrass (W,) tels que les coefficients de R, et ceux de (W,)
soient des nombres de £.

Je construis la ™ conjuguée de la correspondance &, ; elle trans-
orme (C) en la i conjuguée (W)@ de (W,). C’est dire que si
(W,) est définie par 1'équation :

Y=o+ Az-+B,
(W,)® peut étre définie par I'équation :
¥ =2 - APz~ BY.

Mais le produit des correspondances R . R{’ définit une correspon-
dance biralionnelle entre (W,) et (W,)®. Or la théorie des fonctions
elliptiques montre que l'existence d’une correspondance entre ces
2 cubiques entraine 1’égalité de leurs modules :

GAT+ 27B]_ H(AD)' + 27(BP)*
B (BO)*

Le nombre de % :
LA} 2qB?
m-—-—‘-T*_‘-

1

est par suite égal a chacun de ses n conjugués; d’aprés un résultat
classique de la théorie de Galois, il en résulte que m est rationnel.
I1 est alors facile de trouver 2 nombres rationnels A et B tels que

BYm = hA"+ 27B".

En effet toutes les solutions de cette équation diophantienne sont les
couples de nombres :

A=4(m—27)"", B=16(m—27)°,

ol ) est un nombre rationnel arbitraire. Je choisis 'une de ces solu-
tions et je forme la cubique (W):

y =’ + Az B.

I
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La théorie des fonctions elliptiques montre que 1'égalité :

BB AL 0B
B T B

suffit pour que (W) puisse se déduire de (W,) par une transforma-
tion homographique £ du plan qui détermine une correspondance
birationnelle entre (W,) et (W).

Le produit de correspondances ®,.£—® est alors une corres-
pondance birationnelle & coefficients dans & entre (C) et la cubique
de Weierstrass (W) a coefficients- rationnels ; ce qui démontre le

théoréme 1.
*
* ¥

Démonstration du théoréme 2.
Il suffit de reprendre la définition de la correspondance b, :

L =R . R®
et de transformer son expression de la facon suivante :
Q=R RO, (RO)™ RO,
Puisque ¢,—g;. 5;, le produit :

I

(RO)~1 RO
est encore égal a: :
(R RODYD = Jl;»j.").

De telle sorte que :
o= ;. v%?).

*
* %

Démonstration du théoréme 3.

Je suppose avoir construit par la méthode du théoréme 1 une
correspondance R qui ne vérifie peut-étre pas le théoréme 3. Je
vais en déduire une correspondance paire &’ entre (C) et une cubique
de Weierstrass (W’) a coefficients rationnels, en général différente
de (W).

La correspondance R’ que je vais construire sera un produit
R'=@®R .4, ou L est une homographie de la forme:

=2z, ¢ =>Ny,
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dont le coefficient X est un nombre algébrique différent de o que je
vais déterminer. On sait que £ transforme (W) en une cubique de
Weierstrass (W’) ; la théorie des fonctions elliptiques montre d’ail-
leurs que si 2 cubiques de Weierstrass se déduisent I'une de 'autre
par une correspondance birationnelle, il existe une infinité de telles
correspondances dont une au moins peut étre déterminde par une
 homographie plane de la forme précédente.

Il est d’abord nécessaire, pour la démonstration, que R’ trans-
forme (C), donc que £ transforme (W) en une cubique (W’) a coeffi-
cients rationnels. Or les coefficients de (W) sont :

Al = AN, B’ —=B)°.
La condition est donc que »* soit rationnel si A=~o0, B=£ o0, que I
soit rationnel si A=~o0, B—=o, que 2% soit rationnel si A—o,

B=£o. :

Si cette condition est réalisée, le produit :
Qb — R RO =41 R RO, O =41, Q; . 4w

est une correspondance birationnelle entre (W) et elle-méme. Je
puis alors exprimer b, et Jb; suivant des formules analogues a III';
J obtiens ainsi :

E{(N) =+ C, = 4O[4=" . ,(N) +C,].

On sait d’ailleurs que les homographies de la forme £ transforment
la notion de somme sur (W) en la notion de somme sur (W) ce
qui permet encore d’écrire la relation précédente :

E(N) + G =47 8, . 49(N) + 4O(G)).
J’en déduis notamment :
AY & —=4"1.8,.40,

Or les correspondances &; sont des cas particuliers des homogra-
phies 4, cas particuliers pour lesquels le coeflicient 2 est I'un des
nombres 1, — 1, +I, — I, +J, — J, +J*, — J*. Je remarque
de plus que le produit des homographies :

g, =Nz, y =2Ny

9 =2 e, y=>Ny

2

est une homographie de la méme forme déterminée par le coefficient
%), (En particulier ce produit est commutatif.) Je désigne par ¢; et
e; les coefficients des homographies & et &,. La relation V entre
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correspondances est ainsi équivalente 2 la relation entre scalaires :
\'4 ei=—e;. 27" 2D,
D’autre part la relation de compatibilité :
6= 6,. 6
est équivalente & la relation entre scalaires :
e=—e;. e

En additionnant entre elles, les relations ainsi obtenues et corres:
pondant a une méme valeur de i et aux différentes valeurs de j,
)’obtiens :

E — ¢,E®

n
ot E désigne la somme E= Y'¢;. A fortiori, j'en déduis :
Jj=1

B (B0,

ou « est un entier rationnel quelconque. Comme e; est égal & 1 pour
a=2 st A=*<o0, B=£o, pour 2=/ si As~0, B—o, pour « =6
si A —=o0, B=£o0, cette derniére relation montre que la puissance
correspondante de E est un nombre rationnel. Donc si E est diffé-
rent de O, j'obtiens, en choisissant % — E, une correspondance &
qui transforme (C) en une cubique de Weierstrass (W) a coefficients
rationnels et pour laquelle ;

e’i:ei.E_’.E(i): 1.

Ainsi les correspondances &; sont toutes identiques & 'unité et la
correspondance R’ est paire ainsi que je l'avais annoncé.

Lorsque E est égal a o, le raisonnement précédent ne convient
plus car il conduit & une homographie & dégénérée qui ne définit
pas une correspondance birationnelle. Mais il est possible de tourner
cette difficulté de la fagon suivante. J’appelle A la somme :

n
A=) ¢80
J=A1
o1 © est un nombre arbitraire de k. Des relations de compatibilité
entre e;, je déduis que :
n n
AO =" 900 =Y ¢e,7'0M =, 'A.

k=1 k=1
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De telle sorte que A vérifie les mémes relations que E et que le rai-
sonnement précédent est encore valable en remplacant E par A. Or
il existe certainement des valeurs de A différentes de 0. En eflet, je
choisis pour ® un nombre primitif de % et Je forme les n sommes :

A, = Y660
A= (040

A=Y e @m0,

Le systtme de scalaires A, A,, ..., A, se déduit du systéme de sca-
laires e,, e,, ..., e, par une substitution linéaire dont le déterminant
n’est autre que le discriminant de ©. Comme ce discriminant est dif-
férent de o par suite du choix de O et que tous les ¢; sont différents
de o, I'un au moins de A, est différent de o.



