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EMPLOI DE LA SIMILITUDE
POUR LE CALCUL DE L’EFFET PELLICULAIRE
DANS LES CONDUCTEURS FERROMAGNETIQUES

par M. Félix ESCLANGON.

Sommaire. — L’eflet pelliculaire, dans les conducteurs magnétiques de
forme cylindrique, obéit & une loi de similitude pour des courants de fréquences
différentes ; si le champ magnétique reste le méme & la surface du corps, et si
le rayon du cylindre est inversement proportionnel & la racine carrée de la
fréquence, le champ électrique est proportionnel i la racine carrée de la fré-
quence : I'effet Joule par unité de longueur reste constant.

INTRODUCTION

Le calcul de la distribution des champs électriques et magné-
tiques alternatifs & l'intérieur des conducteurs ferromagnétiques
est inextricable dés que l'aimantation approche de la saturation.
La perméabilité du métal ne peut plus étre considérée comme
constante, et le calcul, méme approximatif, devient impossible.

Ayant eu a traiter un probléme de chauffage par induction de
barres d’acier en dessous du point de Curie, nous avons pu le
résoudre par I’emploi de la similitude, en faisant des essais expéri-
mentaux sur des courants a Ho périodes, et en les transposant aux
fréquences plus élevées qui étaient envisagées.

Nous étudierons le probléme pour un conducteur cylindrique de
révolution, et nous distinguerons deux cas :

Four & induction : le champ magnétique est paralléle aux généra-
trices du cylindre.

Résistance : le champ électrique est paralléle aux génératrices.
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. FOUR A INDUCTION

Rappel des résultats pour les conducleurs & perméabilité constante.

Nous commencgons par ¢étudier un cylindre de révolution: un
champ magnétique alternatif H de pulsation o est parallele & I'axe

du cylindre. Le champ électrique E est perpendiculaire a I'axe du
cylindre et tangentiel.

Les équations de Maxwell s’écrivent :

RE_E_ B
or r ot
oH
o = dmeE

en désignant par B l'induction magnétique (B —= pH, p. perméabi-
lité) et par y la conductibilité électrique du métal.
La puissance dépensée par effet Joule s’exprime par

W :f yE*dv

I'intégrale étant étendue au volume du conducteur considéré ; nous

considérerons dans ces lignes la puissance dépensée par unité de
longueur du conducteur.

Si l'on suppose donné le courant dans le circuit producteur du
champ magnétique, le champ magnétique a I'extérieur du conduc-
teur est imposé. Nous appellerons H son amplitude.

Les résultats s’'expriment & ['aide des fonctions de Bessel de

variable complexe et font intervenir la pénétration a du courant
alternatif dans le conducteur :

Ces résultats s’écrivent, en notation complexe, si nous désignons

par Rle rayon du cylindre.
Hep SV —irVa/a) .
IV —jRV2/a)

J (\/ —J "\/2/ a) elot,
h=t \/8“7 (V —JRVa2/a)

W= b g mja),

2 TT‘(
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. . . .., R
® étant une fonction croissante qui tend vers I'unité quand — croit
e tap . a
indéfiniment.

. . R r . s
Si w est variable, 1, v, constants, — el — varient comme Ry o
a 7

et r\/o; pour des barres cylindriques telles que Ry/w ait la méme
valeur, si H  reste constant, nous avons une similitude s’exprimant
comme suit : en des points homologues ( tels que —l’;—:Cle>, le
champ magnétique a la méme amplitude, le champ électrique est
proportionnel a Ve la puissance dépensée par unité de longueur
dans deux barres semblables est la méme.

Cas des conducteurs ferromagnétiques. Nous allons montrer
que cette similitude reste conservée dans les conducteurs ferroma-
gnétiques. Si nous plagons deux barres cylindriques de rayons R, et
R, dans des champs magnétiques de méme amplitude, de fréquence

f‘-et fo» telle que _

R/ =RV/,
la distribution des champs est semblable et la puissance dépensée par
effet Joule par unité de longueur est la méme.

Il est & remarquer que l'application de la similitude a des corps
ferromagnétiques exige I'égalité du champ magnétique en des points
homologues, afin de conserver les relations entre le champ et I'in-
duction, la perméabilité dépendant de la valeur du champ.

Reprenons les équations qui régissent le phénoméne :

2E E B

P + — T — —

or r ot

L
or

. . .. , - B
Si B garde la méme valeur, mais si la fréquence change %z est
proportionnel a la fréquence. Le premier membre de la premiére

équation est homogéne a o est donc proportionnel a la fré-
quence.

La deuxiéme équation montre que Er est homogene a H; st H
garde la méme valeur en deux points homologues, Er est indépen-
dant de la fréquence. Les deux résultats se traduisent par: .

E G, rvy=Cte
VS
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qui donnent les conditions de la similitude & champ magnétique
constant.

S1 nous passons & la puissance dépensée par unité de longueur,
elle est 'intégrale de yE’dv étenduc & la section de la barre avec une
hauteur unité.

Le champ électrique est proportionnel & la racine carrée de la
fréquence. Son carré est proportionnel a la fréquence ; la section de
la barre a une surface proportionnelle au carré du rayon qui est
inversement proportionnel a la racine carrée de la fréquence; la
surface est inversement proportionnelle d la fréquence, I'intégrale
est constante, la répartition du champ électrique étant semblable
dans les deux cas.

Une démonstration plus rigoureuse peut éire donnée par I'emploi
de variables réduites. Remarquons d’abord que H, B et E ne sont
plus en général des fonctions sinusoidales du temps ; les variations
de la perméabilité provoquent des distorsions. L’égalité d’amplitude
pour H doit étre remplacée par une similitude dans le temps des deux

fonctions. Soit T la période de ces fonctions <T -1 [ fréquence),
nous prendrons pour variable le temps réduit : J

a laquelle nous ajouterons le rayon réduit

s l\/]
afin de représenter par la méme valeur de o deux points homologues
dans deux barres semblables. Les fonctions
H(r, t), B(r,t), E(r, t), .....
deviennent des fonctions H,(o, 7), B,(p, t), Es(p, 7). L'égalité d’am-
plitude de H et de B pour des fonctions sinusoidale de fréquences f,
et f, doit étre remplacée par I'identité des formes réduites

H(p, ) =Hp(e, ) =H,(p. 7)
B (e ) =B, ) =B, (p, 7).

Les données par rapport au temps et au rayon vont s’exprimer en
fonction des variables réduites :

oH(r,8) _ oHy(p,7) do
or OP I \/f
oM (r, ¢ oM, (s,7) dr__ fa*Ho
ot ot dt 7 o
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avec des expressions analogues pour Bet F; les équations de Maxwell
vont s’écrire :
E>Ff E, f?_BA

op /\/J o

—V/ gzligg = byl

VI

ou en divisant la premitre équation par f, la deuxi¢me par \/f

1 bE 1 Ef >B
—_— + —_— 9
\/ Vf fe dT
AT R 4
0 VS
Posons owo—7xﬂ
les équations deviennent :
°E, E, 0B,
0p p T oT
o,
— % 4nvE,
o hryE,

_ équations dont les conditions aux limites sont données par la valeur
du champ magnétique & la surface du conducteur, valeur qui, en
variable réduite, est supposée rester identique a elle-méme. Les
solutions de ces équations sont des fonctions de ¢ et de t indépen-
dantes de la fréquence.

Le champ et I'induction magnétiques pour la fréquence f s’expri-
mant directement en fonction des variables réduites, leur valeur en
deux points homologues dans 1'espace est semblable dans le temps.

Pour le champ électrique,

Ef: \/on-
Sa grandeur est égale a la fonction réduite multipliée par la racine

carrée de la fréquence ; nous retrouvons le résultat que nous avons
obtenu précédemment.

Si nous passons a la puissance dépensée par unité de longueur,
elle s’écrit :

R 3 .
\ :fo <EX(r, t)dr,
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dont nous devons prendre la valeur moyenne en fonction du temps ;
les fonctions de la variable réduite = étant proportionnelles. leur
moyenne est dans le rapport des fonctions.

Appelons g la valeur du rayon réduit pour r—1R

=RV

0, @ la méme valeur pour des barres semblables.
En passant aux variables réduites, W s’écrit

— " 22‘1‘r—£~9-lﬁ
W f i

E
Ef:*g7
Vf
d’out W:feo“{Eﬁ ampdp,
0

valeur indépendante de la fréquence.

Nous étendons bien le résultat obtenu pour les corps & perméabi-
lité constante;

il y a similitude des effets pelliculaires pour deux barres de méme
matériau ferromagnétique si:

le champ magnétique a la surface a la méme valeur en fonction
du temps réduit, ‘

le champ électrique est proportionnel 4 la racine carrée de la fré-
quence,

la puissance dépensée par effet Joule par unité de longueur de la
barre a la méme valeur.

Lnergie dépensée par hystérésis : on peut encore remarquer que
I'énergie dépensée dans deux barres semblables par hystérésis reste
la méme. En effet, ’énergie dépensée par cycle par unité de volume
est une fonction de B maximum qui garde la méme valeur pour
deux points homologues; par unité de temps, cette énergie est donc
proportionnelle a la fréquence pour le méme volume; mais deux
volumes semblables sont dans le rapport du carré des rayons, soit
en rapport inverse de la fréquence. L’énergie dépensée pour deux
barres semblables par unité de longueur est donc la méme.

Conducteur cylindrique de section de forme quelconque : le résultat
peut se généraliser pour des barres cylindriques de seclions non
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circulaires, les équations de Maxwell s’écriventalors :

0Ee+ 15, 1 0B, 0B
or r rooh ot
1 OH
— — = hnvE,,
r 6 by
b Al
—_ -}I - [11:‘{1‘;3,
r

si 'on définit la position d’'un point de la section droit en coor-
données polaires r et 6, en désignant par E, et E, les composantes
au champ électrique selon le rayon vecteur et sa perpendiculaire (dans
le cas du cylindre de révolution E,— o).

Le raisonnement peut se faire comme précédemment, et les
conclusions restent valables.

RESISTANCE D’UN CONDUCTEUR FERROMAGNETIQUE
EN COURANT ALTERNATIF

Nous appellerons résistance en courant alternatif du conducteur
le rapport
W

a::F,
e

R

de la puissance dépensée par eftet Joule & la valeur moyenne du
carré de I'intensité :

Dans un milieu de perméabilité constante, le probléme est bien
résolu; la résistance du rapport iR /a du rayon de la barre R & la péné-
tration a.

Dans un milieu ferromagnétique avec des courants relativement
intenses, la pénétration n’est plus définie, la perméabilité p. étant
trés loin d’étre constante.

Les équations de Maxwell s’écrivent dans ce cas pour une barre
de révolution

0
oH H_ g
or r
°E_ OB
o - F[_’

le vecteur E étant maintenant longitudinal, le vecteur H tangentiel.
Pour pouvoir appliquer des conditions de similitude, 1l faut,
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comme dans le cas précédent, garder la constance de Il pour points

. . . oB
homologues, afin de ne pas modifier la relation entre H et B VAL
donc étre proportionnel & la fréquence. t

™

"\ . . ., oB
La deuxiéme équation montre encore que —, homogene a Y est
r

proportionnel & la fréquence ; la premiére montre que Er homogéne
A H est constant. Nous retrouvons les mémes conditions de simili-
tudes que précédemment :

I’\/f: cte, —E—_: cte.
V/f
L’intensité I passant dans le conducteur est liée au champ H & la
surface par
_ 2R
=7

L’intensité est inversement proportionnelle a la racine carrée de la
fréquence

I

I\/f:cte.

La puissance dépensée par effet Joule, par unité de longueur est
la méme dans deux barres homologues ; la puissance s’écrit :
8 P

W— f B,

et le raisonnement que nous avons fait dans le cas précédent subsiste :
E? est proportionnel & f, v inversement proportionnel, le produit est
constant.

I* étant inversement proportionnel a f, W étant constant, la résis-
tance en courant alternalif est proportionnelle a la fréquence.

La similitude exige donc les conditions suivantes :

Rayon de la barre inversement proportionnel & la racine carrée de
la fréquence : R\/f: cte.

Intensité inversement proportionnelle & la racine carrée de la fré-

quence : I\/j’: cte.

(Notons que I'intensité est proportionnelle au rayon.)
. . , R
La résistance est proportionnelle a la fréquence : —+ — cte.

La puissance dépensée par effet Joule est constante : W —=cte.
Le résultat pourrait étre démontré de fagon rigoureuse comme
dans le cas précédent, par l’emploi de variables réduites.
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Applications.

Ce résultat permet par exemple de prévoir la puissance de cou-
rants de Foucault & 5000 périodes dans des barres de 1 centimétre
de diamétre, en opérant & 5o périodes sur des barres de 10 centi-
meétres de diamétre.

Dans la réalisation expérimentale, il faut veiller naturellement a
I'influence des bouts ; les barres ne sont pas indéfiniment longues.

Cette méthode a été employée a I'Institut Polytechnique de Gre-
noble en 1940, pour déterminer les conditions de chauflage de fil
d’acier de 5 & 7 millimétres de diamétre par courants de Foucault
de 3000 a 5000 périodes. Les résultals ont été satisfaisants.

L’application généralisée a é16 employée par un de nos chercheurs,
M. Grossmann, pourl'étude détaillée des courants de Foucault. Cette
étude doit faire I'objet d’unc these d’ingénieur-docteur qui a été
interrompue par la participation aclive de son auteur a la Résistance
francaise, et son retour dans son pays d'origine. Nous espérons
cependant qu’elle sera soutenue un jour.

Pour la résistance, le résultat est moins intéressant, car la résis-
tance d'un conducteur varie beaucoup moins que la puissance
dépensée par les courants de Foucault. Les corps ferromagnétiques
sont rarement employés comme conducteurs et les essals expérimen-
taux sont plus commodes.

Il est & signaler que larésistance en courant alternatif d'un conduc-
teur ferro-magnétique, de diameélre assez grand, diminue quand il
cesse d’étre magnétique. On peut en déduire un dispositif de régu-
lateur de la température par une alimentation a intensité constante.
L’effet est toutefois moins grand que pour le chauffage & induction
ou la puissance peutl devenir infiniment petite, tandis que la résis-
tance ne descend pas au-dessous de la valeur en courant continu.

IMPRIME PAR L'IMPRIMERIE DURAND, A CHARTRES (EURE-ET-LOIR) FRANGE (8-1946).
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