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RESTRICTION DE REPRESENTATIONS
ET PROJECTIONS D’ORBITES COADJOINTES
[d’aprés Belkale, Kumar et Ressayre]

par Michel BRION

1. LE PROBLEME DE LA RESTRICTION POUR LES GROUPES
DE LIE COMPACTS CONNEXES

1.1. Introduction

Soient K un groupe de Lie compact connexe et L un sous-groupe fermé connexe. Le
probléme considéré dans cet exposé est de déterminer les représentations irréductibles
(continues, complezes) de L qui apparaissent dans la restriction d’une représentation
irréductible de K.

En théorie, ce probléme a une solution compléte : rappelons que les représentations
irréductibles de K sont paramétrées par les poids dominants. Notons A;r{ I’ensemble
de ces poids, et Vix(A) le K-module simple de plus haut poids A € A};. Définissons
de méme AJLr et Vi(u); on a alors un isomorphisme de L-modules

Resg Vie(N) = €D m(u, ) Vi ()
uGAt

ou les multiplicités m(u, A) sont des entiers naturels uniquement déterminés. En no-
tant xx (A) le caractére de Vi (A) et xr(u) celui de Vi (i), on obtient

m(, A) = dim Hom® (Vp (1), ResK Vie()) = /L ) (V) Xz (@) dl

ot dl désigne la mesure de Haar de L, normalisée de sorte que | 1 dl = 1. Gréace aux
formules des caractéres et d’intégration de Weyl, on peut donc exprimer la fonction
(1, A) — m(u, A) en termes de données combinatoires associées & K et L. Cependant,
la formule ainsi obtenue ([14, Lem. 3.1]) ne permet que rarement de caractériser les
couples (A, u) tels que m(p, A) # 0, comme l'illustrent les exemples suivants.
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2 M. BRION

Ezemple 1.1. — Prenons pour L un tore maximal T de K. Soit A le groupe des
caractéres de T'; alors At := A} est l'intersection du groupe des poids A = A; et de
la chambre positive C' dans I’espace vectoriel réel Ag := A ®z R. De plus, m(u, A) est
la multiplicité du poids u dans Vi (A) =: V(A).

La formule des caractéres de Weyl se réécrit sous la forme

m(p,X) = Y e(w) Pw(A +p) — (1+ p))
weW
ou on note W le groupe de Weyl, ¢ : W — {+1} le déterminant (pour la représentation
de W dans AR), p la demi-somme des racines positives, et B la fonction de partitions
en racines positives ([9, Ch. VIII, §9, Prop. 1]). Ceci exprime m(u,\) comme une
somme alternée d’entiers positifs, en général trés grands.

Cependant, ’ensemble des poids de V' (\) admet une description directe trés simple :
c’est Pintersection du translaté A+Apg ou Ag désigne le sous-groupe de A engendré par
les racines, et de I’enveloppe convexe Conv(W ) de 'orbite de A par W ([9, Ch. VIII,
§7, Prop. 5 et Exer. 1]).

Lorsque K est semi-simple, le polytope Conv(W ) est formé des p € Ag qui sont
solutions du systéme d’inéquations linéaires

(myww;)) = (A\w)) <0 (i=1,...,7, we W/W;)

ol wy, ..., w, désignent les poids fondamentaux, W; le groupe d’isotropie de w; dans
W, et (—, —) la forme bilinéaire symétrique sur Ag provenant de la forme de Killing.
Si de plus la représentation de K dans V'(\) a un noyau fini, ces inéquations forment
un systéme minimal : elles sont deux & deux non équivalentes, et chacune définit une
face de codimension 1 de Conv(W ).

Ezemple 1.2. — Considérons l'inclusion diagonale de K dans K x K. Avec les no-
tations de ’exemple précédent, les K x K-modules simples ne sont autres que les
produits tensoriels V(A\) ® V(u) oit A\, u € At. Les multiplicités m(v, A, u) sont classi-
quement notées c , et appelées coefficients de Littlewood-Richardson; on a donc un
isomorphisme de K-modules
vy eV = P K.V
veAt
On déduit de la formule des caractéres de Weyl I'identité
Ku= D, W) PO +p)+w'(n+p) = (v+20))
(w,w')EW XW

([9, Ch. VIII, §9, Prop. 2]) ou le membre de droite est encore une somme alternée
d’entiers positifs. Par ailleurs, les ¢ , se déterminent de fagon combinatoire, par la
régle de Littlewood-Richardson lorsque K est le groupe unitaire U, (|27, 1.9]), et par
le « modéle des chemins » pour K arbitraire ([26]).
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(1048) RESTRICTION DE REPRESENTATIONS 3

En notant v* le plus haut poids du G-module simple dual V' (v)*, on obtient
e, =dim(V(A) ® V(1) ® V(v))°.
En particulier, CK:‘“ est symétrique en A, u et v. Posons
LR(K) = {(\ ,v) € (A%)? | &), # 0},

On verra en 2.1 que LR(K) est un sous-monoide de type fini de (A*)3, et en 2.2 que le
sous-groupe de A® engendré par LR(K) est formé des (), i, V) tels que A+ u+v € Ag.

Lorsque K = U,, on pose LR(K) := LR, ; on identifie les poids dominants aux
suites décroissantes (A; > --- > \,) formées d’entiers relatifs. Une description ré-
cursive de LR,, est obtenue par la combinaison de travaux de Klyachko ([21]) et de
Knutson et Tao ([23]) : (A, ¢, ) € LR, si et seulement si on a ’égalité

n n n
Z/\i+2ﬂj +2Vk =0
=1 j=1 k=1

et les inégalités

ZAa'FZ/‘Lb"'ZVcSO

a€A beB ceC
pour tous les sous-ensembles A, B,C de {1,...,n} qui ont le méme nombre r d’élé-
ments (our =1,...,n — 1) et qui satisfont

(A(A4), A(B), A(C) = (n—r)") € LR,

ot MA) = (n-r+1-ay,...,n—a,) lorsque A = (a3 < -+ < a,), et o
on pose (n —7r)" := (n —r,...,n — r). Knutson, Tao et Woodward ont montré
que les inéquations pour lesquelles cg\c(;‘_)rl’\'('éc)‘_l) =1 forment un systéme minimal

([24, Sec. 6]).

Pour un groupe K arbitraire, le « monoide de Littlewood-Richardson » LR(K) est
en général inconnu. Mais le cone qu’il engendre est convexe, polyédral et rationnel, et
on sait le décrire par des inéquations ; le résultat le plus fin est di 4 Belkale et Kumar
([4]) aprés de nombreux travaux antérieurs. La mystérieuse condition sur les triplets
d’indices (A, B, C) s’interpréte et se généralise en termes de calcul de Schubert.

Plus généralement, le monoide associé de fagon analogue au probléme de la restric-
tion est de type fini; les inéquations minimales du céne qu’il engendre ont été obtenues
par Ressayre dans l’article [32]. Aprés quelques préliminaires de théorie géométrique
des invariants, on exposera une partie de cet article, pour aboutir a la description du
« cone de la restriction » (théoréme 4.9) et, en particulier, du « cone de Littlewood-
Richardson » (théorémes 4.10 et 4.11). On terminera par une bréve présentation des
résultats de [4], ainsi que de travaux ultérieurs et de questions ouvertes.
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4 M. BRION

1.2. Projection d’orbites coadjointes

Un lien entre restriction de représentations et projection d’orbites coadjointes a été
découvert par Heckman ([14]), puis généralisé par Guillemin et Sternberg ([13]) dans
le cadre de la géométrie hamiltonienne. Pour présenter ce lien, introduisons quelques
notations.

Le groupe K opére dans son algébre de Lie £ par la représentation adjointe; on
note £* ’espace de la représentation duale, appelée coadjointe. On définit de méme [
et I*. L’inclusion de [ dans ¢ se transpose en la projection

p: € -

qui est équivariante relativement & L. Soient Tx un tore maximal de K, et tx son
algébre de Lie; alors le groupe Ag des caractéres de T s’identifie & un réseau de
Pespace vectoriel réel t},, et ce dernier, au sous-espace de £* formé des points fixes de
T. On identifie ainsi la chambre Cx C t} & un domaine fondamental pour I’action de
K dans £*; on a de méme la chambre Cr C t; C [*.

THEOREME 1.3. — Soient A € Ck et ©) = K\ son orbite dans t*. La projection p(0)
rencontre C, suivant un polytope convezxe, rationnel si A l’est. Sous cette hypothése, les
points rationnels de ce polytope ne sont autres que les u € Cr, tels qu’il existe un entier
n > 1 qui satisfait auz conditions suivantes : nA € AL, nu € AT et m(npu,nA) # 0.

Preuve (esquisse). — La variété différentielle compacte @) est munie d’une structure
symplectique invariante par K, pour laquelle I'inclusion dans £* est ’application mo-
ment ; la projection p : & — [* est donc ’application moment pour l’action de L. La
premiére assertion résulte alors d’un théoréme général de convexité ([19, Th. 2.1]).
Les autres assertions seront démontrées a la suite du lemme 3.1.

Ezemple 1.1 (suite) — Pour la projection p : € — t*, le théoréme 1.3 entraine que
I’image de l'orbite K\ est I’enveloppe convexe des wA olt w € W. Ce résultat est da
a Kostant ([25, Th. 4.1]) par une méthode différente.

Lorsque K = U, le K-module ¢* s’identifie & '’espace H,, des matrices hermitiennes
de taille n, dans lequel U,, opére par conjugaison ; la chambre C est ’ensemble des ma-
trices diagonales & coefficients réels décroissants, c’est-a-dire des spectres (ordonnés)
des matrices hermitiennes. Les orbites coadjointes sont formées des matrices hermi-
tiennes ayant un spectre donné, et la projection p associe & chaque matrice la suite
de ses coefficients diagonaux. On retrouve ainsi un résultat de Schur et Horn : les
suites des coefficients diagonaux des conjugués d’une matrice hermitienne A forment
un polytope conveze dont les sommets sont le spectre de A et ses images par les per-
mutations.
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(1048) RESTRICTION DE REPRESENTATIONS 5

Ezemple 1.2 (suite) — La projection £* x ¢ — &* est donnée par la somme; ainsi,
la somme de deux orbites coadjointes rencontre chaque chambre suivant un polytope
convexe. Lorsque K = U, on obtient que les spectres des sommes de deux matrices
hermitiennes ayant des spectres donnés forment un polytope conveze. La description
de ce polytope en termes d’inéquations linéaires fait 'objet d’une conjecture de Horn
([15]), résolue par Klyachko et Knutson-Tao. Comme précédemment, on peut la re-
formuler sous une forme symeétrique : les spectres de trois matrices hermitiennes de
taille n et de somme nulle ne sont autres que les solutions réelles du systéme récursif
d’inéquations de l’exemple 1.2.

2. MONOIDE, CONE ET GROUPE DE LA RESTRICTION

2.1. Un résultat de finitude

Soit K€ le complexifié de K ; c’est un groupe algébrique complexe, réductif et
connexe. Toute représentation (continue, complexe, de dimension finie) de K s’étend
en une unique représentation (rationnelle, de dimension finie) de K ; ainsi, K et K©
ont les mémes représentations irréductibles. On peut donc reformuler le probléme de
la restriction en termes des groupes réductifs connexes LE ¢ K ; on va appliquer des
méthodes classiques de théorie des invariants pour obtenir un résultat qualitatif de
finitude.

Il s’avérera commode de noter G le « petit » groupe LT, et G le « grand » groupe
KC. Choisissons un sous-groupe de Borel B de G, puis un sous-groupe de Borel B
de G qui contient B, si bien que B = BN G. Soient T un tore maximal de B, et T
un tore maximal de B qui contient T'; alors T' = TNG.OnaB=TUet B=TU
ou U (resp. /U\) désigne la partie unipotente de B (resp. §), de plus, U = UNnG.
Soient A = X*(T) le groupe des caractéres de T' (qu’on notera additivement), W
le groupe de Weyl, et R le systéme des racines de (G, T); soient aussi R le sous-
ensemble de racines positives formé des racines de (B, T'), et At ’ensemble des poids
dominants associé & R*. On a AT = AN C ou C désigne la chambre de Ag associée
a4 RT. Rappelons que C est un coéne convexe polyédral, rationnel relativement au
réseau A. De plus, AT est un sous-monoide de type fini de A ; autrement dit, il existe
Vi,...,Vm € AT tels que

AT ={nvi + -+ ;| n1,...,nm € N}

Lorsque G est semi-simple et simplement connexe, on peut prendre pour vq,..., Uy,
les poids fondamentaux.

~

Définissons de méme A, W, At et C'; posons

A (G,G) = {(v,D) € AT x At | m(v, D) # 0}.
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6 M. BRION

THEOREME 2.1. — A*(G,G) est un sous-monoide de type fini de A* x A+.

Preuve. — Observons que m(v, V) est la dimension du sous-espace vectoriel Va(ﬁ)f{
de V(V), formé des invariants de U qui sont vecteurs propres de T' de poids v. On va

interpreter ce sous-espace en termes de ’algébre des fonctions réguliéres sur 6 notée
(C[G] Cette algébre est un G x G-module pour Paction induite par celle de G x G sur
G par multiplication & gauche et & droite, et on a un isomorphisme de G x G-modules

ClGl = @ V5(0) @ Va(0)*.
DeA+

Soient B~ le sous-groupe de Borel de G tel que B-nB = ’f, et U™ sa partie
unipotente ; alors B~ = TU ™, et le T-module (Va(’u\)*)U- est une droite de poids —7.

Puisqu’on a un isomorphisme de T' x T-modules
@Y = P va@) @ (Va7
DEA+

on obtient (avec des notations évidentes)
m(v, V) = dim Va(ﬁ),(,] = dim C[@]gig—

Comme C[C?]Uxﬁ‘ est une sous-algébre de ’algébre intégre (C[a], il en résulte que
A* (G, G) est un sous-monoide de A+ x A*. Pour montrer que ce monoide est de type
fini, il suffit de vérifier que Palgébre C[G’]Uxa_ est de type fini. Mais c’est le cas pour
I’algébre

B = @ v;0)

TeA+

(En effet, cette décomposition est une graduation, qui correspond a laction de T.

Choisissons des générateurs vy, ..., V,, du monoide At ; alors on vérifie aussitot que
les G-modules simples V(71),..., V5(Vm) engendrent l'algébre C[G]Y"). De méme,

I’algébre C[G]Y est de type fini. D’aprés un théoréme de Hilbert et Nagata, ’algébre
des invariants ((C[G]U ® (C[G]U )€ est aussi de type fini, oi G opére diagonalement
dans C[G]Y ® (C[G]U On conclut grace & l'isomorphisme d’algébres

(CIG)Y ® C[GIT)C = [P0

donné par Z, P @Y Z, vi(e) i, 1’1somorphlsme réciproque provenant de la « co-
action » C[G) — C[G] ® C[G] = C[G x &), f + ((9,5) — (97))-
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(1048) RESTRICTION DE REPRESENTATIONS 7

2.2. Le groupe de la restriction

DEFINITION 2.2. — Avec les notations de 2.1, on dit que AT (G, 6) est le monoide
de la restriction; on définit aussi le groupe de la restriction A(G, 6) comme le
sous-groupe de A X A engendré par AT (G, 5), et de méme le cone de la restriction
C(G,G)cCxC.

D’aprés le théoréme 2.1, le cone C(G, 6) est convexe, polyédral et rationnel; on
peut donc le décrire par un systéme d’inéquations linéaires, rationnelles et en nombre
fini. Lorsque C(G, 6) est d’intérieur non vide dans Ag X KR, un tel systéme est unique
(3 multiplication prés de chaque inéquation par un rationnel strictement positif) s’il
est minimal.

On a visiblement
A*(G,G) c A(G,G)nC(G,G)
et on dit que AT (G, 6) f,\st saturé lorsque cette inclusion est une égalité; en d’autres
termes, si (v,V) € A(G,G) et m(nv,nV) # 0 pour un entier n > 1, alors m(v, V) # 0.
Le groupe A(G, 6) est décrit par le résultat suivant did & Ressayre (non publié) :

PROPOSITION 2.3. — Soit H := ﬂ§e6 9Gg~ ! le plus grand sous-groupe distingué

de G contenu dans G. Alors

AG,G) = {(v,9) € Ax K | v(t) = D(t) pour toutt € TN H}.

Preuyve. — 1l suffit de montrer que
{(t,)) e T x T | v(t) = (%) pour tout (v,0) € A(G,G)} = {(t,t) | t € TN H}.

Soit I le groupe de gauche d’aprés la preuve du théoréme 2.1, c’est aussi le noyau
de l'action de T x T dans l'algébre (C[G]UXU C’est donc aussi le noyau de I’action
de T x T dans le corps des fractions de cette algébre, qui n’est autre que le corps des
invariants (C(G)UXU ou C(G) désigne le corps des fonctlons rationnelles sur G. Mais
d’apreés la decompos1t10n de Bruhat, I’application UxTxU -G (donnée par le
produit dans G) est une immersion ouverte, d’ou des isomorphismes de corps

C(@)V*T = (U x )Y = c@/v x ).

Par suite, I est le noyau de ’action induite de T' x T dans ﬁ/ U x T, donnée par
(t,1) - (U, %) = (tat~'U,tzt ). On a donc I = {(t,t) | t € J} ou J désigne le noyau
de l'action de T dans U /U provenant de l'action dans U par conjugaison.

Le point de base de ’espace homogéne ﬁ/ U est fixé par 'action de T', et ’espace
tangent en ce point est le quotient des algébres de Lie, ii/u. D’aprés le lemme 2.4
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ci-aprés, J est le noyau de l’action de T’ dans u/u, et donc dans le quotient analogue
9/g en raison de I’isomorphisme de T-modules

/9= @/v) @ (/1) @ (@/u)".

En appliquant une nouvelle fois le lemme 2.4, on voit que J est le noyau de ’action de T
dans G/G provenant de son action dans G par conjugaison, c’est-a-dire, J =T N H.

LEMME 2.4. — Soit X une variété algébrique dans laquelle opére un groupe réductif
G avec un point fize x. Alors les actions de G dans X et dans l’espace tangent de
Zariski T, X ont le méme noyau.

Preuve. — 11 suffit de montrer que si ¢ € G fixe T, X (point par point), alors il
fixe 'anneau local @x . Notons m, lidéal maximal de cet anneau; alors g fixe
m,/m2 = (T, X)*, donc aussi chaque puissance symétrique S™(m,/m2) et chaque quo-
tient m?/m7*!. Comme Ox ,/m?*! est un G-module rationnel de dimension finie, et
donc semi-simple, il est aussi fixé par g. On conclut grace au fait que (,,5; my = {0}.

On déduit aussit6ét de la proposition 2.3 le résultat suivant, ou Z désigne le centre
de G (sibienque ZCTet ZNGCTNH):

COROLLAIRE 2.5. — On a linclusion
AG,G) Cc {(r,0) e Ax A | v(t) = D(t) pour tout t € ZN G},
avec ’égalité si tout sous-groupe distingué de G contenu dans G est contenu dans Z.
Voici une autre conséquence immédiate de la proposition 2.3 :

COROLLAIRE 2.6. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) A(G,G) est d’indice fini dans A x A.

(ii) C(G, @) est d’intérieur non vide dans A x Ag.

(iii) G ne contient aucun sous-groupe distingué fermé conneze non trivial de G.
(iv) g ne contient aucun idéal non nul de §.

.

Pour un couple (G, G) arbitraire, on se raméne facilement & une situation ou ce
dernier corollaire s’applique : en effet, quitte & remplacer G par un revétement fini,
et G par la composante neutre de son image réciproque dans ce revétement, on peut
supposer que G = HO x G et G = H® x Gy, ot H® désigne la composante neutre du
groupe H défini & la proposition 2.3; alors A*(G, 5) s’identifie & AT (G, 51), et Gy
ne contient aucun sous-groupe distingué fermé connexe non trivial de 51.

Ezemple 1.1 (suite) — Le corollaire 2.5 s’applique, et on retrouve ainsi le fait que le
groupe A(T, G) est formé des couples (1, A) de A tels que p— X € Ag. On a vu que le
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(1048) RESTRICTION DE REPRESENTATIONS 9

cone C(T,G) est engendré par les (wA,A) ot w € W et A € AT ; de plus, le monoide
AT (T, G) est saturé (mais en général, on ne sait pas en construire des générateurs).

Ezemple 1.2 (suite) — Le corollaire 2.5 s’applique aussi, et montre que le groupe
engendré par LR(G) est formé des triplets (A, p,v) de A tels que A+ p+ v € Ag.
Le rang de ce groupe abélien libre est donc 3r — z, ou r désigne le rang de G, et z
la dimension de son centre. On a vu que le monoide LR(GL,) = LR, est saturé; la
situation est beaucoup plus compliquée pour un groupe G arbitraire, et on essaiera
de faire le point sur le « probléme de saturation » en 5.3.

3. THEORIE GEOMETRIQUE DES INVARIANTS

3.1. Le théoréme de Borel-Weil

On va traduire le probléme de la restriction en termes géométriques, a ’aide du
classique théoréme de Borel-Weil dont on rappelle ’énoncé.

Avec les notations de 2.1, on considére chaque caractére v de T comme un caractére
de B, et on note £(v) le fibré en droites homogéne sur la variété des drapeaux G/B
associé a la représentation de B dans C de poids —v. L’espace des sections globales
H°(G/B, £(v)) est alors un G-module rationnel, et on a
si v est dominant,

HO(G/B, f(y)) o~ {(‘)/G(V)*

sinon.

Considérons la variété des drapeaux de G x 6,
X =X(G,C):=G/BxG/B
et, pour tout (v,7) € A x K, le fibré en droites homogéne sur X
Ly, D) := Lv)R £(V)

avec des notations évidentes. Lorsque v et U sont dominants, le théoréme de Borel-Weil
donne un isomorphisme de G x G-modules

H(X, £(v,?)) = Vo(v)* ® V5(@)*".
En notant 7* le plus haut poids du G-module simple V5(v)* (si bien que V" = —wo¥
ou Wp désigne 'unique élément de plus grande longueur de W), on a donc
m(v,7*) = dim Hom® (Vg (v), Resg V5([)*) = dim H°(X, £(v,D))C.
On en déduit aussitot le

LEMME 3.1. — Soit (v,9) € AT x A*. Alors (v,9*) € C(G,G) si et seulement sl
existe un entier n > 1 tel que H(X, £(v,0)®™)C # 0.
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10 M. BRION

Cette observation permet de compléter la preuve du théoréme 1.3 : par construc-
tion, on a des sous-groupes compacts maximaux K de G et K de 5, tels que K C K ,
et donc une projection p ;¥ - . En outre, C s’identifie 4 une chambre de K, et
de méme C a une chambre de K. Avec ces notations, il suffit de montrer que, pour
tout point rationnel U de 6, le polytope conveze p(? V)N C est lintersection du cone
C(G, 6) et de l’espace affine Ag x {U}.

On peut supposer que 7 € A+. L'orbite coadjointe © := K s'identifie alors &
I'unique orbite fermée de G dans l'espace projectif P(V;(V)) des droites de V(¥) :
c’est Porbite de la droite de plus haut poids . Ainsi, ©) est une variété algébrique
complexe, prOJectlve et lisse; de plus, I’application moment issue de ce plongement
projectif et K—equlvarlant est Dinclusion de © dans ¥*. Par suite, p : 0 - £ est

Papplication moment pour le plongement K-équivariant de € dans ]P’(ResG Va(u)).
L’assertion est donc conséquence du lemme 3.1 et d’un résultat de Mumford ([30,

App. (A1))).

3.2. Le critére de Hilbert-Mumford

Le lemme 3.1 permettra d’obtenir des inéquations linéaires qui définissent le cone
C(G, 6), grace au critére de Hilbert-Mumford ([29, Ch. 2]). Pour rappeler I’énoncé
de ce critére et ’adapter 4 nos besoins, on se place dans une situation un peu plus
générale.

Considérons une variété algébrique complexe compléte X dans laquelle opére le
groupe réductif connexe G; soit £ un fibré en droites sur X. On suppose que ¥ est
G-linéarisé, c’est-a-dire qu’on se donne une action de G dans £ qui reléve laction
dans X et qui est linéaire dans les fibres.

DEFINITION 3.2. — On dit qu’un point x € X est semi-stable relativement a £ sl
existe un entier n > 1 et une section 0 € HO(X, £®") tels que z € X, (I'ouvert de X
ot o ne s’annule pas).

Ceci différe de la définition originale de Mumford ([29, Def. 1.7]), qui demande de
plus que 'ouvert X, soit affine; cependant, les deux définitions coincident lorsque £
est ample.

On note X**(¥) I'’ensemble des points semi-stables de X ; c’est un ouvert de X,

stable par G et inchangé lorsqu’on remplace ¥ par une puissance strictement posi-
tive £®".

DEFINITION 3.3. — On dit que ¥ est G-effectif si X*(¥£) est non vide; autrement
dit, s’il existe un entier n > 1 tel que HO(X, £*™)C # 0.
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Rappelons par ailleurs qu’un sous-groupe d un parameétre de G est un homomor-
phisme de groupes algébriques A : C* — G. L’ensemble des sous-groupes & un para-
métre de G, noté X,.(G), est muni d’opérations de puissance n-iéme (n € Z) qu’on
note A — n\. Lorsque G = T est un tore, X, (T) est un groupe abélien pour la mul-
tiplication ; c’est le dual du groupe des poids, A. Dans le cas général, G opére dans
X.(G) par conjugaison, et un domaine fondamental pour cette action est formé des
sous-groupes & un paramétre de 7' qui sont dominants (relativement a R*).

Etant donnés A € X,(G) et z € X, le morphisme C* — X, t — A(t)z s’étend en
un morphisme ¢ : C — X (car X est compléte). Notons y = lim;—,o A(¢)z 'image de
0 par @; c’est un point fixe de C* opérant dans X par A\. Comme ¥ est G-linéarisé,
il en résulte que C* opére linéairement dans la fibre £, ; le poids de cette action
est un entier relatif, noté —uZ(x,\). (Ce choix de signe s’explique par ’exemple ou
X =P(V) pour un G-module rationnel V, et £ = @p(y)(1) muni de sa linéarisation
naturelle : si = est I'image de v € V, alors uZ(x,\) est l'ordre en 0 de la fonction
rationnelle ¢t — A(t)v.)

On énonce quelques propriétés immédiates de p? (z,A) :

(i) uf(gz,grg™") = uf(z,\) pour tout g € G.

(ii) wZ(x,n\) = nu?(z,)\) pour tout n € Z.

(iii) pf®%2(z,\) = p?(z,)\) + pf?(x,)\) pour tous fibrés en droites G-linéarisés
21, fz-

En notant Pic®(X) le groupe des classes d’isomorphisme de ces fibrés (relative-
ment au produit tensoriel), on voit donc que I’application £ — pZ(z,\) définit un
homomorphisme de groupes

pt(z,\) : Pic%(X) — Z.
(iv) Si X’ est une G-variété compléte et f : X — X' un morphisme équivariant, alors
pd ™€) (z, A) = p? (f(z), \) pour tout ¥ € Pic®(X").
On aura besoin également de l'interprétation suivante du signe de u?(z,\) en
termes de « limites » dans le fibré £ (ou on identifie X a la section nulle) :

LEMME 3.4. — Soientx € X et & € £, \ {z}. Alors

<0 & lim o A(t)Z =y,
pE(z,A) ¢ = 0 & lime_o At)E € £, \ { v},
> 0 < lim;_o A(t)Z n’existe pas dans £.
Preuyve. — Le morphisme ¢ : C — X est équivariant pour I'action de C* dans C par
multiplication, et pour son action dans X par A. De plus, le fibré en droites p*(£)

est C*-linéarisé ; on vérifie que c’est le fibré trivial C2 — C dans lequel C* opére par
t-(z,w) = (tz,t"H#w). L’énoncé en résulte aussitot.
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12 M. BRION

On obtient & présent une version du critére de Hilbert-Mumford pour les fibrés en
droites semi-amples (c’est-a-dire, dont une puissance strictement positive est engen-
drée par ses sections globales) :

PROPOSITION 3.5. — Soient £ un fibré en droites G-linéarisé sur une G-variété com-
plete X, et x un point de X.

(i) Siz € X*(£), alors uZ(z,\) < 0 pour tout X € X.(G).

(i) Siz € X%3(£) et A € X.(G), alors on a : u%(z,\) = 0 & lim;_g A(t)z € X*=(¥L).
(iil) Si £ est semi-ample et uZ(z,\) < 0 pour tout A € X.(G), alors xz € X*(£).

Preuve. — (i) Soit ¢ € H(X, £®™)C telle que = € X,. Considérons ¢ comme une
fonction réguliére sur le fibré dual £7", et choisissons Z € £, "\ {z}. Alors o'(Z) # 0,
donc par invariance de o, on ne peut pas avoir limy_,o A(t)Z = y dans £~ '. D’aprés
le lemme 3.4, on a ufﬂl(x, A) > 0 pour tout A € X, (G), d’ou P'assertion.

(i) Avec les notations précédentes, supposons que pZ(z, A) = 0. Toujours d’aprés le
lemme 3.4, on a § := lim;_,o A(t)Z € £,\{y}. Par suite, 0(Z) = 0(§), d’ou y € X*3(¥).

Réciproquement, si y € X*(¥£), alors il existe o € H°(X, £°™) tel que o(§) # 0
pour tout § € f;l \ {0}. Mais o(g) = oc(A(t)F) = t_"“t(z’)‘)a(gj), d’otr pf(z,\) = 0.

(iii) Lorsque ¥ est ample, 'assertion est due & Mumford (|29, Th. 2.1]). Le cas
ou ¥ est semi-ample s’y raméne : en effet, quitte & remplacer £ par une puissance
strictement positive, on peut le supposer engendré par ses sections globales. Puisque
# est G-linéarisé, I'espace vectoriel V := HO(X, #) est un G-module rationnel, et
lapplication canonique F : X — P(V*) est équivariante; on a un isomorphisme de
fibrés G-linéarisés £ = F*(Op(y+)(1)). La factorisation de Stein de F' fournit alors une
G-variété projective X', un morphisme équivariant f : X .— X’ tel que f«(Ox) = Ox-
et un fibré en droites ample et G-linéarisé ¥ sur X’ tel que ¥ = f*(#'). De plus,
pL(z,\) = u? (f(z),\), et on a des isomorphismes HO(X, £®") =~ HO(X', £'®™)
équivariants et compatibles aux évaluations en z et f(x).

3.3. Une caractérisation des fibrés G-effectifs

On suppose désormais que X est lisse et projective ; on va obtenir des inéquations
linéaires qui caractérisent les fibrés en droites G-effectifs, en suivant [32, Sec. 3.

Etant donné A € X,(G), on note X* le lieu de ses points fixes; c’est une sous-
variété lisse et fermée de X, en général réductible, et stable par le centralisateur G*
(le sous-groupe des points fixes de A opérant par conjugaison dans G). Puisque ce
sous-groupe est connexe, il stabilise chaque composante connexe Y de X*. De plus,
la fonction & — pf(x, ) est localement constante sur X ; on note u? (Y, \) sa valeur
sur Y. C’est aussi sa valeur sur I’ensemble

Yt:={zeX| tlin(l) At)z €Y}
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D’aprés un résultat de Bialynicki-Birula ([8, Th. 4.3]), Y+ est une sous-variété loca-
lement fermée, lisse, de X, et 'application « limite »

7: Yt Y, z— }in%)\(t)z

est une fibration localement triviale pour la topologie de Zariski, dont les fibres sont
des espaces affines; de plus, ’action de C* par A dans chaque fibre est linéarisable.
(On ne sait pas si 7 est un fibré vectoriel.)

On peut maintenant énoncer ’observation clé suivante :

LEMME 3.6. — On suppose que GY T est dense dans X et que £ est G-effectif. Alors
pf(Y,)) <0, et uZ(Y,A) = 0 si et seulement si X*°(£) rencontre Y.

Preuve. — Les hypothéses entrainent que X®(¥) rencontre Y+ ; les assertions ré-
sultent alors de la proposition 3.5 (i) et (ii).

Posons
P=P):={geCG| }in(l) A(t)gA(t)~! existe}.
D’aprés |29, Prop. 2.6], P est un sous-groupe parabolique de G, et on a la décompo-
sition de Levi

P=R,(P)L ou Ru(P)={g€G|tlir%)\(t)g)\(t)'lzl} et L=G

(Réciproquement, toute décomposition de Levi d’un sous-groupe parabolique s’obtient
a partir d’un sous-groupe a un paramétre.) Observons que A € X, (T') si et seulement
si L contient T ; sous cette hypothése, A est dominant si et seulement si P contient
B. Par ailleurs, p?(gz,\) = u%(z,\) pour tout g € P ([29, Prop. 2.7]).

On vérifie aussitot que YT est stable par P; de plus, 7 est invariante par R, (P) et
équivariante pour L. Puisque le morphisme quotient G — G/P est un fibré principal
localement trivial pour la topologie de Zariski, on peut former le fibré associé GxFY*.
C’est une variété algébrique lisse, dans laquelle G opére par multiplication & gauche
sur lui-méme. Voici d’autres propriétés de cette construction :

LEMME 3.7. — (i) La restriction ¢ Y induit des isomorphismes
Pic® (G x¥ Y+) 2 PicP (Y™T)
et pour tout £ € Pic®(G xF Y1),
HY G xPY*, )¢ ~HO YT, £)P.

(i) La restriction & Y induit un isomorphisme Pic” (Y1) = Picl(Y).
(iii) Si £ € Pic?(Y) et uZ(Y,\) # 0, alors HO(Y, £)* = 0.
(iv) Si £ € PicP (Yt) et u(Y,\) = 0, alors la restriction 4 Y induit un isomorphisme

HO(Y*, 2)F = HO(Y, D).
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14 M. BRION

De plus, on a (Y1), = n71(Y;) pour tout o € HO(Y+, £)F ou on note 7 := oy
Preuve. — (i) Puisque le morphisme quotient ¢ : G x Y+ — G xP Y+ est un fibré
principal, 'application

¢* : Pic%(G xP Y*) - Pic®*P(G x Y™T)
est un isomorphisme dont l'inverse est 1'image directe invariante, £ — g¢,(£)F. De
méme, la projection p: G x Y+ — Y7 induit un isomorphisme

p* : Pic®*P (G x Y+) = PicP (Y™).
On en déduit la premiére assertion. La deuxiéme résulte des isomorphismes
HY(G xP Y+, 2) 2 HY(G x Y*,q"(£))5°F = BO(G x Y*,p* (£]y+)) %P,

(ii) Puisque 7 : Y+ — Y est un fibré affine, application 7* : Pic(Y) — Pic(Y'*)
est surjective ; c’est donc un isomorphisme, car 7*(£)|y = £ pour tout £ € Pic(Y ).
Pour tout £ € PicP (Y1), on en déduit que £ ® n*(£]y) ! est le fibré en droites
trivial ; comme ce fibré est aussi P-linéarisé, I’action de P y est donnée par un carac-
tére x. En restreignant ce fibré 4 Y, on voit que x| est trivial, donc aussi x puisque
P=R,(P)L.

(iii) est immédiat.

(iv) D’apres (ii), on a £ = 7*(M) ou M := £|y. D’on

HY(Y', £)P = HO(Y, 7. (£)F 2 HO(Y, M @ m(Oy+))F.
En considérant les poids de Paction de A dans m.(@y+), on obtient que 1’application
naturelle HO(Y, M) — HO(Y, M ® m.(Oy+))F est un isomorphisme. En particulier,
on a T = p*(o), d’ou les assertions.

Le morphisme G X Y+ — X, (g,x) — gz se factorise par un morphisme
n:GxPYt - X
équivariant pour les actions naturelles de G.

DEFINITION 3.8. — Le couple (Y,)\) est dit dominant (resp. couvrant) si le mor-
phisme n est dominant (resp. birationnel).

On dit que (Y, ) est bien couvrant si n est birationnel et si son lieu exceptionnel
ne contient pas Y.

L’intérét de cette derniére notion provient du résultat fondamental suivant :

THEOREME 3.9. — Soit £ un fibré en droites ample et G-linéarisé sur une G-variété
projective lisse X. Alors £ est G-effectif si et seulement si pZ(Y,\) < 0 pour tout
couple bien couvrant (Y,)) ou A € X.(T) est dominant.
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Preuve. — Lorsque X (¥) # @, on a en fait uZ(Y, A) < 0 pour tout couple dominant
(Y, A), d’apreés le lemme 3.6.

Supposons maintenant que X*(¥) = @. D’apreés [20, Sec. 13], X est alors réunion
disjointe de sous-variétés localement fermées, stables par G et de la forme GQt
ot A € X,(G) et Q est un ouvert de X*, irréductible et stable par L; de plus,
pZ(9,X) > 0 et le morphisme naturel G xF Qt — GOt est un isomorphisme. En
particulier, le couple (Y := 2, )) est bien couvrant. D’autre part, il existe g € G tel
que le conjugué ghg~?! soit & valeurs dans T et dominant ; alors le couple (gY, gAg™!)
est bien couvrant, et uZ(gY,grg™!) = pZ(Y, ) > 0.

Terminons par une caractérisation « différentielle » des couples bien couvrants :

LEMME 3.10. — Soit D := wgxPy+ ®n*w}1 le fibré canonique relatif de n, muni de
sa G-linéarisation naturelle.

(i) Sin est génériguement fini, alors (Y, \) > 0.

(ii) Pour que (Y, ) soit bien couvrant, il faut et il suffit que n soit birationnelle et
que p2(Y,\) = 0.

Preuve. — (i) Le « déterminant jacobien » de 7 (la puissance extérieure maximale de
sa différentielle) s’identifie 4 une section § € H°(G x* Y+, ), invariante par G ; de
plus, § # 0 si et seulement si 7 est génériquement fini. La restriction de § 4 Y+ est
alors non nulle, d’ot H°(Y+, D)* # 0. En considérant les poids de I’action de ), on
en déduit la premiére assertion.

(ii) Supposons (Y, A) bien couvrant ; alors § ne s’annule pas en un certain y € Y.
Il en résulte que HO(Y, D)* # 0, d’ou u?(Y, \) = 0 d’aprés le lemme 3.7 (iii).

Réciproquement, si 7) est birationnelle et u?(Y,\) = 0, alors il existe z € Y+ tel
que z € X;. Soit y = lim;_,g A(t)z. On montre comme dans la preuve de la proposition
3.5 que y € X ; autrement dit, 1 est non ramifiée en y. On conclut grace au théoréme
principal de Zariski.

4. LE CONE DE LA RESTRICTION

4.1. Géométrie des variétés des drapeaux

On va expliciter les objets introduits en 3.3, lorsque X est la variété des drapeaux
G/B x G / B dans laquelle G opére diagonalement ; on suivra [32, Sec. 7].

Le groupe PicG(X ) est décrit par le résultat suivant ou chaque fibré en droites
£(v,V) est muni de sa G-linéarisation obtenue par la restriction a la diagonale de sa
G x G-linéarisation naturelle :
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16 M. BRION

LEMME 4.1. — L’application
Ax A - Pic®(X), (v,0)— £(v,D)
est un homomorphisme de conoyau fini et de noyau
{(=P|r,9) | e AV} = AW,

De plus, £(v,D) est effectif (resp. ample) si et seulement si v et U sont dominants
(resp. dominants réguliers); tout fibré en droites effectif (resp. ample) sur X est en-
gendré par ses sections globales (resp. trés ample).

Preuve (esquisse). — Pour toute G-variété lisse et compléte X, ’application naturelle
PicG(X ) — Pic(X) a un conoyau fini, et son noyau est isomorphe au groupe des
caractéres X*(GQ); on en déduit la premiére assertion en observant que A x A=
Pic€*¢(X) et que AW = x *(5) Les autres assertions se déduisent du théoréme de
Borel-Weil.

Soient A € X, (T), P = P(A) et L = L(A). On note Wp le groupe de Weyl de
(P,T), ou encore de (L,T); c’est aussi le groupe d’isotropie de A pour ’action de W
dans X, (T).

LEMME 4.2. — Les composantes connezes de (G/B)* ne sont autres que les sous-
variétés LwB/B. Elles sont toutes isomorphes & la variété des drapeauz de L, et
paramétrées par Wp\W . De plus, on a (LwB/B)* = PwB/B.

Preuve. — Soit Y une composante de (G/B)*. Rappelons que Y+ est stable par
le sous-groupe parabolique P de G. D’aprés la décomposition de Bruhat, Y+ est
donc réunion d’orbites PwB/B pour certains w € W. Mais si z € PwB/B, alors
lim; 0 A(t)z € LwB/B (car lim;_,o0 A(t)gA(t)~* € L pour tout g € P). De plus,
'orbite LwB/B est formée de points fixes de ), et elle est isomorphe & L/(wBw™!)*,
donc 4 la variété des drapeaux de L puisque (wBw™!)* est un sous-groupe de Borel
de L = G*. En particulier, LwB/B est une sous-variété irréductible et fermée de
(G/B)*. Ceci entraine les assertions sur les composantes Y de (G/B)> et les variétés
associées Y 1.

Pour ’assertion sur le paramétrage, on observe que (G/B)* est stable par T, et
que les points fixes de ce tore dans LwB/B ne sont autres que les vwB/B ou v € Wp.

Identifions X 4 un sous-groupe 4 un paramétre de T, et posons P= ﬁ()\), L= f()\) ;
alors le sous-groupe parabolique de G x G associé & (M A) € X (T x T) est P x P, avec
Lx L comme sous-groupe de Levi. D’aprés le lemme 4.2 appliqué a X, les composantes
irréductibles de X* sont les

.= Lw™'B/B x Lo~ 'B/B
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ou (w,w) € W/Wp x (% / We (ce choix du paramétrage s’avérera commode). De plus,
on a
Y*.:= Pw'B/B x Po~'B/B.

w,w
On va maintenant caractériser les couples (Yw o A) qui sont dominants ou cou-
vrants, en termes du « calcul de Schubert » dans la variété de drapeaux G/P. Puisque
P = G N P, application naturelle

i:G/P — G / P
est une immersion fermée. Notons H*(G/P) ’anneau de cohomologie de G/ P & coeffi-
cients entiers, et
i* : H*(G/P) —» H*(G/P)
I’homomorphisme défini par i. Rappelons que G/P a une décomposition cellulaire
formée des orbites
CP .= BwP/P (we W/Wp)
(les cellules de Bruhat). Leurs adhérences
Xf; = C_£
sont les variétés de Schubert. Les classes de cohomologie de ces variétés,

oy = [Xy] (weW/Wp),

forment donc une base du groupe abélien H*(G/P); de plus, of est la classe du
point. En particulier, la cohomologie de G/P est nulle en degrés impairs, si bien que
le produit U est commutatif.
AR a P R (D
On définit de méme la base (GG){JeW/WP de H*(G/P).

PROPOSITION 4.3. — Soit (w,@w) € W/Wp X W//VI?}/;. Le couple (Y, ~, ) est domi-
nant (resp. couvrant) si et seulement si ol Ui* (05) #0 (resp = oF ) dans H*(G/P).
Preuve. — Rappelons que (Yw o A) est dominant (resp. couvrant) si et seulement si

la fibre en  du morphisme 7 : G x¥ Y+ .. — X est non vide (resp. un point) pour
w,w
tout  dans un ouvert non vide de X. Mais cette fibre s’identifie &

F,:={gPeG/P|g'zeY, -}
par P’application naturelle G x? YJ{J — G/P. De plus, comme 7 est équivariante

pour G, on peut supposer que z est de la forme (P/P, ’g‘ﬁ/ﬁ) pour un g € G.Ona
alors pour tout g € G :

gP€F, s g 'B/Bec Pu'B/Bet g"'gB/B e Po—'B/B
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ce qui équivaut, aprés quelques manipulations, 4 g € BwP N ’g\ﬁ'fﬁﬁ Ainsi,
F, = C, Ni~'(gCx).

D’aprés un théoréme de transversalité da a Kleiman, 'intersection des adhérences,
XPni~l(gx 5), est transverse pour tout g dans un ouvert non vide de G ; de plus,
F, est dense dans cette intersection. On en déduit que la classe de cohomologie de F,
est o Ui* (05) ; les assertions en résultent aussitot.

4.2. Couples bien couvrants et sous-groupes a4 un paramétre admissibles

On va obtenir une caractérisation cohomologique des couples bien couvrants, et en
déduire des inéquations linéaires en nombre fini qui définissent le cone de la restriction.
On commence par deux résultats techniques qui permettront d’appliquer le critére du
lemme 3.10.

Fixons A € X, (T) dominant, si bien que P = P()\) contient B, et que L = L()\)
contient 7. Rappelons que chaque classe wWp, ot w € W, contient un unique re-
présentant de longueur minimale, caractérisé par w(R* N Ry) C R*. Notons WP

I’ensemble de ces représentants minimauz et définissons de méme WP,

LEMME 4.4. — Soit w € WF. Notons P la somme des poids de T dans l’espace
normal & BwP/P dans G/P au point wP/P. Alors

vE = —p — wwo,pp

ol wo p désigne l’élément de plus grande longueur de Wp.

Preuve (esquisse). — Cet espace normal est isomorphe au quotient g/(b + wp) et ses
poids ne sont autres que les @ € R~ telles que w'a € R~ \ Rr.

LEMME 4.5. — Soient (w,@w) € WF x WP et D le fibré canonique relatif du
morphisme n : G xF Y ~ — X. Alors T opére dans la fibre de D au point

(w='B/B, % 'B/B) par le poids w4 + (&3"171;);5|T - P,
Preuve (esquisse). — On a

D= n* (A" Tx) @ A" TGy py+
ou A™?* désigne la plus grande puissance extérieure non nulle. D’ou

Dy = A" Tg/Bw-18/8 ® A" T ® A" TG pp/p ® A" Ty,

/Bw-1B/B
ol z = (w_lB/B,@‘lﬁ/ﬁ). En utilisant le lemme 4.2, on obtient

max max max *
Dr = A™*Ng/p,pv-18/B,w—1B/B® N Ng 5 5515/ 50-1558 9 A" Te/pp/p
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od Ng/B,puw-1B/B,w-18/B désigne le fibré normal & Pw~'B/B dans G/B au point
w™1B/B, et de méme pour N@/ﬁ,ﬁ«?—lﬁ/ﬁ,ﬁ-lﬁ/ﬁ‘ On conclut grace au lemme 4.4.
PROPOSITION 4.6. — Soient A un sous-groupe & un paramétre dominant de T, et
(w, @) € WP x WF. Alors le couple (Y :=Y, ~,\) est bien couvrant si et seulement
s’il satisfait aux deux conditions suivantes :

() ePu i*(ag) = oF dans H*(G/P).

(i) (o, A —wA) = (p, A+ WA).

Preuve. — D’aprés la proposition 4.3, la condition (i) équivaut & ce que 7 soit bira-
tionnelle. Par ailleurs, d’aprés le lemme 4.5, on a

B2¥,0) = (w9 + @ D) e —2F) = (A ) + (@3 2) — (D),
En utilisant le lemme 4.4, on en déduit que
p2(Y,N) = (A —w, p) — (A + @A, B).
L’assertion résulte alors du lemme 3.10.

On introduit & présent une classe de sous-groupes & un paramétre qui permettra de
décrire les faces de codimension 1 du cone de la restriction, lorsque celui-ci est d’inté-
rieur non vide. Parmi ces faces, il suffit alors de déterminer celles qui ne proviennent
pas d’un mur de la chambre C' x C ; autrement dit, celles qui rencontrent l'intérieur
de cette chambre.

DEFINITION 4.7. — Un sous-groupe a un paramétre non trivial de T est dit admis-

sible si I’hyperplan de Ar qu’il définit est engendré par des poids de la représentation
de T dans g§/g.

Les sous-groupes & un paramétre admissibles et indivisibles sont donc en
nombre fini.

LEMME 4.8. — Soit (Y = Y, & A) un couple bien couvrant tel que l’hyperplan

(1*(Y,A) = 0) rencontre le cone C(G,G) suivant une face F' de codimension 1 qui ne
provient pas d’un mur de C x C. Alors )\ est admissible.

Preuve. — Soit (v,7) € F ou v et U sont des poids dominants réguliers. Le fibré
en droites G-linéaris¢ ¥ = £(v,D) est ample et G-effectif, et u?(Y,\) = 0; par
suite, Y rencontre X**(¥) d’aprés le lemme 3.6. Soit donc y € Y N X5(#); alors le
groupe d’isotropie G, opére dans la fibre £, par un caractére, qui est d’ordre fini (par
l’argument de la preuve de la proposition 3.5 (ii)). Ainsi, la composante neutre Gg
opére trivialement dans ¥£,.
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Le groupe des caractéres X*(G,) s’identifie a Pic® (Gy) = Pic®(G/ Gy). Montrons
que la restriction

res : Pic®(X) — Pic%(Gy)
est surjective. En effet, la projection

p:X=G/BxG/B— G/B

envoie y sur un sous-groupe de Borel B(y) qui contient Gy, et la composée de res et
de ’homomorphisme p* : Pic®(G/B) — Pic®(X) s’identifie (par les isomorphismes
Pic®(G/B) = Pic®(G/B(y)) = X*(B(y))) & la restriction X*(B(y)) — X*(Gy),
laquelle est bien surjective.

Montrons & présent que le groupe G, est diagonalisable; en particulier, Gg est
un tore. En effet, ’adhérence de 'orbite Gy dans X*(£) contient une unique orbite
fermée Gz, et G est contenu dans un conjugué de G, d’aprés le théoréme du slice
de Luna ([29, App. to Ch. 1, D]). Mais G, est réductif (car la variété Gz est affine),
et résoluble (car contenu dans un conjugué de B); il est donc diagonalisable, d’ou
I’assertion.

Montrons enfin que GY = Im()). En effet, la composée des restrictions,
res® : Pic%(X) — X*(G,) - X*(GY),

est identiquement nulle sur F, et d’autre part, le conoyau de res® est fini. Comme F
est de codimension 1, il en résulte que X *(Gg) est de rang au plus 1; par ailleurs,
GY contient Im(}), d’ou I'égalité.

Le groupe L = G* opére dans Y & travers son quotient L/Im()\); d’aprés ’asser-
tion précédente, le groupe d’isotropie d’un point général de Y dans ce quotient est fini.
Puisque Y = L/B* x Z/ B> comme L-variété, cela revient a dire que le groupe d’iso-
tropie dans B*/Im()\) d’un point général de L / B> est fini. D’aprés la décomposition
de Bruhat, on peut remplacer dans cette assertion L/B> par B*/T = U>. Puisque
B> = U*T, il en résulte que le groupe d’isotropie dans 7'/Im(\) d’un point général
de U* JU? est fini. Par suite, Im()\) est la composante neutre du noyau de I’action de
T dans U JU?. En raisonnant comme & la fin de la preuve de la proposition 2.3, on
peut remplacer U JU? par g*/g* = (§/9). Cela signifie que Im(\) est la composante
neutre de ’intersection des noyaux de certains poids de T' dans g/g, ce qui équivaut
& Padmissibilité.

On peut & présent énoncer le résultat principal de cet exposé :

THEOREME 4.9. — On suppose que g ne contient aucun idéal non nul de g. Alors le

—

cone C(G, G) est l’ensemble des (v,V) € C x C tels que

(v, wA) + (7", WA) <0
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pour tout sous-groupe & un paramétre X\ de T, dominant et admissible, et pour tout
(w, @) € WP x WP tel que oF Ui*(o'g) = oF dans H*(G/P), et que (p, A\ — w) =
(P, A + WA).

Preuve. — Le cone C(G, 6) est convexe, rationnel et polyédral (d’aprés le théoréme
2.1) et d’intérieur non vide dans Ag X Ag (corollaire 2.6). Par suite, il suffit d’établir
I’énoncé pour les couples (v,7) de poids dominants réguliers. Mais cela résulte du
lemme 3.1, du théoréme 3.9, de la proposition 4.6 et du lemme 4.8.

4.3. Le cone de Littlewood-Richardson

Rappelons qu’il s’agit du cone engendré par les triplets de poids dominants (A, u, V)
tels que (V(A)®V (1)®V ()¢ # 0; notons-le LR(G). On a pour tout (\, u,v) € C3 :

A p,v) € LR(G) & A\, u,v*) € C(G,GxG) = 0e€ KX+ Ku+ Kv
ol la seconde équivalence résulte du théoréme 1.3.

THEOREME 4.10. — Supposons que G soit semi-simple ; notons Pi,..., P, les sous-
groupes paraboliques mazimaux de G qui contiennent B, et w,,...,w, les poids fon-
damentauz qui leur correspondent. Pour i =1,...,r, désignons par L; le sous-groupe
de Levi de P; qui contient T, par W; C W le groupe de Weyl de (L;,T), et par p; la
demi-somme des racines positives de (L;,T). Identifions W/W; a l’ensemble W* de
ses représentants minimauz dans W, et posons pour tout w € W* :

Xoi = p+wp—2p;.
Alors un triplet (A, u,v) de points de C appartient @ LR(G) si et seulement si

(A uw;) + (p, vw;) + (v,ww;) <0

pour i =1,...,7 et pour tout triplet (u,v,w) de W* tel que of: Uol Uoli = o

dans H*(G/P;), et que (xF* + x5 + xF — xF,w:) = 0.

Preuve (esquisse). — On applique le théoréme 4.9 avec G = G x G. Les poids de
G dans g/g ne sont autres que les racines; il en résulte que les sous-groupes & un
paramétre dominants et admissibles de 7" ne sont autres que les multiples strictement
positifs des poids fondamentaux (en identifiant X, (T)g & Ag par la forme de Killing).

Ce résultat, da a Belkale et Kumar ([4, Th. 28]), raffine et généralise de nombreux
travaux antérieurs, dont ceux de Klyachko [21] pour G = SL,, et de Kapovich, Leeb
et Millson ([17]) pour G arbitraire. En fait, [17, Th. 5.5] décrit £R(G) par les inéqua-
tions linéaires provenant des couples couvrants au sens de la définition 3.8 ; le cas ou
G = SL, n’est autre que la conjecture de Horn. Par ailleurs, le cone de la restriction
C(G, 5) est déterminé par Berenstein et Sjamaar en termes des inéquations linéaires
qui proviennent des couples dominants ([7, Th. 3.1.1]).
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L’énoncé suivant est dd & Ressayre ([32, Th. 10}) :

THEOREME 4.11. — Les inéquations linéaires du théoréme 4.10 sont deux & deuz
distinctes, et chacune définit une face de codimension 1 de LR(G).

Preuve. — La premiére assertion résulte du fait que W; est le groupe d’isotropie de
w; dans W, si bien que (par exemple) les uw;, u € W, sont deux & deux distincts.

Pour la seconde assertion, puisque le cone £R(G) est de dimension 7, il suf-
fit de construire des points de ce cone qui engendrent ’hyperplan d’équation
M uw;) + (g, vw;) + (v,ww;) =0, o i et (u,v,w) vérifient les hypothéses. (Cet
hyperplan n’est visiblement pas un mur de la chambre C3.) L’équation s’écrit
u*(Y,0) =0 ou 0 € X,.(T) est un multiple strictement positif de t; (ainsi, L(0) = L;
et P(0) = P,), et ou

Y:=Lu 'B/BxLv 'B/BxLw 'B/BCG/BxG/BxG/B=X.

De plus, Y = (L;/B N L;)3. .

Puisque G est semi-simple, I’application naturelle A3 — PicG(X ) induit un
isomorphisme A3 2 Pic®(X)g (lemme 4.1). Cet isomorphisme identifie £R(G) au
cone Pic®(X); engendré par les classes des fibrés G-effectifs. Si £ est un tel fibré
et si u?(Y,0) = 0, alors la restriction res(#) := £|y est un fibré L;-effectif d’aprés
le lemme 3.6. Autrement dit, avec des notations évidentes, ZR(G) N (u*(Y,0) = 0)
est contenu dans resg’(Pic™ (Y)g). Mais ce dernier cone n’est autre que £R(L;)
(en effet, toujours d’aprés le lemme 4.1, resg s’identifie & l'application natu-
relle A} — Picli(Y)g; Passertion résulte alors de la définition de £R(L;)). Donc
LPR(G) N (u*(Y,0) =0) C LR(L;).

Par hypothése, le morphisme 1 : G x¥ Y+ — X est un isomorphisme au-dessus
d’un ouvert Q de X, stable par G et qui rencontre Y. Par ailleurs, les applications de
restriction Pic® (G x P Y+) — PicF(Y+) — Pic’(Y) sont des isomorphismes d’aprés
le lemme 3.7. On peut donc identifier res 3 n* : Pic®(X) — Pic®(G x P Y'*). Toujours
d’aprés le lemme 3.7, il en résulte que LR(L;) C (u*(Y,6) = 0).

Par ailleurs, le cone £R(L;) est de dimension 3r — 1 d’aprés 'exemple 1.2 (suite).
On peut donc choisir #y,...,£3,—1 € PicG(X } linéairement indépendants, tels que
p%i(Y,0) = 0 et que M; := res(¥;) soit L;-effectif pour j = 1,...,3r — 1. Quitte a
remplacer chaque ¥; par une puissance strictement positive, on peut supposer qu'’il
existe une section non nulle 7; € H(Y, /’I/lj)L". D’aprés le lemme 3.7, 7; s’étend en
une unique section o; € HO(G xP Y+, 7*(#;))¢. On peut voir o; comme une sec-
tion rationnelle invariante de £;, réguliére sur (2. Soient E1,..., E,, les composantes
irréductibles de codimension 1 de X \ Q. Pour k = 1,...,m, notons s; la section cano-
nique du diviseur Ey, et ar € N le maximum des ordres des péles de o01,...,03,-1 le
long de Ej. Alors chaque Ej, est stable par G, donc Ox (Ey) est G-linéarisé et si est
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invariante. Par suite, £ := Ox (3 7, axEx) est un fibré en droites G-linéarisé sur
X, muni d’une section invariante og := [[r=; s;* qui ne s’annule pas identiquement
sur Y (car Q rencontre Y). Ainsi, £y définit un point de LR(G), et uo(Y,\) = 0
d’aprés le lemme 3.7. De méme, £; ® £ est un fibré en droites G-linéarisé sur X, avec
une section invariante o; ® ¢ qui ne s’annule pas identiquement sur Y : on a aussi
2; ® Lo € LR(G)N (u*(Y,A) = 0). Comme les £; sont linéairement indépendants,
il en résulte que le cone LR(G) N (u®(Y,A) = 0) est de dimension 3r — 1.

On montre de fagon analogue que les inéquations du théoréme 4.9 sont minimales
([32, Th. 10]) ; 'ingrédient nouveau est le fait que le cone C(L(A), L(A)) est de codi-
mension 1 dans Ag x Ag pour tout A admissible, ce qui résulte de [28, Cor. 1].

5. COMPLEMENTS ET QUESTIONS OUVERTES

5.1. Le produit de Belkale et Kumar

Il s’agit d’une « dégénérescence » du produit U sur la cohomologie des variétés de
drapeaux, qui permet de mieux comprendre la structure du cone de la restriction.
Avant de définir ce produit (en suivant [4]), introduisons quelques notations.

Soit P un sous-groupe parabolique de G contenant B. Comme en 4.1, on note Wp
le groupe de Weyl de (P, T), et on désigne par W¥ I’ensemble des représentants de
longueur minimale de W/Wp. Pour tout w € W¥, on note pour simplifier C,, := C?
la cellule de Bruhat correspondante dans G/P; on définit de méme la variété de
Schubert X, et sa classe de cohomologie .. Puisque dim(X,) = £(w), le degré
de o4, est 2(dim(G/P) — £(w)). On a l'égalité dans H*(G/P) :

o, U0y, = Z Couw Ow
weWP
ou les « constantes de structure » ¢y, sont des entiers uniquement déterminés. Pour
des raisons de degré, on a £(u)+£(v) = £(w)+dim(G/P) lorsque c}; ,, # 0. Par ailleurs,
la base duale de (04 ),ewr pour la dualité de Poincaré est

(U’(\I/J = Uwowwo,p)wewp
ou on rappelle que wg (resp. wo p) désigne ’élément de plus grande longueur de W

(resp. Wp); I'application w — wowwo, p est une involution de WPF. On a donc

ouUoy,Uoy = ¢y, 0.

Comme pour le produit tensoriel (Exemple 1.1), on introduit une variante symétrique
des c; ,, en posant

0y U0y Uoy = Cypp,w0e
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lorsque £(u) + £(v) + £(w) = 2dim(G/P); dans le cas contraire, on pose ¢y, = 0.

Supposons donc que £(u) + £(v) + £(w) = dim(G/P). D’aprés le théoréme de trans-
versalité de Kleiman, I'intersection des translatés g, X, N g, X, N gy X, est transverse
lorsque gy, gv, 9w € G sont généraux, et cette intersection consiste en c, .., points
contenus dans ¢,Cy N g,C, N g, Cy. En particulier, ¢y 4,0 > 0, €t cypw > 0 si et
seulement si les translatés généraux de C,, C, et C,, se rencontrent. On va énoncer
une version « infinitésimale » de ce critére ([4, Prop. 2]).

La variété de Schubert translatée w™!X,, est stable par T et contient le point de
base P/P de lespace homogéne G/P comme point lisse et fixé par T. Notons T,
I’espace tangent en P/P 4 w~!C,,, si bien que T, est un sous-T-module du P-module

Tp/p(G/P).

PROPOSITION 5.1. — Pour tout triplet (u,v,w) de WF, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) cyp,w > 0.

(ii) £(u) + £(v) + £(w) = dim(G/P) et de plus, p, Ty N pTy NPTy = {0} dans
Tp/p(G/P) lorsque py,py,pw € P sont générauz.

DEFINITION 5.2. — Soit L le sous-groupe de Levi de P qui contient T. On dit que
(u,v,w) est L-mobile s’il existe p,, py, pw dans L qui vérifient la condition précédente
(ii) de transversalité.

Cette notion est en fait étroitement liée & celle de couple bien couvrant, comme le
montre le résultat suivant (conséquence de [4, Cor. 8]) :

PROPOSITION 5.3. — Soient A € X, (T) dominant, P = P()X) et L = L(\); soient
(u,v,w) un triplet de WF, etY = Lu='B/B x Lv™'B/B x Lw~'B/B la composante
irréductible de (G/B x G/B x G/B)* qui lui correspond. On suppose que le couple
(Y, \) est couvrant. Alors ce couple est bien couvrant si et seulement si (u,v,w) est
L-mobile.

Le critére suivant ([4, Th. 15]) peut se déduire de la proposition 4.6 :

PROPOSITION 5.4. — Notons xE = p + w™lp — 2p1 pour tout w € WF. Alors
le triplet (u,v,w) de WF est L-mobile si et seulement s’il satisfait auz conditions
suivantes : cypw # 0 et (XE +xF +xE — xF,A) = 0 pour tout A € X.(T) tel que
P = P()).

On définit un produit Uy sur H*(G/P) par

w
oy, Up oy = E Cup Ow
w
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ol la somme porte sur les w € W7 tels que (u, v, wowwg, p) soit L-mobile. Ainsi,

Cuw,w0e St (u,v,w) est L-mobile,
oy Ug oy Ug oy = .
0 sinon.

Les deux conditions sur le triplet (u,v,w) de W* énoncées 4 la fin du théoréme 4.10
sont équivalentes & I'unique condition o, Uy 0, Ug 0y = 0 dans H*(G/F;).

Tout comme U, le produit de Belkale-Kumar Uy est commutatif et admet
pour élément unité o) = Ougu, p; il vérifie également la dualité de Poincaré. En
fait, Ug est aussi associatif, comme le montre le résultat suivant (conséquence de
[4, Prop. 17]) :

PROPOSITION 5.5. — Soit A € X, (T) dominant tel que P = P()). Alors les sous-
groupes
F"H*(G/P) := P Zo, (ne€N)
weW?P, (xP,A\)>n
forment une filtration décroissante de lalgébre (H*(G/P),U), et l’algébre graduée
associée est isomorphe & (H*(G/P),Up).

Le produit Uy coincide avec U lorsque le sous-groupe parabolique P est co-
minuscule, c’est-a-dire lorsque P est maximal et R,(P) est abélien. (En effet,
R, (P) opére alors trivialement dans son algébre de Lie n, et donc aussi dans
Tp/p(G/P) = g/p = n*; par suite, un triplet (u, v, w) est L-mobile si et seulement si
Cuw,w 7# 0.) Ceci s’applique en particulier & la grassmannienne

Gr,pn:=GL,/P. (r=1,...,n—-1)

qui parameétre les sous-espaces de dimension r de C™. L’ensemble W est alors formé
des partitions A\(I) associées aux sous-ensembles I de {1,...,n} ayant r éléments,
comme dans I’exemple 1.1. De plus, la constante de structure c?’ s est égale au coefli-
cient de Littlewood-Richardson c;\\g()?)\( 7" Le théoréme 4.10 redonne donc la descrip-
tion du céne LR, = LR(GL,) présentée a la fin de cet exemple.

Par contre, le produit Ug est trés différent de U lorsque P = B (si bien que L = T').
En effet, la proposition 5.1 entraine que le triplet (u,v,w) de W est T-mobile si et

seulement si on a
Rt = (R"Nnu(R7))U(RTNnu(R7))U(RT Nw(R));

sous cette condition, u et v déterminent uniquement le sous-ensemble Rt Nw(R~) de
R*, donc aussi w. Ainsi, o,Ug0, est nul, ou multiple de 0., pour un uniquew € W. On
conjecture qu’on a alors ¢y, = 1. Cette conjecture a été établie par Richmond lorsque
G = GL, ([37, Cor. 4]). Pour ce méme groupe et un sous-groupe parabolique P
arbitraire, Knutson et Purbhoo ont obtenu une expression des constantes de structure
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de Up, comme produits de coefficients de Littlewood-Richardson ([22, Th. 3]); leur
résultat redonne la conjecture ci-dessus lorsque P = B.

Il résulte de ces observations que le produit de Belkale-Kumar n’est pas fonctoriel,
au sens ou I'application 7* : H*(G/P) — H*(G/B) induite par la projection naturelle
7 : G/B — G/ P est incompatible aux produits Up. Cependant, Ressayre et Richmond
([36]) ont obtenu un résultat de fonctorialité pour linclusion i : G/P()\) — G/ 1/5()\)
ou A € X,(@); ils en ont déduit une formulation plus compacte du théoréme 4.9.

5.2. Faces et multiplicités

On considére le cone de la restriction C(G, 6), supposé d’intérieur non vide dans
la chambre C x C. Le théoréme 4.9 détermine en fait les faces de codimension 1 de
ce cOne qui sont réguliéres, c’est-a-dire qui rencontrent l'intérieur de la chambre. On
va présenter deux résultats de Ressayre qui décrivent les faces réguliéres de codimen-
sion arbitraire ([33, Th. 5]), ainsi que le comportement de la fonction multiplicité
(v,7) — m(v, D) en restriction a ces faces ([35, Th. 1]).

Ces résultats s’énoncent plus commodément en termes du céne modifié

C*(G,G) = {(v,p) e C x C | (v,7*) € C(G,B)}.

Observons que ce cone est engendré par les couples (v, V) de poids dominants tels que
le fibré en droites G-linéarisé £(v,?) soit G-effectif.

DEFINITION 5.6. — Un sous-tere S de T est dit admissible si S est la composante
neutre de l'intersection des noyauz de poids de T dans g/g.
Soient WS le centralisateur de S dans W, et @ € W/W? ; posons

Y, ;:=G°B/B x G°0B/B
(c’est _une composante connere de X°, isomorphe & la variété des drapeauz de
GS x G%).
On dit que le couple (S, W) est admissible si S l'est, et s’il existe A € X, (S5) tel que

Y, ~ soit une composante conneze de X A et que le couple (Y, ~,A) soit bien couvrant.

On a une caractérisation cohomologique des couples admissibles ([33, Lem. 6]),
dont ’énoncé et la preuve sont analogues a ceux de la proposition 4.6.
A tout couple admissible (S, @), on associe ’ensemble

F(S,®) := {(v,v) € C*(G, 6) | (v + @v)|s = 0}.
PROPOSITION 5.7. — L’application (S,w) — F(S,@) est une bijection entre les
couples admissibles et les faces régulieres de C*(G,G). De plus, la dimension de S

est la codimension de F(S,w). Pour que F(S,w) C F(S',@"), il faut et il suffit que
S’ C S et que 'G5 = wGS'.
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Par exemple, les faces réguliéres de codimension 1 proviennent de sous-tores de
la forme Im(w~!)\) ot w € W et A est dominant et admissible; on retrouve ainsi le
théoréme 4.9.

Pour les multiplicités, on introduit de méme la fonction modifiée

me. S(1,9) = m(y, 7*) = dim(Va(v) ® Res V4(9))°.

On peut maintenant énoncer :

PROPOSITION 5.8. — Soient (S, @) un couple admissible, et (v,V) un couple de poids
dominants tels que (v + Wv)|s = 0. Alors

me, 51, 9) = me s (v, @D).

*
Gsyas

Ce résultat se déduit aussitét du théoréme de Borel-Weil et de I’énoncé géométrique
suivant (|35, Th. 2]), qui a un intérét propre :

PROPOSITION 5.9. — Soient £ un fibré en droites G-linéarisé et G-effectif sur
X =G/B x G/B, et (Y,\) un couple bien couvrant tel que pZ(Y,\) = 0. Alors la
restriction

res : HO(X, £)¢ — H(Y, )L
est un isomorphisme.

Preuve. — Notons Y+ ’adhérence de Y+ dans X ; c’est une sous-variété stable par
P, et le morphisme 7 : G xF Y+ — X s’étend en un morphisme propre et birationnel
7:GxPY+ 5 X.

On en déduit un isomorphisme HO(X, £)¢ & H(G xP Y+,7*(£))C. Par ailleurs, on

montre comme dans la preuve du lemme 3.7 que la restriction
HYG xPY*,7(2)° - H'(Y+, 2)F
est un isomorphisme ; toujours d’aprés ce lemme, la restriction
HO(Y*,2)F — H(Y, £)*
est aussi un isomorphisme. Il suffit donc de montrer que la restriction
HY(Y*, £)F - HO(Y+, )P
est un isomorphisme.

D’aprés le lemme 4.2, Y+ est une variété de Schubert ; elle est donc normale. On est
ainsi ramené & montrer que tout o € HO(Y*, £)F est défini le long de tout diviseur
irréductible D de Y+ qui ne rencontre pas Yt. Pour cela, on va utiliser la structure
locale d’une variété de Schubert le long d’un diviseur de Schubert.

Il existe un unique point y € Y+ fixé par T x T et dont P'orbite (B x B)y est
ouverte dans Y*, et de méme un unique z € DT*T tel que (B x §)z soit ouvert
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dans D. De plus, on a une unique courbe irréductible de Y+, stable par T' x T et
contenant y et z; cette courbe, qu’on notera ¥, est isomorphe & la droite projective.
Enfin, z admet un unique voisinage {2 dans Y+, affine et stable par T' x f; on a un
isomorphisme équivariant
Q=% % (Z\{y})

ol Q7 est un espace affine dans lequel T’ x T opére linéairement avec des poids tous
positifs (relativement & M), et X\ {y} est la droite affine dans laquelle T' x T opére
linéairement avec un poids xy,. tel que (Xy, ., A) < 0. De plus, cet isomorphisme se
restreint en un isomorphisme D NQ =2 Q1 x {z}.

La restriction £|q est donc le fibré T-linéarisé trivial associé au poids x, de T dans
la fibre £,. Notons de méme x, le poids de T dans £, ; alors

{(Xy = X2, A) = deg(Z]s) (xyz A)-
Puisque (xy,\) = —u%(Y, ) =0, on obtient
(X2, A)
(Xy,2) A)
Mais deg(£|s) > 0 car £ est G-effectif et donc engendré par ses sections globales.
Ainsi, on a (x,,\) <0.

Soit w une coordonnée sur X \ {y}, qu'on voit comme une coordonnée sur ’espace

deg(Z[s) = —

affine 2. Alors la restriction o|qg € H°(f, #) est invariante par T et réguliére hors du
diviseur DNQ = (w = 0) ; elle s’identifie donc & un vecteur propre de T dans ’algébre
C[Q*][w, w™?], de poids —x.. En considérant le poids relativement a J, il en résulte
que o € C[Q][w], c’est-a-dire que o est définie le long de D.

La proposition 5.8 raméne la détermination des multiplicités sur une face a des
groupes réductifs plus petits ; elle généralise un résultat de Roth sur les coefficients de
Littlewood-Richardson ([38, Th. 3.1.1]) . On en trouvera d’autres applications, tant
classiques que récentes, dans [35, Sec. 4].

Une question ouverte et trés naturelle est de caractériser les faces (non nécessai-
rement réguliéres) du cone de la restriction, sur lesquelles la multiplicité vaut iden-
tiquement 1. Dans cet ordre d’idées, on a le résultat suivant sur les coefficients de
Littlewood-Richardson pour GL,, :

si ¢}, =1, alors C%K,N“ =1 pour tout N > 1.

Cette conjecture de Fulton a été démontrée par Knutson, Tao et Woodward de fagon
combinatoire ([24]). Des preuves géométriques ont été obtenues par Belkale ([3]) et
Ressayre ([34]).

Une version de la conjecture de Fulton pour un groupe G arbitraire est due &
Belkale, Kumar et Ressayre ([6]); leur résultat, dont 1’énoncé est assez technique,
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associe a chaque constante de structure égale & 1 pour le produit de Belkale et Kumar,
une demi-droite d’un céne de Littlewood-Richardson sur laquelle la multiplicité vaut
identiquement 1.

5.3. Coénes G-amples, saturation

Le cone de la restriction considéré dans cet exposé est en fait étroitement lié au
« cone G-ample » de la théorie géométrique des invariants. Rappelons la définition de
ce cone, introduit par Dolgachev et Hu ([12]). Soit X une variété algébrique complexe,
projective et normale, munie d’une action du groupe réductif connexe G. Notons
NS¢ (X) le quotient du groupe Pic®(X) par la relation de « G-équivalence algébrique »
définie de fagon évidente. On a une suite exacte

0 — X*(GQ) —» NS¢(X) — NS(X)

ou NS(X) désigne le groupe de Néron-Severi ; de plus, I'image de NS¢(X) est d’indice
fini dans NS(X). En particulier, le groupe abélien NS¢ (X) est de type fini.

Pour un fibré en droites G-linéarisé, on montre que la propriété d’étre ample
et G-effectif est invariante par G-équivalence algébrique. De plus, les classes dans
NS®(X) des fibrés en droites amples et G-effectifs forment un sous-monoide, noté
NS®(X)*. Le cone G-ample, noté CS(X), est le cone engendré par NS¢ (X)* dans
Pespace vectoriel réel NSG(X )r; il est visiblement convexe et contenu dans I'image
réciproque du coéne ample, qu’on note A%(X). D’aprés [31, Th. 4], C%(X) est défini
dans AS(X) par un nombre fini d’inégquations linéaires rationnelles.

Lorsque X = G/B x G / B , le cone A% (X) n’est autre que I'intérieur de la chambre
CxC,et CC%(X) est I'intersection de C(G, 6) et de cet intérieur. En fait, une grande
partie des résultats présentés dans cet exposé s’étendent au céne G-ample d’une
G-variété X arbitraire; on renvoie & [32, 33] pour ces développements.

Dans une toute autre direction, une importante question ouverte est de déterminer
les groupes semi-simples G tels que le monoide de Littlewood-Richardson LR(G) soit
saturé. Rappelons que c’est le cas pour SL,, la premiére preuve, de nature combi-
natoire, étant due & Knutson et Tao ([23]). Une autre démonstration a été obtenue
par Derksen et Weyman, qui ont identifié LR, au monoide formé des degrés des
semi-invariants d’un certain carquois ([10]); dans un article ultérieur ([11]), ils ont
développé des méthodes de représentations des carquois pour décrire les faces du coéne
2R, On trouvera aussi une preuve géométrique de la saturation de LR,, dans ’article
[2] de Belkale.

Par ailleurs, Kapovich et Millson ont décrit explicitement le monoide LR(G) lorsque
G est de type B ou G ; dans les deux cas, ce monoide n’est pas saturé. On conjecture
que LR(G) est saturé si G est simple et simplement lacé (c’est-a-dire, si toutes ses
racines ont la méme longueur). Cette conjecture a été vérifiée par Kapovich, Kumar
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et Millson en type D4 ([16]). Pour un groupe G arbitraire, on conjecture une version
plus faible de la saturation : soient A, u, v des poids dominants réguliers tels que
A+ p+v € Ag. Sl existe un entier N > 1 tel que (Vnr @ VN, ® V)€ # 0, alors
WeV, V)¢ £0.

Une autre version affaiblie de la saturation a été obtenue par Kapovich et Millson
([18, Th. 1.1]; voir aussi [1, Th. 1.1]) : il existe un entier k = kg > 1 tel que, pour tous
les poids dominants A, p, v qui vérifient A+ p+v € Agp et (Vr® VN, ® V)€ #0
pour un certain N > 1, on ait (Vi A®Vku®Vk,,)G # 0. De plus, lorsque G est simple, on
peut prendre pour « facteur de saturation » k le carré du plus petit commun multiple
des coefficients de la plus grande racine du systéme de racines dual RV, dans la base
des coracines simples.

En particulier, kg vaut 1 pour G = SL,,, ce qui redonne la saturation dans ce cas.
Pour un groupe G arbitraire, on conjecture que kg = 2 suffit. Ceci a été établi pour
SO2n+1 €t Sp,, par Belkale et Kumar ([5, Th. 6, Th.7]), puis pour SO, par Sam
([39, Th. 1.1]) ; ce dernier obtient en fait un résultat uniforme pour tous les groupes
classiques, par des méthodes de représentations de carquois munis de structures sup-
plémentaires.
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