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CALCUL D’UNE VALEUR D’UN FACTEUR ¢
PAR UNE FORMULE INTEGRALE

par

Jean-Loup Waldspurger

Introduction

Soient F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle, V' un espace
vectoriel de dimension finie sur F'; muni d’une forme quadratique non dégénérée ¢,
Dy une droite de V' qui n’est pas isotrope pour ¢, W lorthogonal de Dy dans V.
Notons G le groupe spécial orthogonal de V et H celui de W, que 'on identifie &
un sous-groupe de G. Soient 7, resp. p, une représentation admissible irréductible de
G(F), resp. H(F), que I'on réalise dans un espace Er, resp. E,. Notons Hom g (py(7, p)
Pespace des applications linéaires ¢ : E. — E, telles que ¢ o w(h) = p(h) o ¢ pour
tout h € H(F). Notons m(p, ) la dimension de cet espace. D’aprés un théoréme de
Aizenbud, Gourevitch, Rallis et Schiffmann ([1]), on a m(p, 7) < 1. Supposons 7 et p
tempérées. Dans les articles [12] et [14], on a établi une formule qui calcule m(p, )
comme somme d’intégrales sur des sous-tores non nécessairement maximaux de H de
fonctions qui se déduisent des caractéres de 7 et p. D’aprés les travaux encore en cours
d’Arthur, la théorie de I’endoscopie tordue relie les représentations m et p, ou plus
exactement les L-paquets qui contiennent ces représentations, & des représentations
autoduales de groupes linéaires. Indiquons plus précisément de quel groupe linéaire
il s’agit, par exemple pour la représentation w. Notons d la dimension de V. Si d
est pair, le groupe est GLg4. Si d est impair, G apparait usuellement comme groupe
endoscopique de GLg4_ tordu. Mais G est aussi un groupe endoscopique de G L4 tordu
et, pour ce que nous faisons, il semble que cette deuxiéme interprétation soit plus
pertinente. D’aprés la conjecture locale de Gross-Prasad, le nombre m(p, 7) doit étre
relié & un facteur € de la paire de représentations de groupes linéaires correspondant
a la paire (p,m). Cela suggére l'existence d’une formule intégrale, parallele & celle
évoquée ci-dessus, qui calcule ce facteur € de paire. Inversement, une telle formule
devrait permettre, via la théorie de 1’endoscopie tordue, de prouver la conjecture
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2 J.-L. WALDSPURGER

locale de Gross-Prasad pour les représentations tempérées. Le but de larticle est
d’établir cette formule intégrale.

Oublions maintenant les objets introduits ci-dessus, qui n’ont servi que de
motivation. On conserve toutefois le corps F. Soient r et m deux entiers positifs
ou nuls. Posons d = m + 1+ 2r, G = GLy, H = GL,,. Soit m une représentation
admissible irréductible et tempérée de G(F). On suppose m autoduale, c’est-a-
dire qu’elle est isomorphe & sa contragrédiente wV. Soit p une représentation
de H(F) vérifiant des conditions similaires. Notons 6; lautomorphisme de G
défini par 64(g9) = Jdtg_le_ 1 ot J; est la matrice antidiagonale de coefficients
(Ja)i,d+1—i = (=1)%. Introduisons le groupe non connexe G x {1,6;} et sa composante
connexe G = GO,. Puisque 7 est autoduale, elle se prolonge en une représentation
du groupe non connexe G(F) x {1,0;}. Elle se prolonge méme de deux fagons.
Fixons un caractére ¢ : FF — C* continu et non trivial. La théorie des modéles de
Whittaker permet de choisir 'un des prolongements. On note 7 la restriction de ce
prolongement & G(F) On effectue des constructions analogues pour H et p. Selon
Jacquet, Piatetskii-Shapiro et Shalika, on définit le facteur e(s, 7 x p,v) pour s € C.
Notons w, et w, les caractéres centraux de m et p. Soit enfin v un élément de F*.
On pose

eu (7, 5) = we (=)™ P20)w, (1) 20)e(1/2,7 x p,9).

C’est ce terme que nous allons calculer par une formule intégrale.

Remarque. — Pour éviter un piége, signalons que I’équation fonctionnelle locale
n’entraine pas que ce terme est un signe +1, mais seulement que c’est une racine
quatriéme de l'unité.

Pour manier plus aisément les objets G et H, on les interpréte comme des groupes
tordus. Soient V un espace vectoriel de dimension d sur F', W un sous-espace de
dimension m et Z un sous-espace de V supplémentaire de W. Par le choix d’une
base de V, G s’identifie au groupe GL(V') des automorphismes linéaires de V. Notons
V* Despace dual de V. Alors G s’identifie a ’espace Isom(V, V*) des isomorphismes
linéaires de V sur V* ou, si 'on préfére, a ’espace des formes bilinéaires non dégénérées
sur V. Le groupe G agit a droite et & gauche sur G par

(9.%,9) g oFog

pour g,¢' € G et Z € G. On note simplement (g, %, g') — gZg’ ces actions. Le point
base 6, s’identifie & une forme symplectique si d est pair, & une forme quadratique
si d est impair. On renvoie & 2.1 pour plus de précision. De méme, H sidentifie
a Isom(W, W*). Fixons une forme quadratique non dégénérée f sur Z. On suppose
qu’elle est somme orthogonale d’une forme hyperbolique et de la forme 2 — 2vz?
de dimension 1. On interpréte ¢ comme un élément de Isom(Z, Z*). On plonge alors
H dans G : un élément § € Isom(W, W*) s’identifie & I’élément de Isom(V,V*) qui
envoieNW sur W*, Z sur Z*, et dont les restrictions & W, resp. Z, coincident avec ,
resp. (.
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CALCUL D’UNE VALEUR D’UN FACTEUR ¢ PAR UNE FORMULE INTEGRALE 3

Tout élément Z € G définit un automorphisme 0; de G caractérisé par I’é galité
#g = 0z(g)%. On définit la notion de sous-tore maximal de G de la fagon suivante.
Soient T" un sous-tore maximal de G défini sur F' et B un sous-groupe de Borel de G,
contenant T mais pas forcément défini sur F. Notons 7' le sous-ensemble des éléments
i€ G tels que 63z conserve T et B. C’est un espace principal homogéne pour chacune
des actions de T & droite ou & gauche. Pour Z € T, la restriction 4 T de 65 ne dépend
pas de Z. On note cet automorphisme 6. Nous dirons que T est un sous-tore maximal
de G si T(F) n’est pas vide.

Considérons une décomposition W = W’ @ W”. Posons H' = GL(W'), H' =
Isom(W’, W’*). Soit T’ un sous-tore maximal de H’, auquel est associé un sous-tore
maximal 7" de H’, et soit u,1 € Isom(W"” , W"*) une forme quadratique. On impose
les conditions suivantes :

— la dimension de W' est paire;

— T est anisotrope, c’est-a-dire que le seul sous-tore déployé contenu dans le sous-
ensemble des éléments de T” fixes par 0, est égal & {1};
— le groupe spécial orthogonal de la forme CHT sur W” est quasi-déployé ainsi
que celui de la forme CG T = (HT ®Csur W' Z.

On note T' I'ensemble des éléments § € H tels que §(W') = W'*, §(W") = W"*,
que la restriction de § & W’ appartienne a T et que la restriction de § & W coincide
avec C #,7- On note & ’ensemble des sous-ensembles T de H obtenus de cette fagon.
Le groupe H(F') agit par conjugaison sur H. Cette action conserve I’ensemble J.0On
fixe un ensemble de représentants & de l’ensemble des orbites.

Soit T € T, reprenons pour cet élément les objets définis ci-dessus, en notant
simplement T' = T". L’action de T'(F') par conjugaison conserve T'(F). On note T'(F) /6
I'ensemble des orbites. C’est une variété analytique sur F' sur laquelle on définit une
certaine mesure. On définit aussi sur cette variété deux fonctions AH et A,, des
valeurs absolues de certains déterminants. On définit également un groupe de Weyl
W (H, T) Tous ces termes sont élémentaires, on renvoie & 1.4 et 3.2 pour des définitions
précises. Ce qui est plus crucial est d’associer & 7 et p deux fonctions cz et c; sur
T(F) /6- Soit ¢ un élément de T(F) en position générale, notons G; la composante
neutre du sous-groupe des points fixes par §; dans G. Ce groupe se décompose en
Ty x SO(&G,T), ou Ty =TNGj et SO(EG,T) est le groupe spécial orthogonal de la
forme quadratique EG,T introduite ci-dessus. A 7 est associé un caractére ©; qui est
une fonction localement intégrable sur G(F). Plus précisément, d’aprés un résultat
d’Harish-Chandra généralisé au cas non connexe par Clozel, ce caractére admet au
voisinage de t un développement en combinaison linéaire de transformées de Fourier
d’intégrales orbitales nilpotentes. C’est-a-dire, notons g; ’algébre de Lie de G; et
Nil(g;) I'ensemble des orbites nilpotentes dans g;(F'). Il existe un voisinage w de 0
dans g;(F) et, pour tout © € Nil(g;), il existe un nombre complexe c; g(f) de sorte
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4 J.-L. WALDSPURGER

que, pour toute fonction ¢ € C°(g;(F)) a support dans w, on ait 1’égalité

[ esepxyeax = 3 co® [ o)X,
8:(F) 9eNil(g;) Z
ou ¢ est la transformée de Fourier de ¢. Evidemment, pour que cette formule ait un
sens, on doit définir précisément la transformation de Fourier ainsi que les diverses
mesures. Remarquons que les orbites nilpotentes dans g;(F') sont les mémes que celles
dans Dalgébre de Lie 50((,:G,T)(F). Supposons d’abord d impair. Alors, parce que
dim(W’) est paire, ’espace W” @ Z de la forme 5G,T est de dimension impaire. Puisque
cette forme est quasi-déployée, il y a une unique orbite nilpotente réguliére dans
50(Ce,r)(F). On la note Oy et on pose cx(f) = Cit,Oreg (). Supposons maintenant
d pair. Alors 5o(§G,T)(F) posséde en général plusieurs orbites nilpotentes réguliéres.
Mais on peut en sélectionner une de la fagon suivante. On peut décomposer ’espace
W"@®Z muni de sa forme (fG,T en somme orthogonale d’un hyperplan X et d’une droite
Dy sur laquelle la forme quadratique est équivalente & x — 2vz?. Nos hypothéses
impliquent que le groupe spécial orthogonal SO(X) est quasi-déployé. Puisque dim(X)
est impaire, s0(X)(F') posséde une unique orbite nilpotente réguliére. Fixons un point
de cette orbite et notons @, l'orbite dans so(Cg,r)(F) qui contient ce point. C’est
encore une orbite nilpotente réguliére. On pose cz(f) = cz g, (). On a ainsi défini une
fonction cz presque partout sur T(F) Cette fonction est invariante par conjugaison
par T'(F) et peut étre considérée comme une fonction sur T'(F) /6- Par une construction
similaire, on définit une fonction c; presque partout sur le méme ensemble.
Posons

atom(To0) = S [W(H, )| / ex B)es® DA @A, ().
Teg T(F)yeo

Cette expression est absolument convergente. Notre résultat principal est le théoréme

7.1 dont voici I’énoncé.

Théoréme 0.1. — Soit w, resp. p, une représentation admissible, irréductible, tempérée
et autoduale de G(F'), resp. H(F). Alors on a l’égalité

Egéom,u(ﬁ', ﬁ) = 5,;(7?, p~)

Comme nous ’avons expliqué, notre motivation est la conjecture locale de Gross-
Prasad. Nous ignorons si cette fagon, plutdt compliquée, de calculer un facteur € peut
avoir d’autres applications.

La démonstration reprend celle de [12] et [14]. Donnons de trés bréves indications
dans le cas o r = 0 et d = m + 1 (en fait, ce cas ne peut pas étre traité & part
car la preuve utilise une récurrence compliquée sur le couple (d, m)). Considérons une
fonction f € C°(G(F)) qui est trés cuspidale, cf. 1.7. On définit une suite (Qx) N>1
de sous-ensembles ouverts compacts de H(F')\G(F') vérifiant les propriétés usuelles

Qn C Qn41 pour tout N et UQN = H(F)\G(F).
N
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CALCUL D’UNE VALEUR D’UN FACTEUR ¢ PAR UNE FORMULE INTEGRALE 5

On note ky la fonction caractéristique de I'image réciproque de Qx dans G(F). Cela
étant, on pose

w@f)= [ [ estw)ila iodinnlo)ds
aF) JEF)

Cette intégrale est absolument convergente. Comme pour la formule des traces locale
d’Arthur, il y a deux fagons de calculer la limite de cette expression quand N tend
vers U'infini. L’une, que 'on peut qualifier de « géométrique », et qui est la réplique
de celle de [12]; lautre, que ’on peut qualifier de « spectrale », qui s’appuie sur la
formule de Plancherel pour le groupe G(F') et qui est la réplique de celle de [14]. Ces
deux voies conduisent & une égalité

Jgéom(eﬁa f) = 1\;1—1»1100 JN(eﬁa f) = Jspec(@ﬁv f)

Les deux expressions extrémes contiennent des distributions (en f ) qui ne sont pas
invariantes : des intégrales orbitales pondérées et des caractéres pondérés. Le procédé
habituel d’Arthur permet par récurrence d’en déduire d’autres expressions qui ne
contiennent plus que des distributions invariantes, et qui continuent d’étre égales
entre elles. Supposons que 7 est « elliptique », le cas général s’en déduisant assez
facilement. On prend pour f un pseudo-coefficient de #. Alors les deux expressions
« invariantes » ci-dessus deviennent respectivement egsom,. (7, p) et €, (7, p), ce qui
prouve ’égalité de ces deux termes.

Expliquons pourquoi apparait le terme £(1/2, wx p, ). Notons E et E, des espaces
dans lesquels se réalisent 7 et p. Considérons I'espace Hom (ry(, p) des applications
linéaires ¢ : Ex — E, telles que p omw(h) = p(h) o ¢ pour tout h € H(F'). D’aprés [1],
cet espace est de dimension 1. Pour ¢ € Hompp(m,p) et § € H(F), 'application
linéaire ()" o ¢ o 7(§) appartient encore & Hompg g (m, p) et ne dépend pas de .
Il existe donc un nombre ¢ € C* tel que

pH) topod(f) =cp
pour tous ¢ € Hompgp)(m,p) et § € H(F). C’est ce nombre ¢ qui apparait
naturellement dans nos calculs spectraux. Or le théoréme 2.7 de [7] permet de
calculer ¢ : & des termes élémentaires prés, c’est €(1/2,7 x p,v).

Voici le contenu de l’article. La premiére section rassemble des définitions et
résultats généraux sur les « groupes tordus », selon la terminologie de Labesse.
La deuxiéme introduit plus précisément les groupes GLg4 tordus. La partie
« géométrique » de notre formule intégrale est traitée dans la section 3. La section 4
contient les majorations nécessaires pour prouver les diverses convergences d’intégrales
utilisées dans la section 6. La section 5 établit le résultat évoqué ci-dessus, a savoir
que &(1/2,7 X p,v) mesure la compatibilité des deux prolongements 7 et p. La
partie « spectrale » de la formule intégrale est traitée dans la section 6. Le théoréme
principal est prouvé dans la septiéme et derniére section. Ainsi qu’on ’a déja dit,
nos preuves sont paralléles a celles de [12] et [14], au point d’étre parfois identiques.
Pour épargner le lecteur, ou par paresse, on s’est souvent contenté d’indiquer
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6 J.-L. WALDSPURGER

Y

sommairement les modifications a apporter ou méme simplement d’affirmer les
résultats sans démonstration.

Remarque sur la notation. — Dans les articles [12] et [14], on avait utilisé la
lettre 6 pour noter les caractéres ou quasi-caractéres (0, 05 etc.). Ici, cette lettre sera
réservée aux automorphismes des groupes linéaires. Les caractéres ou quasi-caractéres
seront notés par la lettre ©.

Je remercie R. Beuzart pour m’avoir signalé une erreur dans une premiére version
de ce texte.

1. Notations, groupes tordus

1.1. Notations générales. — Soit F' un corps local non archimédien de
caractéristique nulle. On note |.|r la valeur absolue usuelle de F', valg la valuation,
or P’anneau des entiers et pr son idéal maximal. On fixe une cldture algébrique F' de
F et une uniformisante wp de F.

Toutes les variétés algébriques seront supposées définies sur F, sauf mention
explicite du contraire. De méme pour les actions d’un groupe algébrique sur une
variété. Soit G un groupe algébrique réductif connexe. On note Ag le plus grand
tore déployé central dans G, X(G) le groupe des caractéres de G définis sur F,
i = Hom(X(G),R) et G = X(G) ®z R le dual de @¢. On note g 'algébre de Lie
de G et

G x g — g
(9, X) — gXg7!

Paction adjointe.

Quand on définit un objet relatif au groupe G, on peut préciser si besoin est la
notation en introduisant la lettre G en exposant. Par exemple, les intégrales orbitales
pondérées sont notées Jys(z, f) s'il n’y a pas d’ambigiiité sur le groupe ambiant G,
ou J§;(, f) si cela semble préférable.

Pour toute bijection # d’un ensemble X dans lui-méme, on note X le sous-ensemble
des points fixes.

1.2. Groupes tordus. — On appelle groupe tordu un couple (G, é) vérifiant les
conditions qui suivent. Le terme G est un groupe réductif connexe. Le terme G est
une variété algébrique telle que G (F) # @. Il y a deux actions de groupe algébrique
de G sur G, a droite et & gauche, notées

GxG — G GxG — G
(9,Z) +— g% (z,9) +— &g

Chacune d’elles fait de G un espace principal homogéne sur G.
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CALCUL D’UNE VALEUR D’UN FACTEUR ¢ PAR UNE FORMULE INTEGRALE 7

Considérons un tel groupe tordu. Notons Aut(G) le groupe des automorphismes
de G. 11 existe une unique application algébrique

G — Aut(G)
T 05-

de sorte que I’on ait 1'égalité Zg = 0;(g)Z pour tous Z € G et g € G. De 0; se déduit
des automorphismes de X(G), de Ag, de &g etc. qui ne dépendent pas de € G(F).
On les note f5. On suppose

Hypothése. — 0 est d’ordre fini.

Le groupe G opére sur G par conjugaison : (9,%) — gzg Pour tout sous-
ensemble X de G, on note Normg(X) le normalisateur de X dans G et Zg(X)
son centralisateur. Si X est réduit & un point {Z}, on note simplement ces groupes
Zc(%) et on note Gz la composante neutre de Zg(%). La variété G opeére sur G par
(Z,9) — 6z(g). Si X est un sous-ensemble de G, on définit alors son normalisateur
Ng(X) et son centralisateur Z5(X), avec la variante Z5(z) quand X est réduit & un
point {z}.

On note Ag le plus grand sous-tore de Ag sur lequel 65 agit trivialement. On
note s, resp. @, le sous-groupe des éléments de @g, resp. G fixés par 5. On
note ag la dimension de &g. On définit un homomorphisme Hg : G(F) — %5 par
Hg(9)(x) = log(Ix(9)|r) pour tous g € G(F) et x € X(G)*%.

On note G, le sous-ensemble des éléments semi-simples de G c’est-a-dire des 7 € G
tels qu’il existe un sous-tore maximal T de G, défini sur F, et un sous-groupe de Borel
B de G, défini sur F et contenant T, tels que 0; conserve T et B. Si & € G, (F), on
pose

1

DG(.’i) = ldet(l - 05‘)|g/gilF'
On note éreg I’ensemble des éléments fortement réguliers de G , c’est-a-dire ’ensemble
des éléments Z tels que Zg (&) soit abélien et G5 soit un tore.

On appelle sous-groupe parabolique tordu (P, 15) un couple vérifiant les conditions
suivantes. Le terme P est un sous-groupe parabolique de G. Le terme P est son
normalisateur dans G et on suppose I:’(F) # @. Pour un tel couple, on appelle
composante de Lévi tordue un couple (M, M ) tel que M soit une composante de
Lévi de P et M est I'intersection des normalisateurs de P et M dans G. On appelle
groupe de Lévi tordu de (G,G) un couple (M, M) tel qu’il existe un sous-groupe
parabolique tordu (P, P) dont (M, M) est une composante de Lévi tordue. On vérifie
qu’un groupe de Lévi tordu est un groupe tordu (c’est-a-dire que M(F) # @, cf. [11]
1.6). Pour un tel groupe de Lévi tordu, on note $(M) I'ensemble des sous-groupes
paraboliques tordus (P, P) de composante de Lévi tordue (M, M), & (M) P'ensemble
des sous-groupes paraboliques tordus (Q, Q) telsque M C Qet M C Qet £ ( ~)
I’ensemble des groupes de Lévi tordus (L, L) tels que M C L et M C L. Soit (Q,Q)
un sous-groupe parabolique tordu. On écrit simplement Q = LU pour signifier que :

— L est le second membre d’une composante de Lévi tordue (L, L) de (Q, Q) ;
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8 J.-L. WALDSPURGER

— U est le radical unipotent de Q.

Si (M, M) est un groupe de Lévi fixé et que (Q, Q) appartient & F(M), il sera de plus
supposé que L contient M.

Comme dans le cas non tordu, les Lévi tordus se caractérisent comme les
commutants de tores déployés. Précisément, soit A un sous-tore déployé de G,
notons M son commutant dans G et Zz(A) son commutant dans G. Supposons
Zs(A)(F) # @. Alors (M, Zg(A)) est un Lévi tordu. Prouvons cela. On sait bien
que M est un Lévi de G. Choisissons un élément z,. € X,(A) en position générale
et posons @ = z.(wr). Alors M est le commutant de a. Notons P le sous-groupe
parabolique de G, de composante de Lévi M, dont le radical unipotent est engendré
par les sous-groupes radiciels associés aux racines a de Ay telles que |a(a)|F > 1.
Soit & € Z5(A). Puisque 63 fixe a, il conserve aussi M et P. Donc Z appartient
a Pensemble M défini comme plus haut, et Zz(A) C M. Puisque Zg(A)(F) n’est
pas vide, M (F) ne lest pas non plus, ce qui est la condition pour que (M, M ) soit
un groupe de Lévi tordu. De plus, Z5(A) et M sont évidemment tous deux des
espaces principaux homogénes pour le groupe M. Ils sont donc égaux, ce qui prouve
Passertion. Inversement, tout groupe de Lévi tordu (M, M ) est le commutant au sens
ci-dessus du tore A ;.

Soit Ppin un sous-groupe parabolique minimal de G et My,;, une composante de
Lévi de Prin. On peut compléter ces données, de fagon unique, en un sous-groupe
parabohque tordu (Prin, Pmm) et une composante de Lévi tordue (Mmin, Mmm) En
effet, P_., est le normalisateur de P.;, dans G et My, est le normalisateur de

Mpin dans Ppin. On doit voir que Mmm(F) # . Soit § € G( ). Alors le couple
(05(Pmin), 05(Mmin)) est formé d’un sous-groupe parabolique minimal de G et d’une
composante de Lévi de ce sous-groupe. Deux tels couples sont conjugués par un
élément de G(F'). Choisissons donc g € G(F) tel que la conjugaison par g envoie
(05(Pmin), 05(Mmin)) sur (Pmin, Mmin). Posons & = g§. Alors & appartient & Mmin(F).

On appelle sous-tore maximal tordu un couple (T,T) vérifiant les conditions
suivantes. Le terme T est un sous-tore maximal de G. Le terme T est une sous-variété
de G. L’ensemble T'(F) n’est pas vide et il existe un sous-groupe de Borel B de G,
défini sur F', contenant T, tel que T soit I'intersection des normalisateurs de T et B
dans G. Cela entraine que ’on a T' = T'& = ZT pour tout & € T. La restriction a T
de I'automorphisme 6; ne dépend pas de Z, on la note 67 ou simplement § si cela ne
crée pas d’ambigiiité. On note Ty la composante neutre du sous-groupe des points
fixes T°.

Evidemment, pour un couple (G, &), ou (P, 15) etc. le premier terme G ou P etc.
est uniquement déterminé par le second G ou P etc. Dans la suite de D’article, on
parlera simplement du groupe tordu G ou du sous-groupe parabolique tordu P etc.
Les termes G ou P etc. seront utilisés si besoin est sans les définir explicitement.
D’autre part, on peut utiliser les définitions que ’on vient d’introduire dans le cas ou
G = G muni des multiplications & droite et & gauche. On supprime alors les ”; par
exemple, on définit les ensembles P(M), £(M), la fonction Hp etc.
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Remarque. — Les espaces tordus ont été introduits par Labesse. D’autres auteurs
préférent étudier les groupes non connexes. Un espace tordu (G, é’) apparait comme
une composante d’un tel groupe. En effet, fixons & € é(F) D’aprés ’hypothése
de finitude faite plus haut, on peut choisir un entier n > 1 tel que I'image de 67
dans le groupe des automorphismes extérieurs de G soit égale & 1. Donc 07 est
Pautomorphisme intérieur associé & un élément du groupe adjoint G.q4(F). L’image
de G(F) dans G,4(F) est d’indice fini. Quitte & accroitre n, on peut donc supposer
que 67 est Pautomorphisme intérieur associé & un élément z € G(F'). Fixons un tel z.
Considérons le groupe abélien libre X engendré par Z. Il agit sur G : 2™ agit par 7.
Considérons le produit semi-direct G x X, puis le plus petit sous-groupe distingué de
ce produit contenant z~'Z". Notons G* le quotient. Alors G est un groupe linéaire
algébrique de composante neutre G et G s’identifie & la composante connexe de G+
qui contient Z. Cette remarque permet d’appliquer les résultats démontrés dans la
littérature pour des groupes non connexes.

1.3. Les espaces {;;. — Soit G un groupe tordu. Fixons un Lévi minimal My,
de G. On note X’G I’ensemble des Lévis tordus M de G tels que My, C M. On définit
le groupe de Weyl usuel W% = Normg(r)(Mmin)/Mmin-

On munit @y, d’un produit scalaire invariant par l’action du groupe de Weyl
WE. Pour tout Lévi tordu M, on en déduit par conjugaison et restriction un produit
scalaire sur ;. Si L est un Lévi tordu tel que Mc I~/, on note ﬁIL\;[ Porthogonal de
@; dans @y;. On note ¢ — (; et ( — (:i les projections orthogonales de &; sur &;,
resp. sur ﬁJI(;I. Fixons un sous-groupe compact spécial K de G(F') en bonne position
relativement & M,;, et supposons My,;, C M. Soit P=MUEe Q)(J\;I ). On définit une
fonction Hp : G(F) — @y par Hp(g) = Hy(m) pour g = muk, avec m € M(F),
ueU(F)etke K.

On fixe une extension de Hg a G(F), c’est-a-dire une fonction que ’on note encore
Hg . G(F) — s telle que Hy(92g') = Hg(9) + Ha(E) + Hi(g') pour tous g,g’ €
G(F) et # € G(F). Pour tout Lévi tordu M, on en déduit une fonction analogue H; :
M(F) — @y, de la fagon suivante. Posons WM = Normg F)(M )/M(F'). Fixons, ainsi
qu’il est loisible, une extension H;, de Hy; & M (F) de sorte que la composée de cette
fonction et de la projection orthogonale de &,; sur @5 coincide avec la restriction de
Hg a M(F). Pour g € NormG(F)(M) et # € M(F), le terme H;\Z(g:'i:g‘l) ne dépend
que de 'image w de g dans WM Notons-le H;\;I(w.iw_l). D’autre part, le groupe

wM agit naturellement dans &;;. On pose
Hy (@) = WMt > w™ Hy (wiw™).
wewM

L’application Hy; ainsi définie sur M (F) est un prolongement de I’application notée
de la méme fagon sur M(F). Elle ne dépend pas de l'application auxiliaire H ;\;[ Si

L € (M), la restriction de H; & M(F) coincide avec la composée de Hy; et de la
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10 J.-L. WALDSPURGER

projection orthogonale de &, sur ;. Pour g € G(F), la conjugaison par g définit
un isomorphisme de @y sur @ y; . et on a I'égalité HgMg_l(g:Eg‘l) = gHy(%)g™?
pour tout Z € M(F).

g

1.4. Mesures. — Soient G un groupe réductif connexe, Mp,;, un groupe de Lévi
minimal de G et K un sous-groupe compact spécial de G(F) en bonne position
relativement & M. Fixons une mesure de Haar sur G(F) et munissons K de la
mesure de masse totale 1 (remarquons que 1’on ne suppose pas que cette mesure sur
K soit égale a la restriction de la mesure sur G(F)). Alors, pour tout P = MU €
F(Mmin), Arthur a défini une mesure de Haar sur les groupes M (F') et U(F), cf. [4]
paragraphe 1. Soit 7' un tore. Si T est déployé, on munit T(F) de la mesure telle
que le plus grand sous-groupe compact de T'(F') soit de mesure 1. En général, on
munit A (F) de cette mesure puis T'(F) de celle pour laquelle la mesure quotient sur
T(F)/Ar(F) soit de masse totale 1.

Fixons un caractére continu non trivial ¢» de F. On munit F' de la mesure autoduale
pour ¥. Fixons une forme bilinéaire symétrique non dégénérée < .,. > sur g(F) x g(F),
invariante par ’action adjointe de G(F'). Pour toute sous-algébre h de g telle que la
restriction de < .,. > & h(F') soit non dégénérée, on munit h(F') de la mesure de Haar
autoduale pour le bicaractére (X,Y) — (< X,Y >). Soit H un sous-groupe de G,
supposons que 'on a muni H(F') d’une mesure de Haar dh et que la restriction de
< .,. > soit non dégénérée. La mesure sur h(F') se reléve par ’exponentielle en une
mesure de Haar d’h sur H(F') qui n’a aucune raison d’étre celle que l'on a fixée. On
note v(H) la constante telle dh = v(H)d'h (en fait, nous n’utiliserons cette notation
que dans le cas ou H est un sous-tore de G).

Supposons que G soit la premiére composante d’un groupe tordu (G, é) La mesure
sur G(F) en détermine une sur I’espace principal homogéne G(F). Considérons un
sous-tore maximal tordu (7T, f’) Le groupe T'(F') agit par conjugaison sur T(F)
Notons T'(F) /6 U'ensemble des orbites. Il est naturellement muni d’une structure de
groupe de Lie sur F' et d’une action de T'(F') par multiplication & gauche. Pour tout
te T(F)/g, P’application

To(F) — T(F)s
t — tt

est un isomorphisme local. Il existe une mesure sur T(F) /9, invariante par l'action de
T(F) et indépendante du choix de £, telle que cette application conserve localement
les mesures. On munit 7'(F') /¢ de cette mesure. On pose

W (G, T) = Normgry(T)/T(F).

On dit que T est elliptique dans G si Aj = Ag. Fixons un ensemble I (G’), resp.
T eu(G), de représentants des classes de conjugaison par G(F) dans l’ensemble
des sous-tores maximaux tordus, resp. et elliptiques, de G. On fixe des ensembles

analogues pour tout Lévi tordu. La formule de Weyl prend 'une ou 'autre des formes
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suivantes

f@dz= Y |W(G,T) M T(F) : Ty(F)
TeI (@)

/ / F(g7ig)dgDC (f)df
T(F) 5 JTo(P\G(F)

= Y wMweT Y (WM, T)|HTF) : Ty(F)]
MefG TE€T ert(M)

L[ faigdgnSaa
T(F)/e Y To(F)\G(F)

pour toute fonction f € C®(G(F)).
On note &g g, resp. @a,,r, 'image par I'application Hs de G(F), resp. As(F).

G(F)

On note ﬁé, > T€sp. ﬁx@ 7 le réseau dans G5 formé des A tels que A(¢) € 2nZ pour
tout ¢ € &g p, resp. ¢ € @, . On munit le quotient i &7 /i ﬁxé’p de la mesure de
Haar de masse totale 1. On pose i &g, p = it /it p et on le munit de la mesure telle
que l'application naturelle iﬂa r— 185/ ﬁxé, r Préserve localement les mesures.

1.5. Intégrales orbitales pondérées. — Dans la suite de cette section, on fixe
un groupe tordu (G, G). On suppose fixés un Lévi minimal My, de G et un sous-
groupe compact spécial K de G(F') en bonne position relativement a Mp;,. Soit
1\;{ €~f . La théorie des (G, M)-familles se généralise au cas tordu en une théorie des
(G, M)-familles. En particulier, soit g € G(F). De la famille de points (H3(9)) pe o(n1)
se déduit une (G, M)-famille (v5(9)) pegpiry : on Pose vp(g,A) = e MHp(9) pour
X € i@y;. De cette (G, M)-famille se déduit un nombre vy7(9), cf. [2] p.37. Soient
f € CX(G(F)) et # € M(F) N Greg(F). On définit I'intégrale orbitale pondérée

Ta(@,0) = D°@"? [ fla 30)v51(0)ds.
Gz(F)\G(F)
Ces intégrales vérifient les mémes conditions de régularité et de croissance que dans
le cas non tordu.

1.6. Quasi-caractéres. — Soit # € G,,(F). On définit la notion de bon voisinage
w C gz(F) : la définition est la méme qu’en [12] 3.1, en ajoutant quelques - On
note Nil(gz) ’ensemble des orbites nilpotentes dans gz(F'). Pour tout @ € Nil(gz),
l’intégrale orbitale sur © a pour transformée de Fourier une distribution localement
intégrable, que ’on note X — 3(@, X). Evidemment, on doit définir correctement les
mesures, on renvoie pour cela a [12] 1.2.

Soit © une fonction définie presque partout sur G (F) et invariante par conjugaison
par G(F). On dit que c’est un quasi-caractére si, pour tout Z € G,(F), il existe un
bon voisinage w de 0 dans gz(F) et, pour tout © € Nil(gz), il existe cg o(Z) € C de
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12 J.-L. WALDSPURGER

sorte que l'on ait 1’égalité

O(Fexp(X)) = Y co,0(%)i(0,X)

OeNil(gz)

pour presque tout X € w. Cette définition est la méme qu’en [12] 4.1. Dans cette
référence, on avait noté 0 les quasi-caractéres. Pour une raison évidente, on croit bon
ici de modifier cette notation.

1.7. Fonctions trés cuspidales. — Soit f € C®(G(F)). On dit que f est trés
cusplda,le si et seulement si, pour tout sous-groupe parabolique tordu propre P=MU
de G et pour tout & € M(F), on a I'égalité

/ f(Eu)du = 0.
U(F)

Les intégrales orbitales pondérées des fonctions trés cuspidales possédent les mémes
propriétés que dans le cas non tordu. En particulier, soient f une fonction trés
cuspidale et & € Greg(F). Notons M (%) le commutant de Ag, dans G, au sens de
1.2. C’est un Lévi tordu de G. Quitte & conjuguer My, et K, on peut supposer

M(z) € £°. On pose
0}(&) = (-1)*@ ¢ DC(2) /2 ) (3, f)-

Cela ne dépend pas de la conjugaison effectuée. La fonction @‘j]F ainsi définie est

invariante par conjugaison par G(F').

Proposition 1.1. - Soit f € C°(G(F)) une fonction trés cuspidale. Alors 9~ est un
quasi-caractere.

La preuve est exactement la méme que dans le cas non tordu, cf. [12] corollaire
5.9.

1.8. Distributions locales associées & une fonction trés cuspidale. — Soit
S éss(F). Supposons que G; soit le produit de deux groupes réductifs connexes
Gz = G’ xG", chacun conservé par Zg(Z)(F). Tout élément X € gz (F') se décompose
en la somme d’un élément de g’(F) et d’un élément de g”(F'). On note X = X' + X"
cette décomposition. On note f +— f* la transformation de Fourier partielle dans
C(gz(F)) relative a la deuxiéme variable, c’est-a-dire

f“(X) = /”(F) FX +Y")(< Y", X" >)dY".

Soit w C gz(F) un bon voisinage de 0. On suppose que w = w’ + ", avec v’ C ¢g'(F)
et w”’ C g'(F).
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Soit f € C°(G(F)) une fonction trés cuspidale. On définit une fonction ©7 _ L sur
gi,reg(F) par
0, iX ,
oL X)=1 o, G
Frw O%(Zexp(X)), siX €w.

Pour g € G(F), on définit 9f; , € C°(gz(F)) par

0, si X € w,

 fo,w(X) = { f(g—la”cexp(X)g), siX €w.

On pose 9 fgw = (9fz ). Cette fonction vérifie la propriété suivante :

(1) soit P = MU un sous-groupe parabolique tordu tel que P # G et & € M (F);
alors

/ uff (X)du=0
20020 N
pour tout X € mz(F).

La preuve est la méme que celle de [12] lemme 5.5(i).
Soit M un Lévi de G tel que £ € M(F). Quitte & conjuguer Mmin et K, on peut
supposer M € #°. On définit une fonction Jﬁ?] 50 f) sur mz(F) N 93,reg (F') par

Tty ) = DO 0 | s (X0 (9)dg.

Gzexp(x) (F)\G(F)

Cela ne dépend pas de la conjugaison effectuée. On a

(2) 8i Ay G A,y ona 4 L (X, f) =0,

zexp(X)

La preuve est la méme que celle de [12] lemme 5.5(ii).

Soit X € gz reg(F'). Notons M(X) le commutant de Ag, dans G. C’est un

Fexp(X)
Lévi tordu de G qui contient . On pose
J, ) —0& NG - 3
0% 00) = ()™ DI ) A  ()

La fonction 9{"; 3 ainsi définie est invariante par conjugaison par Gz (F).

On définit la notion de quasi-caractére sur une algébre de Lie de méme que l'on a
défini cette notion sur un groupe ou un groupe tordu.
T4

» f?iYw
La seconde est la transformée de Fourier partielle de la premiére, c’est-a-dire que, pour

toute p € C(gz(F)),on a 'égalité

Proposition 1.2. -  Les fonctions @; 5. €t (C] sont des quasi-caractéres sur gz(F).

ij!w

/ Tt (X)p(X)dX = 67, ., (X)PH(X)dX.
9z (F) w
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La premiére assertion concernant la fonction @‘l’i’w résulte de la proposition
du paragraphe précédent. La deuxiéme assertion se démontre comme dans le cas
non tordu, cf. [12] proposition 5.8. Puisque G)J o est un quasi-caractére & support
compact modulo conjugaison, il existe une fonctlon ¢ € C(gz(F)), trés cuspidale,

telle que G;Ew soit égal au quasi-caractére @fp associé a ¢, cf. [12] proposition

6.4. Le lemme 6.1 de [12] se généralise immédiatement aux transformées de Fourier
partielles : la transformée de Fourier partielle de @J est 6;,, et c’est un quasi-

caractére. Puisque cette transformée de Fourier est ot o cela entraine la premiére

f? )
assertion concernant cette fonction.

1.9. Représentations de groupes tordus. — On appelle représentation de G(F)
un triplet (7,7, E), ot E est un espace vectoriel complexe, m une représentation de
G(F) dans E et 7 une application de G(F) dans le groupe Aut(E) des automorphismes
C-linéaires de E telle que 7(g)7(Z)n(9’) = 7(gzg’) pour tous g,¢' € G(F) et T €
G(F) Deux représentations (w1, 71, E1) et (me, 72, Ea) sont dites équivalentes s’il
existe un isomorphisme C-linéaire A : E; — E, et un élément B € Aut(FE,),
commutant & la représentation 7, de sorte que m1(g) = A~!my(g)A pour tout g €
G(F) et 71(%) = BA 7y(&)A pour tout Z € G(F).

Soit (m,#, E) une représentation de G(F). On dit qu’elle est lisse, ou admissible,
si m lest. On dit qu’elle est unitaire s’il existe un produit hermitien défini positif
sur F tel que 7 prenne ses valeurs dans le groupe unitaire pour ce produit. Nous
dirons qu’elle est tempérée si elle est unitaire, si 7 est de longueur finie et si toutes
les composantes irréductibles de 7 sont tempérées. On définit la contragrédiente
(v, 7V, EV) : (nV,EY) est la contragrédiente de (m,E) et 7 est définie par
< #V(&)é, e >=< &7(F)7le >. Pour A € @5 ®g C, on définit (mx, 7, E) par
#ix(#) = erHe@)7(%). On dit que la représentation est G(F)-irréductible si 7 est
irréductible. Fixons un point quelconque z € G (F). La donnée d’une représentation
G(F)-irréductible est simplement la donnée de deux objets

— une représentation irréductible (7, E) de G(F') telle que la représentation g —
w(0z(g)) soit équivalente & 7 ;
— un opérateur 7(Z) de E tel que 7(03(g)) = #(Z)m(9)#(Z)~! pour tout g € G(F).

En pratique, nous noterons simplement 7 la représentation (m, 7, E). Nous noterons
sans plus de commentaire 7 la représentation de G(F') associée et E; l’espace
E. On note Temp(G) Densemble des classes d’isomorphie de représentations
admissibles irréductibles et tempérées de G(F), que nous identifions & un ensemble
de représentants de ces classes.

Soient P = MU un sous-groupe parabolique tordu de G et 7 une représentation
admissible de M (F). On définit la représentation induite Ind$(7) de G(F). Elle se
réalise dans I’espace habituel de la représentation Ind p(T), que 'on note EG’T. Soient

e € E}C;:T et Z € G(F). Fixons § € M(F), soit ~ 'élément de G(F) tel que & = ~§.
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Alors on a égalité
(IndZ (7, 2)e)(9) = 8p(§)"/*7(§)e(95 " (97))

pour tout g € G(F), ot 6p est étendu de fagon naturelle 3 M (F). Supposons que M
contienne My;,. On peut aussi réaliser la représentation induite dans I’espace jcgﬁ
des restrictions 4 K des éléments de E}C;:T. Supposons 7 tempérée. On définit une
(G, M)-famille (Rp: (1)) pre #(s1)> qui prend ses valeurs dans l'espace des opérateurs
de L7€IG3’T, par

%13, (T, )\) = Rpr|p(T)—1RP/|P(T)\)
pour A € i@y, o0 R pr|p(T) est Popérateur d’entrelacement normalisé, cf. [3] théoréme

2.1. On associe & cette (G, M)-famille un opérateur ®;(7). On définit le caractére
pondéré de T : c’est la distribution

IS (7, f) = trace(Ry (1) IndS(f))

sur C°(G(F)). Dans le cas ou M = G, c’est le caractére habituel de 7 et on le note
plutdt f — ©:(f). D’aprés [6] theorem 2, ce caractére est une distribution localement
intégrable.

1.10. Intégrales orbitales pondérées invariantes. — En utilisant les caractéres
pondérés de la section précédente, le procédé habituel d’Arthur permet de construire
des intégrales orbitales pondérées invariantes a 'aide des intégrales f — Jy (&, f)
Rappelons la construction. Pour ¢ € &s, notons 1y, ==¢ la fonction caractéristique

de Pensemble des & € G(F) tels que Hg (%) = ¢. Notons Hoc(G F(F)) Despace des
fonctions f : G(F) — C telles que

(1) f est biinvariante par un sous-groupe ouvert compact de G (F);
(2) pour tout tout ¢ € &g, la fonction 1g,—¢ f est a support compact sur G(F).

Pour f CX(G(F)) et M € Z’G, Arthur montre qu'il existe une fonction

b5 (f) € Hoe(M(F )) telle que, pour toute représentation # € Temp(M) et tout
¢ € Hy( I(F)) C @, on ait 1'égalité

[ o Do = [ 0 (b (a—exp(-AQ)
= mes(i@y; )0 (b (/) 1r=c)-
On fixe de telles fonctions ¢51(f). Pour & € M(F) N Greg(F), on définit V'intégrale

orbitale invariante Iy;(Z, f) par récurrence sur ay; — ags par la formule

ILg@H=Jdg@&H- > IEGE¢(Dla—m,@)-

Le£(M),L#G
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Soit f € C®(G(F)). On lui associe une fonction ©; sur Greg(F) de la fagon
suivante. Soit Z € Greg(F'). Notons M (&) le commutant de Ag, dans G. Choisissons
g € G(F) tel que gM(%)g~" € #%. On pose

0;(&) = (~1)® ¢ DE (@)L, .+ (939", ).
Cela ne depend pas du choix de g.
Pour f € C°°(G (F )) on dit que f est cuspldale si et seulement si, pour tout groupe

de Lévi tordu M C G et pour tout # € Greg(F) N M(F), on a J5(%, f)=0.0Onala
propriété suivante, que nous énongons avant de ’expliquer :

(3) pour toute fonction cuspidale f € C®(G(F)), pour tout M e £C et pour tout
élément & € M(F) N Greg(F) qui est elliptique dans M(F), on a l’égalité

DO@ (- e ly@ = Y el0) [ 0n @O (A

QE{He,,(é)} G,F

Que 7 soit elliptique dans M (F) signifie que Ag, = A,;. L’ensemble II.;;(G) est
un certain sous-ensemble de celui des représentations tempérées virtuelles de G’(F)
Il est stable par laction & — 7, de iﬁ*é. L’ensemble {He”(é)} est I’ensemble des
orbites de cette action. Pour chaque orbite ©), on choisit un point base 7@ € ©). Enfin,
¢(9) est un certain coefficient. La somme est en fait finie car, pour tout sous-groupe
ouvert compact K’ de G(F), il n’y a qu’un nombre fini d’orbites pour lesquelles une
représentation de 1'orbite admet des invariants non nuls par K'.

Cf. [13] théoréme 7.1 et, dans le cas non tordu, [5] théoréme 5.1.

Lemme 1.3. — Soit f € C°(G(F)) une fonction cuspidale. Alors ©; est un quasi-
caractere de G(F).

La preuve est la méme qu’en [14] 2.5, en utilisant [6] theorem 3.

1.11. Un lemme d’annulation. — Soient m une représentation admissible de
G(F) et B une forme bilinéaire sur E,v X E,. Soit A € Endc(F,) un opérateur
lisse, c’est-a-dire qu’il existe un sous-groupe ouvert compact K’ de G(F') tel que
7r(k)A7r(k’ ) = A pour tous k,k’ € K'. Pour un tel sous-groupe K’, fixons une base
B du sous-espace EK et introduisons la base duale {&;e € B } de E (pour
Paccouplement usuel, noté < .,. >, entre ces deux espaces). Posons

tracep(4) = Y B(& A(e))
ec BK'

Ce terme ne depend ni du choix de K’, ni de celui de la base.

Soient P = MU un sous-groupe parabolique tordu et 7 une représentation
admissible de M (F). On suppose
(1) P#G.
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Supposons 7 = Ind$(7), E, = E§ . et Erv = ES .. Pour un élément §j € M(F),
considérons la condition suivante :

(H)g soient e € Eg, ete € ngv tels que €' (5(9))®e(g) = 0 pour tout g € G(F);
alors B(e/,e) = 0.

Considérons aussi la condition :

(H) la représentation T se prolonge en une représentation 7 de M (F); soient e €
EZ . et € € EF . tels que €'(g) ® e(g) = 0 pour tous g € G(F); alors B(€/,e) = 0.

Soit f € C°(G(F)). Supposons

(2) f est trés cuspidale.

_ Pour un élément & € G(F), on note f5 la fonction sur G(F) définie par fz(g) =
f(g%).
Lemme 1.4. — On suppose vérifiées les conditions (1) et (2).

(i) Soit §e M(F), supposons wvérifiée la condition (H )j-  Alors
tracep (Ind$ (7, f;)) = 0.

(ii) Supposons vérifiée la condition (H). Alors tracep(Ind$(7, f)) = 0.

Démonstration. — On ne perd rien & supposer que K est en bonne position
relativement & M. Considérons la situation de (i). Fixons un sous-groupe ouvert
compact K’ de K tel que f soit biinvariante par K’ et par K" = 05(K'). On fixe
un ensemble de représentants IV de ’ensemble des doubles classes P(F)\G(F)/K'.
L’ensemble I = 05(I'’) est un ensemble de représentants de I’ensemble des doubles
classes P(F)\G(F)/K". Choisissons une base X de (ES, )X telle que, pour tout
e e @Kl, il existe 7/ € I de sorte que le support de e soit inclus dans P(F)y' K'.
L’élément correspondant &' de la base duale vérifie la méme propriété, avec le méme
~'. Choisissons de méme une base BX de (ES)X". Pour tout e’ € #5" on a
l’égalité
Ind$(r, fy)e" = Z < &,IndG(r, fy)e" > €,
e GQBK'
d’ot
(3)  tracep(Ind%(r, fz)) = > B(&",€¢') < &, Ind$(, f;)e”

e'E%K,,e”EQK”

Fixons ¢’ € BX et ¢’ € ¥ . Soient 7' €T' et 4" € I tels que le support de e’ soit
contenu dans P(F)y'K' et celui de € soit contenu dans P(F)y"K". Si 4" # 05(%),
on a &’(0;5(9)) ® €'(g) = 0 pour tout g € G(F'). Donc B(é",e') = 0 d’aprés (H)j.
Supposons ¥" = 05(7'). On calcule

¢, Ind$(r, fg)e” >= / fg(g) < &(h),€"(hg) > dgdh
G(F)

// J(h1g) < &(h),€"(g) > dg dh
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= / / / F(h mukg) < €'(h), 7(m)e" (k) > 6p(m)*/2dudm dk dh.
KJKJM(F)JU(F)

Par les changements de variables k — 0;5(k), v — 63(u), on obtient

< &, nd$(r, f3)e” >=// / f(h~tmguk)
K Jo 1 (K) JM(F) JU(F)

< e'(h), 7(m)e" (05(k)) > 6p(m)*/2du dm dk dh.
Fixons h,k,m et supposons < €(h), 7(m)e”(85(k)) ># 0. Alors h € P(F)YK' et
65(k) € P(F)y"K". Cette derniére condition entraine k € P(F)y'K'. Mais alors k €
P(F)hK'. Ecrivons k = m'u'hk’, avec m' € M(F), v’ € U(F), k' € K'. Considérons
Iintégrale intérieure de la formule ci-dessus. Puisque f est invariante & droite par
K’ le k' disparait. Par le changement de variables u — m/uu’ ~'m’ 1, cette intégrale
devient
épf(m’)1/2/ Ff(h*mgm'uh)du.
U(F)

Elle est nulle puisque f est trés cuspidale. Donc < & ,Indg(T, fg)e” >= 0. Tous les
termes de (3) sont donc nuls, ce qui prouve l'assertion (i) de 1’énoncé. 5

Considérons la situation de (ii). Fixons § € M(F). On a légalité Ind&(7, f) =
Ind$(r, fg)Indg('?, 7). Définissons une forme bilinéaire B’ sur EgTV X EgT par

B'(¢',e) = B(Ind$ (7, 9) "1 e).
On vérifie formellement que traces(Ind%(7, f)) = tracep (Ind$(r, f3)) et que la

condition (H) pour B entraine la condition (H); pour B’. Il ne reste plus qu’a
appliquer le (i) a la forme B’ pour conclure. O

Remarque. — Quand 7 est unitaire, on peut considérer des formes sesquilinéaires
sur E,; x E, plutét que des formes bilinéaires sur E,v X E.

1.12. Induction de quasi-caractéres. — Soit M un Lévi tordu de G. Soit AM
une distribution sur M (F) invariante par conjugaison par M (F). On peut définir une
distribution induite A = Ind$;(AM) sur G(F), qui est invariante par conjugaison. La
définition est similaire & celle du cas non tordu. Quitte a conjuguer M, on suppose M €
#%. On fixe P = MU € $(M). Pour f € C>(G(F)), on définit fp € C°(M(F)) par

fp(m) = 6p(m)/? /K /U - f(k~Yiuk)du dk.

On pose A(f) = AM (fp). Cela ne dépend pas des choix effectués. Dans le cas ou
AM est un quasi-caractére sur M (F), A est aussi un quasi-caracteére sur G(F). Le
développement de A au voisinage d’un point semi-simple de G(F) se calcule en
fonction des développements de AM, Enoncons le résultat qui nous intéresse, qui
est le méme que dans le cas non tordu ([14] lemme 2.3).
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Lemme 1.5. — Soient ©M un quasi-caractére de M(F) et © = Indf,,(@M ). Alors
(i) © est un quasi-caractére sur G(F) ;
(ii) soient T un élément semi-simple de G(F) et O € Nil(gz) une orbite réguliére ;
on a l’égalité
co0(®) = D > Y. DY@ VDM@

#eX™ (3) 9€T 5 /G (F) 0 €Nil(my/)
[Zan (&) (F) : Mg/ (F)] 7 [gO 9']09,.-4‘@,(5:’).

Expliquons les notations. On a fixé un ensemble %M(:F:) de représentants des classes
de conjugaison par M (F') dans l'intersection de M (F) avec la classe de conjugaison de
@ par G(F). Pour #’ € ¥™ (&), Tz est Pensemble des g € G(F) tels que gig~! = &',
Pour un tel g, la conjugaison par g transporte ©) en une orbite g@) dans gz (F'). Pour
une orbite nilpotente ©' de mz (F'), on pose [gf : @] = 1 si g@ est incluse dans
Porbite induite de &', [gf : ©'] = 0 sinon.

1.13. Propriétés des fonctions trés cuspidales. — En utilisant le lemme du
paragraphe 1.11, on peut adapter les preuves des lemmes 2.2, 2.6 et 2.7 de [14]. On
obtient les résultats suivants.

Lemme 1.6. — (i) Soit f € C° (é(~F)) une fonction trés cuspidale, soient M € Z’éJ
7 une représentation tempérée de M(F), L € £(M) et Q € I (L). Supposons L # M
ou Q # G. Alors Jg('?, f) =0.

(ii) Soit f~e C>®(G(F)) une fonction trés cuspidale. Alors, pour tout L € £, la
fonction ¢z (f) est cuspidale. Admettons I’hypothése de 1.10. Alors on a l’égalité

07 = > IWHIWE| 7 (-1)*27%Ind{ (8, (f)-
Le#S

(iii) Soit f € C(G(F)) une fonction cuspidale. Alors il existe une fonction trés

cuspidale f' € CP(G(F)) telle que J5(Z, f') = Ja(Z, f) pour tout & € Greg(F).

2. Le groupe GL; tordu

2.1. Description du groupe tordu. — Soient d > 1 un entier et V' un espace
vectoriel sur F' de dimension d. Notons V* le dual de V, G = GL(V) le groupe des
automorphismes F-linéaires de V et G = Isom(V, V*) I’ensemble des isomorphismes
F-linéaires de V sur V*. Le groupe G agit a droite et & gauche sur G par

(9,%,9") > tg oGog),
ou g est le transposé de g. Le couple (G, é) est un groupe tordu. Remarquons que

G(F) s’identifie & Pensemble des formes bilinéaires non dégénérées sur V : a & € G(F),
on associe la forme (v',v) —»< v/, Zv >.
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Soit Z € G(F) un élément semi-simple. Son commutant dans G est produit d'un
groupe symplectique, d’un groupe orthogonal et de groupes qui sont des restrictions
a la Weil de groupes linéaires ou unitaires. La composante orthogonale se construit
de la fagon suivante. Considérons I’élément x = t57'% de G(F). Il est semi-simple.
Notons V}' le sous-espace de V' propre pour I'action de x, associé & la valeur propre 1.
Notons V/ 1'unique suppléméntaire de V' qui soit invariant par z. Alors V = V@ V'
et V* =V." @V, ". L’élément % envoie V; dans V;" et V' dans V;'*. Sa restriction
a V' est une forme quadratique. La composante orthogonale de Zg(&) est le groupe
orthogonal de cette restriction.

Fixons une base (v;)i=1,..q4 de V. On peut alors identifier G au groupe GL4
des matrices d x d inversibles. Pour ¢ € GL,4, on note ses coeflicients g; ;, pour
1,7 = 1,...,d. On introduit les sous-groupes suivants : By le sous-groupe de Borel
triangulaire supérieur, A4 le sous-tore diagonal, Uy le radical unipotent de By, K4 le
sous-groupe compact spécial de GL4(F') formé des matrices & coefficients entiers et
de déterminant de valuation nulle. On note £ le caractére du groupe Uy(F') défini par

) =v( D, uiip1)

i=1,...,d—1

Introduisons la base duale (v});=1, .. 4 de V*. Notons 84 'élément de G(F) défini par
04(v;) = (—1)"1@+1/2ly% | . pour tout i. Notons simplement 64 'automorphisme
de G associé & 64. On a 64(g) = Jdtg_le’ 1 ot J; est la matrice antidiagonale de
coefficients (J3); a+1—i = (—1)*. Cet automorphisme 64 conserve les sous-groupes que
Pon vient d’introduire. Il conserve aussi le caractére . Le normalisateur de B; dans
G est By = B40,. Le normalisateur commun de By et Ay est Ay = A48,

Pour g € GL4(F'), on pose

o(g) = sup({1} U {log(|gs;|F); 4,5 = 1,...,d} U {log(|(g7")ijlF); i, = 1,...,d}).

Pour g € G(F), on définit o(g) en identifiant G & GL4 par le choix d’une base. La
fonction o dépend évidemment du choix de la base, mais d’une facon inessentielle.
Pour tout réel b, on note 1,4, resp. 1,>s, la fonction caractéristique du sous-ensemble
des g € G(F) tels que o(g) < b, resp. o(g) > b

Remarquons que &5 = {0}. Pour tout Lévi tordu M de G, le procédé de 1.3
munit M(F) d’une extension canonique de la fonction Hy; & M(F). On vérifie que
Hy,(82) = 0.

2.2. Modéle de Whittaker. — Fixons une base (v;);=1,...q de V. Soit (7, E') une
représentation admissible irréductible de G(F'). On appelle fonctionnelle de Whittaker
une application linéaire ¢ : E — C telle que ¢(7(u)e) = £(u)p(e) pour tous u € Uy(F)
et e € E. Comme on le sait, 'espace de ces fonctionnelles est de dimension au plus
1. Supposons que cette dimension soit 1 et fixons une fonctionnelle de Whittaker non
nulle ¢. Pour e € E, on définit une fonction W, sur G(F) par W.(g) = ¢(n(g)e).
L’espace des fonctions W,, pour e € E, est le modéle de Whittaker de «.
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On note 04(m) la représentation g — w(84(g)). Cette représentation est isomorphe
a la contragrédiente V. La condition pour que 7 se prolonge en une représentation 7
de G(F) est que 64(r) soit isomorphe & 7. Supposons qu'il en soit ainsi et soit # un
prolongement. Supposons aussi que m admette un modéle de Whittaker. L’application
¢ — ¢ o 7T(04) conserve la droite des fonctionnelles de Whittaker. Il existe donc un
nombre complexe w(7, 1) € C* tel que po7(03) = w(7,1)d pour toute fonctionnelle
de Whittaker ¢. Un calcul de changement de base montre que ce nombre ne dépend
pas de la base (v;)i=1,.. 4 choisie. Par contre, il dépend de 1. Soit b € F*, notons t°
le caractére z — 1 (bz) de F, dont on déduit un caractére £° de Uy(F). Notons D la

b

matrice diagonale de coefficients diagonaux D;; = b4=%. Si ¢ est une fonctionnelle de

Whittaker relative & &, alors ¢ o 7(D®) est une telle fonctionnelle relative & £°. On a
¢pom(D®) 0 7(fa) = ¢ 0 7(8a) o m(8a(D")).

Mais 6,4(D®) est égal 4 D® multiplié par la matrice centrale de coefficients diagonaux
égaux a b%"1. On en déduit 1’égalité

(1) w(#, ¥°) = wr (b))~ w(7, ),

oll w;, est le caractére central de 7 (c’est un caractére d’ordre au plus 2). On a défini
en 1.9 la contragrédiente 7V de 7. Supposons 7 tempérée. On a la relation

(2) w(@, ¢ 7 )w(F, ¢) =1,

ot = = 9® pour b = —1. En effet, la condition 7V ~ 7 signifie qu’il existe une forme
bilinéaire invariante sur E x E. On sait construire cette forme bilinéaire. Introduisons
comme ci-dessus ’espace des fonctions de Whittaker W, pour e € F et introduisons
I’espace similaire des fonctions W relatif au caractére {~. On peut prendre pour
forme bilinéaire la forme

(e/,e) =< €, e >= /GL - W (v)We(v)d,
d—1

ot GLy_1 est identifié au groupe des automorphismes linéaires de 'hyperplan de
V engendré par vi,...,vq_1. Par définition, on a < 7V(0y)e’,7(04)e >=< €’,e >.
Il suffit d’expliciter ces deux termes & ’aide de la formule intégrale ci-dessus pour
obtenir (2).

On montre de méme en utilisant 'unitarité de 7 que |w(7,¢)| = 1.

2.3. Représentations induites. — Soit L un Lévi tordu de G. Il existe une
décomposition

V=V, --eVieWweV_1e---0V_,

de sorte que L(F) soit 'ensemble des # € G(F) tels que #(V;) = V*, pour tout
j=-u,...,u.Ona

L=GLdu X‘-'XGLdl XGLdOXGLdl >(~~-)<GLdu,
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ou d; = dim(V;) = dim(V_;). On peut choisir une base (v;);=1,....q de V de sorte que
V; ait pour base les vecteurs v; pour s =dy + -+ djqy1 +1,...,dy + -+ -+ d;. Alors
6, appartient a L(F). Soit ¢ € Temp(L). On a

C=0,Q Q®01Q®00Q®0_1Q - Q0_y,

ol o; est une représentation irréductible et tempérée de GLy, (F') et 04,(0;) ~ ;.
Pour tout j = 1,...,u, choisissons un opérateur unitaire A; : E,;, — E,_; tel que
A;o;(04,(z;5)) = 0-j(x;)A; pour tout z; € GL4,(F). Notons Go I'analogue de G
quand d est remplacé par dy. Alors il existe un unique prolongement 6o de gy a
Go(F) tel que, pour

e=e, R - ®e1®eVe_1® - Qe_y € Ey,
on ait
504)(e) =A e, ®@ - @ AT e_1 ®0(84,)(e0) ® Are1 ® -+ ® Ayen.

Cela ne dépend pas du choix des A;. Introduisons la représentation induite # =
Ind¥ (5). On vérifie que w(7, 1) = w(do, ). )

11 est utile de calculer le caractére de la représentation 6. Pour & € L(F) et j =
—4,...,u, on note Z; : V; — V*; la restriction de Z & V.

Lemme 2.1. — Pour tout & € L(F) assez régulier, on a I’égalité

@5(";}) = @50 (-%O) H effj ((—1)d+lti:;jj)'

7j=1,...,u

Démonstration. — Pour j = —u,...,u soit f; € C(GLy,(F)). Définissons f sur
L(F) par f(z84) = [Ij=—u, . fi(z;) pour z € L(F), ot les z; sont les différentes
composantes de z. Pour

e=€,0 - Qe1VeRe_1Q---Qe_, € Ej,
on a l'égalité
5(fle = ou(fu)A; ecu ® - ® 01(f1) A7 "e_1 ® 00(f0)F0(8ay)(60) ® T_1(f-1) Arer ® -+ ® 0_u(f-u) Aueu.
Pour j =1,...,u, opérateur
ej ®e—j > i (fi) A e—; ® 0_;(F-;)Aje;
a méme trace que 'opérateur
ej — 0 (f) A7 o (f-;)Aje; = oi(f; x°F_;)e;

ou ?f_;(y) = f-;(64,(y)) et * est la convolution. Sa trace est

/ 0o, (04, (x-;))f;(x;) f-j(@—;)dw; dz_;.
GLa, (F)?
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D’autre part, la trace de 'opérateur oo(fo)5(04,) est

/ O5,(2004,) fo(zo)dzo.
GLa, (F)

La trace de Popérateur &(f) est donc égale a

| 0naota)( TT O, (o0 z-i))F2)a,
L(F) G=1,..u

ot on a écrit £ = r6, avec x € L(F'). On vérifie que 2004, = To et que x;04,(z_;) =
(—1)d+1t.fc:]1~:l"j pour tout j = 1,...,u. Cela entraine I’égalité de ’énoncé. O

2.4. Représentations elliptiques des groupes linéaires tordus. — Soit L
un Lévi tordu de G que P’on écrit comme dans le paragraphe précédent. Décrivons
I’ensemble II.;;(L) qui intervient en 1.10. Pour j = 1,...,u, soit 0; une représentation
admissible irréductible de GL4,(F), de la série discréte. Soit Qo un sous-groupe
parabolique standard de GLg,, de Lévi

L0=GLd/1 X e X GLd;
Pour j = 1,...,s, soit 7; une représentation admissible irréductible de GLd; (F),
de la série discréte. On suppose 6’,1;_ (1) ~ 75 et 7% % 7 si j # k. Posons g¢ =
GL
Indg, Y ® QT et
0=0,8 - ®01®00®04(01)® - ® b4, (0u).

Alors ¢ se prolonge en une représentation & de L(F) qui appartient a IL.(L).
L’ensemble He”(I:) est 'ensemble des représentations qui se construisent par ce
procédé.

Poursuivons avec la représentation & que ’on vient de construire. Notons @ son
orbite pour l'action & — &, de i&}. On note i &) le stabilisateur de & dans i&}. On
note s(g) = s(0) = s et

o(0) =27 "ecfiwgy iy 7"

Ce terme est le coefficient qui intervient dans la relation 1.10(3), cf. [13] théoréme
7.1.

2.5. Facteurs €. — Soit m € N un entier tel que m < d et m et d soient de parités

distinctes. Posons H = GL,,. Soient # € Temp(G) et p € Temp(H). On introduit le
facteur (s, 7 X p, ) de [7] théoréme 2.7. Soit v € F*. On pose

eu(#,5) = e (p, 7) = w(F, P)w(p, P)wr (—1)/H20)w, (-1) 2 2w)e(1/2, 7 x p, ).

Ce terme ne dépend pas de 1. Cela résulte de la relation 2.2(1) et de 1’égalité bien
connue

(1) e(1/2,m x p,9°) = we(b)"wy(b)?e(1/2,m X p, ).
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Remarques 2.2. — (a) Cette définition est dissymétrique en 7 et p.
(b) Dans le cas particulier o m = 0, on considére par convention que w, =1 et

e(1/2,m x p,p) =1.
Soit L un Lévi tordu de G que 'on écrit comme en 2.3. Soit & € Temp(L). On écrit
C=0,Q  ®01®00®04(01)® - ®b4,(0u)
Le prolongement & de o détermine un prolongement & de gg comme en 2.3. On pose
u(5,7) = w(G0, D )w(F V) (=)™ P2, (-1 W) [ wo, (~1)™)e(1/2,00 X p,9).
j=1,eu

On vérifie que

(U p) = EV(007 H WGJ( 1)m
Jj=1,...,u
Remarquons que le terme €,(5,p) ne depend que de Porbite © de & sous Paction de
i} . Soit Q € P(L), posons 7 = IndQ( 7). On a légalité

(2) €,(7,p) = €,(5, ).

Cela résulte aisément des égalités bien connues suivantes :

5(3777 X p, 11") = 5(3,0'0 X p, 1/)) H 5('370,7' X p, w)8(370d_j (Uj) X p, w)y

ij=1,...,u

6(1/270j X p, ¢)€(1/2a 0';/ X p\/,,(/)) = waj(_l)mwp(_l)djv
et du fait que p¥ = p.

3. La partie géométrique de la formule intégrale

3.1. Plongements de groupes linéaires tordus. — Soient V un espace vectoriel
sur F' de dimension d > 1, r un entier naturel tel que 2r + 1 < d, W un sous-espace
de V de dimension m = d — 2r — 1, (2;)i=—r,...r une base d’un supplémentaire Z de
W dans V, et enfin v un élément de F*. On note G = GL(V), H = GL(W) et on
introduit les groupes tordus G = Isom(V, V*), H = Isom(W, W*). L’espace dual V* se
décompose en V* = W* @ Z*. Notons (2 )i=—r,....r la base de Z* duale de (z;)i=—r,...,r
et ¢ Iélément de Isom(Z, Z*) défini par ((z;) = (—1)*2vz*; pour tout i = —r,...,7.
Le groupe H est un sous-groupe de G. On introduit un plongement ¢ : H — G. Pour
§ € H, u(§) envoie W dans W* et Z dans Z*. La restriction de ¢(§) & W, resp. Z,
coincide avec §, resp. C~ . Le plongement ¢ ainsi défini est équivariant pour les actions
de H. Pour simplifier les notations, on identifie tout élément de H a son image par ¢.
On pose Vo = W @ Fzy et on note Gy le groupe des automorphismes F-linéaires de
Vo.

Notons P le sous-groupe parabolique de G formé des éléments qui conservent le
drapeau

Fz, CFz2, ®F2,_1C - CFz,® - ®F21 CFz,®-- - ®F21 0V
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CFz, @ OF210Vy®F2_1C--CFz,®- - ®F21®Vo®F2_1®---® Fz_,.
Notons A le tore isomorphe & GL?" formé des éléments qui conservent chaque droite
Fzy, pouri=1,...,r et agissent trivialement sur V. Poura € Aeti = +1,...,+r,
on note a; la valeur propre de a sur z;. Notons U le radical unipotent de P et M sa
composante de Lévi qui contient A. On a M = AGy, en particulier M contient H.
Notons P le normalisateur de P dans G et M le normalisateur commun de P et M.
Le groupe M contient H, en particulier M (F) # @, donc M est un Lévi tordu de G.
On définit un caractére £ de U(F) par

€(u) = ¥( Z Uit1,i),

i=—r,...,r—1

ol uj1,; =< 2X;_,,uz; >. On vérifie que £ est invariant par 65 pour tout § € H (F).

Fixons un op-réseau R dans V qui est somme d’un op-réseau de Vp et d’un
op-réseau de base sur or formée de vecteurs proportionnels aux z4; pour i =1,...,7.
Notons K le stabilisateur de R dans G(F) et RV le réseau dual de R dans V*. On
a l'égalité G(F) = P(F)K. Pour un entier N > 0, introduisons la fonction sy sur
G(F) définie de la fagon suivante. Elle est invariante & gauche par U(F') et a droite
par K. Sur M (F), c’est la fonction caractéristique de ’ensemble des m € M (F) qui
s’écrivent m = agog, avec a € A(F), go € Go(F), tels que :

— pour tout ¢ = +1,...,%r, |valp(a;)| < N;

- g5z €ppNRet tgozg € pr" RY.

3.2. Les ingrédients de la formule géométrique. — Considérons une
décomposition W = W' @& W” telle que la dimension de W’ soit paire. Posons
H' = GL(W') et H = Isom(W’,W'*). Soit T’ un sous-tore maximal de H’ qui
est anisotrope, c’est-a-dire que Az, = {1}. Soit {yr € Isom(W",W”*) une forme
bilinéaire symétrique. Notons V' = W" & Z et (~GT € Isom(V”,V"*) la somme
directe de C HT et C On suppose que les groupes spec1aux orthogonaux des formes
quadrathues ( H,T ¢t (G T sont quasi-déployés. Notons T l’ensemble des éléments
& € H tels que Z(W') = W'* et #(W") = W"*, que la restriction de # a W'
appartienne a T’ et que la restriction de Z a W soit égale a C~H,T. On note I
’ensemble des sous-ensembles T' de H obtenus de cette fagon.

Pour un tel objet T', que ’on peut considérer comme un sous-tore tordu de H,en
général non maximal, on note T le tore noté ci-dessus T', que ’on peut considérer
comme un sous-groupe de H (un élément de T fixe tout point de W”). On définit
comme dans le cas d’un sous-tore tordu maximal les ensembles Tj et T(F) /6. 11 est
utile de remarquer que, parce que dim(W') est paire, on a I’égalité T'(F)? = Tp(F). On
munit Tp(F') de la mesure de Haar de masse totale 1. Comme en 1.4, on en déduit une
mesure sur T'(F) /6 Le normalisateur Norm g (T) de T dans H contient T x SO(Cx,1),
ce dernier groupe étant le groupe spécial orthogonal de la forme quadratique ¢ H,T Sur
W". On pose

W (H,T) = Normpy (T)(F)/(T(F) x SO(Cu,r)(F)).
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Soit f € T(F). L'élément t = *f 'f appartient & GL(W’). On pose
A, = 20D det((1 = Oyl

Soit I un quasi-caractére de G(F"). On en déduit comme en [12] 7.3 une fonction cr
définie presque partout sur T'(F). Rappelons la définition. Soit £ € T'(F) en position
générale. Son commutant connexe G; dans G est Ty x SO(Ce 7). Si d est impair, la
dimension de V" est elle-aussi impaire et 1'algébre de Lie g;(F') posséde une unique
orbite nilpotente réguliére que I’on note Hreg. On pose cr(t) = €T, 0,0 (t), cf. 1.6. Si d
est pair et si la dimension de V"’ est < 2, la méme construction s’applique. Si d est pair
et si la dimension de V" est > 4, il y a plusieurs orbites nilpotentes réguliéres dans
g:(F). Mais on sait les paramétrer, cf. [12] 7.1. En particulier, on peut associer 4 v une
orbite ©,. On pose cr(f) = cr g, (f). Soit maintenant © un quasi-caractére de H(F).
On lui associe une fonction cg définie presque partout sur T(F ). La construction est
la méme que ci-dessus, & ceci prés que ’on remplace V" par W et, dans la derniére
éventualité ci-dessus, le paramétre v par —v. Les fonctions cr et cg sont invariantes
par conjugaison par T'(F). On a

Lemme 3.1. — Les fgnctions cr et cg sont localement constantes sur un ouvert de
Zariski non vide de T(F). La fonction
£+ co(Der (D7 (DA ()
est localement intégrable sur T(F) /6
La preuve est la méme que celle de la proposition 7.3 de [12].

Le groupe H(F) agit par conjugaison sur J. On fixe un ensemble I de
représentants des orbites.

3.3. La formule géométrique. — Soient © un quasi-caractére sur H(F)et f e
C(G(F)) une fonction trés cuspidale. Pour g € G(F'), posons

7,50 = [ () (g~ §ug)E (w) du di.

H(F)JU(F)
Pour tout entier N > 1, posons
.= [ J(©, f,9)n (9)dg.
H(F)U(F)\G(F)

Pour T € 7, on définit la fonction cg sur T(F). A f, on associe le quasi-caractére
8} sur G(F), cf. 1.7, puis une fonction cgs sur T'(F). On note simplement c; cette
f

fonction. Posons

Tuem(®,. ) = 3 IWEHD [ coesBD™ (), ()i

Teg TFye

ASTERISQUE 347



CALCUL D’UNE VALEUR D’UN FACTEUR ¢ PAR UNE FORMULE INTEGRALE 27

Théoréme 3.2. — On a légalité
]\}EHOO JN(e) f) = Jgéom(ey f)

La démonstration occupe la fin de la section. Remarquons que ’égalité du théoréme
ne dépend pas des mesures choisies, & ’exception de celles sur les tores compacts que
'on a supposées de masse totale 1 (la mesure sur G(F') intervient directement dans le
membre de gauche, mais aussi dans la définition du quasi-caractére 8}1 associé a f ). 1
est plus commode dans cette section de normaliser les mesures de la fagon suivante :

— on munit g(F') de la forme bilinéaire (X, X’) — Jtrace(X X’) et tout sous-espace
non dégénéré de la mesure autoduale;

— on munit arbitrairement d’une mesure de Haar tout autre sous-espace de g(F")
(par exemple le radical nilpotent d’un sous-groupe parabolique) ;

— on reléve ces mesures aux groupes via ’exponentielle.

Dans le cas d’'un tore compact, la mesure de masse totale 1 n’est plus dt, mais
v(T)dt.

3.4. Localisation. — Par partition de I'unité, on peut localiser le probléme de la
fagon suivante. On fixe un point # € G,,(F) et un bon voisinage w de 0 dans gz(F),
aussi petit que I'on veut. On note = (Fexp(w))® = {g~'Fexp(X)g; g € G(F),X €
w}. On suppose le support de f inclus dans 2.

Supposons d’abord que la classe de conjugaison de # par G(F') ne coupe pas H (F).
Alors, pour tout Ted,le quasi-caractére 8% est nul au voisinage de T(F), donc la

fonction cj est nulle. Donc Jgsom (O, f) = 0. Pour démontrer I’égalité du théoréme,
il suffit de prouver que J(©, f,g) = 0 pour tout g € G(F). Il suffit de prouver que
H(F)U(F) ne coupe pas Q. Puisque la partie semi-simple d’un élément de H(F)U(F)
est conjuguée & un élément de H (F) et que Q est stable par 'opération consistant a
prendre les parties semi-simples, il suffit de prouver qu’aucun élément semi-simple de
Q n’est conjugué & un élément de H (F). On se rappelle qu’en 2.1, on a associé & &
une forme quadratique sur le sous-espace propre V7' de V associé a la valeur propre 1
de '7~'%. Notons (V}',%) l'espace quadratique formé de ce sous-espace propre et de
la forme quadratique définie par la restriction de Z. Dire que la classe de conjugaison
de & par G(F) ne coupe pas H(F) revient & dire qu’aucun sous-espace de (V,%)
n’est isomorphe & l'espace quadratique (Z, (~) Soit X € w un élément semi-simple,
posons &' = Zexp(X). Si w est assez petit, V}, est le noyau de X dans V' et la forme
quadratique &' sur ce noyau est la restriction de Z. Donc (V}/,Z') ne contient aucun
sous-espace isomorphe a (Z, f ). Un tel élément ne peut pas &tre conjugué a un élément
de H(F). Cela démontre I’assertion.

On suppose désormais que la classe de conjugaison de & coupe H (F). On ne perd
rien a supposer plus simplement & € H(F). On note W”, resp. V", le sous-espace
propre de W, resp. V, associé & la valeur propre 1 de z =' #7!'Z. On munit ces
espaces des formes quadratiques définies par Z. On a la décomposition orthogonale
V" = W"” @ Z. On note O(V"), SO(V") etc. les groupes orthogonaux et spéciaux
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orthogonaux de ces espaces. On note W’ I'unique supplémentaire de W” dans W
stable par z et H' = GL(W'). On a les égalités H; = H.LSO(W"), H; = H,SO(V")
(par abus de notations, on note H le commutant connexe dans H’ de la restriction
de £ 4 W’). On suppose w = w’ X w”, ot w’ C h;(F) et w” C so(V")(F).

On définit le quasi-caractére Oz ,, de hz(F') par

6, ,(X) = O(Zexp(X)), siX €w,
o - 0, sinon.

Pour g € G(F), on définit une fonction ¢f; , € C(gs(F)) comme en 1.8, puis une
fonction 9f§‘w € CX(hz(F)) par

o) = [ 95,00+ NEN)aN.
uz (F)

On a noté ici £ le caractére N — £(exp(N)) de uz(F'). Posons

J5(©, F ) = / )ei,w(xy"fé,w(X)dx,

bz
puis
Trwn(©) = [ J2.o(®, F.0)n (9)da.
Uz (F)Hz (F)\G(F)

Notons I’ I’ensemble des sous-tores maximaux de H{, qui sont anisotropes, c’est-
a-dire ne contiennent pas de sous-tore déployé autre que {1}. Le couple d’espaces
quadratiques (W”, V") vérifient les conditions de [12] 7.1. On définit un ensemble "
de sous-tores (en général non maximaux) de SO(W") comme en [12] 7.3. On vérifie
que l'application T' — T} est une bijection du sous-ensemble des éléments T' € & qui
contiennent Z sur ’ensemble 7' x . Pour T dans I’ensemble de départ, les fonctions
ce et c; sont définies sur T(F). On définit des fonctions cg z ., et Cf 3. SUT to(F) :
elles sont nulles hors de t9(F) Nw; pour X € t(F) Nw,

co,5,0(X) = co(Zexp(X)), cf; ,(X) = cj(Zexp(X)).

Fixons un ensemble de représentants &; des classes de conjugaison par Hz(F)

dans 7' x J". On définit une fonction A” sur hz(F) par
A”(X) = |det(X|W///W//(X))IF,

oi W”(X) est le noyau de X agissant dans W"'. Posons
Traoion(® ) = 3 W(Ha, DI | coau(X)es 4, (X)DH (X)A"(X)dX.
I€eT; i((F)
Posons enfin

C() = 213 Y (2, (3)(F) : Hy (F)] "D (&)|det((1 — 2) ) [}
Lemme 3.3. — On a les égalités
JN(@, f) = C(j).Ja":,w,N(ea f)» Jgéom(ea f) = C(j)Ji,w,géom(ey f)
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Démonstration. — Soit g € G(F'). En utilisant la formule de Weyl, on a

1) IO, f9)= Y |WHTD) TF) : Tp(F)™
TeJ(H)

[ / 9 f* (h=18h)dhO ) DH ()di,
T(F) o I Ty (P\H(F)

ou, pour §j € fI(F), on a posé
@)= [ Fo e
U(F)

Pour tout sous-tore maximal I de Hjz, notons 77 son commutant dans H et T =
T;%, qui est un sous-tore maximal tordu de H. Introduisons un ensemble 7 (H;) de
représentants des classes de conjugaison par Hz(F') dans l’ensemble des sous-tores
maximaux de Hjz. Pour deux sous-tores maximaux tordus T et 7" de H , notons

W(T,T'") = {h € H(F); RTh™ = T'}/T(F).
Tout élément w € W (T, T") induit une bijection de T'(F) /0 sur T'(F') /. On va prouver
les propriétés suivantes :

(2) soient T € I (H) et t € T(F) /6, €n position générale ; supposons
/ 9 7 (h=18h)dh # 0;
To(F)\H(F)

alors il existe I € 7 (H;) et w € W (T, T) tel que
t € w(Zexp(i(F) Nw));

(3) soit T € J(H) et, pour i = 1,2, soit I; € I(Hz) et w; € W(Ty,,T); alors les
sous-ensembles w; (Fexp(iy (F) Nw)) et wy(Zexp(iz(F) Nw)) de T(F) /6 sont disjoints
ou confondus;

(4) soient T € J(H), I, € J(Hz) et w; € W(T1,,T); alors le nombre de
couples (I, ws) tels que I, € T (Hz), wy € W(Tr,,T) et wy(Zexp(io(F) Nw)) =
wi(Zexp(iy (F) Nw)) est égal &

\W (Hz, )|[Zx (2)(F) : Ha(F)[T(F)° : Ty(F)] .

Sous les hypothéses de (2), on voit comme au début du paragraphe que la classe
de conjugaison par G(F) de t coupe I’ensemble Zexp(w). Soient X € w et g € G(F)
tels que gtg~! = ZFexp(X). L’élément g se restreint en une isométrie entre les espaces
quadratiques (V', t) et (Vi’;xp( Xy Zexp(X)). Le premier de ces espaces contient (Z, )
tandis que le second est inclus dans (V}',z) = (V",Z), qui contient lui-aussi (Z, 0).
D’aprés le théoréme de Witt, on peut trouver un élément g’ € O(V")(F) tel que
g"g conserve Z et y agisse par l'identité. Rappelons que O(V") C Zg(Z). Quitte a
remplacer g par g”g et X par ¢” Xg” !, on se raméne au cas oil g conserve Z et agit
par D'identité sur cet espace. Considérons Iégalité gtf £~ = *(Zexp(X))~'Zexp(X).
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Sur Z, le premier terme agit par Iidentité. Le second agit par la restriction & Z de
exp(2X). Cette restriction est donc I'identité, donc la restriction de X & Z est nulle.
Un élément de gz dont la restriction & Z est nulle appartient & hz. Donc X € hz(F).
L’élément g étant une isométrie de (V", t) sur (V} iexp( X)» Zexp(X)) et conservant Z, il
envoie I'orthogonal W’ de Z dans V;” sur 'orthogonal Wiexp( x) de Z dans v exp(x)- 1L
envoie aussi V; = Wi sur V) = Wi . Puisque W = W@ Wy = W0 ®
W;’exp( x)» 9 conserve W, donc g € H (F). Quitte & multiplier g par un élément de
H;(F), on peut supposer que X € i(¥) pour un élément I € 7 (Hz). Alors ’élément

=1 définit un élément w de W (Ty,T) pour lequel ¢ appartient & w(Zexp(i(F) Nw)).
Cela prouve (2).

Sous les hypothéses de (3), supposons que les ensembles w;(Zexp(i1(F) Nw)) et
wy(Zexp(iz(F) Nw)) ne sont pas disjoints. On peut relever w; et wy en des éléments

hi et hy de H(F') tels que
hi(Fexp(iy (F) Nw))h* N hy(Zexp(iz(F) Nw))hy ' # @.
Posons h = hy lh,. D’aprés les propriétés des bons voisinages, h appartient a

Zc(Z)(F). Donc la conjugaison par h conserve w. D’autre part y conjugue Ty, en
T1,, donc aussi I; en Ip. Alors

h(Zexp(i1 (F) Nw))h™! = Zexp(i2(F) Nw),
puis
hi(Zexp(i1 (F) Nw))hi ' = hah(Fexp(ir(F) Nw))h ™ hy " = ho(Fexp(iz(F) Nw))hy .

Cela prouve (3).
Sous les hypothéses de (4), posons

Y ={he Zy(@)(F);hI1h~" € T(Hz)}/(Zu(2)(F) N T, (F)).
La preuve de (2) montre que Papplication h — (I = hI1h™!,wy = wih™!) est une
surjection de % sur I’ensemble des paires dont on veut calculer le nombre. On voit
que Papplication est aussi injective. Le nombre cherché est donc | %|. Remarquons que
Zy(2)(F)N Ty, (F) = T1,(F)%. Il y a une application naturelle
Y — H(F)\Zn (2)(F)/Tr,(F)".
Elle est surjective et ses fibres sont en bijection avec W (Hjz, I;). D’autre part, H; est
distingué dans Zy (%) et son intersection avec Tr, (F') est I; (F'). Le quotient ci-dessus
a donc pour nombre d’éléments
(Z1 (2)(F) : Hs(F)|[T1, (F)° : L(F))™!

Enfin, [T, (F)? : I, (F)] = [T(F)? : Ty(F)]. L’assertion (4) résulte de ces calculs.
On utilise ces trois assertions pour transformer la formule (1). On doit rappeler
que, d’aprés le choix de nos mesures, pour I € J(Hj), Papplication
i(F)ﬂw — TI(F)/g
X —  Zexp(X)
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préserve les mesures. On obtient

J(©,f,9) = Zu@)(F): Ha(F)]" Y |W(H: D™ Y, WEHDIT >

1€ (Hz) TeT(H) weW (T1,T)

/ / 9 ¢ (h~Lwiexp(X Jw~Lh)dh® (wiexp(X yw=) D (wiexp(X)w')dX.
i(F)nw JTo(F)\H(F)

On a ici identifié les éléments w & des représentants dans H(F'). Les éléments w
disparaissent de cette formule par le changement de variables A — wh. Evidemment,
pour tout I, il y a un seul 7" tel que W(TI, f') soit non vide et, pour ce T, le nombre
d’éléments de W (T, T) est le méme que celui de W (H,T). On obtient

J(©, f,9) = [Zu(&)(F) : Hz(F)]! W(Hz, I)| ™!
@0 = Zu@®) BN 52 WO [ / e
9 7 (h~'Zexp(X)h)dh® (Fexp(X)) D (Fexp(X))dX.
On a D (gexp(X)) = DH(3)DHz (X), d’on
7(©.1,9) = 12u(@)(F) s Ha(P)) D" (3) [ S W(H, D)

Hz (F\H(F) 1 g(H;)

/ / hgf€(y_l.iexp(X)y)dyG(:Eexp(X))DHi (X)dX dh.
i(P)nw J1(F)\Ha (F)

On peut remplacer les intégrations sur i(F') N w par des intégrations sur i(F), a
condition de remplacer la fonction ©(Zexp(X)) par Oz, (X). Par la formule de Weyl
appliquée dans bz (F), on obtient

J(©, f,9) = [Zu(&)(F) : Hy(F)]"' D7 (&) Oz, (X) 9 F* (Zexp(X))dX.

Hz(F)\H(F) /ba':(F)
Pour X € w, on a

M Gexp(X) = [ Mf@ep(Xugwd
U(F)

=/ / hd f(Gexp(X )uv)é (wv)du dv.
Us(F)\U(F) JUz(F)

Pour u € Uz(F), lapplication v + Ogelxp(x)u(v—l)v est un isomorphisme de

Uz(F)\U(F) sur lui-méme. Son jacobien est la valeur absolue du déterminant de
1 —6;' agissant sur u(F)/u;(F). Notons d(Z) ce déterminant. Par changement de
variables, et en remarquant que

5(9{el,(p(x)u(v—l)v) =1,

on obtient

o) =@l [ [ sepugddy
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— d@)Ir [ fexpOwg()dudo.
Us(F)\U(F) YUz (F)

On remplace u par exp(IN) avec N € uz(F'). D’aprés les propriétés de w, la condition

X € w entraine X + N € w pour tout N. On obtient alors

~£ . vha &
o (pexp(X)) = 1d@)e | f L OO,
Uz (F)\U(F)
Reportons cette expression dans (5), multiplions I’expression obtenue par £n(g), puis
intégrons sur g € H(F)U(F)\G(F). On obtient

In(©, f) = [Zu(&)(F) : Hs(F)) "D (&)|d(&)|F Jz,0,n (8, f).

Pour obtenir la premiére égalité de I’énoncé, il reste a calculer d(Z). Pour cela, on peut
étendre le corps des scalaires et se placer sur F'. On peut fixer une base (v;)i=1,...q4 de
V et une famille (X;);=1,... ¢ d’éléments de F'* de sorte que :

— Z ait pour base la famille des v; pour i € {1,...,r}U{d—r,...,d};
— le sous-groupe P est le stabilisateur du drapeau

FvyyCcFvu®@Fv,C---CFvi® - ®Fv, CFuiu@®---® Fug_,

CFvu®-- - ®Fvgrt1 C--CFv1®---® Fug;

.~ _ *
— pour tout %, Tv; = A\vg, ;.

L’élément x =' £7'% est I’élément diagonal qui envoie v; sur p; = v;. Le

PV
Ad4+1—i
sous-espace W' est engendré par les v; tels que p; # 1. Puisque W' N Z = {0},
on a u; = 1 si v; € Z. Introduisons la base (E; ;)i j=1,..,a de g(F), formée des

matrices F; ; n’ayant qu’un coefficient non nul, le (4, j)-iéme, lequel vaut 1. On calcule

-1 __ Adti1—i ) 2
0z " (E; ) = — Swienp E4t1-j,d+1-i- L’espace u(F') se décompose en sommes des sous-

espaces suivants, qui sont stables par 6 .
— les espaces FE; ; ® FEg11_jas1—spouri=1,...,r,i<j<roud+1-r<
j<d+1-—1;
— les droites F'E; g11_; pouri=1,...,7;
— les espaces FE; ; ® FEq1_jay1—i,pouri=1,...,r,j=r+1,...,d—r.

Considérons un sous-espace du troisiéme type. La matrice de 1 — 6 1 g’y écrit

A.
ja¥

d41—i :
Ad+1-j 1

Si pj # 1, c’est-a-dire si v; € V', cette matrice est inversible donc le sous-espace ne
coupe pas uz. Le déterminant de la matrice est 1 — pg41—;. La contribution de ces
sous-espaces 4 d(Z) est donc det((1 — x);w-)". Si p; = 1, la matrice a un noyau de
dimension 1, qui est I'intersection du sous-espace avec uz. L’autre valeur propre est 2
et la contribution du sous-espace & d(Z) est 2. On voit de méme que la contribution
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de chaque sous-espace du premier ou du deuxiéme type est 2. Il reste & compter le
nombre de sous-espaces qui contribuent par 2. On trouve r2 + r + rdim(W”). D’ou

d((i') — 2r2+r+rdim(w/')det((1 — m)lW’)r,

ce qui achéve la preuve de la premiére égalité de ’énoncé.
Pour I € 93, on note T} l’unlque élément de I qui contient Z et est tel que
TI ¢ = I. Pour deux éléments T} et Tz de Z, on pose

W(T,Ty) = {h € H(F); hTyh™" = Tp}/(Ty(F) x SO(lu,m,)(F)).
On a les propriétés suivantes :

(6) soient TeTette T(F) /6 en position générale ; supposons c f(f) #0; alors il
existe I € T3 et w € W(T;,T) tel que § € w(Zexp(i(F) Nw));

(7) soit T € T et, pour i = 1,2, soient I; € Tz et w; € W(Tli,f’); alors les
sous-ensembles w; (Zexp(i1 (F) Nw)) et wo(Zexp(iz(F) Nw)) de T(F)/g sont disjoints
ou confondus;

(8) soient T € 7, I € T3 et wy € W(Ty,,T); alors le nombre de couples (I3, ws)
tels que Iy € Tz, wy € W (T1,,T) et wo(Fexp(iz(F) Nw)) = wy (Fexp(iy (F) Nw)) est
égal &

\W (Hz, 1)|[Zn (Z)(F) : Hz(F)].

Ces propriétés se prouvent comme (2), (3) et (4) (en se rappelant qu’ici
T(F)? = Ty(F)). On laisse les preuves au lecteur. Comme ci-dessus, elles permettent
de transformer Jg¢om (O, f) en I'expression

Jetom(O, f) = [Zu (@)(F) : Hz(F)\D"(2) Y |W(Hz, I)| " v(I)
I€T 5

L, o5 X067, CODT(OA, oxp(X))dX.

/W/I @ I/W'/I la

Soit I € Iz et X € i(F) Nw, en position générale. Notons W" =
1~
t.On a

décomposition de W associée & I, posons t = Zexp(X) et t = t¢
~, 2 . ” ”
Ar(®) = 25O D det((1 - ) wrarw o) -

L’é¢lément 1—t agit sur W’ comme 1—z. Il agit sur'W"” comme 1—exp(2X) et la valeur
absolue du déterminant de cette application est la méme que celle du déterminant de
2X. Cest donc |2]d'm( W) A"(X). On obtient

A, @) = 205 ) et (1 — o)) [P AT (X)
Alors I’égalité ci-dessus devient

geom(e f) ( )Jm w,geom 6 f)

Cela achéve la preuve. O
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3.5. Une premiére expression de J;, n(O, f). — Le lemme précédent nous
raméne & prouver I’égalité

(1) ]\}1_1}100 Ji,w,N(e, f) = J:E,w,géom(e, f)

Posons H] = SOW"), G§ = SO(V"). On a Hy = HH et Gz = H;G%. Un
certain nombre d’objets relatifs 4 ces groupes se décomposent conformément & ces
décompositions en produits. On affectera leurs composantes d’un ’ ou d’un ”. Par
exemple, on décompose tout élément X € hz(F) en X = X' + X", avec X' € hL(F)
et X" € b} (F). Puisque © est un quasi-caractére, on peut supposer, en prenant w assez
petit, que O3 ,, est la restriction & h; (F)Nw d’une combinaison linéaire de transformées
de Fourier d’intégrales orbitales nilpotentes. Grace & la « conjecture de Howe », on
peut remplacer les intégrales orbitales nilpotentes par des intégrales orbitales associées
a des éléments semi-simples réguliers et méme « en position générale ». L’égalité que
I’on veut prouver étant linéaire en ©, on peut fixer un élément S € h%(F'), en position
générale, et supposer que, pour tout X € hz(F) Nw, on a légalité
:.0(X) = js(X)i" (5, X"),

ot la seconde fonction est la transformée de Fourier de l'intégrale orbitale associée a
S et la premiére est une telle transformée de Fourier associée & un élément de b’ (F)
que ’on n’a pas besoin de préciser. Pour g € G(F'), on a l’égalité

, £
Jsl®.F0) = | 02 (X)7 1% (X)X,
b (F)xbZ (F)
En utilisant la formule de Weyl pour h%(F'), on obtient
Bu©f0= Y WELI [ sx)p(x)

I'e I (H}) v(F)

/ / 51:(;!(8, X//)gf;w(h/—lxlh/ + Xl/)an dh dx'.
I'(F)\HL(F) Yz (F)
D’ou

un®f= X wn [

3s(X') DMz (X")
I'eT(HL) (F)

/ / 72 (8, X")9 fa (X' + X")dX" Ky (9)dg dX.
I'(F)HY (F)Uz(F)\G(F) b (F)

Les deux derniéres intégrales peuvent s’écrire

/ / / ‘;Hé/(s’ X”)g(,gf;w(Xl + X”)dX”K,N(g”g)dg” dg
I(F)GUPNG(F) J B (R)U (PG (F) Iy (F)

On peut utiliser le paragraphe 9 de [12] pour calculer les deux intégrales intérieures
ci-dessus. Pour retrouver les notations de cette référence, on doit poser v; = z; pour
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i=0,...,7, v_; = z2_i/(2¥(—1)!) pour i = 1,...,r et définir des constantes &;,
i=0,...,r — 1, de sorte que, pour u € U;(F), on ait

Z <X j,uzi >= Z & <v_j_q,Tuv; > .
t=—r,...,r—1 1=0,...,r—1

On a défini en [12] 9.2 et 9.3 un élément = € g7 (F) et un sous-espace X de g (F'). Avec
les notations ci-dessus, = est 'élément de g7 (F') qui annule W” et vérifie = uvH,l &v;
pour tout i = 0,...,7 — 1. L’espace ¥ est la somme directe de a(F') N g%(F'), de
lorthogonal de §% (F) dans g7(F) N go(F) et de uz(F). Pour tout sous-tore maximal
I" de GY, on note i"’{F)S le sous-ensemble des éléments de i”(F) qui sont conjugués
a un élément de E + S + ¥ par un élément de GY(F). Pour tout X" € i"(F)%, on
fixe un élément yx» € GY(F) tel que 75, X"yx» € £+ S + . On peut imposer
vx diverses contraintes de croissance et de régularité. On introduit la fonction 9 fui‘w
comme en 1.8 et la formule 9.8(2) de {12] appliquée & nos deux derniéres intégrales
ci-dessus conduit & I’égalité :

@ Ten®,H= Y vAr) WG )™ / Js(X")D% (X") D% (X")!/*
1€9(G3) P(F)xi'"(F)S

f 9 fo (X' + X" x (g)dg dX" dX',
I'(F)A 0 (F)\G(F)

ou
kN x(g) = v(Ar) &n(1xrag)da.
A (F)
On voit comme en [12] 10.1 que cette expression est absolument convergente et bornée
par une puissance de N.

3.6. Changement de fonction de troncature. — Fixons I € (Gz). On a
défini en [12] 10.1 trois polynémes non nuls sur i(F). Pour € > 0, on note i(F)[< €]
Pensemble des X € i(F') pour lesquels on a {Q(X)|F < € pour 'un au moins de ces
polyndmes @. On note i(F){> €] le complémentaire. On a

(1) il existe un entier b > 1 tel que

/ lis(X")| D% (X") D% (X")1/?
(i (F) xi"(F)S)ni(F)[<N ]

/ |gf~f-cyw(X'+X")|nN,x~(g)dng" dX' « N7!
I'(F) Ay (F)\G(F)

pour tout N > 1.

La notation < signifie qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que le membre de
gauche soit inférieure ou égale a c fois le membre de droite. La relation ci-dessus se
prouve comme le (i) du lemme 10.1 de [12]. On fixe b vérifiant cette relation.

Notons Mj le commutant de A7 dans G. C’est un Lévi tordu de G qui contient
G'%. On a Dégalité Ay, My = = Ay». Fixons un Lévi minimal M,,;;, de G contenu dans
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Mj, et un sous-groupe parabolique Ppin = MminUnin € $(Mmpin). Pour simplifier, on
peut supposer que K est en bonne position relativement & M. On utilise le groupe
K pour définir les fonctions Hg sur G(F), pour Qe #%. Notons A I'ensemble des
racines simples de Ay, dans umis. Fixons Y € @y, ... Pour tout P’ € P(Mp;n),
il y a un unique w € W€ tel que wPpiaw™! = P’. On pose Yp: = wY. Pour Q €
P(M), notons Y5 la projection orthogonale de Yp: sur ﬁMh, ot P’ est un élément
quelconque de P(Mmin) tel que P’ C Q. Soit g € G(F). On pose Y (g9)5 = YQ-—Hé(g),

ol Q= est le parabolique tordu opposé & Q. La famille ¥%(g) = (Y(9)5)oeo #y) €st

(@G, Mh)—orthogonale. Il existe une constante ¢ > 0 telle que, si

inf{o(mg);m € My(F)} < cinf{a(Y);a € A},
on ait a(Y(g)g) > 0 pour tout Q = MUqg € P(M,) et toute racine o de Ay,
dans ug. Supposons cette condition vérifié¢e. On note A — aglh()\, Y(g)) la fonction

caractéristique dans @y, de l'enveloppe convexe des points de la famille %/(g). On
pose

og) = vlAm) [

¢ (H. (@ |
() My (H g, (a), Y(9))da

On a

(2) il existe ¢ > 0 et un sous-ensemble compact wy de i(F') tels que les propriétés
suivantes soient vérifiées ; soient g € G(F) et X € i(F)[> N~°] tels que 9 f‘;,w (X)#0;
alors X € wy et il existe t € I(F) tel que o(tg) < clog(N).

La preuve est la méme que celle de [12] 10.4(2). Cette propriété assure que le
membre de droite de I’égalité ci-dessous est bien défini.

Proposition 3.4. — 1l existe ¢ > 0 et un entier Ng > 1 tels que, si N > Ny et
clog(N) < inf{a(Y);a € A},
on ait l’égalité

F (X xo(0)g = | 74 o (X)0(0)dg

/I'(F)A,H(F)\G(F) I'(F)A; (F)\G(F)

pour tout X € i(F)[> N~°]n (i"(F) x i"(F)%).

Démonstration. — Pour simplifier la notation, fixons un ensemble w; comme en (2),
posons

XN = wr N(F)[> N~ n {/(F) x i"(F)5)
et notons Qn '’ensemble des g € G(F) pour lesquels il existe X € Xy tel que
gfiyw(X) # 0. Soit Z € Gy, tel que a(Z) > 0 pour tout @ € A (on ne confond
pas cet élément avec le sous-espace Z de V). En remplagant Y par cet élément, on
construit une famille de points Z(g) pour tout g € G(F). On suppose

inf{a(Z);a € A} > c;log(N),
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ce qui assure que, pour g € Qy, on a Z(g9)y € ﬁg pour tout Q € P(M,). Pour
Q = LUg € P(My), notons X +— al?.lh (A, Z(9)) la fonction caractéristique dans & ¥, de
la somme de #; et de I'enveloppe convexe des Z(g) 5, pour P’ € P(Mpin), P' C Q.
Notons ) la fonction caractéristique du sous-ensemble ?ﬁﬁ;fh @ 65 de ﬁm. On a
P’égalité

Y M Z9)re(A - Zlg)g) =1

QET (M)
pour tout A € ﬁMh. Pour g € QN et X € X, on peut donc écrire

U(g) = V(AI”) Z v(@ag)a

QeT(My)

kN, x(9) = v(Arr) Z kN x(Q,9),
Qeg(My)

0

ou

v(Q,9) = /A oy %50, (0, Y0 (i, (0. Z(9) g (@) — Z(9)g e,

KN, X" (Qy 9) = /

A () I%N('Y)—(II/GQ)UI\Q;[h (HMI: (a), Z(g))TQ(HIVIh (a) — Z(Q)Q')da.

Les fonctions g — v(Q,g) et g +— KN,XH(Q, g) sont invariantes & gauche par
I'(F)Ap+(F). On peut donc décomposer le membre de gauche, resp. de droite, de
I’égalité de I’énoncé en

v(Ar) Y (@, X),

Qeg(My)
resp.
v(Agr) Z $5(Q, X),
QeI (My)
ou
~ ~u -~
2@x) = [ 974 (X e xr (@, 9)dg,
I'(F)A 1 (F)\G(F)
~ .,ﬂ ~
q)z(Q, X) = gfa?,w (X)’U(Q, g)dg
I'(F)Apn (F)\G(F)
Ona:

(3) si Z vérifie les inégalités

inf{a(Y);a € A},

sup{a(2); a € A} < { og(N)?

on a ®,(G, X) = ®,(G, X) pour tout X € X, pourvu que N soit assez grand.
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En effet, soit g € Qn. On vérifie comme en [12] 10.4(8) que, sous ces hypothéses,
on a ky(Yxrag) = af;[h (Hy, (a),Y(g9)) = 1 pour tout a € Ay (F) tel que
01‘%h (Hyy, (a), Z(g)) = 1. Donc kn x(G,g) = v(G,g) et la conclusion.

Fixons Q = LU € Q(Mh), Q+#G.Ona: )

(4) il existe ¢ > 0 tel que, si clog(N) < inf{a(Z);a € A}, on a &,(Q,X) =
®,(Q, X) = 0 pour tout X € Xy.

On écrit

91(Q,X) = / / alk ﬁ,w(X)nN,xu(Q,mk)daaq(l)dl dk.
K, Ugs

min /I’(F)AIH(F)\L(F) o(F)

On vérifie que, si mkf”i,w(X) # 0 pour un X € Xy, on a une majoration o(@) <
log(N) et on peut représenter [ par un élément tel que o(!) < log(N). Le point est
que, pour de tels éléments, on a 1’égalité

kN, x (Q,alk) = K x(Q, k).

Cela résulte de ’assertion :

(5) soit ¢ > 0; il existe ¢’ > 0 tel que, si ¢ log(N) < inf{a(Z); a € A}, les propriétés
suivantes sont vérifies; soient X €. Xy, g € G(F) et @ € Ug(F); supposons
o(9),0(@), o(ag) < clog(N); alors on a l'égalité ky x(Q,4g) = kn x(Q,g)-

Reportons la preuve de cette assertion & plus tard. A lintérieur de l’intégrale ci-
dessus apparait donc ’intégrale

I A —
[0
Ug(F)
Or celle-ci est nulle d’aprés 1.8(1). Donc ®;(Q,X) = 0. On prouve de méme que
®,(Q, X) = 0, en utilisant une assertion similaire & (5) pour la fonction v(@Q, g).
On a utilisé I’élément auxiliaire Z. Il existe ¢ > 0 tel que, si

clog(N) < inf{a(Y);a € A},

on peut choisir cet élément auxiliaire vérifiant les hypothéses de (3) et (4). Ces
relations entrainent la conclusion de 1’énoncé.

Il reste & prouver Passertion (5) et son analogue pour la fonction v(Q, g). La preuve
de cette analogue est la méme que celle de [12] 10.5 et on ne la fera pas. Soient c,
X, g, u vérifiant les hypothéses de (5). Considérons la formule intégrale qui définit
kn.x(Q,9). La fonction

A o (A Z(9)g(A - Z(9)g)

ne dépend de g que par l'intermédiaire des H, (g) pour P e ?(Mh) , P c Q. Or ces
termes sont insensibles au changement de g en 4g. On en déduit :

6)  nnxr(Orig)—rnxn(Q,g) = /A PRAAURORONACTAOREN
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(kv (vx~atig) — kN (Yxnag))da.
Supposons prouvée ’assertion suivante :
(7) il existe ¢” > 0, ne dépendant que de ¢ (et pas de g, 4, X), tel que, pour tout
a € Apr(F) tel que a(Hy, (a)) > " log(N) pour toute racine a de Ay~ dans ug, on
ait égalité Ky (vxnatg) = kn(Yxrag).
On peut trouver ¢’ > 0, ne dépendant que de c, tel que les deux conditions

' log(N) < inf{a(Z);a € A}
et )
0% (Hyp, (@), Z(9)7(Hys (@) - Z(g)g) = 1

entrainent o(H y, (a)) > c"log(N) pour toute racine o de Ay~ dans ug. Si 'on
impose la premiére condition & Z, la fonction que l'on intégre dans la formule (6)
est donc nulle, d’ot la conclusion de (5). Cela nous raméne a prouver (7). La preuve
est essentiellement la méme que celle du lemme 10.8 de [12]. Signalons seulement
les points & modifier. On voit comme dans cette référence que 'on peut étendre les
scalaires. Remarquons qu’en étendant les scalaires, on peut changer le tore Ay~ mais
celui-ci ne peut que devenir plus gros et ’assertion (7) n’en devient que plus forte.
Aprés extension des scalaires, on peut supposer que le groupe spécial orthogonal G
de la restriction de Z & V" est quasi-déployé et que I = A~ en est un tore déployé
maximal. On peut fixer un élément P € @(Mh) et se limiter aux éléments a € Ay (F')
tels que H (a) appartient & la chambre positive fermée pour ce parabolique tordu.
Montrons que : ~

(8) il existe § € G%(F) tel que 6P6~* C Pet Ay C 6A157 1.

Le tore déployé Ay, est contenu dans G’ et Ay est un sous-tore maximal de ce
groupe. On peut donc trouver § € G(F) tel que Ay, C 6A;»6~ 1. Alors 6"1P§ €
F(My). Fixons P’ € P(My) tel que P’ C 6~ 1P§. Le tore Ay étant un sous-tore
maximal d’un groupe spécial orthogonal, il a une forme particuliére : ses sous-espaces
propres dans V sont tous de dimension 1, sauf éventuellement celui sur lequel Aj~
agit par l'identite. Le Lévi Mh étant le commutant de ce tore a lui-aussi une forme
particuliére : M} est un produit de GL; et éventuellement d’un unique bloc GLy.
Pour un tel Lévi, deux éléments quelconques de & (Mh) sont conjugués par le groupe
Normg F)(Mh)- Si d est impair, application naturelle

NOImGIiI(F)(A]II) — NormG(F)(Mh)/Mh(F)

est surjective. Donc Ph et P’ sont conjugués par un élément de NormGg( Fy(Ar).

Quitte & multiplier § & droite par un tel élément, on peut supposer P = ph et la
conclusion de (8) est vérifiée. Supposons d pair et introduisons le groupe orthogonal
O(V") de la restriction & V" de la forme Z (G% en est sa composante neutre).
L’application naturelle

NOI‘II’IO(V//)(F) (AI") - NormG(p) (Mh)/Mh(F)
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et on peut comme ci-dessus multiplier é & droite par un élément de Normo vy (Ar)
de sorte que P = Ph- Si cet élément appartient & G%(F), on a fini. Sinon, on
remarque que A;; n’est pas maximal dans G, plus précisément, il agit trivialement
sur un sous-espace non nul de V" : il fixe zp. Il en résulte qu’il existe un élément
y € Normoyy(r)(Ar#) N 671 M6 tel que le déterminant de y agissant dans V" soit
—1. En multipliant § & droite par un tel élément, on obtient la conclusion de (8).
Gréace a (8), le méme raisonnement qu’en [12] 10.8 nous raméne au cas ou r = 0.
Dans ce cas, kn est par définition le produit de deux fonctions k1, yk2 n. La premiére
est la fonction caractéristique de 'ensemble des g € G(F) tels que g~'2 € pp" R.
La seconde est la fonction caractéristique de lensemble des g € G(F') tels que
tgzy € p}N RY. La démonstration de [12] 10.8 s’applique sans changement pour la
premiére fonction, c’est-a-dire que ’on démontre ’analogue de (7) ot la conclusion est
remplacée par k1, n(Yxradg) = k1,n(Yx~ag). Considérons la seconde fonction. On a
#(20) = C(20) = 2vzg. Larelation k2 (vx~atig) = 1 équivaut donc a tgtatatyy iz €
2up;N RV. Les produits sont ici les produits naturels et non pas les produits dans G.
Faisons commuter Z aux éléments qui sont a sa gauche. La relation précédente équivaut
aig Tl e yyz0 € 20pp N RY, ot g’ = 051 (g), @ = 05" (@), o' = 05 (a), Vyn =
05 (yx~). Elle équivaut encore & ¢ ~'@ ~la’ 144, 2 € p5" R', oa R’ = 2vi~*(RY).
Mais @’ = a et v, = yx» car ces éléments sont dans Gz(F). Alors la condition
précédente est du méme type que la condition nN,1(7§},aﬁg) = 1: on a simplement
remplacé % par %', g par ¢’ et R par R’. Ces objets vérifient les mémes hypothéses que
@, g et R. Alors la méme démonstration qu’en [12] 10.8 s’applique et on démontre
I’analogue de (7) ou la conclusion est remplacée par ko n(vxradg) = k2N (Yx»ag)-
Evidemment, les deux analogues de (7) pour les fonctions k1 y et k2 n entrainent
lassertion (7) elle-méme. Cela achéve la preuve. O

3.7. Apparition des intégrales orbitales pondérées. — Le tore I et la
constante b sont fixés comme dans le paragraphe précédent.

Lemme 3.5. — 1l existe Ng > 1 tel que, pour tout N > Ny et tout X € i(F)[>
N~ N ({(F) x i"(F)%), on ait les égalités
A

/ gfi,w(X)'iN,X" (g)dg = 07
I'(F)A 1 (F)\G(F)

si Ap # {1};
~n
/ 9 (X x(g)dg = V(I ()0 (X)
I'(F) Ay (F)\G(F) &
St AI/ = {1}.
Démonstration. — Notons v(g,Y) la fonction notée v(g) dans le paragraphe

précédent. La proposition 3.4 nous autorise & remplacer Ky x~(g9) par v(g,Y)
dans les intégrales de ’énoncé, pourvu que Y vérifie une minoration

inf{a(Y);a € A} > log(N).
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Fixons X. Les intégrales sont a support compact. On peut faire tendre Y vers l'infini.
Dans le cas non tordu, Arthur a calculé en [4] p.46 le comportement de v(g,Y)
quand Y tend vers l'infini. Le méme calcul vaut dans le cas tordu. Pour Y dans un
certain réseau £ C 8., la fonction Y — v(g,Y) est une somme de fonctions
Y — g¢(Y)exp(¢{(Y)), ol g¢ est un polynéme et ¢ € Hom(R, 2miQ/2miZ). De telles
fonctions sont linéairement indépendantes. Puisque I’expression que 'on calcule est
indépendante de Y, on peut aussi bien remplacer v(g,Y’) par son « terme constant »

go(0). D’aprés [4] p.92 (adapté au cas tordu), on a

0(0) = (-1 Y el (9).

Qe (My)
Les cb sont des constantes et on a c’é = 1. Cela conduit a I’égalité
/I’(F)A,//(F)\G(F) *FouXon o abda = (17 Qeg(:m) ™)
ou
8(Q) =  fzw(X)03 (9)dg.

I'(F) A (F)\G(F)

Pour Q = LUy # G, on décompose Dintégrale sur I'(F) A (F)\G(F) en produit
d’intégrales sur I'(F) A (F)\L(F), Ug(F) et K. On voit apparaitre une intégrale

wlk 7
/ lkfi,w(X)duv
Uq(F)

qui est nulle d’aprés 1.8(1). Il ne reste plus que le terme pour Q = G, qui vaut

®(G) = mes(I(F)/I'(F)Ar(F))D% (X)" Y20 (X, ).

Mh,i,w

Zexp(X)

Si AII 7é {1}, on a AMh = A[!/ _g Aé = A[IAIH, donc JI'j\Zh,:i,w(X’ f) =0 d’aprés

1.8(2). D’otl la premiére assertion de ’énoncé. Supposons Ays = {1}. Alors Mj, est le
Lévi tordu noté M(X) en 1.8 et on obtient

®(G) = (-1)""w(Imes(I(F)/I'(F) A (F))OF: (X).

On rappelle que ’on n’utilise pas les mémes mesures qu’en 1.8 (cf. 3.3), ce qui explique
Papparition de v(I). Il reste & vérifier que

v(Imes(I(F)/I'(F)Ap(F))y = v(I")v(Ar~)

pour obtenir le (ii) de ’énoncé. |
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3.8. Preuve du théoréme 3.2. — Si ﬁHé # {1}, on a Ap # {1} pour tous les
tores I intervenant dans la formule 3.5(2). En utilisant la relation 3.6(1) et le lemme
3.5, on voit que

]\}I—I}loo Ji:,w,N(ea f) =

On a aussi Jz 4 géom(O, f) = 0 d’aprés la définition de ce terme : il n’y a pas de
sous-tore maximal de H} qui soit anisotrope. D’ou la relation 3.5(1) dans ce cas.

Supposons &#p: = {1}. Le méme raisonnement nous débarrasse de tous les tores I
intervenant dans 3.5(2) tels que I’ n’est pas elliptique. Posons

Jz0,00(0, f) = > v(I')|W(Gs, I)|

I=I'I"€T o (HL) X T(GY)

L S KIDFHCODE X0 (0.
i’ =

Un calcul familier montre que cette expression est absolument convergente. Cette fois,
la relation 3.6(1) et le lemme 3.5 montrent que

Jim J;.n(8, ) = Jz,0,00(8, f)-
On a supposé
Oz.0(X) = js(X' )iz (8, X").
Notons maintenant ©” la fonction X" — jHz (S, X"). Un quasi-caractére a support

dans w se décompose en combinaison linéaire de produits d’un quasi-caractére dans
w' et d’'un quasi-caractére dans w”. Ecrivons ainsi

Z o b(X )ell b(X”)7

beB

f,:cw

ol B est un ensemble fini d’indices. On a alors

Ji,w,oo(@’f) ZJb b,00)

beB

Ji,w,géom(ev f) Z Jb b ,géom?

beB
ou
= 3 W@ [ s(08f, (00D (xax
I'eTeu(GY)
Fo= ¥ W@ [ 8 (xD% X ax”,
I1"€T(GY) i"(F)
Tigeom = D v(I") ] con(X")cen (X")DHE (X")A"(X) dX".
I”Eg” i”(F) b
D’aprés [12] théoréme 7.9 et lemme 11.2(ii), on a I'égalité J;', = Jy,¢om POUT tout
b € B. D'ou I'égalité J; . (O, f) J3 w,g60m (0, f) puis l’egahte 3.5(1) qu'il fallait
prouver. O
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4. Majorations

4.1. Les résultats. — On énonce dans ce paragraphe les majorations qui seront
prouvées dans cette section. Les hypothéses sont celles de 3.1.
Pour un entier N > 1 et un réel D, posons

I(N,D) = /G 1 0 RN (0)o(6) s

(1) Cette intégrale est convergente. Le réel D étant fixé, il existe un réel R tel que
I(N,D) < NE
pour tout entier N > 1.

Pour u € U(F) et ¢ = —r,...,r — 1, rappelons que I'on a noté u;+; ; la coordonnée
< zj,1,u2; > de u. Pour un entier ¢ > 1, on note U (F). le sous-ensemble des u € U(F)
tels que valp(uit1,;) > —c pour tout ¢ = —r,...,r — 1. C’est un sous-groupe de U(F)
conservé par la conjugaison par H(F'). Pour un réel D et un élément m € M(F),
posons

X(¢,D,m) = / Z6 (um)o(um)P du.
U(F)c

(2) Cette expression est convergente. Pour D fixé, il existe un réel R tel que
X (¢, D,m) < cRo(m)Bép(m)1/2EM (m)

pour tous ¢ > 1 et tout m € M(F).
(3) Pour tout réel D et tout entier ¢ > 1, l'intégrale

/ =H (h)2C (hu)o(hu)Pdu dh
H(F)U(F).

est convergente.
(4) Pour tout réel D et tout entier ¢ > 1, 'intégrale

/ / 2 (hu)2H (W'h)EC ('u)o (hu) P o (h'v')P du’ dh' du dh
H(F)U(F)c. YH(F)U(F).

est convergente.

Soient D et C deux réels, c, ¢’ et N trois entiers. On suppose C,c,c/, N > 1. Pour
m € M(F), h € H(F), u,u’ € U(F), posons

d(m, h,u,v’; D) = EH(R)EC (u'm)EC (u™ h tu/'m)kn (m)o(v)Po(u)Pa(h)Pa(m)Psp(m) L.
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Posons

I(c,N,D):/ / o(m, h,u,u’; D)du' dudhdm,
M(F) JH(F)U(F)c YU(F)

I(c,c, N, D)=/ f / é(m, h,u,vu'; D)du' du dhdm,
M(F) JH(F)U(F)c YU(F)-U(F).

I(c,d,N,C,D) = / / / 1,>c(hu)p(m, h,u,u’; D)du' dudh dm.
M) JaEyuE). Jur),

(5) L’intégrale I(c, N, D) est convergente. Les termes c et D étant fixés, il existe
un réel R tel que

I(c,N,D) < N®

pour tout N > 1.
(6) L’intégrale I(c,c’, N, D) est convergente. Les termes c et D étant fixés, pour
tout réel R, il existe o > 0 tel que

I(c,d,N,D) < N~ &

pour tout N > 2 et tout ¢’ > alog(N).
(7) L’intégrale I(c,c’, N, C, D) est convergente. Les termes c et D étant fixés, pour
tout réel R, il existe a > 0 tel que

I(c,d,N,C,D) < N &

pour tout N > 1, tout ¢’ > 1 et tout C > a(log(N) + ¢).

4.2. Choix d’une base. — On fixe une base (v;)i=r+1,...d-r—1 de W. On la
compléte en une base de V' en posant v; = 2,41—; pour ¢ = 1,...,7, v; = Z4g—i_r
pour i =d —r,...,d. Dans cette section, le réseau R que ’on a fixé n’intervient que

via les fonctions kx. Considérons un autre réseau R’, qui donne naissance a d’autres
fonctions k'y. On vérifie qu’il existe ¢ > 0 tel que

kn(9) < Ente(9) < Kiviac(9)

pour tout g € G(F') et tout N > 1. Les majorations que 1'on veut obtenir sont donc
insensibles au changement de kn en ky. Cela nous autorise & supposer que R est le
réseau de base (v;)i=1,...,d sur op. Donc K = Kj4. On introduit le tore Aq et le sous-
groupe de Borel B,. Notons G4 le groupe des permutations de l'ensemble {1,...,d}.
Pour tout s € G4, on note A4(F); le sous-ensemble des a € Ay4(F') tels que

valp(as1)) > valp(as(z)) > -+ > valp(ayq))-

Pour s égal a I'identité, on pose simplement A (F)~ = Aq(F); .
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4.3. Comparaison de Z¥ et =€

Lemme 4.1. — Supposons r = 0. Il eziste € > 0 tel que Z¢(h) < exp(—ea(h))=H (h)
pour tout h € H(F).

Démonstration. — Pour r = 0, on a H = GL4_;. En vertu de 1'égalité H(F) =
K4 1Aq-1(F)"Kq_1, on peut supposer h = a € Ag_1(F)~. Si valp(a;) < 0, posons
k = 1. Sinon, soit k le plus grand entier tel que 2 < k < d tel que valp(ag—1) > 0.
Introduisons 1’élément b € Ay(F) tel que b; = a; pour i = 1,...,k—1, b, = 1 et
bi=a;,_1pouri=k+1,...,d L’élément b appartient & A4(F)~ et est conjugué a a.
En vertu du lemme II.1.1 de [9)], il existe un entier D, indépendant de a, tel que

=% (a) = 2°(b) < 05, (b)/20(a)P.

On a aussi
6,_,(a)? < EH(a).
On calcule
88,(0)"? =65, , (@2 I lald>C TI el

i=1,...,k—1 i=k,...,d—1

En vertu de la définition de k, cela équivaut a
88,(0)'/? = bp,_,(a)'/?¢~>,

ol g est le nombre d’éléments du corps résiduel et

(e)= Y [|valp(ai)l-

i=1,...,d—1
On obtient
2% a) < o(a)Pq @zl (g).
Mais ¥(a) < o(a) et le lemme s’ensuit. O
4.4. Majorations d’intégrales unipotentes. — Pour simplifier les notations, on

pose B = By. Pour tout Q = MgUg € F(Aq4) et pour tout g € G(F), on fixe
une décomposition g = mg(g)ug(9)kq(g), avec mg(g) € Mg(F), ug(g) € Ug(F),
kq(g9) € K. Dans le cas particulier ou Q € P(Ag4), on note plutdt ag(g) le terme

mq(g)-
Supposons r > 1. Notons V,._; le sous-espace de V engendré par Vj et les vecteurs
z4j pour j = 0,...,7 — 1. Notons P, le sous-groupe parabolique de G formé des

éléments qui conservent le drapeau
Fz,. CFz. ®V,._1.
On note U, son radical unipotent et M,. sa composante de Lévi qui contient M. Notons
U,y le sous-groupe des éléments u € U, tels que u,,_1 = u;_r _» = 0. Pour deux
réels b et D, posons
L, = [ Losalu)dp(mp () ?2M (mp(w)o(w) du.

Ur,y(F)
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Lemme 4.2. — Cette intégrale est convergente. Pour D fixé, il existe € > 0 tel que
I.4(b, D) <« exp(—eb)
pour tout b > 0.

Démonstration. — Supposons r > 2. Remarquons que l’on peut aussi bien travailler
avec l'intégrale

Joy(b,D) = /U Loz 85 (e5() /200w Pdu

En effet, d’aprés [9] lemmes I1.1.1 et I1.3.2, il existe un réel D; tel que
§5p(m)/?EM(m) < 85(apna(m))/>o(m)™

pour tout m € M(F). Pour g € G(F), on peut supposer az(g) = agnap(mp(g)) et
on a o(mp(g)) K a(g). Alors I,.;(b, D) < Jry(b,D + D).

Notons P’ le sous-groupe parabolique de G formé des éléments qui conservent la
droite F'z,.. Notons U’ son radical unipotent et M’ sa composante de Lévi contenant
M. Posons P"” = M' N P, et notons U” = M’ N P, le radical unipotent de P”. On a
P" = M,U". On pose Uy = U' NUpy, Uy =U"NUry. Ona U, =U'U" = U"U’ et
Uy = QyUy' = Uy'Uy. Posons

KO0 = [ Lozwn(as() () du,

KOD)= [ Loss(isnar @pnar (1) o(w)du
Uy (F)
On a
(1) ces intégrales sont convergentes ; pour D fixé, il existe ep > 0 tel que

Jy(b, D) < exp(—epb), Jy' (b, D) < exp(—epb)

pour tout b > 0.

L’assertion concernant Jy (b, D) est I'assertion (1) de [14] 3.3. Considérons J;'(b, D).
On a M’ = GL; x GL4_; et tout se passe dans le bloc GLy_;. Appliquons dans ce
bloc 'automorphisme 64_,. Cela transforme le groupe Uh" en ’analogue de Uﬁ quand
on remplace d par d— 1. Alors I’assertion résulte de la méme assertion (1) de [14] 3.3,
appliquée au groupe GLg_1.

D’autre part, on vérifie facilement qu’il existe a > 0 tel que

(2)  d5(apl99")/? < 65(ap(9))/*65(an(g")) " *exp(ac(y’))

pour tous g,g’' € G(F).
Fixons un réel auxiliaire 8 > 0 que I'on précisera plus tard. Décomposons J,. (b, D)
en

Jr,h(b? D) = JZ(b? D) + J<(bv -D)>
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ol

J>(b,D) = / - / - Lo>b(u's") o> po(un+b/2(w)p(ap (w'u")) o (u'n”)Pdu’ du”,
] b

J<(b,D) = /U - / - Lo>5(u'u") Lo po(ury+b/2(w)0p(ap(w'u")) Po(u'n”)Pdu’ du”.
b b
Dans J> (b, D), on majore 1,>,(u'v") par 1 et on utilise (2). On obtient

6.D) < [ explacu)ia(ap() o)

/ 102ﬂa(u")+b/2 (u')(5§ (G/E (u'))l/zo(u')Ddu' d’U,”.
Uy (F)

L’intégrale intérieure est Jy(Bo(u”) + b/2, D). On déduit de (1) la majoration
Js(6,D) < exp(-epb/2) [ expl(a— fep)o(u))ia(as () o (u")Pau".
e
Remarquons que dg(ag(u”))/? = dganr (agnnr (w')) /2. Introduisons le sous-groupe
radiciel évident U_, 11 _, de U. On a U" = Uh"U—r+1,—r- Soit v € U_41,—r(F) N K.
On ne modifie pas I'intégrale précédente en remplacant u” par u”v. On peut ensuite

intégrer sur v € U_,41,—-(F). On obtient alors une intégrale sur un sous-ensemble
ouvert de U”(F), que 'on majore par l'intégrale sur tout le groupe. D’oul

J5 (b, D) < exp(~epb/2) /U ey EXPU(@ = D)o bar (@ () o (") P

On fixe maintenant g tel que B > 0 et o — Bep < 0. D’aprés le lemme 11.4.2 de [9],
I'intégrale est convergente. On obtient

3)  Jx(b, D) < exp(—epb/2).

Le groupe U” normalise U’. Dans J. (b, D), effectuons le changement de variables

v — uu'u’"l Le terme 1, go(ur)+b/2(u’) devient 1, gouryyb/2(u’u'u”"1).

Puisque o(u') < o(u"vw'u”~1)+20(u"), ce terme est majoré par 1,<(s42)0 (u)+5/2(1)-
Il'y a aussi le terme 1,>,(u"u’). Si les deux termes précédents sont non nuls, on a

b<o('d) <o) +o@) < (B+3)a(u")+b/2,
d’on o(u"”) > b/(28 +6) et 1554/(28+6)(¢”) = 1. On a donc

J<(b,D) « / " / ( )1025/(25+6)(“//)10<(B+2)a(u")+b/2(ul)51§(a§(u”u/))l/ZU(UHU/)Ddu/du".
é' F ; F

Comme ci-dessus, on peut remplacer l'intégrale intérieure par une intégrale sur
b

le groupe U’(F) tout entier. On a ag(u”’u’) = agap (W )ag(kgar (u”)u'). Le
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groupe U’(F) est normalisé par M'(F). On effectue le changement de variables
u + kg (u') " ' kgape (u”) et on obtient

J<(b,D) < / - 1o>5/(26+6) ()8 ganr (aprar (W) 2o (u”)P
vy
b

/U,(F) 1a<(ﬁ+2)a(u~)+b/2(u')51§(aB(U’))1/2U(Ul)Ddu’ du”.

On peut majorer le terme 1, (342)0(u)+b/2(%’) par ((8+ 2)o(u”) + b/2)F o(u')~R
pour n’importe quel réel R > 0. Remarquons que, quand 1,54/(23+6)(u”) = 1, ce
terme est essentiellement majoré par o(u”)®o(u')~R. Dot

J<(b,D) K /U”(F) 102b/(2ﬁ+6)(u")‘SBnM'(aBnM’(u/,))l/za(u,,)D+R
b

/ d5(ag@))?o(u)P~Rdu' du”.
U'(F)

D’apreés le lemme I1.4.2 de [9], on peut fixer R de sorte que I'intégrale intérieure soit
convergente. Ce nombre R étant maintenant fixé, l'intégrale restante est Jy'(b/(28 +
6),D + R). Grace a (1), on obtient

J<(b, D) < exp(—ep+rb/(26 + 6)).

Jointe & (3), cette inégalité entraine celle de I’énoncé.

Supposons maintenant 7 = 1. Dans ce cas, on a P; = P et zg = v4_1. Introduisons
Pespace V' engendré par les vecteurs v; pour ¢ € {1,...,d} — {d — 1}. Notons G’ ~
GL4_1 son groupe d’automorphismes linéaires. Posons P = G'NP, U’ = G’ NnU
et M' = G' N M. Le groupe Uy est égal & U’ et M’ = GL(1) x H x GL(1). Soit
u € U'(F). On peut supposer mp(u) = mp/(u). Ecrivons ce terme sous la forme
mp/(u) = (a1, h,aq), avec a1,aq € F* et h € H(F). On a

8p(mp(w)/2EM (mp(u) = |a1 |z ?|aqg5 /225 (h),
tandis que
=M’ —(d— - —_
8p(mp: (w)/2EM (mp: (u) = |a1 | 7@~ P % |ag| G2 22H (h).
En vertu du lemme 4.1, on en déduit
- —1/2 —M'
@) 8p(mp(u)/?EM (mp(u)) < las|z"?|aal 65 (mp (u)V2EM (mp, (u)).

On calcule a; et agq selon la méthode habituelle. C’est-a-dire que ’on munit V' et
A%"2V’ de normes invariantes par K. On a

lag'|F < lag vd
= |kp: (w) up (u) " mp (u) " rog] = [u vgl.

Les coordonnées de u~'vg sont 1 et les (u~1); 4, pour i = 1,...,d — 2. D’out

() laglp’ 2 sup({1} U{l(w ialrié=1,...,d = 2}).
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On a

|det(h) a7 | < |mp (w) " H(w2 A Avg_g Avg)l

= |kp (u) tup (u) tmp (W) T (e A Avg_g Avg)| = [uT (e A Avg_g Avg)).

On peut supposer que ajaqdet(h) = det(u) = 1. Les coordonnées (u~'); ;, pour
j=2,...,d—2 sont aussi des coordonnées de u™!(va A+ - Avg_a Avg) : (u™!)y; est la
coordonnée de u™1(va A+ - - Avg_o Avg) sur vg A- - “AV;_1 AV1 AU 41 A- - AUg—2 Avg. La
constante 1 est aussi la coordonnée de u™ (va A+ - - Avg_g Avg) sur vg A« - - Avg—a Avg.
D’ou

|a1|F Z sup({l} U {|(u”1)1,j|p;j = 2, N ,d - 2})
De cette inégalité et de (5), on déduit 'existence de a > 0 tel que

laslFlaalz' > exp(ao(u)).
Alors (4) devient
6 (mp () /22 (1 p (1)) < exp(—ao(w)/2)5p(mp ()25 (mp: (u).
Donc
ha® D)< [ Losaulexp(—an(u)/25p(mp ()= (mp: (u))du
U'(F)
Quand 1,>,(u) = 1, on peut majorer exp(—ao(u)/2) par exp(—ab/4)exp(—ao(u)/4).
D’aprés le lemme I1.4.3 de [9], l'intégrale est convergente et on obtient
I (b, D) < exp(—ab/4).

Cela achéve la démonstration. O

4.5. Majoration d’une intégrale de fonctions d’Harish-Chandra. — On
suppose dans ce paragraphe r = 0. Soit D un réel. Pour h € H(F) et N > 1 un
entier, posons

x(h,N,D) = /G(F) 26 (ha)2C (z)kn (z)o(z)Pdz.

Lemme 4.3. — Cette intégrale est convergente. Le réel D étant fixé, il existe un réel
R tel que

x(h, N, D) < E¢(h)N%o(h)"?
pour tout h € H(F') et tout entier N > 1.

Démonstration. — Comme en 4.3, on a H = GLg4_1. Ecrivons h = kjaks, avec
ki,ko € K41 et a € Aj_1(F). On effectue le changement de variables z — kz_lsc.
Puisque =€ est biinvariante par K4 et sy est invariante a4 gauche par H(F), on
obtient 1’égalité x(h, N, D) = x(a, N, D). Cela nous raméne au cas o h € Ag_1(F),
ce que 'on suppose désormais.

On introduit le sous-groupe d’Iwahori standard I de G(F), c’est-a-dire le sous-
ensemble des k € Ky tel que valp(k; ;) > 1 pour 4 > j. Notons A le sous-ensemble
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des a € Ay4(F) tels que toutes les coordonnées a; sont des puissances de wp. On a
Pégalité
G(F) == UaeAIGK.

On a donc

x(h,N,D,a) = x(h,N, D, a),
a€A

x(h,N,D,a):/I KEG(hx)EG(x)nN(:c)a(a:)Ddx.

Pour s € G4, posons A; = ANA4(F);, cf. 4.2. L’ensemble A est réunion des A;. On
peut donc fixer s et se contenter de majorer

(1) > x(h,N,D,a).

a€AS

Quitte a réindexer nos vecteurs de base, on peut supposer que s est I’identité. On note
simplement A~ l’ensemble correspondant. Cette réindexation change toutefois deux
données : le groupe I n’est plus le méme; le vecteur 2y n’est plus égal & v4, mais & un
autre vecteur de base que nous notons vg. D’aprés le lemme II.1.1 de [9], il existe un
réel R, tel que Z%(z) < dp,(a)*/?0(a)fr pour tout a € A~ et tout = € IaK. Pour
a € A=, on a l'égalité TaK = (INUy(F))aK et on vérifie que 'on a une majoration
mes(laK) < ép,(a)~!. On obtient

2 x(h,N,D,a) < 6p,(a)"*?c(a)F*PY (h,N,a),
d

ou
Y (h,N,a) :/ 26 (hua)ky (ua)du.
INUG(F)
Posons
X(h,N,a) = / 26 (hua)du.
IﬂUd(F‘)

Définissons quatre entiers
Ni(h) = N + 1+ sup(0, —valg(h1)),
Ng(h) = N + 1 + sup(0, valp(hq)),
by (h, N, a) = sup(0, valp(a1) — Ni(h)),
bg(h, N,a) = sup(0, —valp(ag) — Ng(h)).

Montrons que
(3) il existe € > 0 tel que

Y (h,N,a) < exp(—¢e(by(h, N, a) + bg(h,N,a)))X(h,N,a)

pour tout h € Ag(F)NH(F), tout N > 1et tout a € A™.
Supposons d’abord k # 1 et k # d. Introduisons le sous-groupe I' de Uy(F) formé
des éléments u(z,y,t) pour z,y,t € F tels que u(z,y,t)vx = v + zv1, u(z,y)vg =
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va + yui +tvr et u(z,y,t) fixe tout autre vecteur de base. Considérons le sous-groupe
Iy de I' formé des éléments u(z,y,t) tels que

— valp(z) > 1, valp(y) > 1, valp(t) > 1;
- valp(a:) > —valp(hy) + 1, valp(y) > valp(hg) + 1, valp(t) > —valp(h1) +
Va,lp(hd) + 1.
Remarquons que les conditions portant sur z et y peuvent s’écrire valp(z) > Ny (h)—N
et valp(y) > Ng(h)—N.Puisque h € H(F),on a hy = 1, d’oti 'égalité hu(z,y,t)h~! =
u(hiz, h7 'y, hih;'t). Les conditions ci-dessus assurent que v € INUy(F) et hyh™! €
INU4(F) pour tout v € T'p,. Soit v € I'y,. On ne modifie pas Y (h, N, a) en remplagant
EC%(hua) par Z¢(hyh~'hua). On effectue ensuite le changement de variables u —
¥~ 'u. On peut enfin intégrer en v € T, & condition de diviser par mes(T';).On
obtient
(4) Y(h,N,a) = / 2% (hua)k p(ua)du,
INU4(F)
ou
Kkn,p(ua) = mes(l"h)_I/ kn (v ua)dy.
Th

Soient v = u(z,y,t) € 'y, et u € Uy(F). La condition k(77!

ua) = 1 équivaut &

1 t t,t

1 - - -1 -
a "y 17vkepFNRet a’'u’y vkEpFNR,

ou encore

Yzv, +a lu"lop € ppV R et — agyvq + tatuvy, € pr" R.

a
En notant z, la composante de u~ vy, sur v; et y, celle de *uvy sur vy, ces conditions
entrainent

valp(x + x,) > valp(a1) — N et valp(y — yu) > —valp(aq) — N.

Rappelons que l'on a aussi valp(z) > Ni(h)— N et valp(y) > Ng(h)— N. Les relations
précédentes peuvent ne pas avoir de solution, auquel cas £y p(ua) = 0. Si elles en ont,
elles déterminent une classe modulo un sous-groupe I'} de I'y, et on a Ky p(ua) =
[Ty, : T}]7!. L’indice de T}, dans T’ se calcule aisément. Les relations portant sur
« contribuent par 1 si valp(a;) < Ni(h) et par ¢V (W)—valr(a1) gi valp(a;y) > Ny(h).
Autrement dit, elles contribuent par ¢~%(»":%) De méme, les relations portant sur
y contribuent par ¢~%¢(*N:%) Dans I’égalité (4), on peut donc majorer sy (ua) par
g b1 (h.N:a)=ba(h,N.a) et 15 majoration (3) s’en déduit.

Supposons maintenant kK = 1 (le cas k = d est similaire). Pour u € Uy(F), la
condition ky(ua) = 1 entraine a~'u~'v; € pp' R, c’est-a-dire a;'v; € pz" R, ou
encore valgp(a;) < N. Donc bi(h,N,a) = 0 et on peut oublier ce terme dans la
relation (3). On introduit maintenant le sous-groupe I' de Uy (F’) formé des u(y), pour
y € F, tels que u(y)vg = vg + yv1 et u(y) fixe tout autre vecteur de base. A 'aide de
ce sous-groupe, le méme raisonnement que ci-dessus conduit & la majoration (3).

Montrons que
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(5) il existe un réel R, tel que
X(h,N,a) < E9(h)dp,(a)"/*o(h)*0(a)™

pour tout h € Ag(F) N H(F) et tout a € A™.
On peut fixer s € G4 tel que h € Ay4(F); . Introduisons le sous-groupe de Borel
By, = AgUg,s de G formé des éléments qui conservent le drapeau

F’Us(1) C F’Us(1) GBF'US(Q) c---C Fvs(l) & "'@F’Us(d).

On a légalité I NU4(F) = (INUy(F)NUyzs(F))I NUg(F) N Uys(F)). Pour u €
INU4(F)NUys(F), on a huh™! € I. Le groupe I N U4(F) N Uy s(F) contribue donc
trivialement & X (h, N,a) et on obtient

X(h,N,a) < / 2% (hua)du
InUd(F)ﬂUdYS(F)

< 6o(h) ) E¢ (uha)du,
R(INU4(F)NT4,s(F))h~1
oti §o(h) est la valeur absolue du déterminant de ad(h~') agissant sur ug(F)Niig,s(F).
Soit v’ € INU4(F) NUqg,s(F). On ne modifie pas 'intégrale ci-dessus en remplacant
2% (uha) par Z¢(u'uha). On peut ensuite intégrer en u’. En regroupant les deux
intégrales, on obtient une intégrale sur un ouvert de Uz(F'). Sur cet ouvert, la variable
d’intégration u vérifie une majoration o(u) < o(h). Pour tout réel R3 > 0, on peut
donc glisser le terme o(h)F2o(u)~F* dans I'intégrale et on obtient

X (h,N,a) < §o(h)o(h)Re / o(u) "B 2% (uha)du.
Uq(F)

D’apreés [9], proposition I1.4.5, on peut choisir R3 de sorte que cette intégrale soit
convergente et essentiellement bornée par o(ha)3dg,(ha)'/2. D’ou

X(h,N,a) < 8(h)dp,(h)Y%6p,(a) %0 (h)?Fe0(a)?e.

On vérifie que 8o(h)dp, (k)2 = 65, ,(h)}/2. D’aprés [9] lemme IL.1.1, ce terme est
essentiellement borné par Z¢(h). La majoration précédente entraine donc (5).
Grace a (2), (3) et (5), il existe R5 tel que

X(h7 N? D? a) < exp(—s(bl (h? N’ a’) + bd(ha N’ a)))EG(h)U(a)Rsa(h)Rs'
La somme (1) est bornée par

o(h)?2°(h) Y o(a)exp(—e(bi(h, N,a) + ba(h, N, a))).
a€EA~

On vérifie qu'il existe Rg tel que la série soit essentiellement bornée par Ny (h)fe Ny(h)Fs.
Ce terme est lui-méme essentiellement borné par N2%eég(h)2%s. Alors la majoration
précédente devient celle de 1’énoncé. 0
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4.6. Preuve (sic!) des majorations de 4.1. — Dans la section 4 de [14], on a
démontré les analogues des majorations de 4.1 pour les groupes spéciaux orthogonaux.
On vient de démontrer en 4.3 ci-dessus ’analogue du lemme 4.9 de [14], en 4.4 les
analogues des lemmes 4.5 et 4.6 de [14] et en 4.5 'analogue du lemme 4.11 de [14].
On I'a fait parce que les preuves pour GL4 différent quelque peu de celles pour les
groupes spéciaux orthogonaux. En inspectant les preuves des autres paragraphes de
[14] (paragraphes 4.7, 4.8, 4.10 et 4.12 4 4.16), on constate qu’on peut les reprendre
sans changement pour le groupe GL4. On obtient ainsi une preuve des assertions de
4.1.

5. Produits bilinéaires et facteurs ¢

5.1. Modéles de Whittaker. — Fixons une base (v;);=1,..4 de V et identifions
G a GLg. Soit (m, E) une représentation admissible irréductible de G(F'). On suppose
qu’elle est tempérée et qu’elle admet un modéle de Whittaker, que 'on construit
comme en 2.2.

Pour ¢ € Z, notons ¢. la fonction caractéristique du sous-ensemble de A4(F’) formé
des a € A4(F) tels que valp(a;) > valp(ait1) — ¢ pour tout ¢ =1,...,d — 1. On sait
qu’il existe un réel R et, pour tout e € E, un entier ¢ de sorte que

(1) [We(@)| < ee(@)8p,(a)"?o(a)"

pour tout a € A4(F).

Pour h = 1,...,d, on identifie GL; au sous-groupe de G qui conserve le sous-
espace de V engendré par vi,...,v, et fixe v; pour ¢ > h. Pour h,k,l € N tels que
h < k <1 < d, on note Uy x,; le sous-groupe de Uy formé des éléments @ € Uy tels
que, pour i,j =1,...,d, ¢ # j, G;; n’est non nul que si (¢,j) appartient au rectangle
défini par les inégalités k <i <1, 1 < j < h.

Lemme 5.1. — On suppose © tempérée. Soit h € {1,...,d — 2}. Pour tout e € E, il
eziste un sous-ensemble compact Q C Uy p11,4-1(F) tel que, pour tout g € GLy(F),
la fonction @ — We(ga) sur Up pt1,d—1(F) soit a support dans 2.

Démonstration. — La preuve se trouve dans [7] lemme 2.6. Rappelons-la. On
remarque que l_fh,hﬂ,d_l est le radical unipotent du sous-groupe parabolique
de GL4_1 qui est triangulaire inférieur et de Lévi GLp X GLg_p_1. Supposons
W.(g) # 0. On écrit ga = uak, avec u € Ug_1(F), a € Aqg_1(F), k € K4_1. Gréace
a (1), on a une majoration |a;|r < ¢, ol c est indépendant de g. La base de V
détermine une base du produit /\d_l'h V. On munit ce produit de la norme |.| qui
est le sup des valeurs absolues des coefficients dans la base en question. Ce produit
est invariant par Kg. On a

|t(uak)('vh+1 ARERNA 'Ud—l)| = |Cbh+1 . -ad_ll < cd—1-h,
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Mais un coefficient @; ; est le coefficient de *(uak)(vht1 A -+ Ava—1) = *(9) (Va1 A
-+ Avg_1) sur le vecteur de base vp41 A -+ vi—1 AVj Avig1 A+ Avg_1. Donc les
coefficients de 4 sont bornés. O

5.2. Entrelacements. — Soient (7, E;) € Temp(G) et (p,E,) € Temp(H). On
munit les espaces de ces représentations de produits scalaires invariants. Pour ¢ € Z,
on a défini en 4.1 le sous-groupe U(F). de U(F'). Pour e,e’ € E, et ,€’ € E,, posons

Prpele @ e®e) = /H - /U o (I (eI

D’aprés 4.1(3), cette intégrale est absolument convergente.

Lemme 5.2. — Pour tous €, e,€, il existe co tel que Lr (' ® €,e ® e) soit
indépendant de ¢ pour c > cyp.

La preuve est similaire & celle du lemme 3.5 de [14]. Rappelons-la. Pour un entier
¢ > 1, notons w(c’) le sous-groupe des a € A(F) tels que valgp(1 — a;) > ¢’ pour tout
i = =1,...,%r. Choisissons ¢’ tel que e et e’ soient fixés par w(c’). Alors

PLrpe(e ®€,e®e) =mes(w(c'))” /W(C’)/H(F) /U(F)C(p(h)e',6)(7r(a)e',w(hua)e){(u)dudhda.

1

Par le changement de variable u — aua™", on transforme cette expression en

Prpel€ ®€,e®e) =mes(w(c))™! / / (p(h)e' e) (e, m(hu)e) £(aua™")du dh da.
H(F) JU(F)c w(c’)
Mais il existe cg, ne dépendant que de ¢, tel que 'intégrale intérieure en a soit nulle
siu & U(F)c,. D'ou le lemme. a
On définit une forme sesquilinéaire #, , sur E, ®c E, par

£eple ©€,c@€) = lim Lrpole! 0¢ @)

5.3. Entrelacements et modéles de Whittaker. — Fixons une base (v;)i=1,....m
de W et complétons-la en une base (v;)i=1,..,.4 de V par vmy; = 2r41-; pour i =
1,...,2r+1. Pour tout h = 1,...,d, introduisons le sous-groupe parabolique standard
Q" = L"U" tel que

L" =GLy x GLy x - -+ x GL;.

Notons 3 : GL,+; — G le plongement qui identifie GL,;; au sous-groupe des éléments
de G qui conservent le sous-espace de V engendré par vy, i1, ..., Vn+r+1 et fixent les
autres vecteurs de base. On vérifie que notre groupe U est produit des trois sous-
groupes B(Ur+1), Umm+1,m+r €t U™TTHL Le caractére ¢ de U(F) est trivial sur
Unn,m+1,m+r(F) et coincide sur les deux autres facteurs avec le caractére ¢ de Uy(F).
Notons U4(F). le sous-groupe des u € Uy(F) tels que valp(u; i4+1) > —c pour tout i =

1,...,d—1. Alors U(F). est produit des trois sous-groupes B(Ur+1(F)c), Um,m+1,m+r
et UmtHH(F), = Ug(F). N U™ H1(F). Soient (r,E,) € Temp(G) et (p,E,) €
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Temp(H). Fixons comme en 5.1 des modéles de Whittaker de 7 et p. Pour e € E; et
¢’ € E,, posons

Ly, (€ e) =/ / Wer (h)W,(ha)|det(h)|~"dh di.
(7m,m+l,m+r(F) Um(F)\H(F)
Lemme 5.3. — (i) L’intégrale ci-dessus est absolument convergente.
(i) Il existe C > 0 tel que, pour tous e,e’ € E, ete,e’ € E,, on ait l’égalité
Lrple' ®e,e®e€) =CLr,(c',€)Lr p(c, €).

Démonstration. — Considérons L(g’,e). D’aprés le lemme 5.1, lintégrale sur

Unm,m+1,m+r(F') est & support compact et on n’a pas a s’en soucier. On décompose
h € Un(F)\H(F) en h = ak, avec a € A,(F) et k € K,,. La mesure devient
0B, (a)"dadk. L’intégrale en k ne nous importe pas. D’aprés 5.1(1), 'intégrale
restante est bornée par

/ ter(a)dp,, (a)_1/263d(a)1/2|det(a)|;rda,
Am (F)

pour un entier ¢’ convenable. On calcule
85,,(a)/?8p,(a)"/?|det(a) 5" = |det(a)|}/*

et on vérifie que l'intégrale ci-dessus est convergente. Cela prouve (i).
La premiére étape pour prouver (ii) est de calculer

/ (¢/,m(u)e)é(u)du
U(F)c

pour un entier ¢ > 1 et deux éléments e,e’ € E;. On a

W [ rwedu= [ /
U(F)c Um,m+1,m+r(F) ﬂ(Ur+1(F)c)

/ (e, m(v'ui)e)é(u'u)du' dudi
Um+r+1 (F)C

et cette expression est absolument convergente. Pour un entier h = 0,...,d—1, notons
Wih+1,d—1)(c) le sous-groupe des éléments a € A4(F)telsquea; = -+ =ap = 1,a4 =1
et valp(1—a;) > c pour tout ¢ = h+1,...,d—1. Notons ¢, I’exposant du conducteur

de 9, c’est-a-dire que 9 est trivial sur p;l” mais pas sur p;l”—l. Posons
@ o=
w

On suppose ¢ > 1 et ¢+ ¢y, > 1. D’aprés le lemme 3.6 de [14], cette expression
est absolument convergente et il existe Cr41; > 0, ne dépendant que de c et des
mesures de Haar, tel que lintégrale intérieure de l'expression (1) soit égale a
Crp1I™t7 (¢!, m(ui)e). Pour k = 2,...,7 + 1, notons X* le sous-groupe de B(Ur+1)
formé des u € Uy tels que, pour 4,5 = 1,...,d, ¢ # j, on n’a u;; # 0 que si
j=m+keti=m+1,...,m+k—1. On alégalitée f(U,;;) = X"H1X"... X2

/ W.:(ag)W. (ag)ldet(g)] ' ~*dg da
tht1,da—1)(ctcy) Y Un(F)\GLi(F)
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Fixons un entier N > c¢. Pour £ = 2,...,r + 1, notons %f\, le sous-groupe des
éléments v € X*(F) tels que valr (u;, m+k) >—kNpouri=m+1,.... m+k—2et
valp (Um+k—1,m+k) = —c. Notons Uy le sous-groupe des éléments @ € Um m+1,m+r(F)
tels que valp(@;,;) > —(2r + 1)N pour tous i # j. On a

/ (¢/,m(u)e)é(u)du = Cryq lim / / /
U(F). N—oo Jyy Jaz, art

I™ (e m(Upy1 - - - ug@)e)€ (Upyy - Ug)dUryy .. . dug di.

Pour k=1,...,r+ 1, posons

JE = / / / / I™ =Y (@)e, m(ug - - - ugi)e)€ (uy - - - up)do duy, - - - dus di.
?IN %2 %k mm+krn+r(F)

La formule précédente se récrit
(3) / (¢, m(u)e)é(u)du = Cryy lim Jitt.
U(F). N—oo

Montrons que pour tout k = 2,...,r + 1, il existe C}, > 0 ne dépendant que de c et
des mesures de Haar de sorte que

4)  Jx=CJIy!

si N est assez grand. Remplagons dans Jy le terme I™*~1(n(v)e’, m(uy - - - uat)e)
par son expression intégrale (2). On obtient

O / J
Un I X% Xk Y Om makmar(F) Y Oimik,a—1)(ctcy) Y Umpk—1(F)\GLmyk—1(F)

W (agt)We(aguy - - - upt@)|det(g)|m T € (ux - - - uz)dg da do duy, - - - dus da.
Cette expression est absolument convergente. En effet, les variables uy,. . .,us, @ restent
dans des compacts. La variable ¥ n’intervient que dans W, (agd) et g appartient a
GLy+k-1(F). Sion ne tient pas compte de a, le lemme 5.1 nous dit que cette fonction
est & support compact en . Le a ne géne pas : en le faisant commuter & ¥, on obtient
que ava~! reste dans un compact, ce qui équivaut & ce que ¥ reste dans un compact,
puisque a lui-méme reste dans un compact. Mais alors, la convergence absolue de
notre expression résulte de celle de (2).

Notons Y le sous-groupe des éléments de GL,,+x—1 formé des y dont les seuls
coefficients non nuls sont :

—ys=1lpouri=1,....m+k-2;

~ les Ymyk—1,jpour j=1,....,m+k—1

On note dy le produit des mesures additives dym4x—1,;. On a la formule
d’intégration

/ p(g)dg = C’ / /
Umtk-1(F)\GLm4k—1(F) Y(F) YUmtk-2(F)\GLmyx—2(F)

o(g'y)|det(g")| 7 A9’ [ym+k—1,m+k—1] "' dy
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pour toute fonction intégrable ¢ sur Ugig—1(F)\GLpmik—1(F), ot C’' est une
constante positive. On utilise cette formule pour calculer I'intégrale en g de la formule
(5).On remplace donc g par g'y, avec g’ € GLy1r—2(F) et y € Y(F). On a égalité
ag'yur, = nag'y, ot n est un élément de U;(F') qui n’a de coefficients non nuls, hormis
les diagonaux, que sur la (m + k)-iéme colonne, et qui vérifie

-1
Nm+k—1,m+k = Qp E ym+k—1,i(uk)i,m+k-
i=m+1,...,m+k—1

On a We(ag'yuk - - - u2@) = Y(Mmtk—1,m+k) We(ag'yuk—1 - - - u2@). L’intégrale en uy de
la formule (5) est donc simplement

Y(—(Uk)mk—1,m+k + Gl Ymtk—1,i (Uk)i,m+k)dUL.
k
XN i=m+1,...,m+k—1

Notons Yy le sous-ensemble des y € Y (F) tels que valp(ym+k—1,:) > kN + ¢y pour
i=m+1,...,m+k—2et valp(l — Ymtk—1,m+k—1) = ¢+ ¢y. Posons

C(N) = mes(pz"")**mes(py°).

L’intégrale ci-dessus vaut C(N) si y € Yn et 0 sinon. Décomposons Yy en produit de
trois groupes : son intersection avec A4(F'), que I'on note Wi yx—1,m4+k—1)(c+cy); le

sous-groupe des y unipotents tels que ym4x—1,; =0 pour j =m+1,...,m+k—2, qui
est égal & Up, m+k—1,m+k—1(F) ; le sous-groupe des y unipotents tels que Ymyx—1,; =0
pour j =1,...,m, que 'on note Yy. A ce point, on a obtenu I’égalité

sh=cemn [ [ f ] / /
Un SX AT S Um mtkesmatr (F) Y wimk,a—1)(ctep) Y Umpk—2(F)\NGLm4k—2(F)

/ / We (agad'@'y'v)We(aga't'y'ug_1 - - - uat)
Wimtk—1,mtk—1](c+cp) Y Um mik-1,m+k-1(F) Y}
|det(g)|mH* 1€ (ug—1 - - - uz)dy’ di’ da’ dg da dv dug—1 - - - dusy d.

On a deja dit que 7 restait dans un compact, qui est indépendant de N. Alors
I'élément o~ 'y's est proche de 1 quand N est grand, donc W (aga'@'y's) =

We (aga'@'t). Les termes y', ug—_1,...,us appartiennent a F(GL,(F)), donc aussi
y" = (ug—1---u2)"'yYuk_1---uz. De plus, les coefficients de wup_;---uz sont
de valuations > —(k — 1)N tandis que les coefficients non diagonaux de ¥y’
sont de valuations > kN + cy. Donc y” est proche de 1 quand N est grand.
Le groupe B(GL,(F)) normalise U mt1,m+r(F) et un élément proche de 1
de B(GL,(F)) normalise %y. Quitte a effectuer le changement de variables
@ — y” " ‘ay”, on remplace W.(aga'w'y' uk_1 - - usii) par We(aga'a'ug_1 - - - uaiy”),
qui est égal & We(aga'@'ug_1 ---us@). Alors y' disparait de notre formule. Posons
C" = C(N)mes(Y};). Cette constante est indépendante de N et on a obtenu

=o' | [ ) / J
Un I X% AT S U e, metr (F) Y wimg,a—1)(6+¢y) YUmpk—2(F)\GLmyk—2(F)
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/ /_ We (aga'w'v)W,(aga'a' ug—1 - - - uz@)
Wimtk—1,m+k—-1](ctcy) Y Um,m+k—1,m+k-1(F)

|det(g)|mt*=1=4E(up_1 - - - up)d@’ da’ dg da dv dug—; - - dug da.
De méme que 'on a prouvé que v restait dans un compact, on montre maintenant
que @'? reste dans un compact, donc aussi 4'. Cet élément appartient & Um,m.,.l,r(F)
et comme ci-dessus, ce groupe est normalis¢é par S(GL,(F)). Donc 1’élément
@' = (ug_1---ug) " %'ug_;---ug appartient a Um,m_,.l,r(F) Puisque @' reste dans
un compact et que les coefﬁc1ents de ug_1 - - - up sont de valuation > —(k — 1)N, on
a @’ € Un. Quitte & effectuer le changement de variable @ — " '@, on remplace
We(aga' @ ug—1 - -ugti) par We(aga'ug—i---uz@i). Le terme @ n’intervient plus
que dans W,/ (aga't'v). Les intégrales en @ et ¥ se combinent en une intégrale en
9 € Umm+k—1,m+r(F). Les éléments a’ et g commutent. Ensuite, les intégrales en
a et a’ se combinent pour former une intégrale en a € Wimik—1,a-1](c + cy). Cela
conduit & I’égalité

sh=cet | [ ) / J
Un X I SO mak—1,mar(F) Y 0impr—1,a-1)(c+ey) Y Umpr—2(F)\GLmyx—2(F)

Wi (agt)We(agug—1 - - - uzti)|det(g)|mH 1€ (ug—1 - - - up)dg da dv duy_1 - - - duy d,
Cest-a-dire J& = C'C"Ji~. On a prouvé (4).
En utilisant (3) et (4), on obtient I’existence d’une constante C; > 0 telle que

/ (¢/,m(u)e)é(u)du = C; lim Jj.
U(F)c N—oo

On a
Jy = /%N/ I (n(v)e', m(u)e)dv da.

m ym+1, m+'r(F)
Le méme argument qui nous a dit que ¥ restait dans un compact nous dit que % reste
lui-aussi dans un compact. Pour N grand, on peut remplacer %n par Up, m+1,m+r (F)

et on obtient

[ @ rwotwa=c [ / /
U(F)c Um m+1,m+r(F)? Wim+1,d— 1](c+c¢.) U (F)\GLm (F)

W (agd)We(agt)|det(g)|m T~ ?dg da dv da.

—15 —15

Par les changements de variables @ — a~"@a et ¥ — a™ "va, et en supposant que c

soit assez grand pour que e et €’ soient invariants par w[m+1,d-1](0 + ¢y), l'intégrale
en qa disparait. D’autre part, m + 1 — d = —2r. On obtient

© [ (@ nwoiwa=c [ /
U(F)C [71n»m+1,M+r(F)2 Um(F)\GLm(F)

We (90)We(ga)|det(g)| " dg do du.
Rappelons que H = GL,,. Donc

el @ic@e)= [ (p0e) [ (b)) dh.
GLm(F) U(F).
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On a
fw,p,c(el ® 6,,5 ® 6) = lim Ly,
N—o0
ou

In=[ W) [ (@ muh)f@ocn(bdudh.
GL,(F) U(F).

Fixons N. On peut remplacer 'intégrale intérieure par son expression (6). L’expression
obtenue est absolument convergente. On effectue les changements de variables @ —
hah~! puis h — g~'h. Cela introduit un Jacobien |det(¢~'h)|z". On décompose
ensuite h en u'd’k’, avec v € Up(F), o' € An(F), ¥ € K, et g en ak, avec
a € A, (F) et k € K,,. La mesure devient ép,, (aa’)"1du’ da’ dk’ da dk. On obtient

Ly =C / / / / ), p(ak)e)We (akt) W, (u'a’k'@)
'm m+1, m+r(F)2 (F)2 K2 U (F)
8B, (aa’)tdet(aa’) |7 1o<n (K~ a " v 'k )du’ dk’ dk da’ da di da.

On a W.(v'd'k'a) = £(u')We(a’'k'@). Alors le méme raisonnement qu’au lemme 5.2
montre que I'on peut remplacer 'intégrale sur U,,(F) par une intégrale sur U, (F).,
pourvu que c soit assez grand. Posons

L=C / / / / (p(W'a’k')é, p(ak)e)We (akv) W (a'k @)
Um,m+1,m+r(F)2 Am(F)2 K»,zn Um(F)c

6B, (aa’) " |det(aa’)| 7" € (u')du dk’ dk da’ da dv da.
On a

(7) cette expression est absolument convergente.
Considérons ’intégrale

[ lomta®)e, pabeau’
U (F)c

On effectue le changement de variable u’ — au’a™!. Cela introduit un jacobien dp,, (a).
La nouvelle variable parcourt un ensemble qui dépend de a, mais il existe ¢g > 0
tel que cet ensemble soit inclus dans Uy, (F)cyco0(a)- L'intégrale ci-dessus est donc
essentiellement bornée par

B, (a) EH(w'a™a")du/'.
Um(F)c+coa(a)

D’aprés [14] proposition 3.2, ceci est essentiellement majoré par o(a)®a(a’)Rép,, (aa’)'/?
pour un certain réel R. Revenons & I'expression L. Les variables k, k/, ¥ et @ restent
dans des compacts, on peut les négliger. Il reste & prouver que 1’expression

/ [Wer (a)We(a')|05,, (aa’) " /?|det(aa’)| "0 (a) Ra(a') Rda’ da
m(F)?
est convergente. Il suffit pour cela de reprendre le calcul de la preuve du (i) de I’énoncé.

Cela prouve (7).
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Grace a (7), le théoréme de convergence dominée implique imy_,o Ly = L, d’ott
fﬂ,p,c(sl ® 6’,6 ® 6) =1L.

En appliquant & p le lemme 3.7 de [14], on voit que, si c est assez grand, il existe
C2 > 0 tel que

/ (p(v'a’k e, plak)e)é(uw')du' = CoW,: (a'k' YW, (ak).
Um (F)c

Remplagons le membre de gauche par celui de droite dans l’expression de L.
Remplagons ensuite a’k’ et ak par ¢', g € Uy, (F)\GL,,(F). On reconnait alors

L = C1CyLy p(€',€)Lr p(e, €),

d’ou I’égalité du (ii) de I’énoncé. On n’a pas été précis quant aux constantes, c’est-a-
dire que 'on n’a pas vérifié qu’elles ne dépendaient pas de Pentier auxiliaire c¢. Cela
n’a pas d’importance. Puisque ’égalité finale du (ii) de ’énoncé compare des termes
indépendants de c, ou bien tous les termes intervenant dans cette égalité sont nuls, et
on peut prendre C quelconque, ou bien la constante C ne peut qu’étre indépendante
de c. O

5.4. Non-nullité des entrelacements

Lemme 5.4. — Soient 7 € Temp(G) et p € Temp(H). Alors les formes sesquilinéaires
L., et £x , sont non nulles.

Démonstration. — D’aprés le lemme précédent, il suffit de prouver ’assertion relative
4L, Pourec E,, ¢ € E, et s €C, posons

Ly ,(e, e s) = /

Um,m+1,m+r(F)

/ Wer (h)W.(ha)|det(h)|*~"~/2dh da.
Um (F)\H(F)

Le méme calcul que celui de la preuve du (i) du lemme précédent montre que cette
intégrale est absolument convergente pour Re(s) > 0. Elle définit dans ce domaine une
fonction holomorphe de s et on a L, ,(¢’,e) = Lr ,(¢’,e,1/2). Mais la fonction s —
L ,(¢',e,s) est celle étudiée par Jacquet, Piatetski-Shapiro et Shalika. Ils montrent
que pour tout s, on peut trouver ¢’ et e tels que L ,(¢, e, s) # 0 (|7] théoréme 2.7(ii)).
D’oti la conclusion. (]

5.5. Entrelacements et groupes tordus. — Soient # € Temp(G) et j €
Temp(H). On a introduit un nombre £, (7, 3) en 2.5.

Proposition 5.5. — Soient e,¢’ € E,, e,e’ € E; et §j € H(F). On a égalité
Lrp(e ® (G, p(H)e @ €) = e, (T, 5) Lr (e @ € e D).
Démonstration. — On vérifie que, pour tout h € H(F), on a 'égalité

Lrple' @ T(R)E, p(h)e @ €) = Zr (€ ®¢,c @ ).
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Il suffit donc de prouver 1’égalité de la proposition pour un élément 7 bien choisi.
On fixe des bases comme en 5.3 ¢t on choisit § = 0,,. Le lemme 5.3 nous raméne a
prouver I’égalité

1) Lz p(5(0m)e, 7(0m)e") = eu (7Y, ) L (e, €').
Une telle égalité est indépendante des normalisations de 7 et p. On peut supposer

w(@,¥) = w(p,) = 1. Dans ce cas, on a Wy,,)e(h) = We(6,(h)) pour tout h €
H(F). Notons v I'élément de G(F) tel que 0, = 847. On a de méme

Wi (0,)e'(9) = Wa(oavy)e (9) = Wa(y)er (0a(9)) = Wer (8a(9)7)
pour tout g € G(F). Alors

L p(#(0m)e, 7(0)¢') = /

/ WO ()W (b)) | det (b)) " dh .
Um,m41,m+r(F) J Unm(F)\H(F)

Notons w,, € GL,,(F) la matrice de permutation antidiagonale, D,, € GL,(F) la
matrice diagonale telle que (D,,);; = (—1)™*!*¢ et, pour 2 € F*, notons z, €
GL,,(F) la matrice centrale de coeflicients diagonaux z. Fixons z € F*. On a J,, =
W Dy, done 6,,(h) = memth—lJ;bl. De méme 6;4(hii)y = wdDdth_ltﬂ_le_lfy.
Effectuons le changement de variables h +— D, 2.t htJ.1. On obtient

L p(5(01m)e, #(Brm)e’) = / /U e, e

Um,m+1,m+r(F)

We (waDgDumzmh™ Tt

J7 ') ldet (k)| [5"dh da.
On a

We(wmzmth ™) = w,(2)We (wmth™).
On vérifie que DyD,,z, commute & GL,,(F) et que DyD,,zmJ, normalise
Um,m+1,m+r(F). Par le changement de variable @ — 8 (Dg D 2m I )6t (DD 2m I ) 71,
qui est de Jacobien |z|z"™, on obtient

L (0, 7(0m)e) = 5,03 | /
Um,m+l,m+r(F) Um(F)\H(F)

We (wa'h™'ta " 'v')|det(R)| 5" dh da,

ot ¥ = DgDmzmJmdy 1y = wpzmwey. Rappelons que, d’aprés notre construction
du plongement de H dans G, I’élément 6,,, vu comme un élément de G(F), coincide

We(wmth™)

avec 1’élément 6,, de départ sur les vecteurs vy, ...,v, et avec I’élément ¢ sur les
vecteurs vy, 41, - . -, vg. C’est-a-dire que
0,.(11) = (=1)i+lmt D/ 2yx sii=1,...,m,
e (—1)itmtltrgpy s, sii=m+1,...,d.
Puisque 6,,, = 04, on calcule :
(v.) B (_1)m+d+[(d+1)/2]+[(m+1)/2]'0d—m+i, sii=1,...,m,
T = (=)D 29y, sii=m+1,....d,
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puis
’(vi) (=1)mHdH@+D/2AHmAD/2 0 sii=1,...,m,
v;) =
T (1) D29y, s =m ..., d.
Posons 2’ = (—1)"+1*[(¢+1)/212, et choisissons

= (_1)m+d+[(d+1)/2]+[(m+1)/2] r_ (_1)r+[(m+1)/2]2y‘

Alors 7' = 2zjwo ol wp est la matrice de permutation obtenue en remplagant les
constantes par 1 dans la formule ci-dessus. On a

We (wath ™ 0" y') = we(2)Wer (wath ™t wp),

et

Lo p((Bm), 7(Om)€) = 2y (D () / /U e, e

Um,m+1,m+r(F)

W (wa'h™ " 'a " wo)|det(h)|5" dh da.
D’aprés [7] théoréme 2.7(iii), l'intégrale ci-dessus est égale & w,(—1)%"'e(1/2,7 X
p,¥)Lnr ,(¢,€'). Pour obtenir I’égalité (1), il reste & prouver I’égalité
(2) wp((—1)412)wr (2 )e(1/2, 7 x p, ) = e, (7, p).
On a supposé w(p,¥) = w(7,¥) = 1. D’aprés 2.2(1) et (2), on calcule w(7V,v¢) =
w(#,9~) = wy(—=1)471. D’aprés 2.5(1),

/2,7 % p,0) = e(1/2,7 X p,7) = wn(=1)"wp(~1)%(1/2,7 X p, ).

Remarquons que, puisque p est a la fois tempérée, donc unitaire, et isomorphe a sa
contragrédiente, on a p ~ p ~ p. De méme pour 7. De plus w, et w, prennent leurs
valeurs dans {£1}. Le membre de droite de (2) vaut donc

wr (=1 A ), (- 1) A20)e (172, 7 % B, ).

Pour prouver (2) et la proposition, il reste & remarquer que (—1)¢~1z = (—1)4+1+4/2]2y
et 2/ = (—1)¢-t+m+m/2gy, O

5.6. Entrelacements et induction. — Soient Q@ = LUg € F(Aq) et 7 €
Temp(L). Pour tout A € 4%} p, on définit 7y et la représentation induite

T = Indg(r,\). On la réalise dans ’espace %gﬁ qui ne dépend pas de A. Soit

p € Temp(H). L’espace ﬂ(g,,, est muni d’un produit scalaire qui est invariant par
) pour tout A, et on utilise ce produit scalaire pour définir la forme sesquilinéaire

fﬂ')‘,p‘

Lemme 5.6. — (i) Soient e, e’ € %g,r et e,¢' € E,. La fonction A\ — £, ,(¢' ® €,
e®e) est C* suritly p.
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(i) Il existe une famille finie (€;)j=1,..n d’éléments de E,, une famille finie
(€j)j=1,...n d’€léments de 7(8’7 et une famille finie (¢;)j=1,....n de fonctions C* sur
i8], p de sorte que

D iV L ple; ®eje; Bej) =1
i=1,...,n

pour tout A € it} p.

La preuve est identique & celle du lemme 5.3 de [14].

6. La partie spectrale de la formule intégrale

6.1. Enoncé du théoréme. — On fixe une base (v;)i=1,...q4 de V et on utilise les

notations introduites en 2.1. On prend pour Lévi minimal My, = Ag4. Pour simplifier,
on peut supposer que (v;)i=1,... 4 est aussi une base du réseau R sur op. On choisit
pour sous-groupe compact spécial de G(F') le groupe K = K.

Soient 5 € Temp(H) et f € CX(G(F)) une fonction trés cuspidale. Pour tout
entier N > 1, on a défini JN(@;,,f) en 3.3. Posons

ipee(©, f) = Y (D)WW Y iy i p]
eyl Oe{Mey (L)}
o—s(0)-az/ / eu(5Y,5)7C (55, Fdx.
it .
On a fixé dans toute orbite © un point base que ’on a noté 4.

Théoréme 6.1. — On a l’égalité
th JN(epa f) = Jspec(epy f)
— 00

6.2. Utilisation de la formule de Plancherel. — Fixons §j € H(F). On définit
une fonction f sur G(F) par f(g) = f(gg). Pour g € G(F'), on a l’égalité

1O, F.9) = / 0,(hi) F (g~ huiig)€ (u)du dh,
H(F)JU(F)

N / ©;(hg) f (9™ " huby(g))é(u)du dh.
H(F)JU(F)

On exprime f a I’aide de la formule de Plancherel, que 1'on a reprise en [14] 1.6. Pour
tout g € G(F), on a légalité

floy=">_ IWEIWe™ Y folg),
Le?(Aq) {2 (L)}
ol

folg) = [ﬂﬁ\é : iﬁZ,F]_l/ ) m(T,\)trace(Indg(T,\,g—l)IndS('r)\,f))d)\.

1ﬂL,F
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Rappelons que II3(L) est l'ensemble des représentations irréductibles et de carré
intégrable de L(F). L’ensemble {IIo(L)} est celui des orbites de l'action A — 7
de i¥}, p dans II;(L). Pour tout € € {II3(L)}, on a fixé un point base 7 et, pour tout
L, on a fixé Q € P(L). La fonction A — m(7y) est la mesure de Plancherel.
L’ensemble des orbites & pour lesquelles fg # 0 est fini. On fixe un tel ensemble
{IIz(L)}s. Fixons un sous-groupe ouvert compact Ky de K tel que f soit biinvariante
par K;. Remarquons que toutes les fonctions fg sont aussi biinvariantes par ce groupe.
Pour tout g € M(F)K, fixons un sous-groupe ouvert compact K; C H(F) tel que

9K,97' C K; et 6 (g)K '0;(¢9~') C Ky. Fixons une base orthonormée 93:,{; du sous-
espace des invariants E, s . Alors, pour g € M(F)K, on a 'égalité
705, ,9) = Z / (e, #(hi)e) W H WO

U(F) LEZ(A )

Z Folg™2huby(g))E(u)du dh.

Oe{Iz(L)}s
Pour e € E,, L € £(Aq), O € {II(L)} et g € G(F), posons

TuoEdi) = [ (e ) foly hubly(9)E(wdudh.
H(F)U(F)

Comme en [14] 6.2(2), on prouve que cette expression est absolument convergente.
Pour g € M(F)K, on a donc

1) JOsf9)= D, Y IWHIWCY Y Jpglef9).

ccgs LEE(AD) 0e{Iz(L)};

6.3. Apparition des entrelacements. — Fixons L € £(Ag) et O € {IIo(L)};.
On a
(1) il existe co € N tel que, pour tout ¢ > ¢, tout g € M(F)K et tout h € H(F),
on ait I’égalité
| dola™ mubso)edu= [ olg™ hudylg))e(u)du.
U(F) U(F)c

C’est la méme preuve qu’au lemme 5.2, en utilisant le fait que A commute & M.
On fixe 7 € 0 et Q € P(L). On pose my = IndG(rx) pour tout A € il p. On

réalise ces représentations dans 'espace K g,r On fixe une base orthonormée %IQ{’ du
sous-espace (XS,T)KL Pour g € G(F), on a Végalité

folg) =iy : iy ¢!

E / m(TA)(C (g7 )mA(f)e)dA.

7.
eEQ
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Pour ¢ € E,, g€ M(F)K et ¢ > ¢g, on a

oo fr) = €Y - i€Y g7 / (e, 5(hi)e)
H(F)U(F).

> / () 05(0)es (1) )7 ($)E(u)d dudh

(273

eeﬁ
En changeant h et u en leurs inverses, on obtient
Tuole f.9) = ity iGLel ™ [ (plh)e, @)e)

H(F)U(F).

S [ mn)mbs(a)e ms ug)ms(£)e)E(wiA dudh
ee‘B;(f HiLr
Pour g € M(F)K fixé, on a une majoration
(705 (0))e, m (hug)ma (£)e)] < 2 (hu)

pour tous A, h et u. Grace a 4.1(3), 'expression ci-dessus est absolument convergente.
On peut permuter les intégrales :

Juole fo) =ity il e Y [ mim)

K, Ji@}
eeﬁg‘f L.F

/ (p(h)e, p(§)e) (72 (05(9))e, ma(hug)ma(f)e)é(u)dA du dh.
H(F)U(F)c

L’intégrale intérieure est £, ,.(e ® mr(05(g9))e, p(§)e ® ma(g)ma(f)e). Quitte a
accroitre cg, c’est aussi £, (e ® mA(05(9))e, p(F)e ® ma(g)ma(f)e) (utilisation
directe du lemme 5.2 nous fournit pour chaque A un ¢y convenable; comme en (1)
ci-dessus, on voit qu’en fait, on peut choisir ¢y indépendant de A\). D’ou

(2) JL,Q(57 fa g) = [’Lﬁ\é : iaZ,F]—l

S [ mm) e @ m@slo)e, #i)e ® magIma(f)e)iA

eeﬁg'f L
On fixe des familles (g;);=1,....n, (€j)j=1,....n €t (©;j)j=1,...,n Vérifiant le lemme 5.6(ii).
Pour e € j(gﬁ, g€ M(F)K et X € itl}, p, posons
Xi(e,9) = Z Lrple®€,e®e),
sG@

ou ¢ = p(Ye, € = mr(z(g))e et e = mx(g)mr(f)e. Introduisons une forme

sesquilinéaire L., , comme en 5.3, soit Cy > 0 la constante telle que le (ii) du
lemme 5.3 soit vérifiée. On a

fﬂ')\,p(a ® 6,,§ ® Q) = CkLw;,p(gv e/)Lﬂ'/\,p(eﬂ Q)»
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tandis que la propriété du lemme 5.6(ii) s’écrit
1= Z Cxp;(A) Ly p(€5,€5) Ly o (€5, €5)-
ji=1l,...,n
Par multiplication, on obtient
Xae.9)= Y 0iNXxj(e9),
j=1,....n
ou
Xx,i(e 9) Z C3Lry p(&,€) Ly p(€,€) L, (€5, €5) Ly p (€55 €5)-
€€ ﬁp s

Fixons j. Le produit d’'un C) et des deux facteurs extrémes ci-dessus est égal &

Lrip(e; @€,e®e¢;).
Le produit d’un C), et des deux facteurs restants est égal a

Lryo(e®ej 65 Qe).

Supposons g € M(F)K. Par un argument déja utilisé plusieurs fois, on peut fixer ¢g
indépendant de g et A de sorte que l’on puisse remplacer £, , par £, , . dans ces
expressions, pourvu que ¢ > c¢p. On obtient

Xni(e,0) = Y Ly pecle®ej e ®¢) / (p(h)ej,€) (€', m(hu)e; )E(u)du dh,
% H(F)U(F).
€€ g

puis

(3) Xy,i(e 9) =/H(F)U(F) (p(h)ej, e (€', mr(hu)e;)E(u)du dh,

ou
Z LrypclE®ej, g5 ®e)e.
ee%f;
Ecrivons
Ervnele®ese; @)= [ (p(W)e e A)an,
H(F)
ou

AW = [ (e mu)ei)du'
U(F)c

Pour tout ¢” € E,, on a

(", Z Lr, p.c(e®ej, e;0€)(e / Z (e, (" 1)e;) (", ) AR )dh
H(F) “—,

eeﬁp c€B,°

Y. Y Eeh)E"e),

H(F)/K} __ K
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ou
e, (W) = / p(k~ ke ~V)e; AR k) dk.
Ky
La fonction A est invariante & droite par K et ¢;(h') est invariant par K. Donc

gi() = ) (e,ei(k))e,
5662{;
et
Aiei(R)) = ) (e,e5(h))e
eeﬁf;’
On obtient alors
= T aew) = [

(", p(Gh' ~")e;) A(R')dR!
H(F)/K, H(F)

- (PO5(R)e", B@)es)es, ma (W' )e)E(w)du .
H(F)U(F).

Reportons cette expression dans (3). On obtient
@ X =[  ame, )
H(F)U(F).

H(F)U(F).
(e ma (W' g)mr(£)e) (mr (B (9))e, ma(hu)e; E(w)E(w)du b du dh.
On a
(5) cette expression est absolument convergente.
En effet, pour g fixé, elle est majorée en valeur absolue par

f / ZC (W' )2H (05(h' Yh)EC (hu)du' db' du dh,
H(F)U(F). J H(F)U(F).

qui est convergente d’aprés 4.1(4).
Pour deux entiers ¢,c’ € N et pour g € M(F)K, posons

Knsecled)= [ [ (e ie)
H(F)U(F).  H(F)U(F)

(5 Tr (W' g)mx(£)e))(mr (5 ('u'g))e, ma(hu)e; E(u)du b’ dudbh.
Cette expression est absolument convergente comme la précédente. On a

(6) il existe co indépendant de N et A tel que, pour g € M(F)K, X j ¢ (e, g) ne
dépende pas de c et ¢/, pourvu que ¢ > cg et ¢’ > cg; pour de tels ¢, ¢, on a ’égalité
X»i(€,9) = Xnjccle9)-

Le procédé habituel montre qu’il existe co tel que, pour ¢ > ¢p et ¢ € M(F)K,
X jcc(e,9) ne dépend pas de c. Soient ¢, > c¢p. Alors Xy jcc(e,9) =
Xj.e,c (€, g). Par les changements de variables h +— 6;(h')h, puis u — h™10;(u)hu,
X»,j,e e (e, g) est égal au membre de droite de (4) od 'on a remplacé ¢ par ¢. Mais
celui-ci ne dépend pas de ¢’. Cela prouve (6).
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Pour g € M(F)K, posons

I.0® i) = i i8S [ mm)e W) Xaseete g

K 1175
eeﬁ fJi=1l,...,n LF

ou ¢, ¢ > ¢, cp vérifiant (6). En revenant 3 la formule (2) et en rassemblant les calculs
ci-dessus, on a montré :
(7) on a l'égalité
> Jiele f,9) = J10(95 f9)
€€ %f”
pour tout g € M(F)K

6.4. Une premiére approximation. — D’aprés 6.2(1) et 6.3(7), on a ’égalité
J©5f.9)= D WHWET 3. 1085 f.9)

Le£(Aq) Oc{ll2(L)} ¢
pour tout g € M(F)K. Soit N > 1. Par définition, Jn(Op, f) est lintégrale de
J(©;, f,9)kn(g) sur g € H(F)U(F)\G(F) ou, ce qui revient au méme, 'intégrale de
J(©z, f,mk)sn(m)dp(m)~" sur m € H(F)\M(F) et k € K. Cest-a-dire

In©5 )= [ [ X wrwe
H(F)/M(F) YK [cpay)
> Je(©5 f,mk)sn(m)ép(m) dk dm.
Oe{M2(L)} s
Soient L € £(Aq) et © € {II(L)}s. Reprenons les notations du paragraphe
précédent. Soit ¢y vérifiant la relation (6) de ce paragraphe et soit ¢ > c¢y. Pour
tout entier C € N, posons

J 0; f) =18} i ! / -A/ 1o <Crop(v) (B
Lonc©s f) =18ty g7 Y Z ) m(ﬁ\)%() i, < e(v) (hu)

eG@Kf] L.
(o3, B8 [ (e maam (s 050D, e o)y dudd

Lemme 6.2. — (i) Cette expression est absolument convergente.
(ii) Il existe C tel que l’on ait la majoration

In©f) = D IWHIWET 3 Jione(®sfl < N7
Le£(Aq) Oe{I2(L)}
pour tout entier N > 1.
La preuve est la méme que celle du lemme 6.4 de [14], en utilisant les majorations
4.1(5), (6) et (7).
On fixe C vérifiant 1’assertion (ii) ci-dessus. Dans les paragraphes suivants et
jusqu’en 6.9, on fixe L € £(Ay) et O € {IIz(L)};.
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6.5. Changement de fonction de troncature. — Notons A l’ensemble des
racines simples de A4 dans ug4. A toute racine @ € A sont associées une coracine ¢, un
poids wg et un copoids w,. Notons A Vensemble des restrictions & A; des éléments
de A. Posons simplement 6 = 64. L’ensemble A est en bijection avec ’ensemble des
orbites dans A pour action de #. Notons a — (a) cette bijection et notons n(a) le
nombre d’éléments de 1'orbite (o). On a alors I’égalité

a=n(@) Y 8

BE(a)

dans &, .+ On utilise des égalités analogues pour définir &, wy et @w,. Par exemple

Y g

BE(a)

Notons @4 , le sous-ensemble des ¢ € %4, tels que a(¢) > 0 pour tout a € A.
Fixons un réel § tel que 0 < § < 1. Notons 9 I’ensemble des Y € @ N85, r®2Q)
tels que

inf{a(Y);a € A} > dsup{a(Y);a € A}.
Dans ce domaine, les fonctions Y +— inf{a(Y);a € A}, Y — sup{a(Y);a € A}
et Y — |Y| sont équivalentes. Soit Y € 9. Notons ( — ¢7(¢(,Y) la fonction
caractéristique du sous-ensemble des ¢ € &4, qui vérifient les deux conditions :

— a(¢) > 0 pour tout a € A;

— ws(Y —¢) > 0 pour tout a € A.

Remarquons que ce sous-ensemble est compact modulo &g. Notons g — 4(g,Y) la
fonction caractéristique de I’ensemble des g € G(F') pour lesquels il existe k, k' € K
et a € A4(F) de sorte que g = kak’ et ot (Ha,(a),Y) =1.

De méme que l'on a défini la fonction f, définissons une fonction f’ sur G(F') par
f'(9) = f(g904). Fixons un sous-groupe ouvert compact Ky de K tel que f’ soit
biinvariante par Ky, Ky soit distingué dans K et invariant par . Fixons une base

K . . .
orthonormée B’ du sous-espace des invariants (JCSJ)KI’. Fixons €’,e" € 7(8,, et
une fonction ¢ sur i} , que 'on suppose C*. Pour e € %gﬁ, 9,9 € G(F) et
A € i}, p, posons

(e, 9,9, A) = (ma(6(9))e, ma(g')e") (€”, ma(g)ma(f)e).-

Posons

ox@)= 2 [ /ﬁ‘ m()e (N (e, 9,5, \in (g) d dg,

eeg

= > [ [ mm)e®es,q il V) dnd.
g VOB it g
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La premiére expression est absolument convergente : cela résulte de la convergence de
W [ @)= 9rds,
G(F)

cf. 4.1(1). Montrons que la seconde est convergente dans 'ordre indiqué. On peut
Pécrire

Py (¢') = Z / (g, Y)/ / m(1\)e(\)®(e, 29,9, \) dA dz dg.
e%Kf' Ag(F)\G(F) Ac(F) Jitl}
€cBy

Parce que la fonction g — @(g,Y) est & support compact modulo Ag(F) et que
la fonction & intégrer est localement constante, I’intégrale extérieure est une somme
finie. Il suffit de prouver la convergence dans l’ordre de la double intégrale intérieure.
Notons w la restriction & Ag(F) du caractére central de 7. On a ’égalité

(e, 29,9',)) = w(z@(z)_1)e)‘(HG(Z)_HG(G(Z)))Q(e,g, g,

pour tous z, g, A. Ainsi, 'intégrale intérieure en A définit une fonction de z qui, au
facteur w(z0(z)~!) prés, est une transformée de Fourier partielle de la fonction que
Pon a intégrée, évaluée au point Hg(z2) — Hg(0(z)). Puisque la fonction de A est C°,
cette transformée de Fourier est 4 décroissance rapide. On obtient une majoration

< (1+|Hg(2) — Ha(8(2))])~"

/ﬁ m(r) (N ®(e, 29, 9', A) dA

*
L,F

pour tout réel r. Mais la fonction H — H — 6(H) est injective sur @g. On a donc
aussi une majoration

(1+|He(2) - Ho(0(2))™" < a(2)™"
Or lintégrale

/ o(z)""dz
Ag(F)

est convergente pour r assez grand. L’intégrabilité cherchée en résulte.

Proposition 6.3. — Soient R et n deux réels, avec 0 < n < 1. Il existe des réels c1,co >
0 tels que l’on ait la majoration

|on(g) — By(d)| < N°R

pour tout N > 2, tout ¢’ € G(F) tel que o(g9') < Clog(N) et tout Y € D vérifiant les
inégalités c;N" < |Y| < caN.

Démonstration. — Montrons d’abord :
(2) il existe Ry > 0 tel que

[Pn(9")] < N* et By (g)] < Ny |
pour tout N > 1, tout Y € D et tout ¢’ € G(F) tel que o(g’) < Clog(N).
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Pour e € ‘7(8,,, on a la majoration

|®(e,9,9", M| < E%(g'19)E%(9)

pour tous A, g,g’. Grace a [14] 3.3(5), il existe Ry > 0 tel que
E%(g''9) < exp(Rz0(9")E%(9)-
D’apres ’hypothése sur ¢/, on en déduit
|B(e, 9, 9", N < NOR2EC (g)2.

D’aprés 4.1(1), il existe Rz > 0 tel que I'intégrale (1) soit essentiellement majorée par
NZE3._ On en déduit P'assertion (2) pour ®x(g’).

Pour prouver P’assertion concernant la fonction ®y(g’), on reprend le raisonnement
montrant la convergence de cette expression. On peut écrire

oy(g) = ), / ii(g,Y) / /
e@Kf' Ac(F)\G(F) Ag(F) iﬂz,F/iﬂE’,F
€€ Py

[ mimreOn+ 8(e,29,9',0+ € de dhdz dg.
i

On peut identifier i %], /it p 4 187" /(i85 N (iG), p +i%g)). On peut identifier
Ag(F)\G(F) a un ensemble de représentants sur lequel la fonction Hg est bornée. On
peut aussi décomposer f' en f' = ycq fk, ou X est un sous-ensemble fini de &g, r
et f% est une fonction dont le support est contenu dans I’ensemble des z € G(F’) tels
que Hg(z) = X. On a alors

B(e, 29,9, A +€) = w(28(2) ") Y eBE99 XD (my(8(g))e, malg)e) (€, ma(g)ma(Fi)e),
XeX

ot B(z,9,9', X) = Ho(g')+ Ha(g)— Ho(6(9))+ X + H(2) — Ho (6(2)). Par inversion
de Fourier, on a une majoration

<

[ mmsehpn+ (B gg

*
G,F

(1+ |Ha(9') + Ha(g) — Ha(6(9)) + X + Ha(2) — Ha(0(2)))™"

pour tout réel r, et ce dernier terme est lui-méme essentiellement majoré par
1+ |He(g))"(1+ |Ha(2) — Ha(6(2))]) ",

puis par log(N)"o(2)™". Alors ®y(g’) est majoré par une somme finie d’expressions

tog(v” [ i) [ o(2)"
Ag(F)\G(F) Ac(F)Jitly p/ity p

L

|(mx(0(9))e, ma(g)e') (", ma(g)ma(fx )e)| dA dz dg.
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Par les mémes calculs utilisés ci-dessus pour majorer @y (g'), ceci est essentiellement
majoré par

log(N)" N4 ( / E%(g)%i(g,Y) dg) ( / o(z)”" dZ)
Ac(FI\G(F) Ag(F)

pour un réel Ry convenable. L’intégrale en g est majorée par |Y|fs pour un réel Rs
convenable. Il suffit de fixer r tel que l'intégrale en z soit convergente pour obtenir la
majoration (2) pour @y (g’).

On note A4(F)* lensemble des a € A4(F) tels que a(Ha,(a)) > 0 pour tout
a € A. On définit une fonction D sur cet ensemble par

D(a) = mes(KaK)mes(K N Ag(F))™!

On a la formule d’intégration

/G - #(g)dg = /K /K /A - D(a)¢(k1akz)da dk; dk2

pour toute fonction ¢ € C°(G(F)). De Y se déduit comme en 3.6 une famille (G, A4)
orthogonale %. Pour tout Q1 = L1U; € F(A4), on en déduit des fonctions ¢ —
Uff; (¢, Y) et ¢ 7, (C —Yg,) sur &4,. Tous ces termes ont été définis par Arthur.

En fait, nous ne les utiliserons que dans le cas out By C @ et { € ﬁz .+ Dans ce cas,
on a
Q1 — Ly _ Ly L,
04,6Y) =1 <= w (Y ¢"') > 0 pour tout @ € A™,

70, (= Yg,) =1 < a(lL, — Yz,) > 0 pour tout o € A — A1

oil, pour tout ¢, on note (Xt et (;, les projections orthogonales de ¢ sur aL Ay T€SP.
@ar,, et ALt est Pensemble des racines simples de Ag dans ug N [;. On a I’égalité

Y R Yre - Yo) =1

Q1€F(A4),BaCQn

pour tout ¢ € ﬁz . Pour ), € #(Aq4) contenant By, posons

Py (9) = Z ///,4.,(F)+/a~ m(7x)p(A)

®(e, k1ako, g, /\)nN(klakz)D(a)ag; (Hay(a), Y)1q,(Ha,(a) — Yg,) d\da dk dk,.

Définissons de méme Py, (9’) en remplagant la fonction kn (kiaks) par @(kiaks,Y).
Il résulte de ce qui précéde que I'on a

Pn(9') = > Ny (9),
Q eg(Ad)dech
Py (9') = > Dy,0.(9")-

Qleg(Ad):Bchl
On va montrer :

ASTERISQUE 347



CALCUL D’UNE VALEUR D’UN FACTEUR ¢ PAR UNE FORMULE INTEGRALE 73

(3) il existe c; > 0 tel que, si |[Y| < caN, on a la majoration [Py y,c(9') —
®y.c(9')| < N~F pour tout N > 1 et tout g’ € G(F) tel que o(g’) < Clog(N);
(4) il existe c1, ¢ > 0 tel que, si c; N7 < |Y| < ¢cgN, on a les majorations

1®N,v,0: (9] < N"R et |®y g, (¢)| < N F

pour tout N > 1, tout ¢’ comme ci-dessus et tout Q1 € F(Ay) tel que By C Q1 € G.

Cela démontrera la proposition.

Prouvons (3). Le support de la fonction ¢ — 0§ (6, Y) sur a , est contenu dans
celui de la fonction ¢ — ¢+ ({,Y). On peut donc supprimer le terme @(kjaks,Y) dans
la définition de ®y,¢(g’). La fonction ®n y,c(9') — ®y,c(g9’) est donc définie par la
méme intégrale que ®n,y,c(g’), oi on remplace kn(ki1ake,Y) par kn(k1aks,Y) — 1.
On vérifie qu’il existe c3 > 0 tel que le support de xy contienne ’ensemble des
g € G(F) tels que o(g) < c3gN. On peut donc remplacer ky(kiaks,Y) — 1 par
la fonction caractéristique de 'ensemble des a tels que o(a) > c3N. La condition
Ufjd(H 44(a), Y) = 1 entraine une majoration |H§ (a)| < |Y|. Pour c; assez petit,
la double condition ci-dessus entraine |Hg(a)| > c4N, pour un certain ¢4 > 0. On
peut alors reprendre la preuve de l’assertion (2) concernant @y (g’). On obtient une
majoration

|®n,v,6(9") — Br.c(g')] < log(N)"N* /A AL 2%(a)’0.4,(Ha,(a), ¥)D(a) da
G d

/ o(z)7"dz,
2€AGg(F);|Hg(2)|>caN—cs

ol ¢5 est un majorant de la fonction Hg sur un ensemble de représentants du quotient
Ag(F)\A4(F). La premiére intégrale est majorée par

/ E(g)* dg
9EAG(F\G(F)io(g)<cs|Y]|

pour ¢ > 0 convenable, donc par |Y|¢ pour un réel Rg convenable, ou encore
par |N|®s. La seconde intégrale est essentiellement majorée par |[N|~". Le tout est
essentiellement majoré par log(IN)"N®++Rs— En prenant r assez grand, on obtient

(3).
On fixe désormais Q1 € F(Aq) tel que By C @1 € G. Introduisons un réel € tel
que 0 < € < 1. Comme ci-dessus, on a

Z Ug: (C’ 59)7'@2 (C - EYQz) =1
Q2€F(A4),BaCQ2

pour tout ¢ € ﬁjd. Supposons crg; ¢, Y10, ((—Yo,)=1.Poura € A— Al ona
a(¢-Y)>0.8Si agj(c,sy) =1,0n a a(¢) < e|Y| pour a € ALz, Si ¢ est assez petit,
ces inégalités ne sont compatibles que si AL2 ¢ AL1, Cest-a-dire que, pour un tel ¢,
la somme ci-dessus se limite aux Q2 C Q1. Pour un tel Q2 et pour a € A4(F'), posons

501,0:(a) = 031 (Ha,(a), Y)7q, (Ha,(a) = Yg,)032 (Ha,(a),eY)q,(Ha,(a) —Yg,).
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On peut décomposer

Pry,Q:(9) = > N,v,01,0:(9"),
Q2€J(Ad);BaCQ2CQ1

(DN,Y,QDQZ (gl) = Z / / / / m(T)‘)gO()\)
g VK IR  amye iy
)

(e, k1aks, g', \)kn (k1ake)D(a)Sg, 0, (a) dX da dky dk,.
On peut décomposer de méme Py, (¢’). Fixons Q2 = LU, avec By C Q2 C Q1. On
va montrer
(5) il existe g9 > 0 et, pour € < &g, il existe ¢, ¢y > 0 tels que, sic; N7 < |Y| < 2N,
on a les majorations

1N,v,01,@. ()] K N~ F et |®y,0,,0,(9")| < N7F

Pour simplifier la rédaction, on va fixer ¢; et 3 et supposer ¢c; N7 < |Y| < calog(N).
On montrera que toutes les propriétés dont on a besoin sont vérifiées si € est assez
petit, ¢y est assez grand relativement a € et c; est assez petit relativement a ¢.

Soient g’ € G(F) tel que o(g’) < Clog(N), ki,ks € K et a € A4(F)*. On pose
¢ = Hy,(a) et on suppose agj(g,sy)% (¢ — €Yg,) = 1. Cette propriété entraine
I’existence de c3 > 0 tel que, pour toute racine o de Ay dans us, on ait la minoration

csinf{eB(Y); B € A} < o((),
donc aussi, quitte & changer cs,
(6) ec1esN" < a(().

Ecrivons 8(k;')g’ = w'U'k', avec u' € 0(U)(F), I! € 8(Ly)(F) et k' € K. Notons
A4(F)L2* le sous-ensemble des a’ € A4(F) tels que a(Ha,(a')) > 0 pour tout a €
ALz et posons Ko = K N Ly(F). On a §(I')"'a € Ly(F) et on peut écrire 8(l')~1a =
ksa'ky, avec k3, kg € Ky et a’ € Ag(F)L>*. On pose (' = Ha,(a’). On a :

(7) si ecy est assez grand, k; 'a~'0(u')"'ak, appartient a K ;

(8) pour tout ¢ > 0, a’ appartient & A4(F)*t et vérifie a(¢’) > c¢N"? pour tout
a € A — A2 pourvu que ec; soit assez grand.

Ces deux propriétés résultent aisément de (6), cf. [14] 6.6(7) et (8) pour plus de

détails. Soient A € itl] p et e € %gf ". On a 'égalité
®(e, kiaka, g’ ) = (ma(0(6(1)10(u') " aks))e, ma(K')e') (ma(ky 1)e” , ma(aka)ma(f)e).

Grace a (7), on peut supprimer #(u’)~! dans cette expression, pourvu que ec; soit
assez grand. On obtient

(9)  ®(e,kiaka, g', A) = (ma(8(a'kaka))e, ma(0(ks) " K" )e') (ma (ki t)e”, ma(aka)ma(f)e).

Gréace aux résultats d’Harish-Chandra, on va approximer les produits scalaires par
leurs termes constants faibles. Introduisons quelques notations. Posons

W (L2|G|L) = {s € WC;sLs™! C Ly, B4N Ly C 5Qs™1}.

ol
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Pour un élément s de cet ensemble, on note (s) : Xg’, — Kogs-1,r Vopérateur
défini par (v(s)eo)(k) = eo(s~1k) pour tout k € K. On pose Q2 s = (L2 N sQs™ 1)Uy,
Q2,s = (Ly N sQs~1)U,, ou U, est le radical unipotent du parabolique Qo opposé a
Q2. Pour \ € iﬁ*L’ F, on définit les opérateurs

Ie,
JQa..15Qs-1((8T)sx) 0 ¥(8) : K = K Q.67
et
Te.
ng s|st—1((ST)S/\) o ’Y(S) : ‘%Q,T - ‘%22 $5T"

Les termes s7 et s\ ont la signification usuelle. Pour e; € ﬂ(gz LsT et e € JCS o
8 —2,3’

. . « . o Lo .
les restrictions de e; et e; & K7 appartiennent au méme espace K LansQs—1,sr> Qui est
muni d’un produit scalaire naturel. On pose

(e1,e2)™ =/K (e1(x), e2(x))dz.

Posons
(ma(ky)e", ma(akz)ma(f')e)@an =

Y. Uauisari((67)) or(e)mlki e, Jo, toasmt((57)en) 0 W(s)ma(aka)ma(f)e) .
s€W(L2|G|L) '
Alors le lemme 6.5 de [14] (qui est dd & Harish-Chandra) nous dit qu’il existe Ry > 0
et u > 0 tel que

(ma (k)€ ma(aka)ma(f')e) = (malky t)e”, ma(ak2)ma(f))e)@anl <
80, (a)"22 2 (a)a(a) " sup{exp(—pa({));a € A — AL2}.

Grace a (6), cela entraine que, pour tout entier b > 0, on a

(10)  |(ma(ki )", ma(ak2)ma(f')e) — (ma(ky)e”, ma(aka)ma(f)e) ol <

602() /22 (a) () N,

pourvu que £c; soit assez grand.

De mémes considérations s’appliquent a ’autre produit de la formule (9). A cause
du 6 qui figure dans ce produit, on doit remplacer Q- par 6(Q2) dans les constructions.

Pour s € W(6(L2)|G|L), on pose 8(Q)2,s = (0(L2)NsQs™1)0(Uz) et 0(Q)2,s = (6(L2)N
sQs71)8(U2) (les notations sont un peu ambigués : 6(Q)2,s n’est pas 'image par 6
d’un hypothétique parabolique Q2 ). On pose
(mr(B(a'kakz))e, ma(B(ks) K ) Nooarn = D

sEW(6(L2)|G|L)
(Jo(Q)s,,1s@s1 ((8T)sx) 0 V(s)ma(8(a'ksk2) e, Jo(Q),,,1s@s-1 ((8T)sn) © ¥(s)ma(B(ks) T k")) L)
On a une majoration analogue & (10), o, dans le deuxiéme membre, Q2 et a sont
remplacés par 6(Q2) et 8(a’) ou, ce qui revient au méme, par Q2 et a’.

Posons

(e, krakz, g, X) = (ma(B(akekz) e, ma(0(ks) T K')e Yo a (ma (b e”, ma(aka)ma(f')e) gz -
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Notons ®nv,Q.,Q.,w(9") et Pv,Q,,Q.,w(9’) les termes obtenus en remplagant
®(e, k1aks,g’,\) par (e, kiaks,g’,\) dans les définitions de Pn yv,Q,,0,(9") et
Dy 0,,0,(9"). D’aprés ce qui précede, ®(e, kraks, g’, A) — @y (e, k1aka, g’, A) est borné
par la somme de

8qu(a) 7?22 (a)o(a) ¥ N=°|(mx(6(a'kakz))e, ma(B(ks) 'K )e)|

et de

8, (a')TV/2E 2 (a')o (@) N0 (ma (ki Ve ma(akz)ma(F')e)Qa a -
Si on oublie les termes N~ un calcul analogue & celui utilisé dans la preuve de (2)
conduit & des majorations

IQN,Y1Q1 Q2 (g,) - @Nynyl vQZ?w(g,)l << NRS’

'q)Y’Qlsz (g,) - q)Y,Qlszyw(gl)I < NRslles,
pour un certain réel Rg. En réintroduisant le terme N %, o b peut étre quelconque, et
en se rappelant que 'on suppose |Y| < N, les deux expressions ci-dessus sont majorées
par N ~° pourvu que ec; soit assez grand. Le bilan est que, pour démontrer (5), on peut

y remplacer ®n,v,q,,Q,(9") et Pv,Q,,Q.(9") par ®n,v,Q:,Q,,w(9) et Py,Q,,Q,w(9’)-
On a

@, (e, kiaka, g', A) = > D,, o, (e, k1aks, g, \),
$1EW(0(L2)|G|L),s2€W (L2|G|L)
ou
D, 5,(e k1aks, g’ ) =

(o @ lr@sy ((517)s1) 0 ¥s1)ma(B(a'kaka) e, Ty, . 1easrt ((517)sin) 0 V(s1)ma(B(ks) 'K )e) X E2
(JQu, lsa@ss ((527)s20) 0 ¥(s2)ma (ki *)e", Jo, 1s2qs;1((827)s2n) 0 (s2)ma(aka)ma(f')e) 2.

Au moins formellement, on peut décomposer de méme Py v,0.,Q,,w(9’") et ®v,Q,,Q,,w(9’)
en somme de termes ®n y,Q,,0,,51,52(9") €t Py,01,02,51,52(9")- Il y & un probléme de
convergence car les opérateurs d’entrelacement peuvent avoir des poles. Ce probléme
disparait grace a la multiplication par la mesure de Plancherel. En effet, soient
81 € W(O(LQ)IGlL) et so € W(LzlG'L) On a

(11) pour e fixé, la fonction m(7)®,, s, (e, k1akz, g’, A) est combinaison linéaire de
fonctions qui sont elles-mémes des produits fi(a’, A) fa(a, A) fa(k1, k2, k3, ka, &) fa(N),
ou

f(@,3) = 8g,(@) ™2 (Indg™) | i (s17)eux, 6(a'))ed ),

6(L2) .
G(Lg)ﬂles;l,sl-r ’

f2(a7 ’\) = 6Q2 (a)1/2(612v IndLl -1 ((327—)82/\’ a)CZ)v

L2Ns2Qs,

pour des éléments e;,e] € X

214 / L2 .
pour des éléments ey, e; € t%L2052Q82—1’82T ;

f3 est une fonction localement constante des variables ki, ko, k3, k4 et k';
f4 est une fonction C* de A.
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La preuve est la méme qu’en [14] 6.6(10). Le point central est le suivant. Soient
e1 € KS,T et ef € %g“l,sl,. Posons
jQ?,sz ()‘) = (6’1, JQ2,32|82Q82((327—)82/\) o 7(32)61)‘
Définissons de méme des fonctions ]92,32 (A); Jo(@)a,s, (A) € Jo(Q)s,s, (A)- Alors la
fonction

A= MUTA)J0(Q)s,5, (N)I@s,e, (N, (N)To(@)z,0, V)
est C* sur :8;. Cela résulte de la preuve du corollaire V.2.3 de [9].
Gréce & (11), les termes ®n,v,Q,,0Q2,51,5:(9") €t Py,Q,,Q2,51,52(9") sont bien définis.
On peut fixer s; et s et il nous suffit d’établir la majoration
(12) |®NYY7Q1,Q2731,32 (g/)l < N~ et |¢Y7Q1»Q2731182 (gl)l < N7E,

Posons s = 5155 !, Supposons d’abord

Hypothése. — Il n’existe pas de sous-groupe parabolique Q' = L'U’ de G tel que
QCQCGHQ)=Q etsecWr.

Dans ce cas, on exprime m(7y)®s, s, (e, k1aks,g’, A\) comme dans I’assertion (11).
Quitte & multiplier f4 par ¢, ®n y,Q,,Q,s1,s,(9’) s’écrit comme combinaison linéaire
d’intégrales

Uny = /K /K /A . / p D@ D ol K1)

KN (kl akg)D(a)SQlsz (a)d)\ da dkl dkz
Pour tout € Ls, choisissons des éléments I(z) € s2L(F)s; !, u(z) € La(F) N
52U (F)s; ' et k(z) € K, de sorte que z = [(z)u(z)k(z). On a 'égalité

fa ) = [ (0,2 (62 (Hs (20,
ol

f3(a,2) = b, (@) 262 (Uam)) (e ), (5:7)(Uza)) (ea(h(za)).

2
La fonction f;(a’,A) s’exprime de fagon analogue : Lo et a doivent étre remplacés
par 0(Ls) et 6(a’), et il y a un signe — dans ’exponentielle car o’ intervient dans le
premier terme du produit scalaire et non dans le second. Alors

— ! ! ! ! 0 !
Uny /K /K /A . /m) [ R0 A0 10 kb ki ) e y0(a)

kN (kiake)D(a)Sq, @, (a)dz dy da dk, dk;,

ou

f5(wa,yb(a’)) = / Fa(Nexp(—(s10)(Hy 1), s (40(a)) + (820)(H 1, a2 (20)))dA

; *
i p

- / L Taexp(\C(aa, 0L

"
L,F
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{(za,yb(a")) = 32_1(HL2032Q32—1(73‘1)) - SII(Ho(Lz)nlesl—l(yo(a')))-
Montrons que ‘
(13) si € est assez petit et ¢; est assez grand, on a
¢ (za,y6(a’))| > N"/* + |Hg(a)|
pour tous z, y, a, k1, ko intervenant dans ¥y y avec Sg, q,(a) # 0.
On pose { = Ha,(a), (' = Ha,(a'). On a za = aa~'za, d’ott

-1
HL2n82Q82_1 (xa) = HLgnszngl (a) + HL2032Q32_1 (a' za’)'

Parce que = € Ky C Ly(F), on a une majoration
o(a"tza) < sup{a();a € AL}

La condition 042 (¢,e%) = 1 entraine a(a) < e|Y| pour a € ALz Dot o(a™tza) <
e|Y|, puis |HL2032Q32—1(a_1:1:a)| < g|Y|. Pour la méme raison, on a

|HL2032Q32_1 (a) — Hr,(a)| = IHL2ﬂs2Qsz'1(a’) — (L, | < Y],
d’ou
IHLGszQsz—l(a:a) — (.| € €lY].
Rappelons que a’ = k3 10([’ ) lakg !, Les termes k3, k4 appartiennent a Ko, 6(I')
appartient & Ly(F) et vérifie une majoration o(0(l')) < Clog(N). On en déduit une

majoration a(¢’) < Clog(N) + €|Y| pour tout « € AL2. On démontre alors comme
ci-dessus

| Hy e goc 00(a")) = Ho() (0()] < Clog(N) + e[ .
De la définition de a’ rappelée ci-dessus résulte que
[Ho (L) (0(a’)) — Ho(r,)(8(a))| < Clog(N).
Puisque Hg(1,)(6(a)) = 6(L,), on obtient
|Hp(1.,)ns, @571 (¥0(a”)) — 0(CL,)| < Clog(N) + €Y.
De ces calculs résulte la majoration
(14)  [¢(za,yb(a’)) — 557 (L, + 57 '0(CL,)| < Clog(N) +e[Y .

Pour tout sous-groupe G’ de G stable par conjugaison par A4, notons ¥ I’ensemble
des racines de A dans g’. Montrons que )

(15) Pun au moins des ensembles s; * (V1) N s710(292) ou s;1(292) N s710(ZV1)
est non vide.

Supposons que le premier ensemble est vide. Alors s;'(XU1) C s7'4(ZY2), ou
encore sU;s™! C (Us). Pour deux sous-groupes paraboliques P’ = M'U’ et P" =
M"U" de G, les inclusions U’ C U” et P” C P’ sont équivalentes. Donc 6(Q2) C
sQ157 1. Le sous-groupe parabolique 6(Q3) est standard, donc aussi sQ,s~1. Mais Q,
est lui-aussi standard. Deux sous-groupes paraboliques standard n’étant conjugués
que s'ils sont égaux, on a Q; = sQ;s~!, donc s € W1, L'inclusion §(Qz) C sQ;s~*
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devient 6(Q2) C Q1. Supposons que le second ensemble de (15) soit vide. Un calcul
similaire montre que s € W91), Posons Q' = L'U’ = Q,N6#(Q1). On a alors Q; C Q'
et s € WL'. Cela contredit ’hypothése sur s. D’oti (15).

Supposons par exemple le premier ensemble ci-dessus non vide. Soit o un de ses
éléments. On a

a(s37CL,) = (520)(C) — (s20)(¢™),
ot (L2 est la projection orthogonale de ( sur ﬁﬁj. Parce que s;a € ZUt et
ag; ¢, Yo, (¢ —Yg,) =1, on a (s20)(¢) > |Y|. Parce que 023((,5@) =1,0n a
|(s22)(¢F2)| < €]Y]. Tl existe donc cg4 > 0 tel que
a(sy'¢L,) > (1 - ce)lY].

On a a(s7'0(¢L,)) = (6s10)(CL,). L'élément fs;0 appartient 3 X192, Sa projection
sur @7, est une combinaison linéaire a coefficients négatifs ou nuls d’éléments de
A — A2 Donc

a(s710(¢L,)) <0.

D’ou
a(sy ¢, — 570(CL,)) > (1 — cae)|Y
a fortiori
|s3'CE, — 57 10(CE)| > (1~ ca)[Y].
On a aussi
ls3 ' ¢a — 87'0(¢e)| = ¢ — 8(¢a) > ¢al
D’ou

ls5 ¢y = 81 10(CL)| > (1 = cag) Y] + I¢al-
Un raisonnement analogue, avec la méme conclusion, vaut si le deuxiéme ensemble de
(15) est non vide. La minoration que 'on vient d’obtenir, jointe & (14) et 4 ’hypothése
|Y| > ¢y N7, démontre (13).
Le terme fs(za,yf(a’)) est la valeur au point {(za,y0(a’)) de la transformée de
Fourier d’une fonction C* sur %], p. Cette transformée de Fourier est & décroissance
rapide. Grace a (13), pour tout entier b, on a une majoration

|fs(za,y6(a’)) < N~*(1 +|Hg(a))) ™"

pourvu que € soit assez petit et ¢; assez grand. D’ou

‘I’N,Y<<N_b/// / / |f1(a’,y) fo(a, ) f3(ky, ko, ks, ks, k)|
k VK Jagm)y+ Joks) VK,

(1+ |Hg(a)|) "k (k1akz)D(a)Sq, ,(a)dz dy da dk; dk,.
On n’a aucun mal & montrer qu’il existe Rg tel que I'intégrale soit essentiellement
bornée par NEe. Puisque b est quelconque, on obtient la premiére majoration de
(12). La seconde s’obtient de la méme fagon. Le seul changement est que, dans-:
Vintégrale ci-dessus, kx (k1ak2) est remplacé par 4(a,Y'). L’intégrale est alors majorée
par NFo|Y|Re et il faut utiliser la majoration |Y| < c2N pour conclure.
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Supposons maintenant que I’hypothése imposée plus haut & s ne soit pas vérifiée.
Dans ce cas, on va montrer que ©.v,g;,Qaen,ea(8') = BY,1.Qauor 2 (9') = 0. D'aprés
la définition de ces termes, il suffit de prouver

(16) pour X € it p, a € Ag(F)* et k1, k; € K, on a

Z Qsl,sz (e, klak2, g/1 A) = 0.
K ¢/
e€ ﬁgf

On note X(A) la somme ci-dessus. C’est la restriction & i},  d’une fonction

méromorphe sur (& ®g C)/i ﬁz’ p- 1l suffit de démontrer qu’elle est nulle en un

point A général. On peut donc supposer que tous les opérateurs d’entrelacement qui
apparaitront ci-dessous n’ont ni zéro ni pole en A. On a une égalité

q>s1,82 (eaklakz,g,»)\) =
(Jo(Q)a,0y lsr@sy ((517)10) 0 ¥(51) 0 A (B(a'Ksk2))e, 1))
(e2:Tq,  1oaey?((827)ean) @ 7(s2) 0 ma(aka)ma(£)e),
papsir €6 €2 € KG, oo Ona my(k)ma(f) =
ma(f")ma(0(k2)), ou f” est défini par f’(g) = f(ky gO(ks)). Posons Q;hKf' _

{mA(6(k2))e; e € @IQ{”}. C’est encore une base orthonormée de (KSJ)Kf’ (rappelons
que Ky est distingué dans K) et on a

XN = Y Vs, st (517)013) 07(51) 0 ma(6(a'ka))e, €2)0)

K
eE‘Bh s’

pour des éléments e; € AS

(€2,q, juaqet (527)sz) 0(s2) o ma(@)ma (£)e) .

—2,89
I1 existe une fonction j;(A) qui est méromorphe (au méme sens que ci-dessus) et telle
que

J(;(Q)“1 ls1Qsy? ((817)s,2) 0 ¥(s1) =
1N o)z, 15@, , s ((517)s12) 0 7(s) © Jq, , 1:@s;? ((527)s21) © ¥(s2)-

L’ensemble K

g, mas(s2r)un) 0 1(s)ese € B}

est une base de (7(8 SZT)Kf’. Les propriétés d’adjonction et de composition des
=2,s9’

opérateurs d’entrelacement entrainent qu’elle est orthogonale et que tous ses éléments
ont la méme norme. Notons ja(A) cette norme et divisons tout élément de la base par

v/ J2(X). On obtient une base orthonormée de (K’ g szT)Kf’ que l’on note %;{f ". On
—2,s ’
a égalité ?

X =51 N Y (Jf)(Q)z,sl|sQ2’szs—1((817)s1A)07(3)OIHdg (52752, B(a'k) e, 1))

K —2,s9
’
e€B, !
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(e2,Tndg  ((s27)sp2, @)Indg ((s27)sz, f")e)"
—2,39 —2,89

Maintenant, le groupe @) n’apparait plus. Pour simplifier les notations, on peut
supposer s = 1 et Q = Qz o Alors s = s1, Q C Q> et 'expression précédente se
simplifie en

X)) =51(N52(N) D (Jo(@aulsqs-1((sT)sx) 0¥(s) 0 mA(B(a'ks))e, €1)?E2)
eeﬁffl

(e2, ma(@)ma(f")e)"2
Puisque ’hypothése indiquée plus haut sur s n’est pas vérifiée, on peut fixer un sous-
groupe parabolique Q' = L'U’ de G tel que Q; C Q' € G, 0(Q') = Q' et s € WL'. Les
deux sous-groupes paraboliques 6(Q)2 s et sQs~ ! sont inclus dans Q’. Introduisons
la représentation 7’ = Indf:nQ(n), que Pon réalise dans X f:mQ,r- On peut identifier
jCG,T a j(g,’,,,. Modulo cette identification, on définit une forme sesquilinéaire B sur
ﬂ(g,’,r, X %g,,,ﬂ par

B(€',€) = (Jo(@)a,.lsqs~1 ((87)s2) 0 (8) o ma(B(a'ka))e, €1)°F2) (e3, ma () mA (f)e) ™.
Alors

X () = traceg (' (f")).
Pour prouver que cette expression est nulle, on va utiliser le lemme 1.4, ou plut6t sa
variante « unitaire » évidente. Posons Q' = Q' 04, L'=19,. Puisque §(Q') = Q', Q'

est bien un sous-groupe parabohque tordu de G de Lévi tordu L’. 1l est différent de
G. La fonction f” coincide avec f , ou f” est définie par f" (&) = f(k; *&ky). Cette

fonction f” est trés cuspidale. Il reste & vérifier que B vérifie I’hypothése (H)g, de
1.4. 11 suffit pour cela de montrer que, pour e, e’ € %g,‘ﬂ,, B(é€', e) ne dépend que de

la restriction de e et ¢’ & KN Q’'(F). Introduisons I'espace X 2:09(_@2,5- On dispose de
I'opérateur
’ Ll
TE 0@ prnset ((57)2) 07(8) : KL r = HLirp(@)s,ayor-
On vérifie la formule
B(e,e) = 8 (6(a’ka)) ™/ *dq:(a) 712

[ (@i (7)) 0 7(5) o 7 Bk (D) @), e1(2)

K Q

. (e2(y), (7' (a)(e(1))) (¥))dy

Donc B(€’, e) ne dépend que de e(1) et €’(1). On peut donc appliquer le lemme 1.4 (ou
plutét sa variante) et on conclut que X () = 0. Cela prouve (16) et la proposition. [

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2012



82 J.-L. WALDSPURGER

Erratum. — La preuve de la proposition 6.6 de [14] contient une erreur : la
minoration (11) de cette preuve n’entraine pas la majoration |fs(zm/,ym)| < N~
mais seulement |fs(zm’,ym)| < log(N)"P. On doit remplacer (11) par une
minoration |{(zm’,ym)| > N€ pour un ¢ > 0. Pour I'obtenir, il suffit de remplacer
la condition ¢;log(N) < a(Y) pour tout a de I’énoncé de la proposition 6.6 par une
condition ¢; N7 < a(Y) ot i est un réel fixé tel que 0 < n < 1.

6.6. Un résultat extrait de la formule des traces locale tordue. — Pour
i=1,...,4, soit e; € %87. Soient ¢ € C° (i@, ) et Y € D. Posons

By ((e3)imt..t /G - / ) s 0(6)er, a) e, e, Y )dg

Soit L' € Z’é tel que L’ contient L. Posons
WY = {f € L'(F);0:(Aa) = Ad}/Aa(F),

wi'(L) = {fe W¥;6,L) = L}/WT.

On représente tout élément £ € WL’ sous la forme £ = 04, ou t € K NNormg(ry(Aq).
Pour tout € WL’ (L), Pautomorphisme 6; agit naturellement sur &, et son ensemble
de points fixes contient #;,. Notons Wil(L)reg le sous-ensemble des £ € WL'(L)
tels que cet ensemble de points fixes soit égal & &;,. Considérons un tel élément t.
On définit la représentation 6;(v) de L(F) par 6;(7)(l) = 7'(05_1(1)). Notons Ap(t)
'ensemble des A € i@} tels que ;(7)) ~ 7. Il est stable par translations par iﬁz, rt
i@;,. Soit A un élément de cet ensemble. On définit un signe e, (£) de la fagon

suivante. Introduisons I'ensemble £’ des racines de Az, dans I'. On le munit du sous-
ensemble « positif » formé des racines dans I’ N q. A chaque racine, on peut associer
une mesure de Plancherel mq (7). Notons n’ (£) le nombre des racines o € £ telles

que a > 0, f;(a) < 0 et ma(m2) = 0. On pose &, () = (—1)»" ®. Introduisons
I'opérateur d’entrelacement normalisé

G G
RQo:(@) () : Koy@),r = Ko7

Ici, la normalisation choisie n’a pas d’importance, pouvu que cet opérateur préserve
les produits scalaires. Fixons un automorphisme A(7,) de I’espace de T tel que

(D) 0 A(ma) = A(7a) 0 O5(mA)(D)
pour tout [ € L(F). Définissons un opérateur
Ard) 1 KGr = Kiqye

par

(A(ra,t)e) (k) = A(7x) o e(6(t'k))
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pour tous e € Kgy,, k€ K. Pour Q' = L'U’ € $(L'), posons Q(Q') = (L' N Q)U".
C’est un élément de P(L). On définit les deux fonctions pu — jg,‘i(t: Au) et p—
.2.3/7 . %
Jg (t, A, p) sur i@}, par

i &A1) = (Rape;@ () A, Der, Jo@nie(m) " ow@)ie(Tatu)ea),

35 &2 1) = (Ja@)1e(m) " Ja@nie(™rin)ez, Roioy@) (T2)A(7, Des).

Les fa{nilles ( jé}’,‘l(f, A)oreoir €t (jz}’?(f, A))oreo(isy sont des (G, L')-familles. Notons
et N)gepirn la famille produit :

(7 _ 4.7 2,37
CyQ’(t) A? l") - ]Q; (t’ Aa ”)JQ‘: (t’ Aa /l‘)

Comme & toute (G, L')-famille, on peut lui associer la fonction 4 (£, A\, 1), puis le
nombre J;,(¢,A) = J;,(£,A,0). Admettons que ce nombre soit fonction C* de .
Posons

o((e)i=1,.0r0) = D D ldet(1 -6, /a1t

Lre#C,LcL tEeWL (L) eg
S e® ] e0+ I+ 0dx
AeAo(B)/ (18, p+itl,) i e

Pour tout entier k£ € N, fixons une base X de ’espace des opérateurs différentiels sur
iﬁ*L, 3 coefficients constants et d’ordre < k. Posons

lplk = sup{|Xp(N\)|; A € 181, X € Xk}

Introduisons 1’espace PolExp des fonctions ® sur & A Q vérifiant la condition
suivante. Soit £ C @4, p ® Q un réseau. Alors il existe un ensemble fini E¢ C

ity /iR (ot R est I'ensemble des \ € @, tel que A(Y) € 2nZ pour tout Y € R)
et, pour tout £ € Eg, il existe un polynoéme pg . sur & 4, de sorte que

oY) =Y Mpge(Y)
EEEg
pour tout Y € &. Un tel développement est unique. On pose cg o(®) = pg,0(0).
Proposition 6.4. — (i) La fonction A — J;,(t,\) est C*.

(ii) Il existe une unique fonction ®(,,_, , , € PolExp de sorte que
(a) pour tout réseau R C Gz, p ®z2Q,

m p1go(Pes)ics.. a0) = P((€i)i=1,...,4,9);
k—oo  k

(b) pour tout R > 0, il existe un entier k et une constante ¢ > 0 dépendant de R
et des e; mais pas de p, de sorte que

|y ((€)i=1,...14:9) = B(ei)icn,...aip (V)] < clpliY]7F
pour tout Y € D.
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ceey

propriété (ii)(b) est le lemme 3.19 de [13], précisé par la relation 3.19(1). Un tel
élément est forcément unique. Le corollaire 3.24 de [13] calcule
limj o0 p1 #,0(®(e:)ic1... a,p)s Mais exprime cette limite sous une forme différente de
celle que I'on veut. Dans la preuve de la proposition 3.24 de [13], on montre qu’aprés
sommation sur un certain ensemble de quadruplets (e;);=1,... 4, ces deux formes sont
équivalentes. En fait, la méme preuve vaut pour un quadruplet fixé. Cette preuve
démontre en méme temps assertion (i). a

6.7. Utilisation de la formule des traces locale tordue. — Revenons aux
données de 6.5. Pour ¢’ € G(F) et Y € 9, on a défini ®y(g’) dans ce paragraphe.

Soit I’ € #° tel que L C L’ et soient € WL (L)seq et A € Ag(f). On définit les deux
(G, L')-familles suivantes. Pour Q' € P(L') et p € i@;,, on pose

jQ; (t~, /\, ;l,) = Z (RQW{(Q) (T)‘)A(T)‘, f)e, JQ(Q’)|Q(T)\)—1JQ(Q')lQ(T/\+M)7rz\(f,)e)’

K
eeﬁgf,

dg (A9, 1) = (Jo@ie (M) ™ a@)ie(ma+u)e”s Rolo;@) (T ) A(Tx, Hmalg))e).
Posons
(Jd)Q" (5’ A g,v N) = JQ’ (Z’ A y’)dé'(z’ A glv M)CQ' (:u')
La famille ((jd)a i )6 ep(ir) est une (G, L')-famille et on lui associe le nombre
(jd);,(},A,¢'). Le (i) de la proposition du paragraphe précédent entraine que ce
nombre est fonction C° de A. On pose

o)=Y, D |det(1 - 64, 8,7

L'e#C,LcL teWL' (L)req

S @) o0 EA+x g

AEA(B)/ (i) p+i},) iR

Proposition 6.5. — Pour tout réel R > 1, il existe un entier k > 0 tel que l’on ait une
magjoration

@y (¢') — @(9')| < o(g')*EC(¢) Y|~
pour tous g’ € G(F) etY € 9.

Démonstration. — Fixons un sous-groupe ouvert compact Ky de K, conservé par
lautomorphisme 6, et qui fixe ¢”. La fonction g — @(g,Y) est biinvariante par K.
Dans la définition de ®y(g') donnée en 6.5, on peut remplacer g par kg pour k € Ko,
puis intégrer en k, en divisant I’expression obtenue par mes(Kj). Cela remplace ®y (g')
par une expression analogue, ol m(g')e’ est remplacé par

mes(K) ! / ma(kg')e dk.
Ko
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Fixons une base orthonormée 6}9{0 de (%G,T)Kl Le terme ci-dessus est égal &

Y (e, ma(g))e)eo.

606@10(0

A K .
De méme, pour e € QQ 7" on peut remplacer 7y (f’)e par son expression dans la base

K .
B,"". On voit alors que
@y(g’) = Z QY(eanae//,ebSoe,eo,e4,g’)a
6,846657(’/ ,eoeﬁgo
ou
Pe,eosearg’ (X) = () (ea, ma(f")e) (e0, ma(g)e).
La proposition du paragraphe précédent nous fournit une fonction
le = Z ®(61€076”164):V7e,30,e4,g’ :
e,ﬂ4€$2f/ ,606%;0

Elle appartient & PolExp. Le (ii)(b) de la proposition nous dit que, pour tout réel
R > 1, il existe un entier k et une constante ¢ > 0 indépendants de g’ telle que

[y (9') — @g(Y)| < CSUPe e eq|Pe eorearg KV
pour tout Y € 9. On montre que
SUPe e e4|Peeoreas’ [k K 0(9")*EC(g"),
cf. [14] 6.7. La majoration précédente devient
1) [®y(g) — @y (V)| < co(¢)*EC(9)IYITR.

Montrons que cela entraine que ®,4 est constante. Pour cela, on peut fixer g’. Fixons
¢y et ¢y vérifiant les conditions de la proposition 6.3 pour n = 1/2. Pour Y € 9, notons
Ny la partie entiére de 2¢;'|Y| + 1. Soit Y’ € D tel que |Y — Y'| < |Y|/2. Si |Y]
est assez grand, les deux couples (Ny,Y) et (Ny,Y’) vérifient les conditions de la
proposition 6.5 (et on a aussi o(g’) < Clog(Ny)). Cette proposition appliquée aux
deux couples entraine

1Dy (¢') — @y (¢')] < Ny B < |Y|7R.
Grace & (2), on en déduit
|®g/(Y) — &g (V)| < Y] 7R

Or un élément de PolExp qui vérifie une telle majoration pour tout Y € 9 tel que
|Y| soit assez grand et tout Y’ € D tel que |Y —Y’| < |Y|/2 ne peut qu’étre constant.
Cela prouve l’assertion.
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Puisque @, est constant, sa valeur n’est autre que cgo(®,) pour tout réseau
RcC @ 4, r ®z Q. L'assertion (ii)(a) de la proposition 6.4 implique alors que cette
valeur est égale &

"
E @(6, €0,€ , €4, <peyeOye4ygl).
K
e,e4€@o £ ,eoeﬁgO

Mais on reconstitue aisément cette somme : c’est ®(g’). Alors la majoration (1) devient
celle de ’énoncé. O

6.8. Slmpllﬁcatlon de ®(g'). — Soit L' € £° % tel que L C L. Fixons §' = L'U’ €
P(L"). Notons Ag .y Vensemble des A € i} tels que la représentation IndQn (™)

s’étende en une représentation elliptique de L (F). On a décrit ces représentations
en 2.4. Pour tout élément A de cet ensemble, fixons un prolongement unitaire 5 de
Indlén I (T)\) a L'(F). A cette représentation est associé un caractére pondéré J¢ A

sur C°(G(F)), cf. 1.9. La représentation m) = IndQ(T)\) s’identifie & 1’1ndu1te de
S'(F) a G(F) de la représentation précédente (remarquons que, pour les groupes
linéaires, toutes ces induites sont irréductibles). Du prolongement fixé &) se déduit
un prolongement 7 de 7y & G(F).

Remarquons que AQ o ©st invariant par translations par 14y LF+ i@;,. On peut
supposer et on suppose que, pour x € lﬁL,F + @5, Garx = (52)x. Rappelons que
’on a noté aj, la dimension de ;, et que, pour tout \ € Age”, on a défini un entier
s(6x) en 2.4.

Lemme 6.6. — Pour tout g’ € G(F), on a U'égalité

o)=Y, (-1 3 g=s(@x)-ags

Lregd;LcL XA /(8Y p+itl},)
/ (Fasx(02)€”, Tasx (9)€)TE (Gasx> Fle(A + X)dx.
18%

Démonstration. — Fixons I/ € #° tel que L c L', € W”(L)reg et A €
Ap(t). Considérons le terme (Jd) 7/(t, A, g') du paragraphe précédent. Remplagons
dans les définitions des (G,L’)-familles les opérateurs d’entrelacement par des
opérateurs normalisés. Cela remplace la famille produit ((jd)g Mg ) &rep i

par un triple produit ((jdc)Q,(f,)\,g' M) @repiry, O maintenant les familles
(jQ,(f,/\,u))Q,eg,(L,) et (d@,(f,)\,g’,u))@eg)(i,) sont définies a laide d’opérateurs
normalisés et (cQ,(f, Ag,m)a eo(i) est formée des facteurs de normalisation. On a
donc maintenant

JeEAm = Y (Roux@ (™A Ble, Ry@nyia(m) ™ Rowanio (M) ma(f)e).
K ¢y
eeﬁof
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Puisque 6;(ma) = 7a, la représentation Indf:nQ(TA) s’étend en une représentation
irréductible de L'(F). Celle-ci n’a pas de raison d’étre elliptique, mais on peut tout
de méme définir comme avant 1’énoncé les représentations &) et 7). Considérons
I'opérateur
Rqio,(@) (TA)A(Ta, ).
En revenant a sa définition, on voit qu’il vérifie
T2 (9)Rqio;(@) (T2 AT, 1) = Rqo;(@) (Ta)A(Tx, E)mA(6(9))

pour tout g € G(F). Mais 7(84)"! vérifie la méme propriété. Puisque ) est
irréductible, les deux opérateurs sont proportionnels. Puisqu’ils sont tous deux
unitaires, il existe un nombre complexe z de module 1 tel que

RQj0;(@)(T2)A(7x, ) = 27tA(62) .
L’ensemble {#(04)e;e € @gf'} est encore une base orthonormée de (WS,T)K’”-

Notons-la %;(f ". Par le changement de variables e — 7 (64)e, on obtient

joEAp) = D (26, Roae(m) ™ Ro@ni@(tasu)ma(f)7x(8a)e).
eeﬁfﬂ
En se rappelant que f'(g) = f (g84), on vérifie que
mA(f )7 (04) = 7a(f).
Alors 3
jQ'(t’ )\, [L) = 2trace(RQ(Q,)lQ(‘r)‘)“IRQ(QI)lQ(TA+M)7~1'>‘ (f))

On peut encore remplacer le sous-groupe parabolique Q par Q(S’). En effet, les
propriétés de composition des opérateurs d’entrelacement entrainent que

dor (A 1) = Ztrace(Rgan s (1) Ro@niaes) (M)t m)Ea (),
ol on réalise maintenant 7, dans 7(8( sy, €t ou
(A 1) = Rosnie(man)Raesnia(ta) ™

Cet opérateur ne dépend pas de Q' et une propriété familiere des (G, L’)-familles
entraine qu’il disparait quand on calcule le nombre associé j;,(t, ). Autrement dit,
si on définit une (G, L')-famille (jé,(f, A)orep(iry PAT

Jg (A, 1) = Ztrace(Rg(gq(s) (1) " Roaniacsh (Tasw) (),

on a l'égalité j;,(£,\) = j’i,(f, A). Mais on reconnait ce dernier terme en se reportant
a la définition de 1.9. On obtient

in G ) = 278 (5, ).

Si Q" = L"U" € F(I'), le méme calcul vaut pour les (L”, L’)-familles déduites,
c’est-a-dire que l'on a

32 &) = 27 (6x, ).
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On se rappelle que f est trés cuspidale. D’apreés le lemme 1.6(i), le terme ci-dessus est
nul si Q" # G. En appliquant les formules de descente habituelles, on obtient

(jde)z,(E N g') = 55, (B, NS, (E X, 9)d, V),
ot Q' est un élément quelconque de P(L'). On vérifie que cg (A =1et

dgl (E’ A, gl) = (6”, RQ|05(Q) (T)\)A(T)\v f)ﬂ')\(g')e')

= (¢",27x(0a) " mA(9)e’) = 2(7a(8a)e”, mr(g)e").
Les termes zZ disparaissent puisque z est de module 1.Toujours d’aprés le lemme
1.6(i), le caractére pondéré Jg, (6, f) est nul si &) est une induite propre, ce qui
équivaut a ce qu’elle ne soit pas elliptique. On a obtenu
(ﬁ-/\(od)e"’ ﬂ')\(gl)el)‘]g (&)\’ f), siA€ Ag:e”a

0, sinon.

(jdo)z. (A, g') = {

Il reste & remarquer que pour tout A € Age”, il existe exactement un ¢ € Wi'(L)reg
tel que A € Ag(%) et que, pour ce £, on a |det(1 — 6;)4,,/a,,| = 2°@)T91. Ces
propriétés se vérifient aisément sur la description de 2.4. Cela achéve la preuve. [

6.9. Evaluation d’une limite
Lemme 6.7. — On a l’égalité
Jim Jpono(05f) =iy it el D0 (-1
LrerSLcr
—8 L’ —aysr ~ A ¢ -~ 3
> 22000, (62)%,5) [ I Grie P

(272

AEA{;;”/((M{'FHB,:,) L',F

Démonstration. — Considérons la définition de Jy g v c(©p, f) donnée avant le
lemme 6.2. Un calcul formel montre qu’elle ne dépend pas du choix de la base
orthonormée @g’ , ni de celui du groupe K pourvu qu'il soit assez petit. En faisant

entrer la sommation en e dans la derniére intégrale, on peut méme remplacer @‘g’
par une base dépendant de A. Soit v I’élément de G(F') tel que § = v04. On a

les égalités f(g) = f(g9) = f(g7v04) = f'(g7y) pour tout g € G(F). On peut donc
su Kf=~Kpy™! B!
pposer que Ky = yKyy~" et remplacer B’ par

{ma(Ve;e € By},
On a mx(f)ma(v)e = ma(f')e, et mx(05(9))ma(7)e = ma(7)™A(0(g))e. On obtient ainsi
Jronc(05 f) =iy i) p]™" Z

j=1,...,n

/ Lo <crog(nv) (Pu) (p(h)es, B(#)e;)E(u) @, ; (v~ hu)du dh,
H(F)U(F)c
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ou

Oy (v thu) = Z / m(7x)e;(A)

e€B, Xy

[ (e me)m(@o))e, ma(r hue; na(g)dg
G(F)

Ce terme @y ;(y 'hu) est exactement le terme ®y(g’) défini en 6.5, associé aux
données auxiliaires ' = € = e;, ¢ = ¢;, évalué au point ¢’ = vy~ 'hu. Notons Py
et ®; les fonctions associées & ces données définies en 6.3 et 6.5. Remarquons que, si
1,<clog(n)(hu) = 1, élément g’ = y~'hu vérifie 'hypothése de la proposition 6.3,
quitte & agrandir C, ce qui importe évidemment peu. Fixons c; et cp vérifiant les
conditions de la proposition 6.3 pour n = 1/2 et pour tout j = 1,...,n. Si N est assez
grand, on peut choisir Y € 9 tel que ¢;N'/2 < ¢;N/2 < |Y| < ¢z N. En appliquant
successivement les propositions 6.3 et 6.5 pour cet Y, on obtient pour tout R une
majoration

|®n (Y hu) — ®;(y " hu)| < (14 o(hu) BEC (hu))N~—F

pour tout j, tout N assez grand et tous h, u tels que 1,cciog(n)(hu) = 1, out k(R)
est un entier dépendant de R comme la notation I'indique. On peut oublier le terme
=€ (hu) qui est borné. Posons

X =l 17 S [ oo (o0 K 000 0~ b
Alors
|Tz,0,8,0(05 f) — Xn| < N7F Lo <crogv) (hw)EX (R)o (hu)* ) du dh
H(F)U(F)c
< log(N)k(B) N—R / 1, <Clog(n) (h)EH (h)du dh.
H(F)U(F).

On vérifie qu'il existe R; tel que l'intégrale soit bornée par N%1, cf. [14] 4.3(1).
Puisque R est quelconque, on obtient que

A}im (Jr.onc(©s f) — Xn) =0.
—00
Il reste a calculer limy_, o, Xn. En utilisant le lemme 6.6, on a

XNy = [Zﬁ\g/ : iﬁZ’F]_l Z (—1)“1’/ Z 9—s(6x)—ag

LrefSiLcr AeAL' | /G8Y p+itly,)

/ﬂ* Jg(ﬁ,\ﬂ,f) Y e +x)

L F Jj=1,....,n

o Ly cctonn (W) o), @) R (Oa)es Trsar™ e Ewu dh .
H(F)U(F)c
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Les permutations d’intégrales sont justifiées par la convergence absolue de cette
expression, qui provient elle-méme de la convergence de

/ =H (h)=€ (hu)du dh,
H(F)U(F).

cf. 4.1(3). Pour la méme raison, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée
pour calculer

(1) Jlim Xy=[@h:itip e Y () 3 9-s(ax)—ag/
LrefCLcr NeAL' /(@Y p+itly,)
/ IS @) D 0id+x)
ia}/,F j=1,...,n

/ (p(h)ej, B(G)es) (Trtx (Ba)es, Tasx (v hu)e;)é(u)du dh dy.
H(F)U(F).
On a ’égalité
(Farx(0a)es; Taix (Y hu)e;) = (Farx(B)ej, Tasx (hu)es).
On reconnait alors la derniére intégrale en h, u : elle vaut
f7r>\+x,p(€j ® 7?)\+X(g)e]"ﬁ(g)8j ® ej)'

D’aprés la proposition 5.5, c’est aussi

eu((aix) s P) Lo n(€5 ® €5, 85 ® €5).
Par définition des familles (g;);=1,...n, (€j)j=1,....n €t (¢;j)j=1,...,n, ON a I'égalité

Z SOJ()\ + X)fw,\+x,p(€j ® €j,€j ® ej) =1.

Jj=1,..om

D’aprés 2.5(2), on a &, ((Tatx)Y, 8) = €,((G2)Y, p). Mais alors le membre de droite de
la formule (1) devient celui de 1’égalité de ’énoncé. a

6.10. Preuve du théoréme 6.1. — Les lemmes 6.2 et 6.7 prouvent que Jn (05, f)
a une limite quand N tend vers Pinfini et ils calculent cette limite. En intervertissant
les sommations en L et L’, on obtient

(1) Jim Jn(©5 )= D () WETX(D),

Lre#®
ou
XITh= > WH Y [ifg:itpeT
Le?" (Aq) Oe{la(L)} s
Z 2_5(“)—%’8,,((&)‘)\/,5)/ ch,:/(5>\+x,f)dx'
AL, /(Y ptitt},) it

Fixons L'. Dans la formule ci-dessus, on peut remplacer la sommation sur
O € {IlIo(L)}; par une sommation sur tout {II;(L)} : pour une orbite dans le
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complémentaire, les fonctions Jg (Gatxs f) sont nulles. Considérons I’ensemble Z

des triplets (L, O, \) intervenant dans X (L’). A un tel triplet, associons Porbite de
x sous laction de i#},. On obtient une application ¢ : Z — {II;(L')}. Cette
application est surjective. D’ou

X@)= Y w0 [ G Hax,

~ i g*
O e{ILu(E")} Wr
N . / 4 . ~ N 2
ou, dans chaque orbite €', on a fixé un point base &', et ot on a posé

2 «(0)= >, \WE|i6y) : Gy p) 127 e, ((51), B).
z=(L,0,\)€Z,(2)=0"

Fixons & et notons Z’ I'ensemble des triplets (L, ®,\) vérifiant les conditions
suivantes. Les termes L et ©) sont comme ci-dessus. L’¢lément A appartient
a ~./&Ié:e”/i ﬁZ,F' On impose que &y =~ §&'. Les projections de A(L):eu/z’ ﬁ\AF sur
AL /(i8] p +i%},) induisent une surjection de Z sur la fibre de ¢ au-dessus de €.
Deux éléments (L, O, \) et (L1, €1, 1) de Z' ont méme image dans Z si et seulement
siLy = L, O, = Oet il existe x € i@}, tel que Ay = A+ x. La condition &) = 55, = &'
impose que x € i‘@\éu Autrement dit, ce sont des orbites pour les actions du groupe
ity sur les espaces i8], /i) p. Puisque i@}, Nit) p = iﬁ{,, - toutes les fibres ont
pour nombre d’éléments [i @y iﬁ%,, r]- Dans (2), on peut remplacer la sommation
sur les z € Z tels que ¢(z) = @ par une sommation sur les z € Z’, & condition
de diviser par [i@y : iﬁ{,j]. Fixons (L,0,)\) € Z' et soit (L1, 01,A1) un autre
élément. D’aprés Harish-Chandra, la condition 6y ~ ¢’ ~ &1 5, équivaut & 'existence
de w € WL tel que Ly = wLw™?, O; = w8 et 71, = (WT)wx. Il en résulte d’abord
que les termes associés a (L1, 61, A1) qui apparaissent dans (2) sont égaux a ceux
associés a (L, ©,)). Donc
®)  o(0) = 2|l i), (I WEIEY : 16, p) 12w, (52)Y, 7).
., Ly
5)916”/7/&1”[11”—1,17 tels
que 71,5, =~ (wT)yx (o0t 71 est le point base fixé dans ©; = w). Posons Z" =
{(w, \);w € W; A1 € A(w)}. L’application
ZII — ZI
(wa)‘l) = (wLw_l,wQ,)\l)

est surjective. Ses fibres ont toutes le méme nombre d’éléments, & savoir le nombre de
we WL tels que wLw™! = L et wry =~ 7). Il résulte de la description de 2.4 que cet

ensemble se réduit 4 WL. D’autre part, les ensembles A(w) ont tous le méme nombre
d’éléments, a savoir [i @y, : iﬁxy #]. On obtient

12" = (W¥ |Gy - G, g,
12| = |2 ||WE|= = W |[i8y - i), pllWE |~

D’autre part, pour w € W', soit A(w) 'ensemble des \; € A
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On reporte cette valeur dans Pexpression (3). Cela calcule explicitement X (L'). On
reporte cette valeur dans I’expression (1) et on obtient le théoréme 6.1. O

7. Une formule intégrale calculant une valeur d’un facteur ¢

7.1. Enoncé du théoréme. — On considére la situation de 3.1. Soient # €
Temp(G) et 5 € Temp(H). On reprend les définitions de 3.2, en particulier on
introduit ’ensemble J. Soit T € J. Aux caractéres ©; et ©; sont associées des
fonctions ce, et ce, sur T(F) /6- On les note simplement cz et c;. On pose

Egeom,w(7,0) = > |W(H,T)|™* / ez He;(HDA A, (f)di
Teg T(F)/e

On rappelle que I'on a défini un nombre ¢, (7, §) en 2.5.
Théoréme 7.1. — Pour tous 7 € Temp(G) et p € Temp(H), on a Uégalité
5géom,V(7~r, p) = e, (7, p)-

7.2. Terme géométrique et induction. — Soient I' un quasi-caractére sur G(F)
et © un quasi-caractére sur H(F'). Posons

E,(T,0)=E_,(0,1)= > [WH,T)™ / er(B)eo(H)DH () A, (F)df.

Teg T(F)/e

Considérons un Lévi tordu L de G. On reprend les notations de 2.3, en particulier,
on introduit une décomposition

V=V,0---oVreVWeV_1o eV,

telle que L soit ensemble des éléments # € G tels que #(V;) = VZ; pour tout
j=-u,...,u. On a

L=GLdu ><~-~><G'Ld1 XGLdOXGLdl X"'XGLdu.

On introduit le groupe tordu G, analogue de G quand on remplace d par dq.

Remarque. — Les termes V; et Gy n’ont plus la méme signification qu’en 3.1.

Soient I'y un quasi-caractére sur Go(F) et, pour tout j = 1,...,u, soit I un
quasi-caractére sur GLg,(F). Pour j = 1,...,u, le quasi-caractére I'; admet un
développement au voisinage de I’élément neutre, avec des coefficients C[‘jyg(l), ou @
parcourt les orbites nilpotentes de gl;(F'). Il y a une unique orbite nilpotente réguliére,
notons-la ;eg. On pose

E(T}) = cr;,0,0 (1)-

Si dy = dim(Vp) > m = dim(W), posons rog = (dp — m — 1)/2 et notons Zo,
resp. Z; le sous-espace de Z, resp. Z* engendré par les vecteurs z;, resp. z}, pour
@ = —ro,...,To. Quitte & conjuguer_ L, on peut supposer que Vo = W @ Zo. On note
Co € Isom(Zy, Z¢) la restriction de C, cf. 3.1, et on définit le plongement ¢ : H — Gy
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comme en 3.1, en remplacant f par fo. En appliquant les constructions précédentes
au couple (H,Gq), on définit le nombre Z, (I'g, ©).

Sidy < m, posons rg = (m—do—1)/2. Quitte & conjuguer L, on peut supposer Vy C
W. On fixe un supplémentaire Zy de Vo dans W et une base (2¢;)i=—ro,...,ro d& Zo. On
identifie W* a V5@ Zg. On note (z(*)‘7,~),~=_r(,,__,,r0 la base de Z§ duale de (20,i)i=—ro,...,ro
On définit (o € Isom(Zo, Z§) par {(z0,:) = (—1)**'2vz} ;. Remarquons que le signe
n’est pas le méme qu’en 3.1 : on a remplacé v par —v. En utilisant ces données, on
définit un plongement ty : Go — H. En appliquant les constructions précédentes au
couple (G, H), on définit le nombre Z,, (I, ©) (le changement de signe de v compense
l'inversion entre les roles des deux groupes tordus).

Considérons la fonction I'L sur L(F) définie par

TL(2) = To(&0) H T;(32,%;).

On vérifie que c’est un quasi-caractére. On peut I'induire en un quasi-caractére I' =
Ind§ (FL), cf. 1.12, puis on définit comme ci-dessus E,(T’, ©).

Lemme 7.2. — Sous ces hypothéses, on a l’égalité
E.(I,0) =E,(T0,0) [[ =T).
Jj=1,...,u

Démonstration. — Supposons d’abord dy > m. En plus de ’hypothése déja faite
sur Vp, on peut supposer que, pour tout j = 1,...,u, il y a un sous-ensemble I; C
{ro+1,...,7} tel que V}, resp. V_;, soit engendré par les vecteurs z; pour i € D;, resp.
les z_; pour ¢ € Dj;. Alors H C L. Considérons les formules qui définissent =, (T, ©)
et 2,(Tg, ©). On voit que les ensembles & qui y apparaissent sont les mémes. Fixons
T € J. Les fonctions ceg sont aussi les mémes, ainsi que les fonctions DH . La fonction
A, de la premiére formule est changée en A,,. En introduisant la décomposition
W =W’ ® W" attachée a T, on a

Ar(f) = [2]F|det((1 = t)jw )7 " Ary ()
pour tout £ € T(F), ou t = 1 et
a=r2+7r—1i—ro+ (r—ro)dim(W").
E’our~ démontrer ’égalité cherchée, il suffit de prouver que, pour un élément général
t € T(F), on a légalité
(1) er@PRAldet((1 - w7 =er(®) [ ET).
J=1,...t

A T est associée une décomposition V. = W’ @ V" et V" est muni d’une forme
quadratique CGT De méme, on a Vo = W @ Vy,ou V§' = V' NV et Vi est
muni de la forme quadratique CGO,T7 égale a la restriction de CG 1. Soit t € T(F)
en position générale. Alors G = Tp x G, ott G = SO(V"), et Go; = Ty x Gy 5,

ot G ; = SO(Vy'). On a co() = ce,g(t), out O est une certaine orbite nilpotente
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réguliere de g7 (F'). Ce coefficient est calculé par le lemme 1.5. Dans ce qui suit, on
utilise les notations de ce lemme.Montrons que

(2) 'ensemble ¥~ (#) n’a qu’un élément, que 'on peut supposer étre { lui-méme.

Soit g € G(F) tel que gig~' € L(F). Alors g~'A;g est inclus dans G;. C’est un
tore déployé. Par définition de &, Ty ne contient pas de tore déployé non trivial,
donc g7'Azg C G?. Les espaces V; sont déterminés par le tore A; : ce sont des
espaces propres pour ’action de ce tore dans V. L’inclusion précédente entraine que
g~ 'V; C V" pour tout j = +1,...,+u. On a mieux. Parce que gig~' appartient &
f/(F), les espaces V; sont isotropes pour la forme bilinéaire gtg~—! et deux espaces
V; et V_; sont en dualité pour cette forme. Il en est donc de méme pour les espaces
g~ 'V}, relativement & la forme EG,T- Mais les espaces V; eux-mémes vérifient les
mémes conditions, et, bien str, dim(V;) = dim(g~'V;). Sauf dans le cas exceptionnel
expliqué ci-dessous, deux telles familles de sous-espaces isotropes, dont les dimensions
se correspondent, se déduisent I'une de 'autre par I'action d’un élément de G7(F'). Le
cas exceptionnel est celui ou dim(V"') est paire et V" est égal 4 la somme des sous-
espaces isotropes. Il y a dans ce cas deux classes de conjugaison de telles familles. Mais
ce cas ne se produit pas car I'inégalité dy > m entraine que V' # {0} et V" ne peut pas
étre égal & la somme des V; pour j = £1,...,+u. Donc, quitte & multiplier g & droite
par un élément de G7 (F), on peut supposer gV; = V; pour tout j = +1,...,+u. Les
égalités gtg~1(V;) = V= t(V;) entrainent thj* = V;*. Par dualité, cela implique
que gVp est annulé par V;* pour tout j = +1,...,4u, donc gVp = V,. Mais alors
g € L(F) et gtg~' appartient & la classe de conjugaison par L(F) de ¢. Cela prouve
(2).

L’ensemble T'; du lemme 1.5 est celui des g € G(F) tels que gtg~! = ¢, autrement
dit T; = Zg(£)(F) = T(F)? x O(V")(F) = Ty(F) x O(V")(F). Remarquons que, dans
le lemme 1.5, Pélément g n’intervient que par l'intermédiaire de 1’orbite g@). Or les
orbites nilpotentes réguliéres dans ’algébre de Lie d’un groupe spécial orthogonal sont
invariantes par 1’action du groupe orthogonal tout entier. On peut donc remplacer la

somme en g par la valeur en g = 1 multipliée par le nombre d’éléments de I';/G;(F),
c’est-a-dire par [O(V")(F) : SO(V")(F)]. On calcule

-1

(3)  Zy@)(F) = TF)® x OV H GL4y(F) == Ty(F) x O(Vy') x [] GLq(F

J=1,...,u

Les deux premiers termes sont des sous-groupes de GLg, (F'). Pour j=1,...,u, un
élément g; € GLg,(F') agit de fagon naturelle dans V; et par gJ dans V_j;, ou gg est
tel que le couple (g;, gg) appartienne au groupe spécial orthogonal de V; @ V_;.On en
déduit ’égalité

[O(V")(F) : SOV")(F)] = [Z()(F) : Lg(F)],
et la formule du lemme 1.5 devient simplement

@) er o) =DOE)V2DEE 2o g (@),
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ott ©" est 'unique orbite nilpotente réguliére de l;(F) telle que [0 : ©"] = 1. Le calcul
du produit des deux premiers facteurs est similaire au calcul du terme d(Z) que 1’'on
a fait en 3.4. On le laisse au lecteur. Le résultat est

(5) D@ V2DEDY? = 205 |det((1 ~ hw)IR T,

o b =3, ,dj(d; —1)/2. 1l reste a calculer CI-\L,QL({). Rappelons que, pour
0 € Nil(I;), le coefficient cre g (f) est déterminé par le développement en combinaison
linéaire de transformées de Fourier d’intégrales orbitales nilpotentes de la fonction
X +— I'L(texp(X)) au voisinage de 0 dans I;(F). En vertu de (2), X se décompose en
Xo+ Y j=1,..uXj, avec Xo € go 3(F) et, pour tout j = 1,...,u, X; € gly (F). De
méme, une orbite € se décompose en Oy + > i=1,..u Oj- Sion pose = texp(X), on
a %o = texp(Xo) tandis que *Z_;%; = exp(2X;) pour j = 1,...,u. Donc

IL(fexp(X)) = To(fexp(Xo)) [ Tjlexn(2X;)).

Jj=1,...,u

On en déduit que, pour une orbite & = O, + > j=1,..u Bj, on a l'égalité
cre g () = cry,0,(F) I @ier, 0,1),

§=1,..,u
ou v(8;) est le nombre complexe tel que %% (0;,2X) = ’Y(@j)jGLdj(Qj,X). On
vérifie sur la définition de © donnée en 3.2 que O est la somme de Porbite
de gg’,f(F) qui intervient dans la définition de cr,(f) et, pour tout j = 1,...,u, de
I'unique orbite réguliére de gl; (F ), notons-la 0); ..s. Pour cette orbite, y(8; reg) =
|2|;dj(dj_l)/2, cf. par exemple [12] 2.6(1). Alors

6)  crz e =cro0,2F [ ET).
j=1,...,u
Les formules (4), (5) et (6) entrainent 1’égalité (1) cherchée.

Passons au cas ou dg < m. Considérons 1’espace Z"” = Z @ Zy muni de la forme
quadratique ¢’ = (@ {o. Il est de dimension 2r”, ou 7’ = r + 9 + 1. Le noyau
anisotrope du sous-espace Z est la forme x — 2vz? tandis que le noyau anisotrope
du sous-espace Zg est x +— —2vz?. L'espace total Z @ Z; est donc hyperbolique. On
peut en fixer une base (2/');=+1,... +r~ hyperbolique, c’est-a-dire telle que ¢ 2 =2"7.
Quitte & conjuguer f;, on peut supposer que, pour tout j = 1,...,u, il existe un
sous-ensemble I; C {1,...,r"} tel que V; soit engendré par les z;’ pour i € I; tandis
que V_; est engendré par les 2”; pour ¢ € I;. Alors I'image du composé des deux
plongements Go C H c G est incluse dans L.

Les ensembles de tores tordus qui interviennent dans les définitions de =, (T, ©) et
=,(T0, ©) ne sont plus les mémes, notons-les & et J. Le premier est un ensemble de
représentants des classes de conjugaison par H(F') dans un ensemble J. Le second est
un ensemble de représentants des classes de conjugaison par Go(F') dans un ensemble
T,- On a plongé Gy dans H. Via ce plongement, on a
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() I, 9.

Soit T € I o- A T sont associées des décompositions Vo = V' @ Vy', W = V' e W",
V =V’ ®V”. Les espaces Vy', W” et V" sont munis de formes quadratiques. Pour
montrer que T appartient 4 &, la seule condition non évidente est de vérifier que les
groupes spéciaux orthogonaux de W et V” sont quasi-déployés. Celui de W Dest
par définition de &,. Celui de Vy’ aussi. Mais V" = Z"” @ V. Comme on I'a déja dit,
la forme quadratique sur Z” est hyperbolique. Donc le groupe spécial orthogonal de
V4’ est quasi-déployé si et seulement si celui de V" Iest. D’ou (7).

Montrons que

(8) deux éléments de 7, sont conjugués par un élément de Go(F) si et seulement
s’ils le sont par un élément de H(F).

Soient Ty,Ty € Iy et h € H(F) tel que RTih~! = T,. On introduit les
décompositions d’espaces relatives aux deux tores tordus, que 'on affecte d’indices
1 et 2. On a forcément AW, = WJ/, plus précisément h induit une isométrie
entre les espaces quadratiques Wy’ et W. Mais Z; est contenu (comme espace
quadratique) dans ces deux espaces. D’aprés le théoréme de Witt, il existe un
élément v € O(WJ')(F) tel que vh fixe tout élément de Z;. On prolonge <y en le
faisant agir par 'identité sur Vo',z et on remplace h par yh. Alors h agit trivialement
sur Zp. Il envoie forcément l'orthogonal Vy'; de Zp dans W' sur son analogue
Volo- L'égalité hTyh~! = T, loblige aussi & envoyer V; sur Vj. Donc il conserve
Vo=Vi @ Vg, =V; &V, Alors h € Go(F), ce qui prouve (8).

D’aprés (7) et (8), on peut supposer que ¢ C &. Montrons que

(9)si T € I — T, la fonction cr est nulle en un point général de T'(F).

Soit t € T(F) en position générale, supposons cr(t) # 0. Le terme cr(£) est calculé
par le lemme 1.5 qui entraine qu'’il existe g € G(F) tel que gtg~! € E(F ). Fixons un
tel g et notons W = W/ @ W” et V.= W’ @ V" les décompositions attachées a T
OnaglA;gC Gy=Ty x G7, avec les notations de la premiere partie de la preuve.
Puisque Ty est anisotrope, on a g~ A i9 C G%’ . Comme précédemment, cela entraine
que, pour j = +£1,...,+u, les espaces g"le sont inclus dans V', que ce sont des
sous-espaces isotropes et que g~V est en dualité avec V_;. L’espace quadratique V"
contient donc un sous-espace hyperbolique de dimension 2r”. Puisqu’il contient Z,
l’orthogonal W’ de Z dans V" contient nécessairement un sous-espace isomorphe &
Zo (muni de ¢p). Fixons un tel sous-espace W' et notons W]’ son orthogonal dans
W". Fixons un élément h € H(F) tel que h(W{') = Zp, R(W @ W{') = Vy et h
induise une isométrie de W' muni de ¢ H,T Sur Zp muni de Co. Quitte a remplacer T
par hTh™1, on est ramené au cas o W’ C Vy, Zo C W et EH,T a méme restriction
a Zo que Co. Alors T C Go. Un raisonnement analogue a celui de la preuve de (7)
montre que T e - En revenant & notre tore de départ, on a montré que T était
conjugué a un élément de I, par un élément de H(F'). Cela contredit ’hypothése
que T € 7 — Ty. D’ou (9).

Par définition, E, (I, ©) est une somme indexée par 7. Pour tout 7 €  , notons
EV,T(F’ O) le terme correspondant de cette somme. Pour tout T € 9, notons de
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méme E, 7(I'0,0) la contribution de T a E,(Ty,0). Grace a (9), pour démontrer
I’égalité de ’énoncé, il suffit de prouver I’égalité

(10) uT(F @) VT(FO’G) ].—IJ 1,. u:(r )
pour tout T e T, FixonsT € T et mtrodmsons les décompositions habituelles Vp =
V'eVy, W=V'®&W". Nous allons comparer les différents termes qui interviennent
dans les définitions de E, (T, ©) et E, 7(T'o, ©). Posons

C={ 1, siV/#V,
2, siV'=Vp
Montrons que
(11)  |W(H,T)| = C|W(Go,T)|.
Introduisons le groupe linéaire G’ de l’espace V' et Pespace tordu G = Isom(V’ V).

On le plonge dans Go en prolongeant tout élément de G’ par Pisomorphisme CGO T
Vy = Vy*. OnaT C G et les égalités

Normpy (T) = Normg: (T) x O(W"), Normg, (T) = Normg: (T) x O(V{").
D’ott
|W(H,T)| = |Normg: (T)(F)/T(F)[|O(W")(F)/SO(W")(F)|,
[W(Go,T)| = [Norme: (T)(F)/T(F)||O(Vy')(F)/SO(Vy') (F)I-
L’espace W n’est pas nul, donc |O(W")(F)/SO(W")(F)| = 2. Si V§' # {0}, on a
aussi [O(Vy")(F)/SO(Vy)(F)| = 2. Si Vg = {0}, |0(Vy)(F)/SO(V)(F)] = 1. D'on
(11).

Considérons un élément ¢ € T'(F), en position générale. Les fonctions cg () sont les
mémes dans les deux formules. Quand on passe d’une formule & I'autre, v est changé
en —v, mais le réle des groupes est lui-aussi changé : H est le plus petit groupe pour
I’'une et le plus grand pour l'autre. Quand on se rappelle les définitions, on voit que
ces deux changements se compensent. Il intervient des fonctions A, (%) et A, (). On
a ’égalité

Ar(t) = 2|7 |det((1 = 8)jv) 7 " Bro (B),
ot @’ =r2+r—ri—ro+rdim(W") —redim(Vy’). Un calcul similaire & celui du terme
d(Z) en 3.4 conduit aux égalités

Dg(f) e (t~)I2|dim(W”)(dim(W”)+1)/2ldet((1 _ t)IV,)ldim(W”)
DGo(t) (t)|2|d'm(v° ) (dim (Vg )+1)/2|det((1 _ t)|V’)|dlm(V )
Puisque dim(W") = dim(V{’) + 2ry + 1, on obtient
H(t)A (£) = [20%|det((1 — t)y )|t DEe (D) A, (8),

o b = (r+ro+1)2+ (r + 7o+ 1)dim(Vy’). Compte tenu de cette égalité et de (11),
il suffit pour prouver (10) d’établir I’égalité

(12) er(d) = Of2(z" |det((1 — D)) 57" Ver, (@).

On utilise le lemme 1.5. Montrons que
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(13) Tensemble X~ (#) est réduit & un élément.

Soit g € G(F) tel que gig~! € L(F). Posons f, = gtg~'. On peut certainement
conjuguer f, par un élément de L(F) de sorte que, pour j = 1,...,u, lapphcatlon
th i Vi — VI, soit égale a (G T,;. Supposons qu’il en soit ainsi, posons Th = ng ,
soit V' = V’ @V}’ la décomposition associée a Ty. Par un raisonnement déja fait
plusieurs fois, linclusion A; C Ggh entraine que, pour j = *1,...,+u, les espaces
V; sont inclus dans V}”, qu’ils sont isotropes et que V; est en dualité avec V_; pour
la forme EG,Th‘ Cela entraine d’abord que Vh’ C W (il doit étre annulé par V" pour
tout j = +1,...,+u). Cela entraine aussi que, pour j = 1,...,, tﬂ;ijt],j =1=
tf;T’_jfaT,j. D’aprés ’hypothéses faite sur #, ;, cela entraine que &, —; = (g1 —;-
Donc les formes EG,T., et {g,r coincident sur Z + Z = Y j==1,...,.+u Vj- En utilisant le
théoréme de Witt, on peut trouver un élément v € O(V}")(F) tel que g conserve Z +
Z et y agisse par 'identité. On prolonge «y par I'identité de VL’ et on pose gy = 7g. On a
encore gytg, ! = #,. Cela entraine que g envoie V' dans V; et Porthogonal Vy' de Z+Z,
dans V" dans l'orthogonal V|, de Z + Zo dans V}". Puisque V'@ V' = Vo = V/ @V},
gy conserve Vp. On sait aussi que gy agit par I'identité sur Z @ Zo = ) ;_ 41, 4, Vj-
Mais alors gy € L(F) et ty est conjugué a { par un élément de L(F). D’ou (13).

On peut donc supposer X”(#) = {f}. On a I'; = Zg({)(F) = T(F)? x O(V")(F).
Comme dans la premiére partie de la preuve, on peut remplacer la somme en g du
lemme 1.5 par sa valeur en g = 1, multipliée par |I';/G;(F')|, c’est-a-dire par

IT(F)° /To(F)IO(V")(F)/SO(V")(F)| = |O(V")(F)/SO(V")(F)].

Certainement V"' est non nul, donc ce terme vaut 2. Le groupe Zr ()(F) est décrit
par (3). Donc

(ZL@)(F) : L(F)) ™" = IT(F)’ [To(F)| 7 |O(Vy')(F) /SOy ) (F)| ™ = [0(Vy)(F)/SO(Vy')(F)| .
Ce terme vaut 2 si V' # {0}, 1 sinon. On en déduit que le produit des deux facteurs
précédents vaut C et la formule du lemme 1.5 devient simplement

(14)  er(®) = er,p(f) = CDCE) V2 DE () 2eps gu (B),
avec les mémes notations qu’en (4). On a encore la formule (6). L'orbite &) est la
bonne : ici encore, quand on passe du couple (G, H) au couple (Gy, H), on change v en

—v et on échange les roles des deux groupes, et ces deux changements se compensent.
Enfin, on calcule le produit D¢ (£)~1/2DL(£)1/2 en imitant le calcul de 3.4 et on obtient

DE(H7/2DHHY? = 215"+ |det((1 — 1) )|
Alors la formule (14) entraine (12), ce qui achéve la preuve. O
7.3. Début de la preuve : le cas des représentations induites. — Nous
démontrons le théoréme 7.1 par récurrence sur dim(G)+dim(H). Soient 7 € Temp(G)

et p € Temp(H ) On suppose dans ce paragraphe que 7 n’est pas elhpthue 1l
existe donc un sous-groupe parabolique tordu Q = LUQ de @, avec Q # G, et une
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représentation & € Temp(L) telle que & soit elliptique et & = Indg (5). On écrit L
et 0 comme en 2.3. On réalise ¢ comme dans ce paragraphe : il suffit pour cela de
choisir le prolongement 54 de g a éo(F ) de sorte que w(do,v¥) = w(#,1). Notons
L' le caractére 65, et, pour j = 1,...,u, notons I'; le caractére ©,, multiplié par
Wo j((-—l)‘“'l). D’aprés le lemme 2.1, le caractére ©; coincide avec le quasi-caractére
I'Y du paragraphe précédent. Le caractére ©; coincide avec I' = Indf(l"i'). En
appliquant le lemme 7.2, on a
Egéom,l/(ﬁ" ﬁ) = E,,(F, 9;,) = EV(Fanﬁ) H E(Fj) = egéom,u(&o, ﬁ) H E(FJ')'
j=1,...,u Jj=1,...,u

Soit j € {1,...,u}. On a E(I;) = wy,((—1)**1)E(6,,). Le dernier terme est le
coefficient de P'orbite réguliére dans le développement du caractére ©,, au voisinage
de 1. D’aprés un résultat de Rodier ([8], théoréme p.161 et remarque 2, p.162), ce
coeflicient est 1 si 6; admet un modéle de Whittaker, 0 sinon. Mais o; est tempérée
donc admet un modéle de Whittaker. Donc £(8,,) =1 et E(T';) = w,, ((—1)%+?).

On a Végalité

€géom,u(&0, ﬁ) = 51/(&0, ﬁ)

En effet, si dg > m, cela résulte de I’hypothése de récurrence. Si dg < m, on utilise
les égalités £ggom, (G0, P) = Egéom,—v (P, G0) €t €,(F0, ) = €_, (P, 50), plus ’hypothése
de récurrence pour le couple (g, d9).

En rassemblant ces égalités, on obtient

€géom,v(‘7r’ ﬁ) = Eu(&O)ﬁ) H wﬂj ((—1)d+1)'
J=1,...u

Compte tenu du fait que d + 1 est de méme parité que m, la relation 2.5(2) nous dit

que le membre de droite est égal a £, (7, §). L’égalité ci-dessus devient celle que 1'on
cherchait & établir.

7.4. Le cas elliptique. — 1l reste a établir le théoréme dans le cas ou # est
elliptique, ce que ’on suppose désormais. La théorie des pseudo-coefficients est valable
pour le groupe tordu G. C’est une conséquence de la formule des traces locale tordue,
cf. [13] 7.2. Mais on peut aussi le vérifier grace aux constructions de Schneider et
Stuhler, cf. [10] corollaire 2.2. On peut donc choisir une fonction f € C®(G(F)) qui
est cuspidale et telle que :

(1) pour # € Meu(G), # # &V, O (f) = 0;
(2) ®xv(f) =1.
Grace au lemme 1.6(iii), on peut supposer que f est trés cuspidale. Pour tout entier

N > 1, on définit Jn(B;, f) comme en 3.3. On comparant les théorémes 3.2 et 6.1,
on obtient 1’égalité

B Jesom(©p, ) = Jspec(©5, f)-
En utilisant la notation de 7.2 et la définition des fonctions cf, on a Pégalité

Jgéom(8ﬁ7 f) = Ev(e‘la eﬁ)
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Le lemme 1.6(ii) nous dit que

07= > WHWE|I7} (- 1)°2Indg (6%
Leg®

(f))

Pour tout L, la fonction ¢ i f) appartient a 'espace H 4c(L(F)) introduit en 1.10 et
doit étre interprétée comme une somme

Z 1g,—¢9:(f),
CEﬂﬁ,F

Chaque terme est une fonction cuspidale & support compact. D’aprés sa définition, la
distribution ©L . est calculée par la relation 1.10(3). On a

o5 ()
L
e¢ (f) Z i 0(0)697
Oe{en (L)}

ol Oy est le quasi-caractére défini par

00@) = [ 05,8050 (b1 (it )

On a noté ici & le point base de £). D’ou
Jggom(©5, /) = D WHIWEIH =D Y e(O)geom(L, D),
LEZ’G QE{He”(E)}
ou
Igeom(L, 0) = E,(Ind7 (09), 6;).

Considérons la définition de Jypec(©5, f) donnée en 6.1. On peut y échanger les
roles des représentations et de leurs contragrédientes. D’aprés 2.4, on peut remplacer
le produit [¢ ﬂ\é : iﬁ\[{’ F]_12_3(9)_“i par ¢(0). Enfin, par définition de la fonction

¢i(f), Pintégrale
[ s hax
est égale & mes(i &} )05 (f;), ou f; = ¢Z,(.f)1HL=O~ On obtient
Topec(©3, f) = Y WHIWET (=12 Y () Lspec(L, 0),

LegC Oe{Iou (L)}

ol

Ispec(ia 0) =€, (5, p)mes(i ﬁE,F)effv (f]:)

Considérons d’abord le cas L = G. Alors ol f) = f@ = f et les orbites n’ont
qu’un élément. Les propriétés (1) et (2) entrainent que Igéom(é, H)=0= Ispec(é, 0)
si O # {7}. Pour @ = {7}, on a

Igéom(éa Q) = Egéom,u(ﬁ'a ﬁ) et Ispec(é, Q) = 51/(7?7 ﬁ)
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Alors l'égalité (3) se récrit

sgéom,u(ﬁa ﬁ) - 51/(7?a ﬁ) = Z IWL“WG|—1(_1)QL
Legl L2G

Z e( Q)(ISPeC(Ea ) - Igéom(z/a 0)).
Oe{Me (L)}
Pour démontrer le théoréme 7.1, il suffit de fixer I # G et © € {II.;;(L)} et de prouver
P’égalité
(5) Igéom(f/a @) = spec(i’a Q)
Fixons donc de tels L et §. On peut décomposer

Op = Z e@,(’

CEHLYF

ow, pour # € L(F),

©0(8) = 1, ~c(D)0(3) [ exp(A(O)O(ony (91(7Lir,=)iA

g n
ZﬂL,F

= 1HL=C(:Z')9&(:E)mes(i ﬁ},,F)O&V (¢L (f)le=C)'

Si I’on regroupe les ¢ selon leur classe de conjugaison par W€, la somme des quasi-
caractéres induits Indf(@g,c) devient une somme de quasi-caractéres a supports
disjoints. On en déduit aisément que

Igeom(L,0) = Y E,(Indf(0¢y),0;).

Cely

On écrit L et & comme dans le paragraphe précédent. Le méme raisonnement que
dans ce paragraphe , c’est-a-dire essentiellement le lemme 7.2, nous permet de calculer
Pexpression ci-dessus. On a E,,(Indf(eg‘<), ©;) =0si ( #0: les termes Z(I';) de 7.2
sont nuls. Si { =0, qbi(f)lHL:O = fL et on obtient

Igéom(zlv Q) = Ev(Indg(@Q,O)’ @ﬁ)

= mes(i 8}, p)egéom, (50, P)( H wo, (1)) s+ (f1)-

j=1,...,u

Toujours comme dans le paragraphe précédent, ’hypothése de récurrence nous dit
que ceci est égal a

mes(i @} p)ev(7,5)0sv (fz),

Cest-a-dire & Iypec(L, ). Cela prouve (5) et le théoréme. d
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