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UNE FORMULE INTEGRALE RELIEE A LA CONJECTURE
LOCALE DE GROSS-PRASAD, 2° PARTIE :
EXTENSION AUX REPRESENTATIONS TEMPEREES

par

Jean-Loup Waldspurger

Résumé. — Soit V un espace vectoriel sur un corps p-adique F, soit ¢ une forme
quadratique non-dégénérée sur V et soit D une droite non isotrope de V. Notons W
I’hyperplan orthogonal & D, G et H les groupes spéciaux orthogonaux de V et W.
Soient 7, resp. p, une représentation admissible et irréductible de G(F'), resp. H(F).
La représentation p apparait comme quotient de la restriction de = & H(F') avec une
certaine multiplicité m(mw, p). On sait que m(w, p) < 1. Dans un article précédent, sous
I’hypothése que 7 était supercuspidale, nous avons prouvé une formule qui calculait
m(m, p) comme une intégrale de fonctions déduites des caractéres de 7 et p. Ici, nous
prouvons la méme formule sous ’hypothése que 7 et p sont toutes deux tempérées.
Nous imitons la preuve de la formule des traces locale d’Arthur. En supposant vérifiées
les propriétés attendues des L-paquets, nous prouvons grace a notre formule une
version faible de la conjecture locale de Gross-Prasad pour les L-paquets tempérés.

Abstract (Symplectic local root numbers, central critical L-values, and restriction problems in
the representation theory of classical groups)

Let V be a vector space over a p-adic field F', let ¢ be a non-degenerate quadratic
form over V and let D be a non-isotropic line in V. Denote W the hyperplane
orthogonal to D, G and H the special orthogonal groups of V and W. Let =, resp. p,
be an irreducible admissible representation of G(F'), resp. H(F'). The representation
p appears as a quotient of the restriction of m to H(F') with a certain multiplicity
m(n,p). We know that m(m,p) < 1. In a preceding paper, assuming that = was
supercuspidal, we have proved a formula that computes m(w,p) as an integral of
functions deduced from the characters of m and p. Here, we prove the same formula
for m and p tempered. We follow the proof due to Arthur of the local trace formula.
Using our formula and assuming some usual properties of L-packets, we prove a weak
form of the local Gross-Prasad conjecture for tempered L-packets.

Introduction
Cet article fait suite a [17]. Rappelons les définitions des principaux objets. Soit

F un corps local non archimédien de caractéristique nulle. Soit (V,gy) un espace

Classification mathématique par sujets (2010). — 11S37, 22E50.
Mots clefs. — Représentations tempérées; groupes spéciaux orthogonaux; conjecture locale de Gross-
Prasad.
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172 J.-L. WALDSPURGER

quadratique, c’est-a-dire que V est un espace vectoriel de dimension finie sur F' et
gv est une forme quadratique non dégénérée sur V. Soit (W, gw) un autre espace
quadratique. On suppose que ’on a une décomposition orthogonale V.= W & Dy ®
Z, ot Dy est une droite et Z est muni d’une base {v;;i = =*1,...,%r} telle que
qv (vi,vj) = ; —; pour tous 4, j. On note G et H les groupes spéciaux orthogonaux de
V et W, que I’'on considére comme des groupes algébriques définis sur F'. Le groupe H
se plonge naturellement dans G. Introduisons le sous-groupe parabolique de G formé
des éléments qui conservent le drapeau

Fv,.c Fv,®Fv,_1C---CFv,&®---& Fu,.

Notons U son radical unipotent. Fixons un élément non nul vy € Dy et un caractére
continu non trivial ¢ de F. On définit un caractére £ de U(F) par 1’égalité

£(u) =9 ( > qv(uvi,v_i_1)> :

i=0,...,r—1
Soient , resp. p, une représentation admissible irréductible de G(F), resp. H(F'),
dans un espace complexe E, resp. E,. On note Homg ¢(, p) 'espace des applications
linéaires ¢ : E, — E, telles que

p(m(hu)e) = £(u)p(h)p(e)
pour tous u € U(F), h € H(F), e € E;. On note m(p,n) la dimension de cet
espace. D’aprés [1, théoréme 1’| et [8, corollaire 15.2], ce nombre vaut 0 ou 1. Il est
indépendant des divers choix effectués.

Supposons G et H quasi-déployés sur F' et affectons les notations d’un indice i: V;,
G; etc. Supposons pour cette introduction dim(W;) > 3. A équivalence prés, il y a un
unique espace quadratique que nous notons (Vg, gv, ) tel que dim(V,) = dim(V;), que
les discriminants de gy, et gy, soient égaux mais leurs indices de Witt soient distincts.
On introduit de méme un espace quadratique (W,, qw,). Le couple (V,, W,) vérifie
les mémes propriétés que (V;, W;): & isomorphisme prés, on a encore 1’égalité V, =
W,®Dy® Z, avec les mémes Dy et Z que ci-dessus. Les groupes spéciaux orthogonaux
G, resp. H,, de V,, resp. W,, sont des formes intérieures de G;, resp. H;. On note
Temp(G;), Temp(G,) etc. les ensembles de représentations tempérées et irréductibles
de Gi(F), Go(F) etc. On admet que ces ensembles sont unions disjointes de L-paquets
vérifiant certaines propriétés encore conjecturales. Précisément on admet les propriétés
(1), (2) et (3) de [17] 13.2. Soient II;, resp. ¥;, un L-paquet dans Temp(G;), resp.
Temp(H;). Il peut correspondre & II; un L-paquet dans Temp(G,), que l'on note II,.
Ou bien il n’y a pas de tel L-paquet et on pose II, = @. On définit de méme X,. La
multiplicité m(p, 7) est bien définie pour tout (p,7) € (X; x IL;) U (2, x I1,).

Théoréme. — Sous ces hypothéses, il existe un unique couple (p,7) € (X; x II;) U
(Bq x II,) tel que m(p, ) = 1.

C’est une partie de la conjecture 6.9 de [10]. Ce théoréme résulte aisément d’une
formule qui calcule m(p,m) comme une somme d’intégrales de fonctions qui se
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UNE FORMULE INTEGRALE RELIEE A LA CONJ. LOCALE DE GROSS-PRASAD 173

déduisent des caractéres de p et w. Plus précisément, revenons aux notations sans
indices du début de cette introduction. Soient 7 et p des représentations admissibles
irréductibles de G(F) et H(F). On introduit une expression Mmggom(p, ) pour la
définition de laquelle on renvoie a l'introduction de [17].

Théoréme. — Supposons w et p tempérées et irréductibles. Alors on a [’égalité
m(p7 7'(') = mgéom(pa 7'(').

Cf. 7.1. Dans [17], on avait démontré cette égalité sous les hypothéses que 7 était
cuspidale et p admissible. Ici, on élargit I’hypothése sur 7 qui n’est plus que tempérée.
Par contre, on impose une hypothése plus forte a p qui est elle-aussi tempérée. Comme
dans [17], le second théoréme implique le premier. Evidemment, dans [17], ’hypothése
de cuspidalité présente dans le second théoréme se retrouvait dans le premier. C’est
cette hypothése que nous faisons disparaitre dans le présent article.

Décrivons 'idée principale de la preuve du second théoréme. Rappelons que, pour
une fonction f € CX(G(F)), on dit que f est trés cuspidale si et seulement si, pour
tout sous-groupe parabolique propre P/ = M'U’ de G (avec une notation familiére)
et pour tout m’ € M'(F), on a l'égalité

/ f(m'v)du' = 0.
U'(F)

Soient p € Temp(H) et f une fonction trés cuspidale sur G(F). On note 6, le
caractére de p. Pour tout N € N, on introduit une fonction sy sur G(F') qui
est la fonction caractéristique de 1'image réciproque d’un sous-ensemble compact de
H(F)U(F)\G(F) qui est de plus en plus grand quand N tend vers l'infini. Posons

In 1) = [

[ [ st hug)euimn(o)dudnds.
H(F)U(F)\G(F) VH(F) JU(F)

On montre que, quand N tend vers linfini, cette expression a une limite. En fait, et
c’est cela qui est fructueux, il y a deux fagons de calculer la limite. L’une, que I'on
peut qualifier de géométrique, a été développée en [17], et conduit & une égalité

limNaooJN(epa f) = Jgéom(opyf)v

ou le membre de droite est une somme d’intégrales sur certains sous-tores de H(F).
Dans le présent article, on calcule la limite d’une autre facon, que ’on peut qualifier
de spectrale. On obtient une égalité (cf. théoréme 6.1):

1imN—>ooJN(0pa f) = Jspec(epy f)a
ol

Tl )= S [WEHIWE| T (~1)% >

LEP(Mmin) Oe{leu (L) }sm(0,p)=1

[iGy : it} g t(m) ™ /a JE (my, f)dA.

*
L,F
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174 J.-L. WALDSPURGER

Tous les termes de cette formule seront définis dans l’article. Disons simplement
ici que, dans le cas ot L = G, les objets &) sont simplement les représentations
irréductibles tempérées et elliptiques de G(F) et, si ’'on pose plus simplement m = @),
la condition m (9, p) = 1 n’est autre que m(p,m) = 1 tandis que JG(m, f) = 6.(f).
Pour L quelconque, 7 est un élément fixé dans @ et J&(, f) est la valeur sur f du
caractére pondéré associé a my.

On a donc ’égalité

Jgéom(apv f) = JspeC(GP’ f)

qui, bien siir, rappelle fortement la formule des traces locale d’Arthur. De fait, la
preuve reprend trés largement celle de [6]. Dans les deux membres de la formule
apparaissent des distributions qui ne sont pas invariantes: intégrales orbitales
pondérées et caractéres pondérés. Le procédé mis au point par Arthur, appliqué en
particulier dans [7] & la formule des traces locale, permet de transformer la formule
ci-dessus en une autre ol n’apparaissent que des distributions invariantes. Le terme
de droite de cette formule continue de distinguer les représentations m de G(F’) telles
que m(p, ) = 1. Pour une représentation 7 de la série discréte, ou plus généralement
pour 7 elliptique au sens de [7], le second théoréme résulte facilement de cette formule
“invariante” appliquée & un pseudo-coefficient de . En étudiant le comportement des
deux membres de ’égalité & démontrer relativement a I’induction en la variable 7, le
cas général se déduit de celui ou 7 est elliptique par récurrence sur les dimensions de
VetW.

Expliquons encore deux points. Dans la formule non invariante, la fonction f est
supposée trés cuspidale, ce qui est assez restrictif. Cela parce que nous ne savons pas
calculer la limite de Jn(6,, f) pour une fonction qui ne vérifie pas cette hypothése (le
résultat rend d’ailleurs douteuse la possibilité d’étendre nos calculs & des fonctions
ne vérifiant pas cette hypothése). Mais, une fois la formule rendue invariante, on
peut supposer f seulement cuspidale (c’est-a-dire les intégrales orbitales JC(z, f)
sont nulles pour tout élément x € G(F') qui est semi-simple, fortement régulier et non
elliptique). Cela résulte du lemme suivant (lemme 2.7).

Lemme. — Soit f € C°(G(F)) une fonction cuspidale. Alors il existe une fonction
trés cuspidale f' € CP(G(F)) telle que D(f) = D(f') pour toute distribution D sur
G(F) invariante par conjugaison.

Cet affaiblissement de la condition sur f est nécessaire pour achever la preuve
(on prend pour f un pseudo-coefficient d’une représentation irréductible, tempérée et
elliptique).

Le deuxiéme point est I’apparition de la condition m(p,7) = 1 dans le terme
Jopec(0p, f). Fixons ici une représentation # € Temp(G). L’espace Homp ¢ (7, p)
dont m(p, ) est la dimension est défini de fagon abstraite. Il ne peut pas intervenir
directement dans Jypec(6,, f) qui est une intégrale explicite. Ce qui intervient dans
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UNE FORMULE INTEGRALE RELIEE A LA CONJ. LOCALE DE GROSS-PRASAD 175

ce terme, c’est la forme sesquilinéaire ¥, , sur E, ®@c E, définie par
? P 14

Lroe @€ e®e) = / (p(h)E' ) (€, m(hu)e)é(u)du dh,
H(F)U(F)

pour €,¢’ € E, et e,e’ € E, (les produits (., ) sont des produits hermitiens invariants
sur E, et E;). L'intégrale ci-dessus n’est pas absolument convergente, mais on peut
la définir comme une limite d’intégrales absolument convergentes, cf. 5.1. Négligeons
cette question de convergence. Fixons ¢ et e’. Définissons une application ! : E, — E,
par l'égalité (¢/,1(e)) = Lx ,(e' @ €, ® e) pour tous ¢’ € E, et e € E,. On vérifie
que | € Hompg¢(m,p). Si #r , n’est pas nulle, cet espace Homp ¢ (7, p) ne lest pas
non plus et m(p,m) = 1. On a besoin de la réciproque, qui s’avére vraie.

Proposition. — Soient 1 € Temp(G) et p € Temp(H). Alors m(p,7) = 1 si et
seulement si la forme sesquilinéaire £, , est non nulle.

Cf. proposition 5.7. Signalons que cette facon concréte de construire l’espace
Hompy ¢ (, p) se trouve déja dans I’article [13] de Ikeda et Ichino.

La premiére section est consacrée aux notations et & des rappels sur les opérateurs
d’entrelacement et la formule de Plancherel. La deuxiéme l’est aux propriétés des
fonctions cuspidales ou trés cuspidales et aux quasi-caractéres qu’elles permettent
de définir. Les sections 3 et 4 sont franchement pénibles. On y démontre diverses
majorations nécessaires pour la suite (pour le groupe GLj dans la section 3, pour un
groupe spécial orthogonal dans la section 4). On s’inspire ici plus que largement des
travaux d’Harish-Chandra. Signalons & ce propos que I’on fait constamment référence
a Darticle [16]. Mais apparence est trompeuse puisque dans [16], on s’était contenté
de rédiger des résultats non publiés d’Harish-Chandra. D’autre part, dans [16], on
avait cru judicieux de modifier la définition de ’homomorphisme habituel Hg en y
glissant un signe —. On persiste & penser que, sur un corps de base p-adique, c’est une
meilleure définition. Mais, pour utiliser les résultats d’Arthur, il vaut mieux reprendre
ses définitions. C’est ce que ’on fait, mais cela induit des changements de signe dans les
références que l'on fera a [16]: cela échange une chambre positive avec son opposée.
La section 5 est consacrée a la définition et 1'étude des formes sesquilinéaires £, ,
évoquées ci-dessus. La preuve de ’égalité imy_.oo JN (05, f) = Jspec(0p, f) se trouve
dans la section 6. Il s’agit pour ’essentiel de recopier [6]. On en déduit dans la section
7 les deux théorémes énoncés ci-dessus.

Je remercie le rapporteur pour ses remarques et suggestions, et pour le tact avec
lequel il les a faites.

1. Notations et rappels

1.1. Notations générales. — On utilise les notations introduites dans [17], qui
sont la plupart du temps celles d’Arthur et d’Harish-Chandra. Soit F' un corps local
non archimédien de caractéristique nulle. On note o son anneau d’entiers, pr 'idéal
maximal de or, g le nombre d’éléments du corps résiduel, valg et |.|r les valuation
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176 J.-L. WALDSPURGER

et valeur absolue usuelles et on fixe une uniformisante wg. Soit G un groupe réductif
connexe défini sur F. On note g 'algébre de Lie de G. On note Ag le plus grand
tore déployé central dans G, X (G) le groupe des caractéres de G définis sur F, g =
Hom(X(G),R) et & = X(G) ®z R le dual de @g. On définit 'homomorphisme
habituel Hg : G(F) — @g. On note &g, F, resp. @G‘F, I'image de G(F), resp. Ag(F'),
par cet homomorphisme. On note ﬁ\é F» T€Ssp. {ﬂé 7, le sous-groupe des \ € g, tels

que A(¢) € 2nZ pour tout ( € Yg F, resp. ¢ € {ﬁ(;,p. On note ag la dimension de
.

Soit K un sous-groupe compact spécial de G(F). Soit P = MU un sous-groupe
parabolique de G. Rappelons nos conventions: P est implicitement supposé défini sur
F et la notation P = MU signifie que M est une composante de Levi de P, définie
sur F, et U est le radical unipotent de P. Supposons que K soit en bonne position
relativement & M. Précisément, il existe un sous-tore déployé maximal Ay de M tel
que K fixe un point de 'appartement associé & Ag dans 'immeuble de G. On a ’égalité
G(F) = M(F)U(F)K. Pour tout g € G(F'), on fixe des éléments mp(g) € M(F),
up(g) € U(F), kp(g) € K tels que g = mp(g)up(g)kp(g). On prolonge ’application
Hys : M(F) — @y en une fonction Hp : G(F) — @y par Hp(g) = Hy(mp(g)). Ce
dernier terme est bien défini puisque la classe mp(g)(M(F) N K) ne dépend pas de la
décomposition choisie de g.

Supposons fixé un Levi minimal Mp,;, de G. On pose

WG = Normg(F)(Mmin)/Mmin(F)'

On note =€ la fonction d’Harish-Chandra ([16, I1.1]). Elle dépend de K. Mais elle
ne nous sert qu’a résoudre des questions de majorations. Or changer de groupe K
remplace =€ par une fonction équivalente. Il est donc loisible d’utiliser cette fonction
sans préciser le groupe K qui permet de la définir. On utilise aussi la fonction o.
Rappelons que, dans [17], on a légérement modifié la définition d’Harish-Chandra en
posant o(g) = sup(1,log(||g||])). On a la relation o(gg’) < o(g) + o(¢9’) < 20(g)o(g’)
pour tous g,¢9’ € G(F). Pour tout réel b > 0, on note 1,4, resp. 1,>s, la fonction
caractéristique de ’ensemble des g € G(F) tels que o(g) < b, resp. a(g) > b.

Quand deux nombres réels positifs ou nuls a et b dépendent d’un certain nombre
de variables 1, ...,z,, on dit que a est essentiellement majoré par b, ce que ’on note
a K b, s’ existe un réel ¢ > 0 tel que a < cb pour tous zy,...,x,. Cette notation
est quelque peu imprécise mais nous évite d’introduire une kyrielle de constantes
superflues.

On introduit l'espace J(G(F)) des fonctions de Schwartz-Harish-Chandra sur
G(F). C’est I'ensemble des fonctions f : G(F) — C qui sont biinvariantes par un
sous-groupe ouvert compact et telles que, pour tout réel R > 0, on ait une majoration

1£(9)] < E(g)a(g)~

pour tout g € G(F). L'espace J(G(F)) contient I'espace C°(G(F')) des fonctions
localement constantes & support compact.
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Soit 7 une représentation admissible de G(F'). On note sans plus de commentaire
E un espace complexe dans lequel elle se réalise. Si K est un sous-groupe de G(F'), on
note EX le sous-espace des éléments de E, invariants par K. Supposons 7 unitaire. On
fixe une forme hermitienne définie positive (., .) sur E, invariante par 'action de G(F).
On appelle une telle forme un produit scalaire invariant. Précisons notre convention
sur les formes sesquilinéaires: la forme (.,.) vérifie la relation (M\e’,Ae) = N A(e', €)
pour tous A\, ) € C, e,e’ € E,. Nous dirons que 7 est tempérée si elle est unitaire,
de longueur finie, et qu’il existe un entier D tel que, pour tous e, e’ € E,, on ait une
majoration

|(e', m(9)e)| < E%(g)a(9)".
En fait, Pentier D ne sert & rien: on peut prendre D = 0, cf. [16] lemme VI.2.2.
Supposons G(F) muni d’une mesure de Haar. Si 7 est tempérée, ’action de C°(G(F'))

dans E, se prolonge en une action de J(G(F)). Pour f € J(G(F)) et e,e’ € E,, on
a l'égalité

(& 7(f)e) = /G FRICCRIOBMY

Cette intégrale est absolument convergente. On note Temp(G) I’ensemble des classes
d’équivalence de représentations tempérées irréductibles de G(F').

On fixe un caractére ¢ : F' — C*, continu et non trivial. On note cy le plus petit
entier relatif ¢ tel que 1 soit trivial sur p%.

1.2. Mesures. — Dans la suite de ’article, la situation sera la suivante. Le groupe
G est fixé, ainsi qu'un Levi minimal Mp,;, de G et un sous-groupe compact spécial K
de G(F'), en bonne position relativement & Myi,.

On munit K de la mesure de Haar de masse totale 1. On munit G(F') d’'une mesure
de Haar (pour laquelle mes(K) n’est pas forcément égale & 1). Soit P = MU €
F(Mpin) (les notations (L), P(L), £(L) sont celles d’Arthur: pour un Levi L, elles
désignent ’ensemble des sous-groupes paraboliques @ qui contiennent L, resp. de
composante de Levi L, resp. ’ensemble des Levi qui contiennent L). On munit U (F')
de 'unique mesure de Haar telle que

| spmptunau=1,
U(F)

ou P = MU est le parabolique opposé & P et §p est le module usuel. On munit M (F)
de I'unique mesure de Haar telle que, pour toute f € C°(G(F)), on ait ’égalité

/G(F) fg)dg = /K /U - /M(F)f(mltk)dmdudk.

Le point est que cette mesure sur M (F') ne dépend pas du sous-groupe parabolique
P € P(M) utilisé pour la définir ([6] 1.2).

On r~n}/mit 'espace i@y, C @) ®r C de la mesure de Haar telle que le quotient
i@y /iy p soit de mesure 1. On pose i¥y p = i@y, /ity p et on le munit de la
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178 J.-L. WALDSPURGER

mesure telle que Papplication naturelle de i%), dans iﬁ}‘v,’ r Dréserve localement les
mesures.

Soit T un tore. Si T est déployé, on munit T'(F') de la mesure de Haar telle que le
sous-groupe compact maximal de T'(F') soit de mesure 1. En général, on munit Ar(F)
de la mesure que 'on vient de définir et T'(F') de la mesure telle que T'(F)/Ar(F')
soit de mesure 1 pour la mesure quotient.

Remarques. — 1. Dans le cas 0t My, est un tore, les définitions précédentes peuvent
entrer en conflit. On croit qu’en pratique, il n’y aura pas d’ambiguité.

2. Dans les sections 3, 4 et 5, on se préoccupera de questions de convergence pour
lesquelles les choix de mesures sont sans importance. On ne tiendra pas compte des
normalisations ci-dessus. On supposera au contraire que les mesures sont choisies de
telle sorte que toutes les constantes qui apparaissent d cause d’elles dans les calculs
soient égales a 1.

1.3. Représentations induites, opérateurs d’entrelacement. — Soit P =
MU un sous-groupe parabolique de G et 7 une représentation admissible de M (F).
On définit la représentation induite Ind$(7). On note Eg, son espace. C’est celui
des fonctions e : G(F) — E, qui sont invariantes a droite par un sous-groupe ouvert
compact de G(F') et vérifient

e(mug) = 6p(m)/*r(m)e(g)

pour tous m € M(F), u € U(F) et g € G(F). Pour g € G(F), ou f € C*(G(F)),
on note Ind$(r, g), ou Ind$(r, f), action de g, ou f, dans EST. Pour ) € @), ®r C,
on définit la représentation 7, de M(F) par mx(m) = exp(A(Hp(m)))T(m) et la
représentation induite Indg(f,\). Remarquons que ces représentations ne dépendent
que de 'image de A dans (&), ®g C)/i ﬁVM,F. Supposons Mmin C M. Notons VCIGD,T
I’espace des fonctions e : K — FE, qui sont invariantes & droite par un sous-groupe
ouvert compact de K et vérifient la méme relation que ci-dessus, pour m € KNM (F),
u € KNU(F) et g € K. Par restriction a K, Eg,n s’identifie a %gr, ce dernier
espace est donc un modéle commun & toutes les représentations Indg(n). Supposons
T unitaire. On définit un produit hermitien sur :7C,G>,T par

(¢'ye) = /K (¢’ (k), e(k))dk.

C’est un produit scalaire invariant pour la représentation Ind$(ry) pour tout A €
iy .

Laissons M fixé mais faisons varier P parmi les éléments de P(M). Pour P =
MU,P' = MU' € (M) et X € G, ®g C, on définit 'opérateur d’entrelacement

.G G
Jpl|p(7'}\) : EP,T)\ s EP',‘I'A
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Quand la partie réelle de A est dans un certain cone, il est défini par la formule

(Urip(me)(e) = [ e(u/g)
(U(F)NU'(F)\U'(F)
En général, il est défini par prolongement méromorphe (il est méme rationnel, si 'on
considére (&3, ®g C)/i ﬁX,,, p comme un tore algébrique complexe). Par restriction
a K, on peut considérer Jp/|p(75) comme un homomorphisme de j(g.r dans K }C;’:,YT.
C’est ce point de vue que 'on adopte dans la suite.

Supposons 7 irréductible. L’opérateur Jpp(7a)Jpp(TA) est une homothétie.
Notons j(7») le rapport d’homothétie. Il ne dépend pas de P. On peut normaliser
I'opérateur d’entrelacement. On introduit une fonction rp/|p(7x) & valeurs complexes,
qui est méromorphe et méme rationnelle, de sorte qu’en posant

Rpip(12) = rp1p(1A) " P p(TA),
cet opérateur vérifie les conditions du théoréme 2.1 de [5]. Les principales conditions
sont

— pour P, P/ P" € ?(M), an|pl(7')\)Rp/|p(T)‘) = Rpu|p(7',\);

— supposons 7 tempérée; pour A € iy, i, Rp/|p(7a) est holomorphe et son adjoint
pour le produit scalaire est Rpjp/(7x).

La définition des opérateurs normalisés s’étend au cas ou 7 est semi-simple. En
particulier, soit PM = MOU({V[ un sous-groupe parabolique de M tel que My, C
Moy, soit 7y une représentation tempérée irréductible de My (F'), supposons que 7 =
Ind¥ (10). Pour P = MU € (M), introduisons le groupe Py = PMU € P(My).
L’espace %ICS:T s’identifie a %IGDOY,O. Pour P,P' € P(M) et X € itiy p, Popérateur
Rp:p(Tx) s’identifie & Rp p, (70,1). Cette propriété résulte de la construction des
fonctions de normalisation 7p/|p(7x), cf. [5, 2.2].

1.4. Caractéres pondérés. — On conserve les données M et 7 du paragraphe
précédent. On suppose que 7 est tempérée, donc semi-simple d’aprés la définition
que P'on a adoptée. Pour tous P, P’ € P(M), Popérateur Rp/ p(7) est bien défini
et inversible. Plus généralement, pour tout A € i%),, 'opérateur Rp/ p(Ty) est bien
défini et inversible. Fixons P. Pour tout P’ € $(M), considérons la fonction Rp/(7)
sur i@}, définie par
Rp/(T,A) = Rpp(T) " Rprp(T2)-

Elle prend ses valeurs dans l’espace d’endomorphismes de jcf;'y,. La famille
(Rp:(7))prepm) est une (G,M)-famille & valeurs opérateurs ([2] paragraphe
7). Cela entraine que la fonction

A > Re(r, N0 (V)7
P eP(M)

sur i@}, est C* (la fonction fp: est définie en [7] p. 15). On note Rps(7) la valeur de
cette fonction en A = 0. C’est un endomorphisme de X p ;. Il dépend du choix de P
puisque ’espace dans lequel il agit en dépend, mais il n’en dépend qu’a isomorphisme

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2012



180 J.-L. WALDSPURGER

prés. Plus généralement, soient M € £(M) et Q = LU € F(M). On définit une
(L, M)-famille (%IQ-,L (7)) pregr (ary de la fagon suivante: %gL (1) est la restriction a
i@y, de la fonction £p/ (1), oit P’ est un élément quelconque de P(M) tel que P’ C Q
et P’NL C PL (les deux termes de cette derniére inclusion sont des sous-groupes
paraboliques de L, de composantes de Levi M pour le premier et M pour le second).
Comme ci-dessus, on associe a cette (L, M)-famille un opérateur 9@% (7).

Le caractére pondéré de la représentation 7 est la distribution f — J$ (7, f)définie
par

JS (7, f) = trace(Rp ()Ind$ (7, f))

pour toute f € C°(G(F)). Cette distribution est définie & l’aide du sous-groupe
parabolique P que nous avons fixé, mais on montre qu’elle ne dépend pas de ce choix
(parce que R ps(7) n’en dépend qu’a isomorphisme preés). Plus généralement, pour M
et @ comme ci-dessus, on définit une distribution f +— Jg{ (7, f) en remplagant R ps(7)
par ‘%?Z (7).

Dans le cas ot M = G, on pose simplement 8,(f) = JG(, f). La distribution
f = 0:(f) est le caractére usuel de 7.

1.5. Le R-groupe. — Soient M un Levi de G et T une représentation admissible
de M(F). Soit g € G(F). On définit la représentation gr de gM(F)g~! par
(g97)(gmg~1) = 7(m). Son espace E,, est égal & E.. Sa classe d’isomorphie ne dépend
que de I'image de g dans ’ensemble de classes G(F)/M(F). La conjugaison par g
induit un isomorphisme de @}, ®g C sur @, ,s,-1 ®r C que 'on note A — gX. On a
l'égalité g(75) = (97)4x pour tout A € &, Qg C.

Supposons My, C M et 7 irréductible et de la série discréte. Notons
Normgry(7) le sous-groupe des g € Normgr)(M) tels que gr =~ 7. Posons
W(r) = Normgp)(r)/M(F). Simplifions la théorie en supposant vérifices la
condition:

(1) la représentation 7 se prolonge en une représentation 7%V de Normg g (7).

Fixons ce prolongement 7V. Remarquons que 7V est nécessairement unitaire. Pour
P e P(M) et we W(r), on définit un homomorphisme

e e,
AP(w) : ‘%w_IPw,w_IT - ‘%P,'r
de la fagon suivante. Puisque K est en bonne position relativement & My;,, a
fortiori relativement & M, on peut choisir un relévement w de w qui appartient
a K N Normg(p(). Pour e € j(g—lpw’w—lT et k € K, on pose (Ap(w)e)(k) =
7V (w)e(w~'k). Cela ne dépend pas du choix de w. Pour A € i), r, on définit un
endomomorphisme Rp(w, 7)) de jC}Gny., par
Rp(w, ) = AP(w)Rw—lelP(TA) = RlePw‘l((wT)uu\)Awa—l(w)'

C’est un opérateur unitaire. On a la relation d’entrelacement

IndE(wT)wa, 9)Rp(w,72) = Rp(w, 72)IndE(ry, g)
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et la relation de composition
Rp(wiwz,Tr) = Rp(w1, Tw,n) Rp(wa, A).

Apppliquons ceci pour A = 0. Notons W'(7) le sous-groupe des w € W(r) tels que
Rp(w, T) soit une homothétie. C’est le groupe de Weyl d’un systéme de racines ¥’ dont
tout élément est proportionnel 4 une racine de Ap; dans g. Ce systéme est conservé
par Paction de W(r). Fixons un sous-ensemble 't de racines positives et notons
R(7) le sous-groupe des éléments de W (7) qui conservent ¥'*. On a la décomposition
W (r) = W/(r)xR(7). L’application w — Rp(w, 7) se prolonge en un isomorphisme de
lalgebre de groupe C[R(7)] sur l'algébre commutante de la représentation Indg(r).
Ces propriétés forment la théorie du R-groupe, qui est due a Silberger dans le cas
p-adique.

Simplifions encore en supposant:

(2) le groupe R(7) est abélien.

On note R(7)Y le groupe dual de R(7). Pour tout caractére ( € R(7)Y, notons
ycf,,,yc le sous-espace des éléments e € 7(1(;, tels que Rp(w,T)e = ((w)e pour tout
w € R(7). Alors X gmc est stable par la représentation Ind% (7). Notons Ind$(, ¢) la
restriction de Ind$ () a ce sous-espace. Alors Ind$ (7, ¢) est irréductible, sa classe ne
dépend pas de P et Ind$(7,¢) est isomorphe a Ind$(7,¢’) si et seulement si ¢ = ¢’.

Soit m une représentation admissible de G(F). On dit qu’elle est proprement
induite s’il existe un élément Q) = LU € & (Mpin) et une représentation admissible
irréductible o de L(F) tels que Q # G et m ~ Indg(a). Remarquons que si 7
est tempérée, o ’est forcément elle-aussi. Introduisons le groupe de Grothendieck
a coefficients dans Q des représentations admissibles de longueur finie de G(F).
Soit 7 € Temp(G). On dit que 7 est elliptique si son image dans ce groupe n’est
pas combinaison linéaire de représentations proprement induites. En utilisant la
classification de Langlands, on voit qu’il revient au méme de dire que cette image
n’est pas combinaison linéaire de représentations tempérées proprement induites. Il
revient aussi au méme de dire que le caractére de m n’est pas identiquement nul
sur I’ensemble des éléments semi-simples réguliers et elliptiques de G(F'). Revenons
a la situation précédente. Notons W (M) = Normgry(M)/M(F) et W(M)reg le
sous-ensemble des éléments de W(M) qui opérent sans points fixes non nuls sur
@/ Ge. Les trois conditions suivantes sont équivalentes:

— il existe ¢ € R(r)Y tel que Ind$(r, ¢) soit elliptique;

— pour tout ¢ € R(7)V, la représentation Indg(*r, () est elliptique;

— lintersection R(7) N W (M )eg n’est pas vide.

Cela résulte de [7] proposition 2.1(c), compte tenu du fait qu’un caractére d’un
groupe abélien ne s’annule en aucun point de ce groupe. Si ces conditions sont vérifiées,
on a W/(r) = {1}. Inversement, pour toute représentation elliptique m € Temp(G), il
existe M, T et ¢ vérifiant toutes les conditions ci-dessus de sorte que 7 ~ Indg(’r, <).
La classe de conjugaison par W& du triplet (M, 7, () est bien déterminée.
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Remarque. — Les hypothéses simplificatrices (1) et (2) sont vérifiées si G est un
groupe “classique”, en particulier si G est spécial orthogonal, cf. [12] proposition 2.3
et [9]. Les auteurs de ces références imposent des hypothéses au groupe G, qui sont
nécessaires pour déterminer entiérement les R-groupes, mais qui ne le sont pas pour
les propriétés plus rudimentaires ci-dessus.

1.6. La formule de Plancherel-Harish-Chandra. — Pour tout M € £(My;n),
fixons un élément P € P(M). Notons IIo(M) Pensemble des classes d’isomorphie
de représentations irréductibles et de la série discréte de M (F'). Cet ensemble se
décompose en orbites pour l'action 7 +— 7\ de i@ p. Notons {IIy(M)} I'ensemble
des orbites. Pour chaque orbite ), fixons un élément T de cette orbite. Notons i &y
le groupe des )\ € i@}, tels que les représentations 7 et 7, soient équivalentes. Pour
tout A € i@}, on définit la mesure de Plancherel

m(7x) = j(12) 7 d(7),

ou d(7) est le degré formel de 7. Soit f € J(G(F')). La formule de Plancherel-Harish-
Chandra affirme 1’égalité

floy= D> WMWY [y ithyp]

MEPL(Mmin) e {2 (M)}

/ m(ry)trace(Ind$ (1, g~ )IndG (7, f))dA
iy p
pour tout g € G(F). Seules interviennent de fagon non nulle les orbites ) pour
lesquelles une représentation Indg(T,\) admet des vecteurs non nuls invariants par un
sous-groupe ouvert compact de G(F') tel que f soit biinvariante par ce sous-groupe.
Ces orbites sont en nombre fini. La formule ci-dessus est démontrée dans [16] théoréme
VIIL.1.1. Dans cette référence, il y a quelques constantes supplémentaires dues aux
normalisations différentes des mesures. Arthur a introduit les normalisations que nous
utilisons et qui font disparaitre ces constantes.

Nous aurons aussi besoin d’une autre formule. Fixons P = MU € & (Mmpin) €t
une représentation admissible irréductible 7 de M (F'), de la série discréte. Soient

G . . o .
e,e’ € X5 et ¢ une fonction C™ sur 1@}, . Définissons une fonction f. . , sur

pr €LY M,F €’sp
G(F) par

forol9) = [ @) IdE(ms, g)e', hm(ra)an
i@y

Cette fonction appartient & J(G(F)). Identifions tout élément de W(M) a

un représentant dans K N Normgg)(M). Notons &(7) l'ensemble des couples

(w,u) € W(M) x il p tels que w™'r ~ 7,. Pour (w,u) € &(r), fixons un

automorphisme unitaire 7(w, u) de jcf;'y, tel que

7(w, )1 (m) = (w™r7)(m)7(w, k)
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pour tout m € M (F). Définissons ’homomorphisme A(w, u) : XS _, Pw,r — jC,G;.iT par

(A(w, we)(g) = 7(w, pe(w™g).
Pour X € it} i, définissons 'endomorphisme R(w, s, A) de JC}G{., par
R(w, p, A) = A(w, ) Roy=1 pu| P (TA+p)-
I1 vérifie la relation d’entrelacement
R(w, pt, VIndE (ma 4, 9) = Ind§ (run, ) R(w, 1, A).

Posons simplement R(w, u) = R(w, p,0). Soient eq, ey € 7(%,. Alors on a I’égalité

[ ewe@(eh S gleaddg = 3 o) (Rlw, ke eo) e, Rlw, we).
G (w k) €E(r)
C’est une autre fagon d’écrire la proposition VII.2 de [16]. Ici encore, les constantes
disparaissent griace aux normalisations d’Arthur.

L’ensemble &(7) est fini, on peut donc choisir un voisinage w de 0 dans i@, p tel
que (w,u) € &(7) et 1 € w entrainent p = 0. Evidemment Papplication w — (w,0)
est un isomorphisme de W (7) sur le sous-ensemble des éléments de &(7) de la forme
(w,0). Supposons valides les hypothéses du paragraphe précédent. Pour w € W(r),
Popérateur R(w,0) est égal au Rp(w, T) du paragraphe précédent (du moins, on peut
effectuer les divers choix de sorte qu’il en soit ainsi). Pour w € W’(r), c’est une
homothétie dont le rapport est de module 1 par un argument d’unitarité. Seuls les
éléments du R-groupe interviennent de fagon non triviale dans la somme ci-dessus.
On obtient alors

(1) supposons le support de ¢ contenu dans wj; alors on a 1’égalité

/ feer(9) (€, IndE (1, 9)eo)dg = [W'(7)|0(0) D (Rp(w,7)e’,e0)(€p, Rp(w,7)e).
G(F) wER(T)

2. Fonctions trés cuspidales

2.1. Un lemme d’annulation. — Soit 7 une représentation admissible de G(F').
Introduisons sa contragrédiente 7. Soient B une forme bilinéaire sur E; x E; et
f € CX(G(F)). Fixons un sous-groupe ouvert compact Ky de G(F) tel que f soit

biinvariante par K. Les sous-espaces Ef I et E,Ir{ Y sont duaux 'un de I’autre par
I’accouplement naturel, que I'on note < .,. >. Fixons une base B51 du premier et
introduisons la base duale {&;e € 3%’} du second. Posons

traceg (7(f)) = Z B(¢é,m(f)e).
ec BXs
On vérifie que ce terme ne dépend ni du choix de Ky, ni de celui de la base.

Remarquons que la trace usuelle 6, (f) s’obtient comme cas particulier en prenant
pour B l'accouplement naturel sur F; x E.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2012



184 J.-L. WALDSPURGER

Soient P = MU € F(Mmin) et 7 une représentation admissible de M (F’). Soient
B une forme bilinéaire sur ng X Eg’f et f € C°(G(F)). On impose les hypothéses
suivantes

(1) P # Gs

(2) f est trés cuspidale (cf. [17] 5.1);

(3) soient e € EIC;.':T et e € EIC;"% tels que €'(g) ® e(g) = 0 pour tout g € G(F); alors
B(e',e) = 0.

Remarque. — €'(g) ® e(g) est un élément de E; ®c E;.
Lemme. — Sous ces hypothéses, on a traceg(Ind$(r, f)) = 0.

Démonstration. — On fixe un sous-groupe ouvert compact Ky de K tel que f soit
biinvariante par K. Fixons un ensemble de représentants I' de I’ensemble de doubles

classes P(F')\G(F)/Ky. On peut choisir une base BXI de (EgT)Kf telle que, pour
tout e € B~ , il existe v € I de sorte que le support de e soit contenu dans P(F)yKy.
L’élément correspondant é de la base duale vérifie la méme propriété, avec le méme
5. Pour tout e € %7, on a
Ind$(r, f)e = Z < &, Ind$(r, fle > €,
e'e BXs

tracep(Ind$(r, f)) = Z B(&,€') < &,IndS (7, fle > .
e, e’ BES
Fixons e, e’ € B57 11 suffit de prouver que le terme indexé par e, e’ dans cette somme
est nul. Soient v,y € I tels que le support de e, resp. €, soit contenu dans P(F)yKjy,
resp. P(F)y'Ky.Siy # 7, on a é(g)®¢€’(g) = 0 pour tout g € G(F), donc B(¢,e’) = 0.
Supposons v =v’. On a

< &,Ind§(r, f)e >= /K /G [0 <E@.c0) > dodn

ou ’accouplement intérieur est celui sur F; X E.. On effectue le changement de variable
g — x~lg puis on décompose g en g = muk, avecm € M(F),u € U(F), k € K. D’ou

< &, Ind§(r, fe >=/K/K/M(F) /U(F) f(z™'muk)

< &(z),7(m)e(k) > 6p(m)/?dudm dk dz.
Fixons z,k,m et supposons < & (x),7(m)e(k) ># 0. Cela entraine € P(F)yKy
et k € P(F)yKy. Donc k € P(F)zKy. Ecrivons k = m/v/zk’, avec m’ € M(F),
u' € U(F), ¥ € Ky et considérons I'intégrale intérieure de la formule ci-dessus.
Puisque f est invariante & droite par K, le k" disparait. Par le changement de variable

u — m'uu ~Im’ !, cette intégrale devient

5p(m')1/2/ f(z™'mm uz)du.
U(F)
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Elle est nulle puisque f est trés cuspidale. Donc < &, Indg(T, f)e >= 0, ce qui achéve
la preuve. O

Ce lemme admet plusieurs variantes. Supposons My,;, C M. Au lieu des modéles
E}sz et ng, on peut aussi considérer les modéles ﬂC,G;yT et X ,‘;} et une forme bilinéaire
B sur %g’f X JCICS",.. Le lemme reste valide si 'on remplace ’hypothése (3) par

(3’) soient e € jc,‘;', et e € %gwf tels que €’(k) ® e(k) = 0 pour tout k € K; alors
B(e',e) = 0.

Dans le cas ot 7 unitaire, on peut aussi considérer une forme sesquilinéaire B sur
Kpr x Kp, vérifiant la méme condition (3’). Le lemme reste valide.

2.2. Caractéres pondérés et fonctions trés cuspidales. — Soient M €
P(Mmin) et f € CP(G(F)). Comme on I'a dit, le caractére pondéré J$ (7, f) est
défini pour toute représentation 7 tempérée (ce qui impose, d’aprés nos conventions,
que 7 semi-simple et de longueur finie). Plus généralement, on peut prolonger la
définition par linéarité a4 une combinaison linéaire finie de représentations tempérées
irréductibles. Fixons une telle combinaison linéaire 7.

Proposition. — Supposons f trés cuspidale.
(i) Soient M € £(M) et Q € F(M). Si M # M ou siQ # G, on a Ja(r,f) =0.
(i) Supposons que T est combinaison linéaire de représentations proprement
induites. Alors J$ (1, f) = 0.

Démonstration. — Pour prouver (i), on peut supposer 7 irréductible. Démontrons
d’abord Dassertion pour M = M et Q # G. Soit donc Q = LU € F(M) tel que
Q # G. Fixons P € P(M) tel que P C Q. Pour P’ € P(M) tel que P’ C Q,
définissons une fonction cp/ sur i@}, par

cpi(N) = trace(Rp:(p(T) " Rp p(Ta)IndE (7, f)).

Il s’agit de la trace d’un endomorphisme de X }GDYT. Par définition, Jﬁ (7, f) est la valeur
en A = 0 de la fonction

=10V ] A Y

P'eP(M);P'CQ

Pour démontrer que J]?,I (7, f) = 0, il suffit de prouver que cp/(A\) = 0 pour tous P’ et
. Fixons P’ et A. Introduisons les représentations m = Indb, (1) et 7’/ = Ind%, (1),
que P’on réalise dans les espaces jc’;n Lr et Kbin - On peut identifier JC%T, resp.
7CG,7T, a j(gm resp. 7(8,,,,. On dispose de l'opérateur R}L>'nL|PnL(T/\) : jffan[,,, —
Kb - Modulo les identifications précédentes, Rp/p(7x) s’identifie & I'opérateur
e — R}L,,nLanL('r,\) oe de %g’ﬂ dans 7(87,,,. Il en est de méme pour 'opérateur

Rp/p(T). Introduisons la forme sesquilinéaire B sur %gyw, X 7(8,,, définie par

B(e',e) = (elawanmPnL(T)—lR}LD'nuPnL(TA) oe).
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On a alors cpr(A) = traceg(m(f)). Les conditions du lemme précédent sont vérifiées,
si I’on remplace dans ce lemme P et 7 par et 7. Le lemme entraine cp/(A) = 0
comme on le voulait.

Passons au cas général. On peut appliquer a la (G, M)-famille (%,?L (M) pregt
les formules de descente d’Arthur, en particulier le corollaire 7.2 de [4]. On en déduit
légalité

Tem )= Y di(M,L)Jg (7. f).
L'e £t (M)
Le sous-groupe parabolique @’ appartient & #(L’) et est contenu dans Q. Si Q # G,
tous ces ' sont aussi différents de G. I en est de méme si M # M car dans ce cas,
la condition d%; (M, L') # 0 implique que L’ C L. Alors le résultat précédent entraine
JAQZ(T, f) =0, ce qui prouve (i).

Pour (ii), il suffit de considérer le cas ou 7 est proprement induite. Fixons P’ =
M'U’" € FM (M) et une représentation irréductible 7/ de M’(F) tels que P’ # M
et 7 = Ind¥ (7). La représentation 7’ est tempérée. Il résulte des définitions (cf. la
fin du paragraphe 1.3) que l'on a 1’égalité

T (r, ) = Ty (7', f).

On applique le (i) en remplagant M et M par M’ et M. On obtient la nullité du terme
de droite ci-dessus, d’ou celle du terme de gauche que ’'on voulait démontrer. O

Pour f € CX(G(F)), le terme J§ (7, f) dépend des facteurs rp/p(7,)) utilisés
pour définir les opérateurs d’entrelacement normalisés. En fait

(1) pour f trés cuspidale, J§ (7, f) ne dépend pas des facteurs de normalisation.

En effet, considérons deux familles de facteurs, que ’on indexe par les nombres
1 et 2. On en déduit deux (G,M)-familles (cp/1)prcopnr) e (cpr2)peon
comme dans la preuve précédente et il suffit de prouver que cp1 = cao-
Or il existe une (G,M)-famille (dp')pcp(rr), construite a l'aide des rapports
rp 1 (T, A)Tpripa(T, A)71, telle que cpr,; = cpradpr pour tout P’. On a alors la
formule de descente

CM,1 = Z d?/I(LI7L”)cCI\2/I,,2d§\?/IN’
L', L"€2(M)

cf. [4] corollaire 7.4. Le terme Q' est un élément de P(M’) et cgyz = JAQ/II(T, f), ce
terme étant calculé & 1'aide de la seconde famille de facteurs. Si L' # G, il est nul
d’apres le (i) du lemme. Dans la somme ci-dessus, il ne reste que la contribution du
couple (L', L") = (G, M). Pour ce couple, cgzd%f“ = cM,2, d’ou Pégalité cherchée.

2.3. Induction de quasi-caractéres. — Pour ce paragraphe, oublions les choix
de mesures de Haar et de sous-groupe compact spécial que 'on a effectués. Soit
M un Levi de G. On munit G(F) et M(F) de mesures de Haar. Soit AM une
distribution sur M(F') invariante par conjugaison. On sait définir la distribution
induite A = Ind$§;(AM), qui est une distribution invariante sur G(F). Rappelons sa
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définition. Fixons un élément P = MU € $(M) et un sous-groupe compact spécial
K de G(F), en bonne position relativement & M. Munissons K et U(F) de mesures
de Haar, compatibles au sens habituel avec les mesures sur M(F) et G(F). Pour
f € CX(G(F)), on définit fp € CX(M(F)) par

fp(m) = 6p(m)*/? /K /U " f(k™Ymuk)du dk.

On pose A(f) = AM(fp). Cela ne dépend pas des choix de P et K. Soit maintenant
6™ une fonction définie presque partout sur M (F'), localement intégrable et invariante
par conjugaison. Soit AM la distribution associée, c’est-a-dire que

M = m Mm m.
AM(p) = /M(F)w( 6™ (m)d

A Paide de la formule d’intégration de Weyl, on vérifie que A est elle-aussi associée
& une fonction 6 sur G(F), localement intégrable et invariante par conjugaison. Pour
tout = € G(F), fixons un ensemble %™ (z) de représentants des classes de conjugaison
par M(F) dans Pensemble des éléments de M (F) qui sont conjugués & z par un
élément de G(F'). Pour € G,eg(F'), on a I'égalité

1) 6@ = > Da=)"M2DM () 20M ().
z'e XM ()

Les fonctions D¢ et DM sont les modules des fonctions discriminants de Harish-
Chandra habituelles. Cette formule montre que 6 est indépendante des choix de
mesures sur G(F) et M(F). On note Ind§; (6M) = 6.

Rappelons que l'on a défini en [17] 4.1 la notion de quasi-caractére de G(F'). Soit
0 une fonction définie presque partout sur G(F') et invariante par conjugaison. On dit
que c’est un quasi-caractére si et seulement si, pour tout élément semi-simple z de
G(F), il existe un bon voisinage w de 0 dans g, (F) et, pour tout @ € Nil(g,), il existe
cg,p(x) € C de sorte que l'on ait ’égalité

(2)  Oexp(X))= D cpo(@)i(0,X)

OeNil(g.)

presque partout pour X € w. Donnons quelques explications. On note G, la
composante neutre du centralisateur Zg(z) de  dans G et, comme toujours g, son
algébre de Lie. On renvoie & [17] 3.1 pour la notion de bon voisinage. On note Nil(g,)
’ensemble des orbites nilpotentes dans g,. La fonction X — j(0, X) est la fonction
associée a la distribution transformée de Fourier de I'intégrale orbitale Jy associée &
), normalisée comme en [17] 1.2.

D’autre part, soit oM e Nil(m). On sait définir “I’orbite induite” de 0. Plus
exactement, c’est la réunion d’un certain nombre d’éléments de Nil(g). Fixons P =
MU € P(M). Une orbite & € Nil(g) est incluse dans cette orbite induite si et
seulement si Pintersection ©N (6" +u(F)) contient un ouvert non vide de 9" +u(F).
On pose [0 : ©™] = 1 si O est incluse dans I'orbite induite de 6™, [0 : ©™] = 0 sinon.
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Remarquons que si [0 : QM] = 1 et si 'une des deux orbites est réguliére, ’autre lest
aussi.

Pour un élément semi-simple z € G(F), on a fixé ci-dessus un ensemble aM(z).
Pour tout élément =’ de cet ensemble, on note I'y; 'ensemble des g € G(F') tels que
gzrg~! = z'. C’est un espace principal homogéne pour I’action a droite de Zg(z)(F).
Pour tout g € T'y/, la conjugaison par g envoie Nil(g,) sur Nil(g,). On note O — g
cette application.

Lemme. — Soient 0™ un quasi-caractére de M(F) et § = Ind$;(6M). Alors

(i) 0 est un quasi-caractére de G(F);

(ii) soient x un élément semi-simple de G(F) et O € Nil(g,) une orbite réguliére;
on a ’égalité

wo@)= Y. Y Y D@ DM@)

z'eX¥M(z) g€l 1 /G (F) ©'€Nil(m )
(Zum(z')(F) : My (F)) g0 : Ocom g (z).

Démonstration. — Soit = un élément semi-simple de G(F'). Considérons un bon
voisinage w de 0 dans g,. Pour z’ € %M(x), posons wyr = gwg~ ', oit g est un
élément quelconque de I';,. C’est un bon voisinage de 0 dans g,/. En prenant w assez
petit, on peut supposer que wi‘,l = wy Nmy (F) est un bon voisinage de 0 dans
mg/(F) et que le quasi-caractére M admet un développement de la forme (2) dans
z'exp(w)f). On définit 6 ,,: c’est la fonction sur m, (F), & support dans w) et
telle que Oi‘ﬁ[ MY) = 6M(z'exp(Y)) pour tout Y € wM. C’est un quasi-caractére
de my/ (F). En adaptant les définitions ci-dessus aux algébres de Lie, on définit la
fonction localement intégrable ¢z ., , = Indff’l (0 u) sur gz (F). On va prouver

(3) pour tout X € wN gy reg(F), on a Iégalité
beexp(X) = S 3 DS(a)"M2DM(g/)/2
z'€XM (z) €T 41 /G (F)
(Zum(@')(F) : My (F)] 7 ¢t 0, (9Xg71).

Fixons X. Pour tout z’ € ¥ (z) et tout g € '/, fixons un ensemble ¥ (X g~1)
de représentants des classes de conjugaison par M,/ (F') dans ’ensemble des éléments
de M,/ (F) qui sont conjugués & gXg~! par un élément de G, (F). 1l est inclus dans
wM et on peut supposer qu’il ne dépend que de I'image de g dans I'y//G,(F). En
appliquant la formule (1) aux fonctions ¢,/ ,_,, le membre de droite de la formule (3)
est égal &

> 3" D) V2DM (&) Zu (') (F) : My (F)] "
z’e%M(z) g€l 1 /Gy (F)

z DG (Y)_1/2DMI’(Y)1/20M(a:'exp(Y)).
YexMs' (9Xg=1)
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Soient z’, g et Y apparaissant dans cette somme. On a
D (@)DC= (Y) = DC(a')DC+ (¥) = D (¢'exp(Y)),
DM(2"\DM='(Y) = DM (2'exp(Y)).
D’autre part, ’exp(Y) est un élément de M (F') conjugué a rexp(X) par un élément

de G(F). Il est donc conjugué par un élément de M(F) & un unique élément de
XM (zexp(X)). Notons cet élément y(z',9,Y). On a

DY (a'exp(Y)) ™2 DM («'exp(Y))"/?6M (z'exp(Y)) =
D (zexp(X))~/* DM (y(a', 9,Y)) /20 (y(', 9, Y)).

La formule ci-dessus s’écrit donc

> c(y)DC(zexp(X))~/2DM (y)/20M (y),
yeXM (zexp(X))
ou
c(y) = >, [Zan(z')(F) : Mo (F)] 71
z’,9,Y3y(z’,9,Y)=y

En comparant avec la formule (1), on voit que, pour démontrer (3), il suffit de prouver
que

(4) c(y) = 1 pour tout y € ¥ (zexp(X)).

Soit y € XM (zexp(X)). Fixons v € G(F) tel que yzexp(X)y~! = y. Puisque
y € M(F) N Greg(F), le centralisateur G, de y est contenu dans M. Mais yzy~?
appartient & G,(F). Il appartient donc & M(F). 1l existe donc ' € X™(z) et
m € M(F) tel que yzy~! = ma'm™!. Posons g = m~1v. Alors g € I'y» et ¥ = mg. On
ay = ma'exp(gXg~!)m~!. Puisque y € M(F), on a aussi z’exp(gXg~1) € M(F),
donc gXg~! € my (F). Alors gXg~! est conjugué par un élément de M,/ (F) a un
élément Y € ¥M=’ (9Xg~1) et y est conjugué par un élément de M(F) a z’exp(Y).
Pour ces choix de z’,g,Y, on a y = y(z',9,Y). Soit (z},g1,Y1) un autre triplet,
supposons y = y(x}, g1, Y1). Quitte & multiplier g & gauche par un élément de G,/ (F)
(ce qui revient a le multiplier & droite par un élément de G;(F')), on peut supposer
Y = gXg~!. De méme, on peut supposer Y; = nggfl. Soit u € M(F) tel que
pz'exp(Y)p~! = ziexp(Y). Alors pgrexp(X)g~'pu~! = gizexp(X)g;'. En posant
h = gi'ug, on a hzexp(X)h™! = zexp(X). Puisque wexp(X) est régulier, cela
entraine h € Ggexp(x)(F). Cet ensemble est contenu dans G (F') d’aprés les propriétés
des bons voisinages. Donc h € G;(F). On a alors

pa'p~t = pgrg~'pTt = grhah gt = af.
Par définition de Iensemble ¥ (z), cela entraine ) = z’. A fortiori, la constante
[Zm () (F) @ My (F)]! qui intervient dans la définition de c(y) est égale a
[Zm(z')(F) : My (F)]~! et ne dépend pas du triplet. Puisque z} = z’, la relation ci-
dessus entraine u € Zps(z')(F). En revenant a la définition de p, on a pYpu~! =Y;.

Le couple (g1G.(F),Y1) appartient donc & lorbite de (¢G(F'),Y) pour l'action
de Zp(2')(F) ainsi définie: 'action de u € Zp(z')(F) envoie (9G(F),Y) sur le

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2012



190 J.-L. WALDSPURGER

couple (g1G.(F),Y7) tel que g1G.(F) = pgG,(F) et que Y7 soit I'unique élément
de XM= (91Xg7') conjugué a pYu~! par un élément de M, (F). Inversement,
on vérifie que tout couple ainsi obtenu convient. L’action de Zps(z")(F) que l'on
vient de définir se quotiente en une action de Zps(z')(F)/M, (F). Remarquons que
Zp(z') NGy = M, car ces deux ensembles sont égaux au commutant de Ay, dans
G. 11 en résulte que action de Zp(z')(F')/My (F) est libre: son action sur la
premiére composante ’est. Le nombre de triplets est donc égal au nombre d’éléments
de ce groupe, ce qui entraine (4) et achéve la preuve de (3).

La formule (3) nous rameéne au probléme suivant. Soit maintenant M un quasi-
caractére de m(F'), dont on écrit le développement & l’origine

M) = Y cou guiM(OY,Y).
OM eNil(m)

Soit 0 = Indf,,(OM ). On doit prouver que 0 posséde un développement & l’origine de
la forme
(5)  6X)= D c00°(0,X),
PeNil(g)
et prouver que, pour @ réguliére, on a 1’égalité

©) o= D [0:0"]
OM eNil(m)
Comme on l’a expliqué, l'induction ne dépend pas des mesures de Haar, si on la
considére comme une application portant sur des fonctions localement intégrables. On
peut donc supposer que les mesures sont normalisées comme en [17] 1.2. L’analogue
pour les algébres de Lie de 'application f — fp “commute” a la transformation de
Fourier. On en déduit que l'induite d’une fonction Y — j (QM,Y) est la fonction
associée a la transformée de Fourier de la distribution induite de I’intégrale orbitale
J g{w Il est bien connu que cette distribution induite est combinaison linéaire des
intégrales orbitales Jg pour des éléments @ € Nil(g) inclus dans 'orbite induite de
©™. En tout cas, I'induite d’une fonction Y — M (@M,Y) est combinaison linéaire
de fonctions X ~— 7%(8, X), ce qui prouve l'existence du développement (5). Pour
prouver (6), on voit qu’il suffit de prouver que, pour oM réguliére, la distribution

induite de J gl)\/{w est égale &
3 [0:0MJS.

DeNil(g)
On peut supposer M et G quasi-déployés, sinon il n’y a pas d’orbites nilpotentes
réguliéres et la question est vide. Toute orbite nilpotente réguliére O de g(F) apparait
dans l'orbite induite d’une unique orbite nilpotente réguliére O™ de m(F). En effet,
fixons P € (M) et un sous-groupe de Borel B de G tel que B C P. Soient Y,Y’ €
m(F), N,N’ € u(F), supposons que Y + N et Y’ + N’ appartiennent & . Quitte
& effectuer des conjugaisons par des éléments de M (F'), on peut supposer Y,Y’ €
b(F) N m(F). Soit g € G(F) tel que g(Y + N)g=! = Y’ + N'. L’élément Y’ + N’
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appartient aux deux sous-algébres de Borel b et gbg~'. Mais Y’/ + N’ est régulier
donc n’appartient qu’a une seule telle sous-algébre. Donc gbg~! = b et g appartient
a B(F). En écrivant g = mu, avecm € M(F) et u € U(F), on a alors Y = mYm™1,
c’est-a-dire que Y et Y’ sont dans la méme orbite. Cette unicité nous permet de
transformer notre probléme en le suivant: prouver que la distribution induite de

. Jok

OM reguliére

> U

@ réguliére

est égale a

Introduisons un sous-groupe de Borel B comme ci-dessus et un sous-tore maximal
T C BNM. Fixons un élément X € t(F)Ngreg(F). En utilisant un résultat de Shelstad,
on a prouvé en [17] lemme 11.4 que la premiére distribution ci-dessus était la limite
simple des distributions f — JM (2X, f) sur M(F) quand z € F* tend vers 0 (dans
[17], notre groupe était un groupe spécial orthogonal, mais la démonstration de cette
propriété n’utilisait pas cette particularité). De méme, la seconde distribution est la
limite simple des distributions f — Jg(2X, f) sur G(F). Mais il résulte des définitions
que la distribution f — Jg(2X, f) est 'induite de la distribution f — JM(2X, f). La
conclusion s’ensuit. O

2.4. Intégrales orbitales pondérées invariantes. — Soient f, f' € C°(G(F)).
Nous dirons que f et f’ sont équivalentes si et seulement si D(f) = D(f’) pour toute
distribution D sur G(F’) invariante par conjugaison. Comme on le sait, cette condition
est équivalente & 'une ou 'autre des deux conditions suivantes

(1) Jo(z, f) = Jg(z, f') pour tout z € G(F);

(2) 0-(f) = 0-(f") pour toute représentation m € Temp(G).

Soient M € L(Muin), € € M(F) N Greg(F) et f € CX(G(F)). Arthur a défini
'intégrale orbitale pondérée Jas(z, f). On a rappelé la définition en [17] 2.3. Il a aussi
défini I'intégrale pondérée invariante I (z, f). Conformément a la pratique d’Arthur,
nous noterons aussi ces termes J$r(z, f) et I$ (z, f) il convient de préciser quel est le
groupe ambiant. Rappelons la définition de Iy (z, f). Pour Z € g g, notons 1g,—z
la fonction caractéristique de ’ensemble des z € G(F') tels que Hg(z) = Z. Notons
H ac(G(F)) Pensemble des fonctions f : G(F) — C qui vérifient les deux conditions
suivantes

(3) f est biinvariante par un sous-groupe ouvert compact de G(F);

(4) pour tout Z € g p, la fonction flp, -z appartient & C°(G(F)).

Remarquons que plusieurs définitions posées pour les fonctions appartenant a
CX(G(F)) se généralisent aux éléments de H..(G(F)). Par exemple les intégrales
orbitales pondérées (on pose Juy(z,f) = Jm(z, flag=—Hs(z))) ou la mnotion
d’équivalence introduite ci-dessus.

Soient L € £(Muin) et f € CP(G(F)). Arthur montre qu'’il existe une fonction
dL(f) € Hac(L(F)) telle que, pour toute représentation m € Temp(L) et tout Z €
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@1, r, on ait les égalités

(5) /ﬂ JL(ﬂ')\’f)exp(")\(Z))d/\=/ﬂ' Ox, (61(f)1H,=z)exp(—A(Z))dA

Z,F 8L r
= mes(i¥;, p)0r (oL (f)1H,=2)-

Cela résulte de [5] théoréme 12.1 et [4] proposition 1.1. La fonction ¢ (f) est bien
définie & équivalence prés. On définit Ips(z, f) par récurrence sur ap — ag par la
formule

Iv(e, f)=du(@, )= D, I é0(Hla=m,@)-

Le£(M),L#G

Bien siir, Ins(z, f) ne dépend que de la classe de conjugaison par M(F') de z. La
distribution f +— Ipr(z, f) est invariante par conjugaison par G(F) et ne dépend
pas du choix du groupe K. La propriété suivante en résulte, par simple transport
de structure. Soit ¢ € G(F) tel que gMg~! € £(Mpi,). Alors on a 'égalité
IgMg_1 (g:l)g_l, f) = IM(:L" f)

Pour f € CP(G(F)), on définit une fonction 65 sur Geg(F') de la fagon suivante.
Soit £ € Greg(F). Notons M(x) le commutant de Ag, dans G. C’est un Levi de G
et c’est le plus petit Levi contenant z. Choisissons g € G(F') tel que gM(z)g™! €
£(Mmin)- On pose

05(z) = (—1)*M@ 96 D% (2) "2 I p1()g-1 (929", f).

Cela ne dépend pas du choix de g. La fonction f; est invariante par conjugaison
et localement constante sur Greg(F'). Remarquons que 6y = 6y si f et f' sont
équivalentes, puisque les distributions f +— Ips(x, f) sont invariantes par conjugaison.

2.5. Fonctions cuspidales et quasi-caractéres. — Soit f € C°(G(F)). On dit
que f est cuspidale si et seulement si, pour tout groupe de Levi M C G et pour
tout © € Greg(F) N M(F), on a Jg(z, f) = 0. Cette condition est équivalente a ce
que 0, (f) = 0 pour toute représentation m de G(F') qui est tempérée et proprement
induite. Une fonction trés cuspidale est cuspidale.

Lemme. — Soit f € C®(G(F)), supposons f cuspidale. Alors 0 est un quasi-
caracteére de G(F').

Démonstration. — Arthur définit un ensemble de représentations virtuelles Ty (G).
Tout élément 7 de Ty (G) est une combinaison linéaire a coefficients complexes de
représentations elliptiques. Par linéarité, on définit la contragrédiente #, le caractére
0 et, pour X € i 8y, la représentation virtuelle my qui appartient aussi & Ty (G). On
note {T.;i(G)} 'ensemble des orbites dans Te;;(G) pour l'action A — 7). Si K’ est un
sous-groupe ouvert compact de G(F'), il n’y a qu’un nombre fini d’orbites @ € T,;(G)
pour lesquelles il existe 7 € ) et une fonction f' € C°(G(F)), biinvariante par K’,
de sorte que 6,(f’) # 0. Pour toute orbite ), on fixe un point-base 7 € €. En [7]
théoréme 5.1, Arthur associe & © un coefficient que nous notons c() dont nous ne
rappelons pas la définition (on explicitera toutefois ce coefficient pour les groupes
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spéciaux orthogonaux en 7.3). On a ¢(®) > 0. Puis Arthur démontre que, pour toute
fonction cuspidale f € C°(G(F)), pour tout M € £(Mmni,) et pour tout élément
Y € M(F) N Greg(F) qui est elliptique dans M (F'), on a ’égalité

DYy V(-1 Iy (y, f) = Y, o) / NN LA

0€{Tou(G)} b, r

Elle équivaut a

Dy (=) Iy (y, f) = Y. (D)0 (v)0x(Flugmrow),
0e{Tu:(G)}

ou ¢/(0) = mes(i g )c(0). Soit x un élément semi-simple de G(F). Pour y dans un
certain voisinage de z, on a Hg(y) = Hg(z). Nos définitions et la formule ci-dessus
entrainent que, pour y € Gr.z(F') dans ce voisinage, on a I’égalité

M 6= Y (O)s(fLlr=ric)-

Oe{Teu(G)}

Comme on l'a dit, la somme est en fait finie. Donc 6; coincide dans ce voisinage
de x avec une combinaison linéaire finie de caractéres de représentations admissibles
irréductibles. D’aprés Harish-Chandra ([11] théoréme 16.2), tout tel caractére est un
quasi-caractére. La notion de quasi-caractére étant de nature locale, la conclusion
s’ensuit. O

On appelle ¢ le quasi-caractére associé a f.

La notion de cuspidalité se généralise aux éléments de H oo (G(F)): f € Hac(G(F))
est cuspidale si et seulement si fly,—z l'est pour tout Z € &g r. La définition de
Oy aussi: 05 = > zcp  Of1u, -5, cette somme étant localement finie.

2.6. Les deux quasi-caractéres associés a une fonction trés cuspidale. —
Soit f € C°(G(F)) une fonction trés cuspidale. On vient de lui associer un quasi-
caractére 0y sur G(F). Dans [17] 5.3 et 5.9, on lui a associé un autre quasi-caracteére,
que l'on avait noté 65 dans cette référence, et que nous noterons désormais 01{ . En
fait, cette définition dépend des choix de mesures. Nous modifions la définition de
[17] 5.6 en utilisant nos présentes mesures plutdt que celles de cette référence. Soit
& € Greg(F). Notons M(z) le commutant de Ag, dans G. Par définition

67(z) = (~1)*m@=2 D% (2)"/2J ) (x, f),

'intégrale pondérée étant calculée a ’aide d’un sous-groupe compact spécial de G(F')
en bonne position relativement & M(z).

Remarque. — L’exposant J de la notation 0} rappelle que cette fonction est construite
a l'aide des intégrales orbitales pondérées non invariantes. La définition n’a de sens
que parce que ces intégrales, bien que n’étant pas invariantes, vérifient néanmoins
une propriété d’invariance par conjugaison, quand on les restreint aux fonctions trés
cuspidales.
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I convient de comparer 67 et ;.

Lemme. — Soit f € CP(G(F')) une fonction trés cuspidale. Alors
(i) pour tout L € £(Mmin), la fonction ¢r(f) est cuspidale;
(ii) on a l’égalité
07 = > WHWE|TH(-1)* "¢ IndF (6, 5)-
Lef(Mmin)

Démonstration. — Pour prouver (i), on doit montrer que, pour tout Z € &L r et
toute représentation tempérée proprement induite 7 de L(F'), on a 0, (¢ (f)1u,=z) =
0. Cela résulte de 1'égalité 2.4(5) et du lemme 2.2(ii) qui affirme que J& (7, f) = 0
pour tout \ € i &}

Soit ¢ € C(G(F)). On peut écrire la formule d’intégration de Weyl sous la forme

W [ o= > wrwe
G(F) M€E£(Mmin)

> wannt |

07(t)Ja(t, ©)DC(t)'/*dt,
Te€T (M) T(F)

avec les notations d’Arthur que ’on a rappelées en [17] 2.4. Pour tout L € £(Muin),
fixons Qr, € $(L). On a de méme

dS 05, () @elo)dg = [ 0F, ) Wpa, ()
/G(F) L (05, (5)(9)e( Ly P Bea

T T2 IW(M’T)I_I/ 05, (n (D TL(t @, ) D" (1) dt.
MeL" (Mmin) Te€T (M) T(F)

Le terme Ji(t, ¢q, ) intervenant ci-dessus est égal & Ji(t, ). Notons vy la fonction
figurant dans le membre de droite du (ii) de ’énoncé. En sommant les égalités ci-
dessus, on obtient

@) /G JRICEOL:

= > wMwert Y WD [ @t e
MePL(Mmpin) Te€T (M) T(F)
ol on a posé
Ym,r(t) = Z (—1)“%G%L(f)(t)DL(t)l/z-
Le£(M)

Soient M € L(Mmin), T € Teu(M) et t € T(F) N Greg(F). Pour L € £(M),
appliquons la définition de 0£L ( f)(t) donnée en 2.4. Puisque T est elliptique dans
M, le Levi M (t) est égal & M (que le groupe ambiant soit G ou L). Donc

0% (5 (®) = (=1)™ =L DE(t) V2 1L (¢, 6L (f)).
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On peut aussi bien remplacer ¢ (f) par ¢r(f)1xy, —n, (). Alors

() = (=17 Y It o(Hle,—m.e)
Le$(M)

= (=1)* e TG (¢, ).

En se reportant & la définition de [17] 5.3 rappelée ci-dessus, on obtient vas,r(t) =
DS(t)!/20{(t). On conclut en comparant les égalités (1) et (2). O

2.7. Fonctions cuspidales et fonctions trés cuspidales

Lemme. — Soit f € CX(G(F)) une fonction cuspidale. Alors il existe une fonction
trés cuspidale f' € C°(G(F')) qui est équivalente a f.

Démonstration. — Par un procédé de partition de I'unité tel que celui de la preuve
de [17] proposition 6.4, il suffit de prouver P’assertion suivante

(1) soit z € G(F') un élément semi-simple; alors il existe un G-domaine 2 dans G(F)
et une fonction trés cuspidale f' € C°(G(F)) tels que z € Q et Ja(y, f') = Ja(y, f)
pour tout ¥y € QN Gieg(F).

Supposons Ag, # Ag. 1l existe un G-domaine ) contenant x tel que, pour y €
QN Greg(F), on ait Ag, # Ag, autrement dit y n’est pas elliptique dans G(F).
Alors Jg(y, f) = 0 et il suffit de prendre f' = 0 pour vérifier ’assertion. Supposons
maintenant Ag, = Ag. Fixons un bon voisinage w de 0 dans g;(F'). Le quasi-
caractére 0; se descend en un quasi-caractére s ., sur g,(F), cf. [17] 4.3, qui
est évidemment a support compact modulo conjugaison et invariant par ’action
de Zg(z)(F). En combinant la proposition 6.4 et le lemme 6.2 de [17], on voit
qu’il existe une fonction trés cuspidale f' € C(G(F)) telle que 0'{,@7“) = 0fzw-
Posons 2 = {g 'zexp(X)g; X € w,g € G(F)} et soit y € QN Greg(F). Si y nest
pas elliptique dans G(F), on a Jg(y, f') = 0 = Jg(y, f). Supposons y elliptique,
écrivons y = g 'zexp(X)g avec g € G(F) et X € w. D’apreés les définitions, on a
JG(ya f/) = ef'yz,w(X) et JG(:‘/’ f) = of,z,w(X)' D’ou Pégalité JG(y’ f’) = JG(yv f)
Cela prouve (1) et le lemme. a

3. Majorations pour le groupe linéaire GL;

3.1. Le groupe linéaire. — Soient £k > 1 un entier, V un espace vectoriel
sur F' de dimension k et (v;);=1,.. & une base de V. On note simplement GLj; le
groupe (algébrique) des automorphismes linéaires de V. Pour g € GLg(F), on
note (gi ;)i j=1,..k sa matrice dans la base fixée. On note Bj le sous-groupe de
Borel triangulaire supérieur de GLg, Uy son radical unipotent et Ay le sous-tore
diagonal. Pour a € Ai(F), on note simplement a; = a;; son coefficient diagonal,
pour s = 1,...,k. On note K}, le sous-groupe compact spécial de GL(F') formé des
éléments a coefficients entiers et de déterminant de valuation nulle.
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La théorie du R-groupe est “triviale” pour le groupe linéaire. C’est-a-dire que
les représentations tempérées irréductibles et elliptiques de GLi(F) sont de la série
discréte.

Ces notations seront utilisées pour divers espaces, parfois sans que I’on précise leur
base. Ou bien le choix de cette base sera implicite, ou bien il n’aura pas d’importance.

Dans la suite de cette section, on fixe un entier k¥ > 1, on pose G = GLg, et on
utilise les notations ci-dessus dont on supprime 'indice %.

3.2. Une majoration. — Pour tout g € G(F'), on note g = ap(g)up(g)kp(g) une
décomposition de g telle que ag(g) € A(F), up(g) € U(F), kg(g) € K. Pour un entier
¢ > 1, on note U(F), le sous-groupe des éléments u € U(F') tels que valp(u;;41) > —¢
pour tout ¢ =1,...,k — 1. Soient D € R et g € G(F'), posons

I(e, D, g) = /U o, Z o)

c

Proposition. — Cette intégrale est convergente. Pour tout D, il existe un réel R tel
que

I(c, D, g) < c%o(9)?b5(an(9))"/*
pour tout ¢ > 1 et tout g € G(F).

La preuve sera donnée en 3.4.

3.3. Un lemme auxiliaire. — Supposons k > 2, notons P = MUp le sous-groupe
parabolique des éléments de G qui conservent la droite F'v;. Soient ¢ > 1 un entier,
D un réel et m € M(F). Posons Up(F). = Up(F)NU(F), et

Ip(e,D,m) = / 2% (um)o (um)Pdu.
Up(F)c
Lemme. — Cette intégrale est convergente. Pour tout D, il existe un réel R tel que
Ip(c,D,m) < cfa(m)Rsp(m)V/?EM (m)
pour tout ¢ > 1 et tout m € M(F).

Démonstration. — Le réel D est fixé. Soit b > 0 un réel. On a introduit en 1.1 la
fonction 1,>3. Notons Uy le sous-groupe des éléments u € Up tels que u; 2 = 0.
Posons

Iy(b,D) = / 1o55(u)d5(ag(u)) 20 (u)Pdu.
Uy(F)
Montrons que
(1) cette intégrale est convergente et il existe € > 0 tel que
Iy(b, D) < exp(—eb)

pour tout b > 0.
Considérons le sous-espace V" de V engendré par les éléments vy, vs, ..., vg. Soit
G" = GLg—1 son groupe d’automorphismes, qui s’identifie & un sous-groupe de G. Le
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groupe B” = G"” N B est le sous-groupe de Borel standard de G”, P = G" N P est
un sous-groupe parabolique de G” et Uy n’est autre que le radical unipotent de P”.
D’aprés [16] lemme I1.4.2, il existe un entier d > 0 tel que l'intégrale

@ [ pilag @) o)
Uy (F)

soit convergente. Soit u € Uy(F). On peut supposer ag(u) = ag~(u). Notons
ai,...,ar les coefficients diagonaux de cet élément. On peut supposer a; = 1 et
Hi:l,...,k a;=1.0na

i—(k 2
bp(ag()'/? = [ lailp ™7,
i=1,...,k

tandis que
1-k/2 i—1—k/2
Spn(age @)Y =la |7 *? T laili ' 72
i=3,...,k
D’ou

— 2 —
Splap@)? = lailz"? | I lail¥® ) 650 (ag: ()2 = a5 650 (agn (u) /2.
i=3,...,k

L’égalité v = ag» (u)ug. (u)kg- (u) et un calcul matriciel entrainent que
valp(aq) = inf{valp(u1,;);j = 1,3,...,k},

d’ou —valp(a;) > o(u). Il existe donc € > 0 tel que |a1]|z' < exp(—2e0(u)). Si
1,>(u) = 1, on transforme cette relation en |a;|n' < exp(—eb)exp(—eo(u)). On
obtient

I(b, D) < exp(—eb) dgn(agn(u)) 2exp(—eo(u))du.
Uy (F)

La derniére intégrale est convergente d’aprés la convergence de (2). D’ou (1).
Introduisons un réel b > 0, que nous préciserons par la suite. On peut écrire

(3) Ip(c,D,m) = I<b(c,D,m) + Izb(C,D,m),

ou

[1]

€ (um)o (um)P1,<p(um)du,

I.y(c,D,m) = /

Up(F).
et

{1

G (um)a(um)P1,5p(um)du.

I>4(c, D, m) =/
UP(F)C
Dans la premiére intégrale, on a o(um) < b et 'intégrale est donc majorée par

b’ / =6 (um)a(um)D_D/du
Up(F)
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pour tout réel D’ > 0. D’aprés [16] proposition I1.4.5, on peut choisir D’ tel que cette
derniére intégrale soit convergente et essentiellement bornée par dp(m)'/2EM (m).
Pour un tel D', on a donc

(4) I<b(07 Dv m) < bDl&P(m)1/2EM(m)'
Introduisons le sous-groupe U; o de Up formé des éléments v dont la seule coordonnée

non diagonale non nulle est uy 2 et posons Uy 2(F')e = Uy 2(F)NU(F)e. Ona Up(F). =
Uh(F)Ulyg(F)c, d’ou

Isy(c,D,m) = / / 2 (upym) o (uyom)P 1,54 (uyvm)duydv.
Ur,2(F)e YUy (F)

Fixons v € Uy 2(F). et considérons I'intégrale intérieure, que I’on note I>(c, D, m,v).
On a
(5) il existe a > 0 tel que

2%(9g') < E%(g)exp(ao(g"))

pour tous g,g’ € G(F).
En effet, par définition,

=9(g) = [ dn(as(kg) 2k
K
On a ap(kgg’) = ap(kg)ap(kp(kg)g’) et il existe o > 0 tel que

dp(ap(kp(kg)g))'/? < exp(as(g)).
D’ou le résultat. O

Remarque. — La propriété (5) est vraie pour tout groupe réductif connexe.

On a la majoration o(gg’) < o(g) + o(g’) pour tous g,g’ € G(F). On a aussi une
majoration o(v) < c. Il existe donc ¢; > 0 tel que o(uy) > cio(ugym) — ¢ — o(m).
Quand 1,>p(upvm) = 1, on a o(uy) > c1b — ¢ — o(m). Imposons & b la condition
c1b—c—o(m) > 0. D’autre part, d’aprés [16] lemmes I1.1.1 et I1.3.2, il existe un réel
D" tel que 'on ait une majoration

2%(g) < b5(ap(9)*a(9)”".
Ces relations entrainent la majoration
I4(c, D,m, v) < exp(ac(vm))o(vm)P+2" / 55(e5(w) 20 ()PP Loz e cmo(m) (u)du
Uy (F)
< exp(cac)exp(cea(m))Iy(e1b — ¢ — o(m), D + D")
pour un c; > 0 convenable. Cette expression ne dépend plus de v. Le terme

I>y(c, D, m) est majoré par la méme expression, multipliée par mes(U; 2(F).). Cette
mesure est majorée par exp(czc) pour un c3 > 0 convenable. D’out

Isp(c, D, m) < exp(csc)exp(cao(m))Iy(e1b — ¢ — o(m), D + D"),
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ol ¢4 = ¢ + c3. 1l existe aussi c5 > 0 tel que ’'on ait la minoration
exp(—cso(m)) < 6p(m)V/2EM (m).
D’ou
Isy(c, D,m) < 6p(m)/?2M (m)exp(csc)exp(cso(m))Iy(cib — ¢ — a(m), D + D"),

oll ¢¢ = ¢2 + ¢5. Utilisons la relation (1). On voit qu’il existe ¢; > 0 tel que, pour
b = c7(c+ o(m)), le produit des trois derniers termes ci-dessus est borné. Choisissons
b ainsi. Alors

IZb(c’ D1 m) < JP(m)1/2EM(m)

Cette majoration et les relations (3) et (4) entrainent celle de I’énoncé. |

3.4. Preuve de la proposition 3.2. — On démontre la proposition par récurrence
sur k. Le cas k = 1 est évident. Supposons k > 2. Remarquons tout d’abord que ’on
peut se limiter & démontrer la majoration de ’énoncé pour g = a € A(F'). En effet,
pour g quelconque, on écrit g = vak, avec v € U(F), a € A(F), k € K. Effectuons
le changement de variable u — uv™!. Le nouveau domaine d’intégration est U(F),v.
Mais il existe ¢; > 0 tel que cet ensemble soit inclus dans U(F )¢, +(g)- Alors

I(Cvag) < I(C+ cla(g)aDva)‘

Si le deuxiéme terme vérifie une majoration comme dans I’énoncé, le premier terme
aussi. Supposons donc g = a € A(F). Avec les notations du paragraphe précédent,

on a
I(¢c,D,a) = / / 26 (wva)o(uva)Pdu dv
M(F)NU(F), JUp(F).

= / Ip(c,D,va)dv.
M(F)NU(F).

En appliquant le lemme 3.3, on a

I(e,D,a) € cR/ 6p(va)/2EM (va)o (va) Rdv.
M(F)NU(F).

Ecrivons M = GL; x G', ot G' = GLi_; et affectons d’'un ' les objets relatifs a
G'. Ecrivons aussi a = (a1,a’), avec a; € F* et o' € A'(F). On a dp(va)'/? =
65(a)Y/26p/(a')~ /2, EM (va) = 2 (va') et o(va)® < o(a)Ro(va’)E. On obtient

I(c,D,a) < cfo(a)Rép(a) /265 (a')"V/2I'(c, R, d').

En utilisant la majoration du dernier terme fournie par ’hypothése de récurrence, on
obtient celle cherchée. O
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3.5. Modéles de Whittaker et intégrales de coefficients. — On définit un
caractére £ de U(F') par la formule

§(u) = 9( Z ui,i+1)~

i=1,....k—1

Soit u € Temp(G). On appelle fonctionnelle de Whittaker sur E, une application
linéaire ¢ : E, — C telle que ¢(u(u)e) = &(u)p(e) pour tous u € U(F) et e € E,.
Comme on le sait, espace des fonctionnelles de Whittaker sur E, est une droite.
Soit ¢ > 1 un entier. Définissons une forme sesquilinéaire £, . sur E,, (ce qui est un
raccourci pour dire qu’il s’agit d’une forme sur E, x E,) par

Puelee) = /U o T

Cette intégrale est absolument convergente d’aprés la proposition 3.2. Notons
wi1,k—1)(c) le sous-groupe des a € A(F) tels que ax = 1 et valp(1 — a;) > ¢ pour tout
i=1,.,k—1.

Lemme. — Pour tous e,e’ € E,, il existe un entier co > 1 tel que £, (¢ e) soit

indépendant de c pour ¢ > cy. Plus précisément, soit ¢ > 1 un entier. Il existe cq tel

/
. . P ’ w —_ c
que cette conclusion soit vérifiée pour tous e,e’ € E,™* n(e),

Démonstration. — Soient e, e’ € E,“:“"“_”(C ). Choisissons co tel que cg > 1 et —co +

¢ < ¢y. Pour ¢ > ¢g, notons U(F), — U(F')., le complémentaire de U(F)., dans
U(F).. Il suffit de prouver que

/ (¢ m(w)e)E(u)du = 0.
U(F)c=U(F)cq

Soit @ € wyy,k—1](¢’). Dans I'intégrale précédente, on peut remplacer e’ et e par u(a)e’
et u(a)e. Par le changement de variables u — aua™!, l'intégrale devient

i (€', n(we)(aua™)du.
U(F)e—U(F)¢q
Elle est donc aussi égale a
mes(ope @) [ f (€', u(u)e)é(aua™)du da.
w[l,k—l](c,) U(F)c‘U(F)co
Cette expression est absolument convergente et on peut permuter les intégrales. Mais

/ £(aua™')da = 0
wi1,k-1(¢")

pour tout u € U(F'), — U(F),,. Cela prouve la nullité cherchée et le lemme. O

On définit une forme sesquilinéaire ¥, sur E, par

Lu(e,e) =lime o Ly (€, €).
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Cette forme vérifie les relations

Lu(p(w)e’, p(ue) = EW)E(u) Lu(e e).

Fixons une fonctionnelle de Whittaker ¢ sur E,, non nulle. Alors il existe C,, € C tel
que
2,.(e,e) = CLo(e)p(e)
pour tous e, e’. On montrera plus loin que C,, # 0.
Pour un entier ¢’ € N, notons ¢+ la fonction caractéristique du sous-ensemble des
a € A(F) tels que valp(a;) > valp(a;41) — ¢ pour tout i=1,...,k—1. On a
(1) il existe un réel R et, pour tous e, e’ € E,,, il existe un entier ¢’ € N tel que

|Zu(u(a)e’, w(a)e)| < ver(a)8p(a")! 20 (a') e (a)bp(a) P (@)

pour tous a,a’ € A(F).
Si €, =0, c’est évident: £, = 0. Sinon, fixons ey € E,, tel que ¢(eg) = 1. On a

Lu(u(a)e’, u(a)e) = Cup(u(a’)e')d(u(a)e) = Cud(u(a’)e’)p(eo)d(e0)d(1(a)e)

= T~ Zuleo, m(a)e) Lo, (a)e).
Cela nous raméne & majorer |£,(eo,p(a)e)|. D’aprés le lemme ci-dessus, on peut
remplacer £, par £,. pour c assez grand. La majoration voulue résulte de la
proposition 3.2 et du fait qu’il existe ¢’ tel que le support de la fonction a — @(u(a)e)
soit contenu dans celui de ¢.. Indiquons la preuve bien connue de cette derniére
propriété. On fixe un sous-groupe ouvert compact I' de U(F') qui fixe e. Pour tout
uel,ona

¢(u(a)e) = ¢(u(au)e) = ¢(u(aua™ a)e) = £(aua™)d(u(a)e).

Si ¢(u(a)e) # 0, on doit donc avoir £(aua™') = 1 pour tout u € I'. Cela entraine la
propriété voulue.

3.6. Quelques égalités d’intégrales. — Soit h un entier tel que 1 < h < k.
Notons P" le sous-groupe parabolique de G formé des éléments qui conservent le
drapeau

Foi® - ®Fvn, CFui @+ ®Foppy C - C Foy @« @ Fuy.

Ecrivons P* = M"U", ott M" est la composante de Levi qui contient A. On a
M" = GL, x GLy x - -+ x GL1, avec k — h termes GL;. Identifions GLj;_; au groupe
des automorphismes linéaires du sous-espace de V engendré par vi,...,vs—1. Pour
un entier ¢ > 1, notons wy x—1)(c) le sous-groupe des v € A(F) tels que y; = --- =
Yh-1 =1, ¢ = 1 et valp(l — ;) > ¢ pour i = h,...,k — 1. Posons U*(F), =
U(F).NU"(F). rappelons que 'on a défini en 1.1 I'exposant ¢y, du conducteur de .
Supposons ¢+ ¢y > 1. Pour p € Temp(G) et e, e’ € E,,, posons

IME e) = / / L (u(v9)€, u(vg)e)|dét(g)| % *dg dv,
Wih,k—1)(ctcy) YUr—1(F)\GLp_1(F)
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2= [ (¢ uwefwd
Uh(

c

Lemme. — Soient h un entier tel que 1 < h < k et ¢ un entier tel que ¢ > 1 et
¢+ cy > 1. Les intégrales ci-dessus sont absolument convergentes. Il existe C' > 0 tel
que

Jh(e,e) =CI (e e)
pour tous e, e’ € E,,.
Démonstration. — Prouvons la convergence de I"(e’,e). L'intégrale sur le groupe
compact wip k1] (¢ + cy) est insignifiante, on peut Poublier. On décompose g €

Up—1(F)\GLp-1(F) en g = ak, avec a € Ap_1(F), k € K. La mesure devient
0B,_, (a)~'dadk. De nouveau, on peut oublier I'intégrale sur K et on doit majorer

[ 1@ n@olida@l 65! @da
Ap_1(F)
Grace a 3.5(1), c’est majoré par

/ ter(a)dp(a)
Ap_1(F)

pour un entier ¢’ convenable. Pour a € A;_1(F), on a

5p(a)|dét(a)|z "o, (a) = |dét(a)|r

dét(a)|3*o5._ (a)da

et il est immédiat que l'intégrale

/ ter(a)|dét(a)|pda
An_1(F)

est convergente.
Prouvons la convergence de J”(¢’,e). Il suffit de prouver que

/ 2% (u)du
UR(F)e

est convergente. Puisqu’on en aura besoin plus loin, prouvons la propriété plus forte
suivante. On s’autorise pour un instant a faire varier 'entier c. Alors
(1) il existe un réel R tel que

/ E%(m lum)du < cfo(m)Bspn(m)
UM (F)e

pour tous ¢ > 1 et tout m € M"(F)

Notons X (m) lintégrale ci-dessus. On peut écrire m = vak, avec v € U(F) N
M"(F), a € A(F) et k € KN M"(F). La conjugaison par v conserve U"(F)., ce qui
permet de faire disparaitre v. Le terme k disparait également. Puisque o(a) < o(m)
et dpn(a) = dpn(m), on est ramené au cas ot m = a. Effectuons le changement
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de variable u — aua~!. Cela remplace du par §px(a)du et le domaine d’intégration
U"(F). par ’ensemble des u € U"(F) tels que

valp(uiit1) > —c+ valp(a;41) — valp(a;)

pour tout ¢ = h,...,k — 1. Il existe ¢; > 0 tel que valp(a;4+1) — valp(a;) > —cio(a).
L’ensemble ci-dessus est donc contenu dans U"(F),.c,0(a) On obtient
X(a) <épn (a)/ 2° (u)du.
Uh(F)c+c10(a)

Pour v € M*(F)NU(F)N K, on a Z%(u) = Z%(uu’). On peut donc remplacer
ci-dessus u par uu’, puis intégrer en u'. D’oul

X(a) < 5ph(a)/ / 26 (wv)du dv.
MP(F)NU(F)NK JUM(F)cqeqo(a)

L’ensemble d’intégration est contenu dans U(F )¢, s(a)- Donc

X(a) < dpn (a)/ 26 (u)du.
U(F)eteyo(a)
Il ne reste plus qu’a faire appel & la proposition 3.2 pour obtenir (1).

Le groupe Aj_1(F) agit & gauche sur Up_;(F)\Gp—1(F'). Introduisons le sous-
groupe wyy p—1j(c+cy) de Ap_1(F). Dans la définition de I, h(ée/,e), on peut remplacer
g par 7'g pour ¥’ € wyy p-1j(c+ cy). On peut ensuite intégrer en ', & condition de
diviser le tout par mes(wy,n—1j(c + cy)). Puisque wpy p_1)(c + cy)wpp k-1)(c + cy) =
wi1,k—1)(c + ¢y ), on obtient

14(e'e) = mes(uq (e +eo) ™ [ /
wii,k—1](ctey) YUr—1(F)\GLp—1(F)
Lu(1(19)¢', u(v9)e)|dét(g) 3 dg dy.
Le méme calcul qu’en 3.5 montre que
/ Lup19)e mr9)e)ey = mes(wps-1i(e-+ ) £ (1(0)€' w(9)e).
w1, k—17(ctcy)
D’ou
(2)  L(¢se) = mes(wpk-1)(c+cy)) / Luc((9)e's n(g)e)|dét(g) 3 * dg.
Un-1(F)\GLp-1(F)

On démontre maintenant le lemme par récurrence sur h. Pour h = 1, 'intégrale
ci-dessus disparait et I'(e’,e) = C £, c(€,€), ot C > 0. Mais U" = U et J!(¢',e) =
2£,.c(e,e) par définition. Supposons maintenant h > 2 et le lemme vrai pour h — 1.
Notons Y le sous-groupe des éléments y € GLj_1(F) qui vérifient

—pouri=1,...,h—2,y,;,=1;

—pouri,j=1,...,h—1,aveci#jet i £#h—1,y,; =0.

Par Papplication y — (Yh—-1,1,--+»Yh—1,h—1), Y s’identifie au complémentaire d’un
hyperplan (I’hyperplan y,_1,,—1 = 0) dans un espace vectoriel Y de dimension h — 1
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sur F. On note dy la mesure de Haar sur Y et sa restriction & Y (ce n’est pas une
mesure de Haar sur cet ensemble). On vérifie qu’il existe Cy > 0 tel que, pour toute
fonction intégrable ¢ sur Up_1(F)\GLp_1(F), on ait P’égalité

/ o(g)dg = Cy / / o(¢'9)|d6t(e") | dg yn—1. 15 dy.
Uh—1(F)\GLp_1(F) Y JUp_2(F)\GLp_2(F)

On déduit de cette égalité et de (2) la relation

1) =G [ 1 ut)e s mwln-sanali ™ dy
Y

pour un C; > 0 convenable. Grace & ’hypothése de récurrence, on en déduit qu’il
existe Cy > 0 tel que

1€ e) =Cz>/~ I @), ny)e)lyn—1,n—1ly *tdy

e / / Je', (uy)e)E(u)dulyn—1 p—i | dy.
Uh 1(F)c

Pour n € N, notons Y, le sous-ensemble des y € Y tels que valg(yn—1,;) > —n pour
tout j=1,...,h—1.On a

(8)  IMe,e) = Colimy 0o Xy,
ou

Xn =/ -/ (u(y)e',ﬂ(uy)e)g(u)dulyh_l’h_l|};_‘—k_1dy‘
Yul¥ JUR(F)e

Cette derniére expression est absolument convergente. En effet, remplagons tous les
termes par leurs valeurs absolues. D’aprés (1), 'intégrale intérieure est majorée par
o(y)Ropn-1(y) = a(y)Blyn—1,n—1|%" 7. L’expression totale est donc majorée par

/Y o(y)fdy

n

qui est convergente. Posons Z = U""1(F) N M"(F). Pour y € Y et z € Z, posons
z(Y,2) = Y i1, h—1Yh—1,i%,h- Pour y €Y, notons Z(y) le sous-ensemble des z € Z
tels que valp(z(y,2)) > —c et , pour z € Z, notons Y (z) le sous-ensemble des y € Y
vérifiant la méme condition. Dans X,,, effectuons le changement de variable u —
yuy~!. Cela remplace le domaine d’intégration U"~1(F), par U"(F).Z(y), donc la
variable u par vz, avec v e UMF). et z € Z(y), la mesure du par |ys_1 41| " dz dv
et £(u) par £(v)Y(z ). On obtient

Xn _/YnY ~/U"(F)c /Z(y)(e,,u v2)e)é(v)Y(z(y, 2))dz dv dy.

D’aprés I’absolue convergence de cette expression, on peut permuter les intégrales et
on obtient

Xn = Xn (v)/f_(v)dv,
Ur(F)c
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ol

X, (v) = /Z (¢, u(vz)e) /Y (e(y, 2))dydz

nY (z)NY

= /Z(e/»/i(vz)e) ’l/_)(x(y, 2))dy dz.

Y,.NY (z)
Fixons z € Z. L’ensemble Y;, N Y (z) est un op-réseau dans Y et ’application y —
¥(x(y, z)) est un caractére de Y. Son intégrale sur le réseau est nulle si le caractére y
est non trivial et vaut la mesure du réseau si le caractére y est trivial. On a

(4) le caractére y — (x(y,z)) est trivial sur Y, N Y(z) si et seulement si
valp(z;,n) > n+cy pour tout t =1,...,h — 1.

En effet, ce caractére est trivial si et seulement si valg(z(y, 2)) > ¢, pour tout y €
Y, NY (z). Cette condition est satisfaite si z vérifie les conditions de (3). Inversement,
s’il existe 4 tel que valp(2;p) < n+ cy, soit y € Y dont la seule coordonnée non nulle
soit yp_1,; de valuation ¢y — valp(ziyh) — 1. Ce nombre est > —n, donc y € Y,. On
a valp(z(y, 2)) = ¢y — 1. On a supposé ¢ + ¢, > 1, donc valp(z(y, z)) > —¢, ce qui
entraine y € Y (z). La condition valp(z(y, 2)) > ¢, n’est pas vérifiée pour cet y. D’ou
(4).

Notons Z™ l’ensemble des z € Z vérifiant les conditions de (4). Alors
Xn(v) = / (e, u(vz)e)mes(Y, NY(2))dz.
ZTL

L’inégalité ¢ + ¢y, > 1 entraine que, pour z € Z", on a Y, NY (z) = Y,. D’autre part,
si n est assez grand, on a pu(z)e = e pour tout z € Z™. Alors

X, (v) = mes(Yy,)mes(Z™)(e', u(v)e).

Le produit des mesures est une constante positive, disons C3. Pour n assez grand, on
a donc

c

Xa=Co [ (i) = Calk(e o)
U™ (F)
En reportant cette égalité dans (3), on obtient
IMe e) = CaC3 I (¢ e),
ce qui achéve la preuve. O

3.7. Propriétés des fonctionnelles de Whittaker. — Soient p € Temp(G).
Appliquons le lemme précédent pour A = k. On obtient une égalité

/ 2,(u(9)e', u(g)e)dg = C(€, )
Ug—1(F)\GLg_1(F)

pour tous e,e’ € E,, ou C est une constante positive. Il en résulte que £, est non
nulle, autrement dit que la constante C,, du paragraphe 3.5 est non nulle. On peut
alors récrire la relation 3.5(1) et le lemme 3.6 sous la forme suivante.
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Lemme. — Soient u € Temp(G) et ¢ une fonctionnelle de Whittaker non nulle sur
E,.
(i) Il existe un réel R et, pour tout e € E,,, il existe ¢ € N tel que

|#(n(a)e)| < te(a)8p(a)/?0(a)®

pour tout a € A(F).
(if) Pour tout h = 1,...,k et tout entier c tel que ¢ > 1 et c+cy > 1, il existe
C > 0 tel que lon ait I’égalité

/ / Fulag)e)p(u(ag)e)
win,k-1)(ctcy) YUn—1(F)\GLr_1(F)

=C (€', p(w)e)é(u)du
U (F)e

dét(g)|5 *dg da

pour tous e, e’ € E,,.

4. Majorations pour un groupe spécial orthogonal

4.1. Les groupes spéciaux orthogonaux. — Soit (V, gy) un espace quadratique
sur F, c’est-a-dire que V est un espace vectoriel de dimension finie sur F' et gy est une
forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur V (on dira souvent que V est un espace
quadratique, la forme gy étant sous-entendue). On note aussi gy la forme quadratique
définie par gy (v) = qv(v,v)/2. On note dy la dimension de V et G le groupe spécial
orthogonal de V. Considérons un systéme hyperbolique maximal (v+;);=1,...; dans V'
(“systéme hyperbolique” signifie que qv (v;,v;) = 6;,—; pour tous ¢,j, ou J; _; est le
symbole de Kronecker). Notons Z le sous-espace de V' engendré par ce systéme et
Van Dorthogonal de Z dans V. La restriction gy, de qv & V,, est anisotrope. On
note d,, v la dimension de V,,. Fixons un réseau spécial R,, C V,, ([17] 7.1). On
peut choisir un réseau Rz de Z ayant une base formée de vecteurs proportionnels
aux v;, de sorte que R = Rz @ R, soit spécial. On note K le stabilisateur de R
dans G(F). C’est un sous-groupe compact spécial de G(F'). Considérons une suite
d’entiers (ki,...,ks) telle que k; > 1 pour tout j et > ;_;  k; < l. Pour tout
J, notons Z;, resp. Z_j;, le sous-espace de V engendré par les v;, resp. v_;, pour
i=k+--+kj_1+1,...,k +---+k;. Notons 1% I'orthogonal dans V' de la somme
des Zi; et notons G le groupe spécial orthogonal de V. Notons P le sous-groupe
parabolique de G formé des éléments qui conservent le drapeau de sous-espaces

Z1CZ1®Z,C--CZ1®D D Zs.

Notons M la composante de Levi de P formée des éléments qui conservent chaque
sous-espace Z+;. On a

(1) M ~GLy, x---x GL, x G.

On sait que K est en bonne position relativement & M. Inversement, si P = MU est
un sous-groupe parabolique de G, si K est un sous-groupe compact spécial de G(F)
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en bonne position relativement & M, on peut trouver un systéme hyperbolique, un
réseau spécial et une suite d’entiers de sorte que P, M et K soient déterminés comme
ci-dessus (ces données ne sont pas uniques). Si s =1 et k; = 1 pour tout j, M est un
Levi minimal et inversement, si M est un Levi minimal, on peut supposer ces égalités
vérifiées.

Dans la situation ci-dessus, supposons M minimal et notons-le plutot My,.
L’application naturelle K N Normg(p)(Mmin) — WG est surjective et il est utile
de remarquer qu’elle posséde une section ¢ : W& — K N Normg (py(Mmin) qui
est un homomorphisme de groupes. En effet, pour tout ¢ = +1,...,+!l, fixons un
élément v, € Fv; de sorte que (v])i=+1,...,+1 Soit une base sur o de Rz. Parce que
R est un réseau spécial, on peut supposer que gy (v}, v’ ;) = qv(v},,v’ ;) pour tous
i, =1,...,l. Si V,, # {0}, fixons un élément g,, du groupe orthogonal de V,,, tel
que dét(g.n) = —1 et g2, = 1. L’action de tout élément de ce groupe orthogonal, en
particulier I’action de gq,, conserve le réseau R,,, . Notons WX le sous-ensemble des
éléments g € G(F') qui agissent par permutation sur I’ensemble {vy;;i = 1,...,1}
et agissent sur V,,, soit par 'identité, soit comme g,,,. On vérifie que WX est un
sous-groupe de K N Normg(r)(Mmin) et que 'application naturelle de WK dans W€
est un isomorphisme.

Les hypothéses de 1.5 sont vérifiées pour le groupe G. Soient M un Levi que I'on
écrit sous la forme (1) et T une représentation admissible irréductible et de la série
discréte de M(F). On a

TR ®Us BT,

ou pj, resp. 7, est une représentation de la série discréte de GLyg, (F), resp. G(F)
L’espace @y s’identifie naturellement & R®. Supposons R(7) N W (M) # @. Alors
le groupe R(7) s’identifie & un sous-groupe de {+1}°. Un élément € = (g1,...,&5) de
ce groupe agit sur R® par

(:1:17 v ,zs) = (Elxlv’ .. »Esms)'

Le groupe R(7) contient ’élément ¢t = (—1,...,—1) de {£1}*, qui est 'unique élément
de R(7) "W (M)reg- On a |dét(t — 1) g,, | = 29M.

Soit m une représentation tempérée irréductible et elliptique de G(F). On peut
trouver M, 7 comme ci-dessus, et { € R(7)Y de sorte que 7 = Indg(T, ¢), ou P
est un élément de #(M). Puisque la classe de conjugaison du couple (M, 7) est bien
déterminée, on peut poser r(7) = |R(7)| et t(r) = 2°M.

4.2. Espaces quadratiques compatibles. — Soient (V,qy) et (W,qw) deux
espaces quadratiques. Notons G et H leurs groupes spéciaux orthogonaux, dy
et dw les dimensions de V et W. Supposons par exemple dy < dy. On dit
que les deux espaces quadratiques sont compatibles si V est isomorphe (comme
espace quadratique) a la somme orthogonale de W, d’une droite Dy et d’un espace
hyperbolique Z. On peut alors identifier W & un sous-espace de V et H & un
sous-groupe de G. D’aprés le théoréme de Witt, cette identification est unique &
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conjugaison prés par un élément de G(F'). Soulignons que la compatibilité de V et
W entraine que dy et dy sont de parités distinctes.

Supposons que V soit la somme directe orthogonale de deux sous-espaces V' et Z’,
avec Z' hyperbolique. Alors V et W sont compatibles si et seulement si V' et W le
sont.

Soient V' et W deux espaces quadratiques compatibles, avec dw < dy. On fixe un
isomorphisme V = W @& Dy @ Z avec les propriétés ci-dessus, une base hyperbolique
(v44)i=1,...,r de Z et un élément non nul vg € Dy. On pose Vo = W @ D; et on note
G son groupe spécial orthogonal. On note A le sous-tore maximal du groupe spécial
orthogonal de Z qui conserve chaque droite Fuvy;. Pour a € A(F) et ¢ = £1,..., 47,
on note a; la valeur propre de a sur le vecteur v;. On note P le sous-groupe parabolique
de G formé des éléments qui conservent le drapeau

Fv, c Fv,®Fv,_1C---CFvu,®---& Fuv,

de V. On note U le radical unipotent de P et M sa composante de Levi qui contient
A. On a l'égalité M = AG,. On définit un caractére £ de U(F) par

Eu)=v( Y, aqv(wi,v i)
i=0,...,r—1

On fixe un réseau spécial Ry C Vg, cf. [17] 7.1. On choisit, ainsi qu’il est loisible,
un réseau Rz C Z possédant une base sur op formée de vecteurs proportionnels aux
v4; et tel que le réseau R = Ry @ Rz soit spécial. On note K le stabilisateur de R
dans G(F). Pour un entier N > 1, on définit une fonction xn sur G(F') de la fagon
suivante. Elle est invariante a4 gauche par U(F) et & droite par K. Sa restriction a
M (F) est la fonction caractéristique des éléments ago, avec a € A(F) et go € Go(F),
qui vérifient les conditions |valp(a;)| < N pour tout i =1,...,r et go_l'vo € p;NRO.

Remarque. — Les constructions et notations ci-dessus seront utilisées sans plus de
commentaires chaque fois que ’on se donnera des espaces quadratiques compatibles
V et W avec dw < dy.

4.3. Les résultats. — On énonce ici toutes les majorations que la section est
destinée & prouver. On fixe pour toute cette section deux espaces quadratiques
compatibles (V, qv) et (W, qw) tels que dy > dw .

(1) 11 existe un réel R tel que

[ tocslo)dy < exp(b)
G(F)
pour tout réel b > 0.

Remarque. — Cette assertion vaut en fait pour tout groupe réductif connexe G.

Pour un entier N > 1 et un réel D, posons

I(N,D) = /G 1 Z@ (00
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(2) Cette intégrale est convergente; le réel D étant fixé, il existe un réel R tel que
I(N,D) < N®
pour tout entier N > 1.

Pour u € U(F) et tout ¢ = 1,...,7, on note u;;_1 la coordonnée u;;1 =
gv (uv;—1,v_;). Pour tout entier ¢ > 1, on note U(F). l’ensemble des u € U(F)
tels que valp(u;;—1) > —c pour tout ¢ = 1,...,7. C’est un sous-groupe de U(F)
conservé par conjugaison par H(F). Pour un réel D et un élément m € M(F), on
pose

X(¢,D,m) = / E% (um)o (um)Pdu.
U(F)c
(3) Cette expression est convergente. Pour D fixé, il existe un réel R tel que

X(c, D,m) < cRo(m)Rsp(m)'/2=M (m)

pour tout ¢ > 1 et tout m € M(F).
(4) Pour tout réel D et tout entier ¢ > 1, 'intégrale

/ =5 (h)2C (hu)o(hu)Pdu dh
H(F)U(F).

est convergente.
(5) Pour tout réel D et tout entier ¢ > 1, I'intégrale

/ / ZC (huw)ZH (W h)ZC (W' )o (hu)P o (W'u')P du' dh' du dh
H(F)U(F)c J H(F)U(F),

est convergente.
Soient D et C deux réels, ¢, ¢’ et N trois entiers. On suppose C,c,c¢’, N > 1. Pour
m e M(F), h € H(F), u,u’ € U(F), posons

¢(m, h,u,u'; D) = B (R)EC (u'm)E¢ (u= b~ u/'m)kn (m)o(u')Pa(u)Pa(h)Pa(m)Pép(m)~1.

Posons

I(c,N,D):/ / / ¢(m, h,u,u’; D)du' dudh dm,
M(F) JH(F)U(F)c YU(F)

I(c,c/,N, D) =/ / / é(m, h,u,u’; D)du' dudhdm,
M(F)JH(F)U(F). JU(F)-U(F)

I(c,c’,N,C,D):/ / / 1,>c(hu)gp(m, h,u,u'; D)du' dudh dm.
M(F) JH(F)U(F)c YU(F)

(6) L’intégrale I(c, N, D) est convergente; les termes c et D étant fixés, il existe un
réel R tel que
I(c, N,D) < NE
pour tout N > 1.
(7) L’intégrale I(c,c’, N, D) est convergente; les termes ¢ et D étant fixés, pour
tout réel R, il existe a > 0 tel que

I(c,d,N,D) <« N~R

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2012



210 J.-L. WALDSPURGER

pour tout N > 2 et tout ¢’ > alog(N).
(8) lintégrale I(c,c', N,C, D) est convergente; les termes ¢ et D étant fixés, pour
tout réel R, il existe a > 0 tel que

I(c,d,N,C,D) < N~R
pour tout N > 1, tout ¢’ > 1 et tout C > a(log(N) + ¢').

4.4. Preuve de la majoration 4.3(1). — Fixons un Levi minimal My,;, de G tel
que K soit en bonne position relativement & Myin. S0it Pmin = MminUmin € P(Mmin)-

On a
/ 1,<b(g9)dg =/ / / 1, <p(muk)dm du dk.
G(F) K Umin(F) Mmin(F)

D’apreés [16] lemme II1.3.1, il existe ¢; > 0 tel que la relation o(muk) < b entraine
o(m) < e1b, o(u) < c1b. Alors

W [ tea@ds< [ locasws [ teccntmym
G(F) Unmin(F) Mmin(F)

Montrons que la premiére intégrale vérifie la condition requise. On peut fixer des
coordonnées (u;)jes sur Umin de sorte que du = [];c;du; et que la condition
1,<c,5(u) entraine valp(u;) > —c2b pour tout j, pour une constante c; > 0
convenable. Or il existe ¢z tel que la mesure de ’ensemble {z € F';valp > —cob} soit
bornée par exp(csb), d’ou le résultat. On doit borner la seconde intégrale de (1), ce
qui nous rameéne au cas ol G = Mpin. Dans ce cas, G(F') est le produit de Ag(F')
et d’un sous-ensemble compact. Cela nous raméne au cas ot G = Ag est un tore
déployé. On se raméne immédiatement au cas ou ce tore est de dimension 1. Alors
il existe une constante c4 > 0 telle que notre intégrale soit la mesure de ’ensemble
{z € F*;|valp(z)| < csb} (pour la mesure de Haar multiplicative). Cette mesure est

essentiellement bornée par b. O
4.5. Majoration d’une intégrale unipotente, cas r > 2. — Supposons r > 1.
Pour tout 7 = 1,...,r, on note P; le sous-groupe parabolique des éléments de G qui

conservent le drapeau

Fv.Cc Fv,®Fv,_1C---C Fv,®---® Fu,.
On note U; le radical unipotent de P; et M; la composante de Levi qui contient M.
Notons U,.j le sous-groupe des éléments u € U, tels que u,,—1 = 0. Pour deux réels
b et D, posons

I,,,(b,D) = /U o Loz 3p(mp ()22 ()00 P
b

Lemme. — Supposons r > 2. L’intégrale ci-dessus est convergente. Pour D fizé, il
existe € > 0 tel que
I,.4(b, D) < exp(—eb)

pour tout b > 0.
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Démonstration. — Notons V, l'orthogonal dans V de l’espace de dimension 4
engendré par v, vy_1, V1— €t v_,. Pour z € V, et y € F, notons u(z,y) 'unique
élément de Uy (F) tel que u(z, y)v_r = v_r+z+yv,—1—qv (z)v,. Alors (z,y) — u(z,y)
est un isomorphisme de V, x F sur Uy(F'). On pose simplement u(z) = u(z,0) et
y = u(0,y). Une description analogue vaut sur le corps de base F. On note U,
resp. Y, le sous-groupe de U, formé des u(z), resp. y. On a U,y = U, 4Y. Notons V}
Porthogonal dans V' du plan engendré par v,_; et v;_,. Notons Gy le groupe spécial
orthogonal de Vy et affectons d’un indice § les intersections avec Gy des groupes
que l'on a introduits. En particulier Py = Gy N P,.. On voit que U,y n’est autre
que le radical unipotent de Pyy. Soit z € V}, introduisons I'élément m p, (u(z)), que
Pon écrit a(x)go(x), avec a(z) € A(F), go(z) € Go(F). On a a(z),—1 = 1 puisque
a(z) € Gy(F). Pour tout v € V, notons valg(v) le plus grand entier n € Z tel que
v€PER. On a

(1) il existe ¢1,co € Z tel que valp(a(z),) = inf(0,c1 + valg(z), c2 + valp(gqv (x)));
il existe €1 > 0 tel que |a(z), |5 < exp(—e10(u(z))).

En effet, posons k = u(a:)_lmpﬂ (u(z zulsu (u(z)). Onak =kp, (uw(z))~! € K. Donc

z); Y (v—r — z — qv(z)vy), d0u

valg(kv_,) = valg(v_,). Mais kv_, = a
valg(kv_,) = —valr(a(z),) + valr(v—r — = — qv (z)v,).
D’aprés la définition de R, on a
valg(v—r — 2 — qv(z)v,) = inf(valg(v_,), valg(x), valp(qv (z) + valr(v,)).
En utilisant toutes ces égalités, on obtient
valp(a(z),) = inf(0, —valg(v_,) + valg(z), valg(v,) — valg(v_,) + valp(qv (x))).

D’ou la premiére assertion de (1). La seconde s’en déduit immédiatement.
On a I'égalité mp(u(z)) = mp,(u(z)). On calcule
- — 1—i—dy, /2
5p(mp(u(@))/*EM (mp(u(x))) = E%(go(x) [] la@)ily ™",
i=1,..,7
2-r—dy, /2 1—i—dv, /2

8p,(mp, (u(®)))/2EM (mp, (u(x))) = E% (go(x))|a(2), I la@ilr :

i=1,...,r—2
d’ou
(2) dp(mp(u(@))/?EM (mp(u(@))) = |a(@). |5 85, (mp, (u(@)))/*EM (mp, (u(2)))-
Soient r € V, et y € F. On a

mp(u(z)y) = mp(u(z))mp(kp(u(z)y).
Il existe donc R; > 0 tel que

(3) dp(mp(u(a)y))/*EM (mp(u(z)y)) < 8p(mp(u(2))'*EM (mp(u(z))exp(Rio(y)),
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o o(y) = sup(l, —valp(y)). Introduisons un réel p > 0 que nous fixerons plus tard
et posons

By6)= [

yEF;valp(y)2—pb /Vb

EM(mp(u(z)y))o(u(z)y)Pdz dy.
Pour y tel que valp(y) > —pub, on a |o(u(z)y) — o(u(z))| < pb. Si u est assez petit,
la condition 1,>3(u(z)y) = 1 entraine 1,>4/2(u(z)) = 1. Grace & (3), on obtient

Iy(b,D) < /V 1,54/2(u(x))8p(mp (u(x))*EM (mp (u(z)))o (u(2)) P dz

b

1o>5(u()y)dp(mp(u(z)y))"/?

/ (ub)Pexp(Rio(y))dy.
yEF;valr(y)>—pb

Il existe R tel la derniére intégrale soit bornée par exp(Roub). Dans la premiére
intégrale, on utilise (1) et (2). Pour 1,54/2(u(z)) =1, on a
8p(mp(u(x)))/?EM (mp (u(z)) <

exp(—e1b/4 — £10(u())/2)6p(mp, (u(x)))*EM (m p, (u(c))).
Alors

I 4(b, D) < exp(Rzpb — £1b/4) /V exp(—e10(u())/2)8p(mp, (u(z)))"/

=My D
EMH (mp, (u(x)))o(u(z)) " dx.
D’apreés [16] lemme I1.4.3, cette intégrale est convergente. Choisissons u tel que €1 /4 —
Rop > 0 et notons €5 ce dernier terme. On obtient alors
Irlyh(b, D) < exp(—eabd).

Le réel u étant maintenant fixé, posons

I2,(b,D) = / / Lo>b(u(x)y)dp(mp(u(z)y))'/?
YyEF;valp (y)<—pb vV,
EM(mp(u(z)y))o (u(z)y) dz dy.
Il nous reste & majorer cette expression. Soit y € F' tel que valp(y) < ub. Le groupe Y
est en fait le sous-groupe unipotent Us du groupe G L2 agissant dans le plan engendré
par v,_; et v_,. Dans GL2, on a ’égalité habituelle

o ()00

On en déduit une égalité y = a(y)n(y)k(y) ou

a(y) est élément de A(F') tel que a(y)r = a(y)r—1 = y et a(y); = 1 pour i =
1,...,7—2;

fi(y) est I’élément de Up(F) qui envoie v, sur v, — yv1_p, Up_1 SUT Vp_] + YU_, €t
fixe les autres vecteurs v4; ainsi que Vp;
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k(y) est un élément qui reste borné.

Soit z € V;. On a u(z)a(y) = a(y)u(y~'z). Posons 2’ = y~'z. Un calcul matriciel
montre que u(z')A(y)u(z’)~! = Aa(a’,y)n(z’,y), ou a(z’,y) € Up(F) et n(z’,y) est
lélément de Up(F) qui envoie v,_1 sur v,—1 — yqv (&' )vy, v—p sur v_, + yqv (z')vi_,
et qui fixe les autres vy; ainsi que V5. D’ou

w(@)y = a(y)n(z’, y)n(z’, y)u(z")k(y)

= a(y)a(z’, y)n(z’, y)a(z")go (" )up, (u(z") kp, (u(z)k(y)-
Posons n'(z',y) = a(z')"n(z’,y)a(z’). C’est I'élément de Up(F) qui envoie v,_;
sur v,_1 — ya(z'),;  qv (2" vy, v_, sur v_, + ya(z');  qv (z')vi_, et qui fixe les autres
vy; ainsi que Vp. Cet élément n'(z’,y) appartient au sous-groupe unipotent Uz du
groupe GL2 agissant dans le plan engendré par v,_, et v_,. En utilisant (4), on a
n'(z',y) = a2/, )7/ (', y)k(z',y) ou 7' (z',y) € Up(F), k(z', y) reste borné et a(z’, y)
est Pélément de A(F') tel que

— si valp(qv(2’)) + valp(y) — valp(a(z’),) > 0, a(z’,y) = 1;

— si valp(qyv(z')) + valp(y) — valp(a(z’),) < 0, a(2’,y), = a(z'); yqv(z),
a(z’,y)r—1 = a(z’')ry " 1qv(z’) 7!, et a(a’,y); = 1 pour tout i = 1,...,7 — 2.

D’ou

uw(@)y = a(y)n(z’,y)a(z’)a(@’, y)i' (', y)k(z', y)go(z")up, (u(z')) kg, (u(z)) k(y).
L’élément k(z',y) appartient au méme groupe G L que ci-dessus. Ce groupe commute
a Go. 11 conserve le radical unipotent du sous-groupe parabolique de G formé des
éléments qui conservent le drapeau

Fv_,®Fvi_,CFv_,®Fvi_,®Fve_,C---CFv_,®---d Fv_;.

Ce radical unipotent est contenu dans Up et contient U Bp,- Donc
k(@' y)up, (u(z")k(z',y) " € Up(F).
Finalement
u(z)y € Up(Fa(y)a(z')a(z’, y)go(«")T,
ou I' est un ensemble borné. On en déduit, grace a (2)
8p(mp(u(z)y)*EM (mp(u(z)y)) < 6p(aly)ale’,y))'/?6p(mp(u(z")))/*EM (mp(u(a'))

< bp(a(y)a(@’,y))/?|a(@). |5 85, (mp, (u(z')))?EMS (mp, (u(a"))).
On calcule
Spla(@)"? = Iz,
Sp(a(z’,y)"/? = |, y)r-1| -
Dans l'intégrale Ifyh(b, D), effectuons le changement de variable z — yz, autrement

dit ’ — z. Cela remplace dr par |y|‘},"_4dx. En majorant la fonction 1,5>5(u(z)y)
par 1, on obtient

6) oD < [ (a(@)r| 16, (mp, (@)
yEF;valp (y)<—pb vV,
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EM (mp, (u(@)))|a(z, y)r—1|Fo(y)Po(u(2)) Pyl 5" de dy.

Posons R, = RNV, et notons R son dual, cest-a-dire R/ = {v € ;Yo' €
R,,qv(v,v") € or}. Décomposons le membre de droite de (5) en deux intégrales,
I3, (b, D)+ I}, (b, D), ou, dans I3, (b, D), resp. If'h(b, D), on restreint I'intégration aux
z € pp Ry, resp. ¢ € pr°' Ry. On doit démontrer que chacune des deux intégrales
vérifie la majoration de I’énoncé.

Dans I E,h(b’ D), u(z) reste dans un compact et tous les termes dépendant de z sont
bornés. D’ou

26,0 < [ X))z dy,
yEF;valp(y)<—pb

ol
X@)= [, lolz,p)ealrds
Pr 1sz

11 existe ¢ > 0 tel que |valp(a(z),)| < c3 pour tout z € pz“* R,. On a alors

la(z, y)r-1]F < 1 si valp(qv (z)) + valp(y) > —cs,
) - qca,ﬁUQV(x)|;,1, si valp(qy (z)) + valg(y) < —cs.

Pour tout entier k£ € Z, notons m(k) la mesure de ’ensemble des © € p“' R, tels
que valp(qv(z)) = k. Certainement, cette valuation est bornée inférieurement, donc
il existe ¢4 tel que m(k) = 0 si k < ¢4. On obtient

X(y) < > mE)ylp'd*+ Y. mk).

kica<k<—cz—valr(y) —cg—valr(y)<k

On vérifie que I’on a une majoration m(k) < ¢~*/2. Alors

X(y) < lylp %o (y).

En reportant cette majoration dans IS” 4 (b, D), on obtient

12,0.0) < [ o)yl 2dy.
yEF;valp (y)<—pub

Mais il existe €3 > 0 tel que cette intégrale soit bornée par exp(—ezb). C’est ce qu’on
voulait.

Traitons maintenant ’intégrale I;l,h(b’ D). Choisissons un entier ¢4 tel que

(6)(1) p Ry C o™ Ry;

(6)(ii) valp(gqv(v)) > sup(0, —c1 + c4) pour tout v € p RY;

(6)(iii) u(v) € K pour tout v € p RY;

(6)(iV) c4+cy—cy > 0.

Pour y € F tel que valp(y) < —ub, posons n(y) = c4 + [_—WEIZFM] D’aprés
(6)(i), 'ensemble V, — p°* R, est stable par translation par p'}(y) R} . Dans I'intégrale
intérieure de I:},h(b’ D), on peut remplacer x par z+v, avec v € p’}(y)RV, puis intégrer

sur v, tout en divisant par mes(p’}(y)RQ’). On a u(z+v) = u(z)u(v) et u(v) € K d’aprés
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(6)(iii). Donc o(u(z +v)) = o(u()), mp, (u(z +v)) = mp, (u(z)) et a(z +v) = a(z).
On obtient

1.0 = [ [ e, i ()25 i, (et )
yEF;valp(y)<—pb YV, —p "' R,

a(y)Po(u(2))"lylF" dz dy,

(o) = mes VR [ e+ )l
pp Ry

Fixons z,y intervenant dans l'intégrale ci-dessus. Montrons que

(7) on & a(z,y) < lylz"*o ().
On a valg(z) < —c; donc, d’aprés (1)

valp(a(z),) = inf(valg(z) + c1, valp(qv(z)) + ¢c2) < 0.

Pour v € p;(y)R;’, on a a(z + v) = a(z) comme on vient de le dire et la valeur de
a(z+v,y)r—1 est fonction de valp(gy (z+v)) +valp(y) —valp(a(z),). Notons N (v) cet
entier. On a gy (¢ +v) = qv(z) + qv(z,v) + qv (v) et valp(qv (z,v)) > valg(x) +n(y).
Supposons d’abord valg(qv (z)) < valg(z) + n(y). Grace a (6)(ii), on a

ValF(y) —va, F(y)

valR(x) + n(y) —Cc1 + ¢4+ [ ] < —c1+cg+ 2[ ] < Valp(qv(v)).

Donc valg(gqyv (x+v)) = valp(qv(:c)). Si valp(a(z),) = Valp(qv (z))+c2, alors N(v) =
valp(y) — ca < —co. D’aprés la définition de a(z + v,y)r—1, On a

la(z +v)r—1|lF < ¢V < |ylF,
et a(z,y) < |y|z'. Si valp(a(z),) = valg(z) + c1, on a

N(v) < valg(z) + n(y) + valp(y) — valp(a(z),) = n(y) + valp(y) — c1 < ca — c2 + valp(y)/2,

d’ott |a(z +v),_1|r < ¢V < |y|F1/2, puis a(z,y) <€ |y|;1/2. Supposons maintenant

valp(qv(z)) > valg(z) + n(y). Grace a (6)(iv), valp(qv(x)) + c2 > valg(z) + ¢,

donc valp(a(z),) = valg(z) + ¢1. Choisissons une base (z;);=1,...m de R, sur o de

valgr(z)

sorte que £ = @ xl Introduisons la base duale (z});=1,...,m de Ry'. Introduisons

des coordonnées sur p YRV en posant v = wi¥ ((z wpvaln(z)_"(y) v(z))zY +

doi=2,.. ’m zjzy). Les 2z; parcourent or. On peut supposer dv = [[;=1,... m dz; et alors

mes(pF R;/) est indépendant de y. On a gy () + gv(z,v) = w}aln(w)-'r"(y)zl. On a

valp(qv(z) + qv (z,v)) + valp(y) — valp(a(z),) = valp(z1) — n'(y),
oun'(y) =c1—valp(y)—n(y) =c1—ca+ [%‘F(y)] Remarquons que, grace a (6)(ii),
on a

—valp(y)

5 ]+ valp(y) +1 > 0.

valr(qv (v)) + valr (y) — valp(a(z),) > 2

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2012



216 J.-L. WALDSPURGER

Si valp(21) < n'(y), alors N(v) = valp(z1) — n'(y) et |a(z + v)r—1|F = q‘"l(y)|z1|;1.
Si valp(z1) > n'(y), alors N(v) > 0 et |a(z + v)r—1|F = 1. D’ou

q_"’(y)|z1|;1dz1 + / dz.

z1€0p;valp(21) 20 (y)

a(z,y) < /

z1€0p;valp(z1)<n’(y)

On voit que a(z,y) < (1 + |7/ (y)])g™™ ¥ < o(y)|y|~'/2. On a obtenu la majoration
(7) dans tous les cas.
Alors

—-3/2
0.0 < [ o) 7y
yEF;valp (y)<—pb

/V|a(w)r|_15fn,(mp,,(U(w)))WEM"(mP,(U(x)))U(U(x))Ddx-
b
1l existe €4 > 0 tel que la premiére intégrale soit majorée par exp(—e4b). Lorsque ’on

a traité 'intégrale Irlm(b, D), on a montré que la seconde intégrale était convergente.
D’ou la majoration cherchée pour l'intégrale I;‘yh(b, D), ce qui achéve la preuve. [

4.6. Majoration d’une intégrale unipotente, cas r =1

Lemme. Supposons r = 1. L’intégrale définissant I, y(b, D) est convergente et, D
étant fixé, il existe € > 0 tel que

I (b, D) < exp(—eb)

pour tout b > 0.

Démonstration. — Puisque r = 1, on a P, = P. Notons V} le sous-espace de V'
orthogonal & la droite Dy portée par vy. Avec les mémes notations que dans le
paragraphe précédent, on a U,y = Uy. Fixons un sous-groupe compact spécial Ky
de Gy(F'), en bonne position relativement & Mjy. Il n’est pas forcément inclus dans K.
Pour u € Uy4(F), on a u = mp, (v)up, (u)kp, (u) et on en déduit que mp(u)mp, ()™t
reste dans un compact. Ecrivons mp, (u) = a(u)go(u), avec a(u) € A(F) et go(u) €
Go(F). Comme dans le paragraphe précédent, on voit qu’il existe €1 > 0 tel que
la(u)1|p" < exp(—e10(u)) et que 'on a I'égalité

8p(mp(w)Y2EM (mp(u)) < |a(w)i] 5 *8p, (mp, () /2EM (mp, (v)).
Alors

L y(b, D) K exp(—elb/4)/U " op,(mp, () 2E=Ms (mp, (u))exp(—e10(u)/4)o(u)P du.

L’intégrale est convergente d’aprés le lemme I1.4.3 de [16]. D’ou le résultat. 0O
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4.7. Preuve de 4.3(3). — Sir = 0, U = {1} et l'assertion 4.3(3) est évidente.
Supposons r > 1. On a introduit le sous-groupe parabolique P, = M,.U, en 4.5. Pour
x € M, (F), posons

X (¢,D,z) = / 2C (uz)o (uz)Pdu.
Ur(F)NU(F)c

On va montrer que
(1) cette intégrale est convergente; le réel D étant fixé, il existe un réel D’ tel que

X’I‘(c? -Da x) < CD/U(Z')D,(SPT (.'L')I/QEMT(:L‘)

pour tous c, .
Auparavant, montrons que cette assertion entraine 4.3(3). On a

X(c,D,m) =/

/ E6 (uvm)o (uvm)Pdu dv
M (F)NU(F)c JUr(F)NU(F)c

= / X, (c,D,vm)dv.
M (F)NU(F)c
Grace a (1), on a
X(¢,D,m) < cD// 6pT(vm)l/zEMT(vm)o(vm)Dldv.
Ur(F)NU(F)c

On a dp_(vm) = dp_(m) pour tout v. On a M, = GL; x G, ou G est le groupe spécial
orthogonal de I'orthogonal dans V' du plan engendré par v, et v_,.. On a M, nu =
GNU. Ecrivons m = (a,m), avec a € GL,(F), m € G(F). Alors EM- (vm) = % (vn).
D’ou

X(c,D,m) < cP o(a)? 6p, (m)"/? / Eé(vﬁz)o(vﬁz)[)ldv.
G(F)NU(F).

Mais cette intégrale est analogue a celle de départ: on a remplacé G par G, D par D’ et
m par 7. En passant de G & G, on remplace 7 par r — 1. En raisonnant par récurrence
sur r, on peut supposer qu'’il existe R’ tel que 'intégrale soit essentiellement majorée
par c® g ()R 855 () 2EM (10). Alors

X (¢, D,m) < P+ g(a)P o ()R 6p,(m) /26 () 2EM ().

Mais ép, (m)dpni () = 6p(m) et ZM () = EM(m), d’ott la majoration cherchée.

La preuve de (1) est analogue & celle du lemme 3.3. Introduisons un réel b >
0 que nous préciserons par la suite. On décompose X, (c,D,z) en X, «4(c, D, z) +
X, >b(c, D, x), ot

Xr<b(e,D,z) = / 1, <p(uz)ZC (uz)o (uz) P du,
Ur(F)NU(F).
X, >b(c,D,x) = / 1g>b(um)EG(um)a(um)Ddu.
B Ur(F)NU(F)e
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Dans la premiére, on a o(uz) < b, donc

Xr.<b(e, D, z) € b’ / 26 (uz)o(uz)P~P du
Ur(F)
pour tout réel D’ > 0. D’aprés [16] proposition 11.4.5, si D’ est assez grand, cette
intégrale est convergente et essentiellement bornée par dp, (x)'/2ZMr (). Pour un tel
D', on a donc
(2) X, <(c,D,z) < b 6p, (2)/2EM" ().

Introduisons le “sous-groupe radiciel” évident U, ._; de U,. On a la décomposition
U, = U, yU,r—1, avec la notation de 4.5 et U,.(F) NU(F), = Uy (F)Upr—1(F)c, ot
Urr—1(F)e = Urr—1(F)NU(F). D’ou

X >b(c, D, ) :/ / 1,54(uv)ZC (wvz)o (wvz) P du dv.
Ur,r—l(F)c Ur,h(F)

11 existe ¢; > 0 tel que o(v) < ¢1¢ pour tout v € Uy r—1(F')c. Si b > 2ci¢, la condition
o(uv) > b entraine o(u) > b/2. On suppose b > 2cic. On a encore la majoration
3.3(5), d’olt, comme en 3.3,

Xr>p(c, D,z) < exp(acic + ao(z)) / Lo>b/2(u)E% (w)o (v) P du,
Ur,y(F)

pour un a > 0 convenable. D’aprés [16], lemmes II.1.1 et I1.3.2, il existe un réel D"
tel que

2% 49) < 6p(mp(9))/*EM (mp(9))a(g)”

pour tout g € G(F). Alors 'intégrale ci-dessus est bornée par l'intégrale I,.;(b/2, D +
D") de 4.5. En utilisant les lemmes 4.5 ou 4.6 selon la valeur de r, elle est
essentiellement bornée par exp(—eb) pour un € > 0 convenable. Enfin, on vérifie qu’il
existe co > 0 tel que l'on ait la majoration

exp(—coo(x)) < Op, (z)/2EMr ().
Alors

X, >b(c, D, z) < exp(acic+ (a+ cz)o(x) — eb)dp, (x)/22Mr ().

On choisit maintenant b = 2cic + e tacic+ e~ (a + cz)o(z). Alors

X, >5(c, D, z) < 6p_(x)/22M" ().

Cette majoration et (2) entrainent (1). O

4.8. Majoration d’intégrales doubles sur U(F). — Soient D un réel, c et c
deux entiers. Supposons ¢’ > ¢ > 0. Remarquons que ’ensemble U(F) — U(F) est
invariant par translation par U(F).. Pour m,m’ € M(F), posons

X(c,D,m,m’) = / / / 2% (wom)EC (uv'm’)o (uvm)Po(wv'm’)Pdv’ dv du,
U(F)/U(F)c VU(F)c JU(F)c

X(c,d',D,m,m') = / E% (uvm)

(U(F)=U(F)c)/U(F)e /U(F)c /U(F)c
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2% (wv'm’)o (wvm)Po(uv'm’)Pdv’ dv du,

X(D,m,m') = / ZC (um)EC (um’)o (um)P o (um’)P du.
U(F)

Lemme. — (i) Ces intégrales sont convergentes.
(ii) Le réel D étant fizé, il existe un réel R tel que

X (¢, D,m,m") < cRa(m)Bsp(m)/2=M (m)o(m')Eép(m')/2EM (m')

pour tous m,m’' € M(F) et tout c > 1.
(iii) Les termes c et D étant fizés, il existe un réel R et un réel € > 0 tels que

X(c,d, D,m,m’) < exp(—ec’)a(m)Esp(m)/?2EM (m)o(m')Rép(m')/2EM (m')

pour tous m,m’ € M(F) et tout ¢’ > c.
(iv) Le réel D étant fizé, il existe un réel R tel que

X(D,m,m’) < a(m)fsp(m)/2EM (m)o(m’)Esp(m')/2EM (m')

pour tous m,m’ € M(F).

Démonstration. — L’application
U(F)/U(F). — (F/pp°)"
u Lans (ur,r—l + P;c, ceeyUL0 + p;‘c)

est un isomorphisme. Définissons une fonction val sur F' par valy(z) = 0 si z € pg°,
vals(z) = valp(z) + ¢ si ¢ € pr°. Elle se quotiente en une fonction sur F/pz°. Pour
u € U(F)/U(F)., posons valp(u) = >, . valp(u;i_1). Montrons que:

(1) il existe un réel D, tel que 'on ait une majoration

/ 2% (wvm)o (wvm)Pdv < (¢ — valy(u))P1g7*F W g (m)P15p(m) /2EM (m)
U(F)e

pour tout m € M(F), tout ¢ > 1 et tout u € U(F)/U(F),.
Soit a € A(F) N K. On peut remplacer

E¢(wvm)o(uvm)? par E(auvma™!)o(auvma)P.

On peut ensuite intégrer en a. Puisque a commute & m et normalise U (F),, on obtient
/ 2% (wom)o(uvm)Pdv < / / 2%(aua~ vm)o(aua~ vm)Pdv da.
U(F)c A(F)NK JU(F)c

Considérons l'application

AF)NK — U(F)UF).
a —  aua 'U(F)..
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On vérifie que son jacobien est borné par ¢**'7(*). Son image est contenue dans
U(F)—val;.(u)+c/U(F)c. D’ou

/ 26 (wvm)o(uvm)Pdv < ¢"F ™ /
U(F)e

/ 26 (wwm)o (uvm)Pdv du
U(F)—val‘l:;,(u)+c/U(F)c U(F)c

< ¢"lr @ / 2% (vm)o(vm)Pdv.
U(F) ~valg, (u)+e
Il reste a faire appel & 4.3(3) pour obtenir Passertion (1).
Grace a (1), on a

X(¢,D,m,m') < a(m)P16p(m)}2=M (m)a(m')P16p(m")EM (m")

/ (¢ — val$(u))?Ps ¢?v2iF (W gy,
U(F)/U(F)c

Cette derniére intégrale est produit d’intégrales du type
(2) / (c — valS,(z))2P1 g2k (@) gy,
F/pg°

On vérifie qu’il existe un réel D, tel que cette expression soit essentiellement bornée

par cP2. On en déduit une majoration similaire pour V'intégrale intervenant dans la

formule ci-dessus. Alors X (¢, D, m, m’) vérifie la majoration du (ii) de I’énoncé.
Grace a (1), on a

X(c,D,m,m") < o(m)P16p(m)*2EM (m)o(m')P16p(m)ZM (m")

/ (c — val$(u))?P ?IF (W gy,
(U(F)-U(F)er)/U(F)c

Cette derniére intégrale est combinaison linéaire de termes qui sont des produits
d’intégrales du type (2) et d’au moins une intégrale du type

3) / (e vals(2)?Pr i @y,
(F=pL°)/pp°

On vérifie qu’il existe € > 0 tel que cette expression soit essentiellement bornée par
exp(—ec’). On en déduit le (iii) de ’énoncé.

Soit v € U(F) N K. Dans l'intégrale X (D, m,m’), on peut remplacer E
ZY(vum), puis intégrer sur v. Donc

G (um) par

X(D,m,m') < / / E% (vum)E® (um')o (vum)P o (um’)P du dv.
u(Fnk Ju(r)

Choisissons ¢ tel que U(F)NK C U(F).. On peut remplacer l'intégrale sur U(F)NK
par l'intégrale sur U(F).. Ce groupe étant distingué dans U(F), on peut remplacer
vu par uwv. On peut ensuite décomposer 'intégrale sur U(F') en la composée d’une
intégrale sur U(F"). et d’une intégrale sur U(F)/U(F').. On obtient alors

X(D,m,m') < X(c,D,m,m’),

et assertion (iv) résulte de (ii). O
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4.9. Comparaison de =€ et =

Lemme. — Supposons = 0. Il existe ¢ > 0 tel que Z¢(h) < exp(—ea(h))=H (h)
pour tout h € H(F).

Démonstration. — On a nécessairement dan,v = dan,w £ 1. Si dan,v = dan,w + 1,
fixons un systéme hyperbolique maximal (€4;);=1,..,n de W. C’est aussi un systéme
hyperbolique maximal de V. Si dg,v = dan,w — 1, fixons un systéme hyperbolique
maximal (e4;)j=2,..n de W. Notons W,, l'orthogonal dans W du sous-espace
engendré par ces vecteurs. Fixons un systéme hyperbolique maximal (ey;) de
Wan @ Do. Alors (e+;)j=1,..» €st un systéme hyperbolique maximal de V. On
pose ¢ = 1 dans le premier cas, ¢« = 2 dans le second. Notons A, le sous-tore
déployé maximal de G formé des éléments qui conservent chaque droite Fei; pour
j=1,...,n et qui agissent trivialement sur I’orthogonal du sous-espace engendré par
ces vecteurs. Pour @ € Apin(F), et j =1,...,n, on note a; la valeur propre de a sur
le vecteur e;. Posons AX, = Ap;, N H. Clest un sous-tore déployé maximal de H. On
sait qu’il existe un sous-ensemble compact I' de H(F) tel que H(F) = TAE. (F)T.
11 suffit donc de démontrer le lemme pour les éléments de AZ. (F). On va démontrer
(1) il existe un réel D tel que

min

= (h)<< "‘H(h) (h) q_2j=L,---,n |valg (h;)|/2

pour tout h € A%, (F).

Cette relation implique la majoration de ’énoncé. Notons & le groupe des
permutations s de {£1,...,+n} telles que s(—j) = —s(j) pour tout 5 € {£1,...,£n}.
Si dan,v = dan,w + 1, on pose G = &; si don,y = dan,w — 1, on note G¥ le sous-
groupe des s € G qui fixent 1 et —1. Pour tout s € &, notons Apin(F'); l'ensemble
des a € Apin(F) tels que

valp(asp) > -+ > valp(as1) > 0.

Le groupe AH, (F) est contenu dans la réunion des Amin(F); quand s décrit G¥.
On peut fixer s et se limiter & prouver (1) pour h € AE, (F) N Apin(F); . Fixons
donc s. Quitte & réindexer notre systéme hyperbolique, on peut supposer s = 1. On
abandonne les indices s, en conservant les exposants —. Notons Py, le sous-groupe
parabolique de G formé des éléments qui conservent le drapeau

Fe,Cc Fe,®Fe,_1C---CFe,®---® Fe,.

Posons P2 = Ppi, N H. D’aprés [16] lemme I1.1.1, pour h € AE, (F) N Anin(F) ™,
ona

EH(h) > dpn (h)Y/2.

Ce dernier terme est égal a

T iterio”

=ty
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D’aprés la méme référence, il existe un réel D tel que
E°(h) < o(h)Péps_(R)'/.

Ce dernier terme s’écrit
j_1+da.n,V /2
I 1kils .

j=1,...,n

Remarquons que dgn,v/2 —1 =1/2 4+ don,w/2 — ¢t et by = 1 si v = 2. Ces relations

entrainent (1). ]
4.10. Preuve des relations 4.3(4) et 4.3(5). — On veut prouver la convergence
de

(1) / = (h)ZC (hu)o (hu)P du dh.
H(F)U(F).

On utilise 4.3(3) pour majorer l'intégrale sur U(F').. En remarquant que dp(h) =1
et ZM (h) = 2% (h), on obtient qu’il existe un réel D’ tel que I'intégrale ci-dessus soit
essentiellement bornée par

/ =7 (h)E% (h)o(h)P' dh.
H(F)

En appliquant le lemme 4.9 & Gy, il existe € > 0 tel que cette expression soit
essentiellement bornée par

/ 25 (h)%exp(—eo(h))dh.
H(F)

Or cette intégrale est convergente d’aprés [16] lemme II.1.5. D’ou la relation 4.3(4).
On veut prouver la convergence de

(2) / / 2C (hu)=H (h'h)EC (W'u')o (hu)P o (W'u')Pdu’ dh' du dh.
H(F)U(F). JH(F)U(F).

Soit KH le sous-groupe compact spécial de H(F) sous-jacent & la définition de =¥ .
On peut remplacer h par kh, avec k € K¥ | puis intégrer sur k, tout en divisant par
mes(KH). Or Z¢(khu) < E¢(hu) et o(khu) < o(hu). Le procédé ci-dessus revient
donc & remplacer le terme Z (h’'h) par

mes(KH)~! / =7 (h'kh)dk.
KH

D’aprés [16] lemme I1.1.3, ceci n’est autre que = (h')ZH (h). Alors I’expression (2)
apparailt comme le carré de l’expression (1). Elle est convergente puisque (1) Dest.
Cela prouve la relation 4.3(5).
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4.11. Majoration d’une intégrale de fonctions d’Harish-Chandra, cas r = 0.
— On suppose dans ce paragraphe r = 0. Soit D un réel. Pour h € H(F) et N > 1
un entier, posons

x(h, N, D) =/ 26 (h2)ZC (z)kn (z)o(z)Pdz.
G(F)

Lemme. — Cette intégrale est convergente. Le réel D étant fizé, il existe un réel R

tel que

x(h,N,D) < E¢(h)NEa(h)E
pour tout h € H(F) et tout entier N > 1.

Démonstration. — Si V est anisotrope, le groupe G(F’) est compact et I’assertion est
évidente. On suppose que V n’est pas anisotrope. Comme dans la preuve de 4.9, dont
on reprend les notations, on introduit un systéme hyperbolique maximal (e+;);=1,...n
de V. On note V,,, 'orthogonal dans V du sous-espace engendré par ces vecteurs. Si
don,v = dan,w + 1, v appartient & V,p,. Si don,v = dan,w — 1, on peut choisir e; et
e_1 de sorte que vy = e; + vpe—_1, out vy = gy (vp). Il suffit de démontrer le lemme

pour h € A, (F). En effet, il existe un sous-ensemble compact I'¥ de H(F) tel que
H(F) = THAE (F)I'H. Ecrivons h = +'ay, avec 7,7 € TH et a € AH, (F). On

effectue le changement de variable z +— !

a gauche par H(F'), on obtient

x. Puisque la fonction xy est invariante

x(h,N,D) = /G(F) 2C(yaz)EC (v 1z)kn (x)o (v z)Pde.

Mais cette expression est essentiellement majorée par x(a, N, D), d’ou ’assertion.

On suppose donc h € AH, (F). Fixons un sous-groupe d’Iwahori I de G(F) en
bonne position relativement & Apiy,. I est loisible de supposer que =€ est biinvariante
par I (par contre, on ne suppose pas que I soit inclus dans le sous-groupe compact
spécial K que 'on a fixé, c’est-a-dire dans le fixateur du réseau R). D’aprés Bruhat-
Tits, il existe un sous-ensemble ouvert compact I de G(F') tel que G(F') = I Apin(F)T.
On fixe I" et on suppose I C I'. Le groupe I N Apyin(F') est le sous-groupe compact
maximal de Ay, (F). L’application

Amin(F) i Y/
a —  (valp(ai),...,valp(an))

se quotiente en un isomorphisme de Amin(F)/(I N Apin(F)) sur Z". Fixons un sous-
ensemble A C Anin(F) qui s’envoie bijectivement sur Z"™. Alors

x(h, N, D) <Y x(h,N,D,a),
a€A
ou

x(h,N,D,a):/I 1“EG(hac)EG(a:)mV(av)a(:zlc)Dd:v.
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Comme en 4.9, introduisons le groupe de permutations & et, pour tout s € G, le
sous-ensemble A, (F);. Posons A = AN Apin(F); . Alors A est réunion des Aj .
11 nous suffit de fixer s et de majorer x(h, N, D)7, ou

X(h’NvD)s_ = Z X(h,N,D,a).
a€Ay
Fixons donc s. Quitte & réindexer notre systéme hyperbolique, on peut supposer s = 1.
On abandonne les indices s dans les notations précédentes, en conservant seulement
les exposants —. Il faut prendre garde au fait que, dans le cas ot don,yv = dan,w — 1,
la réindexation n’a pas de raison de conserver les vecteurs e; et e_;. Ceux-ci se
transforment en des vecteurs que nous notons ey, avec t € {1,... ,n}. Onaey=e;+
Vge_; ou eg = Vges + e_y. On introduit le sous-groupe parabolique Pyin = MpinUmnin
de G comme en 4.9. Soit a € A~. On a P'égalité I = (I N Upin(F))(I N Puin(F)) et
aY(I N Pyin(F))a € I C T. Donc Ial’ = (I N Upin(F))al'. On vérifie que la mesure
de cet ensemble est essentiellement bornée par dp_,, (a)~!. Donc
x(h, N, D,a) < dp,,,(a)~" / / E%(hya7)E (yay)kn (yay)o(yay)Pdy dy.
INUmin(F) JT

11 existe un entier ¢; > 0 tel que TR C pr“' R. De la définition de la fonction ky
résulte que Ky (yay) < KN4c, (ya). Alors

X(ha N,D, a) < 6Pmin (a)—IEG(a)a(a)D / Ec(hya)KN+81 (ya’)dy'
IﬂUmin(F)

Grace au lemme I1.1.1 de [16], il existe un réel D tel que
6p.. (a)"'E%(a)o(a)? < ép,,, (a) Y20 (a)P".

D’autre part, pour le résultat que ’on veut obtenir, le changement de N en N + ¢;
est insignifiant. Il nous suffit de majorer

1) Y bpan(@?0(a)P1Y (h, N, a),
a€EAN~

ou

Y(h,N,a) = / 2€ (hya)kn (ya)dy.

INUnin(F)
Définissons des entiers N(h) et b(h,N,a) par N(h) = sup(N,N — valg(h,)),
b(h,N,a) = sup(0, valp(a,) — N(h)). Montrons que
(2) il existe ¢’ > 0 tel que

Y (h,N;a) < exp(—¢'b(h, N, a))/ 2% (hya)dy
INUmin(F)

pour tous h € AZ._(F), N >1,a€ A~.

Si valp(a,) < N, il suffit de majorer ky(ya) par 1. Supposons valg(a,) > N.
Supposons d’abord que vy est orthogonal a e, et e_,, c’est-a-dire que don v =
dan,w + 1 0u dgn,v = dan,w — 1 et t # n. Introduisons le sous-groupe de G(F)

formé des éléments u(z), pour z € F, définis ainsi: u(z) envoie vy sur vy + 2ep, e_p,
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sur e_,, — §§—0v0 — %en, et fixe e,, ainsi que l'orthogonal du sous-espace engendré par
€_n, Vg et e,. Il existe un entier ¢z tel que u(z) € I N Upin(F) pour valp(z) > cz.
On a h™'u(z)h = u(h;1z). Pour z € pioPle2valr(hn)Fe2) 1og deux éléments u(z) et
h~'u(z)h appartiennent & I N Upin(F). Pour un tel 2, on ne modifie pas Y (h, N, a)
en remplagant h par u(z)h. On peut ensuite intégrer en z, tout en divisant par
mes(p?’p(cz"’al‘r (h")+°2)). On effectue le changement de variable y — h~lu(—z2)hy
et on obtient

6 YhNa=[ =y,
IﬁUmin(F)

ou

K p(ya) = mes(p?P(c2,valp(hn)+c2))—1/ nN(u(—h,jlz)ya)dz.

p?P(CZ,VﬂlF(hn)+C2)
Supposons ky(u(—h,'z)ya) = 1. Alors a= 'y~ lu(h;'2)vy € p~ VR, c’est-a-dire
aly™l(vo + h,lze,) € p~NR. 1l existe c; tel que valp(qy(e_n,v)) > c3 pour tout
v € R. Donc

valp(gv(e—n,a *y™ (vo + h,;'ze,))) > c3 — N.

1

Puisque y € Upin(F'), on a y~ e, = e,, donc

qv (e—n, a_ly_l(vo +h'ze,)) = qv(ae_n,y tvg + hlze,) = a;lqv(e_n,y"lvo) + a;lh,jlz.

En posant z(h,y) = —hnqv(e—n,y o) et c(h, N,a) = valp(a,) +valp(hn) +c3 — N,
on a donc z € z(h,y) + p;(h’N’a). Alors

o, (ya) < mes(py™ > (T e (pRP(eavalr (WT) () (5(h, y) 4 pg M)y

<inf(1 mes(pSF“lp(Cz,V‘ilF(hn)+Cz))—lmes(p¢;§h11\’,a)))'
On vérifie qu’il existe ¢/ > 0 tel que cette derniére expression soit essentiellement
bornée par exp(—e'b(h,N,a)). Alors (3) entraine la majoration (2). Supposons
maintenant que vy n’est pas orthogonal aux deux vecteurs e, et e_,. C’est-a-dire
que dop,v = don,w — 1 et t = n. On peut écrire v9 = vye, + V_pe_,. Introduisons
le sous-groupe de Amin(F') formé des éléments a(z), pour z € 1 + pp, définis ainsi:
a(z)n = z et a(z); = 1 pour tout j = 1,...,n — 1. Il existe un entier ¢4 > 0 tel que
a(z) € IN K pour tout z € 1+ p%*. Un tel a(z) normalise I N Upin(F'), on peut donc
effectuer dans Y (h, N, a) le changement de variable y — a(z) 'ya(z), puis intégrer
en z, & condition de diviser par mes(1 + p%). Puisque a(z) commute & a et h, on
obtient

@ YoNo=[ ey,

InUmin(F)

ou

ha) = mes(L+55) 7 [ ww(a(e) " ya)d

1+p3

Supposons kx (a(z)~'ya) = 1. Alors a~'y~'a(2)vo € pz" R et, comme ci-dessus,

valp(qv(e_n,a_ly_la(z)vo)) >c3— N.
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On a

qv(e-n,a” 'y a(2)vo) = qv(ae_n,y ' a(2)(v_ne_n + vnen))

=a;lgv(e_n, ¥ Nz W ne_n + 2vnen)) = a; 2 o nqv(e—n, y e n) +a;  2vy,.
Posons z(y) = v_nv; gv(e—n,y ‘e_n) et ¢(N,a) = valp(a,) + c3 — N — valp(vy,).
Alors valg(z(y) + 22) > ¢(N, a). Notons Z(y, N, a) 'ensemble des z qui vérifient cette

condition. Alors, comme ci-dessus,

ki (ya) < inf(1,mes(l + p3) " mes(Z(y, N, a))).

On a mes(Z(y, N,a) < mes(p;(N’a)). Puisque ¢t = n, on a h, = 1 par définition de

notre systéme hyperbolique. On vérifie qu'il existe ¢” > 0 tel que Pexpression ci-
dessus soit essentiellement bornée par exp(—e'b(h, N,a)). Alors (4) entraine (2), ce
qui achéve la preuve de cette relation.

Montrons

(5) il existe des réels D, et D3 tels que

[ = uady < o> o) b5, )
INUnin (F)

pour tout h € Apin(F) et tout a € A™.

On peut fixer s € & et supposer h € Amin(F); . L’élément s détermine un sous-
groupe parabolique minimal Prins = MupinUnin,s formé des éléments de G qui
conservent le drapeau

FeanF€3n®F€s(n_1) C“‘CFesn@"'@Fsl.

On note Umin,s le radical unipotent Sle Pmin,s- On a légalité I N Upin(F) = (I N
Umin(F) N Umin,s(F))(I N Upin(F) N Upin,s(F)). Pour y € I N Upin(F) N Upin,s(F),
on a hyh~! € I. Donc

/ 2% (hya)dy < / 26 (hya)dy
INUmin (F) INUmin (F)NUmin,s (F)

< bo(R) / = (yha)dy,
R(INUmin (F)NTUmin,s (F))h—1

ol d(h) est la valeur absolue du déterminant de ad(h~!) agissant sur umy,(F) N
timin,s(F). Pour v € I N Upin(F) N Upin,s(F), on a Z¢(vyha) = Z(yha). Donc

/ E%(hya)dy < 8o(h) / / ) 26 (vyha)dy dv.
INUpin (F) INUnin (F)NUin, s (F) J RINUmin (F)NUpin, o (F)) A1

Dans le domaine d’intégration, on a o(vy) < o(h). Pour tout réel D3 > 0, on a donc

/ =6 (hya)dy < 8o (h) /
InUmjn(F) InUmin(F)nUmin,s(F)

/ i 2% (vyha)o (k)P0 (vy) P2 dy dv
h(InUmin(F)nUmin,s(F))h_l
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< 8o(h)a(h)Pe / EC (uha)o(u) P2 du.
D’aprés [16], proposition I1.4.5, il existe un réel D3 > 0 tel que la derniére intégrale
soit convergente et essentiellement bornée par o(ha)P36p_, (ha)'/? pour tout ha €
Apin(F). Fixons un tel D3. On obtient

(6) / = (hya)dy < o (h)?P3o(a)P>60(h)bp,. (ha) .
InUmin(F)

On calcule 8o(h)ép,,, (h)'/2 = ép,,... ,(h)'/2. D’aprés [16], lemme I.1.1, on a

8pmin,o(W)'/? < EC(R)
puisque h € Apin(F); . Alors (6) entraine (5).
Grace & (2) et (5), Pexpression (1) est bornée par
o(h)P2=%(h) Z o(a)P *Psexp(—e'b(h, N, a)).
a€A~

On peut identifier A~ & ’ensemble M des familles m = (my,,...,m;) d’entiers telles
que My, > My_y > --+ > my > 0. Pour une telle famille, posons b(h, N, m) = b(h, N, a)
oita € A~ correspond 4 la famille m. C’est-a-dire que b(h, N, m) = sup(0, m, — N(h)).
On vérifie que

Z exp(—€'b(h, N,m))

meM
est convergente et qu’il existe un réel D, tel que cette expression soit essentiellement
majorée par N (h)P4+. De plus N(h)P+ < NP4(1+|valp(h,)|)P* < NP1g(h)P4. Alors
Pexpression (1) est bornée par

NPig(h)P2+DagC (p),

C’est ce qu’on voulait démontrer. O

4.12. Majoration d’une intégrale de fonctions d’Harish-Chandra, cas r > 0.
— Soient D un réel, C > 0 un réel et ¢ > 1, N > 1 deux entiers. Posons

x(c,C,N,D) = / / 1o>c(u)ZM (m)EC (um)ky (m)dp(m) =20 (u)Po(m)P dudm.
M(F) JU(F).

Lemme. — Cette expression est convergente. Le réel D étant fixé, pour tout réel R,
il existe a > 0 tel que

x(¢,C, N, D) < exp(—cR)N~F
pour tout ¢ > 1, N > 1 et tout C tel que C > a(log(N) + ¢).
Démonstration. — Pour¢ =1,...,r, on a introduit en 4.5 le sous-groupe parabolique
P; = M;U;. Posons U/ = M, 1 NU;, avec la convention M, ; = G. Le groupe U est
produit de ces groupes U;. D’ou

x(c,C, N, D) =/ / / lazc(u,---ul)EM(m)EG(ur---ulm)
ME) JuyEUE).  JUENUEF).
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kn(m)sp(m) Y20 (uy - - -uy)Po(m)Pdu, - - - duy dm.
Introduisons une fonction b sur {1,...,7}, a valeurs réelles strictement positives, que
nous préciserons par la suite. Si nous supposons
1n > Z b(3),
? 7”‘

la condition 1,>¢(ur---u1) = 1 entraine qu’il existe i tel que 1,5p(;(ui) = 1.
Donc x(c,C, N, D) est majorée par la somme sur les sous-ensembles non vides J
de {1,...,7} des x(c,C, N, D; J), ou, dans ce dernier terme, on restreint l'intégration
aux u; vérifiant les conditions

—sii € J, o(u;) > b(3);

—sii & J, o(u;) < b(3).

On peut fixer J et majorer x(c,C, N, D; J). Notons j le plus petit élément de J.
On a

@) x(e.C.N.D:J) < / / / / (I Lron)
mry Juyey  Jur (ENUE): U PV (F)e iy

j—1

Lo34() (1) EM (M)EC (w4105 -+ - wam)eny (M)3p(m) ™20 (w105 -+ w1) P (m) Pdusyy - - duy dm.
La méme preuve qu’en 4.7 permet de majorer

/ EG(u]'+1u]' s ulm)a(uj+1 tee ul)Ddu]'+1
+1(F)NU(F)c

par
Pig(u; - ul)Dla(m)Dldp +,(u] ulm)l/zEMJ“(uj ceeum)
pour un réel D; convenable. On a dp,,, (u; - --uym) = dp,,, (m). Le groupe M;,, est
de la forme A,+1G ot G est un groupe spec1al orthogonal et A;; est le plus grand
sous-tore central et déployé de M;,,.Ona M = AJ+1M ot M = MNG. On remarque
que, pour a € Aj11(F) et m € M(F), on a EMi+1(u;---ujarn) = _G(u] -um),
EM (arh) = EMNC (1), 6p(ar) ~/20p,., (u; -+ urm)V/2 = Sp () /2 et iy (arh) =
kn(a)k§ (), ot kS est l’analogue de kn pour le groupe G. Alors x(c,C, N, D; J) est
N N
borné par le produ1t de cP1, de l'intégrale

/ kn(a)o(a)PTPrda
j+1(F)

et de l'intégrale

/_ / / / ( H Lo <(iy (45)) Lob(s) () EMC (R)EC (u; - - wr i)
e Juyry v e Jueaue. oo

1.L1)D+D1 D+D, d’U,j .

K’N(m) pra(m)” /2‘7('“ o(m)

L’intégrale sur A;.1(F) est produit d’intégrales

/ (1 + |valp(z))? |z| ' dz
z€F;|valp(z)| <N
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qui sont convergentes et bornées par une puissance de N. La deuxiéme intégrale est
exactement le membre de droite de (2) quand on remplace G par G, j par le nombre
7 analogue de r pour G, et D par D + D;. Cela nous raméne au cas ou j=r,ce
que nous supposons désormais. On doit se rappeler qu’a la fin, il faudra multiplier la
majoration obtenue par ¢P* N 92, pour un certain réel Ds.

Supposons donc j = r, c’est-a-dire J = {r}. On effectue le changement de variable
Up > Up_1 - --uluTul_l . --u;_ll. Cela ne change pas le domaine d’intégration, mais
change 1,>4(r)(ur) €0 Lo>pr) (Ur—1 - ~ugupuyt---wt)). Définissons une fonction by
sur {1,...,7r} par bi(i) = b(¢) — 2>,/ .,; (7). Supposons b;(i) > 0 pour tout 3. Si
o(us) < b(3) pour tout i =1,...,7 — 1 et L1o>p(m) (tr—1 - ururuy -+ u ') =1,0na
]-UZbl(r)(uT) =1. D’ou

yoonyT

1/2a(ur_1 cee ulur)Da(m)Ddur -« duy dm.

On a U] = U, et on peut décomposer ce groupe en U, ,_1U,y. Il existe ¢; > 0 tel
que, pour v € Up,_1(F) et u € U,y(F), les conditions vu € U(F). et 15>, (r)(vu)
entrainent o(u) > by (r) — c1c. Renforgons la condition b1 (i) > 0 en

(3) b1(2) > c1c pour tout 3,
et posons by (i) = by () — cic. Alors

EM(m)EC (up_y - - - uyu,m)kn (m)dp(m)~

lazbz(r)(u)EM(m)EG(ur_l - wgvum)ky (m)op(m) ™ 2o (up_y - - wyvu)Po(m)Pdu dv du,_y - - - duy dm.
Grace a 3.3(5), il existe c2 > 0 tel que
EG(uT~1 - ~ujvum) <K exp(ceo(up—q -+ ulv))EG(um).

Dans le domaine d’intégration, on a o (ur—1---u1v) K ¢+ ;g .1 b(d). Il existe
donc c3 > 0 tel que

E(up—1 -+ urvum) < exp(es(c+ Y b(1))ZC (um).

i=1,...,r—1

Alors x(c,C, N, D;{r}) est borné par le produit de exp(cz(c+ Y ;1 ,—1b(i))), de
I’intégrale

/ / / ( H 10<b(i)(u,~))a(u,_1~-u1v)dedu,_1-~~du1,
[(F) PV (PNU(F)e =1

=1,...,r—1

et de 'intégrale

Z(by(r),N, D) = / / Lo>by(r )EM(m)EG(um)nN(m)ép(m)'1/20(u)D0(m)Ddudm.
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La méme preuve qu’en 4.4 montre que la premiére intégrale est bornée par une
exponentielle de ¢+ Y ,_; ., b(¢). Il existe donc ¢4 > 0 tel que

4 x(e,C,N,Di{r}) <exples(c+ D b()Z(ba(r), N, D).

i=1,...,r—1

On doit majorer Z(by(r), N, D). On commence par changer la variable u en u™!.

D’aprés [16], lemme I1.1.1 et I1.3..2, il existe un réel D3 tel que, pour tout g € G(F'),
on ait
E%g) =E%9™") < 6p(mp(g™"))/*EM (mp(97))o ()"

On applique cette relation & g = u™'m. On a mp(g~!) = mImp(u) et 6p(m~1) =

dp(m), d’ou

Z(bz(r), N, D) < / Lo 3ty (W)EM (m)6p (mp (w)*EM (m ™ mp (u)) kv (m)
M(F) U,y (F)

o(u)PTPso(m)P+Ps du dm.

On décompose M en AGy. Comme plus haut, on peut majorer 'intégrale sur A(F)
par une puissance de N et on obtient qu’il existe D4 tel que

Z(ba(r),N,D) < NP+ / - /U - Lozb,(r) (W)EP (2)85(a(w)) /2 (27" go (u) )k (2)

Go
o(u)PHP2g(z)PHP du de,

ou, pour tout u € U,y(F'), on a écrit mp(u) = a(u)go(u), avec a(u) € A(F) et
go(u) € Go(F'). Supposons d’abord r > 2. On remarque qu’alors U, ;(F') est invariant
par conjugaison par Go(F), a fortiori par K N Go(F). Soit k € K N Go(F). On peut
remplacer la variable u par kuk~!, puis intégrer en k. Changer u en kuk~! ne modifie
qu’une seule des fonctions que I’on intégre, a savoir 2 (z~1go(u)). On a go(kuk~!) =
kgo(u)k—! d’ott, puisque ZF° est invariante par K N Go(F), Z% (27 go(kuk™1)) =
EC(z7Ykgo(u)). Or, d’aprés [16], lemme I1.1.3, I'intégrale de ce terme sur k € K N
Go(F) est égale a 2 (z71)2% (gg(u)), ou encore & ZF° (x)E50(go(u)). On voit alors
que
Z(by(r), N, D) < NP+xC(1,N, D + D3)I,,(bs(r), D + D3),

avec les notations introduites en 4.5 et 4.11 (Pexposant Gy indiquant que le groupe
ambiant est Gy au lieu de G). D’aprés les lemmes de ces paragraphes, il y a un réel
D3 et un réel € > 0 tel que

(5) Z(by(r), N, D) < NPsexp(—eby(r)).

Supposons maintenant » = 1. Dans ce cas, on introduit le sous-espace Vy de V
orthogonal & Dy et son groupe spécial orthogonal Gy. On fixe un sous-groupe compact
spécial Ky de Gy(F'). Le groupe Uy est contenu dans le groupe Gy. Ecrivons mp, (u) =
ay(u)go,y(u), avec ay(u) € A(F) et goy(u) € Go(F) N Gy(F) = H(F). Comme
dans la preuve du lemme 4.6, les éléments a(u)ay(u)™! et go(u)goy(u)~! restent
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dans des compacts. En utilisant les relations 2 (z71go(u)) <« EC(z71gy(u)) =
E%(go,4(u)~'z), on voit que I'on a

Z(b2(r)7 N) D) < ND4 / lazbz(r) (u)‘sl—’(a’(u))l/ZXGo (goyﬂ(u)_la N7 D + D3)U(U)D+D3du'
Ury(F)

En utilisant les lemmes 4.11 puis 4.6, on obtient encore une majoration de la forme
(5).

Les formules (4) et (5) fournissent une majoration de x(c, C, N, D; {r}). Revenons
au terme plus général x(c,C,N,D;J). On doit remplacer 7 par j. On doit aussi
multiplier la majoration issue de (4) et (5) par cP1 NP2, Mais le terme cP? est absorbé
par le facteur exp(csc) qui figure dans (4), quitte & augmenter c¢s. On obtient qu’il
existe des réels cs, Ds, €, tous strictement positifs, tels que

6)  x(c,C,N,D;J) < NPsexp(cs(c+ Y b(4)) — eba(5))-

i=1,...,5—1

Soit R un réel. Fixons, indépendamment de ¢, C et N, une fonction b* sur {1,...,7},
a valeurs réelles strictement positives. On en déduit comme ci-dessus une fonction bj.
Supposons que b vérifie

b1 (%) > e,

ebi (i) — cs Z b*(j) > sup(R + ¢5 +€c1, R+ Ds)

i’'=1,...i—1

pour tout ¢. Une telle fonction existe, ces conditions pouvant &tre imposées par
récurrence sur ¢. Prenons pour fonction b la fonction b(:) = (¢ + log(INV))b* (7). Cette
fonction vérifie (3). On a

cs(c+ Y. b(i)) —eba(j) < —(R+ Ds)log(N) — Re.

i=1,...,5—1
Alors la majoration (6) devient
X(C) Cv N? D’ J) < N'Rexp(—Rc),

c’est-a-dire celle que 1'on voulait. La seule condition que 'on a imposée & C est la
condition (1), qui s’écrit C > a(c +1log(N)), ot =3, .b*(3). O

4.13. Preuve de la relation 4.3(2). — On veut majorer
1V,0) = [ =99’ ru(e)oe)ds
G(F)
Par la décomposition usuelle de la mesure dg, on a

I(N,D):// / 2C (umk)?kn (umk)o (umk)Pép(m) = du dm dk.
K Jmp) Ju(F)
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Le k disparait et I'intégrale sur K également. Puisque ky est invariante & gauche par
U(F), l'intégrale en u est celle notée X (D, m,m) en 4.8. D’aprés le (iv) du lemme de
ce paragraphe, on obtient

I(N,D) < / EM(m)2nN(m)a(m)D'dm,
M(F)

pour un réel D’ convenable. On décompose M en AGy. Comme dans la preuve

précédente, on obtient

o(a)” ki (a)da / o(90)” Z5° (g0) ke (90)dgo-
Go(F)

I(N,D) < /

A(F)
La premiére intégrale est convergente et bornée par une puissance de N. La seconde
intégrale n’est autre que x(1, N, D’/2), avec la notation de 4.11 appliquée au groupe
Gy. Par le lemme de ce paragraphe, elle est convergente et bornée par une puissance
de N. D’ou la relation 4.3(2).

4.14. Preuve de la relation 4.3(7). — La conclusion que I'on veut obtenir nous
autorise a supposer ¢’ > c. Alors 'ensemble U(F)—U(F'). est invariant par translation
par U(F'). et on peut décomposer I'intégrale en v’ € U(F)—U(F'). en composée d’une
intégrale sur U(F'). et d’une intégrale sur (U(F) — U(F).)/U(F).. C’est-a-dire

I(c,c’,N,D):/ / / / ¢(m, h,u,uw'vy; D)dv; du' du dhdm.
M(F) YH(F)U(F). Y (U(F)-U(F))/U(F)c YU(F).

Posons v = uw' ~'u~'h~!u/vih. Le groupe H(F)U(F). normalise U(F). et agit
trivialement sur U(F)/U(F).. Quand u décrit U(F')., vy décrit le méme ensemble.

On remplace la variable u par ve. Le jacobien de cette transformation est 1 et on
obtient

I(c,d,N,D) < / EH(h)a(h)D‘RN(m)a(m)Dép(m)_l/
M(F) JH(F) (U(F)=U(F)e)/U(F)c

/ / Z2C (w'vym)EC (W'veh ™ m)o (u'v1 )P o (u'vy) P dvy dvy du’ dhdm
U(F)c YU(F)c

pour un réel D; convenable. La triple intégrale intérieure est essentiellement
X(e,¢',D,m,h~tm), avec la notation de 4.8. En appliquant le (iii) du lemme de ce
paragraphe, et en remarquant que dp(h) = 1, on obtient

I(c,d,N,D) <« exp(—sc’)/ / EH (h)EM (m)EM (h~ m)kn (m)o(h)P2o(m)P?
M(F) JH(F)
pour des réels Dy et € > 0 convenables. Comme dans le paragraphe précédent, on

décompose 'intégrale sur M (F') en produit d’intégrales sur A(F) et Go(F). L’intégrale
sur A(F') est bornée par une puissance de N. D’apreés le lemme 4.11, 'intégrale sur
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Go(F) est bornée par exp(—¢’a(h))=ZH (h) NP3 pour des réels D3 et €’ > 0 convenables.
Il reste une intégrale

/ g8 (h)%0(h)P2exp(—¢'o(h))dh,
H(F)
qui est convergente. Finalement, on a une majoration

I(c,d/,N,D) < exp(—ec)NP4,

pour un réel D4 convenable. Soit R un réel. Il existe o > 0 tel que, si ¢’ > alog(N),
I’expression ci-dessus est majorée par N~ . C’est ce qu’il fallait démontrer. O

4.15. Preuve de la relation 4.3(8). — On a
I(c,d',N,C, D) < I(sup(c,c'),sup(c,c’), N,C, D).

Puisque c est fixé, on peut aussi bien majorer le membre de droite, autrement dit
supposer ¢ = ¢’. Introduisons un réel b > 0 que nous préciserons plus tard. On a

I(d,d,N,C,D) = Isy(c',d,N,C, D) + Ip(c', ', N,C, D),
ou
Isy(c,d,N,C, D) :/ / / 1,>5(h)1o>c (hu)d(m, h,u,u'; D)du' dudh dm,
N M(F) JH(F)U(F) s JU(F) -
et
I(c,c,N,C,D) =/ / / 1,<5(h)15>c(hu)p(m, h,u,u'; D)du' du dhdm.
MF) JHPWU(F), JUF),

Dans la premiére intégrale, on majore 1,>c(hu) par 1. On effectue le changement de
variable u — h~'u’hu~! et on obtient

Isy(c,d,N,C,D) <« / IUZb(h)EH(h)HN(m)O'(h)DlO(m)D5P(m)_1
M(F) JH(F)

/ / 26 (u'm)=° (uh~'m)o(u)Po(u')Prdu’ dudh dm,
v, Jur),

pour un réel D; convenable. Les intégrales sur U(F') sont majorées par 4.3(3). On
en déduit une majoration

Isy(c/,¢,N,C, D) <« ¢'P? / / 1,55(R)EH (R)EM (m)ZM (A~ m) Ky (m)
M(F) JH(F)

o(h)P20(m)P2dh dm,
pour un réel D, convenable. Ainsi qu’on I’a déja fait plusieurs fois, on décompose
l'intégrale sur M (F') en le produit d’intégrales sur A(F) et Go(F). L’intégrale sur
A(F) est bornée par une puissance de N. L’intégrale sur Go(F') est I’expression
x%°(h=1, N, D;) de 4.11. En utilisant le lemme de ce paragraphe, on obtient

Isy(c/,¢,N,C, D) < ¢/ Ps NP3 / 1,55(h)EH (R)EC (h)a (k) P2 dh,
H(F)
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pour un réel D3 convenable. D’aprés le lemme 4.9, il existe ¢ > 0 tel que ceci soit
borné par

¢DsNDs / 1,55(h)=F (h)%exp(—ea(h))dh.
H(F)
Pour o(h) > b, on a exp(—eo(h)) < exp(—eb/2)exp(—eo(h)/2), d’on
Isy(c',c/,N,C, D) < ¢ P2 NP2exp(—eb/2) / =H (h)%exp(—eo(h)/2)dh.
H(F)

La derniére intégrale est convergente, d’oit
(1)  Iss(c,¢,N,C, D) <« ¢! P2 NPsexp(—eb/2).

Considérons maintenant l'intégrale I p(c’,c’,N,C,D). On effectue encore le
changement de variable u — h~luhu~!. La condition o(hu) > C devient
o(u'hu~t) > C. Jointe a la condition o(h) < b, elle entraine o(u) + o(u') > C —b, a
fortiori sup(o(u),o(u’)) > (C — b)/2. Supposons C — b > 0. Alors

I<b(CI,C/,N,C,.D) < I;(CI’CI’N’C’D) +I,</(C,,C/,N,C,D),

oll, pour un réel Dy convenable,

I’< (Cl, Cl, N, C, D) = / / / / 10<b(h)102((c_b)/2)(u')EH(h)EG(u'm)
M(F) JH(F)JU(F)y JU(F)

2% wh™'m)kn (m)o(u')Pio(u)Pia(h)Pio(m)P6p(m) " du' dudh dm,
et I”(c,c/,N,D) est 'expression analogue ol 1,>(c_p)/2(u’) est remplacé par
1,>(c—b)/2(u). En fait, le changement de variables (h,m) — (h™',h7'm) rend les
deux expressions similaires. Il suffit donc de borner I (¢, ¢/, N, C, D). L’intégrale en
u se majore grace & 4.3(3). On obtient

I’<(C’,C,,N, C, D) ¢ C'D5 / / lg<b(h)102((c_b)/2)(u’)EH(h)EG(u'm)
mE) JaF) Jur),
EM (b~ 'm)ky (m)o (v )Poa(h)Poa(m)Ps6p(m) =Y 2du’ dh dm,

pour un réel Ds convenable. D’aprés 3.3(5), il existe ¢; > 0 tel que ZM(h~Im) <
exp(c10(h))=M (m). Puisque o(h) < b, on obtient

I_(d,d,N,C,D) < c’D5bD5exp(c1b)/ lg<bdh/ / 102((C_b)/2)(u’)EG(u’m)
M(F)JU(F)

H(F)

EM(m)kn(m)o(u')P5o(m)P56p(m) "/ 2du’ dm.

L’intégrale sur H (F') est majorée par 4.3(1). Le produit des quatre premiers termes ci-
dessus est borné par ¢’ ?sexp(czb) pour un réel c; > 0 convenable. La seconde intégrale
est majorée par le lemme 4.12. Précisément, fixons un réel R’, soit a la constante que
ce lemme lui associe. Alors on obtient une majoration

(2) I.(¢,c,N,C,D) < ¢ Psexp(cab)exp(—R'¢)N~F,
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pourvu que (C —b)/2 > a(log(N) + ¢’). Soit R > 0 un réel, choisissons b = 2¢71(R +
Ds)log(N) + Rc'(2c2)~t. La majoration (1) devient

Isy(c, ¢/, N,C, D) < ¢’ Prexp(—eRc (4c2) ")) N F « N~F,
Choisissons R’ = R + 2c2¢ "} (R + D3). La majoration (2) devient
I (c,¢,N,C,D) < ¢'Prexp(~Rc/ /2) N R <« N™R,

Cela vaut pour (C'—b)/2 > a(log(N)+c'). Mais il existe o’ > 0 tel que cette condition
soit vérifiée pour C > o/(log(N) + ¢’). C’est ce qu’on voulait démontrer. O

4.16. Preuve de la relation 4.3(6). — L’expression I(c, N, D) est égale a la
somme de I(c,c,N,D) et de I(c,c,N,1,D). 1l suffit de reprendre les preuves des
deux paragraphes précédents pour montrer que ces deux termes sont bornés par une
puissance de N. O

5. Entrelacements tempérés

5.1. Définition des entrelacements tempérés. — Soient (V,qy) et (W, qw)
deux espaces quadratiques compatibles, avec dy < dy. On utilise les notations de la
section 4. Soit , resp. p, une représentation tempérée de G(F'), resp. H(F'). On note
Hompg ¢ (7, p) I'espace des applications linéaires | : E, — E, telles que I(n(hu)e) =
&(u)p(h)l(e) pour tous h € H(F), u € U(F), e € E,. Dans le cas o 7 et p sont
irréductibles, on sait que Hompg ¢(, p) est de dimension au plus 1. En tout cas, cet
espace est de dimension finie. On note m(p, ) cette dimension. Ce nombre ne dépend
pas des différents choix que I’on a effectués. Pour simplifier la rédaction, on note aussi
m(m, p) = m(p, 7).On munit E, et E, de produits scalaires invariants. On définit une
forme sesquilinéaire £, , . sur E, @c E, par

Lrpcle ®e,e®e) = / (p(R)e' ) (€, m(hu)e)é(u)dudh
H(F)U(F).

pour tous €,&' € E, et e,e’ € E,. Cette expression est absolument convergente. En

effet, elle est essentiellement majorée par

/ =25 (h)=2C (hu)dudh
H(F)U(F)c

qui est convergente d’aprés 4.3(4).
Pour tout entier ¢’ > 1, notons ws(c') le sous-groupe des a € A(F) tels que
valp(a; — 1) > ¢ pour tout ¢ =1,...,r.

Lemme . — Pour tous €,€', e, €, il existe un entier cy tel que £y ,.(¢' ®€',eQe) soit
indépendant de c pour ¢ > cg. Plus précisément, soit ¢’ un entier > 1. Alors il eziste

’
. . . s e wA(C
un entier cg tel que cette conclusion soit vérifiée pour tous €,€’ et tous e, e’ € E,r"( ).
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La preuve est similaire & celle du lemme 3.5. O
On définit une forme sesquilinéaire £, , sur E, ®c Er par

Prpe ®€,e®€) =lime 00 Lrpc(e' @€, eQe).
Cette forme vérifie les relations
Lro(p(h)e' ® €6 @ T(hu)e) = £(u) Lr (e’ ® € e @ €)

Lr ol @ n(hu)e/, plh)e @ €) = E(u) Lr (e B ¢, @)
pour tous h € H(F), u € U(F). Elle est donc combinaison linéaire de fonctions

('®e,e@e)— (¢,U(e))(l'(€),€)

ot l,I' € Hompy ¢(m, p). En particulier, elle est nulle si Hompg (7, p) = {0}.

Supposons 7 et p irréductibles et £, , non nulle. L’espace Hompy ¢(7, p) est de
dimension 1. On peut fixer un élément non nul ! de cet espace et un nombre complexe
¢ # 0 tels que

fﬂ';ﬂ(sl ® 6,75 ® e) = C(E,’ l(e))(l(e/)v E)
pour tous €,¢’,¢e, €. Il en résulte ’égalité
(1) |Zrp(e @€ e@e)* =|2Lrp(e' ®ec' ®e)||Lr,p(e®e @€

En conséquence
(2) il existe € et e tels que

Prple®e,e®e) #0.

On a supposé dw < dy. Pour simplifier la rédaction, dans le cas dyw > dy, on pose

fﬂ,p = Z)pnr'

5.2. Induction d’entrelacements tempérés. — Soient (V, qv) et (W, gw) deux
espaces quadratiques compatibles, avec dw < dy. Soit V = V @Y une décomposition
orthogonale, avec Y hyperbolique. On fixe une base hyperbolique (y+;);=1,...x de Y,
on note YT, resp. Y 7, le lagrangien engendré par (y;);=1,... k, resp. (¥—;)j=1,....k- On
suppose k > 1. On note @ le sous-groupe parabolique de G formé des éléments qui
conservent Y+, L son sous-groupe de Levi formé des éléments qui conservent de plus
Y, Ug le radical unipotent de @, GLj, le groupe des automorphismes linéaires de Y+
et G le groupe spécial orthogonal de V.On a L = GL; x G. On fixe un sous-groupe
compact spécial K de G(F') en bonne position relativement & L.

Soit 7, resp. u, p, une représentation admissible irréductible et tempérée de é(F),
resp. GLi(F), H(F). On fixe des produits scalaires invariants sur les espaces de ces
représentations. Introduisons la représentation induite m = Indg(,u ® 7), que 'on
réalise dans l'espace E, = Eg u®i On munit E, du produit scalaire invariant

€= () ey
QFN\G(F)

On définit les formes sesquilinéaires £ , sur E, ®c Ex et £z , sur E, ®c Ex.
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Proposition. — La forme £, , est non nulle si et seulement si la forme £z , est non
nulle.

La preuve se décompose en cing étapes.

17 étape: un résultat de convergence. — Soient e,e’ € E, et €,e’ € E,, choisissons
un entier ¢ assez grand. On a ’égalité
Lrple @, e®e)=FLr,clc @e,e®e) = / (p(R)e',€)
H(F)U(F).

/ (€¢'(g), e(ghu))dg & (u) du dh.
QF)\G(F)

Montrons que

(1) cette expression est absolument convergente.
On a

[ i@ elahuidg = [ 1) e(kmiar
QFN\G(F) K

= /K (€' (k), (1 ® 7)(Iq(khu))e(kq (khw)))|6g (Ig (khu)) /2 dk.

Parce que p et 7 sont tempérées, il s’ensuit que
[ I elghuidg < [ Galia(khu)) = g (khu)dk = 29 (),
QUIN\G(F) K

la derniére égalité résultant de [16] lemme II.1.6. L’expression & étudier est donc
bornée par un multiple de

/ =7 (h)EC (hu)dh du
H(F)U(F).

qui est convergente d’aprés 4.3(4). Cela prouve (1).

2¢ étape: implication L%, =0= £, , =0 quand k < r. — On suppose k < r. On
peut alors supposer y; = vg—r—; pour j =1,...,k. Alors PC Q. On a

/ (@) elgha)dg = [ (@), el uh))ad
Q(F)\G(F)

Ug(F)

r—1

d’ot, par le changement de variables u — 7’ ™" u,

(2) Prple ®e,e®e) = / (p(h)e,€)

H(F)
/ (¢ (¥), e(uh))E(T) " €(u)du dv’ dh.
(¥ W) EUG (F)XU(F);o’' ~'u€U(F).

Posons Uy, = UNGLy et U = U N G. Remarquons que la restriction de ¢ a Uy (F)
est le caractére de ce groupe défini en 3.5 tandis que la restriction de £ a U (F) est le
caractére analogue & £ quand on remplace G par G dans les définitions. Décomposons
u en u = nid, avec n € Uy(F), 4 € U(F) et ¥ € Ug(F). La condition o' ~'u € U(F).
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équivaut an € Uyx(F)c, i € U(F) et 715 € U(F)c.NUgq(F). Cette derniére condition
s’écrit concrétement
valp(qv (0vr k) Vk—r—1) — Qv (T 0r—k, Vk—r—1)) > —cC.
De méme, on a I’égalité
E(v''9) = (qv (Bvr—k, Vi—r—1) — qv (T'Vr—k, Vk—r—1)).

Dans l’expression (2), effectuons le changement de variables & — hoh~!. cela ne
modifie pas les conditions ci-dessus et le jacobien de cette transformation vaut 1. On
obtient

fopc 0 c00) = | Lo e
(v,8)E€UG (F)2%;5' ~'9€U(F) e Y H(F)U (F)c YUk (F).

(€/(7"), p(n) 7 (hit)e(?))E(n)éE(@)E(7' ~ v)dn dh dit do dv’.
Cette expression est encore absolument convergente. Pour un entier ¢ > 1,
introduisons le sous-groupe w4(c’) C A(F') de 5.1. Choisissons ¢’ tel que e et €

. . ~ . . . /
soient invariants par w4(c’) et que le caractére central de p soit trivial sur 1 + pS%.
Soient a,a’ € wa(c’). Considérons I’expression

3) / / ~ / (p(h)e's )
(17’»17)€UQ(F)2;17"15€U(F)c H(F)U(F)c JUR(F)c

(4 ® 7)(@)e(7'), p(m) 7 (1) (4 @ 7) ()€ (2))E(m)E(B)E(0' ) dn dh dii di 4.
Introduisons le sous-groupe w'y (¢') formé des @ € wa(c’) tels que o = @r_k41.0na
Pégalité wa(c') = (Zk(F)Nwa(c')) xw'y(c'). Ecrivons a = za, a’ = 2’/ conformément
a cette décomposition. On a p(z) =1 = u(z') et on a I'égalité

((p®7)(a")e ("), p(n)7 (hit)(p ® ) (a)e(D)) = (¢'(a'D'), u(n)7 (hii)e(aD)).
On effectue les changements de variables 7 — a~'9a, o' +— o’ ~'%’@/. Cela ne modifie
pas le domaine d’intégration ni le terme (7' ~1%). Puisque e, resp. €/, est invariant
par a, resp. o/, les termes « et o disparaissent. Donc (3) est indépendant de a et a’.

On peut intégrer cette expression sur wa(c’)?. L’expression obtenue reste absolument
convergente et on obtient

Lople ® e = [ Ew o) /H e, (P

(¥,9)EUG (F)%;3' ~'5€U(F).

/ (€4, (@), p(n)7 (hit)eo (7)€ (n)dn dh dii dv dv’,
Uk(F)c
el (v') = mes(wy(c))™? #)(a)e' (v')da,
(¥) = mes(wa(c) /wA(c/)("@ )(@)e'(@)

e(®) = mes(wa@) ™ [ (u@M(@)e(o)da

wa(c)
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Introduisons une fonctionnelle de Whittaker non nulle ¢ sur I’espace E,. Notons
®:E,Q E; — Ej; l'application ¢ ® id. D’apreés le lemme 3.7(ii), si ¢ est assez grand,
on a l’égalité

/U o L) BT () )i = OB} (1), 7(AT) e 7)),

ot C est une constante non nulle. D’aprés le lemme 5.1 appliqué au groupe G, si ¢
est assez grand, on a 1’égalité

/ _ (p(R)e e)E(W)(Pel (V'), 7 (hit) ey (D))dh dit = Lz ,(c' ® el (V'),e ® Pey (D).
H(F)U(F)c
On obtient

(4)  ZLrpe®e,e®e)=

C L (€' @ Pel, (v'),e ® Pey (0))E(v' ~10)dv dv’.
(v,8)€Ug(F)%;0' ~'B€U(F).

Cette égalité entraine que, si £z , est nulle, £, , 'est aussi.

3¢ étape: Vimplication Lz, # 0 = £, # 0 quand k < r. — Supposons £z , non
nulle. On peut fixer des éléments €,¢’ € E,, é,€' € Ex, n,n' € E, de sorte que

Lrple ®€,e®€) #0,
o(n) = ¢(n') =1.

Choisissons un sous-groupe ouvert compact 2 de Ug(F) sur lequel € soit trivial.
Introduisons I'unique fonction e € E telle que, pour ¥ € Ug(F), on ait ’égalité

_ n®e, siveEL,
e(v) = .
0, sinon.

Si ¢’ est assez grand, on a:

Beu (3) = { & si ve Q,
0, sinon.
Introduisons la fonction similaire e’ € E,. L’égalité (4) entraine
Lrole ®€,e®e) =Cmes(Q)? Lz (e ®E,e R E).
Ce terme n’est pas nul, donc £ , n’est pas nulle.

4¢ étape: Uimplication £z, = 0 = £, = 0 quand k > r. — On suppose k > .
On peut alors supposer v; = y_g4r—; pour ¢ = 1,...,7 et v9 = Yr_k + VoYk—r, OU
vo = qv(vo). Alors Ug C P et QPest un ouvert de Zariski de G. On a I'égalité

6 [ (o) elghu)dg =
QIFNG(F)

/ / (€' (z'm), e(z'mhu))dz’ dm.
(M(F)NQ(F)\M(F) J(U(F)NQ(F))\U(F)

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2012



240 J.-L. WALDSPURGER

Posons Y0+ =YtNVy, Qo = Q N Gy. L’espace Y0+ a pour base (y;)j=1,...k—r €t
le groupe @ est le sous-groupe parabolique des éléments de G qui conservent Y0+.
Posons Yv}t =Yt*nNW, Y, =Y NnW, notons Q¥ le sous-groupe parabolique de
H formé des éléments qui conservent Yv“t, LH son sous-groupe de Levi formé des
éléments qui conservent de plus Yy, et Ugw le radical unipotent de Q. L’espace Y‘}}
a pour base (y;);=1,...k—r—1. Notons Wy 'orthogonal de Y‘,T, @Yy, dans W, Hj son
groupe spécial orthogonal et GLk_,_1 le groupe des automorphismes linéaires de Yv"‘}.
On a légalite L# = GLj_,_1 x Hy. Posons wo = — 5y, _x + Syk_r et D¥ = Fu.
Alors Wy est la somme directe orthogonale de V et de DH. Le groupe Qo N H est le
sous-groupe des éléments de H qui conservent Y0+ (disons que, pour quelques instants,
on étend les scalaires & F'). Un tel élément conserve YO+ NW = YV"‘}, donc appartient
a QY. Soit h € Q. Pour qu'’il conserve Yy, il doit envoyer yx—, dans Y;". Mais il
fixe vg et on a wyg = —ﬁvo + Yg—r. On a donc hwy € wy + Y0+. Puisque hwq et
wo appartiennent & W, cela force hwy € wo + Yv}L,. La réciproque est similaire. Donc
Qo N H est le sous-groupe des h € Q tels que hwy € wg + va,. Autrement dit

QoNH =GL_r—1GUgn.

On vérifie que la restriction du module dg, au groupe Qo(F) N H(F) est égale
au module de ce groupe: si on écrit un élément h € Qo(F) N H(F) sous la forme
8gn, avec § € GLy_,_1(F), § € G(F), n € Ugu (F), ces modules coincident avec
|dét(8)| 2 ¥ "1, L’application naturelle Qo(F)\Go(F) — (M(F) N Q(F))\M(F)
est un isomorphisme. Le groupe H(F') agit sur ’ensemble des sous-espaces isotropes
de V de dimension k — r. Il y a deux orbites: I’orbite ouverte des sous-espaces dont
Iintersection avec W est de dimension k£ — r — 1 et l'orbite fermée des sous-espaces
contenus dans W. L’espace Y0+ appartient & l'orbite ouverte. Il en résulte que
lapplication naturelle (Qo(F)NH(F))\H(F) — Qo(F)\Go(F) est injective et a pour
image un ouvert de l’espace d’arrivée dont le complémentaire est de mesure nulle.
On en déduit aisément ’assertion suivante. Soit ¢ : Go(F) — C une fonction telle
que ¢(qg) = 6g,(q)¢(g) pour tous g € Qo(F), g € Go(F'). Supposons ¢ absolument
intégrable sur Qo(F)\Go(F). Alors la restriction de ¢ & H(F) est absolument
intégrable sur (Qo(F) N H(F))\H(F') et on a I'égalité

p(9)dg = / o(h)dh.
(Qo(F)NH(F)\H(F)

Dans I’égalité (5), on peut donc remplacer 'intégration sur (M(F) N Q(F))\M(F)
par une intégration sur (Qo(F) N H(F))\H(F'). On obtient

[ elamig= [ /
QIFNG(F) (Qu(F)NH(F)\H(F) Y (U(F)NQ(F)\U(F)

puis

/QO(F)\GO(F)

(¢'(z'h'), e(z'W hu))dz’ db’,

Lrple @€ @) =/ /
H(F)U(F)c Y (Qo(F)NH(F))\H(F)
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/ (p(h)',e) (' (z'N), e(z'h'hu))E(u)dx’ dh' du dh.
(UF)NQF)\U(F)

On effectue les changements de variables u +— (h’h)~!uh’h, puis h — h’~1h, on
décompose ensuite l'intégrale sur H(F') en une intégrale composée d’une intégrale sur
Qo(F)NH(F) et d’une intégrale sur (QoNH(F))\H(F') (la mesure sur Qo(F)NH(F)
doit étre une mesure de Haar & gauche). On obtient

Eople B¢ c0e) = [ / /
((Qo(F)NH(F))\H(F))2 YQo(F)NH(F) Y (U(F)NQ(F))\U(F)

/U o (P PRDE R, el uam)E e’ dg

On effectue le changement de variable u — z’ ~!u puis on décompose l'intégrale en
u € U(F) en composée d’une intégrale sur u € U(F) N Q(F) et d’une intégrale
sur £ € (U(F) N Q(F))\U(F). Remarquons que U(F)N Q(F) = U(F) N L(F) =
U(F) N GLk(F). La condition initiale u € U(F), est remplacée par =’ ~uz € U(F)..
Notons ¢.(u,z,z’) la fonction caractéristique de I'ensemble des (u,z,z’) vérifiant
cette condition. On obtient

Lroe @€ e®e) = / / /
(Qo(F)NH(F)\H(F))? Y Qo(F)NH(F) Y (U(F)NQ(F)\U(F))?

/ (p(qh)e’, p(W)e)(€' ('), e(uzqh)) e (u, x, 2 )é(z' ~ uz)du dz dx’ dg dh dh’.
U(F)NGL(F)

On effectue le changement de variable £ — qzq™": cette conjugaison préserve a la
fois U(F) et U(F) N Q(F). Les termes £(x) et ¢.(u,z,z’) ne dépendent de = que
par l'intermédiaire des coefficients gy (zv;,v_;—1)pour i = 1,...,r — 1. Puisque q
fixe les vecteurs v;, la conjugaison par ¢ ne change pas ces termes. Par contre, elle
introduit un module. Pour ’exprimer commodément et pour poursuivre notre calcul,
on décompose q en dng, oit 6 € GLy_r_1(F), n € Ugn(F) et g € G(F). Le module
est alors |dét(d)|z". On obtient

S R A o
(Qo(F)NH(F)\H (F))? J((U(F)NQ(F)\U(F))? Y G(F) YUqu (F) Y GLg—r-1(F)

1

/ (p(6ngh)e!, p(R)e) (€ (&'R'), e(ubngah))pe(u, 7, 2')
U(F)NGLi(F)

&(z' " tux)|dét(8)| 5" du dé dn dg dx d’ dhdh/.
On a Pégalité U(F) = (U(F) N Q(F)) x (U(F) N Ug(F)) qui permet de remplacer
I’ intégration sur (U(F) N Q(F))\U(F) par une intégration sur U(F) N Un(F). On
va légérement modifier cet ensemble de représentants. Soit z € U(F) N Ug(F). Pour
t1=1,...,r—1,ona
av (25, v—-i-1) = qv (TY—k+r—i, Yk—r+i+1) = @V (Ymhtr—is Yo—r4it1) = 0

puisque z fixe y_k,—;. Par contre, gy (zvg,v—1) n’est en général pas nul. Exprimons
matriciellement les éléments de GLj dans la base (y;);=1,...x de Y. Remarquons
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que le groupe U N GLj est le radical unipotent du sous-groupe parabolique de G Ly
triangulaire supérieur par blocs, de blocs k —r, 1,...,1. Pour u € U(F)NGLy(F), on
calcule aisément
qv (Uv;, V1) = —~Uk—rti k—r+i+1

pour i = 0,...,7 — 1. Pour x € U(F) N Ug(F), notons u(z) I'élément de U(F) N
GL(F) dont toutes les coordonnées non diagonales sont nulles, sauf u(z)g—rk—r+1
qui vaut gy (zvg,v_1). Posons z. = u(z)z. Alors gy (z«v;,v_;—1) = 0 pour tout i =
0,...,7 —1let {x,;& € U(F)NUg(F)} est encore un ensemble de représentants de
(UF) N Q(F)\U(F). Pour z,2' € U(F)NUg(F) et u € U(F) N GLx(F), on a
E(zy tuzy) = £(u) et o (u, Ty, ) =1 si et seulement si u € Uy (F).. On obtient

6) Lo ®cc@e)= / /
((Qo(F)NH(F)\H(F))2 J(U(F)NUg(F))?

I(2', Wz, h)dz dz’ dhdP/,

I(z' W, z,h) = / / / / (p(6ngh)e’, p(h')e)
G(F) JUgn (F) JGLi—r—1(F) JU(F)NUK(F).

(' (z,h'), e(uéngz.h))€(u)|dét(8)| 7" du dd dn dg.
Toutes ces expressions sont absolument convergentes d’aprés (1): on n’a jusqu’ici
effectué que des changements de variables et des permutations d’intégrales.

On va calculer I(z',h’,z,h). Fixons un sous-groupe compact spécial K de
H(F) en bonne position relativement au sous-groupe parabolique Q¥ . L’application
naturelle de K dans QF (F)\H(F) est surjective. D’aprés la description que I’on
a donnée ci-dessus du groupe Qo N H, tout élément de(Qo(F) N H(F))\H(F) a
un représentant qui appartient a Ho(F)K¥. On peut donc se limiter & calculer
I(z',h',z,h) pour des éléments z,z’ € U(F) NUg(F) et h,h' € Ho(F)K*™. Dans
lexpression de I(z’,h',z,h), on peut remplacer e(uéngzr.h) par p(u)e(dngz.h).
D’aprés les formules écrites ci-dessus, £(u) = ¥(— Y _k_, .. k_1Ujj+1)- Fixons
une fonctionnelle de Whittaker ¢ non nulle sur E, et notons comme plus haut
®: E, ®c Ez — E; lapplication ¢ ® id. On peut appliquer le lemme 3.7(ii): il existe
une constante C' # 0 telle que

ou

/ (€! (&, 1), p(w)e(Snge.h))E(u)du =
U(F)NUg(F)c

c (Pu(ya)e'(z 1), u(va)e(dngz.h))|dét(v)| " da dy,
Uk—r—1(F)\GLi—r—1(F)Xwg—rj(ctcy)
pourvu que ¢ + ¢y > 1. On peut remplacer p(ya)e(dngz.h) par

p(v8a)e(ngz.h)dg(8)? = u(véa)e(ngz.h)|dét(s) ;ﬂi"’ﬂ_l)/z,

On obtient
I(w’,h’,x,h)=C/ / /
&(F) JUgu (F) JaLy—r 1 (F)
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/ (p(6ngh)e’, p(h')e) (@ p(1a)e! (&, k'), Bu(v6a)e(ngz.h))
Ukmro2 (F\GLi— 1 (F)xt{ry (c-ey)

|dét(y) |57 |dét(d) |7 T D2 4g dry db dn d.

Montrons que
(7) pour g et n fixés, 'intégrale intérieure sur

GLk—r—1(F) X (Ug=r—1(F)\GLg—r—1(F)) X wik—r)(c+ cy)

est absolument convergente.

La variable a € wy,_,|(c+ cy) disparait tout de suite: la fonction que I’on intégre
est localement constante en cette variable et le domaine d’intégration est compact.
On a une majoration

I(p(dngh)e’, p(h')e)| < EF (6).
On peut décomposer €' (z),h') et e(ngzr.h) en combinaisons linéaires de produits n®é€,
oun € E, et € € Ex. Cela nous raméne & montrer que, pour 1,7’ € E,,, 'intégrale

/ / =H (8)| ()7 || éuu(vb)n|
GLg—r—1(F) JUg—r—1(F)\GLk—r-1(F)

|det(y) |7 ldét(8) " 7T 2 dy ds
est convergente. On effectue le changement de variable § — v~16. On remplace
ensuite la variable vy par t'k’, avec t' € Ag_,_1(F) et k' € Kj_,._1 et & par
tuk, avec t € Ag—r—1(F), u € Ug—r_1(F), k € Ki_r—1. Cela remplace dydé par
8B,_,_, (t')"dt' dk' dt du dk. De nouveau, les intégrales en k et k' sont inessentielles
et on est ramené a l'intégrale

® [ [ e e leuOnie, . ¢)
Uk—r—1(F) Y Ag_r_1(F)?
|dét(t)| B4 TR 2 dee(t) 7T @RV 2at at! du.
Montrons que
(9) pour tous réels R > 0 et € avec 0 < € < 1/2, on a une majoration

EH(g) < E9L*=r-1(g)a(g) " F|dét(g)

pour tout g € GLg_,_1(F).

On peut supposer g = a € Ag_,_1(F). Notons a;, pour j =1,...,k —r —1, les
coefficients diagonaux de a. Choisissons un sous-groupe de Levi minimal My,;, de H
contenant Ag_,_; et un sous-groupe parabolique minimal Ppin € P(Mpin) tel que
a soit “négatif” pour Ppn, c’est-a-dire que |a(a)| < 1 pour toute racine o de Apy,,,
dans up_, . D’aprés [16] lemme II.1.1, on a des inégalités

(10)  dp,u(e) < E¥(a)® < bp,;,(a)o(a)”
ot D est un certain entier. On énumére les valeurs de a(a) pour toutes les racines
a de Ay dans h: ce sont ajaj_,1 pour j # j', ajaj et (aja;)~* pour j < j,
qui interviennent avec multiplicité 1, et a; et aj—1 qui interviennent avec multiplicité

e+(r+l-dy—k)/2
F

min
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dw, = diy+1 (évidemment, les j, j’ parcourent {1,...,k—r—1}). Le module ép,,,(a)
est le produit de celles des valeurs absolues de ces termes qui sont inférieures ou égales
a 1. Donc

5Pmin (a) = 11[2.[3,

ou

L = H |ajaj_,l|p;

J#3’;valp(aj)>valp(a;r)

I = ( 11 laja;r|F)( II lajaj|z');

j<j';valp(aja;)>0 j<j';valp(aja;r)<0

d- —dy—1

L= I lal**™C II  lasle™ )
jivalp(a;)>0 Jivalp(a;)<0

On peut majorer le premier produit de I par son inverse. On obtient
— , —k
I < H lajaj|p' = |dét(a)|z"27".
Ji<j’

On a 13 = I4I5, ou

L=C [ lelBC II lalz),

Jjivalp(a;)>0 Jivalr(a;)<0
dy+1-2¢ —dg—1+42¢
Is = ( H laj| )( H laj|p )-
jivalp(a;)>0 Jivalp(a;)<0

Comme ci-dessus, le premier produit de Is est majoré par son inverse, d’ol
—dy—1+42¢ ) —dy—142¢
Is < [T las1 2™ = |dét(a)|p " :
J

On a Iy = g %% ou

b= Z [valr(a;)| > o(a),

j
donc Iy < ¢~%°(%), D’on, en utilisant la seconde majoration de (9),

EH((I)2 < a(a)Dq'Z"’(“)|dét(a)|;,+1_d"’_k+2511_

Un calcul similaire vaut en remplagant le groupe H par GLg_,._;. En utilisant cette
fois la premiére majoration de (10), on obtient simplement

I < ECLk-r-1(q)2,

De ces deux majorations se déduit ’assertion (9).
De (9) et de la proposition I1.4.5 de [16] se déduit que l'intégrale

/ 25t Ytu)du
Uk—r—1(F)
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est convergente et que, pour tout € tel que 0 < € < 1/2,elle est bornée par
8B, l(t/ lt)—1/2|det(t/ 1t)|5+("'+1 —dy —k)/2

Pour tout entier ¢’ € N, on a introduit en 3.5 la fonction ¢ sur Ag(F). D’aprés le
lemme 3.7(i), il existe un entier ¢’ € N et un réel R > 0 tels que ’on ait la majoration

|¢M(a)n| < L (a)(sBk (a)l/Zo,(a)R
pour tout a € Ag(F'). Pour t € Ag_,_1(F), on a dp, (t) =
(11) ot < e (t)op, _,_, (£)/?dét(t) 5:*1’/2a(t)R.

La fonction g — ¢u(g)n’ vérifie une majoration analogue. L’expression (8) est donc
majorée par le produit des intégrales

J ter () dét(t) [ 2o () Rat
Ak—r I(F)

)|r+1 d’oil

et
/ Ler () “H26(t)Rdt.
Ag—r—1(F)
Considérons par exemple la premiére. On remplace les variables t{,...,t}_,_; par
ai::* .OQk—r—1, @2+ OGg—r—1,---,0k—r—1. L'intégrale est alors essentiellement bornée
par le produit sur j =1,...,k —r — 1 des intégrales

/ e oga e T ale(a)]) day
a;j Xsvalp a; c’

Chacune d’elles est convergente, ce qui achéve la preuve de (7).

On utilise (7) pour permuter les deux intégrales intérieures dans ’expression qui
précéde cette assertion. On effectue ensuite le changement de variables § — 14,
puis on décompose v en t'k’ et & en utk, avec u € Ug—r—1(F), t,t' € Ag—r—1(F) et
k,k' € Kx_r_1. Cela change dydd en 6p,_._, (tt')"'dudtdt’' dk dk’. On obtient

I(z',W,z,h)=C I(z',h',z, h, §)dg
G(F)

e ang = [ f [/ /
Ugn (F) Ywg—r)(ctey) VKZ_ ) Y Ak—r1(F)? JUk—r—1(F)

(p(utkngh)e', p(t'k'h )e)(Pu(t'k a)e (z,h'), Pu(utka)e(ngz.h))

ou

|dét()| G4 TR 2 qee () TR 25, () dudt dt’ dk di' da dn.

Fixons une suite (€;);en de sous-groupes ouverts compacts de Ugx (F) telle que Q; C
Q41 pour tout [,

U u = Ugn(F)

leN
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et tout € soit invariant par conjugaison par Ki_,_1. Notons I[;(z',h',z,h,§)
Pexpression obtenue en remplacant dans I(z’,h',z,h,§) la premiére intégrale sur
Ugn (F') par l'intégrale sur §;. On a

I(xlv hl? z, hyg) = limlﬁooll(wla h,, Z, ha g)

Fixons [ € N. En (7), on avait fixé n. Mais, les fonctions considérées étant localement
constantes en cette variable, on aurait aussi bien pu 'autoriser & varier dans un sous-
ensemble compact de Ugr (F') et on aurait obtenu une majoration uniforme en n de
'intégrale considérée. Donc Iexpression I;(z’, h', z, h, §) est absolument convergente.
On peut changer I'ordre des intégrales puis effectuer le changement de variable n —

(tk)~!ntk. Cela introduit le module dgx (t)~! = |dét(t) ;,+1_k_d‘7. On obtient

Il(wlvhlvx’h’g) :/ / / / /
W[k,T](C‘I—C,p) Kﬁ_ _1 Ak_r_](F)z tQt—1 Uk—r—l(F)

(p(untkgh)e’, p(t'k'h )e) (@u(t'k a)e’ (z,h'), Du(utka)e((tk) 'ntkjz.h))

r

dét(et)| 0 255, () 'dudndt dt’ dk dk’ da.

Soit n € Ugn (F). On a nwy € wo + Y. Introduisons 'élément u(n) € Ux(F) qui fixe

tous les vecteurs y; pour j =1,...,k, j # k —r, et envoie yy_, sur yx_, + nwo — wo.
On a

(12) u(n)~tn € Ug, (F).

En effet, u(n)~'n fixe tout y; pour j = 1,...,k —r — 1 et envoie V dans YVT,, a

fortiori dans Y0+. Pour qu’il appartienne & Ug, (F'), il suffit qu'il fixe de plus yx_..
On a yp—r = wo + ﬁvo, donc nyx—, = nwg + ﬁvo = Yk—r + MW — Wp, pUIS
w(n) nyg_r = u(n) " tyk—r + nwo — wo = Yx—_r. Cela prouve (12).

Puisque e est invariante & gauche par Ug(F'), a fortiori par Ug,(F'), on a
p(utka)e((tk) 'ntkgz.h) = dq (tk) ™2 p(uau(n))e(u(n) " ntkgz.h)

= 8q(tk) " 2 p(uau(n))e(tkgz.h) = p(uau(n)tk)e(gz.h).

Introduisons le sous-groupe parabolique P¥ de H, contenu dans Q%, dont
Vintersection avec LH est By_,_1 x Hy. Son radical unipotent est Upn =
Uk—r—1 X Ugn. On définit un caractére £ de Upx (F) par la formule

EH(V) = 1/}((1W(V’UIO, yr-—k+1) + Z qW(l/y], y—j+1))
7j=2,..,k—r—1

pour v € Upn(F). Remarquons que les données H, PH wy, €H, G sont d’exactes
similaires des données G, P, vo, §, H. Plus généralement, pour a € wj_yj(c+ cy),
définissons un caractére £ de Upx (F) par

W) =v(aptaw(vwo, ki) + D aw(y5,y-11)).
i=2,...,k—r—1
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Si v = un, avec u € Ux_r_1(F) et n € Ugu (F'), on a l'égalité

€ (un) =Yl u(M—rrher+ D Ujj41)
Jj=1,..,k—r—-2

D’aprés la définition de @, on en déduit

Du(uau(n)tk)e(Ge.h) = Eff (un)@p(tka)e(gz.h) = £ (un)7(§)®p(tka)e(z.h).

puis
Lk_r_l(F)z \/tﬂlt_l Lk_r_l(F)

(13) Il(xlvh,7$7ha§) :/ /
Wik—r)(ctey) YK

(pluntkgh)e', p(t' k'K )e)(@u(t'K a)e (. 1'), 7#(3)Bp(tka)e(z, b)) EX (un)

det(tt)| B9 TR 25, () Ldudndtdt’ dk dK' da.

Pour un entier ¢’ > 1, on introduit le sous-groupe wa, ,_,(¢') C Ag—r—1(F). Montrons
que

(14) il existe un entier ¢’ > 1 tel que, pour tous t,t' € Ag_._1(F), k, k' € K_,_1,
h,h € Ho(F)K® et § € G(F), les éléments p(tkgh)e’ et p(t'k'h)e de E, soient
invariants par p(a) pour tout & € wa,_._, ().

Ecrivons h = hgk, avec hg € Ho(F) et k € K¥. Soit a € Agx_,_1(F). En utilisant
le fait que Gx_,—1 commute & Hy, a fortiori & é, on a

atkgh = tkghy

—-r—1

ot v = (kk) lakk. Puisque kk reste dans un ensemble compact, il existe ¢’ tel que
la condition o € wa,_,_,(c') entraine que p(y) fixe €', donc que p(a) fixe p(tkgh)e’.
La preuve est la méme pour I’élément p(t'k’h’)e. Cela prouve (14).

On fixe ¢’ comme en (14). Les deux intégrales intérieures de la formule (13)
se regroupent en une intégrale sur le sous-ensemble Uy_,_i(F) x tQit~! de
Upu(F). Introduisons le sous-groupe Upwu(F').s de ce dernier groupe. Posons
A(t) = Upu(F)er N (Ug—r—1(F) x tt~1). La preuve du lemme 3.5 montre que
I'intégrale sur le complémentaire de A;(t) dans Ug_.—1(F) x tQ;t~! est nulle. On
peut donc remplacer les deux intégrales intérieures de (13) par I'intégrale sur A;(t).
Remarquons que ¢’ est indépendant de ¢, on peut donc supposer que c est assez
grand relativement & ¢’. Alors, pour a € wix_r)(c+ cy), le caractére €8 coincide avec
€H sur Upn (F)o. On obtient

o
G(F) wik—r)(ctey) K,%_,__l Ak—r—1(F)2 JAl(2)

(p(utkgh)e', p(t' k'R )e) (Pu(t'K a)e’ (z k'), 7(§) @pu(tka)e(z.h))E™ (u)
\dét(tt')| 59 T 26, (#)) " dudtdt’ dk dk' da dg.
Montrons que

(15) D’expression obtenue en remplagant ci-dessus Dintégrale sur A;(t) par
lintégrale sur Upn (F') est absolument convergente.
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Comme toujours, les intégrales sur wy_,j(c + cy) x K?_,_; sont inessentielles.
Oublions-les. On peut supposer e(z.h) = n® € et €'(z,h') =n' ® €, avec 0,1’ € E,
et €,& € FEz. On a les majorations

|(p(utgh)e’, p(t'R)e)| < EF (¢~ utg),
|(@u(t'k a)e (T,.h'), #(§) Bu(tha)e(z.h))| < E(@)Idu(t ) ||ou(t)nl.

On peut encore majorer cette derniére expression grace a (11): il existe un entier ¢’
et un réel R > 0 tels que

(@u(t'k a)e (2, k), #(§)@p(tka)e(z.h))| < EC(§)ter (t)eer ()

SBe_,_, (t)/2)d6t(e") |7V 20 (1) Ra(¢') .

On effectue le changement de variable u — t'ut’ ~1, qui introduit le module §px (¢'),
on est ramené a I’expression

[ =t 19)28 G (e ()
G(F) J Ag_r_1(F)? t'_lUPH(F)C,t’

Sp,_,_, (tt) 26 pu ()| dét(tt))| ST T 26 (1) R () Reu dt di’ d.
Pour t' € Ag_,_1(F), dont on écrit les coeflicients diagonaux t},...,t,_,._;, posons
¢ (t') = sup{c,c + valp(t;) — valp(t2),...,c" + valp(tg—r—2) — valp(tg—r—1),¢ + valp(tp—r—1)}-

Alors t' ~'Ups (F)ot' C Upn (F)e () et on peut remplacer dans I'expression ci-dessus
I'intégrale sur ¢’ ~'Upx (F)t' par 'intégrale sur Ups (F)q (y). D’aprés 4.3(3), il existe
un réel R’ > 0 tel que

/ 25 (ut' ~'t§)du < Spu (tt 1) V2EH ()0 (§)F o (tt ) ¢ (¢)E .
pH(F) /(¢!

On peut aussi bien remplacer o(tt' 1) ¢/ (t)® par o(t)® o(#')® . On a
Spu (tt') =0, _,_, (tt')|dét(tt)| ¥ T

Alors notre expression est majorée par le produit de trois intégrales. La premiére est
| =@Et@e@" a,
G(F)

qui est convergente d’aprés 4.3(4). Les deux autres sont toutes deux égales a

/ L (£)|dét(8)] Y 2o (£)dt.
Ag_r_1(F)

On a vu dans la preuve de (7) que cette intégrale était convergente. Cela prouve (15).

Gréace a (15), le théoréme de convergence dominée nous permet de calculer la limite
de I;(z', k', z, h) quand [ tend vers l'infini, c’est-a-dire I(z’, ', z, h), comme ’intégrale
obtenue en remplacant, dans la formule qui précéde (15), l'intégrale sur A;(t) par
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I'intégrale sur la limite de cet ensemble, c’est-a-dire sur Upx (F') tout entier. On
reconnait la double intégrale sur G(F') X Upx (F).: elle donne

2o, (plthh)e' ® Bu(t' K a)e' (@, H'), p(th'H')e ® Dp(tha)e(z.h)),

ce terme étant calculé & I’aide du caractére £. D’aprés le choix de ¢’ et le lemme 5.1,
c’est aussi

Lo (p(tkh)e' ® ®u(t'k'a)e’ (z,h'), p(tk'h )e ® ®u(tka)e(z.h)).

D’ou

I(z',W,z,h) =/ /
wik—r)(ctey) K2

Lo 7(p(tkh)e’ @ du(t'k'a)e’ (z,h'), p(t'k'h )e ® ®u(tka)e(x.h))dt dt’' dk dk’ da.
Remarquons que les intégrales sur Ki_,_1 et Ax_._1(F) se regroupent en intégrales
sur Uk_r_l(F)\GLk_r_1(F), d’ou

(16) I(m',h',w,h):/ /
wik—r)(ctcy) Y (Uk—r—1(F)\GLk_r_1(F))?

Loz (p(Yh)e' ® @u(v'a)e'(z,h'), p(v'h')e ® u(va)e(z.h))dy dy' da.
Cette égalité et (6) entrainent que, si £, est nulle, £ , I'est aussi.

/A oy 1O T )
k—r—1

—r—1

|dét(yy')| %70/

5¢ étape: limplication £z, # 0 = L5, # 0 quand k > r. — Supposons £, »
non nulle. Fixons €, € Ex, €,¢' € E, tels que £, (e’ ® €, ® €) # 0. Fixons
un sous-groupe ouvert compact K’ C GLg_._1(F) tel que € et &' soient invariant
par K’ et £ soit trivial sur Ux_,_1(F) N K'. L’espace des fonctions v +— ¢u(y)n sur
GL_1(F), quand 7 parcourt E,, est le modéle de Kirillov de u. Ce modéle contient
toutes les fonctions localement constantes, se transformant & gauche par Ug_;(F)
selon le caractére £ et de support d’image compacte dans Ug_1(F)\GLk—_1(F). On
peut donc choisir 7 tel que la fonction v — ¢u(y)n sur GLi_,_1(F) soit & support
dans Ug—,—1(F)K' et vaille 1 sur K’. On choisit ' = 7. Fixons une sous-variété
analytique A de K, contenant 1, telle que ’application produit (Qo(F)NH (F))xA —
H(F) soit un homéomorphisme au voisinage des éléments neutres (c’est-a-dire un
homéomorphisme d’un voisinage de (1,1) dans ’espace de départ sur un voisinage de
1 dans ’espace d’arrivée). Les arguments que ’on a utilisés ci-dessus pour décomposer
les intégrales montrent que ’application

(UF)NUg(F)) x A — QF)\G(F)
(z,h) — zh

est aussi un homéomorphisme au voisinage des éléments neutres. On peut donc choisir
un voisinage ouvert compact wy de 1 dans U(F) N Ug(F) et un voisinage ouvert
compact wy C A de sorte qu'’il existe deux fonctions e, e’ € E, vérifiant les propriétés
suivantes: 'image dans Q(F)\G(F') du support de e, resp. €', est égale & I'image de
wy X wy par 'application précédente; pour (z,h) € wy X w, e(z+h) =N @ €, resp.
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sur j(g,,. Soit p € Temp(H). Pour X € iti}, ., €,¢’ € E, et e,e' € chy,., on définit
Lr o ®€,eQe€).

Lemme. — (i) L’application A — Lr, ,(¢' ® ¢/,e ® €) est C sur itly p.

(ii) Les trois conditions suivantes sont équivalentes:

— il existe A tel que L, , ne soit pas nul;

— pour tout A\, £r, , nest pas nul;

— L& p nest pas nul.

(iii) Si ces conditions sont vérifiées, on peut choisir des familles finies (€})i=1,... n,
(€i)i=1,...,n d’éléments de E,, des familles finies (€})i=1,....n, (€i)i=1,....n d’éléments de
7(8,7 et une famille finie (¢;)i=1,..n de fonctions C® sur iﬁz’p de sorte que

Z ©i(N)Lrype; ®€) e ®e;) =1
i=1,...,n

pour tout A.

Démonstration. — Pour €,€,e,€’ fixés, la preuve du lemme 3.5 montre qu’il existe
co tel que, pour tout ¢ > co et tout A € i@}, 1, on ait I'égalité

Lo o @€ e®@e)=Lr el ®e,eRe).

Soit D un opérateur différentiel sur i@ p, a coefficients C*°. Il existe un réel R > 0
tel que l'on ait une majoration

|D(e’,ma(9)e)| < o(g)*EC(g)

pour tous g € G(F) et X\ € i3], p. Alors DZx, , (¢’ ® ¢/,¢ ® e) est uniformément
majorée par 'intégrale

/ EH(h)EC (hu)o(hu)Rdu dh
H(F)U(F).

qui est convergente d’aprés 4.3(4). Le théoréme usuel de dérivation d’une intégrale
dépendant d’un paramétre entraine que A — £, , (e’ ® €/,e ® €) est C. D’ou (i).

Introduisons le sous-groupe parabolique @’ de G contenant @, dont la composante
de Levi est L' = GL; x é, ou k =k + -+ ks. Soit A € iﬁzyp. Posons 7',{" =
Indf:nQ (Ta). C’est une représentation de L'(F') de la forme py ® #. La représentation
1y est une représentation tempérée et irréductible de GLi(F'). On sait en effet que,
dans les groupes linéaires, I'induite d’une représentation tempérée irréductible est
irréductible. On a 7y, = Indg,(rl{/). Appliquant la proposition 5.2, on voit que la non-
nullité de £, ,est équivalente & la non-nullité de £ ,. L’assertion (ii) s’en déduit.

Supposons satisfaites les conditions de (ii). Pour tout A, on choisit des éléments
Ex,Eh, €x et €} tels que

Lry p(Ex@ €N, Ex ®e€y) #0.

Grace a (i), il existe un voisinage wx de A dans it} ptel que

Lryo(Er ®€x,ex®er) #0
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pour tout A € wy. Puisque i#] p est compact, on peut choisir une famille finie
(Ai)i=1,....n de sorte que

7
U Wi, =ZﬁL,F'

i=1,...,n

On définit €;, €}, e;, €] par €; = €, etc. Notons ¢ la conjuguée complexe de la fonction
/ /
Ao Lo ole; ®€,6 @ €;).

et posons
PN = D N L, (e @i B ).
i=1,...,n

N

Alors ¢ est une fonction C* A valeurs strictement positives. On satisfait la condition
(iil) en définissant @; = ¢} /¢p. O

5.4. Le cas des induites réductibles. — On conserve les données de 5.3. Posons
m = my. Cette représentation est semi-simple et toute sous-représentation irréductible
y intervient avec multiplicité 1.

Lemme. — Supposons £ , non nulle. Alors il existe une unique sous-représentation
irréductible ' de m telle que £ , soit non nulle.

Démonstration. — Par construction, pour toute sous-représentation irréductible =’
de 7, la forme £, , est la restriction de £, , & 'espace E, ® E./, ou E, C %G,T est
Pespace de 7’. D’autre part, soient ¢’,¢” € E, et €/,e’ € j(gy,. Pour A € itl} r en
position générale, la représentation 7 est irréductible. D’aprés 5.1(1), on a 1’égalité

I-fw,\,p(el ® 6",5" ® 6/)|2 — |f7r)\,p(€, ®6,,E/ ® el)llzl)w)ﬂp(sll ® 6”,5” ® 6")|-

D’aprés le lemme 5.3(i), tous les termes sont continus en A. L’égalité est donc vraie
pour tout A. Pour A = 0, elle donne

(1) |Zn (e @€, e" @) =|Lr (e @& @€)||Ln (e @, " @€

Puisque £ , n’est pas nulle, on peut choisir €’,&”, €', € tels que £, ,(¢'®e”, " Qe’) #
0. Par linéarité, on peut supposer qu’il existe des sous-représentations irréductibles
n’ et 7" de 7 telles que e’ € E,/ et €’ € En. La relation (1) entraine que £, ,(¢’ ®
e, e’ ®¢€) # 0, donc L, n'est pas nulle. D’ou I'existence affirmée dans I’énoncé.
Soient maintenant 7’ et 7’ des sous-représentations irréductibles de 7 telles que £/ ,
et £ , ne soient pas nulles. En appliquant 5.1(2), on peut fixer ¢’,¢” € E,, €’ € Er/
et €’ € Ep» de sorte que £, ,(e'Q€’,e'®¢€’) # 0et £, (" ®e”,e" ®e”) # 0. D’aprés
(1), on a aussi £, ,(¢' ® €”,e"” ® €’) # 0. Par construction de £, ,, cela entraine que
le coefficient g — (e”,7(g)e’) n’est pas nul. Les sous-espaces E,/ et E,» ne sont donc
pas orthogonaux, ce qui implique 7’ = 7", O
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5.5. Le cas r = 0: majoration des entrelacements. — Soient (V, gy ) et (W, qw)
deux espaces quadratiques compatibles. On suppose dy = dw + 1. Soit 7, resp. p,
une représentation tempérée de G(F'), resp. H(F'). Soient | € Homp ¢(m, p) et K un
sous-groupe ouvert compact de G(F').

Proposition. — Pour tous € € E,, e € E,, il existe un réel D > 0 tels que
| lettathaoidr < o()°=2 (0

pour tout g € G(F).

Démonstration. — La proposition dépend du groupe K. Soit K’ un autre sous-groupe
ouvert compact de G(F'). Montrons d’abord que la proposition relative a K est
équivalente a celle relative 4 K’. On peut démontrer que la proposition relative a
K est équivalente & celle relative 3 K N K’, puis que celle-ci est équivalente & celle
relative & K'. Cela nous raméne au cas od K' C K. Notons Ik (e, e, g) I'intégrale de
I’énoncé et Ik (e, e, g) son analogue pour le groupe K'. On a les inégalités

Ik (e,e,9) < Ik(e,e,g) < Z Ik (g, e, kg),
keK'\K

dont on déduit la propriété voulue.

On a fixé un élément vy € V, non nul et orthogonal & W. On peut multiplier gy
et qw par une constante, cela ne change rien aux groupes G et H ni aux données de
notre probléme. On peut donc supposer gy (vg) = 1, ce qui simplifiera la rédaction.
La proposition est triviale si gy est anisotrope: dans ce cas, G(F) est compact et la
fonction g — (g,l(m(g)e) ne prend qu’un nombre fini de valeurs. Supposons que gy
n’est pas anisotrope. Fixons un systéme hyperbolique maximal (v4;)i=1,..» de V. On
an > 1. Notons V,, 'orthogonal du sous-espace engendré par ces éléments et posons:

Ean = {'U S Van;qv(’v) € OF}.

Notons R la somme de R,, et du op-module engendré par les vy, i = 1,...,n. Ce
réseau posséde un élément v tel que gy (v) = 1, par exemple v = v; + v_;. Quitte &
transformer le systéme hyperbolique et le réseau R par I’action d’un élément de G(F),
on peut donc supposer vg € R. Notons K le stabilisateur de R dans G(F). C’est un
sous-groupe compact maximal de G(F), pas forcément spécial (il est si V,, = {0}
ou si V., posséde un élément v tel que gy (v) € 05). Le groupe K contient en tout
cas comme sous-groupe d’indice fini un sous-groupe parahorique de G(F'). Soit Ampin
le sous-tore déployé maximal de G formé des éléments qui conservent chaque droite
Fuy; et agissent trivialement sur V,,. Notons Mp;, le commutant de A, dans G,
qui est un Levi minimal de G. Le groupe K est en bonne position relativement &
M pin. Pour obtenir la majoration de ’énoncé pour le groupe K, il suffit de majorer
Ik (e,e,a) pour a € Api(F'). En effet, d’aprés Bruhat-Tits, il existe un sous-ensemble
compact I' de G(F) tel que tout élément g € G(F') s’écrive g = kary, avec k € K,
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a € Apin(F') et v € I'. On a alors

IK(&" €, g) = IK(Ev 77('7)6’ a)

et la majoration de ce dernier terme implique la majoration cherchée de Ik (e, e, g).
Comme dans la preuve de 4.9, introduisons le groupe de permutations & et, pour
s € &, le sous-ensemble Apin(F); de Amin(F). Le groupe Amin(F) est réunion des
sous-ensembles Apin(F);, quand s parcourt &. On peut donc fixer s et se limiter
aux a € Apin(F); - Quitte & réindexer notre systéme hyperbolique, on peut supposer
que s est l'identité. Notons simplement Anin(F)~ Pensemble des a € Apin(F) tels
que valp(a,) > --- > valg(a;) > 0. On peut se limiter & majorer Ik (e,e,a) pour
ac Amin(F )_.

Fixons un entier [ > 0 tel que

(1) l Z valp(2);

(2) pour tout x € F, la condition valp(z) > I + 1 entraine que 1 + = est un carré
et posséde une racine /1 + z telle que valp(v/1+z — 1) = valp(z/2).

Si la caractéristique résiduelle de F' n’est pas 2, on peut prendre [ = 0. Pour

i=1,...,n, posons v, = wiv; et v'_, = wp"v_;. Notons R’ le réseau somme de R,,
et du op-module engendré par les v/, pour ¢ = 1,...,l. Notons K " le stabilisateur de

R dans G(F) (R = Ret K' = K sil = 0). Sil existe v € Vg, tel que gy (v) = 1,
on fixe un tel élément que l'on note vy et on pose E = {£vg}, ¢ = 1. Sinon, on

pose vy = v; +v_1, E = {wp] + wiv__ ;¢ = 0,...,1}, « = 2. Remarquons que
E C R’ dans le premier cas. Fixons a € Apin(F)~ et posons a; = valg(a;) pour tout
i=1,...,n. Notons %' le sous-ensemble des suites b = (b1,...,bn) € Z" telles que

bp > bp_1 >+ 2> by;
on—bp>apn1-bp1>2--201-06 20
Notons X' = {z € V;qy(z) = 1}. Soit z € X'. Pour ¢ = 1,...,n, introduisons
I’ensemble
Bi(z) = {b€ Z;b < o, € wh *aR + whR'}.

L’ensemble B;(z) n’est pas vide: il contient tout élément suffisamment négatif. Posons
bi(z) = sup(B;(z)), puis b(z) = (b1(z),...,bn(x)}. Montrons que

(3) b(x) appartient a 3.

Pouri<mn—1letbe Bi(z),onab< a; <aj et

z € wh “aR +whR C w;—a"“aﬂ' + %R
Donc b € B;11(z). Ainsi B;(z) C B;y1(z), d’ot b;y1(z) > b;(z). Posons
Ci(z) ={c€Z;c <0,z € wpaR + wi *R'}.

On a bi(z) — a; = sup(C;(z)). On voit comme ci-dessus que C;11(z) C C;(z), d’ou
bit1(z) — i1 < bi(z) — ;. Enfin, a3 — by (x) > 0 par définition de b;(z). Cela prouve

(3)-
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Le groupe K' N aK'a™! agit sur X’. Par construction, les ensembles B;(x) ne
dépendent que de l'orbite de = pour cette action. L’élément x ne dépend donc lui-
aussi que de cette orbite. L’application

HF\G(F) — X'

g — gty

est un isomorphisme. Le quotient des mesures de Haar sur H(F) et G(F) est une
mesure sur ’ensemble de départ que I’on transporte a ’ensemble d’arrivée. Posons
X = RN X'. Pour b € B, notons X (b) 'ensemble des z € X tels que b(z) = b.
Notons % le sous-ensemble des b € B qui vérifient de plus b; > —nl et, dans le cas
ou ¢ = 2, by < 0. Montrons que

(4) pour b € 7, X (b) est vide si b ¢ B; on a une majoration

mes(X (b)) < ¢~ Zi=l,...,n b

pour tout b = (by,...,b,) € B.

Soit € X. On a linclusion R C wz™R/, donc —nl € Bi(z) et by(z) > —nl.
Supposons b1 (z) > 0, donc aussi @1 > 0. Ecrivons & = Tan + Y i1 . 1 TiVj, avec
Zan € Van et ; € F pour tout ¢. Puisque z € R, on a z,, € R,,, et valp(z_;) > I
pour tout ¢ = 1,...,n. La condition

€ wp *aR +wpR

entraine valp(z;) > 1 pour tout i. La condition gy (r) = 1 entraine alors
valp(qv (en) —1) > 1+ 1. Donc gy (z,x,) est un carré et 'élément v = x4, /v/qv (Tan)
de V,,, vérifie gy (v) = 1. Donc ¢ = 1. Cela prouve la premiére assertion de (4).

Soit b € B. Comme ci-dessus, écrivons tout élément z € V sous la forme z =
Tan + Y =41, ,4n LiV;- Notons R(b) 'ensemble des z € R tels que valp(z;) > b;
pour tout s = 1,...,n. On vérifie que X (b) C R(b). Considérons ’application

V — F
v — gqy(v).

Soit v € F'*, notons V,, la fibre de cette application au-dessus de v. Au-dessus de F'*,
I’application est une fibration localement triviale. Des mesures de Haar sur V et F' se
déduit donc une mesure sur V,, notons-la d,v. Pour f € C°(V), on a l’égalité

/V sy = [ /V b

La mesure d, est invariante par l'action de G(F) et c’est la seule mesure vérifiant
cette condition, & une constante prés. Pour » = 1, on a V; = X’ et on peut supposer
que d; coincide avec la mesure que I’on a précédemment introduite sur cet ensemble.
D’autre part, pour A € F'*, on vérifie que

| Peo= O [ e,
\Z V>\2u
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ol, comme d’habitude, f* est définie par f*(v) = f(A\v). Supposons f* = f pour
A € 0. On déduit des relations ci-dessus I’égalité

mes(0 %) / f)dyv = / f(v)dv.
V., ueV;c;(v(v)GVCl;;’2

On applique cela & v = 1 et & la fonction caractéristique f de I’ensemble R(b). On
obtient une majoration

mes(X (b)) < mes({z € R(b);qv(x) € o;’z}) < mes(R(b)) < ¢~ Dt

Cela prouve la seconde assertion de (4).

Soit € R. Montrons que

(5) dans Porbite de = sous l'action de K' NaK'a™?, il existe un élément y (non
nécessairement dans R) de la forme y =e+ > ,_, ., yivj, ot e € E.

Pour cela, on écrit = Zan + Y 41, 4, T:V; et on montre par récurrence sur
j=1,...,n que

(6) la conclusion de (5) est vérifiée si z_; =0 pour i =j+1,...,n.

Pour v/,v"” € V, on note c¢(v',v") ’élément de g(F') défini par

c(v',v")(v) = gv (v, V" — gy (v, 0" )V’
Notons Vj, resp. V;_1, le sous-espace de V engendré par Vg, et les v); pour i =
1,...,j,resp. i =1,...,j — 1. Pour v € V;_1, on pose k, = exp(c(v_;,v)). On a

kool ; =o' ;
kvv;- = v;- +v— qv(v)v'_j;
ky(2) = z — qv(z,v)v_;, pour z € V;_y;

ky,z = z, pour z orthogonal & V.

En particulier, si v € R NV;_1, on a k, € K'. Mais a™'k,a = exp(c(v_j,aja™'v))
et aja”'(R' NV;_1) C R"'NV;_1. Donc,sive RRNVj_;,onak, € K'NaK'a™!.
Soit z vérifiant ’hypothése de (6). Ecrivons z = u + z;v} + 2z + z_;v_;, avec u =
D imj41,.n TiVi €6 2 = Tan + Yoy 4(j—1) Ti¥;. L'élément u est orthogonal & V;
et appartient & R. L’élément z appartient 4 RNV;_; C wg_j )I_E' NV;—-1. On a aussi
valp(z;) > —jl, valp(z_;) > jl. Supposons d’abord valgp(z;) > (1 — j) + 1, donc
valp(zjz—;) > 1+ 1. L’égalité qv(z) = 1 équivaut & gy (2) = 1 — z;2_;. D’apres le

choix de I, on peut introduire une racine carrée 1/qy (2) telle que valp(1 —1/qv(2)) =

valp(zjz_;/2) > 1. Posons
_1-Vav(2)
zivav(z)
Alors valp(\) = valp(z_;/2) > (j — 1)l. Donc Az € R'NV;_; et kx, € K'NaK'a™ 1.
On a

kxz® = u+ ;05 + (1 = Az;)z + (25 — 2Aqv (2) — A2quv(z))v’_j.
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On vérifie que le coefficient de v’ ; est nul: on a choisi A pour cela. D’autre part
valp(Az;) > 1, donc (1 — Az;)z € R. Supposons j > 2. Alors kj,z vérifie les mémes
conditions que z, 'entier j étant remplacé par j—1. L’hypothése de récurrence permet
de conclure. Si j =1, ’élément ky,x est de la forme ky,z = y,n + Zi=1’m7n y;v;. On
a qv(Yan) = 1, donc ¢ = 1. Il existe un élément go,, € Gon(F) tel que gan(Yan) = £v}-
Rappelons que G,,(F) est contenu dans K’ NaK'a~!. En posant y = ganka., cet
élément vérifie les conditions requises. Cela conclut le cas ou valg(z;) > (1 — )+ 1.
Supposons maintenant valp(z;) < (1 — j)l. Alors —z/z; € R' N V;_;. L’élément
k_./z;x est égal & u + z;0; + wj_lv'_j. Si j > ¢, considérons I’élément vj, € RN V,_;.
On a v)/z; € R’ NV;_1, Ko jz;k—z/2;T = u+ 05 + vp et cet élément a la forme
voulue. Si j = 1 < ¢, on a =l < valp(z;) < 0. En faisant agir un élément de
Amin(F)NK'NaK'a™!, on peut remplacer k_,,, « par un élément u+wp v{ +wv’_y,
avec 0 < ¢ <[, qui est de la forme voulue. Cela prouve (6) et (5).

Soient b = (by,...,b,) € B et z € X(b). Montrons que

(7) dans l'orbite de = sous I'action de K' NaK'a™1, il existe un élément y de la
formey=e+3 .., , w%’v;, avece € F, b; < 8; < b; + 1 pour tout i =¢,...,n.

D’aprés (5), on peut remplacer z par un élément de la forme z =e+3,_, , ;v
avec e € E. On va prouver que, pour tout ¢ = ¢, ..., n, il existe un élément y de 'orbite
de z sous l'action de K’ NaK'a™! tel que y = e+ whiv} + Y, . ;v avec
b; < B; < b; + 1. L’assertion (7) résultera de cette propriété appliquée successivement
a tout ¢ = ¢,...,n. Dans le cas ou ¢t = 2, on introduit la coordonnée supplémentaire
z; en posant e = 219, + ] 'v’_;. En tout cas z € aR' + Y i=1,..,n Tiv;. Pour un tel
élément, on calcule aisément b(x): pour tout ¢ = 1,...,n, b;(x) est le plus petit des
entiers

a;, valp(z;) pour j =4,...,n, valp(z;) —a; +a; pour j=1,...,i— 1.

Fixons i € {t,...,n}. Puisque z € X (b), on a b;(z) = b;. En particulier, valp(z;) > b;.
Sivalp(z;) < b;+1, il suffit de remplacer z par a’z, oil a’ est un élément convenable de
Anin(F)NK'NaK'a™! pour obtenir 1'élément y cherché. Supposons valg(x;) > b; +1.
Si le plus petit des entiers ci-dessus est valp(z;) pour un j tel que i +1 < j <
n, on introduit 'élément k = exp(c(v’ ;,v;)). Il appartient & K'. On a a”'ka =
exp(aja; 'c(v’ ;,v})). Puisque j > i, valp(aja; ') > 0, donc a™'ka € K' et k €
K'naK'a™'. Posons y = kz. Les coordonnées de y sont les mémes que celles de z,
sauf y; qui vaut x; + z;. Alors valp(y;) = b; et on conclut en appliquant encore un
élément convenable de Ayin(F) N K’ NaK'a™!. Si le plus petit des entiers ci-dessus
est valp(z;) — o + a;, pour un j tel que 1 < j < i — 1, on introduit 1'élément
k= exp(aiaj_lc('v'_ ;»v;)) et on pose y = kz. On vérifie de méme que k appartient
a K'NnaK'a™! et que les coordonnées de y sont les mémes que celles de z, sauf y;
qui vérifie valp(y;) = b;. On conclut comme précédemment. Reste le cas ol le plus
petit des entiers ci-dessus est ;. On peut méme supposer que tous les autres sont
strictement plus grands. En particulier valg(z,) > a, > 0. D’aprés la définition de
E, cela entraine + = 1. On introduit alors I’élément k = exp(c(e,a;v})) et on pose
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y = kz. On vérifie encore que k € K'NaK’'a™! et que y a les mémes coordonnées que
z, sauf y; qui vérifie valg(y;) = b; + valp(2). On conclut comme précédemment. Cela
prouve (7).

Notons X" I’ensemble des z € X' de la forme z = e+ Y ,_; ., ziv; si¢ =1,
=z v_q + Y i=1,..,n TiV; 8l ¢t = 2, ol e € E dans le premier cas et ou, dans les
deux cas et pour tout i = 1,...,n, z; = wp, avec 0 < ¢; < (n+1)I. C’est un ensemble
fini. Pour tout = € X", fixons v, € G(F) tel que v, 'vg = z. Posons I = {v,;2 € X"}.
Pour b = (by,...,b,) € B, introduisons ’élément a(b) € Anyin(F) tel que a(b); = w%"
pour tout i = 1,...,n. Un élément y vérifiant la conclusion de Passertion (7) est de la
forme a(b)z" pour un 2’ € X", autrement dit de la forme a(b)y~'vy pour un y € I.
On a donc

(8) pour tout z € X(b), il existe k¥’ € K' NaK'a™! et v € T tels que k'z =
a(b)y tvy.

Pour tout z € X", notons H?® le sous-groupe des éléments de G qui fixent z.
Introduisons le sous-groupe parabolique Puin = MuinUmin € P(Muyin) formé des
éléments qui conservent le drapeau de sous-espaces

Fv, c Fv, ® Fv,_1C---C Fv,®---&® Fu;.

Introduisons aussi le sous-groupe parabolique P’ = M'U’ € F(Mpyin) formé des
éléments qui conservent le drapeau des n 4+ 1 — ¢ premiers sous-espaces ci-dessus. On
a P’ = Py, sit =1 ou si Vg, = {0}. Montrons que

(9) pour tout z € X", application

(P'(F)NH*(F)) x Puin(F) — G(F)
(', p) I
est submersive & I’origine.
11 suffit de prouver ’égalité

(p,(F) NH*(F)) + Pmin(F) = g(F).
Notons h*+ I'orthogonal de h® dans g pour la forme (X,Y’) — trace(XY)/2 et notons

Unmin le radical unipotent de Pp;,. Il suffit encore de prouver 1’égalité
(W (F) 4+ 5> (F)) N limin(F) = {0}

Notons W< l'orthogonal de x dans V. Tout élément de h*(F) est de la forme
c(z,y), pour un y € W*. On doit donc prouver que, pour y € W*, N’ € u/(F),
N € iipin(F), légalité N’ + c(z,y) = N entraine N = 0. Considérons de tels
éléments. Soit ¢ = ¢,...,n. On a c(z,y)v; = qv(vi,2)y — qv(vi,y)T = —qv(v;,y)z.
On a gy (N'vi,v_;) = qv(Nv;,v_;) = 0. Donc gy (c(z,y)vi,v_;) = 0, c’est-a-dire
—z;qv(vi,y) = 0. Puisque z; # 0, on a qy(v;,y) = 0, donc c(z,y)v; = 0. Alors
N'v; = Nv;. Ces éléments appartiennent & des sous-espaces de V d’intersection nulle,
donc Nv; = 0. Si ¢ = 1, ou si V,,, = {0}, cela suffit pour conclure: un élément de ii(F)
qui annule tous les v;, pour 4 = ¢,...,n, est nul. Supposons ¢ = 2 et V,, # {0}.
Il faut montrer de plus que N annule V,,. Soit ve, € Vin. On a c(z,y)ven =
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qv (Van, ©)Y—qv (Van, ¥)T = —qv (Van, ). On a qv (N'vgn,v-1) = QV(N'Uana'U—l) =0,
donc gy (c(z, Y)van,v-1) = 0, c’est-a-dire —z1qv (van,y) = 0. Puisque z; # 0, on a
qv (Van,y) = 0, donc ¢(x, y)ven = 0. Alors N'va,, = Nvg,. Ces éléments appartiennent
encore & des sous-espaces de V d’intersection nulle, donc Nv,, = 0. Cela démontre
(9).

Aprés ces préparatifs, passons 4 la majoration de Ik (e, e,a). Pour tout k € K, on
a k~lvg € X. Pour b € B, posons K(b) = {k € K; k™ 1vy € X(b)}. On a l’égalité

Ik(e,e,a) = Z Igw) (€, e,a),
bed

Lo (6, ¢, ) = /K [ tareiak

Fixons b = (by,...,b,) € B. Soit k € K(b), appliquons (8) 4z = k™lvg. ly a k' €
K'NnaK'a"! et v €T tels que k'k~ vy = a(b)y~vo. Fixons de tels éléments et posons
h = kk'~la(b)y~1. Alors hvy = vy, c’est-a-dire h € H(F). On a k = hya(b) 'K/,
donc w(ka)e = m(hya(b)~la)e’, ot e’ = w(a"'k’a)e. Notons z I’élément de X" tel
que vy = ;. Montrons que

(10) il existe des sous-groupes ouverts compacts K; C P'(F)N H*(F) et K, C
P(F), indépendants des variables a, b et k, tels que la fonction

(k1,k2) — (&, U(m(hykikza(b) " a)e’))

soit constante sur K; x K,.

Puisque a~'k'a € K', le vecteur ¢’ appartient & un ensemble fini indépendant
des variables. D’autre part, par définition de %', on a a(b) la € Apin(F)~. La
conjugaison par a(b)a~! contracte P. Il existe donc K, comme ci-dessus tel que
n(kza(b) a)e’ = m(a(b)la)e’ pour tout k; € K,. Considérons I’application k; +—
hykiy~th~! sur P/(F)N H*(F). Elle prend ses valeurs dans H(F) car YH*y~! = H.
D’autre part, elle est “bornée” en un sens facile 4 préciser. En effet, on a hy =
kk'~la(b); les racines de a(b) dans p’ sont bornées par définition de B et k et
k' appartiennent & des compacts. Il existe donc K; comme dans I’énoncé tel que
p(hyki 'y~ *h~1)e = € pour tout k; € K. D’ot (10).

Grace a (9) et (10), et & la finitude de T', il existe un sous-groupe ouvert compact
K" de G(F), indépendant des variables, tel que la fonction

k" v (e, (m(hvyk"a(b) ta)e’))
soit constante sur K”. Fixons un tel X”. On a alors
(¢, U(r(ka)e)) = (¢, U(m(hya(b)'a)e’)) = (&, U(n(hy)e")),

ou

e = mes(K”)_I/

K’

m(k"a(b) a)e' dk”.
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. K"
Fixons une base orthonormée (e;);=1,...r du sous-espace Ex- . On a

e = Z (ej,e//)ej,

G=1,....k

(& l(n(ka)e)) = Y (e Um(hr)e;))(es e”).
J=1,0k
Pour tout j, on a (e;,e”) = (ej, m(a(b)"*a(a~'k'a))e). Rappelons que a~'k'a € K'.
D’ott une majoration
|(ej,€")| < E%(a(b)"a).
On a aussi
(e, Um(hy)e)] = [(p(h™ Ve, Um(v)e;))| < EF ().
Rappelons que h = kk' “la(b)y~! et que ’on a noté x ’élément de X" tel que v = ,.
Ecrivons z = y+ 3 ,_, ,Tviavecy € Esit =1,y = eTlv_ vy sie = 2.
On a z = exp(c(y, (y — z)/2))y. Posons vo = yexp(c(y, (x — y)/2)). Alors v v = y.
Notons HY le sous-groupe des éléments de G qui fixent y. On a v, ' Hryy = HY et une
majoration
E”(h) < E"" (75" h0).

On a 75 'hyo = 75 'kk' *a(b)exp(c(y, (z — y)/2)). Introduisons I'élément a(b)’ €
Apin(F) tel que

—sit=1, a(b), = @it pouri =1,...,n;

—sit=2,a(b),=wh ™" pouri=1,...,n.

On a

Yo "hyo = k1a(b)"u'a(b)’,

ou ki = yokk'™1, a(b)” = a(b)a(b)' ™!, v = a(b)exp(c(y,(z — y)/2))a(b) .
Remarquons que a(b)’ appartient & HY(F'), donc aussi k1a(b)’u’ € HY(F). L’élément
k; reste dans un compact. D’aprés la définition de 9B, I’élément a(b)” reste lui-aussi
dans un compact. Enfin c(y, (z — y)/2) appartient & u'(F') et la conjugaison par a(b)’
contracte cet ensemble. Donc u’ reste dans un compact. On en déduit une majoration

" (75 th0) < EF' (a(b)"),
puis
(e, U(n(ka)e))| < EF (a(b))EC(a(b) "a).
Les éléments a(b)"'a et a(b)’ sont “négatifs” pour Ppin, resp. P’ N HY. D’aprés
[16] lemme II.1.1, il existe un réel D tel que le membre de droite ci-dessus soit
essentiellement borné par

Spam (a(b)')!/26p,,, (a(b) "'a)!2a(a(b)') Po(a(b)a)®.

Les coefficients de a(b)’ sont essentiellement les mémes que ceux de a(b). En calculant
explicitement I’expression ci-dessus, on obtient la majoration

(e, U (ka)e))| < g2ei=t.m "/25(a(b))PEC (a)o(a)®.
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L’application k — k~1vg de (KN H(F))\K(b) dans X (b) est injective et préserve les
mesures. D’aprés (4), on a donc

mes(K (b)) < ¢~ Yictm b

puis
Iy (&,€,0) < g~ 210020 (a(b)) PE(a)or (0) P,
et enfin
Ix(e,e,0) € E9(a)o(@)P Y g~ Limtn /25 (a(b))P.
bed
L’ensemble 8 dépend de a mais est contenu dans ’ensemble des (by,...,b,) € Z™ tels

que b; > —nl pour tout i. On peut remplacer B par cet ensemble, la série ci-dessus y
est convergente et on obtient la majoration

Ik(e,e,a) € 2%(a)o(a)P

que P’on voulait démontrer. Cela achéve la preuve. O

5.6. Le cas 7 = 0: tout entrelacement est tempéré. — Soient (V,qy)
et (W,qw) deux espaces quadratiques compatibles. Soient m € Temp(G) et
p € Temp(H).

Proposition. — Supposons dy = dw + 1. Alors m(m,p) = 1 si et seulement si £, ,
n’est pas nulle.

Démonstration. — Pour une raison qui va apparaitre, modifions la notation en notant
7’ plutdt que 7 la représentation de G(F'). Un sens de I’équivalence (“si”) est clair
d’aprés 5.1. On doit prouver que, si Hompy ¢(7’, p) n’est pas nul, ¥, , ne l'est pas
non plus. Puisque 7’ est tempérée, on peut fixer des données comme en 5.3, avec de
plus 7, p1,. .. ,us de la série discréte, de sorte que 7’ soit une sous-représentation de la
représentation induite m = my. On peut supposer que E,/ C %gﬁ. Soient e, e’ € 7(8,7
et ¢ une fonction C*° sur i}, p. Comme en 1.6, définissons une fonction f = fe ',
sur G(F) par

f0)= [ Mm@ emim)ir
iﬁzyp

Elle appartient & I’espace de Schwartz-Harish-Chandra J(G(F)) et agit donc dans 7'

Par définition de cette action, on a

(e (f)eo) = /G IRCELOMNOE?

pour tous eg, e € Ers. Soit | € Hompy (', p), supposons | # 0. Soient eg € Ey et
€ € E,. Posons

I(e,e0, f) = /G o A0 £

Grace a la proposition 5.5, cette intégrale est absolument convergente. On peut la
calculer de deux fagons. La premiére consiste a fixer un sous-groupe ouvert compact
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K de G(F) tel que f soit biinvariante par K et une suite (£2,)n>1 de sous-ensembles
ouverts compacts de G(F') biinvariants par Ky, telle que
QU C Qnyr, et | J Qn=G(F).
n>1
Alors
10, ) = limnos [ (6,10(9)c0))(9)dg.

Qn

Considérons cette derniére intégrale. Puisqu’elle est limitée & un compact, on a

[ @1 @) s(9)ds = (e.tfen)),

Qp
ou

en = / 7'(g)eo f(9)dg.

n
. . . oK

Ces vecteurs restent dans le sous-espace de dimension finie E,,”. De plus, dans ce

sous-espace, lim,_,o.e, = 7'(f)eo. On en déduit

limn—vw(svl(en)) = (E»Z(ﬂ',(f)eO))»
puis
(1) I(e,e0, f) = (&, 1" (f)eo))-

D’autre part, on a
I(E,eo,f)Z/ I(Ean7fvg)dga
H(F)\G(F)

ou

I, 0, f,9) = /H RGN

=/ (E,l(w'(hg)eo))/ (M) (mA(hg)e’, e)m(Tx)dA dh.
H(F) i8]

Fixons g. La derniére intégrale est absolument convergente. En effet, quand on
remplace tous les termes par leurs valeurs absolues, il existe un entier D tel
que lintégrale intérieure soit < ZC(h)o(h)P. Le premier terme est < ZH(h) et
Passertion résulte de 4.3(4). On permute les deux intégrales, on utilise 1’égalité
(e,1(m"(hg)eo)) = (p(h)~1e,l(m(g)eo)) et on change h en h~1. On obtient

Heeo )= [ omm) [ (ph)e,(w(9)e0))(mr(9)e'ma(h)e)dn
it H(F)
On reconnait l'intégrale intérieure: c’est £, ,(e ® TA(g)€’,1(n'(g)eo) ® €). On obtient

® Iean=[

/ PA)M(r2) Lay (e ® Tr(9)€', (' (g)e0) ® €)dA d.
H(F\G(F) Jia

*
L,F

Fixons un voisinage w de 0 dans i%;  tel que la relation 1.6(1) soit vérifiée.
Fixons € € E, et eg € E, tels que (e,l(eg)) # 0. Appliquons les constructions ci-
dessus & e = ¢’ = ey et & une fonction ¢ & support dans w telle que ¢(0) # 0. La
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relation 1.6(1) nous dit que 7’(f)(eo) est un multiple non nul de ey. D’aprés (1), on
a donc I(g, eg, f) # 0. Alors (2) implique qu’il existe A tel que £, , ne soit pas nul.
D’aprés le lemme 5.3(ii), £ , n’est pas nul. Si 7 est irréductible, on a 7’ = 7 et c’est
terminé. Sinon, d’aprés le lemme 5.4, il y a une sous-représentation irréductible 7'
de 7 telle que £, , ne soit pas nul. D’aprés 5.1(2) on peut fixer e; € E;» C 768’,
et 1 € E, de sorte que £, ,(c1 ® e1,61 ® e1) # 0. Notons ¢ la valeur non nulle
de ce terme. D’aprés le lemme 5.3(i), quitte & restreindre w, on peut supposer que
| Lry,p(€1®€1,61 ®€1)| > |c|/2 pour A € w. Soit ¢’ la fonction & support dans w telle
que, pour \ € w,

‘P'()‘) = ‘p()‘)f‘rr,\,p(s Qe €1 @ eo)fﬂ)ﬂp(61 ®e e 61)_1.

C’est une fonction C*°. Posons f’ = fe, ¢,,,’- Montrons que l'on a I'égalité

(3) I(e, 0, f) = I(1, €0, ).

D’aprés (2), il suffit de prouver que, pour tous A et g, on a ’égalité

P(A) Ly, p(€ ® mA(9)e0, U (m' (9)€0) ® €0) = ¢'(N) Lr; p(e1 ® ma(g)e0, U (9)e0) ® €1).

Tous les termes étant C°°, on peut supposer A en position générale, donc )
irréductible. On peut aussi supposer A € w. Fixons un tel A et un élément non nul
! € Hompy (my, p). D’aprés 5.1, il existe ¢ € C* tel que

Lrrple' ®€,e®e) = c(e,U(e)) (L), €)
pour tous e, e’ € 7(83 et g,¢’ € E,. Les deux membres de 1'égalité & prouver valent

cp(A) (e, L(eo)) (Uma(g)eo), I’ (9)eo))-

Cela prouve cette égalité et (3). D’aprés (3), I(e1, e, f') # 0. D’aprés (1), «'(f')eo #
0. Alors, d’aprés 1.6(1), le produit scalaire (eg, e;) n’est pas nul. Puisque ey € E,/ et
e1 € Eyv, on adonc 7’ =" et £,/ , est non nul par définition de 7. O

5.7. Tout entrelacement est tempéré. — Soient (V, qv) et (W, gy ) deux espaces
quadratiques compatibles. Soit 7 € Temp(G) et p € Temp(H).

Proposition. — On a m(w,p) =1 si et seulement si £, , est non nul.

Démonstration. — On peut supposer dy > dw. Le cas dy = dw + 1 est traité par la
proposition précédente. Supposons dy > dw + 3. Comme dans la preuve précédente,
on peut supposer m(m,p) = 1 et on doit montrer que ¥, , n’est pas nul. Posons
k= (dv — dw + 1)/2. Soit (Z’,qz) un espace hyperbolique de dimension 2k, notons
(V',qy/) la somme directe orthogonale de W et Z’. Alors (V',qy+) et (V,qv) sont
compatibles et dy: = dy + 1. Le groupe spécial orthogonal G’ de V'’ contient un
groupe de Levi L’ isomorphe & GLy x H. Soient P’ € P(L') et ~ une représentation
admissible irréductible et cuspidale de GL(F'). Posons p' = Indg: (y® p). D’aprés le
théoréme 15.1 de [8], on peut choisir vy de sorte que d’une part p’ soit irréductible,
d’autre part ’hypothése m(m, p) = 1 entraine m(p’,7) = 1. On fixe un tel . Grace
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a la proposition 5.6, la forme £,/ . n’est pas nulle. Grace au lemme 5.3(ii), la forme
Zr p est elle-aussi non nulle. C’est ce qu'il fallait prouver. O

6. Expression spectrale de la limite d’une intégrale

6.1. Le théoréme. — Soient (V,qy) et (W,qw) deux espaces quadratiques
compatibles. On suppose dy > dw. On utilise les constructions et notations de
4.2. On fixe un Levi minimal My;, de G contenu dans M. On suppose, ainsi qu’il
est loisible, que le groupe K est en bonne position relativement & Mpyi,. On fixe
des mesures de Haar sur G(F') et H(F). Les autres mesures que l'on utilisera sont
normalisées comme en 1.2. On fixe une représentation p € Temp(H) et on note 6,
son caractére. Soit f € C°(G(F)). Pour g € G(F), on définit une fonction 9 f¢ sur
H(F) par

i = [ He o)
et on pose

J(,, f,9) = /H - 0,(h)? ¢ (h)dh.

Pour un entier N > 1, on pose

In6n ) = [ (60, f,g)rn(9)dg.

U(F)H(F)\G(F)

Pour L € #£(Mmnin), notons II.;(L) Pensemble des classes d’isomorphie de
représentations admissibles irréductibles tempérées et elliptiques de L(F). Cet
ensemble se décompose en orbites pour l’action 7 — 7y de i&}. On note {Il.;(L)}
I’ensemble des orbites. Soient @ une telle orbite et m € ). Ecrivons

LZGLkl X~-~><GLkS Xé,

T=Q - Qs ®T.
La représentation # ne dépend pas du choix de 7 dans €. D’autre part, G est le
groupe spécial orthogonal d’un sous-espace V de V qui est compatible & W. On
définit comme en 4.1 et 5.1 les nombres t(7) et m(7,p). On pose t(w) = t(7) et
m(0, p) = m(m, p) = m(#, p). Notons aussi i @y, le groupe des \ € i@}, tels que, pour
tout 7 € 0, 7, soit équivalente & 7. On pose

Joecllp £)= S [WEIWO| T (—1) >

Lef(Mmin) OE{He”(L)};m(Q,p)=1
RSOl AW )
iﬁz,p
ou, pour toute orbite ©), on a fixé un élément m € . La fonction A — Jf(m\, f) est

C®. Sil'on fixe un sous-groupe ouvert compact Ky de G(F') tel que f soit biinvariante
par Ky, elle n’est non nulle que si m admet des invariants non nuls par K¢. Il n’y
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a qu’un nombre fini d’orbites © vérifiant cette condition. L’expression ci-dessus est
donc absolument convergente.
Théoréme. — Soit f € C(G(F)). Si f est trés cuspidale, on a ’égalité

1imN——>oo (em f) spec(op’ f)

Toute la section est consacrée a la preuve de ce théoréme. Pour toute cette section,
on fixe une fonction f € C°(G(F')), que I'on suppose trés cuspidale. On fixe un sous-
groupe ouvert compact Ky de K, distingué dans K, tel que f soit biinvariante par
Ky.

6.2. Utilisation de la formule de Plancherel. — Exprimons f a aide de la
formule de Plancherel. Comme on l’a dit en 1.6, pour tout L € #£(Myn), on peut
fixer un sous-ensemble fini IT(L) ; C II5(L) de sorte que pour tout g € G(F),

floo=" > WHWE™ 3 fol9),
LEL(Mmin) ety (L),
ou
folg) = (18 i ;17 [ mlm)erace(Ind§(ra, g™ nd(rs, ) dA
i8] P
On a remplacé M et P par L et ) dans la formule de 1.6. Pour g € G(F') et h € H(F),
on a donc
stor=f WHIWS S folg™ hug)é(w) du
U LGZ’(Mmm) ey (L),

On fixe un produit scalaire invariant sur E,. Pour ¢ € G(F), fixons un sous-
groupe ouvert compact K, de H(F) tel que g 1K 49 C Ky. La fonction 9 f& sur H(F)

K’
est biinvariante par K Fixons une base orthonormée Q? 0 du sous-espace E, ? des
éléments de E, 1nvar1ants par K. Alors on a I'égalité

J0pf)= 3 / (e, p(R)e)? £ ()
eE%

d’ou

T, £,9) / p(h)e) / W WS
g Z (F) U

(F) Le f(Mm...

Z fo(g~ hug)é(u) du dh.

QGHQ(L)f
Pour € € E,, L € £(Mpin), 0 € II2(L);, et g € G(F'), posons

(1) Jooefg) = /H o PR hug)e(w) dud.
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On a

(2) cette expression est absolument convergente.

D’aprés Harish-Chandra ([16] proposition VI.3.1), la fonction f, appartient &
I'espace de Schwartz-Harish-Chandra J(G(F)). D’apreés [16] proposition 11.4.5, pour
tout entier D, on a une majoration

[ 1folg™ hugldu < p(1) /22 (W)
U(F)

pour tout b € H(F). Sur H(F), le module dp est trivial et ZM coincide avec G0
D’autre part, on a une majoration
|(e, p(h)e)| < EF (R)
pour tout h € H(F). Enfin, l'intégrale
/ =5 (h)E% (h)dh
H(F)
est convergente d’aprés 4.3(4). Cela prouve (2).
Pour g € G(F), on a donc I'égalité
B3 IO fr9) = Z . WEWEITY > Tl f.9)-
cea’ 4 LEL(Mmin) O€ell2 (L),
3. Apparition des entrelacements tempérés. — On poursuit le calcul

précédent. Fixons L € £(Muyn) et O € (L) i Pour ¢ € N, introduisons le
sous-groupe U(F'). de U(F), cf. 4.3. On a

(1) il existe co € N tel que, pour tout ¢ > co, tout g € M(F)K et tout h € H(F),
on ait 1’égalité

[ tola  hugewydu = [ folg™ hug)(u) du.
U(F) U(

c

La preuve est similaire a celle du lemme 3.5. Pour ¢ > ¢y notons U(F), — U(F)¢,
le complémentaire de U(F')., dans U(F),. Il existe cg tel que pour tout ¢ > ¢y et tout
u € U(F). — U(F)c,, l'intégrale

/ ¢(aua™")da
A(F)an

soit nulle. Choisissons un tel ¢, soit ¢ > cq. Parce que A commute & M et 4 H C M,
parce que K est distingué dans K et parce que fg est, comme f, biinvariante par
Ky, on a l'égalité

folg™ hug) = fo(g~'ha™ uag)
pour tous g € M(F)K, h € H(F), a € A(F) N Ky. Alors

@ Folg hug)é () du = (mes(A(F) N K 7))~
U(F)c—U(F)e,
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/ / fo(g7 ha " uag)é(u) da du.
U(F)C_U(F)CO A(F)ﬂKf

Cette expression est absolument convergente. On peut effectuer le changement de
variable u — aua~! et I’expression ci-dessus devient

(mes(A(F) N Ky))™* / fo(g™ hug) &(aua™t)da du.
U(F)e=U(F)cq A(F)NK;

L’intégrale intérieure est nulle donc aussi le membre de gauche de (2). Cela suffit a
prouver (1).

Comme en 1.6, on fixe 7 € @ et un élément Q € P(L). Pour simplifier les notations,
on pose

T = Indg (m2)

pour tout A € iﬂzy r- On réalise toutes les représentations my dans I’espace commun

JCSJ. Fixons une base orthonormée %g’ du sous-espace (Kgy,)Kf. Pour tout g €
G(F), on a légalité

fole) = i85 i1 Y [ mlm)eml ma(fe) dr
eE‘Bgf YLr

Soient ¢ vérifiant (1), ¢ > co, g € M(F)K et € € E,. D’aprés (1) et la définition
6.2(1), on a égalité

Tuole.9) = i85 Gl [ (¢, p(h)e)
H(F)xU(F)c
Z / . m(73)(ma(9)e, ma((hu) "t g)ma(f)e)é(u) dX du dh.
eeﬁgf e
En changeant h et u en leurs inverses, on obtient
Tuolef9) = ity - ita 51 [ (plh)e,e)
H(F)xU(F)e

3 [ﬂ (1) (ma (9)e, m (hug)m (f)e)E(u) d du dh.
eeﬁg'f L.F

Remarquons que, pour g fixé, on a une majoration

|(ma(g)e, ma(hug)ma(f)e)| < EC (hu)

pour tous A, h, u. Grace & 4.3(4), on en déduit que l'expression ci-dessus est
absolument convergente. On peut donc permuter les intégrales:

JL,Q(Evf’g) = [Zﬂ\é : iﬁZ,Fl_l Z /g* m(T)\)
ce Bt YLE

/ (p(R)e,€))(mx(g)e, ma(hug)m(f)e)é(u)du dh dX.
H(F)XU(F)c
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On reconnait I'intégrale intérieure: c’est £, ,c(e @ Tr(g)e,e ® Ta(g)mr(f)e). D’aprés
le lemme 5.1, quitte & accroitre ¢y (en fait, la preuve de (1) montre que ce n’est pas
nécessaire), c’est aussi L, ,(e ® ma(g)e, € ® ma(g)7r(f)e). On obtient

®) i s9) =688 Y [ min)
ecBn! e
0
fﬂXYP(E ® ﬂ.)\(g)ea E® 7r>\(g)7r,\(f)e)d)\
pour tout g € M(F)K.
On peut écrire L et 7 comme en 5.3. C’est-a-dire que
L=GLi, x - xGLg, x G

et T=p ® - Qus®7. Sim(«,p) =0, on a aussi £3 , = 0 d’aprés la proposition 5.7
et £r, p = 0 pour tout A d’aprés le lemme 5.3(ii). Posons m(#), p) = m(#, p). Alors
(4) sim(0,p) =0, Jp, g(e, f,g) = 0 pour tout g € M(F)K et tout € € E,.

Supposons désormais m(#, p) = 1. On fixe des familles (E;)j:]y,“‘n, (€5)j=1,....ns

(e;.)jzlym,n, (€5)j=1,....n> (®j)j=1,..n vérifiant le lemme 5.3(iii). Soit N > 1. Pour
Aeiti,p, g€ M(F)K et e € 76877, considérons la somme

Xx(e,9) = Z —Z)m\yp(e ® ma(g)e,e @ ma(g)ma(f)e).
K/

e€B,?
Supposons A en position générale. Alors m) est irréductible. Fixons un élément non
nul Iy € Hompg ¢(my, p). Comme on I'a dit en 5.1, il existe un nombre complexe non
nul cy tel que

25)7"A,l?(5, ® 6/,8 ® e) = ck(el,l,\(e))(lx(e'),e)

pour tous €,¢’ € E,, e, e’ € Kgﬁ. La propriété (iii) du lemme 5.3 s’écrit

(5) Y awiNE e (e, e5) = 1.

Jj=1,...,n

Xa(e.9) =cx D (& L(m(g)ma(fe))(la(ma(g)e), e).
ee%f;

L’élément Ix(mx(g)ma(f)e) est invariant par K pour tout e € JCSYT. Alors

(m(@ma(fle) = Y (e, la(malg)ma(f)e)e,
eeﬁf’,’
et
Xx(e,9) = ealia(ma(g)e), Ia(ma(g)ma(f)e)).
On peut multiplier X (e, g) par le membre de gauche de (5) et on obtient

6  Xae9) = D @i(NXx;e9),

j=1l,...n
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ou on a posé

X,5(e,9) = A (ma(9)e), In(ma(9)ma(£)e)) (€5, a(e5)) (I (€]), €5)-
Fixons j. Le produit de I'un des facteurs ¢y et des deux premiers produits scalaires
est égal &
Lrr,o(€5 @ Tr(9)e, (ma(g)a(f)e) ® e;).
Supposons g € M (F)K. En choisissant un entier ¢ assez grand, on peut ici remplacer
Lry,p Par L, ,c pour tout ¢ > ¢o. Remarquons que ¢y est indépendant de A: cela
résulte de la preuve du lemme 3.5. On a donc

X»,j(e,9) =/ (p(h)ej, In(ma(g)ma(f)e)) (ma(g)e, ma(hu)e;)ea(ln(e)), e5) € (u)du dh
H(F)U(F).

pourvu que ¢ > ¢g. Dans 'intégrale, le produit de c) et des produits scalaires extrémes
est égal & Lr, ,(p(h)e) ® €, e ® mA(g)mA(f)e). On peut encore remplacer £, , par
Zr, p,c DOUrVU que ¢ > ¢o. On obtient

M Xgea)=[ [ e (e oWl e)
H(F)U(F)c YH(F)U(F)c
(e, a(h'e'g)mr(f)e)é(w')é(u)du’ dh’ du dh.
On a
(8) pour g fixé, cette expression est absolument convergente, uniformément en .
En effet, elle est majorée en valeur absolue par

/ / 2C (hu)EH (W h)EC (Wu')du' dh' du dh
H(PU(F). JHEW(F).

qui est convergente d’aprés 4.3(5).

On peut maintenant lever I’hypothése que A est en position générale. Grace a (8),
la formule (7) définit une fonction C* de X et ’égalité (6) se prolonge par continuité
a tout A. Pour deux entiers ¢,c’ € N, et pour g € M(F)K, posons

Xngeeled)= [ [ (o) maul e, ma(haded)
H(F)U(F), J H(F)U(F)

(€}, ma(h'u' g)ma(f)e)é(u)du’ dh’ du dh.
Comme (7), cette expression est absolument convergente. On a

(9) il existe cp indépendant de N et \ tel que, si c > ¢ et ¢’ > co, alors X, j(e,g) =
X,j,c,c’ (€,9) pour tout g € M(F)K.

Pour @ appartenant & un sous-groupe ouvert compact assez petit de A(F), le
changement de variables u — aua™!, v’ — au’a™! dans la définition ci-dessus de
X e, (€, g) Tevient & y remplacer £(u) par £(aua™!). Comme dans la preuve de (1),
on en déduit que, si ¢g est assez grand, X j ¢ (e, g) ne dépend pas de ¢, pourvu que
¢ > ¢o. Pour ¢,¢ > ¢y, on a donc X ¢ (e,9) = Xaje - On peut remplacer ¢
par ¢’ dans la formule (7). Dans cette formule, effectuons le changement de variables
h W ~1h,u— b= h'w =1k’ ~1hu. Alors le membre de droite de (7) devient Xy j o/ o'
Cela prouve (9).
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En rassemblant P’égalité (2), la définition de X (e, g), I'égalité (6) et la propriété
(9), on obtient le résultat suivant. Rappelons que 1'on a supposé m(9, p) = 1. 1l existe
co tel que, pour tout N, tout g € M(F)K, tous c,c’ tels que ¢ > cg, ¢’ > cg, on a

Pégalité
(10) Z Jrole, fr9) =ity : iy ™" Z Z

Eeﬁfé eE%;{f j=1,...,n
/ m(Ta)@;i (A) X je.cr (€, g) dA.
iﬂz‘p

On note Ji, p(6,, f, g) le membre de droite de cette égalité, qui est défini pour tout
g€ M(F)K.

6.4. Une premiére approximation. — D’aprés 6.2(3), 6.3(4) et 6.3(10), on a
Pégalité
J(ep’f’g) = Z IWL”WG|_1 Z JL,Q(opvfag)a
Le£L(Mmin) D€z (L) ;,m(0,p)=1

pour tout g € M (F)K. Par définition, Jn (0, f) est 'intégrale de J(8,, f, g)xn(g) sur
g€ HF)U(F)\G(F) ou, ce qui revient au méme, lintégrale de
J(8,, f,mk)kn(mk)Sp(m)~! sur m € H(F)\M(F) et k € K. Donc

W =[S wHwer
H(F)\M(F) VK

Lez’ Mmin)
> J1,0(8, f,mk)kn (mk)dp(m)~tdk dm.
OeMz (L) ;,m(0,p)=1

Soient L € £(Mmin) et O € I5(L); tel que m(8, p) = 1. On reprend les notations du
paragraphe précédent. On fixe ¢y vérifiant 6.3(9) et ¢ > cg. Pour tout entier C € N,
posons

Jr.onc(0p f) =ity : iG] ¢! Z Z / m(7a)p;(A)

K a;
eeﬁ fIi=1,...,n L,F

[ Locowmn (), )E) [ (malhe,ma(udey)
H(F)U(F)c G(F)

(€5, mr(9)mr(f)e)kn (9)dg du dh d).

Lemme. — (i) Cette expression est absolument convergente.
(ii) Il existe C tel que l’on ait la majoration

N, /)= > IWEwE|? > Jp.oncOp )l < N7
LEL(Mmin) €Tz (L) ;,m(0,p)=1

pour tout entier N > 2.
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Démonstration. — Soient L et ©) comme avant 1énoncé. Notons Ji g n oo(0p: f)
I'expression obtenue en supprimant la fonction 1,cciog(ny dans la définition de
Jr,o.Nc(0p, f). Pour m € M(F), k € K, u,u’ € U(F), h € H(F), A € iti}, r, posons

¢("n?ka u, U,,h, A) = [lﬁé : iﬁZ,F]_l Z Z m(T)\)SOJ(A)(p(h)E_IpE])E(u)
eG‘BKf j=1,...,n
0
(ma(u'mk)e, ma(hu)e;) (€, ma(u'mk)ma(f)e)sn (mk)dp(m)~ .
L’expression J, g n,00(0,, f) contient une intégrale sur G(F). On y décompose la

variable g € G(F) en g = u'mk, avec v’ € U(F), m € M(F), k € K. On obtient
formellement 1’égalité

T1.0N.00 (00, F) = / / / / / &(m, k,u,u', h, \)du' du dh dk dm d).
mE) Ik JaEu ). Jur)

Cette égalité est Justlﬁee par
(2) cette expression est absolument convergente.
Les intégrales sur les ensembles compacts K et iﬁ; r sont insignifiantes. On a

(3)  |®(m,k,u,u’,h,\)| < EF(R)EC (™ h 7 u/m)EC (w'm)k N (m)dp(m) L.

L’intégrale de cette fonction en m, u, u’, h est convergente d’aprés 4.3(6). Cela
démontre (2).
En appliquant la méme procédure, on obtient

JL,Q,N,C(Op)f) =/ / / / / 1¢7<Clog(N)(hu)
i8] p Y M(F)JK JH(F)U(F). JU(F)

&(m, k,u,u’, h, \)du' dudhdk dmd),
[ Bontmkanbseen) takan= [ [ f
HFN\M(F) K iy IM(F) JK

/ / ®(m, k,u,u’, h, \)du' dudh dk dm d,
H(F)U(F)c JU(F)

pourvu que ¢’ > co. Ces expressions sont absolument convergentes d’aprés ce que
Pon vient de prouver. La convergence de la premiére est I’assertion (i) de I’énoncé.
Pour prouver l’assertion (ii), il suffit d’aprés (1) de montrer que I’on peut choisir C
tel que la différence entre les deux expressions ci-dessus soit essentiellement majorée
par N~!. D’aprés (3), cette différence est essentiellement majorée par la somme de
Iintégrale

[ / 1, <crogn) ()27 ()2 (u h~"u/'m)
M(F) JH(F)U(F). JU(F)-U(F).

EC (u'm)kn (m)dp(m)~ du dudhdm,
ou U(F) — U(F). est le complémentaire de U(F). dans U(F), et de l'intégrale

Lo | [ (= oo ()2 (ES (b ' m)
M(F) YH(F)U(F)c YU(F)
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2C(u'm)kn(m)dp(m)~ du dudhdm.
Dans la premiére, on peut oublier le terme 1, ciog(n) (hu). La relation 4.3(7) nous dit
qu’il existe c; tel que, si I'on prend ¢’ = c¢;log(IN) + co, l'intégrale est essentiellement
bornée par N~!. L’entier ¢’ étant ainsi choisi, la relation 4.3(8) nous dit qu’il existe
o tel que la seconde intégrale soit essentiellement majorée par N~! pourvu que
Clog(N) > ca(log(N) + ¢'). On peut choisir C tel qu’il en soit ainsi pour tout N > 2.
Cela achéve la preuve. O

On fixe désormais C vérifiant lassertion (ii) du lemme précédent. Dans les
paragraphes suivants et jusqu’en 6.9, on fixe L € £(Muy,) et O € II(L) f tel que
m(8,p) = 1.

6.5. Rappels sur les termes constants faibles des coefficients des représentations
tempérées. — Fixons un élément Ppin = MuinUnin € P(Mmpin). On note A
Pensemble de racines simples associé et ﬁ;mm Pensemble des { € @y, tels que
a(¢) > 0 pour tout @ € A. On note My, (F)*' le sous-ensemble des m € Myin(F)

tels que Hyy,, (m) € ﬁ;mm.Soit Q1 = LUy € F(Muin) tel que Ppin C Q1. On note

A1 le sous-ensemble de A associé au sous-groupe parabolique minimal P, N Ly de

L;. Posons

W(L1|G|IL) = {s € WY, sLs™ C L1, PninN L, C sQs™1}.
C’est un ensemble de représentants du quotient
Wwhi\{s e W% sLs™' C L,}.

On identifie cet ensemble & un ensemble de représentants dans K. Pour s €
W (L:|G|L), notons 7(s) : j(g,,. — u%SGQs—l’T Popérateur défini par (y(s)e)(k) =
e(s~'k). Posons Q1 . = (L1 NsQs 1)Uy, Q1 = (L1 NsQs~ 1)Uy, ou Uy est le radical
unipotent de Q;. Pour X € iﬁiy £, on définit les opérateurs:
G G
Jar:15Qs=1 ((87)sx) 01(8) : Ko r = Kq, , 6r
et
G G
ch)l,s[stﬂ((ST)sA ov(s) : Kg,r = K5

Q1,s,8T"

Posons K; = K N Ly (F). La restriction de K & K; définit des homomorphismes
G

x 1,s,8T

N

L,
‘%Ll NsQs—1,s1

/

G
jCQI,s:ST
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Pour ¢’ € 7(81,37” et e€ %gl,s,”, on pose

(¢',e)fr = / (€¢/(k1), e(k1))dk:,
K,
la mesure étant de masse totale 1. Pour e, e’ € j(g’.,., posons

€ &ar= .  (Jou.lsqs((57)sx) 0 ¥(8)€', Ja, 1ugar ((5T)ax) 0 ¥(s)e)™.
seEW(L1|G|L)

Lemme. — Soient e, e’ € j(gy,. Il existe c >0, R >0 et e > 0 tels que
8, (m)'/?|(e/, ma(m)e) — (¢, ma(m)e)g, Al <
EL1(m)o(m)Rsup{exp(—ea(Hp, (m)));a € A — AL}

pour tout A € i}, p et tout m € Mpin(F)* vérifiant les conditions a(Hy,,, (m)) > ¢
pour tout o € A — AL,
Démonstration. — D’apreés un résultat de Casselman, on peut trouver c tel que, pour

A et m comme dans 1’énoncé, dg, (m)/2(e/,mx(m)e) soit égal au “terme constant”
de (¢/,mx(m)e) au sens d’Harish-Chandra (cf. [16] corollaire 1.4.4; l'uniformité en
A est expliquée en [16] L.5). L’expression dg, (m)/2(e/,mx(m)e)g,,x est le “terme
constant faible” de (¢, wx(m)e), cf. [16] proposition V.1.1). On doit donc prouver que
la différence entre le terme constant et le terme constant faible vérifie la majoration
indiquée. Cette différence est exactement une fonction notée m — (Eg 1/’«;)251 (m) dans
le lemme VI.2.3 de [16]. Ce lemme donne une majoration de cette fonction qui n’est
pas tout-a-fait celle dont nous avons besoin. Il suffit de modifier sa démonstration.
Notons simplement m — Ex(m) notre fonction. D’aprés [16] VI.2(2), on peut trouver
des réels ¢ > 0 et R > 0 et un élément a € Ar, (F) N Myin(F)T de sorte que 'on ait
la majoration

|Ex(a™m)| < 27"EL (m)o(m)R
pour A et m comme dans ’énoncé et n € N. Cela étant, pour m comme dans I’énoncé,
prenons pour n la partie entiére du plus petit des nombres

o(Hpp (M) — c
a(HMmin (a)) +1

pour @ € A — A1, Posons m’ = a~™m. Cet élément vérifie encore les conditions de
I’énoncé. En appliquant la majoration ci-dessus & n et m’, on obtient

(1) |Ba(m)] < 27"ER (m)o (m")".

Parce que a € A, (F), 21 (m') = ZL1(m). On a

a(m') < o(m) +o(a™") < a(m) + no(a),
d’ou
27" 2g(m)R < a(m)~.
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D’autre part il existe € > 0 tel que
272 < sup{exp(—ca(Hp, (m)));a € A — A1},

Alors (1) entraine la majoration cherchée. O

6.6. Changement de fonction de troncature. — Soit ¥ € ﬁ}ﬁmin. Comme
en [6] paragraphe 3, on en déduit une famille % = (Yp/)picp(ns,,,) de points de
Gum,..., qui est (G, Myip)-orthogonale et positive. On note { — af,,min((:,y) la
fonction caractéristique de son enveloppe convexe. On note g — u(g,Y) la fonction
caractéristique de I’ensemble des g € G(F) qui s’écrivent g = kmk’, ou k, k' € K,
m € Mpin(F), avec af,,mm(HMmm, Y) =1. Fixons €, ¢" € 7(81,. et une fonction ¢ sur
i}, , que on suppose C™. Pour e € j(g,.,, 9,9 € G(F) et X € it?], p, posons

D(e,9,9', ) = (ma(g)e, ma(g)e) (€”, ma(g)ma(f)e).

Posons

ox(e) = litth e T [ e [ ale0.d Wnx(adgar

K 1
eeﬁo‘f

Oy(g) = iy iyl D / m(2)ep(N) /G (F)@(e,g,g’,x)u(g,Y)dgdA.

%, )ity g

e€B,

Ces expressions sont absolument convergentes. Pour la seconde, c’est évident: les
intégrales sont & support compact. Pour la premiére, pour e et ¢’ fixés, on a une
majoration
=G
|®(e,9,9", M| < E®(9)*

pour tous A, g. Or l'intégrale
W [ e@EC s
G(F)

est convergente d’aprés 4.3(2).

Proposition. — Soit R un réel. Il existe des réels c1,co > 0 tels que lon ait la
magoration

PN (g") — Dy (g)| <« NF

pour tout N > 2, tout ¢’ € G(F) tel que o(g') < Clog(N) et toutY € H;mm vérifiant
les inégalités c1log(N) < a(Y) < caN pour tout a € Apin.

Démonstration. — Commengons par préciser le calcul de convergence que ’on a fait
avant ’énoncé. On a
(2) il existe Ry > 0 tel que
BN () < N

pour tout N > 2 et tout ¢’ € G(F) tel que o(g’) < Clog(N).
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En effet, pour e € %gﬁ on a plus précisément la majoration

g N < E%g'19)=%g)
pour tous A, g, ¢’. Grace a 3.3(5), il existe Ry > 0 tel que
E%(g''g) < exp(R20(9"))E®(9)-
Pour ¢’ tel que o(g’) < Clog(NN),on obtient
(e, 9,9, \)| < NOR2ECS(g)2.

D’aprés 4.3(2), il existe R3 > 0 tel que I'intégrale (1) soit essentiellement majorée par
N3, On en déduit (2) avec Ry = CRy + R3.
Définissons une fonction D sur My, (F)* par

D(m) = mes(KmK)mes(K N My, (F))™*

D’aprés [16], on a une majoration D(m) < 6ép_,, (m). Pour toute fonction f' €
C°(G(FY)), on a Végalité

/G(F) f’(g)dg:/ / /mm(F)+ D(m) f'(kymka)dm dk, dks,

cf. [6] (1.3). Pour tout Q1 = LUy € F(Muin), la famille & permet de définir des
fonctions ¢ — o (6, Y) et ¢ = 7,(C = Yq,) sur @u,,, (cf.[6]; on a repris les
définitions en [17] 10 3). On vérifie que I’égalité

Mo (G 70 (C— Yo,) =

entraine
(3) B(¢) > inf{a(Y);a € A} > 0 pour toute racine § de Ay
On a l'égalité

dans uy.

min

Yoo o (G Yre.(C-Yo,) =1

Ql eg(Mmin)
pour tout ¢. L’inégalité précédente entraine que, pour ¢ € ﬂ,tmm, seuls interviennent
de fagon non nulle les @}; contenant Ppj,. C’est-a-dire que, pour ¢ € ﬁ,tmm, on a
Pégalité
> T (G P70, (( ~ You) = 1.
Q1E€F(Mmin),Pmin CQ1
Pour toute fonction f' € CP(G(F)), on a donc I'égalité

(4) /G (F)f’(g)dsz: / / / Manin (F)*

Q1 eJ(Mm.n) PrinCQ1

£/ (kymka) D)o S, (it (m), ), (ot (m) — Yo, Ydm dky dbs.
Pour Q1 € ¥ (Mmnin) tel que Ppin C Q1, posons

Ony,Q(9) = ity : it p] ™ Z / )<p('\)/x/z</Mmm(F>+

eE,)

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2012



276 J.-L. WALDSPURGER

(e, kymkz, g', M)k (kimks)
D(m)o  (Hatnn (M), Y) 70, (Hptin (M) — Yo, )dm dky dks dX.

min

En lappliquant (4), on a 1’égalité

Dy(g) = > Oy, (9)-
Q1€F(Mmnin),Pmin CQ1

Considérons d’abord le sous-groupe parabolique @; = G. Dans ce cas, pour g =
kimks, avec ky,ke € K et m € My, (F)T, on a crlc\",,min(HMmin(m), Yyre(Hm,,, (m) —
Yg) =1 si et seulement si u(g,Y) = 1. On a donc

Bnyold) =iy i@ Y [ m(n)e()

eeﬁof LE

/ B(e, 9,9/, Nrn (9)ulg, Y)dg dA.
G(F)

Montrons que

(5) il existe ca > 0 tel que, si a(Y) < caN pour tout o € Apin, on a P'égalité
u(g,Y)kn(g) = u(g,Y) pour tout g € G(F).

Ecrivons g = muk, avec m € M(F), u € U(F) et k € K. On a kn(g) = kn(m)
et une majoration o(m) < o(g). Par définition de la fonction Ky, il existe cs tel que
la majoration o(m) < c3N entraine Ky(m) = 1. On a d’autre part une majoration
a(g) < sup{a(Y);a € A} pour tout g € G(F) tel que u(g,Y) = 1. La combinaison
de ces propriétés entraine (5).

On déduit de (5) que, si Y vérifie les conditions de cette assertion, on a 1’égalité
PN y,c(9) = ®y(g’) pour tout g’. Pour démontrer la proposition, il suffit donc de
trouver c¢; tel que, si Y vérifie les minorations de ’énoncé, on a la majoration

(6) |®n,v,0. () < N°F

pour g’ comme dans ’énoncé et tout Q; # G.

On fixe désormais @1 = L1U; € F(Mmin) tel que Ppin C Q1 et Q1 # G. Pour
simplifier la rédaction, on va considérer un réel ¢; et supposer a(Y) > c¢1log(NN) pour
tout @ € A. On montrera que toutes les propriétés dont on a besoin sont vérifiées
si ¢; est assez grand. Soient ¢’ € G(F) tel que o(g9’) < Clog(N), ki,k2 € K et
m € Muyin(F)™. On pose ¢ = Hyy,,. (m) et on suppose af,,lmin((, Yo, ((—Yg,)=1.
Ecrivons g’ ~'k; = k' ~1l'v/, avec v’ € Uy (F), ' € Li(F), k' € K.On a

(7) si c; est assez grand, k; 'm~'u'mk, appartient & K f

Posons v’ = exp(X'), avec X’ € uy(F) et fixons une norme |.| sur g(F). On a
log(|X']) < o(u') < o(g’) < Clog(N). 1l existe donc c4,c5 > 0 tels que

log(|m ™' X'm|) < cslog(N) — csinf{B(¢); B racine de Ay

min

dans u; }.

Grace a (3), m~! X'm est aussi petit que ’'on veut pourvu que ¢; soit assez grand. On
peut en particulier imposer que m~!u'm = exp(m~!X’'m) appartienne a K ¢. Puisque

K est distingué dans K, (7) en résulte.
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Notons Mpin(F)E1'F ’ensemble des m’ € Muyin(F) tels que a(Hpy,,,(m')) > 0
pour tout a € AL, Posons Ky = K N Ly(F). L’élément I'm de L;(F) s’écrit I'm =
ksm'ky, avec k3, ky € K1 et m’' € Mpin(F)X++. Posons ¢’ = Hyr,, . (m'). On a

(8) pour tout ¢ > 0, m’ appartient & Muyin(F)1 et vérifie a(¢’) > clog(N) pour
tout @ € A — ALI, pourvu que c; soit assez grand.

Soit .. Notons u, le sous-espace radiciel de u,,;, associé a a. Il existe cg,c7 > 0 tels

que, pour tout élément non nul X € u,(F) et tout £ € My, (F), on ait les inégalités
|l Xz~
| X1

Supposons o € A — ALt soit X un élément non nul de u,(F). On a m'Xm
k;ll’mklek4m“1l"1k3. Puisque k4, appartient & L, (F), k4_1Xk4 appartient a
u1(F). En utilisant (9) pour m, on voit qu'’il existe des constantes cs, cg, c1g > 0 telles
que l'on ait I'inégalité

log(|m'Xm’~1|) > log(|X|) — cga(I') + coinf{B({); B racine de Apr,,,
On a o(l') € o(¢') < Clog(N). Grace & (3), on a donc

log(|jm'Xm’~"]) > log(|X|) + clog(N) + ¢

9)  (HnMun(2)) — s < log( ) < a(Hp,, (2)) + cr.

r—1

dans u; } — ¢10.

pourvu que c¢; soit assez grand. Alors (9) entraine la minoration cherchée de a((’).
En particulier a(¢’) > 0. Puisque 'on a aussi a(¢’) > 0 pour a € AL1 par définition
de m/, on a bien m’ € My, (F)T. Cela prouve (8).
Pour tout \ et tout e € B5’, on a D'égalité
(e, kymkz, g, \) = (ma(l'uw'mkz)e, mA(k')e' ) (ma (kT 1)e” , ma(mke)wa(f)e).

Grace a (7), on peut supprimer u’ de cette expression pourvu que ¢; soit assez grand.
On obtient

q)(e’ klmk27 g/, )‘) = (7T)\(m/k4k2)€, ﬂk(k"}—lk/)el)(ﬂ')\(kl_l)euv D) (ka)’lT)\(f)e).
Posons
q)’w (ev klmk%g,? ’\) = (7'()\ (m’k4k2)e, DY (kii_lk,)el)Qly)\ (Wk(kl_l)e”? ﬂ-)\(me)Tr)\ (f)e)Ql A
Le lemme 6.5 affirme I'existence de réels R4 > 0 et € > 0 tels que la valeur absolue de
la différence
(I)(ea klmk2a g', /\) - (I)w (6, klmk% glv )‘)
soit bornée par la somme de
8, (m') 7128 (m')o (m') Fsup{exp(—ea(();a € A — AP} (ma(ky e, ma(mka)ma(f)e)]
et de
6Q1 (m/)_l/zl(ﬂ')\ (mlk‘lk?)ev UPY (kii_lk/)el)Ql J\|5Q1 (m)_1/2EL1 (m)
o(m)Bisup{exp(—ea(();a € A — AL}
On sait qu'il existe Rs > 0 tel que dg, (z)"'/2El1(z) <« EC(z)o(x)Fs pour tout
& € Mpin(F)T. D’autre part, ¢ (m') = Z(I’m). En utilisant (8), on voit qu’il existe
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Rg > 0 tel que, pour tout ¢ > 0, les expressions ci-dessus soient essentiellement
majorées par

NEC(I'm)EC (m)o (') Reo(m)Te
pourvu que c¢; soit assez grand. Définissons des termes ®ny,g,w(e g, A) et
®N,yv,0,,w(9") en remplacant ®(e,kimks,g’,\) par ®,/(e, kymkz, g, ) dans les
définitions de ®n,y,0,(e,9’,A) et ®ny,0,(g'). Si on oublie le facteur N~¢ de la
majoration ci-dessus, le méme calcul qu’en (2) montre lexistence de R; > 0 tel que

1®N,v,0: (9') — ®N,v,Qu0(g)| < NF7.

En réintroduisant le facteur N ¢, on voit que, pour tout ¢ > 0, la différence ci-dessus
est essentiellement majorée par N ¢ pourvu que c; soit assez grand. Pour prouver
(6), il suffit donc de prouver la majoration

[®n,v,0,,w(g)| < N7H.

On poursuit le calcul précédent, avec les mémes notations. D’aprés la définition de
6.5, on peut décomposer @, (e, kymks,g’, ) en

> Dy, 5, (€, k1mka, g', A)
$1,52€W(L1|G|L)

ou
‘psl,sz (ea klmk% gla A) =

(T 1s1@sr ((517)s10) 0 ¥(s1) 0 ma(M'kak)e, T, 1o gart ((517)arx) 0 (1) 0 ma (k3 ' K)e )™

(g glsa@ey ((527)s2n) 0 7(s2) o ma(ki e, T, sy (827)ean) 0 ¥(s2) 0 a(mkg)ma (f)e) .

Cette définition n’a bien sr de sens que “presque partout” en A, les opérateurs
d’entrelacement pouvant avoir des pdles. Au moins formellement, on peut décomposer
de méme Py v,Q, (9') en somme de termes P y,0,,s,,5,(g")- Il y a un probléme de
convergence & cause des poles des opérateurs d’entrelacement. L’assertion suivante va
résoudre ce probléme. Soient s1, s2 € W(L1|G|L). Montrons que

(10) pour e fixé, la fonction m(7y)®s, s, (e, k1mka, g’,A) est une combinaison
linéaire de fonctions qui sont elles-mémes des produits

fl(m,’ )‘)f2(ma A)f3(k:17 k2’ k37 k4, k/)f4(/\)1
ou:

fi(m/,X) = bg, (m')_1/2(Ind£:mleS;1 ((517)s12,m")e, €1)

214 ’ L, .
pour des éléments e; et €] de ‘%L1081Q81_1,317"

fa(m,\) = 8g, (m)~/2(eb, Indiinszng_l ((527)s20, m)e2)

212 ' L, .
pour des éléments ey et e, de j(LlﬁSQQsz_l,m‘r’
f3 est une fonction localement constante des variables k1, ko, k3, k4 et k';

f4 est une fonction C*° de .
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Fixons un sous-groupe ouvert compact Ky de K, distingué dans K, inclus dans
Ky et tel que e, €' et €” soient invariants par K. Fixons des bases B, resp. B, B,

B,, Ba, des sous-espaces des éléments invariants par K, dans 7(8‘7, resp. J(g -
G G %G

Ql,sl ,817T) Q1,32,82T’ Q1,32a327"

JQW2 |s2Qs; ((s27)s52) 0 ¥(82) 0 mA(mk2)mA(f)e

Considérons par exemple le terme

qui intervient dans la définition de @, s,(e,kimks,g’,A). D’aprés les propriétés
d’entrelacement de nos opérateurs, il est égal a

d, | ((527)sars M) 0 g, oaes ((527)s23) 0 7(52) 0 a ) (f)e.

On peut remplacer my(k2)m(f)e par son expression dans la base B. Les coefficients
sont combinaisons linéaires de produits d’une fonction localement constante en
ko et d’une fonction C® en A. Pour tout b € 9B, on peut _ensuite remplacer
JQ"1’32|52QS;1((32T)32A) o y(s2)b par son expression dans la base Bs. Les coefficients
sont des fonctions de A de la forme

(5207, o253 (527)22) 0 ¥(52)0)

onbe B b € %2. Notons jg, " (M) une telle fonction. En appliquant le méme
calcul aux autres termes, I’expression m(7y)®, s, (e, kimka,g’, A) apparait comme
une combinaison linéaire de fonctions qui sont produits de fonctions des deux derniers
types de l'assertion et de fonctions des types ~

— une fonction (Indglv ((817)s,2,m')b1,b1)Ft ot by € By, by € By;

81

— une fonction (be, (Indg1 ((527)sax, M)b2) L1 011 by € By, by € Bo;

82
— une fonction m(73)7g, . (Nigws (Nig, ., (Niar., (V);
Considérons le premier type ci-dessus. Notons e}, resp. e, la restriction de by, resp.

b1, & K;. Ce sont des éléments de K il —1 __. En explicitant les définitions, on
1Ns1Qsy " ,817

voit que, pour tout x € Ly (F), a fortiori pour £ € Muyin(F), on a ’égalité

(Indgm ((517)sy 5, T)b1, by )"t = 5Q1(:c)"l/2(1nd£:nlesl_1((817')31,\,.’1:)6/1, e1).

La fonction du premier type ci-dessus est donc aussi du premier type de ’assertion
(10). De méme pour les fonctions du deuxiéme type. Reste celles du troisiéme type
ci-dessus. Or la démonstration du corollaire V.2.3 de [16] s’applique & ces fonctions
et montre qu’elles sont des restrictions & %} . de fonctions rationnelles sur (€1, ®r
C)/i ﬁz’ > holomorphes au voisinage de i} . Ces fonctions sont donc du quatriéme
type de l'assertion (10). Cela démontre cette assertion.

A P’aide de (10), on voit que expression qui définit ®n,y,Q, ,s,,s,(g’) est absolument
convergente: puisqu’il n’y a pas de singularité en A, il suffit de reprendre la preuve
déja faite pour ®n(g’). On a alors

¢N»Y,Q1,'w(gl) = Z ¢N7Y1Q1781732(g,)'
81 ,82€W(L1IG|L)
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Il suffit de prouver que, pour tous sj, sz, on a une majoration

lq)N»XQlyslySz (gl)l < NE,
Fixons s1, s2. Posons s = s1s5 ! Supposons d’abord vérifiée I’hypothése
(Hyp) il n’eziste pas de sous-groupe parabolique Q2 = LUy € Fipy,,. tel que
Q1 C Q2 # G et que s fize tout point de Gr,.
Dans ce cas, introduisons une fonction

‘I’N,Y,Ql,sl,sz(gl)z/ﬁ fa(N) / // ()+ (m, A) f2(m, X) f3(kq, ka2, ks, ka, k')
» m)nF

(m)nN(klmkz)aMmm ¢, Yo, (¢ — Yo,)dm dk; dks dX
ol fi, f2, f3 et fy vérifient les conditions de ’assertion (10). Cette assertion nous dit
que PN v,0,,51,s,(9’) est combinaison linéaire de fonctions de ce type. On va majorer
|¥ N y.Q, 51,52 (g')|- Pour tout = € L1 (F), on choisit des éléments I, (z) € s1L(F)s;*,
us, (z) € L1(F) N s1Ug(F)s7 et ks, (z) € K de sorte que x = I, (z)us, (x)ks, (2).
On a 'égalité
fim/,)) = B i (m/’x)exp(—(sl)\)(HLmlesl—l(:L'm’)))d:c,
1
ol

fi(m' @) = 6q, (m')™V/2((517) (s, (zm)) (€1 (ksy (2m))), €1(2))8L 15, sy Ly (@) V2.

Le produit scalaire figurant dans cette expression est celui de deux éléments de E,,, =
E,. On écrit fo(m, ) de la méme fagon et on obtient

‘I’N,Y,Ql,sl,32(g')=/ // / f3(k1, ka2, k3, ka, k") D(m)k N (k1mks)
mm(F)+ Kl Kl

Mmm(C Yrq, (€ = Yo,) fi(m', ) f2(m,y) fs(xm’, ym)dy dx dm dk, dk
ou
fs(xm/,ym) = /a* f4(/\)exp(—(slx\)(HLlnlesl-l(zm’)) + (32/\)(HL1n32Q82_1(ym)))d)\.

Par le changement de variable A — s7'), on a

fotemtym) = [ s Nexp(-A(C(om', ym))a,
ou |
C(xm,a ym) = HLlnles‘l (wm’)) - S(HL1032Q3"1 (ym))

On suppose toujours, comme il est loisible, que m vérifie la relation a (¢ Y. (¢~
Yq,) = 1. Munissons @y4,,, d’une norme euclidienne |.| invariante par l’actlon de WC.
Montrons que

(11) on a la minoration

min

¢(@m’,ym)| > log(N)
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pour tous z,y € K; pourvu que c; soit assez grand.

Posons ((zm') = Hp_, (zm'), {(ym) = Hp_, (ym). Rappelons que, par définition
de W(L1|G|L), on a Ly N Ppin C L1N81Qs7 ", L1 N Prpin C L1Ns2Qs; . On en déduit
que

Cam’,ym) = (((am’) — s¢(ym)),, 11,
"
s1Ls

ﬁlesl-l. 11 suffit de minorer |({(zm’) — s¢(ym))r, |- Parce que z,y € K et kam'ky =
I'm, avec k3, ks € K1, on a les égalités
Cam’)p, = (L, = (o, + He, (V) = C(ym)z, + H, ().

Puisque o(!') < o(g’) < Clog(N), on a la majoration |Hy, (I')] < log(N). Il nous
suffit de montrer que, pour tout ¢ > 0, on a la minoration

|({(ym) — sC(ym))L,| > clog(N)

pourvu que c¢; soit assez grand. Soit ¢ > 0. Le méme calcul qu’en (8) montre que 'on
a une majoration

o, comme toujours, (" — _, désigne la projection orthogonale de @,;_. sur

min

B(¢(ym)) > clog(N)

pour toute racine 5 de Aps_,, dans u;, pourvu que c; soit assez grand. A fortiori
B(¢(ym)) > 0. Introduisons un élément P, € P(Mmin) tel que {(ym) € ﬁ};{mn. La
relation précédente entraine que P, ;.
associée & P!, , (A’)L1 le sous-ensemble associé a L; N P,
de coracines associé & A’ et {wy; @ € A’} la base de Gy

(ym) = Y a(¢(ym))wa-

a€EA’

C @;. Notons A’ la base de racines simples
i 1&; @ € A’} ensemble
duale de A’. Ecrivons

Tous les coefficients sont positifs ou nuls. On a
(Clym) — s¢(ym))p, = Y, a(C(ym))(@a — s@a)L, -
acA’
On sait que, pour tout a € A’, w, — sw, est combinaison linéaire & coefficients
positifs ou nuls de coracines 8 pour 8 € A’. Donc (w, — sw,)r, appartient au cone
fermé engendré par les Bz, pour B € A’ — (A)1. Si a € A’ — (A')L1, I'élément
(wq — $Wa )L, Dest pas nul. En effet, s’il I’était, on aurait
(swa)Ll = (wa)Ll = Wq-
Puisque sw, est de méme norme que w,, cela entrainerait
$We = (8Wa)L, = Wa-

Mais cette égalité est interdite par ’hypothése (Hyp), d’oit la conclusion. Des
propriétés ci-dessus résulte une minoration

ICym) = sCym) > Y alClym)).

a€A/— (AN
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Mais on a dit ci-dessus que a({(ym)) > clog(N) pour tous les & qui interviennent ici.
La minoration cherchée en résulte, d’ou (11).

La fonction f5 est la transformée de Fourier d’une fonction C*° évaluée en
¢(xzm',ym). Elle est donc & décroissance rapide en cette variable. Grace a (11), pour
tout entier D > 0, on a une majoration

|[fs(zm’, ym)| < N~P

pourvu que c¢; soit assez grand. On a aussi

v <N [ [ [ [ [ Db
KJVK My (F)t YK VK,

oS (¢ Y)ou (€~ Yo )l fi(m,z) f3(m, y)|dy dz dm dk, dks.
On a

[F3(m )| < 0@y (M) 28,2 o (Lo (ym)) 22102 (U, (ym)).

D’aprés [16] lemmes I1.1.6 et II.1.1, on en déduit 'existence d’un réel Rg > 0 tel que

/ |F5(m, y)ldy < S, (m)~ /225 (m) < E(m)o(m)"e.

1

On a une majoration analogue pour la fonction fi(m’, z) et on obtient une majoration

v @ <N [ [ [ Dmymy k)
K VK Y Muyin(F)*

2C(1'm)EC (m)o (I'm) B a(m)Be dm dk; dks.
On a déja majoré une intégrale de ce type: il existe Rg > 0 tel qu’elle soit
essentiellement majorée par NT°. En tenant compte du facteur NP et en se
rappelant que D est quelconque, on obtient

I\I,NYY1Q1181,82 (gl)l < N-R

pourvu que c¢; soit assez grand. C’est ce que ’on voulait démontrer.

Supposons maintenant que ’hypothése (Hyp) n’est pas vérifiée. Dans ce cas, on va
montrer que ®n,y,Q,,s;,s,(9’) = 0. En se rappelant la définition de ce terme, on voit
qu’il suffit de prouver que ’assertion suivante est vérifiée:

(12) soient A € it} p, m € Myin(F)" et ky, ky € K; alors

D By eale, kimka, g’ X) = 0.
eEZfIO(f
Notons X(X) la somme ci-dessus. C’est une fonction méromorphe en A (plus
exactement, c’est la restriction a i#7] p d’une fonction méromorphe sur (&} ®g
C)/i@) ). Il suffit de montrer qu’elle est nulle pour presque tout A. On peut donc
supposeyr que tous les opérateurs d’entrelacement qui vont intervenir n’ont pas de
poles en \ et sont inversibles. Revenons a la définition de ®,, , (e, kymkz,g’,A). On

a une égalité
D, s, (e, klmk%glv A) =
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(Jo,.., 1s1@s-2 ((817)510) 0 Y(81) 0 T (m'kaks)e, 1)

(€2, J5, .. 520551 ((827)s20) © Y(82) 0 mx(mks)ma(f)e)™,

N G G N
ou e € &%le,s.r et e; € J(Ql,sz’sﬂ. On a my(k2)ma(fle = ma(f)ma(k2)e, ou
f' = *2f. Posons %hKf = {mr(ke)e;e € @g’ }. C’est encore une base orthonormée
de (KS’T)Kf et on a

XN = Y (U, e ((517)612) 0 ¥(s1) 0 ma(m'ka)e, €1) 1
eE%hKf

(€2, 73, .. 1s2@s51 ((827)s23) 0 7(52) o ma(m)maA(f')e) ™.

I1 existe une fonction j; (A) qui est méromorphe, au méme sens que ci-dessus, telle que

I, 0157 (817)510) 0 ¥(81) = 51N, | 14y, 52 ((817)s10) 0(5) 0 Oueglsasy (827)s22) 0 7(s2).
L’ensemble
{1, 1020551 (827)s22) 0 Y(s2)ese € By }

est une base de (ﬂ(g

1,890,827
opérateurs d’entrelacement entraine qu’elle est orthogonale et que tous ses éléments
ont la méme norme. Notons j2(\) cette norme et divisons tout élément de cette base
par \/72(A). On obtient une base orthonormée de (%S )X¢ que l'on note %f’ .

Q1,559,527
On a l'égalité

X(A) = 71(N)j2() Z (JQIVSI|3Q11823—1((317)s1>\)O’Y(s)olndgl’ ((527) 530, m'ka)e, e1) ™

s2
K
eégu !

)K7. Les propriétés d’adjonction et de composition des

(ez, Indglysz ((szT)SZA,m)Indgl‘sz ((827) sy, f)E)E1.

A ce point, le sous-groupe parabolique Q = LUg n’intervient plus (sauf via les
fonctions j; et jo). Pour simplifier les notations, on peut supposer s; = 1 et Q = Q1,,.
Auquel cas s; = s et 'expression précedente se simplifie en

X = 10320 Y Uy jeast ((57)sx) 07(s) o ma(m'ka)e, e1) P
eeﬁff

(e2, ma(m)ma(f")e)"r.
Puisque 'hypothése (Hyp) n’est pas vérifiée, on peut fixer un sous-groupe parabolique
Q' = L'U" € F(Muin) tel que Q1 C Q' # G et s fixe tout élément de &.. Cela
entraine s € WL'. On a Q c Q, c @', donc aussi Q1,5 C Q'. Introduisons les espaces
jcf’ﬂQ,’r et Kﬁ’nél,s,sr‘ On dispose de I'opérateur

L’ L L
I0n6y . nss-1 ((8T)sx) 07(8) : Kiingr = Kping, , e
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' s . . L
Posons n’ = Indf,nQ(T,\) et réalisons cette représentation dans Ky, g .. Pour e €
Kg,,,,,, posons

bi(e) = 8y (m'ks) /2 /K (T, msge-t ((57)ex) 07(s) o 7' (m'ka) (e(1)) (), ex(z) da,

ba(e) = by (m) ™2 [ (ea(e), (' (m) (1)) )

K,

Expliquons par exemple la signification de
(T, et ((57)sx) 0(8) o 7' (m'ka) (e(1))) (2).

On évalue e au point 1. On obtient un élément e(1) de jCi‘:nQ’T. On applique
successivement & cet élément les opérateurs 7'(m’ks) (notons que m’ky € L1(F) C

. , . 14 L
L'(F)) puis Jf,nélyle,mer((sr)s,\) o 7(s). On obtient un élément de K7,5,
que I’on évalue au point x € Ky C K N L'(F). Définissons une forme sesquilinéaire B
sur %g,,,,, par

B(€',e) = bi(e')ba(e).

Identifions ‘7(8,7 a 7(8,,,,,. Modulo cette identification, on a les égalités
(e2, ma(m)e)™ = by(e),
(J5, .1s@a-1((5T)sx) 0 () o ma(m'ka)e, e1)"* = bi(e),
pour tout e € %g,m,. Alors
X(X) = 1(\)s2(Vtraces (Indg, (', £)).

Comme f, la fonction f’ est trés cuspidale. Puisque b; (e) et bz(e) ne dépendent que
de e(1), la forme B vérifie la condition (3) de 2.1. Le lemme de ce paragraphe entraine
X (\) = 0. Cela prouve (12) et achéve la preuve de la proposition. O

6.7. Utilisation des calculs spectraux d’Arthur. — Les données sont les
mémes que dans le paragraphe précédent. Pour tout € > 0, on note ?(¢) ensemble
des éléments Y € ﬂ;min tels que

inf{a(Y);a € A} > esup{a(Y);a € A}.

Pour L' € £(L) et t € WL (L),eq, notons Ag(t) 'ensemble des A € i} tels que
t(ta) =~ 7x. Cet ensemble est stable par translation par iﬁ{y F + 181, L'ensemble
des orbites est fini. Soit A\ un élément de cet ensemble. Arthur définit en [6] p.87
un signe, qu'il note £5(t) et que nous notons e, (t). Sa définition ne nous importe
pas. Il ne dépend que de 'orbite de A. On dispose de l'opérateur Rq(t,7») de j(gﬁ.
Soit @' = L'U" € P(L'). Posons Q(Q') = (L' N Q)U’. C’est un élément de P(L).
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Définissons sur i}, une fonction v Jor(t, A, v) et, pour ¢’ € G(F), une fonction
v dg(t,\ g v) par

Jor(t, A\ v) = Z (e, Joary10 (™) " o ie (Tatw) Ra (t, a)ma(£)e),
eeﬁgf

do/(t, A, g',v) = (Jo@yie(™h) " o@)ie(Ta+v) Ro(t, m2)e", ma(g')e')

(e’ et €” sont fixés comme dans le paragraphe précédent). Les opérateurs d’entrelacement
peuvent avoir des pdles, mais, au moins pour A dans un ouvert dense de Ag(t), les
fonctions ci-dessus sont bien définies pour v proche de 0. Nous utiliserons une
troisiéme fonction v — cq/(v): c'est celle qui est notée cg/(v) en [6] (12.12).
Il nous est inutile de rappeler sa définition. Les trois familles de fonctions
(jQ’(t”\))Q’eg’(L’)v (dQ/(t, A, g/))QIGQ(I/) et (CQI)Q:EQ)(LI) sont des (G, L’)-familles.
De plus ¢/ (0) = 1 pour tout Q. Posons (jdc)q:(t, A, ¢') = jor (¢, \dg (¢, A, ¢')cgr. La
famille ((jdc)q:(t, A, 9'))qreo(L') est encore une (G, L')-famille, a laquelle on associe
un nombre (jdc)r: (¢, A, g’). Admettons un instant que ce nombre soit fonction C* de
A. Rappelons par ailleurs que, puisque t € WL'(L),eq, lopérateur t — 1 sur @/ 8y,
est inversible et a donc un déterminant dét(¢t — 1)y, /¢, non nul. Posons

®(g) = it it pl ™ ) > > en (D)|dét(t — 1)g, /a,, )"

L'€2(L) teWL' (L)reg AEAQ(1)/ (38) p+it},)

[ Gam e+ e+ W
iﬂZ',F
Proposition. — (i) Pour tout L' € £(L), la fonction X\ — (jdc)r/(t, A, g’') est C™.
(ii) Soit e > 0 et R > 1 un entier. On a une majoration

|®y (') — @(9") < a(¢")FEC (Y|
pour tout ¢’ € G(F) et tout Y € D(e) N G, .F-

Démonstration. — Fixons € et R. Oublions d’abord ¢’, c’est-a-dire supposons ¢’ = 1.
Supposons aussi que la fonction ¢ est constante de valeur 1. Dans [6] p.69, Arthur
étudie une expression qu’il note K7 (f). C’est une somme sur M € £ (Mpuin), 0 €
{II;(M(F))} d’expressions qui sont des intégrales sur i}, - X G(F). Dans le cas ou
le T d’Arthur est notre Y et ou le couple (M, o) d’Arthur est égal & notre couple
(L, 7), cette expression est presque notre terme ®y (1). Plus précisément, notre terme
dépend d’éléments fixés e/, e” et le terme d’Arthur est égal & la somme de nos termes
®y (1) associés & un nombre fini de couples (e’,e”). Dans [6], proposition 11.3, p.88,
figure une expression J(f). C’est une somme sur les couples (M, o) comme ci-dessus
d’expressions qui, pour le couple (M,o) = (L, 7), sont presqu’égales & notre terme
®(1). Plus exactement, ce terme est la somme de termes ®(1) associés aux mémes
couples (€', €”) que ci-dessus. Arthur démontre en [6] corollaire 10.4 que les fonctions
A+ (jed)p:(t, A, 1) sont C. Entre les pages 69 et 88 de [6], il démontre le résultat
suivant. Il existe une fonction 7' — JT(f) qui vérifie les trois conditions
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(1) il existe un entier D > 1 et, pour tout & € (3 @npin,F)/ @Mpin, F, un polynome
T + q¢(T), de sorte que JT(f) = Doee(d u, )/ Orr s p exp(&(T'))qe(T) pour tout
T e ﬁMminyF;

(2) J(f) = 0(0);

(3) on a une majoration |[K7(f) — JT(f)| < |T|~F pour tout T € D(e) N G, F-

Cf. la preuve du lemme 11.1 de [6]. En inspectant la preuve, on voit d’une part
que la somme sur les couples (M, o) ne sert a rien dans ce passage: la preuve se fait
terme par terme. D’autre part sommer sur un ensemble fini de couples (¢’, e”’) ne sert
a rien non plus, la méme preuve s’applique pour chaque couple. En revenant & nos
notations, cette preuve montre donc qu’il existe une fonction Y — @Y sur @, F,
de la forme

4 oY= > exp(§(Y))ge(Y),
£€( S Ompyy, F)/ BMpy, P

telle que ®(1) = go(0) et telle que 'on ait une majoration
(5 ley()-@Y|<|Y]"

pour tout Y € 9D(e) N &py,,,,,r- Montrons qu’en fait
(6) go est constant et g¢ = 0 si £ # 0.

Remarquons que, pour Y € 9(¢), on a des majorations
Y| < sup{a(Y);a € A} K |Y].

On peut donc remplacer sup{a(Y);a € A} par |Y| dans I’énoncé de la proposition
6.6. Fixons c; et cy vérifiant cet énoncé modifié. Soit Y € D(e) N &, 7. Notons
Ny la partie entiére de 2c;'|Y| + 1. Si |Y| est assez grand, le couple (Ny,Y) vérifie
les conditions de la proposition 6.6. Plus généralement, il en est de méme du couple
(Ny,Y’) pour tout Y’ € D(e) N G, tel que |[Y —Y’| <|Y|/2. Pour un tel Y’, on
a donc

By (1) — @y (1)] < [Py (1) = By ()] + @y (1) = Py (1)] < Ny < [Y|7R.
En appliquant (5), on a aussi
oY — oY | < |Y|7R.

Si Y — ®Y ne vérifie pas (6), c’est-a-dire n’est pas constante, on peut fixer Y, €
@, tel que la fonction Y +— &YYo — &Y s0it non nulle. Cette fonction est encore
de la forme (4). Pour Y assez grand, le point Y’ =Y + Y} vérifie |Y —Y’| <|Y|/2. La
fonction est donc essentiellement majorée par |Y|~f. Mais une fonction de la forme
(4) ne peut vérifier cette majoration que si elle est nulle. Cela contredit le choix de
Yy, d’ou (6).

Grace & (6), on a ®(1) = ®" et la majoration (5) est celle que I’on voulait prouver.

Si ¢ n’est plus la fonction constante de valeur 1, on inspecte la preuve d’Arthur et
on voit que ’on peut glisser la fonction ¢ tout le long de cette preuve. Le résultat est
celui annoncé. Bien sir, la constante qui se trouve implicitement dans la majoration
de I’énoncé dépend de ¢. Cela ne nous géne pas pourvu que ¢ soit fixée mais, pour
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la suite du raisonnement, précisons tout-de-méme cette dépendance. Pour tout entier
k > 0, fixons une base X, de 'espace des opérateurs différentiels sur i & , 4 coefficients
constants et de degré < k. Posons

lplk = sup{|(Xp)(A\); X € itl} p, X € Xi}.

Dans la preuve d’Arthur, les approximations interviennent a deux endroits. D’abord
dans Putilisation du théoréme 8.1. Cette approximation porte uniquement sur
lintégrale intérieure sur G(F). Quand on intégre ensuite sur i p, la constante
implicite est simplement multipliée par |p|o. Il y a ensuite les approximations de
la page 80 qui se référent elles-mémes a [3], p. 1306,1307. D’aprés cette derniére
référence, la constante implicite est de la forme

sup{(¥p)(2)|Z|%; Z € Gy r},

o ¥ est une certaine fonction C*° sur it}  indépendante de ¢ et (¥yp) est
la transformée de Fourier de ¥¢p. Comme on le sait bien, le terme ci-dessus est
essentiellement borné par |p|g. Finalement, la majoration de I’énoncé se précise en

(M 18y (1) = 2(1)| < clo|rlY]™"

ou c est indépendant de ¢.

Passons au cas général ou ¢’ est quelconque. Fixons un sous-groupe ouvert compact
Ky de K tel que €” soit invariant par Ky. On utilise le fait que la fonction g —
u(g,Y) est invariante & gauche par K (ce que n’était pas la fonction g — kn(g) des
paragraphes précédents). Dans la définition de @y (g’) donnée au début du paragraphe
6.6, on remplace la variable g par kg et on intégre sur k € Ky, en divisant le tout
par mes(Kjp). On obtient une expression analogue & ®y(g’), ou le terme m,(g')e’ est
remplacé par

mes(Kp) ™! / ma(kg')e dk.
o

Fixons une base orthonormée %IQ{O de (KS‘T)KO. On peut encore remplacer le terme
ci-dessus par

Z (€0, mr(g")€ )eo.
eo€ %IQ(O
Alors @y (¢’) est une somme de termes analogues ou le triplet (¢’,¢’, ¢) est remplacé
par (1,e9,¢’), ou
©'(A) = e(N)(e0, ma(g')€).-

Une décomposition analogue vaut pour le terme ®(g’). En utilisant la majoration (7),
on voit que, pour obtenir la majoration de ’énoncé, il nous reste & prouver que ’on
a une majoration

l¢'|r < o(g")REC(9")
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pour toute fonction ¢’ comme ci-dessus. 1l suffit de prouver une majoration analogue
pour la fonction ¢”(A) = (eg, ma(g')e’). On a

'\ = /K (eo(k), T(lo(kg'))e' (kq(kg'))dq(lo(kg)) ! *exp(A(Ho(kg'))) dk.

Appliquer un opérateur différentiel X € X g revient & glisser dans 'intégrale un terme
P(Hg(kg')), ot P est un polyndme de degré < R. On a une majoration

|Hq(kg')| < a(kg') = a(g").

D’ou les majorations

" <<ff(y’)R/KI(eo(k),T(lQ(kg’))e’(kc?(kg'))|<5Q(lce(kg’))]‘/zﬂl’C

< o(g)" /K =L (lg(kg'))ba (ke ))2dk

< o(g")FEC(g")

d’aprés [16] lemme II1.1.6. C’est ce que ’on voulait démontrer. d

6.8. Simplification de ®(g'). — Pour L' € £(L) et A € i@}, on définit les groupes
WL (13), (W) (1)) et RL'(3): ce sont les analogues de W (ry), W'(7x) et R(72)
quand on remplace G par L’. Notons Ag:ell ensemble des A € i@} tels que RL (1) N
WLI(L)reg # . Cet ensemble est stable par translations par iﬁz, p + 181, Soit A
un élément de cet ensemble. On a (partiellement) décrit le groupe RL'(73) en 4.1.
Notons RZ'(7y)V son groupe dual. La représentation Indf:mQ(T,\) se décompose en

somme de sous-représentations irréductibles Ind’,j:,—,Q (mx,¢) pour ¢ € RY(1,)V. On a
conformément la décomposition en somme orthogonale
L
KLnar = Bcers (v KLngm -

Fixons S’ = L'U’ € P(L') et, comme dans le paragraphe précédent, notons Q(S’) =
(L'NQ)U’ € P(L). L’opérateur Ry (s/)o(Tr) est une isométrie de 7CQ , sur %Q(S’) -

D’autre part, ce dernier espace s’identifie & un espace de fonctions de K dans K~ L'nQ,r
La décomposition ci-dessus de cet espace induit une décomposition orthogonale

e G
(1) Kosn,r = Bcert’ (L) KQ(s),m ¢

Notons proj, . la projection de 7(8(5,)’, sur %g( 57),m,¢- Remarquons que ces sous-
espaces et ces projections ne dépendent que de l'orbite de A\. Rappelons d’autre part
que l’on note ay- la dimension de &;..

Lemme. — Pour tout ¢’ € G(F), on a l’égalité

g) =litp: it el Y (- > IRV (ry)f2ev e 3

L'e#(L) AeAE' | /(G8Y ptit,) CERE!(ma)Y
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/ (projy ¢ © Rg(sniq(Tasu)e”, projy ¢ © Ro(sni@(asu) © Indg (Tatu, g')€’)
K

L
JE(IdE g (Tatps ) He(A + p)dps.

Démonstration. — Fixons L' € £(L), t € WL (L)reg et A € Ag(t). Considérons

le terme (jdc)r/(t, A, g’). On commence par remplacer, dans les définitions des
(G, L')-familles (g (¢, A))gre o) et (dg' (t, A, §')) o e o1 les opérateurs d’entrelacement
par des opérateurs normalisés. Cela multiplie ces familles par des (G, L')-familles a
valeurs scalaires. Quitte & multiplier la (G, L')-famille (cq/)g ey Par ces familles,

on retrouve une expression similaire & celle de départ (la famille qui remplace
(cq')qreo(r’y dépend de A). On peut donc considérer que I'on a

jQ/(t,/\,I/)= Z (6,RQ(Q/)|Q(T,\)_1RQ(QI)|Q(T)\.l_,,)Ré’(t,T)\)Tr)\(f)e).
ee%;{f
L’ensemble {Rq(s/)o(m2)(€);e € @Ig{f} est une base orthonormée de %g(sl)’f.

Notons-la @gg (s Posons

JotAv)= Y (&Ro@iae) (™) Ro@niars) (M) Risy(t m)Tndg sy (ma, fe).

K
f
€8y ost)

On a l'égalité
Joi(t, A v) = Z (e, Ro(gn10(m™) " Ro@ani@(maav) RG (8, ma)ma(f)r(A, v)e),
K

ee‘z"gof

ou
(A v) = Rg(sni@(Tars) ™ RasniQ(Ta)-
Le point est que cet opérateur ne dépend pas de Q' et que (), 0) est l'identité. Une
propriété familiére des (G, L')-familles entraine que 'on a 1'égalité
@GS (&) =52 (8,2
pour tout Q" € F(L'). D’aprés les formules de descente, on peut donc remplacer la
famille (jor (t, A)) g eo(ry Par (3g: (t, A))grep(Lry- De la méme fagon, on peut remplacer
la famille (dg (¢, A, 9'))qrepry Par (dg:(t, A, 9'))gresLry, o1
do (t, ), g',v) = (Ro(@niees) (™) ™ Ro@iqesn () Raesn (8, 7a) Rosni(ma)e”
Rg(s1yj(ra)IndG (s, ')e’).

Autrement dit, quitte 4 remplacer les éléments Indg(n)e’ et €’ par
RQ(S/)|Q(T)‘)Indg(T)\)€I et Rg(sy)@(Ta)e”, on peut remplacer le parabolique Q par
Q(S5’). Les considérations qui précédent ’énoncé sont valables indépendamment de
I’hypothése RLI(T)\) nwt (L)reg # @. On a la décomposition (1). On peut supposer
que la base Qggg/ est réunion de bases des différents sous-espaces. L’opérateur

Rg(s)(t,7x) agit par ((t) sur le sous-espace i(g( s7),r,¢ (ot le caractere ¢ de R (13)
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est étendu en un caractére de WZL'(ry) trivial sur (WZ')(75)). On en déduit une
égalité
jIQ’(ta)‘vy) = Z C(t)J,Q’(/\7C7 V),
CERY (13)Y
avec une définition plus ou moins évidente de ce dernier terme. On a alors

(j/)?lﬂ (t’ A) - (_l)aLl—aL// Z C(t)‘][?’ (Indf:nQ(T)\,C),f)
CERL'(1))V

pour tout Q" = L"U" € F(L'). Le signe (—1)%L'~22" ainsi que le Q" en exposant

viennent de ce que c’est le parabolique Q(Q’) qui intervient dans la définition de
g (8, A, v), cf. [6] p.92. Supposons RY (13) N WL (L)reg = 9, C'est-a-dire \ ¢ Age”.

Dans ce cas, toutes les représentations IndfinQ(T,\,C) sont combinaisons linéaires
d’induites propres et les termes ci-dessus sont nuls (lemme 2.2(ii)). Gréce 4 la formule
de descente, on obtient

(2) (jde)(t, A, g') =0si A g AL .
Supposons maintenant RY' (74) "W (L),eq # @, c'est-a-dire A € A§ ;- Le lemme
2.2(i) et la formule de descente entraine 1’égalité
(dde)(t, X, g') = ()5 (8, Mgy (£, A, g, 0)eqr (A, 0)

olt @’ est un élément quelconque de #(L’). On a cg/(A,0) =1,

diy (t,,9',0) = (Rg(sr)(t, ™) Roesnia(Ta)e” s Rg(shyiq(Ta)Indg (12)e’)
et
GHE A = (=1 > (B (Indfing(m, <), f).

CERL (13)V

Rappelons que 'hypothése RL (73) N WL'(L)eq # @ entraine que (W'Y (y) = {1},
donc RY (13) = WL (7). De plus, RY' (1y) N WL’ (L) eg posséde un unique élément.
Puisque ¢ appartient a cette intersection, cet unique élément est t. Soit z € RL,(’T)‘),
x # t. Considérons la représentation virtuelle

Y. @)ndfag(ma, Q).

CERL! (1))

D’aprés [7] proposition 2.1(b), c’est une somme, a coefficients dans Z, de représentations|
induites. D’aprés le lemme 2.2(ii), on a donc

Y (@) IS IndEing(ma, 0), f) = 0.

CERY (7)Y

I en résulte que ¢ (t)JE, (Indf;nQ(T,\, ¢), f) est indépendant de ¢. On en déduit I’égalité

(G (8N = (=1)° [R¥ (12)[¢()IE (IndE g (72, ), £)
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pour tout ¢ € RLl(TA)V‘ D’autre part, on peut décomposer les éléments

RQ(S/)IQ(T)\)Indg(T)\)GI et Rosi)jo(Ta)e” selon la décomposition (1). Il en résulte

Pégalité

dg.(t, ), ¢',0) = Z ¢(t)(projy ¢ © RQ(S/)IQ(T)\)e”,proj,\,g o Rg(sniq(m) o Indg(n,g’)e’).
CERL!(1))V

Des deux egalites précédentes résulte la relation

(3)si A e AL,

(de)r:(t, A, ') = (-1)*' [RF (m)]
CERL! (13)V
(projy ¢ © R(siq(Ta)e”, projy ¢ o Rgshya(a) o Indg (7x, ¢')e') IS (Indf. o (12, €), f)-

D’autre part, le signe e, (t) vaut 1 parce que (WL')'(1y) = {1}, cf. [6] p.95. Enfin,
on a décrit ¢ en 4.2 et on voit que [dét(t—1)g, yq,,|”" = 2% ~%C. 11 suffit de reporter
ces égalités et celles des relations (2) et (3) dans la définition de ®(g’) pour obtenir
I’égalité de I’énoncé. O

6.9. Evaluation d’une limite

Lemme. — On a l’égalité
BN o0z, 0,8,c(0p, f) = [iGg : i), p] ™! Z (=1)% Z
L'e£(L) XeAl /(8] p+i,)
[RY (73|20~ > [ I8 makg(raus ), fau
CGRL,("'/\)vwm(lndunq(n«:f):P)zl 1ﬂL”F

Remarque. — Le nombre m(IndfinQ(T,\, ¢), p) a été défini en 6.1.

Démonstration. — Considérons la définition de Jp g y.c(6,, f) donnée avant le
lemme 6.4. Il y intervient des objets ¢;, €7, e;, €} et ¢; pour j = 1,...,n. Dans

les paragraphes précédents, on a introduit des fonctions ®n(g’), Py (g') et ®(g’)
qui dépendaient de choix d’éléments €, e” et d’une fonction ¢. On note @y ;(g'),
Py,i(g"), ®;(g’) ces fonctions relatives a e’ = e;, e’ =€, p = ;. On a alors

Jr,0n,0(0p, f) = Z /H N Lo<clog(v) (hu) (p(h)e], €;)€(w) @, j (hu)du dh.

Fixons un réel € tel que 0 < € < 1 et considérons un entier R > 0 que nous
préciserons par la suite. Introduisons des constantes cj, ce qui vérifient les conditions
de la proposition 6.6 pour chaque couple de fonctions (®n ;(g’), ®y,;(g')). I y a une
constante cg > 0 telle que, pour tout NN, il existe Y € @y, F tel que csN < oY) <
caN pour tout o € A. Fixons un tel c3 et, pour tout IV, un élément Yy vérifiant ces
inégalités. Si N est assez grand, Y vérifie les hypotheéses de la proposition 6.6 et celles

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2012



292 J.-L. WALDSPURGER

de la proposition 6.7 (pour chacune de nos fonctions @y ;(g’) etc.). Ces propositions
entrainent que ’on a une majoration
1®n.i(9') — 25(9)] < (1 +0(g)"EC(¢)N T

pour tout j, tout N assez grand et tout g’ € G(F') tel que 1,.ciog(ny(g’) = 1. On
peut oublier le terme Z%(g’) qui est borné. Posons

=% [ 1, <Crogv) (0 (p(R)e}, &) E(w)@; (hu)du dh.

=t HEU(P).

Alors

|TL.onc(p ) — Xn| < N 1, <clog(nv) (hw)EH (h)o (hu)Fdu dh
H(F)U(F).

< log(N)EN—R 1, <Clog(n) (hu)du dh.
H(F)U(F)c
On peut choisir C' > 0 tel que la condition o(hu) < Clog(N) entraine o(h) <
C'log(N) et o(u) < C'log(N). L’expression ci-dessus est essentiellement majorée par

log(N)RN_R/ 1¢T<C’log(N)dh/ 1, <crog(nydu.
H(F) U(F)

D’aprés 4.3(1) et sa preuve, il existe R’ > 0 tel que chacune de ces intégrales soit
essentiellement majorée par N R’ On obtient
|T2,0,8,.0(0p, f) = Xn| < log(N)EN~FHE

Le réel R’ est indépendant de R. On choisit R = R’ + 2 et on obtient que
|Jr,0,n,c(0p, f) — Xn| tend vers 0 quand N tend vers I'infini. Cela nous raméne a
calculer limy_, o Xn.

On utilise le lemme 6.8 qui calcule les fonctions ®;. On obtient une expression de
Xn que ’on peut au moins formellement écrire

XN = [Zﬂ\é : iﬁz’p]_l Z (_1)"L’ Z |RL/(T.>\)|2aL/—GL Z

L'e2(L) AeAL' /G8Y p+i;,) CERY (m3)Y

e

[ XA QI8 E g, Hi

b, r
ou

j=1,...,n

Xn(L' M) = (A + #)/ 1, <clog(n) (hu)(p(h)e], €5)
H(F)U(F).

(projy ¢ © Rg(sn)@(Ta+u) €}, Projy ¢ © Rgsyi@ (Tatu) © IndG (may u (hu))e; )E(uw)du dh.

Cette expression est essentiellement majorée indépendamment de N, \ et p par

/ 28 (h)E% (hu)du dh
H(F)U(F)c
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et on sait que cette intégrale est convergente d’aprés 4.3(4). Cela justifie le calcul
formel que l'on a fait ci-dessus et nous permet en méme temps de calculer la limite
quand N tend vers l'infini. On obtient

(1) limyoeXy =[iy: i) ] Z (=1) Z |RY ()20~
LresD) AL, /GlY, ptith;,)

S [ XA OIS @A g€ D
CERL! (ma)V " *urF

ou

XE MmO = 3 o+ ) / (p(R)e &)
j=1,...,n H(F)U(F).

(proj)\’c o RQ(S,)|Q(T,\+”)69-, Projy ¢ © Roshi@(Tatu) © Indg(r,\+ﬂ(hu))ej)§_(u)du dh.

Fixons L', A, u e~t ¢. Posons 7’ = Indf:nQ(T,}), ©'({) = Indf:nQ(TA,C), & =
Rqsny@(matu)e)s € = Rg(si)@(Ta+u)e;. On récrit

@ XEAmO= X e0+w [ (p(h)e) &)
j=1,..,n H(F)U(F)c
(proj)‘,gé;-,lndg,(w'({)#, hu)projkcéj)f(u)du dh.
On reconnait
X(LI» )\7 M, C) = Z 50]()‘ + iu)flndg,('rr’((:)u),p,c(gg' ® proj,\,(‘é;ﬁ 2] Y proj/\,céj)'
j=1l,...,n

On a fixé ¢, mais on peut le supposer assez grand. Puisque L', A et ¢ ne parcourent
que des ensembles finis, la preuve du lemme 3.5 nous permet de remplacer ci-dessus
flnd?,(w’(()”),p,c par 'Z‘)Indg,(ﬂ"(c),‘)‘p‘ D’apreés le lemme 5.3(ii), Z)Indg,(W’(C)u),p est non

nul si et seulement si m(n’(¢), p) = 1. Quand ¢ parcourt RE'(73)Y, les représentations
7'(¢) parcourent les différentes composantes irréductibles de 7’. D’aprés le lemme 5.4,
il y a un unique ¢ tel que m(n’({), p) = 1. Notons () , cet élément. On obtient

(3) si C 75 C/\,p7 X(le )‘7 #7() =0.
Ce résultat entraine

X(L,a)‘au,gz\,p) = Z X(LI’)‘aN’ C)
CERL! (m)V

Gréce & (2), cette derniére somme est égale a

Y i+ / (p(h)e), €5) (€}, IndG, (), huu)é;)E(u)du dh.
j=1,...,n H(F)U(F).

Puisque les opérateurs Rg(s/)(Ta+,) sont unitaires, on a

(&), Ind§, (), hu)é;) = (€}, Ind (Tatu, hu)e;).
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De nouveau, on reconnait
! ! /
X(L 3 A5 s (/\,p) = § : Pj ()‘ + M)flndg(n\_,_u),p,c(aj ® €5,€j5 ® ej)'
Jj=1,...,n
— ; o 4 PP
On a flndg(‘r“.u),p,c = Z)Indg(nw),p et on a justement choisi les données g;, €;,¢;, €;
et e; pour que l'expression ci-dessus soit égale & 1. Donc

(4) X(L/1)\»N, Ck,p) =1L
Grace a (3) et (4), la formule (1) devient

limy oo Xy = i85 1 16 p] 71 > (—1)% > |RY (1|2~
L'eZ(L) XeAL' | /G8Y p+itl},)

[ Bt ) i

-
L', F

ce qui est 1’égalité de I’énoncé. O

6.10. Preuve du théoréme 6.1. — Les lemmes 6.4 et 6.9 prouvent que Jn(68,, f)
a une limite quand N tend vers I'infini et ils calculent cette limite. En intervertissant
les sommations sur L et L', on a

1) limyocdn@f)= D, (1) [WOITX(L),

L’'€ £(Mmpin)
ou
X(Th= 3y W > [i8p : ity p) >
LELY (Mmin) Oe{llz(L)}s;m(6,p)=1 XeAL' /(8 p+it,)
,RL (7_/\),211L/—(1L Z /* Jg(lndian(T,\+l_“C),f)du.
CERL (m2)V;m(IndL)  (72,¢),p)=1 ZﬁL"F

L'nQ
Fixons L'. Dans la formule ci-dessus, on peut remplacer la somme sur @ € {II;(L)}y
tel que m(@, p) = 1 par une somme sur @ € {II;(L)} tout entier. En effet, si @) €
{IIo(L)} vérifie m(0,p) = 0, la somme en { est vide d’aprés les propositions 5.2 et
5.7. Si O ¢ {II3(L)}, les fonctions JS, (Indf,nQ(T,\ﬂ,,(),f) sont nulles. Considérons
l’ensemble Z des quadruplets z = (L, 6, A, () tels que L € Z’LI(Mmm), O € {IIo(L)},
Ae Aéye”/(iﬁz,p +1i%},) et ¢ € R (r3)Y. L’application

vz = (L,0,1,) = {(Indng(ma, )i b € i}
est une surjection de Z sur {II.;;(L')}. Notons Z, le sous-ensemble des (L, &, X, ¢) tels

que m(IndfinQ(T,\, ¢),p) = 1. Alors Z, est 'image réciproque par ¢ du sous-ensemble
des 0 € {ILeu (L")} tels que m(@',p) =1. On a donc

@) X(@)= DR COY I (e

0'e{eu (L") }sm(0',p)=1
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N y P /
oil, pour tout €, on a fixé un élément 7’ € ©', et

/ . . - ’ ,—
o(0) = > Wity : itly £ R (ra) 200 .
z=(L,Q,A,<)EZ;L(Z)=Q,
Fixons €. Notons Z’ Densemble des quadruplets 2’ = (L,0,\ () tels que
L e 2% (Mun), O € {II(L)}, A € AIé:e”/iﬁ}f’F et ¢ € RF(7\)Y, qui vérifient
Pégalité ' = Ind[,nq (7, ¢). Les projections de AéL):eu/i @) p sur Ag:e”/(i ay p+itL,)
induisent une application de Z’ dans Z. Son image est précisément ’ensemble des
z € Z tels que ¢(z) = €. Deux éléments de Z’ ont méme image par cette application
si et seulement ’ils sont de la forme (L, O, X, (), (L, O, + u,¢), avec u € i&;,. Pour
que les deux éléments appartiennent & Z’, il faut et il suffit que 7rL = 7/, autrement
dit p € iﬁ\é/. La fibre de l’application au-dessus de I'image de nos deux éléments
a donc le méme nombre d’éléments qu’une orbite par translation par iﬁ\éf dans
i}, p. Puisque i) p Ni%@], = iG], p, ce nombre d’éléments est constant, égal a
[iGy /i ﬁz,v F]. On obtient
«0) =litly /ity Y Wity ity p] TN RY ()20 e
z'=(L,0,A,0)eZ’
Fixons un élément 2’ = (L,0,\,¢) € Z'. Considérons un autre élément 3 =
(L,0,\,¢) € Z'. Alors
L' (=~ 7 L
(3) IndL'nQ(TI\’C) =7 = Indf/ng(Ta, )
Donc les induites Indng(fj\) et IndIL’:nQ (7A) ont une composante irréductible
commune. D’aprés un résultat d’Harish-Chandra, il existe w € WL tel que
wLw™! =L, wh = O et w(ry) = 75. D’ot les égalités
LitsgV . .gV 71— .oV gV 1—
|WL|[zﬁb 1185 pl V= \whiéy: 18y, rl Y
|RE ()] = |RF (75)], 200~ = 200~
Ces deux derniers nombres ne sont autres que (') et t(7')~!. D’ou
c(@') =iy : iﬁZ/’F]—IIWL”iﬁ\é : iﬁZ,F]_lr(w')t(w')"l|Z'|.
Inversement, pour w € WYL, définissons I, 0 par les deux premiéres égalités

précédentes et notons A(w) 'ensemble des de iﬁ*i  tels que la troisiéme soit vérifiée.
Pour X € A(w), les induites ci-dessus ont les mémes composantes irréductibles et il
existe un unique ¢ tel que (3) soit vérifie. L’ensemble Z’ apparait comme l'image
d’une application d’ensemble de départ
{(w,N);we WE X € A(w)}.

Tous les ensembles A(w) ont méme~nombre d’él~éments, qui est égal & [¢ ﬁ\é : iﬁ%y Fl
D’autre part, deux éléments (wi, ;) et (wg,A2) ont méme image dans Z’ si et
seulement si A\; = Ao, wlel—1 = szwgl, w10 = waB et wi(ry) = wa(ry). Ces
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Lw; conserve L et

derniéres conditions sont équivalentes & ce que I'élémentw = wy
ait pour image dans WZ'(L) un élément de WL'(7,). Puisque Indf,o(7)) a une
composante elliptique, ce dernier groupe n’est autre que RL,(’T,\). Autrement dit, les

fibres de ’application précédente ont pour nombre d’éléments

[WE|IRE (73)] = r(z")|WE|.

Donc
|1Z'| = WE W 66y« i glr(x’)
puis
o(0) =[Gy :iGy, p] WL t(n") 7L
En reportant cette valeur dans (2) puis (1), on obtient 1’égalité du théoréme. a
7. Une formule intégrale calculant la multiplicité; application
7.1. Le théoréme principal. — Soient (V,qy) et (W,qw) deux espaces

quadratiques compatibles. On plonge le plus petit dans le plus grand comme en
4.2 et on utilise les notations de ce paragraphe. Supposons pour fixer les idées
dy > dw. Soient 6, resp. T, un quasi-caractére de G(F'), resp. H(F'). On définit un
nombre Z(7,§) par la formule

E(r,0) = Y |W(H,T)|™! / cr(t)co(t) DH (t) A(t)"dt.
Teg T(F)
Les ingrédients de cette formule ont été définis en [17] 7.3. Le terme v(T) de [17]
disparait car nous utilisons ici la mesure sur T définie en 1.2. Soulignons que les
fonctions ¢, et cy attachées & 7 et € ne sont pas “intrinséques” en ce sens qu’elles
dépendent du plongement de W dans V.

Soient w € Temp(G) et p € Temp(H). On a défini le nombre m(p, 7). On en définit

un autre par la formule:

Mgéom (9, ) = E(05, 01).
Pour simplifier, on note simplement c; et c, les fonctions ¢y, et cy, qui interviennent
dans ces définitions.

On a mis un g dans la formule ci-dessus parce que c’est peut-étre la définition la
plus naturelle, mais c’est inessentiel car

(1) on a les égalités m(p, %) = m(p,7) = m(p,7) = m(p,%) et Mgeom(p, 7) =
Mgéom (10777) = mgéom(/)a 77) = Mgéom (p, 'fr)-

En effet, choisissons un élément v du groupe orthogonal de W tel que dét(y) =
—1. On définit la représentation p” par p?(h) = p(yhy~1!). Il est bien connu que
p est équivalente & p ou a p7, cf. [14] théoréme 4.I1.1. En particulier, si dy est
impair, on peut choisir pour v la multiplication par —1. Cet élément commute & H
et on obtient § = p. Les mémes propriétés valent pour m. Supposons par exemple
dy impair. On a donc # ~ m. Si p ~ p, les égalités (1) sont triviales. Sinon, soit
~ comme ci-dessus. On peut considérer vy comme un élément du groupe orthogonal
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de V' qui agit par l'identité sur l'orthogonal de W dans V. On a aussi # ~ =7.
On vérifie que Homp ¢ (77, p7) = Hompy ¢(m, p), d’ou la premiére égalité. L’ensemble
J est un ensemble de représentants des classes de conjugaison par H(F') dans un
ensemble de tores I . Ce dernier est stable par conjugaison par . Pour démontrer la
seconde égalité, il suffit de prouver que, pour T' € J et pour un élément ¢t € T'(F)
en position générale, on a I'égalité c,»(t) = c,(vty™!) et une égalité similaire pour
la représentation 7. Le terme c,(t) est le coefficient associé a une certaine orbite,
notons-la ici 0 € Nil(h;) dans le développement du caractére 6, au voisinage de t.
La relation & prouver est immédiate, pourvu que 'image par la conjugaison par y
de ©' soit égale a O™ ", On le vérifie sur la définition de ces orbites, cf. [17] 7.3.
En fait, argument implicite est que ces orbites sont réguliéres et que toute orbite
nilpotente réguliére de 1’algébre de Lie d’un groupe spécial orthogonal est conservée
par le groupe orthogonal tout entier.

On vient de définir des termes Z(7, §) et Mmggom (p, ) dans le cas ou dy > dw. Dans
le cas out dy < dw, on définit Z(0, ) et Mggom(, p) en inversant les roles de V et W,
puis on pose Z(7,0) = E(0,7) et Mgeom (0, T) = Mgsom (T, p).

Théoréme. — Pour tout m € Temp(G) et tout p € Temp(H), on a l’égalité m(p,m) =
mgéOm(pv 71') .

La preuve sera donnée dans les paragraphes 7.7 & 7.9.

7.2. Multiplicités géométriques pour les quasi-caractéres et induction. —
Soient (V,qv) et (W, qw) deux espaces quadratiques compatibles. Pour des quasi-
caractéres 0 de G(F') et 7 de H(F'), on a défini le nombre =(7,0) dans le paragraphe
précédent. Nous allons généraliser cette définition au cas ou ’on remplace G par un
groupe de Levi.

On a besoin d’une définition auxiliaire. Soit £ > 1 un entier, soit # un quasi-
caractére de GLi(F). Dans gl (F), il y a une unique orbite nilpotente réguliére,
notons-la &g, . On pose

=(8) = 9,00, (1).
Soit maintenant L un Levi de G. Ecrivons

L=GLy, x - x GLg, x G,

ot G est le groupe spécial orthogonal d’un sous-espace quadratique V de V. Soient
7 un quasi-caractére de H(F), § un quasi-caractére de G(F) et, pour j = 1,...,s,
6; un quasi-caractére de GLj,(F). Posons 6 = 6; ® --- ® 0, ® 6. Rappelons que les
espaces quadratiques V et W sont compatibles. On peut donc poser

2(r,0%) = E(61) - - - E(0,)2(r, ).

Remarque. — La définition se généralise évidemment & tout quasi-caractére de L(F)
qui est combinaison linéaire de quasi-caractéres comme ci-dessus. En fait, elle se
généralise & tout quasi-caractére de L(F'), mais nous n’en aurons pas besoin.
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On définit le quasi-caractére induit § = Ind¥ (7).
Lemme. — Sous ces hypothéses, on a I’égalité Z(r,0) = Z(t,0L).

Démonstration. — Traitons le cas ou dy > dw, le cas opposé étant similaire et
en fait plus simple. On suppose d’abord dw < d;;. On peut alors supposer W C
V. Considérons les formules qui définissent Z(7,6) et Z(r,6). En se reportant aux
définitions de [17] 7.3, on voit que les ensembles & qui y interviennent sont les mémes.
Fixons T € &. Les fonctions ¢, sont aussi les mémes, ainsi que les fonctions D et A.
L’entier r qui intervient dans la premiére formule est changé en r — k dans la seconde.
Pour démontrer 1’égalité cherchée, il suffit donc de prouver que, pour ¢t € T(F') en
position générale, on a 1’égalité

1) co®A@®)* =c5t) [ =06y

Jj=1,...,s

Rappelons qu’a T est attaché une décomposition orthogonale W = W’/@W". L’espace
W' est de dimension paire et T est un sous-tore maximal de H'(F'), ou H' est le
groupe spécial orthogonal de V’. De plus, Ar = {1}, c’est-a-dire que T ne contient
aucun sous-tore déployé non trivial. On note V" 1'orthogonal de W’ dans V et G”
son groupe spécial orthogonal. Soit ¢t € T(F') tel que toutes ses valeurs propres dans
V soient distinctes (donc aussi différentes de 1). On a alors Zg(t) = T x G”. Par
définition, on a cy(t) = cg p(t) pour une certaine orbite nilpotente réguliére @) de
g:(F). Utilisons le lemme 2.3 pour calculer ce terme.

Montrons que 'ensemble X”(t) qui y intervient peut étre supposé réduit a {t},
autrement dit que tout élément de L(F') qui est conjugué a ¢t par un élément de G(F')
I’est par un élément de L(F). Soit g € G(F) tel que gtg~! € L(F). Alors g~'Ag est
inclus dans le commutant de t, c’est-a-dire dans T' x G”. Sa projection dans T' ne peut
étre que triviale, donc g~'Arg C G”. L’intersection des noyaux des opérateurs a — 1
de V, pour a € AL (F), est égale a V. L’inclusion précédente entraine W’ c g~V
et gW’ C V. Mais on a aussi W/ C W C V. Les sous-espaces quadratiques W' et
gW' étant isomorphes, le théoréme de Witt entraine que ’on peut choisir § € G (F)
tel que W’ = ggW’. Le groupe G étant inclus dans L, cela montre que, quitte &
changer g par un élément de sa classe L(F')g, on peut supposer gW' = W’. Alors g
induit des éléments ¢’ et g” des groupes orthogonaux de W’ et W”. Si ¢’ € H'(F),
on peut considérer g’ comme un élément de G(F), qui appartient en fait & L(F).

Alors gtg=! = g'tg’~! et cet élément est conjugué a t par un élément de L(F). Si
dét(g’) = —1, on remarque que l'orthogonal de W’ dans V n’est pas nul. Fixons un
élément € du groupe orthogonal de cet espace tel que dét(e) = —1. Soit g; I’élément

de G(F) qui agit par g’ sur W', par ¢ sur I'orthogonal ci-dessus et par I’identité sur
Porthogonal de V dans V. On a encore g1 € L(F) et gtg™! = g1tgy ! ce qui démontre
l’assertion.

Pour P'unique élément ¢ de X”(¢), Iensemble T /G¢(F) du lemme 2.3 est réduit
a {1} puisque I'y = Zg(t)(F) et Zs(t) est connexe. Le groupe Zr(t) est lui-aussi
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connexe et le lemme 2.3 se réduit donc a ’égalité
(2)  ca(t) = ca,p(t) = DE() 72D (t)Pcqu gr(t),

ot O est 'unique élément de Nil() tel que [0 : O] = 1. Pour calculer les deux
premiers facteurs, on peut passer & la cloture algébrique et supposer T inclus dans
un tore maximal Ay de G. Le rapport D (t)D%(t)~! est la valeur absolue du produit
des a(t) — 1 sur les racines o de Ay dans G qui ne sont pas dans L et qui sont telles
que «aft) # 1. Notons tl,...,tn,tgl,...,tfl les valeurs propres de t dans W’'. La
description habituelle des racines montre que le produit ci-dessus est égal &

( II G-vEt-n)™.
i=1,...,n
En comparant avec la définition de la fonction A, on obtient
(3)  DE@)"YV2IDE@)Y? = A@t)7k.

Supposons dy impair ou dy = 2. Alors @) est 'unique orbite nilpotente réguliére.
Lorbite O est aussi I'unique orbite nilpotente réguliére. Elle se décompose en la
somme des uniques orbites nilpotentes réguliéres QGij des gl (F) et de l'unique

orbite nilpotente réguliére 0 de g(F). On a l'égalité

(4)  cor ge(t) =c55(t) ' H €0;.061y, (1).

yerer8

Le terme c; ;(t) n’est autre que c4(t) tandis que les termes cg, , (1) ne sont autres

OcL,
que E(f;). Alors I'égalité (2) devient P’égalité (1) cherchée. Supposons dy pair et
dy > 4. Alors 0 est 'orbite paramétrée en [17] 7.1 par v, ou = — vox? est le noyau
anisotrope de 'orthogonal de W dans V. Quand on remplace V par V, ce v ne change
pas. On vérifie sur la définition des paramétrages que 0" est somme des %] Ly, et, ou
bien de 'orbite & paramétrée par vp si di; > 4, ou bien de 'unique orbite nilpotente
réguliére 0 si diy < 2. On conclut comme précédemment.

On suppose maintenant que dy; < dw. On peut supposer V c W. La formule de
définition de E(r, 0) s’écrit encore

E(Tv 0) = Z ET(Tv 0)7
TeT
ou

Er(r,0) = |W(H,T)|™! /T " - (t)co(t) DE (1) A(t)" dt.

Dans celle qui définit =(r, 5), on se rappelle qu’il faut inverser les roles de H et G
puisque dy; < dw. D’ott

=(r,6) = 3 E(r,0),

TeT
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=r(n ) = WEDI™ | o, EOODE OB A

L’ensemble & est un ensemble de représentants de classes de conjugaison par H(F)
dans un ensemble de tores . De méme, T est ensemble de représentants de classes
de conjugaison par é(F) dans un ensemble de tores _9_ . Montrons que

(5)  est lensemble des T € I qui sont inclus dans G.

Soit T' un élément de 'un ou l’autre de ces ensembles. On a une décomposition
orthogonale V = V' @ V" ot dy, est paire et T est inclus dans le groupe spécial
orthogonal G’ de V'. De plus Ay = {1}. Notons W”, resp. V", Porthogonal de 1’4
dans W, resp. V. Supposons dy pair. Alors T appartient au deuxiéme ensemble si et
seulement si dgn,w~ = 1. Puisque dw est impair, T appartient au premier ensemble
si et seulement si dgp w = 1. Ces conditions sont les mémes. Supposons dy impair.
Alors T appartient au deuxiéme ensemble si et seulement si d,,, v~ = 1. Il appartient
au premier si et seulement si d,,, y = 1. Mais V" est la somme orthogonale de v

et de 'orthogonal de V dans V. Ce dernier espace est hyperbolique. Donc don,yvr =
7 €t nos deux conditions sont encore équivalentes.

Soit T' € . Montrons que

(6) si T n’est pas conjugué a un élément de J par un élément de H (F), on a
ET (T 5 0) =0.

Notons W = W' & W" la décomposition attachée a T et soit t € T'(F) en position
générale. Comme dans la premiére partie de la preuve, cg(t) se calcule grace au lemme
2.3. Pour que ce terme soit non nul, il faut qu’il existe g € G(F') tel que gtg~! € L(F).
Comme plus haut, cette relation entraine gW’ C V, donc gW’ c W. Notons wy
Porthogonal de gW’ dans W. Remarquons qu’il n’est pas nul puisque dy < dw.
Les deux sous-espaces quadratiques gW’ et W’ de W sont isomorphes. Donc leurs
orthogonaux W]’ et W le sont aussi. Fixons un isomorphisme v de W sur W'
Notons h I'automorphisme de W qui agit par g sur W’ et par v sur W”. C’est un
élément du groupe orthogonal de W. Quitte & multiplier v & gauche par un élément
du groupe orthogonal de W{’' de déterminant —1 (un tel élément existe puisque W’
n’est pas nul), on peut supposer h € H(F). La décomposition associée & hTh~! est
gW' @ W/'. Puisque gW’ est inclus dans V, hTh~! appartient a J contrairement
a I’hypothése. Cette contradiction montre que la fonction cg est nulle en un point
général de T(F). D’ou la conclusion.

Introduisons dans z une nouvelle relation d’équivalence: deux éléments sont
H-équivalents si et seulement s’ils sont conjugués par un élément de H(F'). Fixons
un ensemble de représentants I ¥ des classes de H-équivalence. On peut supposer
I* C J. Les relations (5) et (6) montrent que, dans la formule exprimant =(7,6),
on peut remplacer la somme sur T' € & par la somme sur T' € I ' Fixons T € I*.
Notons Y1 l'ensemble des éléments de g qui sont H-équivalents a T'. Il suffit de
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prouver que l'on a I’égalité

(M Er(r,0)= Y Zx(n0) ]

TG‘?T j=1,...,s

On note V = V'@ V" la décomposition attachée a T, W” 'orthogonal de V' dans W,
G', G" et H" les groupes spéciaux orthogonaux de V', V” et W”. Pour tout groupe
spécial orthogonal, par exemple G, on note G le groupe orthogonal correspondant.
On sépare trois cas. Le cas (I) est celui od V’ = {0} ou V" # {0}. Le cas (II) est celui
ot V' # {0}, V" = {0} et il existe un élément v’ € Normg. ) (T') de déterminant —1.
Le cas (III) est celui ou V' # {0}, V" = {0} et il n’existe pas de tel élément ~'. Dans
les cas (II) et (III), on définit un élément v de la fagon suivante. On fixe un élément
4" de Gt(F) de déterminant —1. Dans le cas (II), on suppose que 4 appartient &
Normg. py(T). On fixe un élément 7" de déterminant —1 de H”*(F) et on note v
I'élément de H(F) qui agit par 7' sur V et par 7" sur W”. Montrons que

(8)(i) dans le cas (I), VT est réduit & {T'} et on a |W(H,T)| = |W(G, T);

(8)(ii) dans le cas (II), I est réduit & {T} et on a |W(H,T)| = 2|W (G, T));

(8)(iii) dans le cas (III), I7 est réduit & deux éléments et on peut supposer que
I ={T,yTy'}; on a |W(H,T)| = |W(G,T)| = [W(G,ATy7})].

Notons W, Torthogonal de V dans W, H; son groupe spécial orthogonal et posons

= (G* x H{") N H. Décrivons ’ensemble des éléments de J qui sont H-équivalents

a T Ce sont les éléments de cet ensemble qui sont de la forme ATh~! pour un
h € H(F'). La méme preuve qu’en (6) montre que ’on peut supposer que h conserve
V. Autrement dit h € I'(F). Inversement, si h € ['(F), hTh~! appartient & notre
ensemble de tores. L’application h — hTh~! se descend donc en une bijection de

L(F)/(T(F) N Normpg r)(T))

sur cet ensemble de tores. L’ensemble I T est un ensemble de représentants des classes
de conjugaison par G(F') dans I’ensemble précédent. Il est donc en bijection avec

G(F)\(F)/(T(F) N Normy(r (T)).

Si V! = {0}, T = {1} et les assertions de (8)(i) sont évidentes. Supposons V' # {0}.
L’ensemble I" a deux composantes connexes. Sa composante neutre est G x Hy,
qui est inclus dans GNormp(T) car H; est inclus dans Normpy(T) (et méme
dans Zg(T)). L’ensemble ci-dessus a donc un élément si Normy gy (T) coupe les
deux composantes de I', et deux éléments sinon. On a ['(F) N Normpy g (T) =
(Normg, () (T') % H{ (F)) N H(F). Donc Normpg(py(T) coupe les deux composantes
de T' si et seulement si Normé+(F)(T) coupe les deux composantes de Gt. si
V" # {0}, cette propriété est vérifice puisque G”*(F) C Normg. ) (T). Elle lest
aussi dans le cas (II) par définition de I’élément ' tandis qu’elle ne ’est pas dans
le cas (III) par définition de ce cas. Remarquons que, dans ce cas (III), I’élément ~
que ’on a défini appartient & I'(F) et pas & sa composante neutre. On en déduit les
premiéres assertions de (8).
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Soit h € Normpg)(T'). Nécessairement, h conserve V’. Comme dans la preuve de
(6), on montre qu’en le multipliant a droite par un élément de H”(F) (ce groupe
est inclus dans Zp(r)(T)), on peut supposer que h conserve V, donc appartient a
['(F) N Normpg p)(T). Le quotient W (H,T) est donc égal &

(T'(F) NNormp r)(T))/(D(F) N Z(r)(T)).
Posons
A = (T NNormy(r)(T))/ (T(F) N Zar) (T))(T(F) N Normp (#(T))) -
Tl y a un homomorphisme surjectif de W (H, T) sur A, de noyau égal 4
(T°(F) N Normpy ) (T))/(C°(F) N Zi () (T)).-

Mais H; est contenu dans Zgx(T), donc ce quotient n’est autre que
Normg py(T)/Zg(y(T), autrement dit W(G,T). On obtient que |W(H,T)| est
égal a [W(G,T)||A| . Si V" # {0}, Zu(r)(T) coupe les deux composantes de I' car
G"* centralise T. Donc le groupe A n’a qu'un élément. Dans le cas (II), Normg (g (T)
coupe les deux composantes de I' tandis que Zg(T) = T x H" est inclus dans la
composante neutre. Alors A a deux éléments. Dans le cas (III), Normpr)(T) est
inclus dans la composante neutre de I' et A n’a qu’un élément. D’ou les derniéres
assertions de (8).

Soit t € T'(F) dont toutes les valeurs propres dans V soient distinctes. Comme dans
la premiére partie de la preuve, on a cy(t) = cg g(t) pour une certaine orbite nilpotente
réguliére ) de g;(F). On calcule ce terme en utilisant le lemme 2.3. Montrons que

(9) on peut choisir pour ensemble %”(t) ’ensemble {t} dans le cas (I) et ’ensemble
{t,vty~'} dans les cas (II) et (III).

C’est clair si T = {1}. Supposons T # {1}, ce qui équivaut a V' # {0}. Soit
g € G(F) tel que gtg~! € L(F). Comme dans la premiére partie de la preuve, cela
entraine gV’ C V. Quitte & multlpher g & droite par un élément de G(F) on peut
supposer que g conserve V. Notons g’ la restriction de g a V'. Si V" # {0}, soit g
un élément de G (F) tel que dét(g’)dét(g”) = 1. Soit g; I’éléement de G(F) qui agit
par ¢’ sur V', par g sur V" et par l'identité sur 'orthogonal de V dans V. Alors
gtg™! = gitgy ! et g1 appartient a L(F). D’ou le résultat. Supposons maintenant
V" = {0}. Si ¢’ € G'(F), la méme construction s’applique et gtg~! est conjugué a t
par un élément de L(F'). Si dét(g’') = —1, on construit de méme un élément g, € L(F)
qui agit sur V' par 7'g’~!. Alors g; gtg~— 91 = yty~1. On peut donc supposer que
%" (t) est inclus dans {t,vty~1}. D’autre part, les deux éléments de cet ensemble ne
sont pas conjugués par un élément de L(F). Sinon, il existerait § € G(F) = G'(F)
tel que Gtg—! = vty ! et =4 serait un élément de G'*(F) de déterminant —1 et
commutant & T. Un tel élément n’existe pas, d’od ’assertion et (9).

Achevons la preuve en supposant que l'on est dans le cas (II) et en laissant
les autres cas au lecteur. L’ensemble I';/G(F) du lemme 2.3 est réduit a {1} et
'ensemble T, -1/G¢(F) est réduit a la classe de +y. Les groupes Zp(t) et Zp(vty™!)
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sont connexes. De plus y6) = ©. Le lemme 2.3 entraine
co(t) = co,(t) = DE ()2 (DE(8) 2cgr gu(t) + DE(vty™1)2cr gu(rty7Y)),

ot ©" est I'unique orbite nilpotente de [(F) = ly4y-1(F) telle que [0 : QL] = 1. D’ou

Er(r,0) = [W(H, T)|7( /T - cr(t)ege i ()DC(8) /2D (1)/2DH (t) A(t)"dt

4 [ erlt)egs, gr(atr™IDE WM 2D iy DR () A ey )
T(F)

Dans la seconde intégrale, on effectue le changement de variables t — v~ 1ty. Il laisse
invariantes les fonctions c,, DY, DH et A. La seconde intégrale est donc égale a la
premiére. Grace a (8)(ii), on obtient

(10)  Ep(r,0) = |W(C?,T)|‘1/T(F) cr(t)cge or (H)D (1) /2DE(£) /2 DH (1) A(t)"dt.

Soit ¢ comme précédemment. On a encore 1'égalité (4) et cg, g, "
d

(1) = E(0;) pour
tout j. Vérifions que O est précisément l'orbite qui sert & définir c4(t). Traitons
seulement le cas le plus subtil ou dy est pair et d; > 4. D’aprés [17] 7.3, O est orbite
paramétrée par vp, ou la forme x — 1px? est le noyau anisotrope de ’orthogonal de

W dans V. L’orbite servant & définir c;(t) est paramétrée par —iy, ol  — Ppz? est le

noyau anisotrope de ’orthogonal de V dans W. L’orbite Q est, comme ), paramétrée
par vy. Or vy = —i% (dans FX/F*?) car l'orthogonal de V dans V est hyperbolique.
D’ou Passertion. On obtient

cor gu () = c5(t) | IT =e.

Un calcul analogue montre que c,(t) = é,(t). On a encore ’égalité (3). Comme dans
la preuve de cette égalité, on vérifie que

DE(t) = DY (t)A(¢) % %o
et
DH(t) = D (1) Aty 4.
D’ou
DE(t)~/2DE ()2 DH (t)A(t)” = DE(H)A(2)°,

ol a = r — k+ dw — dy. Par définition, dy —dw =2r +1,dw —dy = 2F + 1 et
dy —dy = 2k. Alors a = 7. Mais alors, le membre de droite de ’égalité (10) n’est autre
que E7(r,6) ITj=1,..s E(6;). Grace a (8)(ii), on obtient 'égalité (5), ce qui achéve la
démonstration. O
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7.3. Fonctions cuspidales sur les groupes spéciaux orthogonaux. — Soit
(V,gy) un espace quadratique. Rappelons qu’en 2.5, on a associé un quasi-caractére
6¢ a toute fonction cuspidale f € CX(G(F)).

Lemme. — Soit f € CX(G(F)) une fonction cuspidale. On a l’égalité

bp=" D H®)'0x(/)bx.

m€lle(G)

Démonstration. — Soit f € C°(G(F)) une fonction cuspidale. Reprenons la formule
2.5(1). Elle se simplifie puisque Ag = {1} et devient

bp=" D c(m)bx(f)r-

mE€Ten(G)

Décrivons ’ensemble T;(G) et les constantes c(m) (d’aprés les définitions de [7]
paragraphe 5). Considérons ’ensemble des couples (L, 7) tels que L € £(Mmin), T
est une représentation admissible irréductible de L(F') de la série discréte et R(7) N
W (L)reg # @. On définit de facon évidente la notion de conjugaison de tels couples
et on fixe un ensemble de représentants Teu(G) des classes de conjugaison. Soit
(L,7) € Tou(G). Comme on I'a dit en 4.1, ensemble R(7) N W (L)reg & un unique
éléement. Notons t cet élément. Pour tout { € R(7)Y, on définit la représentation
elliptique 7(¢) = Indg(T, ¢) de G(F), ou Q est un élément fixé de P(L). On définit
la représentation virtuelle

L w= > O

CER(T)Y

Alors Te;i(G) est ’ensemble de ces représentations virtuelles quand (L,7) décrit
T.;1(G). Le nombre ¢(r) associé a la représentation 7 ci-dessus est |R(7)|~!|dét(t —
1)jg,|~'. Rappelons que les représentations tempérées elliptiques de G(F) sont
exactement les représentations 7 (¢) introduites ci-dessus quand (L, 7) décrit T,y (G)
et que l'on a ¢(7(¢)) = t(w(¢)) = |dét(t — 1)y, |. Pour prouver I’égalité de I’énoncg,
on peut donc fixer (L, 7) € Tou(G) et prouver 'égalité

) D Oe ) (H)brie) = [R(T)| 7 02(f)0x,

CER(T)V

ou 7 est définie par (1). Soit 7 € R(r), r # t. D’aprés [7] proposition 2.1(b), la
représentation virtuelle
> Ly
CER(T)Y

est une somme de représentations proprement induites. Puisque f est cuspidale, le
caractére de cette représentation annule f. Cela étant vrai pour tout r # ¢, on en
déduit que {(t)0r(¢y(f) est indépendant de ¢. Ce nombre est donc égal a |R(7)|~10x(f).
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Le membre de gauche de la relation (2) est donc égal a

IR@IT D0 020500

CER(T)V

et ceci n’est autre que le membre de droite de (2). Cela démontre (2) et le lemme. O

7.4. Pseudo-coefficients. — Soit (V,qy) un espace quadratique. Soient L €
2(Mpin) et T une représentation admissible irréductible de la série discréte de L(F).
Supposons R(7) N W(L)reg # &, notons ¢t 'unique élément de cet ensemble . Pour
tout ¢ € R(7)V, on introduit la représentation elliptique 7(¢) de G(F') comme dans
la preuve précédente.

Lemme. — 1l eziste une fonction cuspidale f € C°(G(F)) telle que
(1) 05 =D cerryv C(1)0x(c)s
(ii) Or(cy(f) = C()t((C)) pour tout ¢ € R(7);
(iii) 0(f) = 0 pour tout o € Temp(G) qui n’est pas l'une des représentations m(().

Démonstration. — On définit Ty (G) et la représentation virtuelle 7 comme dans la
preuve précédente. D’aprés [7], p.94, il existe une fonction cuspidale f € C®°(G(F))
telle que 0z (f) = |R(7)||dét(t — 1)4,| et 0z (f) = O pour tout 7’ € Tey(G), 7’ # m.
Fixons une telle fonction. Le théoréme 5.1 de [7] affirme précisément que I’égalité du
(i) de I’énoncé est vérifiée (le terme d(7)~! d’Arthur est égal a [dét(t — 1)), |~* et il
y a encore un |R(7)|~! caché dans la définition de la mesure dr, cf. [7] p. 96). Comme
dans la preuve précédente, on montre que, pour ( € R(7)V, on a

Or(ey(f) = [R(T)| ' C(£)0x ().
D’ot (ii) puisque (7 (¢)) = |dét(t — 1)4,|. Soit 0 € Temp(G) qui n’est pas 'une
des représentations w(¢). Il existe alors (L', 7') € Tou(G) et ¢’ € R(r') de sorte

que o = 7’'(¢’), avec une notation évidente. Comme ci-dessus, et avec des notations
analogues, on a

05 = |R(T)|7'¢'(¢)0x (f),
ou 7’ est un élément de T (G) différent de 7. Donc 05 (f) = 0 et le (iii). a

7.5. Une conséquence du théoréme. — Soient (V, qv) et (W, qw ) deux espaces
quadratiques compatibles. Soient p € Temp(H) et f € CP(G(F)) une fonction
cuspidale. Posons

Ispec(0y, f) = > t(m) ™0 (f),
m€lley (G);m(p,m)=1
Igéom(op»f) = E(epvaf)~
Corollaire. — On suppose vérifié le théoréme 7.1 pour nos deuz espaces quadratiques.

Alors, pour toute fonction cuspidale f € C(G(F)) et toute représentation p €
Temp(H), on a Uégalité Igeom(0,, f) = Ispec(0,, f)-
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Démonstration. — Supposons dy > dw, la preuve étant symétrique dans le cas
opposé. En changeant 7 en % dans la définition de Ispec(6,, f), et en utilisant 7.1(1),
on a
Lpec(0p: /) = D m(p,m)t(®) " 0x(f)-
m€len (G)
Grace au théoréme, c’est aussi
Y Mgeom (P m)HE) T 05 ()

7€l (G)

=S wED [ o@Dt Oawrd,

Teg T(F)
ou
G =Yt 0x(fex(®).
m€llen(G)

En comparant avec la définition de Igéom(Gp, f), on voit qu’il suffit de démontrer
que, pour tout ' € 7 et presque tout ¢t € T(F), on a I'égalité c,(t) = c}(t). Ces
deux fonctions se déduisent par la définition de [17] 7.3 du quasi-caractére 6 pour la
premiére, du quasi-caractére

> t(#) T 05 (f)bn

‘Il'erIe”(G)
pour la seconde. Ces deux quasi-caractéres sont égaux d’aprés le lemme 7.3. O
7.6. Le cas du groupe linéaire. — Soit ¥ > 1 un entier et G = GLg. Soit

f € C(G(F)) une fonction cuspidale. Posons
Igéom(f) = E’(Of)a

. . o V [
ISpec(f) = Z [’Lﬁ\é : ZﬁG,F] law(leG=0)a
0e{I., (G)}
ol,, comme toujours, on a fixé un point-base 7 dans chaque orbite.

Lemme. — Pour toute fonction cuspidale f € C°(G(F)), on a légalité Igeom(f) =
Ispec(f)'

Démonstration. — On utilise encore la formule 2.5(1). Pour le groupe GLyg, les
R-groupes sont triviaux et les coefficients ¢(£) sont égaux a [i @y, : iﬁéy r)~*. Donc

c(O)mes(itig ) = [iGy) : i@é,F]"l. On obtient

. . o v —
Op(x)= Y [y :ilg ] 0x(flHo=0)0r(z)
OE{HEH(G)}
pour tout x proche de 1. D’ou

Igom(f) =E(0p) = D [i€: il p] " 0x(f1ug=0)cs,,00,, -
Oe{lu(G)}
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D’aprés un résultat de Rodier ([15] théoréme p.161 et remarque 2, p.162), pour toute
représentation admissible irréductible 7 de G(F'), on a cg_ g, p, = 1simadmet un
modéle de Whittaker, 0 sinon. Or les représentations tempérées elliptiques de GLy(F),
qui ne sont autres que les représentations de la série discréte, possédent toutes un
modele de Whittaker. Les termes cq,_ ¢, intervenant dans le membre de droite de
I’égalité ci-dessus sont tous égaux & 1. On peut changer la somme sur 7 en une somme
sur 7 et ce membre de droite devient Ispec(f). O

7.7. Début de la preuve; le cas ou 7 est induite. — On démontre le
théoréme par récurrence sur sup(dy,dw). On suppose désormais fixés deux espaces
quadratiques compatibles (V, qv) et (W, qw ), avec dy > dw et on suppose le théoréme
vérifié pour tout couple d’espaces quadratiques (V' qv), (W', qw-) compatibles et
tels que sup(dy/,dw) < dy. Il n’est pas nécessaire d’amorcer la récurrence, cette
hypothése devenant vide pour un couple (V, W) minimal (c’est-a-dire pour lequel
dv =1 et dw = 0). On peut aussi dire que, pour un tel couple, on a G = H = {1}.
Le groupe G(F), resp. H(F'), n’a qu’une représentation irréductible, notons-la 7,
resp. p. Les définitions de m(p, 7) et Mgeom(p, ™) conservent un sens et on calcule
immeédiatement m(p, T) = Mggom (p, ™) = 1. Par ailleurs, le cas ot V' est de dimension
2 et gy est hyperbolique est presqu’aussi immédiat. On exclut ce cas.

Pour p € Temp(H), on prolonge par linéarité les applications # — m(p, ) et
T — Mgeom (P, T) & P'espace des combinaisons linéaires finies & coefficients complexes
d’éléments de Temp(G).

Lemme. — Soient m une représentation tempérée de G(F) et p € Temp(H).
Supposons w proprement induite. Alors on a l’égalité m(p, ™) = Mggom(p, ™).

Démonstration. — On peut trouver

—unLeviL=GLyxGdeG,onk >1et G estle groupe spécial orthogonal d’un
sous-espace V de V;

— un élément Q € P(L);

— des représentations admissibles irréductibles et tempérées u de GL(F) et 7 de
G(F),
de sorte que T = Indg(u@)fr). Sim(p,7) = 0, on am(p,n') = 0 pour toute composante
irréductible 7’ de 7 d’apreés les propositions 5.3 et 5.8. Donc m(p, 7) = 0. Si m(p, ) =
1, les mémes propositions 5.3 et 5.8 et le lemme 5.5 montrent qu’il existe une unique
composante irréductible 7’ de 7 telle que m(p,n’) = 1. Donc m(p,7) = 1. Dans les
deux cas, m(p, ) = m(p, 7).

D’aprés le lemme 7.2 et les définitions, on a ’égalité

mgéom(pv 77) = E(eﬁa 07\') = 5(0,5,0;,)5(0“) = mgéom(pa ﬁ)E(eu)

D’aprés le méme résultat de Rodier que ’on a utilisé en 7.6, on a Z(6,) = 1 puisque
u est tempérée et irréductible. D’aprés ’hypothése de récurrence, on a 1'égalité
m(p, T) = Mgeom(p, 7). La conclusion s’ensuit. 0O
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7.8. Comparaison de deux limites. — On conserve la situation du paragraphe
précédent et on reprend les notations du paragraphe 7.5.

Proposition. — Pour toute fonction cuspidale f € C°(G(F)) et toute représentation
p € Temp(H), on a Végalité Igéom(0p, f) = Ispec(0p, f)-

Démonstration. — Les deux membres ne dépendent de f qu’a équivalence pres.
D’aprés le lemme 2.7, on peut supposer f trés cuspidale. Le théoréme 6.1 calcule la
limite quand N tend vers linfini de Jy(6,, f). On a noté cette limite Jspec(6,, f).
Reprenons la définition de 6.1. On a

Tspec0p ) = > [WHIWE| T (1) Jupee,L.(6,, f),

Le£(Mmin)
ou
JSPGCYL(apa f) = Z ['lﬁb/ : iﬁZ,F]-lt(ﬂ')—l / * Jg(ﬁ)\v f)d)‘
0c{le1 (L) };m(0,p)=1 i} g

D’aprés la définition de 7.5, on a Jspee,c(0p, f) = Lspec(0,, f). Soit L € L(Mmin), L #
G. Introduisons la fonction ¢r(f) comme en 2.4 puis la fonction fr, = ¢r(f)1u, =o.
En tenant compte de l'égalité [i&y : i€ o] 'mes(i&] p) = [ity : i{ﬁziF]_l, on
obtient
Tepee,t (05, f) = S [ ity p ) T 0n(f).
O€{Men (L) };m(,0)=1
Ecrivons
L=GLg, x---x GLg, xG.

La fonction fr, est cuspidale d’aprés le lemme 2.6(i) et 'espace des fonctions cuspidales
sur L(F) est le produit tensoriel des espaces des fonctions cuspidales sur chacun des
facteurs de L(F). Sur I’espace des fonctions cuspidales sur G(F), on a défini en 7.5 des
formes linéaire f' — Ispec(6p, f'), resp. f' +— Igéom(8p, f'). Sur 'espace des fonctions
cuspidales sur un facteur GLg,(F'), on a défini en 7.6 des formes linéaires f'

Iipec(f'), resp. f' = Iggom(f’). Notons f' — IL. (6, '), resp. f' — Ik .. (8,, f'), le
produit tensoriel de ces formes linéaires. Montrons que

(1) JSPec,L(am = Isl;ec(epv fr)-
On a
{Teu(L)} = {TMeu(GLk,)} X -+ X {Teu(GLx,)} X Teu(G).
Pour O =0; x --- x Oy x 7 € {Ily(L)}, on a
iy =ity & iy,
”ézF = i@éLkl,F SZRRRE?) i{ﬁéLkS,F,
t(m) = t(%) et m(0, p) = m(7, p).

Si fr est produit tensoriel de fonctions sur chaque facteur, 1'égalité (1) est donc
quasiment tautologique et le cas général s’en déduit par linéarité.
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On obtient donc
(2)  Jspec(0p, f) = Lspec(0y, f) + > IWEH W™ (=1)"2 10 (85, f1)-
LeL(Mmin);L#G
Le théoréme 7.8 de [17] calcule lui-aussi la limite de Jnx(6,, f) quand N tend vers
'infini. Dans cette référence, on a noté cette limite I(6,, f), il convient de la noter
plutdt Jgsom(6p, f). On a donc l’égalité
(3) spec (epa f) geom (0,,, f)

En comparant les définitions de [17] et celles de 7.2, on voit que
Jgéom(apv f) = 5(0,,, 0;)

Remarque. — Dans [17], on avait utilisé d’autres mesures. On utilise ici celles que
I'on a définies en 1.2. Le quasi-caractére 0]{ est normalisé comme en 2.5.

Grace au lemme 2.6(ii), on a l'égalité
E0p07) = D> IWEIWE| T (=1)* E(8,, IndE (6, (1)))-
Le£(Mmin)

Le terme indexé par G n’est autre que Igsom(f,, f). Considérons un Levi L # G.
Montrons que ’on a I’égalité

(4) (epv IndL (0¢L(f))) geom(opv fL)

Supposons que ¢r(f) soit & support compact. Dans ce cas, il suffit d’appliquer le
lemme 7.2 et les définitions pour obtenir l’égalité

‘—‘(0P7 IndL (0¢‘L ) )) geom (ep’ ¢L(f))

Mais, sur les groupes linéaires, les formes linéaires f’' — Izsom(f’) sont par définition
concentrées dans un voisinage invariant de I’élément neutre, donc

geom(amd)lz(f)) geom(epva)

d’onr I'égalité cherchée. En général, la fonction ¢ (f) n’est pas & support compact.
Considérons alors un sous-ensemble fini I' C &, , invariant par le normalisateur de
L dans G(F'), et contenant 0. Notons 1r la fonction caractéristique de ’ensemble des
l € L(F) tels que Hp (1) € T'. Le méme raisonnement s’applique & la fonction ¢r(f)1r
et conduit a I'égalité

E(op’ Indg(od’L(f)lr)) = IgLéom(opa fL)

On vérifie que le quasi-caractére Indf(em( 1) est égal a la restriction de
Indf(Od,L( £)) & un sous-ensemble ouvert de G(F) qui dépend de I' et qui tend vers
G(F) tout entier quand T' lui-méme tend vers &, r tout entier. En faisant tendre
T vers @ r, on en déduit que E(Op,lndf(é’d,b(f)lr)) tend vers E(G,,,Indf(em(f))),
d’ou (4).
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On obtient donc
(5) Jgéom(op’ )= Igéom(ep» )+ Z |WL”WG|_1(_1)GLIgLe’om(9py fr).
LEL(Mmin);L#G
Pour L # G, on a I’égalité

Is,l;)ec(epv fL) = Iééom(opv fL)

Il suffit pour la prouver d’appliquer le lemme 7.6 & chaque facteur GL et le corollaire
7.5 aux espaces V et W. C’est loisible d’aprés ’hypothése de récurrence. Mais alors
les égalités (2), (3) et (5) conduisent & ’égalité cherchée

Ispec(opa f) = Igéom(op’ f) u

7.9. Fin de la preuve. — On veut prouver que m(p,T) = Mgsom(p, ™) pour tout
p € Temp(H) et tout 7 € Temp(G). Fixons p. On peut aussi bien démontrer ’égalité
précédente pour 7 parcourant un ensemble de représentations virtuelles tel que tout
élément de Temp(G) soit combinaison linéaire d’éléments de cet ensemble. La réunion
de T.;;(G) (défini dans la preuve du lemme 7.3) et de ’ensemble des représentations
tempérées qui sont des induites propres convient. Le cas d’une telle induite est réglé
par le lemme 7.7. Reste le cas d’un élément 7 de T,y (G) pour lequel on reprend les
notations de 7.4. Soit f vérifiant les conditions du lemme de ce paragraphe. D’aprés
le (i) de ce lemme, on a
Igéom (05, f) = mgéom(p; ).
D’apreés les (ii) et (iii) du lemme et la relation 7.1(1), on a aussi

Lipec(85, f) = > t(m(C)) " Oniey(f)

CER(T)Vim(p,m(¢))=1

= 3 mp Q)X = mp,m).

CER(T)Y
Alors I’égalité voulue résulte de la proposition 7.8. O
7.10. Conséquence pour la conjecture locale de Gross-Prasad. — Soient

(Vi,qv;) et (W;,qw,) deux espaces quadratiques compatibles tels que dy, > dw,. On
note G; et H; leurs groupes spéciaux orthogonaux et on suppose ces groupes quasi-
déployés sur F. A équivalence prés, il existe au plus un espace quadratique (V’,qy-)
tel que dy» = dy, et que les discriminants de gy et qy, soient égaux mais leurs indices
de Witt soient distincts. Si cet espace existe (ce qui est toujours le cas si dy, > 3) on
le note (V,,qy,). On introduit de méme un éventuel espace quadratique (W, qw, ).
On note G, et H, leurs groupes spéciaux orthogonaux. Le groupe G,, resp. H,, est
une forme intérieure de G;, resp. H;. Les espaces quadratiques (V,, qv,) et (W,,qw,)
sont compatibles.

Nous admettons que les ensembles de représentations Temp(G;), Temp(G,),
Temp(H;) et Temp(H,) se décomposent en unions disjointes de L-paquets de sorte
que les propriétés (1), (2) et (3) de [17] 13.2 soient vérifiées. Soient II; un L-paquet
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dans Temp(G;) et ¥; un L-paquet dans Temp(H;). Si Pespace (V,,qv,) existe, il
peut correspondre & II; un L-paquet de Temp(G,). On le note II,. Dans les autres
cas, c’est-a-dire ou bien 'espace (V,,qv,) existe et aucun L-paquet de Temp(G,) ne
correspond & II;, ou bien 'espace (V,, qy,) n’existe pas, on pose II, = @. On définit
de fagon similaire X,.

Théoréme. — Il existe un unique couple (p,m) € (3; x II;) U (X, x II,) tel que
m(p,m) = 1.

La preuve est la méme que celle du théoréme 13.3 de [17]. Dans cette référence,
I’hypothése de cuspidalité des éléments de II; U II, ne servait qu’a utiliser ’égalité
m(p, T) = Mgeom(p, ) qui n’était alors démontrée que pour 7 cuspidale. Maintenant
que ’on dispose de cette égalité pour toutes les représentations p, w tempérées, cette
hypothése ne sert plus et on obtient le résultat pour tous les paquets tempérés. [
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