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GRANDES MATRICES ALEATOIRES ET
THEOREMES D’UNIVERSALITE
[d’aprés Erdés, Schlein, Tao, Vu et Yau]

par Alice GUIONNET

INTRODUCTION

Les grandes matrices aléatoires sont tout d’abord apparues en statistique dans
les travaux de Wishart [37] pour décrire des tableaux de données aléatoires, puis
en physique dans les travaux de Wigner [36] et Dyson pour approximer un opé-
rateur modélisant le Hamiltonien d’un noyau excité. Montgomery, soutenu par les
simulations d’Odlyzko, a conjecturé que leurs valeurs propres étaient également
reliées aux fameux zéros de la fonction de Riemann sur la droite critique, les es-
pacements de ceux-ci loin de Paxe réel étant distribués de fagon identique. Les
matrices aléatoires sont depuis intervenues dans de nombreux contextes, et leur
spectre a attiré un intérét grandissant. On a notamment étudié sa convergence
globale, la distribution des espacements des valeurs propres & 'intérieur du spectre
et les fluctuations des valeurs propres extrémes, quand la taille des matrices tend
vers l’infini. Le cas de matrices aléatoires a coeflicients gaussiens s’est révélé plus
facile & appréhender, compte tenu de formules explicites pour la loi jointe des valeurs
propres. Néanmoins, comme pour le théoréme central limite, il est attendu que ces
théorémes limites sont universels et ne dépendent que trés peu de la nature des
coefficients. Le but de cet exposé est de montrer les récents efforts fournis pour
étudier cette universalité. Nous considérerons les matrices dites de Wigner qui sont
hermitiennes et avec des coefficients indépendants et équidistribués (modulo ’hypo-
thése de symétrie). Plus précisément, on notera X y une matrice hermitienne N x N
dont les coefficients (X;;)1<i<j<n (resp. (Xii)i<i<n) sont indépendants et de loi v
(resp. w) sur C (resp. R) et on étudiera les valeurs propres (\,...,Ay) € RV
de cette matrice. Nous supposerons que v et u sont centrées et telles que
[ |z|?dv(z) = [x?du(zr) = 1. Dans ce cas il est connu depuis les travaux de
Wigner dans les années cinquante que le nombre moyen de valeurs propres de
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204 A. GUIONNET

Yv=N ‘%XN tombant dans un intervalle [a,b] de la droite réelle est de 1’ordre de
No([a,b]) ou o est la loi semi-circulaire;

(1)
. 1 . __% _ _ b L dx
dim 6NN et = oot = [pumaei= [ i

p.s.

L’étude des propriétés locales du spectre s’est avérée beaucoup plus complexe et n’a
été entreprise que trés récemment dans une certaine généralité sur les distributions
p et v des coefficients. Nous discuterons tout particuliérement le résultat suivant.
Supposons que p et v ont des queues de distributions sous-exponentielles, dans le
sens ou il existe des constantes C,C’ > 0 telles que, pour tout ¢t > C

(2) v ([z| > tC') <et W (|z| > tC') <et

Si v est une mesure sur C, nous supposerons que les lois de la partie imaginaire et
de la partie réelle sont indépendantes, et, si v est une mesure sur la droite réelle,
que [z*dv(z) s’annule ou que v a au moins trois points dans son support. Nous
distinguerons ces deux cas par un paramétre 3 qui sera égal & deux (resp. un) si le
support est dans C (resp. R).

THEOREME 0.1. — Soit B un intervalle compact de R et x € (-2,2).

La probabilité gqu’aucune valeur propre de Xy ne tombe dans un intervalle
Nig+ N~z pse(z) 1B converge quand la dimension N tend vers linfini vers une
limite non triviale qui ne dépend que de B et de B (voir la description de cette limite
en (11) dans le cas ot B =2).

La probabilité qu’aucune valeur propre de Xy mne tombe dans [’ensemble
2Nz + N~&B converge quand la dimension N tend vers linfini vers une limite
non triviale qui ne dépend que de 3 et de B (voir (12) dans le cas ot 8 = 2).

Le second résultat décrit les fluctuations des valeurs propres de Yy au bord du
spectre (proche de 2), qui sont d’ordre N ‘%, alors que le premier concerne celles des
valeurs propres & I'intérieur du spectre, qui sont beaucoup plus petites, d’ordre N 1.
Ce dernier point permet d’étudier la convergence de la loi des espacements des valeurs
propres a l’intérieur du spectre; on a par exemple le résultat suivant (voir [24, p.84]
et [1, Theorem 4.2.49] avec [7] pour le cas gaussien et [10, Theorem 3] pour le cas
général) dans le cas ol v est une mesure sur C.

THEOREME 0.2. — Pour tout x € (—2,2), toute fonction ly tendant vers linfini
plus lentement que N, le nombre moyen de valeurs propres de Y & distance infé-
rieure & Iy /Npsc(x) de z et dont les espacements sont plus petits que s/psc(z)N est
approzimativement égal & Pgauain ([0, 8])IN, 0% Pgaudin €st la distribution de Gaudin.
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(1019) GRANDES MATRICES ALEATOIRES ET UNIVERSALITE 205

Le second point du théoréme 0.1 donne les fluctuations de la plus grande valeur

propre.
THEOREME 0.3. — Pour tout t € R, la plus grande valeur propre A1 de Xy est telle
que
. 2, A1 )
—92) < =
I}gan(Na(ﬁ 2) <t Fg(t)

avec Fg la fonction de répartition de la loi de Tracy- Widom.

Ces théorémes ont été démontrés pour des matrices gaussiennes depuis une quin-
zaine d’années, notamment aprés les travaux de M. Mehta [24], P. Forrester [17] et
C. Tracy et H. Widom [33, 34], grace a la formule explicite de la loi jointe des va-
leurs propres et sa propriété de loi déterminantale. Les premiers pas vers 'universalité
ont été franchis par K. Johansson [21] qui a considéré des matrices obtenues comme
somme d’une matrice gaussienne et d’une matrice de Wigner plus générale, de nou-
veau grace a une structure déterminantale de la loi jointe des valeurs propres. Dans
ce dernier cas, il est primordial de supposer que les coefficients sont complexes hors
de la diagonale (cas hermitien). L’universalité des fluctuations au bord du spectre a
été démontrée par des techniques de moments et de combinatoire par A. Soshnikov.
Cette approche ne pouvant permettre d’analyser les espacements des valeurs propres
4 lintérieur du spectre, il a fallu attendre I’été dernier pour que cette question soit
enfin résolue par deux équipes indépendantes, d’une part L. Erdés, B. Schlein et
H.T. Yau et leurs collaborateurs, et d’autre part T. Tao et V. Vu. Les approches de
ces deux équipes, quoique différentes, reposent sur des raisonnements beaucoup plus
probabilistes et montrent une sorte de régularité des espacements des valeurs propres
en fonction des coefficients de la matrice. Les travaux presque simultanés de T. Tao
et V. Vu [32] et de L. Erdés, B. Schlein, S. Péché, J. Ramirez et H.T. Yau [9] ont
permis d’étendre ces résultats d’une part sous la condition que les quatre premiers
moments de v et y sont les mémes que ceux de la gaussienne (ou plus généralement
que ceux d’une matrice étudiée par K. Johansson [21]), et d’autre part, sous des
conditions de régularité de la densité de v et u. Alliant ces résultats, L. Erdds, J. Ra-
mirez, B. Schlein, T. Tao, V. Vu et H.T. Yau [10] ont pu démontrer 'universalité
dans le cas hermitien sous des conditions de queues exponentielles seulement. Afin
de pouvoir considérer des ensembles plus généraux, et en particulier les matrices a
coefficients réels (cas symétrique), L. Erdds, B. Schlein et H.T. Yau [14] ont intro-
duit une approche dynamique qui permet de largement généraliser les résultats de
K. Johansson [21] sans utiliser de formule explicite ou de structure déterminantale.
Ce point de vue a été étendu dans les travaux récents de L. Erdss, H.T. Yau et Y. Yin
[15, 16] pour étudier les matrices de Wishart et & bande, et réduire considérablement
les hypothéses sur les troisiéme et quatriéme moments. L’universalité est attendue a
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206 A. GUIONNET

Pintérieur (resp. au bord) du spectre seulement sous une condition de second (resp.
quatriéme) moment fini, voir [22] pour ce résultat dans le cas de coefficients complexes
ayant une composante gaussienne. Le but de ces notes est de présenter les idées des
preuves de ces différents résultats, en précisant particuliérement celles des travaux de
L. Erdés, B. Schlein et H.T. Yau et T. Tao et V. Vu. Nous évoquerons également
leurs liens avec les propriétés de délocalisation des vecteurs propres de Xy. Nous ne
parlerons pas des diverses généralisations & d’autres ensembles de matrices tels que les
matrices de Wishart [25], [31] et [15] ou les matrices a bande généralisées [16]. Par
ailleurs, les résultats que nous développerons concernent la situation de coefficients
indépendants, totalement différente par exemple de celle rencontrée pour les modéles
de matrices avec un potentiel non quadratique pour laquelle nous renvoyons le lecteur
a [6]. Un des problémes qui semble encore ouvert pour des matrices & coefficients
indépendants concerne le cas de matrices & bande dont les coefficients sont nuls en
dehors d’une bande de largeur W bien plus petite que N. Il est attendu que pour W
bien plus grand que v/N les vecteurs propres sont délocalisés comme pour les matrices
de Wigner, voir le corollaire 4.4, alors que pour W <« /N, ils sont localisés. Cette
transition serait un modéle simple de la transition d’Anderson.

1. MATRICES GAUSSIENNES ET LOIS DETERMINANTALES

Nous considérons dans cette section le cas de matrices de Wigner Gy dites du
GUE (pour Gaussian Unitary Ensemble), c’est-a-dire les matrices Xy telles que v
(resp. p) est une mesure gaussienne standard sur C (resp. R); pour toute fonction
test f

F@iu) = [ 1 _ s@ie) = [ 1 Daute)inte).
/ )= [s0% =« [sawe = [

Comme nous allons le voir, la particularité de ces matrices est que la loi jointe de

leurs valeurs propres est explicite et est une loi déterminantale. Cette structure trés
particuliére, que nous allons bientot décrire, permet une analyse relativement aisée
des propriétés locales du spectre.

Il n’est pas difficile de constater que la loi de la matrice G est laissée invariante
par la conjugaison UG NU™* pai‘ une matrice unitaire, et par conséquent que les valeurs
propres DN = (\1,...,An) de Gy sont indépendantes de ses vecteurs propres, dont
la matrice V'V suit la mesure uniforme sur le groupe unitaire. En calculant le Jacobien
du changement de coordonnés qui 3 Gy associe DV et une paramétrisation de V¥,
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on trouve que la loi des valeurs propres est décrite par la mesure de probabilité

N
1 2
(4) d@N(Z’l,...,fL'N)=Z—]V- H |17i—$j|2He 3/2dzi~

1<i<j<N i=1

Cette formule exacte permet d’étudier les lois jointes de p valeurs propres et de
montrer qu’elles ont une forme trés particuliére ; elles sont décrites par le déterminant
d’un noyau. On notera %, n la loi de p valeurs propres non ordonnées donnée pour
tout f € Cp(RP), par

[ 101...002,501,..0) = [ 161,....0,)iPn 01, 0n) .
Le résultat principal est le suivant.

LEMME 1.1. — Pour tout p < N, la loi Pp n est absolument continue par rapport a
la mesure de Lebesgue, et de densité

pp(01,...,0,) = Mdet (K(N (Gk,al))

N! kl=1"

ol

N-1
(5) KM (z,y) Z Yi(z

k=0
avec Yy la fonction d’Hermite

22
Yi(2) = 6(27:)—?(\/%) si  Py(z):= (—l)kezzﬂ;g;e—xz/?

pp est appelée la fonction de corrélations a p points, et P est dite déterminantale
comme ses fonctions de corrélations sont données par le déterminant d’un noyau.

Preuve. — Le point principal est de remarquer que la densité py dépend du déter-
minant de Vandermonde qui, comme les polynémes P}, sont moniques, s’écrit

6  An@ = [ (@5 - @) =det(al )Ny = det (Pioy (i)}, -

1<i<j<N

Dans le cas oit p = N, nous en déduisons immédiatement que
(7) pn(B1,...,0n) = Cn (det (Py_1(6:))L, 1) He_92/2

= i (det (51 0)-1)) =0Ndet((K‘ 6:,67);,_,)
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208 A. GUIONNET

ou nous avons finalement utilisé la formule det(AB) = det(A) det(B). Pour p < N, en
utilisant (6), on a, avec z; = 0; si i < p et (; sinon, et en notant Su,,...,v, 'ensemble
des bijections de {1,...,p} dans {v1,...,vp},

poOr..,0,) = C / (det (-1 (@),y) H dc;

i=p+1
= ép Z E(U E(T)/H"/]a(]) 1 -TJ "/’r(]) l(mj) H d(z
o,7€S1,...,N i=p+1
= G Z Z 5(‘7)5(7')H¢a(i)—1(9i)¢r(i)—1(9i)

1<v1<-<vp<N o,7€S,, i=1

=¢ > (det ((¢uj—1(‘9i))f,j=1>)2 ’

1< < <Vvp <N

ol nous avons simplement utilisé que [ ¥ (z)e(z)dz = 1x=¢. La formule de Cauchy-
Binet permet de conclure. Le calcul des constantes C, est aisé et laissé au lecteur. [

La forme particuliére des fonctions de corrélations permet d’écrire la probabilité
que toutes les valeurs propres sont dans un ensemble donné comme un déterminant
de Fredholm.

LEMME 1.2. — Pour tout ensemble mesurable A de R,

®) Pa(nN,{ N eA})—1+Z( 1)k/c /Cdet (K™ (s, 2,))%,- 1)]‘[alac,

Preuve. — En utilisant le lemme précédent, I’orthogonalité des fonctions d’Hermite
et de nouveau le théoréme de Cauchy-Binet, on a

(x4 = g7 [ o [ (det (k) [T o

= det (( / bi(2)¥;(2) dz)l-:-:lo)
(-

N-1
(o)t () )
N k
1D Y de (( (), (@) ) )
= Ac i,j=1

1,j=0
k=1 0<uy < <v<N-1

© (_1\k
(9) 1+Z( kl!)
k=1

k
/ e det(K(N)(w,-,wj))f,jzl Hdwi . O
Ac Ac

=1
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Cette formule peut étre utilisée pour obtenir des asymptotiques. En effet, le déter-
minant de Fredholm

A(AK): ——1+Z( / /det (K(x,,xj))” I)de,

est continu sur ’ensemble des noyaux K muni de la topologie uniforme. Prenant
A°= Niz+ N~—2B pour un ensemble compact B et © € (—2,42), on voit que la
premiére partie du théoréme 0.1 est une conséquence de la convergence (uniforme sur
les compacts)

(10)

. 1 1 Y1 1 Y2 sin(y: — y2)

lim —KM™ | N2g4+ —2—— Niz+ )= =:S(y1, ¥
N TN eV N T eV ) T wln — ) )
qui implique que
(11) Jim Py (M g N3z + N™%p,(2)B,i=1,...,N) = A(B,S).

De méme, en prenant A = 2N I+ N3 [t,t'], on démontre que
(12) Jim Py (A g2N7 + N73[t,t),i=1,...,N) = A([t,t'], )
car
Ai(2) A () — Ai .
A}lm N—K(N)(2\/_+ 1 ,2\/_+ ) = i) Ad (y; yz (2)A4i(y) =: 8(z,y)

ou Ai est la fonction de Airy. Ces asymptotiques sont démontrées grace a la formule

(13) KM (z,y) = \/ﬁwN(w)lliNq(y; - Z)N—1($)1/1N(y)
et aux asymptotiques de Yn(zn) et Yn_i1(zn) en zy = Niz + N_%y et
oy = 2N? + N~ éz. De telles asymptotiques peuvent se démontrer en écrivant

la fonction d’Hermite 1, comme une intégrale oscillante

(D Varkte T (o) = e = L [ emau) = [grevan)
et en utilisant une méthode du col. On notera a ce propos que le noyau sinus apparait
quand le point de selle est du second ordre, alors qu’il est du troisiéme ordre pour le
noyau d’Airy, voir [1, chapitre 3] pour plus de détails.

L’étude des statistiques locales des matrices gaussiennes a été étendue au cas de
matrices symétriques et symplectiques pour lesquelles la loi jointe des valeurs propres
est également explicite (41); elle est néanmoins plus compliquée, le déterminant de
Vandermonde n’apparaissant pas au carré et les fonctions de corrélations n’étant plus
déterminantales, et fait appel & la théorie des pfaffiens [1, section 3.9].
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210 A. GUIONNET

2. UNIVERSALITE POUR UN CERTAIN ENSEMBLE DE
MATRICES DE WIGNER

Au cours de la section précédente, ’étude précise du spectre des matrices aléatoires
gaussiennes hermitiennes a pu étre effectuée grace a la structure déterminantale de
la loi jointe des valeurs propres de ces matrices. Suite aux travaux de Brézin-Hikami
[4, 5], K. Johansson [21] fit une remarque fondamentale; la loi d’une matrice de
Wigner dont les coeflicients ont une petite composante gaussienne a également une
structure déterminantale. Plus précisément, soient Gy une matrice du GUE et Vi
une matrice de Wigner de loi Py, indépendante de Gy. Pour tout € € (0,1), nous
considérons les matrices de Wigner données par

(14) XN=V1—€VN+\/EGN,

c’est-a-dire dont les lois des coefficients v et y sont obtenues par convolution par les
distributions gaussiennes (3); on dit que ces lois sont divisibles par une gaussienne.
Nous allons voir que la loi jointe 9’;, des valeurs propres de X est une moyenne de
lois déterminantales. En effet, comme on peut décomposer G comme UAU* avec
U qui suit la mesure de Haar sur le groupe unitaire et A une matrice diagonale,
indépendante de U, dont les coefficients sur la diagonale ont pour loi (4), on a

fNPy(N) = Zi/f(valeurs propres XN)e_%T'(XN_"1_5V)2dPN(V)dXN
N N

= i, / f(A) / e~ 2 TXUAU"—VI=eV)* g7 P (V)P N (M),
ZN U(N)

ol dU est la mesure de Haar sur le groupe unitaire. On reconnait I'intégrale de Harish-
Chandra-Itzykson-Zuber qui est elle aussi donnée par un déterminant [19, 20]

1 . det(e%A“)‘j(V))1<' <N
LT (UAU*V) 77 _ <iyg<
e dU = A X
/ V)X A AN
avec p; =1 —1,1 < i < N, et (A(V))1<k<n les valeurs propres de V. Ceci permet
d’écrire la formule

/ FNPx (@A) = 7 / a AN ")))det«e‘m TVImEMIN L )dndPy (V).

Cette structure particuliére permet de montrer que les fonctions de corrélations sont
des moyennes, sous la loi Py, de déterminants. En effet, un peu d’algébre montre que
pour tout A = (A1,...,Ax) € RV, la mesure de probabilité absolument continue par
rapport & la mesure de Lebesgue et de densité donnée par

1 An()

—(x;— 2
gs(z: ) = 7 An (Y det((e=@ =) )N _ )
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est déterminantale, i.e. que ses fonctions de corrélations & p points s’écrivent comme
le déterminant d’un noyau K7 qui dépend de A. Ce résultat généralise le lemme 1.1.
K. Johansson a montré [21, Lemma 3.2] que I’ensemble des A dont la mesure empirique
N1 Zf’;l d», approxime suffisamment bien la loi semi-circulaire (notamment tel que
la convergence dans (1) se fasse polynomialement en N) est tel que K, correctement
rééchelonné, converge vers le noyau sinus, i.e satisfait (10). On peut alors étendre (11)
en montrant que les valeurs propres de V y satisfont cette condition presque siirement,
ce qui est vérifié dés lors que les coefficients de V y ont plus de six moments finis.

Ainsi, la preuve que les espacements des valeurs propres & l'intérieur du spectre
sont asymptotiquement décrits par le noyau sinus repose & nouveau sur une structure
déterminantale, mais qui demande que les coefficients des matrices aient une petite
composante gaussienne complexe et des moments d’ordre six finis. Ce résultat vient
d’étre étendu par K. Johansson [22] qui a montré que de telles matrices ont des
fluctuations universelles a 'intérieur du spectre dés lors que le second moment des
coefficients de V y est fini alors que les fluctuations au bord du spectre sont universelles
sous la condition optimale [2] des quatre premiers moments finis. A. Soshnikov [29]
a abordé la question de 'universalité au bord du spectre en utilisant des estimations
de moments, fondées sur des techniques de combinatoire. Il a ainsi pu contourner
I’hypothése de divisibilité par une gaussienne.

3. UNIVERSALITE AU BORD DU SPECTRE
Une méthode assez naturelle pour étudier les matrices aléatoires, et par exemple
démontrer (1), est d’estimer les moments de la mesure empirique des valeurs propres

Ai
VN

En effet, le terme de droite s’écrit en fonction des moments des coefficients de la

1 N . 1 . . N
my (k) = E[5 Y (=)= E[LTr(YR)] on  Ti(4) = > A
=1 i=1

matrice, et est donc & priori calculable. Démontrons (1) afin d’avoir une idée de ces
techniques.

THEOREME 3.1. — Supposons que v et p ont tous leurs moments finis. Alors, my (k)
converge quand N tend vers linfini vers [ z*do(z) pour tout k € N.

Ce théoréme peut étre généralisé pour démontrer la convergence presque stire des
moments, simplement en montrant que leurs covariances sont suffisamment petites
pour que le lemme de Borel-Cantelli permette de montrer I’existence d’un espace de
probabilités ou leurs convergences ont lieu presque stirement.
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212 A. GUIONNET

Preuve. — La preuve de ce théoréme repose sur le fait que [z*do(z) est nul si
k est impair et égal au nombre de Catalan sinon, c’est-a-dire au nombre d’arbres
enracinés orientés avec k/2 branches. Ce nombre va naturellement apparaitre dans la
combinatoire des moments

N
1
mN(k)=]E[NTr(YfV)] = > NTEFE[Xi i Xi o X
iyemrin=1
Nous allons associer aux indices i = {i1,...,ix} le graphe G(i) de sommets

V(i) = {é1,..., ik} et d’arétes E(i) = {(¢1,%2),.- ., ((k=1,%), (i, %1)}. Par définition,
G (i) est connexe. Par ailleurs, par indépendance et centrage, B[ X, ;, Xy, -+ Xi,4,] =0
si E(i) posséde une aréte non orientée de multiplicité un. Par conséquent, le nombre
|E(i)| d’arétes non orientées différentes du graphe G(i) contribuant & la somme (15)
est au plus 27k, et de fait au plus la partie entiére [27'k] de ce nombre. Or, comme
G(i) est connexe, I'inégalité

(15) Vi)l < [EG)|+1

implique que |V (i)| < [£] + 1, et donc il y a au plus N [£]+1 indices contribuant a
la somme (15), qui est alors au plus d’ordre N =2 si k est impair. Si k est pair, le
méme raisonnement montre que les indices contribuant & la somme (15) sont tels
que |V(i)] = |E(i)| + 1 = 27'k + 1. Mais 1’égalité dans (15) n’est possible que si
G(i) est un arbre. Par ailleurs, comme |E(i)] = 27!k, chaque aréte non orientée
apparait exactement deux fois, et en fait une fois dans chaque orientation. Dans ce
cas, E[X;, i, Xizis -+ - Xiyiy) vaut un comme c’est un produit de covariances. Enfin,
comme sont associés & cet arbre G(i) une racine (par exemple (41,i2)) et un ordre
d’exploration (décrit par le chemin (i; — i3--- — 4 — 1)), on conclut que le
premier ordre du terme de droite de (15) est donné exactement par le nombre d’arbres
enracinés orientés avec k/2 branches, c’est-a-dire le nombre de Catalan. O

Pour étudier le bord du spectre, 'idée est simplement d’arriver & estimer des mo-
ments d’ordre k tendant & I'infini suffisamment rapidement. En effet, clairement, la
plus grande valeur propre est plus grande que N %(2 — €) pour tout € > 0 car sinon
aucune valeur propre ne pourrait étre dans [N %(2 —¢e),N %], ce qui démentirait la
convergence de la mesure empirique vers la loi semi-circulaire. Par ailleurs, I'inégalité
de Tchebychev implique que

(16) P(lrsng)gvx\i > \/N(2+s)) <E l(maxlﬁszv /\i)zk] <E [Tr( Yy )Zk]

VN(2+¢) (2+e)
et il suffit donc de montrer que, pour k£ > log N,
8 22kN
E [Tr (Yn)*] = \/j——— 1+o0(1
(17) [T (vm)™] = 2 Gz @+ o)
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pour déduire que le terme de droite de (16) tend vers zéro suffisamment vite pour
que les valeurs propres de Yy soient plus petites que (2 + ) pour N suffisamment
grand presque siirement. Bien sir, ce dernier résultat ne nécessite pas une estimation
aussi précise que (17), au contraire de I’étude des fluctuations exactes de la plus
grande valeur propre qui fait appel & une estimation de ce type pour k de l'ordre
de N3 comme nous allons le voir. L’estimation (17) a été effectuée dans [28] pour
k =o(N %) et dans le cas ou les mesures p et v sont symétriques et ont des queues
sous-gaussiennes, si bien que leurs moments ne croissent pas trop vite. La preuve de
ce résultat consiste & montrer que, comme dans la preuve du théoréme 3.1, les indices
contribuant au premier ordre du développement du moment d’ordre k sont représentés
par des arbres enracinés orientés, si bien que ce moment est équivalent au moment
d’ordre k de la loi semi-circulaire. En développant ce type d’idées, on voit que les
fluctuations de la plus grande valeur propre sont décrites par les moments d’ordre
k =tN?% dans le sens ot

2 N 1
E |:,I‘r (Z_IYN)z[tNgl] =F lz etN'G'(A,-—z\/N) (1 + 0(1)) i

=1

Par contre, 'estimation de ce moment ne donne pas directement la transformée de
Laplace de 0 := (max; A; — 2V N )N ¢ mais plutét la somme des transformées de
Laplace des valeurs propres proches de deux. Afin d’obtenir la transformée de Laplace
de 0 seulement, ’idée est d’estimer le moment plus général

m 2
E [H’I‘r (2—‘YN)2[“N3]]
t=1

pour tout m et des paramétres ¢; arbitraires, ce qui décrit grosso modo la loi jointe des
plus grandes valeurs propres, recentrées par leur limite et rééchelonnées. Le résultat
central de [29, Corollary 5] est d’avoir montré que ces moments sont approximative-
ment les mémes que dans le cas gaussien quand les lois v et y sont symétriques et de
moments sous-gaussiens, en affinant les idées de [28]. Cette approche nécessite une
maitrise trés fine de la combinatoire des moments, qui n’a pu encore étre généralisée
[26] au cas ou les lois u et v ne sont pas symeétriques, cette hypothése annulant un
grand nombre de moments. L’hypothése sur les moments a pu étre affaiblie en une
hypothése de trente-sixiéme (resp. douziéme) plus epsilon moment fini en procédant
par approximation [27] (resp. [23]). L’universalité des fluctuations sous la condition
que les quatre premiers moments de la distribution des coefficients sont égaux a ceux
de la distribution gaussienne, mais sans condition de symétrie des lois, vient d’étre
obtenue [30] par des méthodes qui généralisent celles développées dans la section 4.2.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2011



214 A. GUIONNET

4. UNIVERSALITE A L’INTERIEUR DU SPECTRE; LE
THEOREME DES QUATRE MOMENTS

Afin de montrer 'universalité des espacements sous une condition générale sur les
moments, T. Tao et V. Vu [32] ont eu Iidée simple mais lumineuse de comparer les
statistiques locales de deux matrices de Wigner en remplagant une 4 une les entrées de
la matrice et en montrant que ce changement n’affecte guére les statistiques locales,
suivant ainsi la stratégie de remplacement que Lindeberg introduisit pour démon-
trer I'universalité du théoréme central limite. Pour mener & bien ce programme, une
étape essentielle est de prouver que les vecteurs propres de la matrice sont « déloca-
lisés », phénoméne lié 4 une étude fine de la convergence vers la loi semi-circulaire
(1). Ce point a été établi dans [12, Theorem 3.1]. Nous développons maintenant ces
arguments. Cette section s’applique aussi bien dans le cas de matrices symétriques
(¢ mesure sur la droite réelle) que hermitiennes, au contraire de la section 2.

4.1. Loi semi-circulaire locale et phénoméne de délocalisation

Cette étude remonte & [12, Theorem 3.1]. La loi semi-circulaire locale établit que
le nombre de valeurs propres de Yy tombant dans un intervalle centré en z € (-2, 2)
de largeur £ supérieure & N~!(log N)*, mais tendant vers zéro avec N, est proche de
Npsc(x)f avec grande probabilité. Plus précisément, nous avons

THEOREME 4.1. — Supposons que u et v ont des queues sous-gaussiennes. Soit N'p

le nombre de valeurs propres de Yy dans I C ]—2,2[. Alors, il existe une constante
4

¢ € (0,00) telle que, pour tout k € (0,2), tout § < ck, toutn € [%, k/2], on a

(18) P ( sup N

|E|<2-x

N iB-npin _ o([E-n,E+ n])‘ > 2n5) < Ce= VNN,

La preuve de ce théoréme repose sur 1’étude de la transformée de Cauchy-Stieltjes
qui est définie comme suit.

DEFINITION 4.2. — Pour une mesure de probabilité P sur R, on note pour z € C\R

Gr(z) = / L iP()

z—
la transformée de Cauchy-Stieltjes de P.

En particulier, nous noterons GN(z) = N7'Tr ((z — Yn)7!) et G(z) = Go(2) les
transformées de Cauchy-Stieltjes de la mesure spectrale de Yy et de la loi semi-
circulaire.
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La transformée de Cauchy-Stieltjes joue un réle central dans I’étude des matrices
aléatoires car c’est une fonction génératrice des moments qui satisfait souvent des
équations algébriques, liées aux propriétés combinatoires des moments que nous avons
utilisées dans la section 3. La comparaison des équations satisfaites par GV et G
permet ainsi souvent de comparer ces deux fonctions comme nous allons le voir. Nous
allons démontrer le résultat suivant, qui permet de démontrer le théoréme (4.1), voir
(29).

PROPOSITION 4.3. — Sous les hypothéses du théoréme précédent, il existe des
4

constantes ¢, C > 0 finies telles que, pour tout x € (0,2), toutn € [(IOLNN)-, k/2], tout

6 < Ck, tout N > 2,

(19) P sup |GN(E + in) — G(E + in)| > 6) < Ce™ VNN,
Ee€[-2+k,2—k]
Ces résultats ont été ultérieurement étendus & des queues sous-exponentielles. Ils
entrainent le phénoméne de délocalisation des vecteurs propres suivant.

COROLLAIRE 4.4. — Sous les mémes hypothéses, pour tous k > 0 et K > 0, il eriste
des constantes C,c telles que pour tout N > 2,

log N)#
P(Hv tel que Ynv=po, [vll2 =1, p € [-2 4 £,2 — K] et ||v]joo > (Ojgv—l)i> < CeellosN)*,
2

Preuve de la proposition 4.3. — Cette preuve utilise la formule d’algébre linéaire
-1
(20) (2= YN)ie = (2= N2 X = N™H (X, (2 - Y®) 71 X,))

ott Y(*) est la matrice carrée de taille N — 1 obtenue en supprimant la ligne et la
colonne k de la matrice Yy, et X est le vecteur (Xg1,. .., Xkk—1, Xkk+1y---, XkN)-
Une preuve classique de la convergence vers la loi semi-circulaire utilise l'indé-
pendance de Xj et Y(*) qui permet d’établir, par la loi des grands nombres, que
N=YXy,(z — Y®)~1X,) est proche de sa moyenne par rapport a Xj, qui est
elle-méme égale & GN'*(2) = L Tr((z—Y®¥)~1). Par la propriété d’entrelacement des
valeurs propres de Weyl, chaque valeur propre de Y (¥) est située entre deux valeurs
propres de Y, et par conséquent G™V'*(z) est proche de GV (2), ce qui permet avec
(20) et en sommant sur k, de déduire que

1 & 1
@) CO=N L evm g

avec ekN (2) tendant vers zéro avec N pour tout 2z hors de I’axe réel. Asymptotiquement,
on déduit que les points limites de G (z) satisfont I’équation

G(2) = (z - G())™"
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qui a une unique solution tendant vers zéro quand la partie imaginaire de z tend
vers l'infini. Pour obtenir le théoréme 4.1, il faut quantifier précisément les er-
reurs effectuées. Classiquement, ces erreurs étaient estimées en bornant 1’opérateur
(z — Y®*))=1 par Dinverse de la partie imaginaire de z. La remarque fondamentale
de [12] a été de remarquer qu’on pouvait minorer beaucoup plus finement la partie
imaginaire de z — Y®), pourvu qu’on puisse estimer a priori le nombre de valeurs
propres autour de la partie réelle de 2. Pour obtenir cette estimation, on remarque
tout d’abord que, pour toute mesure de probabilité P, tout n € (0, 2),

E+n

(22) < [ o dPe) < 5 P(E -1, B +1)
ey T T (E—a)? o

si bien qu’ en choisissant P la mesure spectrale de Y y, il suffit de minorer SGV (E+in)

par —M pour montrer qu’il y a au plus 2NnM valeurs propres dans [E — n, E + 7).

Mais, en utilisant (20), on trouve, comme la partie imaginaire de (X4, (z—Y *))~1 X})

a le signe opposé de celui de 7, que, avec z = E + in,

N
ISGN (2)] < (SN "HXk, (2=Y®) T X)) = (=N S(2=2F) 7 (X, uf)?) 7!

=1

ot u} est le vecteur propre de Y *) pour la valeur propre Ak En utilisant la minoration
—Q(z — AF)~1 > (2n) 71 si |AF — E| < n, on déduit que

N
(23) |SGN(E +in)| < 2p(N~! Z Lk m1<nl{Xk, uf))?)~

=1

Par la propriété d’entrelacement de Weyl, le nombre de valeurs propres de Y *) dans
[E —n,E +n] est au moins N [g_y g4n — 1. Si ce nombre tend vers infini avec N,
la loi des grands nombres implique que (¥ (g— E4n)) " Tiey 1jxk— pi<nl Xk, uf)[?
converge presque stirement vers un par l'indépendance de Xj avec (u;,\;). Nous
pouvons quantifier cette convergence par le lemme de Hanson-Wright [18] (voir aussi
[14, Proposition 4.5] pour les hypothéses actuelles) qui implique que, si v est un
vecteur aléatoire de coefficients indépendants et équidistribués selon la loi v, et A une

matrice déterministe,
(24) P (|(v, Av) — E[(v, Av)]| > §) < de~min{8C:8°C%}

avec C~2 = Tr(AA*). Conditionnellement a A := YN, 1jxk—pi<qts (uf)*, et donc

Cc?.= Zf\;l Lxe_pj<n = ]E[va=1 1M;¢_E|S,7I(Xk,uf)|2], nous déduisons que pour
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tout § > 0
N

D s p<ql (X, uf)? > €72 - 60

i=1

avec probabilité supérieure a 1 — e~ min{d:3”} i C~2 < 29N, alors
(25) N (B-n,B4n — 1 < 20N

et nous avons l'estimation désirée. Sinon, en prenant § = 2-1C~! > (nN/2)z, on

obtient
N

Z 1|A§—E|5n|<Xk»Uf)|2 > 27N g—p.mtn — 1)

i=1
avec probabilité supérieure ou égale a 1 — e~2" VN7 Dans ce cas, (22) et (23) im-
pliquent qu’avec cette grande probabilité

(N (E=n B4+ — 1)® < 4(Nn)?,

ce qui permet d’obtenir de nouveau (25), avec probabilité supérieure ou égale &
1—e 2 'VNn_ Nous avons donc dans tous les cas cette estimation. Pour obtenir
le résultat (19), nous estimons les erreurs €Y dans (21) qui valent

N
1 X
k - - kk __ N1, N2, N3
E: (z = M| Xk, ub) |—1]+—N1r((z—Y<’“)) ' (z-Yyp) 1)+—\/_:.£k +e, " +e

2!’-‘

Par la propriété d’entrelacement de Weyl, le second terme 52”2 est au plus d’ordre
1/Nn alors que skN’3 est inférieur & § > 0 avec probabilité supérieure a 1 — e8’N,
Pour 5,16\”1, nous appliquons le lemme de Hanson-Wright & v(7) = X(¢) et conditionnel-
lement & A = N~' 31, (z — M%) ~1uk (u)* on obtient, avec I, = [E — 2"y, E + 271,

et comme [\f — E|Z + 72> (2" + 1)n?si AF e I,

N
_ 1 1 Ny C’
2 - Tr(AA*) = — [ AR (U
¢ (A47) N2§|,\§—E|2+n N2Z 2n+1)

par (25). Par conséquent, (24) implique que, pour § > 1/4/Np
(26) P( max |ekN|26) < 4Ne= VN,
1<k<N

Pour en déduire une estimation sur GV — G, remarquons déja que (21) implique

1 _ er (2)
(27 GN(z) - 2= GY() =nn(z): Z (z — GV (2))( zk_GN(z)+ekN(z))
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A nn(z) donné, il y a une unique solution 2 cette équation telle que SG (z) < 0 pour
Sz > 0, et elle est donnée par

GN(Z) = %(z - \/22 —4— 2an(z) + nN(z)z) _ "7N2(z) )

Pour z de partie réelle dans |—2 + k,2 — k|, |22 — 4| > Ck, si bien que la racine est
Lipschitz & ce point et que

(28) |GV (2) = G(2)| < C(r)nn(2).-

Pour conclure, il nous faut donc montrer que ny(z) est bien petit avec grande pro-
babilité, fait pour lequel il nous suffit de montrer que z — GN(z) n’est pas trop petit
d’aprés (27) et (26). Comme les parties imaginaires de z et GV (z) sont de signes op-
posés, cela est vrai quand la partie imaginaire de 2 est plus grande que un, et ex(2)
est alors majoré par § avec probabilité supérieure & 1 — 4N e_”‘sm. Pour étendre
ce résultat & z proche de l'axe réel, 'idée est d’utiliser que la partie imaginaire de
G N (z) doit étre grande, comme on s’attend a ce qu’elle converge vers la densité de
la loi semi-circulaire qui est strictement positive dans la zone considérée. Nous pou-
vons effectuer cette estimation en partant de z = E + inp avec n > 1 et en posant
zn = E 4 i27"n. On note c(k) = inf|zj<2_knef0,1) SG(z + i) > 0. Supposons que
lestimée |GV (z) — G(2)| < € < 471¢(k) est vraie pour z = 2, ; alors, par (35), on
trouve
N 1~ 1 1
SG" (zn41) = ESG (zn) = ic(n) —e> Zc(n).

(28) donne donc lestimée pour 2z = z,41 avec probabilité supérieure 3

1 — 4Ne~ 9V N127""! pourvu qu’on puisse poursuivre la récurrence, i.e.
46 _
C(”)UN(zn+l) S C(K’) (C(K))(C(I‘i) _ 46) S e<4 IC(K’)

ce qui est vrai pour § assez petit et montre que,

N _ < N
SUp |G (n) — Glzn)| < Clx) max, lei|

pour une constante finie C(x) et avec probabilité supérieure & 1 — 4N 3, ., e~edVNn2Tn Tt

Ceci conclut ’argument en prenant 27P~! > (log N)*/Nn pour que cette probabilité
soit grande.

On peut rendre la convergence uniforme sur les variables E et 1 en s’appuyant sur la
régularité des fonctions de Cauchy-Stieltjes et une méthode de maillage classique. [

Preuve du théoréme 4.1. — Pour déduire ce théoréme de la proposition 4.3, il faut
comparer la probabilité d’un intervalle sous une probabilité P et la partie imaginaire
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de la transformée de Cauchy-Stieltjes Gp. Le point fondamental est 1’égalité

*

d
/ SGp(E +3+in) " = —Px Py([E— 1", E+7")
—n*

avec P, la loi de Cauchy de paramétre v. Si P([z,z + ¢]) < C{ pour tout [z,z + £] C
(—2+ k,2— k), nous déduisons que, pour tout E € (—2+ 2k, 2 —2k), tout a,n € (0, k)

|P((E —n", E+n"]) - Px Py([E — 0", E+n"])| < Py([—5,k]%)

+Py([—k, k]\[-a, a]) sup ]P([E -n"+y, E+n"+y))
YE|—K,K,
(29) + S P(E-a,B+a) <2+Taon +2ca.
E'=E+n* koa

Si P est la mesure spectrale (ou la loi semi-circulaire) notre hypothése est satisfaite
par (25) (resp. par densité bornée) avec grande probabilité. En prenant n = C(k)d2n*,
a = C(k)dkn* pour une constante C(k) suffisamment petite, on déduit (18) de (19).
Notons ici que la vitesse sous-exponentielle des déviations de la transformée de Stieljes
devient une vitesse sous gaussienne pour les nombres d’occupation comme on doit
prendre 7 de 'ordre de 62. O

Preuve du Corollaire 4.4. — Celle-ci est maintenant aisée. Par une simple formule
d’algébre linéaire, si Y yv = pv pour un vecteur v = (vy, 17) deCxCM1 ona

-1

r2 = (14+ N 7Xy, (0 — YD) 2x3)) 7 < (1 +NIp72 Y |(u},xl>|2) :
| A} —pl<n

En utilisant de nouveau la propriété d’entrelacement des valeurs propres, les estimées

de loi des grands nombres (24) et le théoréme 4.1 on conclut qu’avec grande probabilité

-1, - ~1
loa]? < (L+ N7 72 (W sy — 1)) < cen.

Nous choisissons finalement 7 de I’ordre de N~(log N)* pour conclure. Cette estima-
tion est uniforme sur u € [-2 + K, 2 — ] et sur les indices du vecteur v par symétrie.

4.2. Méthode des quatre moments d’aprés Tao et Vu

Dans [32], T. Tao et V. Vu ont démontré que les statistiques locales des valeurs
propres d’une matrice de Wigner dans ’intérieur du spectre sont les mémes que celles
d’une autre matrice de Wigner pourvu que les moments des coefficients coincident
jusqu’au degré quatre. T. Tao et V. Vu montrérent qu’alors on peut comparer les sta-
tistiques locales de ces deux matrices en remplagant deux par deux les coefficients de
la matrice initiale par celles de la deuxiéme matrice. Afin de montrer ce résultat, I'idée
est simplement d’estimer les dérivées des valeurs propres le long de ces interpolations
et de montrer qu’elles sont petites devant le nombre N? des coefficients. Nous considé-
rons deux matrices de Wigner Xy et Xy, dont les coefficients sont indépendants (mais
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non nécessairement équidistribués) pour ¢ < j, centrés et de variance un. Dans le cas
complexe, les parties imaginaire et réelle de la loi des coefficients sont supposées indé-
pendantes. Par ailleurs, nous supposerons qu’elles ont des queues sous-exponentielles
(2). Enfin, nous supposerons que les moments C(¢,p) = E[R(X;;)*S(X;;)P] sont les
mémes que ceux de X/, pour tout £+ p < 4. On peut affaiblir cette hypothése en
supposant que les moments d’ordre trois (resp. quatre) différent d’au plus N -3-8
(resp. N~%) pour un § > 0; cette généralisation sera cruciale dans la derniére section
pour supprimer les hypothéses sur les moments d’ordre trois et quatre. Sous ces condi-
tions, nous avons, si nous notons A (My) < Aa(Mpy) - - < Anv-1(Mn) < AN(Mn) les
valeurs propres ordonnées d’une matrice hermitienne My, le

THEOREME 4.5 (Theorem 15 de [32]). — Pour tout co > 0 suffisamment petit, pour
tout € € (0,1) et k > 1, pour toute fonction F : RE—R satisfaisant

|VIF(z)| < N
pour tout 0 < j <5 et x € R*, nous avons, pour tout iy,...,ix € [eN, (1 — €)N],
|1E [FOu (VEX), ..., i (VNXN))] — E [Fh, (VEXY), ..., )\ik(\/ﬁxj\,))” < N—%,

En particulier, une matrice de Wigner hermitienne (resp. symétrique) dont les lois
i et v ont au moins trois points dans leur support (resp. ont les mémes moments
d’ordre 4 que la matrice du GOE) a, asymptotiquement a Uintérieur du support, les
mémes fonctions de corrélations et la méme distribution d’espacement entre deux
valeurs propres que dans le cas gaussien, cf. théoréemes 0.1 et 0.2.

Il est clair que le premier résultat permet de comparer les statistiques locales de la
matrice de Wigner & celles de la matrice gaussienne pourvu que les moments d’ordre
quatre soient les mémes, ce qui donne ’énoncé concernant les matrices symétriques.
Dans le cas hermitien, on peut néanmoins comparer ces statistiques a celles des ma-
trices (14) étudiées par K. Johansson. On voit alors [32, Corollary 30] qu’il suffit que
les lois p et v aient au moins trois points dans leur support pour pouvoir identifier
leurs moments & ceux d’une loi divisible par une gaussienne. Pour supprimer cette
condition des trois points, qui en particulier exclut la loi de Bernoulli, il a été néces-
saire [10] d’utiliser 'universalité des espacements pour des matrices du type (14) avec
€ tendant vers zéro suffisamment rapidement avec N obtenue par Erdds, Ramirez,
Schlein et Yau [12]. Ce résultat a été étendu & de nombreux autres ensembles que
les matrices de Wigner hermitiennes, voir la prochaine section, mais malheureuse-
ment pas avec une vitesse suffisante pour permettre d’omettre toute condition sur les
moments en général.

Nous n’allons pas donner une preuve compléte du théoréme 4.5, qui est assez longue,
mais sa stratégie. Pour simplifier, nous nous plagons dans le cas de coefficients réels.
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On pose Ay = VNXy et Ay = VN X'y et on souhaite montrer qu’en remplagant un
a un les coefficients de Ay par ceux de Ay, on ne va pas faire trop varier les statistiques
locales. Soit F(z) = F(\i, (AN (2)),..., A (AN(2))) avec An(z) la matrice dont les
coefficients sont égaux a ceux de Ay sauf en (pq) et (gp) ou ils valent z. On voudrait
montrer que

(30) E[F(VNXp)] - E[F(VNX,,)] = O(N~27%),

afin de remplacer deux & deux les coefficients de Xy par ceux de X'y et obtenir ainsi
une erreur de lordre de N2 x N=2=% = N~ Pour cela, il nous suffit de prouver
que pour £ <5

(31) |02F ()] = O(N~#+O(cartell)),
En effet, le développement de Taylor donne
4
1
F(z) = Y (8EF)(0)2" + O(N 500 o) gpp,
k=0

que nous appliquons & z = VN, Xpg et z = VN lezq' Aprés avoir pris la moyenne sur
ces deux variables et utilisé 1’égalité des moments jusqu’a 'ordre quatre, la différence
de (30) se trouve bornée par VN® x N=5+0(c0)+o(1) — N=3+0(co)+o(1) < N=2co,

Afin de comprendre comment obtenir (31), regardons le cas ot £ = 1. Dans ce cas,
la premiére formule de variation d’Hadamard donne

DLV _ (o (A (), 0. An (DD An ()
avec u;(An(2)) le vecteur propre de An(z) pour la valeur propre \;(An(z)) et
0;AN(2) = epe; + eq€; avec (ep,e,) les p-iéme et g-iéme vecteurs de la base ca-
nonique. Par conséquent, (31) est une conséquence, pour £ = 1, de la délocalisation
des vecteurs propres, corollaire 4.4, qui nous dit que (u;(An(2)), ep) est d’ordre au
plus N -3 (log N)* avec trés grande probabilité. Pour le second ordre, la répulsion des
valeurs propres va également jouer un réle comme on trouve par la seconde formule
de variation d’Hadamard que
PXi(An(2) _ ) ((u; (AN (2)), 0: AN (2)ui(An (2)))*
d(z)? 2 N{ANG) — (AN ()

De nouveau, par la délocalisation des vecteurs propres, on s’attend & ce que le numé-

rateur soit au plus de I'ordre de N~2(log N)® alors que les valeurs propres devraient
étre trés proches des quantiles de la loi semi-circulaire (comme indiqué par le théoréme
4.1, voir aussi ’hypothése (43)), ce qui implique que A\;(An(2)) — A\i(An(2)) devrait
étre de l’'ordre de j — ¢. Par conséquent la somme sur j est au plus de l’ordre de log N
et on peut de nouveau espérer que cette dérivée seconde soit au plus de ’ordre de
N~2(log N)® avec grande probabilité. Les dérivées suivantes sont du méme type.
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L’idée est donc simple mais la preuve reste trés technique dans la mesure ou il
faut d’une part obtenir ces estimations uniformément sur z, et d’autre part arriver a
controler uniformément des quantités du type

1

; 1A (An(2)) = Xi(An(2))12
Comme la probabilité que |\;j(An(2)) — Mi(An(2))] = n™° pour un ¢y > 0 est
seulement d’ordre 1 — n~2% (I’ensemble oii deux valeurs propres coincident étant
de codimension deux), on comprend que ce type d’événement soit difficile & controler
uniformément.

Nous allons maintenant décrire la preuve plus récente du théoréme des quatre
moments donnée par L. Erdés, H.T. Yau et J. Yin qui s’appuie sur une étude précise
de la transformée de Cauchy-Stieltjes et qui est de nature plus analytique.

4.3. Méthode des quatre moments d’aprés Erdds, Yau et Yin

La méthode des quatre moments développée par Erdés, Yau et Yin repose sur un
raffinement du théoréme 4.1 qui consiste & montrer que les transformées de Cauchy-
Stieltjes de deux matrices de Wigner sont asymptotiquement équivalentes quand la
partie imaginaire de I’argument 7 tend vers zéro non plus comme N ~!(log N)* comme
dans (19) mais comme N ~17¢ pour un & > 0, ceci sous la condition que les moments
d’ordre inférieur ou égal & quatre coincident. Le théoréme s’énonce comme suit ;

THEOREME 4.6. — On effectue les mémes hypothéses que dans le théoréme 4.5,
et on choisit k,F,co de méme. On note, pour une matrice hermitienne X,
Gx(2) = (z — X)7! la résolvante de X en z € C\R. Soient Yy = N-:Xy et
Yy = N‘%Xﬁv. Alors, pour tout choiz d’entiers ({1,...,%;), on pose z]* = ET" & in
pour 1 < j < ¥4, m=1,...,k, avec E]" € [-2 + k,2 — K], pour ¢y assez petzt, pour
tout n € [N~1=¢,N~1], avec un € > 0 assez petit, la différence

(32)

{ HGYN ),1<p<k }—E[ HGY’ P),1<p<k }

tend vers zéro quand N tend vers linfini.

On peut facilement déduire un résultat du type du théoréme 4.5 (mais ot les indices
(1,-..,ix) ne sont pas fixés, au contraire du théoréme 4.5 ol on peut par exemple
étudier les fluctuations de la N/2-iéme valeur propre ordonnée, mais génériques, car on
a acceés seulement aux fonctions de corrélations a partir des transformées de Cauchy-
Stieltjes) de nouveau en utilisant que la partie imaginaire de la transformée de Cauchy-
Stieltjes n’est que la régularisation de la loi par une variable de Cauchy dont la taille
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est grosso modo donnée par la partie imaginaire du nombre complexe auquel elle
est évaluée. Le théoréme ci-dessus montre qu’on peut la prendre d’ordre négligeable
devant N~1, qui est I’espacement typique que nous cherchons & observer entre les
valeurs propres. Au moins au sens faible, ceci nous permet d’approximer les fonctions
de corrélations par leur convolution par des lois de Cauchy de paramétre négligeable
par rapport & N™1, ce qui s’exprime en fonction des différences de (32).

Preuve du Théoréme 4.6. — Comme dans la préuve de T. Tao et V. Vu, I'idée est
de remplacer progressivement les coefficients de Yy par celles de Y. Soit Y%,
1 < p < N(N+1)/2 une famille de matrices telle que Y} = Y et Yx(NH)/z =YYy,
Y% et YR ne difféerant quen deux sites, notés (ip,jp) et (jp,ip). Notons
=Q+LV’“pourk=pet;p+1,z—wecV":v(c e,pe;p+v e

ipJp ]p”pe]P ip

pour v} X” et vp i = X;. Nous allons comparer la résolvante R = (z — Q)" de
Qa celle S’C -1 de Y%, par le développement

N
(33) R=S8%"—-N"38%V*S* ... 4 N-5(SkV*)10R,

Pour controler ce développement, nous allons utiliser des bornes a priori sur les coeffi-
cients de S* et R. Tout d’abord, (19) peut étre un peu améliorée (avec des techniques
analogues, cf. [16]) pour montrer que, pour tout 7 > 0, tout y > N7

(34)
1
(va -FE— iy)kk

On peut étendre le controle de la partie imaginaire & y > N~1~¢ pour € > 0 en notant

max max max > N?" ) < CN~loglog N
0<p<N(N+1)/21<k<N |E|<2-x

I'inégalité

1 y 1
5 o (gres) [<Ee(gris) | o<nsy
( Y%_E*W kk n YfV—E—Zy kk
qui implique avec n = N~*7 et y > N717¢ que
(36)

1 )
SmF—F——
( YR -E—-iy/,,

Afin d’en déduire un contréle sur tous les coefficients de la résolvante S*, notons que,

max max max > N3te | < N~ loglogN
0<p<N(N+1)/21<k<N |E|<2—~

pour tout 1 < j,7 < N, si (u;,A;) est une base orthonormée de vecteurs propres et

valeurs propres associées de Y% %, ona
; 1
< (S pof) (e
[z =X |z - /\z|

N
Z Ue(Z)Ue
z — )\g
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Pour utiliser notre borne (36), remarquons qu’avec z = E + iy, |z — Ag| > y et sur
m={€:2™" 1y < |\ — E| < 2™y},

e — 2|7 < 23(E — 2™y — Ap) 7!
alors que |A\¢ — z| ™! est uniformément bornée sur |\, — E| > 1. Donc, avec probabilité
supérieure & 1 — CN 198186 N 'on 3 par (36)

Clog N
<2 Z S((es, (B — 127 ™y — YK )" le;)) < Clog NN37+¢
=1

Y Jue(3)[2
— 2= A T

Nous avons donc montré que, pour tout y > N~17¢,

(37)

Grace & (33), on voit aisément que les coefficients de R satisfont la méme borne,

P max max  max > N47+e ) < N~ loglog N
0<p<N(N+1)/21<k <N |E|<2—x 5t

pourvu que 57 + & < 27! puisque les coefficients de V* sont bornés par N™ avec
grande probabilité et R;; est majoré par y~! < N**¢. On peut inverser R et S k dans
(33) de facon & développer S* en fonction de R et V* qui sont indépendants, pour
avoir

S* = R+N2RV*R+ N~ (RV*)’R+N"3(RV*)’R+N"*(RV)*R+ N3 (RV*)*S*.

Nous démontrons finalement le théoréme avec k = 1 = ¢; pour simplifier les notations.
Posons

1 _s _s 1
¢k = ST (S* ~R-N"HRVFPS*) et ¢f=N"ETTx (RVH)°S)

si bien qu’avec grande probabilité, par (37), (¥ est au plus d’ordre N -5+ pour un
¢’ = 5(57 + ¢€). La formule de Taylor nous donne

E[r(m(sh)| =B [F (51(R) + ¢ )| + 001F ) N1+

4

_y By E[(cl) g |ro (Zme(m) |

p=1

!

+E [F@ (sme(ry+¢) CF } + O(F )N 5+

ou ¢’ € [0,¢;] et nous avons utilisé I'indépendance de {; et R. En faisant la différence
E[F (#Tr(SP))] — E[F (& Tr(SP*!))] et en utilisant que tous les termes d’ordre infé-
rieur ou égal & quatre du développement disparaissent par la condition des moments,
on voit qu’il ne reste que des termes au moins d’ordre 5 en V¥, et ils sont au plus
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5 ’ . PRIy
d’ordre N~21¢, ce qui permet de conclure que, pourvu que les dérivées de F ne
croissent pas trop vite,

elr (7o (=) -2 [r (3 () )| = o0

avec £/ < 1/2. Si les hypotheéses sur les moments d’ordre trois et quatre sont affaiblies,
on voit que cette différence reste de Pordre de N~ 2|mg —msg| +N~2|m, —m}| et reste
donc petite devant N2 sous les hypothéses effectuées. Sommant p de 1 &4 N(N +1)/2
permet de conclure. O

5. UNIVERSALITE A L’INTERIEUR DU SPECTRE; UNE
APPROCHE DYNAMIQUE

Je décris maintenant ’approche développée par L. Erdds, B. Schlein et H.T. Yau
et leurs coauteurs pour étendre l'universalité des statistiques locales obtenue par
K. Johansson [21] pour I’ensemble des matrices hermitiennes divisibles par une gaus-
sienne (14) & de nombreux modéles (en particulier les matrices symétriques) et au cas
ou le terme de bruit € tend vers zéro avec la dimension N. Cette étude permet égale-
ment d’affaiblir les hypothéses sur les moments d’ordre 3 et 4 du théoréme 4.5. Elle
s’appuie sur la remarque que ’ensemble des matrices divisibles par une gaussienne
peut étre vu comme le processus & valeurs matrices engendré en faisant évoluer les
coefficients de la matrice Vy selon un processus de Ornstein-Uhlenbeck. En effet, si
(Gn(t))e>0 est un processus & valeurs matricielles construit comme la matrice Gy
du GUE mais avec des coefficients browniens a la place des gaussiennes, le processus
de Ornstein-Uhlenbeck solution de

(38) Xy (1) = dGn(t) - sXn(d  Xn(0) = Vi

a la méme distribution que X de (14) a l'instant ¢ = log(1 — €)~!. Le théoréme
d’universalité dit donc que les statistiques locales du spectre de ce processus sont ap-
proximativement les mémes en temps petit qu’en temps ¢ tendant vers linfini, Xy (¢)
convergeant alors vers une matrice du GUE. En d’autres termes, I’équilibre local est
atteint trés vite. La théorie des processus aléatoires, et en particulier les techniques
d’hydrodynamique, doivent donc permettre d’améliorer les résultats de K. Johansson.
Par ces méthodes, il a été démontré [11] que 'universalité des statistiques locales des
valeurs propres est vraie pour la matrice de (14) avec ¢ tendant vers zéro avec N,
pourvu que ce soit plus lentement que N —%. Nous allons exposer ci-dessous ’ap-
proche de [14] qui donne un résultat légérement plus faible mais qui s’étend & un
cadre beaucoup plus général, englobant en particulier le cas des matrices symétriques
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ou symplectiques, et qui ne nécessitent aucune formule explicite des densités utilisées
par K. Johansson et dans [9].

Il a été montré par F. Dyson [8] que les valeurs propres (A1(t),...,An(t))t>0 =
VN(mi(t),-..,nn(t))e>0 du processus de Ornstein-Uhlenbeck (38) sont décrites par
le systéme d’équations différentielles stochastiques suivant :

V2 1

dni(t) = \/FJVdWZ N X; mdt ~U'(mi(t))dt,

(39)
avec B = 2, U(z) = 27'z? et N mouvements browniens indépendants (W*);<i<n.
Le paramétre @ est introduit car (39) décrit aussi I’évolution des valeurs propres
du processus de Ornstein-Uhlenbeck symétrique (cas 3 = 1) et symplectique (cas
B = 4) (décrit par (38) mais ou Gy est un mouvement brownien symétrique ou
symplectique et non hermitien). La fonction U est supposée deux fois continuement
differentiable et convexe. Dans le cas ou U n’est pas quadratique, cette mesure ne
correspond plus & la loi de matrices de Wigner, mais & des lois appelées modéles de
matrices, également beaucoup étudiées. Le cas ou U posséde un terme logarithmique
décrit le cas des matrices de Wishart [15]. Comme une partie de cette section s’étend
au cas de fonctions U générales, nous nous placerons dans ce cadre bien que la seule
application que nous développerons ici concerne le cas ou U est quadratique. Ce
systéme d’équations est bien défini et a une unique solution forte dés que 8 > 1, ce que
nous supposerons par la suite (voir e.g. [1, section 4.3]). De fagon moins probabiliste,
le calcul d’It6 implique que la loi P de la distribution & I'instant ¢ de la solution de
(39) issue de z satisfait I’équation différentielle

o [ 1warew) = [ Liwapzw)

avec, si 0; est la dérivée par rapport a la i-iéme variable, L le générateur donné par

Lf(y) = NZEPf(y + ) afy —U'(yi)+%z i

1<i<N i YT Y

pour toute fonction f deux fois continuement différentiable sur RY. Par intégration
par partie, on vérifie aisément que Py satisfait la propriété de symétrie

(0 [ PrDs@)i2n(@) = [ 1@Pe(0)aPn (o),

ot Py est la mesure de probabilités

(41) ?N(dirl, d.'l?N - H |$, — T |ﬁ —NB Zt 1 Ulz:) H d.’lll
z<]
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On retrouve dans le cas 3 = 2 (resp. = 1, resp. = 4) et U(z) = 4~ 32?2 la loi jointe des
valeurs propres du GUE (4) (resp. des matrices de Wigner gaussiennes symétriques,
resp. symplectiques), & une homothétie par VN prés.

Une conséquence de (40) est que P est une mesure stationnaire de la dynamique
(39). La dynamique converge quand le temps tend vers I'infini vers cette mesure, avec
une vitesse indépendante de N quand U est strictement convexe. Nous supposerons
par la suite que la condition initiale est aléatoire, de loi Py(dz) = fo(z)Pn(dz), et
noterons P, = [ PFPy(dz) la loi de la dynamique a l'instant ¢.

Le but de cette section est de montrer que les fonctions de corrélations de P, et
les espacements sous P; sont approximativement les mémes que celles de la mesure
d’équilibre Py sous des hypothéses assez générales sur la loi P, et pour des temps ¢
tendant vers zéro avec N. Notons p¥ (resp. pi,n) la fonction de corrélations & k points
sous P; (resp. Pn).

THEOREME 5.1. — Soit Xy une matrice de Wigner hermitienne ou symétrique telle
que v et p satisfont une inégalité de Sobolev logarithmique. Soit Py le semi-groupe
issu des valeurs propres de X/ V/N. Alors, il existe € > 0 tel que, pour tout K > 0
suffisamment petit tel que [E — k, E + k] C ]—2,2[, tout ¢’ > 0, toute fonction test O
a support compact,

E+k L o ak
I dE' | O(ay,...,0 =) (B 42 B+ 5 doy - day = 0.
Nl—Ivnoo /;_n - ( 1y ) k)(pN—25+e pk,N) + Na + N 1 A
L’hypothése de log-Sobolev est superflue, mais nous n’essayerons pas ici d’obtenir
les meilleures conditions. Nous renvoyons a [1, section 2.3.2] pour la définition et
Pimplication de cette inégalité sur les valeurs propres des matrices de Wigner. On
notera que le résultat est un peu plus faible que dans le théoréme 4.5 comme il faut
moyenner sur I’énergie E’ et considérer des valeurs propres non ordonnées.

COROLLAIRE 5.2. — Soit Xy une matrice de Wigner symétrique ou hermitienne
telle que v et u satisfont une inégalité de log-Sobolev. Les fonctions de corrélations a
Vintérieur du spectre ont les mémes limites (au sens faible) que dans le cas gaussien
siv et p satisfont [ z*dP(z) > ([ 91:3dP(z))2 + 1.

Dans le cas hermitien, il a été démontré dans [9] que le € du théoréme 5.1 peut
étre pris d’ordre aussi proche de 3/4 que souhaité, si bien que comme les quatre
premiers moments des coefficients de la matrice X (N ~3/ 4+9) satisfont les hypothéses
du théoréme 4.5, on peut conclure sans aucune hypothése sur les moments d’ordre
supérieur ou égaux a trois. Cette précision est obtenue grace a la formule explicite des
densités. Dans le cadre général, la vitesse n’est pas suffisante et la condition sur les
moments assure qu’on puisse utiliser le théoréme des quatre moments [32, Lemma, 28].
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5.1. Processus et universalité des statistiques locales

Nous montrons tout d’abord que les statistiques locales de la dynamique sont
approximativement les mémes en un temps N ¢ qu’en temps infini, sous certaines
hypothéses sur le processus que nous vérifierons par la suite dans le cas des matrices
de Wigner. Tout d’abord, nous supposerons qu’il existe une densité continue & support
compact p (p = psc si U = Bz?/4) d’une mesure de probabilité telle que, pour tout
a<b

b

(42) Jim supl / Z 1(y; € [a,b))dPi(y) — / p(:L')da:l =0.
N—o0 >0 a

Par ailleurs, nous devons supposer que les y; sont trés proches des quantiles de la

mesure limite, donnés par f p(z)dz = j/N. L’hypothése est qu’il existe € > 0 tel

que

N
(43) Qn :=sup / j;(yj —7;)?Py(dy) < CN 7%,

Nous allons voir que ces hypothéses permettent de montrer que les espacements des
particules sont universelles dans le sens suivant.

THEOREME 5.3. — Supposons que les hypothéses (42) et (43) sont satisfaites. Sup-
posons par ailleurs que la condition initiale Py est absolument continue par rapport a
la mesure Pn et que Uentropie Sg, (Py) = [ log ﬁdPo crott au plus comme CN™
pour des constantes C, m indépendantes de N. Posons, pour un entier n et une fonc-
tion G & support sur R™, pour m = (m; < --- <m,) € N* et z € RN

(44) G, () == G (N(Titmy = %)y N(@itmy = Titmy)s- - oy N(@itm, = Titma_y)) -

Alors, pour tout § > 0, et toute fonction G continuement differentiable & support

compact, il existe une constante finie C telle que pour tout ensemble J C {1,...,N —m,},
/ Zﬁzm )dPy-2e+5(z) — /Nzgzm dQN(z) <CN_E+35
i€ i€

Ce théoréme permet de montrer I'universalité des fonctions de corrélations sous
une hypothése supplémentaire sur la densité locale que voila. Pour tout compact
Iy c {E : p(E) > 0}, et pour tout §,0 > 0, il existe une constante C,, telle que, pour
tout intervalle I C Iy, |[I| > N~1*7, pour tout K > 1,

(45) sup Pr(#{i:z; €I} >KN|I|)<C,K™

7-2 N-—2e+é
Si p¥ (resp. px ) représente la fonction de corrélations de la loi P; (resp. #x), nous
allons montrer le résultat suivant.
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THEOREME 5.4. — Supposons (42), (43) et (45) vérifiées. Supposons que Sgp,, (Po)
est au plus de l’ordre de CN™ pour des constantes C et m indépendantes de N. Soit
E un point tel que p(E) > 0. Alors, pour tout § > 0 assez petit, pour tout p > 1, pour
toute fonction réguliére o support compact O, pour tout k > 0, la limite quand N tend
vers Uinfini de

E+k
’ Y1 ’ Yp
sup / dE’ /O (y1,- ,yk)( - peN)(E + Np(E)’””E + Np(E))dyl dyp

t>N—2e+6

est nulle.

5.1.1. Preuve du théoréme 5.3.— Ce théoréme ne nécessite pas la convexité du po-
tentiel qui régit la diffusion (en fait inf U”(z) > —oo suffirait). Sa preuve est fondée
sur une idée trés astucieuse de [14] qui est d’introduire une dynamique auxiliaire
qui converge plus rapidement vers 1’équilibre, puis de montrer que ce changement
de dynamique affecte peu les statistiques locales. Cette dynamique a pour mesure
d’équilibre la loi

e NV S oL, Wizs)

ZN

avec W;(z) = (2R?)!(z; — 7;)? et satisfait le systéme d’équations

dln(z) = dPn(z)

(t) —11;(2)

Nous prendrons par la suite R tendant vers zéro avec N, si bien que cette dynamique

(46) diis(t) = %dWZ T ﬁfi~—dt ~ U/ ((6))dt — 2 e®) ~ )t
g#i "

a tendance & garder les valeurs propres beaucoup plus proches des quantiles de la
mesure d’équilibre. Notons Q7 la loi de cette dynamique a I’instant ¢. Le générateur
de cette dynamique est donné par

(47) Lf(y) = ﬂNZazn > o) (-Uw) + NZ - =)

1<i<N

De nouveau, nous avons la propriété de symétrie
- 1 &
[ feEa@ian@ =55 > [ ar@dge)itn(z) = -Dl,g).
j=1
On note D(f) = D(f, f) la forme de Dirichlet sous Q.

PROPOSITION 5.5. — Soit q; la densité, par rapport & la mesure Qy, de la lo
Q: = [ QFqo(z)dQn(z) de la solution de (46) issue de = de loi qo(x)dQn(z) pour
une fonction qo € L ().
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1. Nous avons les estimations suivantes

W) oD@ <L - [ ¥ CYE

(%i — w])2

i,7=1

(49) il dt/Z Ot = 50 4y < D),

(zi — x;)?
et le contréle de 'entropie Sy, (f) = J flog fdQn, pour une constante C > 0,
_c
(50) Sau () < e Sg, (g0) -

2. Pour tout n entier et toute fonction différentiable G a support compact, pour
tout m € N™ et avec la notation (44), pour tout 7 > 0, il existe une constante

finie C(G)
\/NZym(x)d(quN—QN @) < 0(@) (VDWa) N +/Sg, (aw)e 075

Preuve. — La preuve du premier point de ce résultat s’inspire des idées de [3] qui
a montré que les diffusions associées & des mesures d’équilibre de densité stricte-
ment log-concave convergent vers ces mesures et qu’on peut estimer la vitesse de
cette convergence. L’argument doit cependant étre adapté car la mesure est dégéné-
rée aux points ou deux particules coincident et la diffusion vit sur la chambre de Weyl
A = {(\) € RN, \; # )}, sii#j} (voir [1, Theorem 4.3.2]) plutét que sur RY. Nous
n’entrerons pas dans les détails de cette adaptation et supposerons que toutes les
fonctions manipulées sont bien réguliéres. Pour borner la forme de Dirichlet de /g,
notons que comme pour toute fonction deux fois continuement dérivable, par symétrie,

0. [ f@)a()ddn (@) = [ Er@a@ion@ = [ 1@ ia@aioye)

la continuité de ¢; assure que 0;g:(z) = eq(cc) pour tout x. Posons h; = /gq; et
utilisons

1., 1=, = 1
Othy 2htatht ohy hi t + ohy 1(h¢y hy)

ou I'; est le carré du champ

N
Ti(f9) = Lfg) — fLg— gLf = — 3 (8:)(B:0).
AN i=1
Par conséquent, nous trouvons que
1 ~ 1
8t,8D(ht) = — / VhtV (Lht + —Fl(ht,ht)) dQN((L')
60 = 5 [Tl Ehdln(@) + 5 [ Ihe (GTilhh)) don (o).
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Par ailleurs notons que pour tout ¢
N
8iLh — LO;hy =) _ Hess H; ;05
j=1
ot le Hamiltonien H est le logarithme de la densité de ¢y par rapport & la mesure
de Lebesgue et HessH;; = 0;0;H. Par conséquent, en injectant cette formule dans
le premier terme de (51) et en utilisant de nouveau la formule de symétrie de L, on

trouve
(52)
B;h1d;h
88D (he) = / (vm Hess H; jVh; — N g:l (8;8;hs — ;th t)2> dQy .

La suite repose sur la stricte concavité du Hamiltonien donnée par la convexité de U
qui implique que, pour tout v € RV,

(53) - Z v;Hess H; j(x)v; > " Zv + NZ ':Zj)z

3,5=1 z<J

et donc (52) donne (48). On déduit de (48), en négligeant le second terme de son
membre de droite, qu’il existe une constante C > 0 telle que

(54) D(V&) < ™ D(v/%o)

si bien que D(,/q;) tend vers zero quand ¢t tend vers l'infini, ce qui montre en passant
la convergence de la dynamique vers la mesure d’équilibre. On obtient (49) en inté-
grant (48), en négligeant le premier terme de son membre de droite, par rapport au
temps et en utilisant que D(,/g;) tend vers zéro & I'infini. La stricte concavité du Ha-
miltonien H, Hess H(z) < —R~2I implique que la mesure ¢y satisfait une inégalité
de log-Sobolev logarithmique de constante R?, qui peut se démontrer par des argu-
ments similaires & ceux que nous venons de développer, cf. [3] ou [1, Theorem 4.4.18].
L’inégalité de log-Sobolev permet de majorer I’entropie par la forme de Dirichlet et
donne (50) car

(55) BtSQN (¢t) = —D(Vat) < —R_ZSQN (gq¢) -

Le deuxiéme point de la proposition est fondé sur I'idée que la mesure ¢, est aussi
égale a la limite quand ¢ tend vers I'infini de ¢; @ . Pour simplifier les notations, nous
considérons le cas ot n = m = 1. Notons, pour tout s < t,

Ay s ’/ Z G(N(z; — %i+1))(gt — g5)dUn | -

Nous devons majorer Ag o (G) que nous décomposons en

(56) Do,00(G) £ Ao (G) + Ar o (G) .
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Pour le second terme, notons que, comme G est uniformément bornée,

Ar,00(G) < |Gllocllgr-@n — @ llTv < 1Gllooy/ 250, (gr)

par l'inégalité de Csiszar-Kullback-Pinsker [35, p.293], avec ||.||Tv la norme de varia-
tion totale. (50) implique par conséquent que

Crt

(57) Ar,00(G) < [|Gllooy/ 25y (g0)e™ 277 -

Par ailleurs, nous avons

N ,
Ao, (G) aj (%7 > G(N(zi - wi+1)))6jqudQN

Il
»
2|~
o\_‘

II
o
Il
-

< /OT dul ¥ Z G'(N(z; — 2i4+1))(0iqu — i+IQu)dQN‘

N
T 61Qu_ 7 IQul
< d / uG, Ty — T4 i L |—+—_‘—
< [ [ ARG Wl — zonl a0y
N 3
< () 4 [ S OWe - ai) e i audn)
0 i=1

/ /N2 (0iv/@u — Bit1 qu)deN)% < C(G) D(vao)r

(l‘z - -'L'i+1)2 N

ol nous avons utilisé 1’1negahte de Cauchy-Schwarz, puis (49) et le fait que, comme
G est & support compact, seuls les i tels que x; — x;41 est d’ordre N ! contribuent &
la somme ci-dessus. (56) et (57) permettent de conclure. a

Afin de démontrer le théoréme 5.3, il nous faut supprimer la régularisation par le
potentiel dépendant de R. L’idée est de prendre comme condition initiale go(z) = Ti%iv-
si bien que le second point de la proposition 5.5 donne

dP; dP; )6_#
dQn dOn

Afin de conclure, il suffit d’utiliser cette inégalité avec Py = pg et P, = Py = QN et de
faire la différence pourvu que les entropies et les formes de Dirichlet de et dQ

< C(G)4/ N-1D(

)t +C(G)4/San(

(58)
) |32 G- 1) @)

i€J

soient bien controélées. Le lemme suivant fournit les estimations necessalres

LEMME 5.6. — Soit t = R2N€ avec ¢ > 0 aussi petit que souhaité et supposons
SQN(d—P*’—) < CN™. Alors, avec A = sup;5o 3, [(%472)?dPi(x), on a

dP;
ddn

dP,
Son (th

D( ) <CNA ) < CR®NA.
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Pour achever la preuve du théoréme 5.3, prenons R2 = N—¢+(é—¢ )/2 tendant vers
zér0 si bien que (43) implique que A < CN2(~¢), Comme Sg,(dg/dQN) < Sp, (@) + A
pour ¢ = PN ou q = P,, ces entropies croissent au plus polynomialement sous nos
hypothéses et (58) avec t = RZN€ permet de conclure pour ¢’ et § assez petits.

Preuve du Lemme. — De nouveau, on dérive ’entropie pour trouver que
dP, dP, dP,
9Sq (PP _ ‘)+/L g
dQn

_ dP, z;—; . dP,
= Y, +Z/ “w %ag,
-D( dPt % (,/dpt)+2NZ/( i_iyzgp,

o1l nous avons utilisé que L est invariant dans la seconde ligne, et 'inégalité de Schwarz

IA

dans la derniére. En utilisant I'inégalité de log-Sobolev, on déduit que
dP; C dP,

atSQN(Zl_Q—;]—) S R2 QN(dQ

)+ 2NA,

ce qui donne la seconde inégalité du lemme aprés intégration comme N me =t <
2NAR? avec nos choix. On obtient la seconde inégalité en en intégrant 1'inégalité

ci-dessus entre T et 7/2 et en utilisant la décroissance de t—D(4/ :TPJ‘V-). a
5.1.2. Preuve du théoréme 5.4.— Nous montrons maintenant comment déduire du

théoréme 5.3 concernant les espacements des valeurs propres la convergence des fonc-
tions de corrélations en moyenne, sous ’hypothése (45) d’absolue continuité locale
par rapport & la mesure de Lebesgue. Pour cela, notons que nous pouvons supposer
la fonction test O symétrique et que nous avons par définition

E+n
vy 9 T BV S
/ /O(yly--wyp)ft (E NPSC(E),...,E + NPSC(E))dyl dyp

E+k
= p'/ dE,/ Z O(]V(:E,,1 - E’), ]V(.’l)i2 - E,), e ,N(.’Eip - E'))dPt(:c)
11 <ig-<ip
N

E+k
=p! ), / dEI/ZO (N(zi = E"), N(Zitmy — Titmy_,)1<k<p-1) dP(2)
0<mi<-<my_y Y E— i=1
avec mg = 0 et 0(u1, vy tp) = O(pse(E)uq, psc(E)(ug — u1),...). Nous avons dans
le théoréme 5.3 estimé des quantités du type de celles ci-dessus, avec deux différences
notables. Tout d’abord, nous avons ici une somme a priori infinie de ces quantités; ce
probléme est résolu par la compacité de O et 'absolue continuité locale qui permet
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de montrer que seulement le cas oit ) m; et i sont bornés contribue & la somme.
Par ailleurs, les fonctions ne dépendaient pas du premier terme N(z; — E’) dans le
théoréme 5.3 ; ce probléme disparait grace & la moyennisation sur E’ (qui peut étre
étendue a la droite réelle par la remarque ci-dessus). Nous ne détaillons pas plus cet
argument, voir [15, section 7).

5.2. Applications aux matrices de Wigner

Dans cette partie, nous indiquons comment déduire le théoréme 5.1 et le corollaire
5.2 des théorémes 5.3 et 5.4.

En ce qui concerne le théoréme 5.1, il s’agit simplement de montrer que les hypo-
theéses (42) et (43) sont vérifiées puisqu’alors c’est une conséquence directe du théo-
réme 5.4. Mais P; est la loi d’'une matrice de Wigner Xy (t) dont les coeflicients ont des
lois v et u; dont les queues sont sous-gaussiennes par définition. (42) avec p = ps. est
donc une conséquence de (1), et (45) une conséquence de (25). (43) est un raffinement
de (18) qui permet d’inclure les bords; nous ne le détaillerons pas ici et renvoyons
le lecteur & [15, section 8|. La preuve de [16, Theorem 6.3] nécessite I’hypothése de
log-Sobolev, afin de montrer que les valeurs propres sont proches de leurs moyennes
[1, Theorem 2.3.5].

Pour le corollaire 5.2, I'idée est de démontrer qu’on peut approcher les lois v et p
par leur évolution sous la dynamique v; et y; pour que les statistiques locales soient
peu modifiées. La premiére approche développée dans [14] a consisté a construire un
« flot inverse » de maniére & bien approximer n’importe quelle loi v par P;; pour une
certaine loi 4 pour laquelle le théoréme 5.1 est valide. i; est appelé « flot inverse ».
Plus récemment, voir [16], 'argument a plutot été d’utiliser le théoréme des quatre
moments 4.5. Notons déja que, si les moments d’ordre 3 de p et v s’annulent, la
différence des moments d’ordre quatre entre v; et v est au plus d’ordre t = N ~° pour
un € > 0 si bien que nous pouvons conclure. Sinon, il suffit d’utiliser un mélange de
Pargument du flot inverse et du théoréme des quatre moments pour construire, cf. [16,
Lemma 6.5], une loi 7, satisfaisant 'inégalité de log-Sobolev, et telle que v; = P
satisfasse les conditions des moments jusqu’a ’ordre 4 quand ¢t = N~¢ pour un € > 0.
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