
Astérisque

OLIVIER BIQUARD
Métriques Kählériennes extrémales sur les surfaces
toriques [d’après S. Donaldson]

Astérisque, tome 339 (2011), Séminaire Bourbaki,
exp. no 1018, p. 181-201
<http://www.numdam.org/item?id=AST_2011__339__181_0>

© Société mathématique de France, 2011, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique l’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AST_2011__339__181_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Séminaire BOURBAKI 

62 e année, 2009-2010, n° 1018, p. 181 à 201 

Mars 2010 

MÉTRIQUES KÂHLÉRIENNES EXTRÉMALES 

SUR LES SURFACES TORIQUES 

[d'après S. Donaldson] 

par Olivier BIQUARD 

INTRODUCTION 

Dans les années 1980, E. Calabi, étudiant les variétés complexes, a initié le pro­

gramme consistant à trouver dans une classe de Káhler une métrique privilégiée, 

appelée extrémale [5, 6 ] . La recherche dans ce domaine est devenue particulièrement 

active depuis le programme de S. Donaldson dans les années 2000 [10 , 11 ] . Donnons-

en la conjecture centrale dans le cas des métriques à courbure scalaire constante (un 

cas particulier de métrique extrémale) : 

CONJECTURE 0.1 (Yau-Tian-Donaldson). — Soit X une variété compacte complexe, 

munie d'une classe de Kâhler entière L. Alors Vexistence d'une métrique kàhlérienne 

à courbure scalaire constante dans L est équivalente à une propriété algébrique de 

(X,L), appelée K-polystabilité. 

La condition algébrique de K-(poly)stabilité sera précisée plus loin : introduite par 

Tian [27] dans l'étude des métriques de Kàhler-Einstein, elle a été généralisée par 

Donaldson [13]. 

La conjecture est un analogue sur les variétés de la correspondance fameuse de 

Hitchin-Kobayashi entre fibres holomorphes polystables et métriques de Hermite-

Einstein. 

La partie facile de la correspondance de Hitchin-Kobayashi sur les fibres est le fait 

que l'existence d'une métrique de Hermite-Einstein implique la stabilité. Sur les va­

riétés, même cette direction, à savoir la nécessité de la condition de K-polystabilité, 

est difficile : après les travaux initiaux de Donaldson [12] (voir l'exposé [4]), cette 

partie est maintenant largement démontrée [25 , 2 3 , 2 4 ] . En revanche, construire une 

métrique à courbure scalaire constante sur une variété K-polystable est considérable­

ment plus délicat. Le théorème suivant de Donaldson est donc important, en ce qu'il 
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182 O. BIQUARD 

exhibe la première classe assez large de variétés kâhlériennes sur laquelle est vérifiée 

la conjecture : 

THÉORÈME 0.2 (Donaldson). — La conjecture est vraie sur les surfaces complexes 

toriques. 

Ce théorème est le point culminant d'un travail de plusieurs années sur les variétés 

toriques [13, 14, 15, 17], dont cet exposé tente de rendre compte. Sur la géométrie 

kahlérienne torique en général, et son extension aux variétés sans multiplicité, on 

pourra consulter utilement le survey [16]. L'article [26] étudie ce qu'on peut dire 

quand la variété torique n'est pas K-polystable. 

Remerciements. Je remercie en particulier Paul Gauduchon et Vincent Minerbe pour 

leur aide précieuse dans la lecture des travaux évoqués ici. 

1. GÉOMÉTRIE KAHLÉRIENNE TORIQUE 

Une variété torique est une variété kahlérienne (Xn,tj), munie de l'action hamil-

tonienne effective d'un tore compact Tn = t/A. 

1.1. Structure symplectique 

On dispose alors d'une application moment, T-invariante, /2 : X —• t*. En clair, 

si (K1,... ,Kn) est une base de champs de vecteurs induits par l'action de T n , et 

(x1,... , x n ) sont les coordonnées sur t* données par x% — ( iP, •), alors on peut voir 

les Xi comme des fonctions sur X via /i, et elles satisfont 

(i) dxl = —iKiüj. 

On peut choisir des coordonnées angulaires 0*, de sorte que K% = et la forme de 

Kahler s'exprime alors, sur l'ouvert où l'action de T est libre, comme ( 1 ) 

(2) UJ = dx1 A d6i. 

Les (xl,6i) sont les coordonnées action-angle (le choix des 6i n'est pas unique). 

L'image P = /JL(X) est un polytope convexe de t*, enveloppe convexe de l'image 

des points fixes de l'action de T ; il satisfait les axiomes des polytopes de Delzant : 

1. P est simple : chaque sommet est l'intersection d'exactement n faces (de codi-

mension 1) ; 

( 1 ) Dans tout l'exposé, on utilisera la convention usuelle de sommation implicite : si un symbole 
apparaît à la fois comme indice et comme exposant dans une formule, alors il est automatiquement 
sommé ; par exemple, la formule (2) signifie en réalité dx% A d6i. 
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2. P est rationnel : chaque face a une normale rationnelle v G QA C t; on choisira 

toujours la normale entière (y G A), primitive, et pointant vers l'intérieur de P ; 

3. à chaque sommet, l'ensemble des normales des n faces s 'intersect ant en ce som­

met est une base entière de A. 

Réciproquement, tout polytope de Delzant est l'image par l'application moment 

d'une variété torique [9]. La construction se fait de la manière suivante : soient 
v\,..., v H les normales (entières, primitives, entrantes) aux H faces du polytope P, 

de sorte que P = C\i{(vi, x) + c$ > 0} . On considère l'action du tore TH sur CH, dont 

l'application moment est (^l^ 1 ! 2 — c i , . . . , \ \zH\2 — CH)- L'application RH —• t, donnée 

par (yk) i—> Yli Vk^k, induit un morphisme TH —> T dont on appellera le noyau N. 

Alors on récupère la variété torique X par le quotient kahlérien X = CH//N, muni 

de l'action résiduelle de T = TH/N. L'application moment /XJV : —> n* est la res­

triction à n de fi. L'application moment de l'action de T sur X apparaît alors comme 

la restriction de /x à / ^ ( O ) , et on peut vérifier explicitement que son image est le 

polytope P. 

1.2. Structure complexe : les coordonnées complexes 

L'action du tore Tn s'étend en une action holomorphe du complexifié Tg = (C*) n . 

Choisissant un point base dans X , un ouvert dense de X est ainsi identifié à (C*) n , 

et donc muni de coordonnées complexes za = exp(ya + i0a), où ya G R et 0a est 

une variable angulaire. Dans ces coordonnées, la forme de Kahler est donnée par un 

potentiel T-invariant ip, de sorte que u — ddcip (= 2iddip). On calcule alors la forme 

de Kahler u et la métrique q : 

(3) 
d2y 

dyadyb 

dya A d0b, 9 = 
d2ip 

dyadyb 
(dyadyb + d0ad0b). 

1.3. Structure complexe : les coordonnées symplectiques 

L'invariance sous T des xl et de la structure complexe J implique immédiatement 

{dJdx^Kj.Kk = 0. En outre, puisque J est une structure complexe integrable, la 

2-forme dJdx1 = dcdxl est de type (1,1). Comme les (l,l)-formes sont engendrées 

par les formes 

(4) dxj Adxk + (Jdxj) (Jdxk) et (Jdxj) Adxk -dxj A(Jdxk), 

ces deux faits ensemble impliquent que dJdx1 se décompose uniquement sur les formes 

de type (Jdxj) A dxk — dxj A (Jdxk). Ainsi l'idéal engendré par les 1-formes Jdx{ est 

préservé par d, donc la distribution D = nker(Jda^) est integrable. On peut alors 

choisir les coordonnées 6i de sorte que D = flkerd0¿. 

On écrit alors 

(5) Jdxi = Gijdei, Jddi = —Gijdx3, 
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où (Gij) = (Gu) 1, et on déduit de (2) la forme de la métrique : 

(6) g = Gijdxidxj + G^dOidOj. 

En particulier, la matrice (G^-) est symétrique, définie positive. En outre, notant 

la dérivée J ^ - (souvent on notera plus simplement fk quand le contexte est clair), 

la 2-forme dJdOi — —Gij^dxk A dx^ est à nouveau de type (1,1). Compte tenu de 

(4), il faut que dJdOi = 0, donc G satisfait la symétrie des dérivées : Gi^k — Gikj. Il 

existe donc une fonction réelle u, strictement convexe, telle que (Gij) soit le hessien de 

u : Gij = Uij. En notant (uli ) la matrice inverse de (uij ), on obtient la forme définitive 

de la métrique : 

(7) g = Uijdx%dx3 + u^dOidOj. 

Ainsi, dans les coordonnées action-angle, la structure complexe est-elle entièrement 

codée par la seule donnée de la fonction ^, appelée potentiel symplectique. Il est 

important de noter que u est déterminé uniquement à addition près d'une fonction 

affine. 

1.4. La transformation de Legendre 

On fait maintenant le lien entre les deux points de vue, complexe et symplectique. 

On a une base de (1,0)-formes, 

(8) e0 = d0a - iuabdxb -id(ua -h i0a). 

Les (l,0)-formes ea, fermées, sont holomorphes, donc les (ua+iQa) peuvent s'identifier 

aux coordonnées complexes ya -h i0a vues en 1.2. Posons ainsi 

(9) ya = ua. 

Identifions la forme de Kâhler UJ dans les deux formalismes. Par (3), 

W= 
g2y 

dyadyb 
dya A d0b 

d2v 

dyadyb 
uacdxc A d6b, 

à identifier avec UJ = dxb A d6b- Il faut donc que 

(10) 
d20 

dyadyb 
= (Uab)-1 = (« )• 

Autrement dit, il faut que le hessien de <p dans les coordonnées y soit l'inverse du 

hessien de u dans les coordonnées x, ce qui est typique de la transformée de Legendre : 

la solution est que ip et u sont images l'une de l'autre par la transformée de Legendre : 

(u) if = ubx — u. 
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De manière plus symétrique, on pense à y comme variable dans t et x dans t*, alors 

u et (p sont liés par la relation 

(12) u(x) + (p(y) = (x, y), où y(x) = dulx) 

Exemple 1.1. — Dans C n , on a UJ = \{dzx /\dz1 + - • - + dzn Adzn) = d { ) Ad0<. 

Il en résulte xl = Le polytope P est donné par les équations x% ^ 0, et on calcule 

facilement la formule pour le potentiel symplectique : 

(13) u(x) — 
1 

2 

n 

1 
x% l o g z \ 

1.5. La formule de Guillemin 

La construction de Delzant, déjà évoquée au début de cette section, produit une 

variété torique Xp à partir d'un polytope de Delzant P. Cette construction se faisant 

par quotient kahlérien d'un espace plat CH de grande dimension par un sous-groupe 

de U(1)H, la variété Xp est naturellement pourvue d'une métrique kahlérienne lisse. 

Pour l'exprimer, notons Xi(x) = (vi,x) + ci l'équation de la i-ième face de P, où Vi 

est la normale entière primitive entrante. Donc P = flj^Ai ^ 0 } . 

LEMME 1.2 (formule de Guillemin [19, 20]). — Le potentiel symplectique UQ de Xp 

pour la métrique de Delzant est donné par UQ = |^)f Àj log Àf. 

L'analogie de cette formule avec (13) n'est pas un hasard : la proposition se dé­

montre en constatant que l'image de l'application moment du quotient Xp est natu­

rellement plongée dans l'image de l'application moment de CH, et en vérifiant que la 

restriction du potentiel symplectique de à cette image est un potentiel symplec­

tique de X P . 

Exemple 1.3. — L'espace projectif complexe C P n = Cn+1//C/(1) admet pour poly­

tope P = D J {x1 > 0 } fi {x1 H h xn ^ 1 } . La formule de Guillemin fournit donc le 

potentiel symplectique de la métrique de Fubini-Study : 

u(x) = 
1 

2 
{xHogx1 + -- + xn logxn + ( l - x 1 xn) Logtl-x1 xn)} 

Dans cet exemple, la métrique quotient est Kàhler-Einstein. En général il est très 

rare que la métrique de Delzant soit Kâhler-Einstein ou même à courbure scalaire 

constante. 
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1.6. Les conditions au bord 

Le potentiel symplectique est bien défini sur le polytope de Delzant, mais ses déri­

vées explosent au bord du polytope, comme on le voit par exemple sur C n . Il est impor­

tant de connaître le comportement asymptotique des fonctions strictement convexes 

sur P qui sont des potentiels symplectiques de métriques kahlériennes lisses sur X 

entier. La réponse est fournie par : 

LEMME 1.4 (Conditions au bord de Guillemin). — La métrique de Kàhler associée 

à un potentiel symplectique u s'étend de manière lisse sur X si et seulement si 

— us 'exprime par rapport au potentiel de Guillemin UQ comme u = UQ + v avec 

veC°°(P); 

— la restriction de u à chaque face (de toute codimension) est encore strictement 

convexe. 

La démonstration se fait en passant en coordonnées complexes exp(ya + i6a) et 

en écrivant précisément le comportement de la métrique près des faces du polytope 

(c'est-à-dire près des diviseurs correspondants). 

1.7. La formule d'Abreu 

Un des intérêts majeurs du passage au potentiel symplectique est la simplicité des 

formules donnant la courbure d'une métrique kahlérienne torique. En effet, on calcule 

facilement que, pour une fonction T-invariante / , 

(14) ddcf = (fiUij)kdxk AdOh Addcf = (fiui^)j. 

De la formule (3) pour g il résulte que la forme de Ricci p est donnée par 

o — — 
1 

2 
ddc log det 

02<p 

dyadyb 

D'après (10), les hessiens de (p par rapport à y, ou de u par rapport à sont inverses 

l'un de l'autre, et on obtient 

(15) P = 
1 

2 
idc log det(^j ) . 

À l'aide de (14), on obtient alors les formules suivantes pour p et la courbure scalaire 

Seal = 2Ap, formule due à Abreu [1] : 

(16) P = 
1 

~ 2 
<Ldxk \d6j, Scal=-uV. . 
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1.8. La courbure scalaire comme application moment 

On peut considérer l'espace J! des structures presque-complexes T-invariantes 

sur X, et compatibles à u. Le groupe <S = HamT(X,u;)/T du groupe des difféomor-

phismes hamiltoniens T-invariants de X par T agit sur J>. On va voir que est 

muni naturellement d'une structure kahlérienne de dimension infinie, pour laquelle 

l'action de £f est hamiltonienne, d'application moment égale à Seal. 

L'espace tangent à / en J s'identifie aux endomorphismes J du fibre tangent, 

T-invariants, symétriques pour la métrique gj, et satisfaisant JJ + JJ = 0. La struc­

ture complexe J de se décrit par J( J) = J o J, et la structure symplectique par 

îî(Jl5 J2) = \Jp Tr{JJiJ2)dv, où dv = dx1 • • • dxn. 

À une fonction f(xx,... ,xn) est associé le champ de vecteurs hamiltonien Xf par 

LxfW — —df, ce qui donne Xf = /¿¿^7. Les fonctions affines correspondent donc 

aux champs de vecteurs infinitésimaux de l'action de T, ainsi l'algèbre de Lie de 

s'identifie-t-elle à C°°(P)/{fonctions affines}. L'action infinitésimale de / sur est 

donnée au point J par <S?xfJ = \^Xf,J) Qui se calcule en 

(17) LXsJ = dcfi 
d 

Qo 
+df 

jo/ 
go 

À présent, il est immédiat que 

M(LXfJ,J)= 
R 

dfi(J 
d 

Go 
)dv. 

Une application moment /j, : —> (Lieîf)* doit satisfaire d{fi(J),f)(j) = 

—iî(^fxfJ, J) sur $ , ce qui conduit au candidat évident 

(18) (µ(J), f)= 
ip 

dfiU 
O/ Go 
)dv JP 

fijUljdv. 

On utilise alors la formule d'intégration par parties, valable pour toute fonction 

/ € C°°(P) : 

(19) 
Jp 

fijUlJdv = 
Jp 

fupv + 
JdP 

fda. 

Ici a est une mesure sur dP définie en demandant que, sur la face de normale entière ^, 

on ait \dv\ = \v A 4f |. La formule (19) se vérifie par un calcul direct près des faces 

utilisant l'asymptotique du potentiel symplectique u. 

Le second terme de (19) ne dépend pas de la structure complexe J, donc est 

constant sur On peut donc choisir comme application moment : 

(20) (µ(J), f)= 
ip 

-fuldv. 

On a finalement montré : 
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LEMME 1.5. — L'action de & sur est hamiltonienne, avec application moment 

M(J) = - 4 = Scal(J). 

Au passage, de (17) on déduit l'action infinitésimale complexifiée de <S : 

jLXf J = JLXf J = dch 
JdOi 

dfi ô 
an' 

En particulier JJ£xf Jr(âfl) = - / i j ^ : . Cela signifie que la variation infinitésimale 

J = J^XfJ préserve la distribution D = flker(Jdx2) introduite en 1.3 et donc s'ex­

prime par une variation du potentiel symplectique. Compte tenu de J-^j = ujk-^, 

il devient clair que : 

LEMME 1.6. — L'action infinitésimale complexifiée de f G Lie(£i), à savoir J^xfJ, 

correspond à une modification infinitésimale du potentiel symplectique par —f. 

Modifier infinitésimalement le potentiel symplectique par / correspond donc à mo­

difier J par —JJ^XfJ = —^JXfJ (car J est integrable), donc à l'action infinitésimale 

du champ de vecteurs —JXf sur J. Ainsi toutes les structures complexes correspon­

dant à différents potentiels symplectiques sont-elles les mêmes. Il est équivalent de 

fixer la structure complexe en variant le potentiel de Kàhler, ou de fixer la structure 

symplectique en variant le potentiel symplectique, le lien entre les deux points de vue 

étant donné par la transformation de Legendre. 

1 .9 . Énergie, obstructions 

Étant donnée une action hamiltonienne d'un groupe G sur une variété kâhlérienne, 

on peut appliquer la théorie de la réduction kahlériennne en lien avec la théorie géomé­

trique des invariants pour l'action complexifiée de Gc. En dimension infinie, même si 

le groupe n'admet pas de complexification, certaines propriétés restent formellement 

vraies. Cette observation est à la base du programme proposé par Donaldson [10 , 11 ] . 

On va énumérer ici les conséquences formelles dans le cas torique (leur démonstration 

directe dans ce cas étant généralement très simple). 

La première manifestation de la théorie est l'existence d'une fonctionnelle E (de 

Kempf-Ness) sur une Gc-orbite, dont la différentielle est l'application moment. En 

fait, la fonctionnelle est définie sur l'espace symétrique Gc/G. Dans le cas kahlérien, 

même si la complexification du groupe des difféomorphismes hamiltoniens n'existe 

pas, Donaldson a montré que l'espace symétrique correspondant s'interprète comme 

l'espace des potentiels de Kâhler. Dans notre cas, le lemme 1.6 implique directement 

que £fc/£f s'identifie à l'espace des potentiels symplectiques. Si on veut résoudre 

l'équation Seal = A, la fonctionnelle E(u) doit donc satisfaire, en utilisant (19), 

dEiù) = (Seal —A)ûdv = 
p 

(-u% - A)ùdv = 

p 
{-u%3ùn - Aù)dv + 

JdP 
ùdo 
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qui s'intègre immédiatement en 

(21) E(u) = 
p 

- logdet(uij)dv + FA{u)y où FA(f) = 
J&P 

fda 
P 

Afdv. 

En géométrie kahlérienne, cette fonctionnelle E est la K-énergie de Mabuchi, et la 

partie linéaire FA est le caractère de Futaki. 

La théorie générale dit que E est convexe le long des géodésiques de Gc/G. Les 

géodésiques étant données par l'exponentielle du groupe, le lemme 1.6 implique que les 

géodésiques sont des droites dans l'espace des potentiels : ut = UQ -h tf. La convexité 

se vérifie en effet immédiatement par un calcul : 

d2 

dt2 \t=o 
E(u0 + tf) = fijUikfkiujldv ^>0 

avec égalité si et seulement si = 0, c'est-à-dire / est affine. Cela implique : 

LEMME 1.7. — existe au plus une solution u de Scal(i¿) = A. 

Unique veut dire à fonction affine près, mais on se rappellera que le potentiel 

symplectique est justement défini à fonction affine près. Le fait que les géodésiques 

dans l'espace des potentiels de Kâhler soient des droites fut observé par Guan [18]. 

En particulier elles sont lisses, ce qui n'est pas connu dans le cas général (voir [7] pour 

la construction de ces géodésiques). L'unicité des métriques kahlériennes toriques à 

courbure scalaire constante en découle immédiatement, le cas général est beaucoup 

plus difficile [12 , 2 2 , 2 1 , 8 ] . 

Remarque 1.8. — Dans le cas presque complexe, les raisonnements ci-avant restent 

valables et montrent que les géodésiques de l'espace symétrique ^ c / ^ restent données 

par des droites Gij — tfij pour des fonctions / € C°°{P). On peut aussi montrer que 

la courbure scalaire de la métrique (6) reste donnée par la formule — G^-. Cela s'in­

terprète dans le cadre du programme de Donaldson : en géométrie presque-complexe, 

il est naturel de chercher une solution de Scal( J) = est en variant J dans une orbite 

complexifiée de ^ , voir [10]. En général cela reste formel car on ne sait pas résoudre 

l'équation de variation de J et donc décrire l'orbite complexifiée. Dans le cas torique 

en revanche, l'orbite se décrit très bien comme les variations de (G^) par le hessien 

d'une fonction / , et le même raisonnement que dans le cas kahlérien prouve l'unicité 

d'une éventuelle structure J à courbure scalaire constante. La question de l'existence 

est un problème ouvert et intéressant. 

Une obstruction générale est l'annulation de l'invariant de Futaki dans la direction 

des symétries infinitésimales. Ici les champs de vecteurs Xf de l'action de T sont 
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donnés par des potentiels / affines. Récrivons alors la formule (19) comme 

(22) 

Jp 
fijUlJdv = 

jp 
f(A- Scal(u))dv + FA(f). 

On voit immédiatement que, pour une fonction affine / , si Scal(-u) = A, il faut que 

FA{Î) = 0. Pour / = 1, on obtient la contrainte : 

(23) A = 
VoldP 

VoIP 

Pour f = x1, compte tenu de cette valeur de A, la condition FA{X%) = 0 se traduit 

par 

(24) 
1 

Vol(P) 'p 
xldv = 

1 

VolidP] JdP 
xldo~. 

Autrement dit : 

LEMME 1.9. — Pour que Scal('u) = A, il est nécessaire que A = volap /Vol P et que le 

barycentre de P soit égal au barycentre de dP. 

Bien sûr, il s'agit d'une contrainte forte sur le polytope. Pour un polytope général, 

on s'attend à pouvoir résoudre seulement l'équation 

(25) -uijij =) A avec A = c0 + Cix\ 

On peut choisir les constantes c¿ de manière unique de sorte que la contrainte 

FA{Î) = 0 pour / affine demeure respectée. Les solutions de l'équation (25) sont 

des métriques kahlériennes extrémales, c'est-à-dire que le gradient de leur courbure 

scalaire est un champ de vecteurs holomorphe (condition trouvée par Calabi pour 

minimiser / Seal2 dans une classe de Kàhler). La conjecture 0.1 a une version pour 

les métriques extrémales, mais le théorème de Donaldson 0.2 est restreint au cas des 

métriques à courbure scalaire constante, et nous nous restreindrons donc aussi le plus 

souvent à ce cas dans la suite. 

Un cas particulier est celui d'une variété torique de Fano (ce qui, sur le polytope, 

revient à dire qu'on peut prendre comme équations des faces {vi,x) -h 1). Au vu de 

(15) , l'équation de Káhler-Einstein s'écrit alors 

1 

2 
logdet(^I) — ^ = 0. 

Si, dans le second membre, on met une fonction linéaire QX*, on obtient un soliton de 

Kâhler-Ricci. Wang et Zhu [29] ont montré que toute variété torique de Fano admet 

un soliton de Ricci. Il est Kâhler-Einstein quand l'invariant de Futaki s'annule. 
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1 . 1 0 . Enoncé précis du théorème 

Enfin, il y a une dernière obstruction plus générale qui provient de la formule (22) : 

si on choisit une fonction / convexe, alors le premier membre est positif; ainsi, si 

Scal(w) = A, il faut que FA(Î) > 0, avec égalité si et seulement si / est affine. On 

peut alors énoncer précisément la conjecture et le théorème : 

CONJECTURE 1.10 (Donaldson). — Soit A G C°°(P). Il existe une solution de 

Véquation Scal('u) = A si et seulement si, pour toute fonction convexe f G C°°(P), 

on a FA{J) ^ 0 avec égalité si et seulement si f est affine. 

THÉORÈME 1.11 (Donaldson). — En dimension 2, pour A = Y$lfpf la conjecture 

est vraie. 

Dans la fin de cette section, on va rapidement faire le lien entre la condition du 

théorème 1.11 et la notion algébrique de K-stabilité. 

1 . 1 1 . K-stabilité 

Soit (W,A) une variété algébrique polarisée, munie d'une action de C*. Alors C* 

agit encore sur H°(W, Afc), dont on notera la dimension dk, et sur son déterminant 

AdkH°(W, Ak) avec poids Wk- Alors wk et dk sont des polynômes à coefficients ration­

nels, et 

Wk 
kdk 

F0 + 
Fi F2 
k k2 

U invariant de Futaki de (W, A) est alors défini comme le terme F\ de ce développe­

ment. 

Une configuration test pour une variété polarisée (X, L) est la donnée : 

— d'un schéma V, muni d'une action de C*, et d'un morphisme plat p : V —> C 

commutant avec l'action standard de C* sur C ; 

— d'un FIBRE en droite C*-équivariant j£f sur V 

de sorte que la fibre générale de p soit (X, Lr). 

Un cas particulier est celui d'une configuration test produit : si (X, L) est munie 

d'une action de C*, alors il s'agit de la configuration test (V, J*f) = (X x C,L). 

Si on a une configuration test, la fibre au-dessus de l'origine, (p_1(0), J5f|p-i(0)), 

est munie d'une action de C* et admet donc un invariant de Futaki F\ qui est par 

définition l'invariant de Futaki de la configuration test. Dans le cas d'une configuration 

test produit, il coïncide avec l'invariant de Futaki de (X, L). 

On dit alors qu'une variété polarisée (X, L) est K-polystable si toute configuration 

test a un invariant de Futaki F\ < 0, avec égalité si et seulement si la configuration test 
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est produit. Cette définition doit être pensée comme un analogue du critère de Hilbert-

Mumford pour la stabilité en théorie géométrique des invariants, les configurations 

test jouant le rôle des sous-groupes à un paramètre. 

C'est avec cette forme de stabilité que Donaldson [13] a énoncé la conjecture 0.1, 

mais il faut noter qu'on sait déjà que la forme précise de K-stabilité nécessaire et suf­

fisante pour l'existence de métriques kâhlériennes à courbure scalaire constante n'est 

pas exactement celle-là [2, Remark 9], et des variantes ont été proposées (K-polysta-

bilité « uniforme » ) . 

1.12. Configurations test toriques 

Revenons à une variété torique. Fixons A = ^ ^ f , et rappelons l'invariant de Fu-

taki FA(/) défini dans (21). Par approximation, il est évident que les deux conditions 

suivantes sont équivalentes : 

1. FA(f) ^ 0 pour toute fonction convexe / G C°°(P) ; 

2. FA(/) ^ 0 pour toute fonction convexe / affine par morceaux. 

Soient / i , . . . , fh des fonctions affines à coefficients rationnels ; alors / = max(/ i , . . . , fh) 

est une fonction convexe affine par morceaux. On va voir que / détermine une confi­

guration test torique, dont l'invariant de Futaki est lié à FA(f)- Cela fournit une 

interprétation algébrique de l'hypothèse du théorème 1.11. 

À partir de P C lRn, on obtient un nouveau polytope convexe Q c Mn x M en 

posant 

Q = Ux,t)ixe P,0<t<R-f(x)}, 
où R est une constante fixée assez grande. 

f 

x 

t 

R 

Q 

X 

On choisit k eN minimal de sorte que kQ soit donné par des équations à coefficients 

entiers. Alors kQ est le polytope associé à une variété torique ( V, Jzf ) (singulière car 

les conditions de Delzant ne sont pas satisfaites). Le tore complexe T^+1 = Te x C* 

agit sur V. Pour simplifier la suite de l'exposition, on fera comme si k — 1. 

La face {#n+1 = 0} fi Q de Q est P, donc on obtient ainsi un plongement 

Tc-équivariant i : X <-» V. D'un autre côté, l'application Q —• [0, R] C R, (x, t) 

correspond à une application C*-équivariante V —• CP1 (l'intervalle étant en effet le 

polytope associé à CP1). 
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Il est évident que la fibre de cette application en 0 est i(X), et on en déduit assez 

facilement que la fibre générale de p est (X, L). En revanche la fibre à l'infini peut 

être singulière, et il en résulte que (V,Jï?) est une configuration test pour (X, L), en 

prenant la projection sur C donnée par 1/t. Le point crucial est alors : 

LEMME 1.12. — L'invariant de Futaki de cette configuration test est lié à l'invariant 

de Futaki FA ( / ) de la fonction convexe f par 

1 
VoIP 

Fi = FA(f). 

La condition de positivité de P A ( / ) se traduit donc en la négativité de F\. Il en 

résulte que l'hypothèse du théorème 1.11 revient à la K-polystabilité de la variété 

torique par rapport aux configurations test toriques. 

Démonstration. — La preuve repose sur les deux faits classiques suivants : 

— pour une variété torique, la dimension de l'espace des sections de Lk est obtenue 

comme le nombre de points entiers dans le polytope kP ; 

— l'asymptotique du nombre de points entiers est donné par 

(26) #(fcPHA) = JfcnVolP4 1 

2 
kn-x V o l ^ 

2 
?P + 0(fcn~2), 

où le volume de dP est calculé par rapport à la mesure entière introduite en 1.8. 

La démonstration consiste alors, à l'aide de quelques suites exactes, à montrer que 

dk = h°(X,Lk) et wk = h0(V,3?k) - h°(X,Lk), puis à utiliser la formule (26) pour 

obtenir l'asymptotique de et donc F\. • 

2. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 

La preuve du théorème est longue et technique, elle occupe les trois articles [14, 

15, 17]. On ne pourra en donner ici qu'une idée très succincte. 

2.1. La méthode de continuité 

Comme souvent dans les résolutions d'équations aux dérivées partielles géomé­

triques de type elliptique, la méthode est une méthode de continuité : on veut résoudre 

un problème Pi, on dispose d'une solution à un autre problème Po, et on invente une 

suite « continue » de problèmes (Pt)te[o,i] qui interpole entre les deux. Avec un bon 

choix des problèmes intermédiaires, on essaie de montrer que l'ensemble des t G [0,1] 

pour lesquels on peut résoudre P* est ouvert et fermé. L'ouverture se traite par un 

théorème de fonctions implicites, et est généralement la partie facile ; difficile en re­

vanche est le problème de fermeture, qui consiste en un théorème de compacité pour 

les solutions des problèmes Pt. 
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Dans le cas qui nous occupe, on cherche un potentiel symplectique u sur un poly­

tope P, satisfaisant l'équation —u^ = A. Une méthode de continuité évidente consis­

terait à partir du potentiel de Guillemin UQ, de courbure scalaire A0 = —(UGY/J, puis 

à interpoler par une suite bien choisie (At) de fonctions sur P entre Ao et A, pour 

résoudre le problème — (ut)]Jj = At. 

Malheureusement, dans cette méthode, il semble difficile d'obtenir les estimations a 

priori menant au théorème de compacité nécessaire. L'argument de Donaldson utilise 

en effet très spécifiquement un contrôle a priori de V1 = u- qui n'est valable qu'avec 

un second membre de l'équation constant (c'est la raison fondamentale pour laquelle le 

théorème fournit des métriques à courbure scalaire constante, mais pas des métriques 

extrémales). 

Cela mène à inventer une méthode de continuité beaucoup plus sophistiquée : l'idée 

est de varier, non plus le second membre de l'équation, mais le polytope P lui-même. 

La donnée devient alors un couple (P, a) d'un polytope convexe dans t* et d'une 

mesure sur dP, proportionnelle sur chaque face à la mesure de Lebesgue. À une face 

E du polytope est naturellement associée une normale rentrante VE G t par la relation 

\\VE A da\ = \dv\. L'équation de la face E a alors la forme \E(%) = {VE,%) + CE, OÙ 

la constante CE est ajustée de sorte que s'annule sur E. Définissons le potentiel 

de Guillemin UQ = \ ^2 A# log XE , et A = Vylf* dp . Le problème à résoudre devient : 

PROBLÈME : Étant donné (P,cr), résoudre l'équation — u3- = A avec conditions au 

bord de Guillemin. 

L'invariant de Futaki FA de la section 1.9 reste bien défini, et Donaldson démontre : 

THÉORÈME 2 . 1 . — En dimension 2, il existe une solution du problème ci-dessus si 

et seulement si la condition suivante de stabilité est satisfaite : pour toute fonction 

convexe f G C°°(P), on a FA(f) ^ 0 avec égalité si et seulement si f est affine. 

Comme précédemment, la condition du théorème implique que P et dP ont même 

barycentre. 

Remarque 2.2. — Si le polytope n'est pas de Delzant, le problème n'est pas géomé­

trique car le polytope ne correspond pas à une variété. Si le polytope est de Delzant 

et la mesure da n'est pas induite par la structure entière, les solutions restent des 

métriques à courbure scalaire constante, avec des singularités coniques le long des di­

viseurs correspondant aux arêtes du polytope. La question de l'existence de métriques 

kahlériennes à courbure scalaire constante et singularités coniques le long de diviseurs 

est donc également résolue, dans le cas torique, par le théorème de Donaldson. 

Revenons à la méthode de continuité : un polytope P étant fixé, il est facile de 

voir que l'ensemble Cp des mesures a sur dP qui satisfont la condition de stabilité 
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est convexe ; en outre il y a une construction simple d'une mesure naturelle o~p G Cp 

dépendant continûment de P. Il en résulte immédiatement que deux polytopes (Po, 0"o) 

et (Pi,cri) satisfaisant la condition de stabilité peuvent être joints par un chemin 

(Pt,o~t) de polytopes satisfaisant aussi cette condition. 

En dimension 2, le seul invariant de déformation d'un polytope convexe est son 

nombre d'arêtes. Pour démarrer la méthode de continuité, on a donc besoin de : 

LEMME 2.3. — Pour chaque entier k, il existe un polytope à k arêtes muni d'une 

solution de l'équation —u%ï = A. 

Démonstration. — On commence par observer qu'on dispose de solutions évidentes 

pour k = 3 et 4. Pour k = 3, le polytope de CP2 décrit dans l'exemple 1.3, muni du 

potentiel de Guillemin, donne une solution. Pour k = 4 on dispose aussi du polytope 

de CP1 x CP1, qui est un carré. Il y a un moyen géométrique simple d'ajouter une 

arête à un polygone : découper un petit coin près d'un sommet correspond à éclater 

la variété torique au point fixe correspondant. 

CP1 x CP1 
c 

(CP1 x CP!)#CP2 

Le modèle est fourni par C2 éclaté à l'origine, dont le polytope de Delzant Qc 

est donné par les équations x1 ^ 0, x2 ^ 0 et x1 + x2 > c. Le réel c > 0 est le 

volume du diviseur exceptionnel, et quand c —» 0 on retrouve le polytope de C2. Or 

cet éclatement est muni d'une métrique à courbure scalaire nulle, asymptotique à la 

métrique plate de C2, la métrique de Burns, de potentiel symplectique donné par la 

formule (on pose x = x1 -\- x2) : 

uc = 
1 

2 
{x1 logx1 + x2 log x2 + (x — c) \og(x — c) — xlogx} 

Il est alors possible, à la manière d'Arezzo-Pacard (voir [3], mais leur théorème ne 

s'applique pas directement ici en raison de la présence de champs de vecteurs ho-

lomorphes), d'effectuer le recollement suivant : partant d'un polygone P avec une 

solution u de — = A, on fixe un sommet et, quitte à changer de coordonnées par 

une transformation entière, on peut supposer que près du sommet le polytope est 

donné par les équations x1 ^ 0, x2 ^ 0. Alors pour c petit, il est possible de re­

coller le potentiel u avec uc et de déformer le résultat en une solution de l'équation 

—u\3j = Ac = Yy^pç sur le polygone Pc = P D Qc. (En réalité après cette modifica­

tion de P, le barycentre de dPc ne coïncide pas forcément avec celui de Pc et il est 

nécessaire de modifier légèrement la position des autres sommets pour satisfaire cette 
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condition; de ce fait le résultat n'est pas forcément un polytope de Delzant.) Ainsi 

au bout d'un nombre convenable d'éclatements obtient-on une solution initiale pour 

tout k. • 

Cette proposition permet donc de démarrer la méthode de continuité : étant donné 

un polytope (P, a) à k arêtes, on choisit un chemin (Pt,at) de polytopes satisfaisant 

la condition de stabilité vers un polytope (PQ,CTO). 

LEMME 2 .4 . — L'ensemble des t pour lesquels on peut résoudre l'équation 

~lLij ~ ^Vo^Pt avec conditions au bord de Guillemin est ouvert. 

Démonstration. — Le fait que l'ensemble des t pour lesquels on peut résoudre l'équa­

tion soit ouvert est standard dans ce contexte : pour des problèmes d'application 

moment, la convexité (stricte) de l'énergie conduit immédiatement à l'inversibilité de 

la linéarisation du problème. Les conditions au bord de P ne font que traduire que le 

problème vu sur la variété torique associée Xp correspond à des potentiels lisses sur 

Xp entier (en différenciant (12), on s'aperçoit que ù(x) + ip(y) = 0, donc une varia­

tion infinitésimale du potentiel symplectique se traduit par une variation opposée du 

potentiel kahlérien sur Xp). La linéarisation se ramène ainsi à un problème elliptique 

(d'ordre 4 ) , inversible, sur la variété compacte Xp et on peut appliquer le théorème 

des fonctions implicites. (Les choses se compliquent un peu quand P ne satisfait pas 

les conditions de Delzant, puisqu'on ne dispose plus de la variété Xp ; néanmoins Xp 

continue alors à exister localement et cela permet de définir dans des cartes locales 

les espaces fonctionnels dans lesquels la linéarisation peut être inversée.) • 

2 . 2 . Le théorème de compacité 

On en arrive maintenant à la partie la plus délicate du théorème : la compacité. Il 

s'agit d'une démonstration incroyablement difficile et longue, malgré l'apparence que 

beaucoup d'outils relèvent de l'analyse convexe à deux variables. Aussi ne pourra-t-on 

faire ici que quelques commentaires superficiels. Les différentes étapes sont : 

1. contrôle L1 de la solution; 

2. contrôle L°° ; 

3. convergence près des arêtes, mais loin des sommets ; 

4. convergence près des sommets. 

On a donc une solution de — u3- = A sur (P,a) et on veut contrôler u et toutes ses 

dérivées, et aussi avoir une borne inférieure sur le hessien (u^). Comme u est défini à 

fonction affine près, on peut fixer un point p G P tel que u ^ u(0) = 0. On dira alors 

que u est normalisée. 

La seule étape facile est la première ; la K-stabilité est directement utilisée pour 

montrer : 
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LEMME 2.5. — Si on a une solution normalisée u de —u]J- = A sur (P, a) , alors 

JdP 
uda ^ ci P. a. A). 

Jp 
udv ^ cf(P,a, A). 

Ce contrôle peut sembler faible, mais parce que u est convexe positive, il implique 

déjà une borne uniforme C1 sur u sur tout compact de l'intérieur de P, ainsi que 

sur la restriction u\dp sur tout compact inclus dans l'intérieur d'une arête; ainsi ce 

contrôle permet-il de contrôler C° la fonction u en dehors des sommets, et C1 sur les 

compacts. 

Démonstration. — La condition de stabilité implique, pour toute fonction convexe 

/ G C°(P) , l'inégalité 

(27) FAU) -
JdP 

fda-

' p 
Afdv ^ 0, 

avec égalité si et seulement si / est affine. On en déduit, si / est normalisée, 

(28) 
'OP 

fda^C(P,a,A)FA(f). 

(Par l'absurde : sinon existe une suite fn avec fdpfndcr = 1 et FA(fn) —• 0. Par 

la compacité pour les fonctions convexes mentionnée ci-dessus, on extrait une limite 

fn ~* f où / est continue en dehors des sommets, vérifie fdp fda = 1 et FA(f) = 0. 

L'inégalité (27) reste valable pour ce type de fonctions, et on aboutit à ce que / doit 

être affine, ce qui est impossible puisqu'elle est normalisée.) 

Appliquant (28) à u, et observant que par (19) on a FA(u) = Jp u^Uijdv = 2 VoIP, 

on déduit immédiatement le lemme. • 

Partant de ce contrôle, qui, comme on l'a vu, implique un contrôle C1 à l'intérieur, 

et en utilisant l'équation — u3- = A, on peut montrer des estimations intérieures pour 

la solution : sur toute partie compacte de l'intérieur, 

(29) K-1 ^ (Uij) < K, \Veu\ ^ ce. 

Ces contrôles intérieurs ne sont pas faciles et s'appuient notamment sur des idées de 

Trudinger-Wang pour certaines équations d'ordre 4 (voir [28] et les références qui s'y 

trouvent). En tout cas, ces estimations disent que, sur tout compact intérieur, une 

suite de solutions converge C°° vers une limite. Le problème est donc de comprendre 

le comportement au bord, et c'est la difficulté majeure du théorème. 

La seconde étape est le contrôle L°° : la fonction u étant convexe positive, il suffit 

de la borner aux sommets du polygone. L'argument est délicat et s'appuie notam­

ment sur l'intégration par parties FA(f) = fpuÎJfijdv, appliquée à des fonctions / 

judicieusement choisies. 
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La troisième étape est importante, elle permet de comprendre le comportement au 

bord. Elle s'appuie sur une astuce liée à la dimension 2 et sur le fait que le second 

membre de l'équation soit constant : dans ce cas, on a une borne uniforme sur le 

champ de vecteurs V% = u? : 

(30) |V| ^ c(P,a,A). 

Cette borne s'établit en observant que l'équation — ulï = A implique div W = 0, où 

W(x) = V(x) — ^x, donc W = J gradiif (ici J et grad sont pour la métrique plate 

(dx1)2 -h (dx2)2), pour une fonction H dont on montre qu'elle satisfait l'équation 

uijHij = 0. 

Pour ce type d'équation, on sait borner en fonction de la donnée au bord, et cela 

donne le contrôle sur V. 

Cette estimation a priori va servir pour empêcher Veffondrement des solutions. 

C'est un problème général en géométrie riemannienne de dimension 4 : si on a une 

suite de métriques, solutions d'une équation aux dérivées partielles non linéaire géo­

métrique, alors la norme L2 de la courbure est contrôlée par la topologie (formules de 

Chern-Weil) ; si en outre le rayon d'injectivité est borné inférieurement (la métrique 

ne s'effondre pas), alors on peut souvent montrer qu'il y a compacité pour le pro­

blème, c'est-à-dire qu'on peut toujours extraire une limite d'une suite de solutions. 

L'idée de Donaldson est de fournir pour les fonctions convexes un substitut au rayon 

d'injectivité, suffisant pour contrôler la convergence des solutions. 

Au vu de la forme (7) pour la métrique, on bornera inférieurement un rayon d'in­

jectivité en bornant inférieurement la matrice (u^), c'est-à-dire en bornant supérieu­

rement le hessien (uij). Près d'une arête, qu'on peut supposer donnée par l'équation 

(entière) x1 = 0, Donaldson borne plutôt la quantité suivante, qui est une sorte de 

dérivée seconde dans la direction x1 : 

(31) D(x\x2) 1 (u(0,x2) - (uix1^2) - x1ui(x1 ,x2)) J 

Par exemple, pour u = ^x1logx1 + (x2 — ax1)2, on obtient le champ de vecteurs 

V — (2, a) et la quantité D(x11x2) = \ + a2(x1)2. L'idée de la preuve, suggérée par 

cet exemple, est qu'une borne sur V implique une borne sur D, mais la réalisation 

est très difficile : elle passe par un argument d'éclatement et des manipulations qui 

utilisent la transformation de Legendre pour estimer certaines aires. C'est le cœur de 

la démonstration. 

La borne sur D permet le contrôle de la métrique g, mais ce n'est pas une étape fa­

cile. On dérive une borne sur la courbure, comme souvent en géométrie riemannienne, 

par un argument d'éclatement : si la courbure n'est pas bornée, on extrait aux points 

de concentration des limites dont on montre qu'elles ne peuvent pas exister. Un autre 
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argument est nécessaire pour borner inférieurement la métrique et surtout son rayon 

d'injectivité. À partir de là, des arguments plus classiques de compacité permettent, 

à partir de l'équation sur la courbure scalaire, de borner toutes les dérivées de la 

métrique et donc de u. 

Enfin la dernière étape consiste en le contrôle près des sommets, où des arguments 

similaires (mais pas plus faciles) sont employés près des sommets. 
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