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Séminaire BOURBAKI 
62 e année, 2009-2010, n° 1017, p. 157 à 180 

Mars 2010 

LA CORRESPONDANCE DE LANGLANDS LOCALE p-ADIQUE 
POUR G L o f Ç U 

par Laurent BERGER 

INTRODUCTION 

La correspondance de Langlands locale p-adique pour GL 2 (Q P ) est une bijection 
entre certaines représentations de dimension 2 de Gal (Q p /Q p ) et certaines représen­
tations de GL2(Q P ) . Ces représentations sont à coefficients soit dans une extension 
finie de Fp (correspondance en caractéristique p), soit dans une extension finie de Q p 

(correspondance p-adique). 

Dans le cas de la correspondance en caractéristique p, on peut faire une liste des 
objets du côté Gal (Q p /Q p ) ainsi que du côté GL2(Q P ) et cela permet de définir une 
bijection numérique dont la construction est donnée dans la section 1. Dans le cas de 
la correspondance p-adique, on commence par expliquer comment faire le tri dans les 
représentations de Gal (Q p /Q p ) (théorie de Fontaine) et dans celles de GL2(Q P ) (re­
présentations « admissibles » au sens de Schneider et Teitelbaum). Ensuite, on donne 
les premiers exemples de correspondance construits par Breuil, ce qui est l'objet de la 
section 2. C'est en étudiant ces exemples que Colmez a compris comment construire 
de manière fonctorielle cette correspondance, grâce à la théorie des (</?, r)-modules. 
Cette construction est donnée dans la section 3 pour les représentations « triangu-
lines ». La section 4 contient la construction générale, ainsi que quelques propriétés 
de cette correspondance 

1. la compatibilité à la réduction modulo p, 

2. le lien avec la correspondance de Langlands locale « classique ». 

Dans la section 5, nous donnons quelques applications de la correspondance, dont 

1. le calcul de la réduction modulo p des représentations cristallines, 
2. la démonstration de (nombreux cas de) la conjecture de Fontaine-Mazur. 
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D U L. BERGER 

Ce texte ne dit pas grand chose sur la motivation de ces constructions. Outre la 

compatibilité avec la correspondance de Langlands locale classique, une propriété 

très importante de la correspondance p-adique est sa réalisation dans la cohomologie 

complétée des tours de courbes modulaires (travaux en cours de rédaction). Enfin, 

l'extension de ces constructions à d'autres groupes que GL^Qp) est particulièrement 

délicate et fait l'objet de nombreux travaux en cours dont il serait prématuré de parler 

(voir [11]). 

Notations 

Dans tout ce texte, E désigne une extension finie de Qp dont on note 9 E l'anneau 

des entiers, m# l'idéal maximal de 9 E et \ZE son corps résiduel. Les corps E et ks 

sont les corps des coefficients des représentations que l'on considère. 

La théorie du corps de classes local fournit une application Q* —» G a l ( Q p / Q p )
a b 

dont l'image est dense et que l'on normalise en décidant que l'image de p est le 

frobenius géométrique. Cette application nous permet de considérer les caractères de 

Q* à valeurs dans Ex ou comme des caractères de G a l ( Q p / Q p )
a b . On note fi\ le 

caractère de Q * qui est non-ramifié (c'est-à-dire trivial sur Z * ) et qui envoie p sur À 

et on note |-| le caractère x H-> p~valp(x) où valp(p) = 1. 

1. REPRESENTATIONS EN CARACTERISTIQUE p 

Dans cette section, nous donnons la classification des représentations de 

Gal (Q p /Q p ) et de GL2(Q P ) en caractéristique p, afin de définir la correspondance 

dans ce cas. 

1.1. Représentations de Gal (Q p /Q p ) 

Soit QpT l'extension maximale non-ramifiée de Qp de telle sorte que Gal(Q p /Q£ r ) 
est le sous-groupe d'inertie JQP de Gal (Q p /Q p ) . Si n ^ 1 et d = pn — l, alors Q^ip1^) 

est une extension modérément ramifiée de Q£r et l'application g i-> g(p1^d)/(p1^d) 

définit par réduction modulo p un caractère uon : JQP —> F* n (c'est le caractère « de 

niveau n » Opn_i du §1.7 de [45]). Par exemple, u\ est la restriction à JQP de a;, la 

réduction modulo p du caractère cyclotomique. 

Si h e Z, alors il existe une unique représentation semi-simple notée ind(u;^), 

de déterminant uh et de restriction à J Q P , isomorphe à w j ® uf^ 0 • • • 0 H . 
La représentation ind(a;^) est alors Fp-linéaire. Si x : Gal (Q p /Q p ) —» k^ est un 

caractère, alors on note p(r, x) la représentation ind(a;£ + 1) ® X Qui e s ^ absolument 

irréductible si r G {0 , . . . ,p — 1}. 
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(1017) CORRESPONDANCE DE LANGLANDS LOCALE p-ADIQUE 159 

THÉORÈME 1.1. — Toute représentation -linéaire absolument irréductible de 
dimension 2 de Gal(Qp/Qp) est isomorphe à p(r, x) pour un r G {0 , . . . ,p — 1}. 

Toute représentation fc^-linéaire semi-simple de dimension 2 de Gal(Qp/Qp) 
est donc isomorphe (après extension éventuelle des scalaires) à p(r, x) ou bien à 

EndFCß[GL2(Qp)] 

1.2. Représentations de GL2(QP) 

Nous donnons à présent la classification des représentations fc^-linéaires lisses 
(c'est-à-dire localement constantes) et absolument irréductibles de GL2(QP) qui ad­
mettent un caractère central. On identifie le centre de GL2(QP) à Q*. Si r > 0, alors 
Symrfc|; est une représentation de GL2(FP) qui fournit par inflation une représen­
tation de GL2(ZP), et on l'étend à GL2(ZP)Q* en faisant agir p par l'identité. La 
représentation 

ind GL2(QP) 
GL2(ZP)Q¿ Sym KE 

est l'ensemble des fonctions / : GL2(QP) —• Symrk^ qui sont localement constantes, 
à support compact modulo GL2(ZP)Q* et telles que f(kg) = Symr(k)f(g) si 
k G GL2(ZP)Q* et g G GL2(QP). Cet espace est muni de l'action de GL2(QP) donnée 
par (gf)(h) = f(hg). L'algèbre de Hecke 

EndFCß[GL2(Qp)] ind 
GL2(QP) 
2L2(ZP)Q¿ Symr4 

se calcule à partir de la décomposition de GL2(ZP)Q* \GL2(QP)/GL2(ZP)Q* et on 
peut montrer qu'elle est isomorphe à fc^fT], où T correspond à la double classe 
GL2(ZP)Q_* (S?) GL2(ZP). 

Si EndFCß[GL2(Qp)] est un caractère lisse et si À G alors on pose 

EndFCß[GL2(Qp)] 
ind 

GL2(QP) 
GL2(ZP)Q£ 

Symrfc| 

T — À (G) (x o det). 

C'est une représentation lisse de GL2(QP), de caractère central u;rx2-

THÉORÈME 1.2. — Si r G {0 , . . . ,p — 1} et si ( r , A ) ^ { ( 0 , ± l ) , ( p - l , ± l ) } , alors la 
représentation 7r(r, À, x) est irréductible. 

Si X = ±1 alors on a deux suites exactes : 

0 -> Sp (G) (xßx o det) TT(0,A,x) Xßx o det -> 0, 

0 -> Xßx 0 det EndFCß[GL2(Qp)] Sp 0 (xMA ° det) -> 0, 

où la représentation Sp (7a spéciale,) ainsi définie est irréductible. 

Ce théorème est la réunion des résultats de [2] et [1] qui traitent le cas À ̂  0 et 
des résultats de [8] qui traite le cas À = 0 (les représentations dites supersingulières). 
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160 L. BERGER 

THÉORÈME 1 .3 . — Les représentations kE-Unéaires lisses absolument irréductibles 

de GL»2(QT>) admettant un caractère central sont les suivantes : 

1. x ° d e t ; 
2. Sp 0 (x o det) ; 

3. 7r(r,À,x) où r € { 0 , . . . , p - l } et ( r , A ) g { ( 0 , ± l ) , ( p - l , ± l ) } . 

Ce théorème est démontré dans [2], [1] et [8]. On constate alors que toutes les 

représentations lisses irréductibles de GL2(QP) admettant un caractère central sont 

admissibles, c'est-à-dire que si K est un sous-groupe ouvert compact de GL,2(Qp), 
alors l'espace des vecteurs fixes par K est de dimension finie. 

Il existe une autre manière de construire des représentations lisses de GL2(QP), en 

utilisant l'induction parabolique. On note B2(QP) l'ensemble des matrices triangu­

laires supérieures de GL^Qp). Si ôi et 62 sont deux caractères lisses de Q*, alors on 

note Si 0 62 le caractère de B2(QP) défini par ( g j ) H Si(a)Ô2(d). La représentation 

B(SUS2) = ind 
GL2(QP) 
32(Qp) (<Si 0 a; 162) 

est l'ensemble des fonctions / : GL2(QP) —» kE localement constantes et telles que 

f(bg) = (Si 0 w~lÔ2){b)f (g) si b G B2(ZP) et g G GL2(QP). Cet espace est muni 

de l'action de GL2(QP) donnée par (gf)(h) — f(hg). On n'obtient pas de nouvelles 

représentations, comme le précise le résultat suivant. 

THÉORÈME 1.4. Si A G fc* et r G { 0 , . . . , p - 1 } , alors les semi-simplifiées des 
représentations EndFCß[GL2(Qp)]EndFCß[ et EndFCß[GL2( sont isomorphes. 

Ces isomorphismes sont démontrés dans [2] et [1]. 

Notons que la représentation B(1,UJ) se réalise (via l'identification entre P1(QP) 
et GL2(Qp)/B2(Qp)) comme l'espace ë?°(P1(Qp), ks) des fonctions localement 

constantes sur P1(QP), muni de l'action naturelle de GL2(QP). On trouve donc par 

le théorème 1.2 que la spéciale s'identifie à Sp ~ (P1(QP), fc^;)/{constantes}. 

1.3. La correspondance semi-simple modulo p 

Toute représentation fc^-linéaire semi-simple de dimension 2 de Gal(Qp/Qp) est 

(après extension éventuelle des scalaires), soit absolument irréductible et donc de la 

forme p(r, x) Par Ie théorème 1.1, soit une somme de deux caractères et de la forme 

( o Z + V a 0 /i1/A) 0 x avec A G k% et r G { 0 , . . . ,p - 2 } . 

La correspondance entre représentations /^-linéaires semi-simples de dimension 2 
de Gal(Qp/Qp) et représentations /^-linéaires semi-simples lisses de GL2(QP), est 
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définie par Breuil dans [8] comme suit 

EndFCß[GL2(Qp)]EndFCß[GL2(Qp 

(o;r+VA 0 fJLi/x) X^7r(r,A ,x)ss 7r([p-3-r],l/A,ù;r+1xr, 
où [p—3 —r] est le représentant de p—3 — r mod p — 1 dans {0, . . . ,p — 2} et « ss » veut 
dire semi-simplifiée. Du côté GL2(QP), les objets peuvent être de longueur 1, 2, 3 ou 4. 

THÉORÈME 1.5. — La correspondance ci-dessus est bien définie. 

Il s'agit de vérifier que des paramètres (r, À, x) différents qui donnent des représen­
tations isomorphes d'un côté donnent des représentations isomorphes de l'autre côté. 
On sait par exemple que les seuls entrelacements entre les p(r, x) sont 

EndFCß[GL2(Qp)]EndFCß[GL2(Qp p(p-l-r,xur) = p{p- 1 - r , x a / > _ i ) , 

et que de même les seuls entrelacements entre les nir, 0,x) sont 

7r(r*,0,x) = 7r(r,0,XM-i) ?r (p- 1 - r ,0 ,x^r) = 7r(p - 1 - r ,0 , x^r /x - i ) . 

La correspondance ci-dessus a été définie par Breuil, en se fondant sur les calculs 
de réduction modulo p rappelés au §2.3. En étant plus soigneux, on peut aussi définir 
une correspondance sans semi-simplifier. 

2. REPRÉSENTATIONS EN CARACTÉRISTIQUE 0 

Dans cette section, nous rappelons la théorie de Fontaine pour les représentations 
p-adiques de Gal(Qp/Qp), et la théorie de Schneider et Teitelbaum pour les représen­
tations de GL2(QP). Ensuite, nous donnons les premiers exemples de la correspon­
dance p-adique. 

2.1. Théorie de Hodge p-adique 

Il est facile de faire la liste des représentations fc^-linéaires de dimension 2 de 
Gal(Qp/Qp), mais l'étude des représentations ^-linéaires de ce groupe est plus com­
pliquée car il y en a beaucoup. De manière plus précise, si l'on se donne une repré­
sentation fc^-linéaire W de dimension 2 de Gal(Qp/Qp), alors les résultats de [39] 
montrent que l'ensemble des représentations ^-linéaires V qui admettent un ©^-ré­
seau T stable par Gal(Qp/Qp) avec T/m^T = W est en général l'ensemble des 
©^-points d'un espace rigide de dimension 5. 

L'objet de la théorie de Hodge p-adique est de faire le tri dans ces représentations, 
et de décrire aussi explicitement que possible celles qui proviennent de la géométrie 
arithmétique. Pour cela, Fontaine a introduit dans [27] un certain nombre d'anneaux 
BCris C Bst C BdR, qui sont des Qp-algèbres topologiques munies d'une action de 
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Gal(Qp/Qp). L'anneau BdR est muni d'une filtration et l'anneau Bst est muni d'un 

frobenius ip et d'un opérateur de monodromie N tels que N o ip = pip o N; en­

fin, on a Bcris — B ^ ^. Si V est une représentation i£-linéaire de Gal(Qp/Q<p) et si 

* G {cris, st, dR}, alors on pose T>*(V) = (B* ®Qp y)Gal(QP/QP). On peut montrer 

que D*(V) est un ^-espace vectoriel de dimension < dimj^F) et on dit que V est 

cristalline ou semi-stable ou de de Rham si l'on a égalité pour * égal à cris ou st ou 

dR. 

Le ^-espace vectoriel DdR(T^) est alors muni d'une filtration par des sous-

espaces ^-linéaires, l'espace Dst(V) C DdR(V) est un (ip,7V)-module filtré et 

Derisa) = Dst(F)iV=0. Si D est un (<p,iV)-module filtré, alors on définit tN(D) 

comme étant la valuation p-adique de (p sur det(D) et tn(D) comme étant l'unique 

entier h tel que F'ûh(det(D)) = det(D) et Filh+1(det(D)) = {0}. On dit que D est 

admissible si tn(D) = t]y(D) et si tn(Df) ^ tN(D') pour tout sous-objet D' de D. 

THÉORÈME 2.1. — Si V est une représentation semi-stable de Gal(Qp/Qp), alors 

Dst(V) est un (ip, N)-module filtré admissible et le fondeur V t—> Dst(V) donne une 

équivalence de catégories de la catégorie des représentations semi-stables vers la caté­

gorie des (ip,N)-modules filtrés admissibles. 

Le fait que Dst(V) est admissible et que le foncteur V •—> Dst(V) est pleinement 
fidèle est démontré dans [29]. Le fait que tout module admissible provient d'une repré­
sentation semi-stable est le résultat principal de [22]. L'intérêt de ce théorème est que, 
pour se donner une représentation semi-stable, il suffit de se donner un (<p, iV)-module 
filtré admissible, qui est un objet tout à fait explicite. 

2.2. Représentations admissibles de GL2(QP) 

Les représentations de GL2(QP) qui nous intéressent sont les GL2(QP)-banach uni­

taires, c'est-à-dire les espaces de Banach B munis d'une action continue de GL2(QP) 
et dont la topologie est définie par une norme ||-|| telle que ||#(v)|| = ||v|| quels que 

soient g G GL2(QP) et v G B. 

Si B est un tel objet, alors 9B = {b G B tels que ^ 1} est stable par GL2(QP) 
et donc B = 9B/WE9B est une représentation /^-linéaire lisse de GL2(QP). On dit 

comme dans [43] qu'un GL2(Qp)-banach unitaire B est admissible si B est admissible 

au sens usuel, c'est-à-dire que si K est un sous-groupe ouvert compact de GL2(QP), 

alors B est de dimension finie. Si B est de longueur finie, alors la semi-simplifiée 

de B ne dépend pas du choix de la norme par le principe de Brauer-Nesbitt, et on 

l'appelle par abus de langage la réduction modulo de B. 

Si l'on prend par exemple B = ë>°(P1(Qp), E), alors B est un GL2(Qp)-banach uni­

taire admissible. L'espace B contient de manière évidente les constantes et la Steinberg 
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est par définition St = ë?u(P1(Qi?), E)/{constantes}. C'est une représentation irré­

ductible admissible de GL^Qp), dont la réduction modulo m# est la spéciale Sp. 

Si B est un GL2(Qp)-banach unitaire et si v e B, alors on a une fonction 

GLi2(Qp) —• B donnée par g i—• g(v) et on dit que v est localement analytique si 

g i-> g(v) l'est. On dit de même que v est localement algébrique si g \—> g(v) est 

localement un polynôme en a, 6, c, d et (ad — 6c)-1 où g = J ) , et que v est 

localement constante (c'est-à-dire lisse) si g i—• l'est. On note Ban, Balg et Bllsse 

les sous-espaces vectoriels correspondants de B. En général, on peut très bien avoir 

Balg = {0} et Bhsse = {0}, mais on a le résultat suivant qui est démontré dans [44]. 

THÉORÈME 2.2. — Si B est un GL2(QP)-banach unitaire admissible, alors Ban est 

un sous-espace dense dans B. 

Ce résultat est à comparer avec le théorème correspondant de Vignéras dans [48], 
concernant les représentations l-adiques de groupes p-adiques avec £ ^ p. Dans ce 

cas, les vecteurs lisses forment déjà un sous-espace dense. 

2.3. Premiers exemples 

Avant d'expliquer dans la section 3 la construction générale de la correspondance 

de Langlands p-adique pour GL2(QP), nous donnons ici les premiers exemples histo­

riques, construits par Breuil dans [9] et [10]. 
Commençons par le cas cristallin. On se donne un entier k ^ 2 et un nombre 

dp G m^. On associe à ces données le (^-module filtré Dk,ap = Ee\ 0 Ee2 où 

Mat (y?) = 
0 

EndFCß[GL2(Q 

- 1 

dp 
et EndFCß[GL2(Qp)] 

Dk,ap si i ^ 0, 

Eex si 1 ^ i < k- 1, 

{0} si i ^ k. 

Ce ^-module filtré est admissible, et il existe donc une représentation cristalline Vk,ap 

telle que Dc^V^*^) = Dk,ap- Si x : Gal(Qp/Qp) —• &g est un caractère, alors on 

note Vktap,x = Vk,ap ® X-

THÉORÈME 2.3. — Toute représentation cristalline absolument irréductible de 

dimension 2 de Gal(Qp/Qp) est de la forme Vk,ap,x avec k ^ 2, ap e et 

X Gal(Qp/Qp) —• 0£ un caractère cristallin. De plus, les seuls isomorphismes entre 

ces représentations sont donnés par Vfc>a x = V/C)_ap?x/X_1. 

Si k ^ 2, soit Symg"2^2 la représentation Symk~2E2 de GL2(ZP), étendue à 

GL2(Zp)Qp en envoyant p sur l'identité. On pose alors 

^•k,ap,x 

ind GL2(QP) 
ÏLa(Zp)Q£ 

SymkQ-2E2 

T - ap 
<S> (xodet) , 
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où T est un opérateur de Hecke défini comme en 1.2. Cette représentation est alors 

localement algébrique, irréductible si ap ^ ±(pk/2 +pk/2~1), et peut se réaliser comme 

le produit tensoriel d'une représentation algébrique par une représentation lisse 

EndFCß[GL2(Qp = Symfc-2£2, ind 3L2(QP) 

B2(QP) 
EndFCß[GL2(Qp)] (xodet) , 

où Ai et A2 sont les racines de X2 — apX pk 1 = 0. Enfin, les seuls isomorphismes 

entre ces représentations sont donnés par EndFCß[GL2(Q — Rk,-ap,xV-i ' 

THÉORÈME 2.4. — La représentation Hk,ap,x carnet un réseau de type fini stable sous 

GL2(QP), et son complété pour ce réseau est un GL2(QP)-banach unitaire admissible 

et topologiquement irréductible. 

Notons que deux réseaux de type fini sont commensurables et donnent donc des 

complétés isomorphes. Le complété de ïlk,ap,x es^ topologiquement irréductible y com­

pris quand Tlk,ap,x est réductible (ce qui se produit pour ap = ±(pk/2 +pfc//2-1)). Le 

théorème 2.4 avait été conjecturé par Breuil, et démontré pour k ^ 2p dans le §3.3 

de [9]. La démonstration consistait à trouver explicitement un réseau et à calculer 

sa réduction modulo m^. Une démonstration générale est donnée dans [6] (le cas 

ap — ±2p^k~1^2 pose un problème particulier, voir [40]). 

THÉORÈME 2.5. — La semi-simplifiée Vk,ap,x de la réduction modulo m# de Vk,ap,x 

correspond (via la correspondance du §1.3) à la semi-simplifiée Uk,ap,x ^e ^a réduction 

modulo XXIE de Uk,ap,X' 

Ce résulat suivait des calculs de Breuil dans tous les cas où Vk,ap,x était connu à 

l'époque (soit par la théorie de Fontaine-Laffaille de [30], soit par des calculs infor­

matiques explicites d'exemples comme dans [42]), et renforçait l'idée que les Hk,ap,x 

étaient les bons objets. Le théorème 2.5 a été démontré en toute généralité dans [5] 
en s'appuyant sur les constructions de [6] rappelées en 3.3. 

Breuil a par ailleurs donné dans [10] une construction similaire pour des représen­

tations semi-stables non cristallines. Si k > 2 et £ G E, soit Dk% le (Y>, iV)-module 

filtré DKt = Eei 0 Ee2 avec Mat(JV) = (5 G) et 

Mat(<p) = 
0 

0 

pk/2-l 
et Fil'i?* * = 

si i ^ 0, 

E{e1 + £e2) si 1 < i ^ k — 1, 

{0} si i ^ k. 

Ce (</?, 7V)-module filtré est admissible et il existe donc une représentation semi-stable 

VkX telle que T>st(V*£) = Dk^. 
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Soit log^ le logarithme p-adique normalisé par \og£(p) = £ et W(£) la E-représen-

bation de dimension 2 de IWQp) donnée par 

a 

.0 

fg 

d) 

1 logJa/df 

0 1 

ce qui fait que W(£) est une extension non-scindée de E par E. Si 5k ' B2(QP) —• Ex 

est le caractère qui à ( G bd ) associe |ad|(fc_2)/2dfc~2, alors on pose W(k, £) = W(£)<g>Sk 

et on a une suite exacte 

0 -> ind 
GL2(QP; 
B2(QP) 6k—> ind 

GL2(QP) 
B2(QP) 

W(k, £] s ind GL2(QP) 
edftt 

EndFCß[GL2( 

Par ailleurs, on peut montrer que la représentation Symfc 2E2 ® | d e t p 2)/2 est une 

sous-représentation de i n d g ^ g ^ Sk et on définit 

EndFCß[GL2(Qp)] 
s - ^ S y m * - ^ 2 |det|(fc-2)/2) 

Symfc-2^2 |det|(fc-2)/2 

Les analogues des théorèmes 2.4 et 2.5 sont alors vrais : la représentation £ ) 

admet un réseau stable sous GL2(QP), et le complété B(k,£) de T,(k,£) est un 

GL2(Qp)-banach unitaire admissible topologiquement irréductible. De plus, la semi-

simplifiée de la réduction de Vk,% modulo correspond à la semi-simplifiée de celle 

de B(k,£) via la correspondance du §1.3 (voir [14] pour des cas particuliers, qui 

ont eux aussi renforcé l'idée que les B(k,£) étaient les bons objets; ce résultat est 

démontré en toute généralité dans [5] en s'appuyant cette fois sur les constructions 

de [19] rappelées en 3.3). 

3. LA SÉRIE PRINCIPALE UNITAIRE 

Dans cette section, nous rappelons la théorie des (</?, r)-modules de Fontaine, puis 
nous expliquons son application à la construction de modèles de la restriction à B2(QP) 
des représentations de GL2(QP) associées aux représentations p-adiques « triangu-
lines ». 

3.1. Les (<£, r)-modules 

La théorie des (<£, r)-modules de Fontaine, introduite dans [26], permet de décrire 

toutes les représentations p-adiques de Gal(Qp/Qp) au moyen de modules sur des 

anneaux de séries munis de certains opérateurs. 

Soit $ le corps des séries f(X) = J2nezanXn où an G E, la suite {an}nez est 

bornée et il existe p(f) < 1 tel que f(X) converge sur p(f) < |X| < 1. Cet anneau 

peut être muni de deux topologies : d'une part la topologie p-adique (la norme de 
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Gauss), et d'autre part la topologie LF consistant à mettre sur chaque S^,p (les f(X) 
qui convergent sur p < \X\ < 1) la topologie de Fréchet de la convergence uniforme 
sur les couronnes du type p ^ \X\ ^ a pour a < 1. 

Le complété de 6^ pour la topologie p-adique est le corps local S des séries 
/ P O — J2nezanXn où an G E, la suite {an}nez est bornée et a_n —• 0 quand 
n —» +oo. On note 0Jr et 0<$ les anneaux des entiers de 6^ et de S pour la norme de 
Gauss. 

Le complété de pour la topologie LF est Vanneau de Robba 91 des séries 
/ P O = ZMGZ AN-^N où an e E et il existe p(/) < 1 tel que f(X) converge sur 
p(f) < \X\ < 1. 

Soit r un groupe isomorphe à Z*, dont on note [a] l'élément correspondant 
à a G Zp . Tous les anneaux ci-dessus sont munis d'un frobenius tp défini par 
<p(f)(X) = / ( ( l - h X ) ^ - l ) et d'une action de T donnée par ([a]f)(X) = / ( ( 1 + X ) A - 1 ) . 

DÉFINITION 3 . 1 . — Si A est Vun des anneaux S ou 6 ou 91, alors un (y?,r)-module 
sur A est un A-module libre de rang fini d, muni d'un frobenius semi-linéaire (p tel 
que Mat(^) G GLd(A) et d'une action semi-linéaire et continue de T qui commute 
à (p. 

On dit qu'un (p,Y)-module sur A est étale s'il en existe une base dans laquelle 
Mat (y?) G GLd(9^) (si A est 6* ou 91) ou dans laquelle Mat(y>) G GLd(0(5) (si 
A = 6). 

Si est un ((p, r)-module sur ô\ alors D = <§®£t D* est un (<p, T)-module sur & 
et Drig = 91 (G)£t est un (</?, T)-module sur 91. De plus, si D^ est étale, alors D et 
Drig le sont aussi. 

THÉORÈME 3 . 2 . — Les fondeurs D^ I—> D et D^ I—» DRIG sont des équivalences de 

catégories, de la catégorie des ((p, F)-modules étales sur $, vers la catégorie des 

((p,T)-modules étales sur & et sur 91. 

Le fait que D^ »—> D est une équivalence de catégories (la « surconvergence » des 
(<p, T)-modules sur ô) est le résultat principal de [16]. Le fait que D* I—> DRIG est une 
équivalence de catégories est démontré dans [34]. 

Il existe un anneau 6nr défini par exemple dans [26] (c'est le complété de l'extension 
maximale non-ramifiée de (5), qui est muni d'un frobenius (p et d'une action de 
Gal(Qp/Qp) et qui contient 5 , ce qui fait que si D est un (<£>, T)-module sur S, alors 
V(D) = ((5nr ®<S D)^=1 est un E-espace vectoriel, muni de l'action de Gal(Qp/Qp) 
donnée par g(x (8) d) = g(x) (G) [Xcyc\(g)](d). 
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THÉORÈME 3.3. — Si D est un ((p, T)-module étale de dimension d sur &, alors V(D) 

est une représentation E-linéaire de dimension d de Gal(Qp/Qp) et le fondeur qui 

en résulte, de la catégorie des ((p,T)-modules étales sur & vers la catégorie des repré­

sentations E-linéaires de Gal(Qp/Qp); est une équivalence de catégories. 

Afin de faire le lien entre les ((p, T)-modules et les représentations de GL^Qp), il 

faut construire un certain opérateur noté ip. Si A est l'un des anneaux £^ ou 6 ou 

alors A est un <^(A)-module libre de rang p engendré par {(1 + -X")*}o^*^p-i- Si 

/ G A, on peut donc écrire / = Ylï=o + -^0* et on Pose ^ ( / ) = fo- Si D est un 

T)-module sur A, alors il en existe une base de la forme {(f(ei)}i^i<^d et si y G D, 

on peut donc écrire y = YA=I yi<P(ei) et on Pose ^(v) = J2i=i ^(îfc)ei-

PROPOSITION 3.4. — L'opérateur i\) ainsi défini ne dépend pas des choix, commute 

à l'action de T, et vérifie i/>(<p(f)y)) = fip(y) et ip(fip(y)) = ip(f)y si f G A. 

Le point de départ de la construction de la correspondance de Langlands p-adique 

pour GL2(QP) en utilisant les (ip, r)-modules est le suivant. Si D est un (y?, r)-module 

sur S et si ô : Q* —• Ex est un caractère continu, notons D Ms Qp l'ensemble des 

suites {x^}nez d'éléments de D telles que ^(x^n+1^) = pour tout n. On munit 

D Ms Qp d'une action de B2(QP) en décidant que, si x G D Ms Qp, alors 

1. g(x)(n) = 5(a) • a?(n> si g = (g °) avec a G Q* ; 

2. g(x)^ = [a](x^) si g = (g °) avec a G Z* ; 

3. g(x)^ = x(n+*> si g = (PJ6 j ) avec k G Z ; 

4. £(x)(n) = (1 + X)cpn • x^ si g = (II) et cpn e Zp. 

Cette définition est donnée dans [20]. L'idée est alors d'étendre cette action de 
B2(Qp) à une action de GL2(QP). Cette stratégie marche particulièrement bien pour 
les représentations « triangulines » de dimension 2, que nous étudions dans le §3.3. 

3.2. Pentes des (^-modules sur l'anneau de Robba 

Un ingrédient important de la construction de la « série principale unitaire » du 

§3.3 est la théorie des pentes de frobenius pour les (^-modules sur théorie due à 

Kedlaya et développée dans [34]. On dit qu'un ^-module sur 91 est pur de pente a/h 

s'il en existe une base dans laquelle MoX(p~a^h) G GL^(0^) (par exemple, être étale 

est équivalent à être pur de pente nulle). Un module pur d'une certaine pente est dit 

isocline. Le résultat principal de la théorie des pentes est le théorème 6.10 de [34]. 

THÉORÈME 3.5. — Si D est un cp-module sur 91, alors il admet une unique filtration 

{0} = Do C Di C • • • C = D par des sous-tp-modules saturés, vérifiant 

1. pour tout i ^ 1, le module D^/D^-i est isocline; 

2. si Si est la pente de Di/D^-i, alors s\ < S2 < • • • < S£. 
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Comme la filtration est unique, si D est en plus un (y?, r)-module, alors les sont 
eux aussi des r)-modules. 

Un point délicat mais crucial de la théorie des pentes est qu'un ^-module sur 91 
qui est pur de pente s n'admet pas de sous-objet de pente < 5 par le théorème 3.5, 
mais peut très bien admettre des sous-objets saturés de pente > s. 

3.3. La série principale unitaire 

Si V est une représentation p-adique, alors en combinant les théorèmes 3.3 et 3.2, 
on peut lui associer le (y?, T)-module étale Drig(F) sur 91, qui est un objet de la 
catégorie de tous les ((p, r)-modules sur 91. 

DÉFINITION 3.6. — On dit qu'une représentation p-adique V est trianguline si 
Drig(T^) est une extension successive de (ip,T)-modules de rang 1 sur 91. 

En utilisant les résultats de [4] qui font le lien entre la théorie de Hodge p-adique 
et la théorie des ((p, r)-modules, on peut montrer le résultat suivant. 

THÉORÈME 3.7. — Les représentations semi-stables sont triangulines. 

Si 8 : Qp —> Ex est un caractère continu, alors w(8) = logp S(u)/\ogp u ne dépend 
pas de u G 1 4- pZp et est appelé le poids de 8. La pente de 8 est u(8) = valp(8(p)). 

On définit 91(8) comme étant le (<£>, T)-module de rang 1 engendré par es avec 
ip(es) = S(p)es et [a](e«5) = ô(a)es. La pente de 91(5) au sens du §3.2 est alors bien u(S). 

THÉORÈME 3.8. — Tout (<p,T)-module de rang 1 sur 91 est isomorphe à 91(5) pour 
un caractère S : Qx —> Ex. 

Si V est une représentation trianguline de dimension 2, alors DTig(V) est une ex­
tension de deux r)-modules de rang 1 et on a donc une suite exacte 

0 —> R(g1)—>BTig(V) -+ 9l(52) 0. 

Le fait que Drig(V) est étale force les relations u(8\) + u(S2) = 0 et (à cause du 
théorème 3.5) u(ôi) > 0. Si w((5i) = u(82) = 0, alors 9l(8\) et 9l(82) sont étales et V 

elle-même est extension de deux représentations. 

THÉORÈME 3.9. — Si 8\ et 82 : Q£ —> Ex sont deux caractères continus, alors 

E x t 1 ^ ^ ) , ^ ! ) ) est un E -espace vectoriel de dimension 1, sauf si 8\82 1 est de 

la forme x~% avec i ^ 0, ou de la forme \x\x% avec i ^ 1 ; dans ces deux cas, 

Ext1(9l(82), 9l(8\)) est de dimension 2. 
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Ce théorème est démontré dans [17]. On note alors <fl l'espace <fl = { ( ¿1 , S2, £)} où 
£ = 00 si ôiô^1 n'est Pas de la forme x~% avec i ^ 0, ni de la forme \x\x% avec i ^ 1, 
et G P1(E') sinon. Une version constructive du théorème 3.9 ci-dessus permet 
d'associer à tout s G $ une extension non-triviale Drig(s) de «$(¿2) par ¿#(¿1), et 
réciproquement. 

Si s G 9̂ , alors on pose w(s) = w(ôi) — w(S2). On définit 9^ comme l'ensemble des 
s G 9̂  tels que -h ^(¿2) = 0 et w(<Si) > 0 et on pose alors u(s) = u(ôi) si s G 9̂ *. 
On définit les ensembles « cristallins », « semi-stables » et « non-géométriques » de 
paramètres. 

1. <^ris = {s G 9^ tels que > 1 et < w(s) et £ = 00} ; 

2- 9^f = {5 G ^ tels que w(s) ^ 1 et 14(5) < et £ ^ 00} ; 
3. <^g = {s G ^ tels que w(s) n'est pas un entier > 1 } ; 

4. Jirr = r u d f u ^ . 

THÉORÈME 3 . 1 0 . — Si s e <̂ firr, a/ors Drig(s) est étale. Si V(s) est la représentation 

trianguline associée, alors V(s) est irréductible et V(s) = V(s') si et seulement si 

s G et s' = (xw^62,x-wM61,oo). 

Toutes les représentations triangulines absolument irréductibles s'obtiennent ainsi 
(quitte à étendre les scalaires) et V(s) devient cristalline (ou semi-stable) sur une 
extension abélienne de Qp après torsion éventuelle par un caractère si s G <^ris (ou 
si s G 9^), tandis qu'elle n'est pas de de Rham si s G <jJ"g. Un ingrédient important 
de la démonstration du théorème 3 . 1 0 donnée dans [17] est la théorie des pentes des 
(^-modules sur 91 rappelée au §3.2. 

Nous expliquons à présent la construction des représentations II(s) de GL2(QP) 
associées à s G ^firr. On note log^ le logarithme normalisé par log^(p) = £ (si 
£ = 00, on pose log^ = valp) et si 5 G 9̂ , on note ôs le caractère (x\x\)~1ôiS2~1. Si 
s G 9̂ irr alors on ne peut avoir £ ^ 00 que si Ss est de la forme x1 avec i ^ 0. On 
peut définir la notion de fonction de classe £?M pour u G R^o (voir [18]), généralisant 
le cas u G Z^o- On note B(s) l'ensemble des fonctions / : Qp —> E qui sont de classe 
<6u{s) et telles que x 1—• Ss(x)f(l/x) se prolonge en 0 en une fonction de classe ^u^s). 
L'espace B(s) est alors muni d'une action de GL2(QP) donnée par la formule suivante 

a df 

C dj 
f (y) = (x\x\ô^)(ad-bc) -ôs(cy + d) df ay-\-b 

<cy + d 

L'espace M (s) est défini par 

1. si ôs n'est pas de la forme x1 avec i ^ 0, alors M (s) est l'espace engendré par ] 
et par les y *-> Ss(y — a) avec a G Qp ; 
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2. si 5 s est de la forme x% avec i ^ 0, alors M (s) est l'intersection de B(s) et de 

l'espace engendré par y ^ Ss(y — a) et y ^ Ss(y — a) logg(y — a) avec a G Qp. 

On pose enfin II(s) = B(s)/M(s) où M(s) est l'adhérence de M (s) dans B(s). 

THÉORÈME 3.11. — .Si V(s) = 14?ap)X, a/ors on a un morphisme GL2(QP)-équi-

variant IIfc,ap,x n(s) dont l'image est dense, et si V(s) = Vk,£, alors on a un 

morphisme GL^Qp)-équivariant J2(k,£) —> II(s) dont l'image est dense. 

Ce théorème n'exclut pas a priori que 11(5) soit nul. On a cependant le résultat 

suivant, qui implique alors le théorème 2.4 et son analogue semi-stable. On note S le 

caractère (x\x\)~1SiÔ2. 

THÉORÈME 3.12. — Si s E <flÏTT, alors on a un isomorphisme de représentations de 

B2(Qp) entre 11(5)* (G) S et l'ensemble des suites bornées de D(V(s)) Efo Qp. 

Ce théorème avait tout d'abord été montré par Colmez pour 5 G fî£ puis par Breuil 

et moi-même pour s G ç^ns et enfin par Colmez pour s G ç̂ )g (voir [6] et [19]). Si 

s G <^ris et sf = (xw(sïô2, x~w(s>}Si, oc), alors II(s) = n(s') et on a donc deux manières 

de construire cet espace. L'entrelacement entre 11(5) et n(s') peut alors s'interpréter 

en termes de la filtration sur DcriS(V(s)). 

COROLLAIRE 3.13. — Le GL2(QP)-banach unitaire H(s) est non-nul, topologique­

ment irréductible et admissible. 

Le théorème 3.12 implique, que II(s) est non-nul car, si y G D(V(s))^=1, alors 
la suite constante de terme y appartient à D(V(s)) Qp et on peut montrer que 
tjV=I ^ 0 pour tout (cp, T)-module étale D. Les deux autres propriétés se déduisent 
de même de la théorie des ((p, T)-modules. 

Remarque 3.14- — On peut montrer que, si D est un ((p, T)-module étale, alors il 

existe un ^ [XJ-module « petit » Drt C D tel que, s ix G D\%sQP est une suite bornée, 

alors x^ G D1* pour tout n. Si D = S, alors on peut prendre D* = X~l9E[X}[l/p]. 

4. LA CORRESPONDANCE P O U R GL2(QP) 

Cette section contient la construction générale de la correspondance, ainsi que 

plusieurs de ses propriétés. 
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4.1. Les foncteurs de Colmez 

Inspiré par ses constructions rappelées au §3.3, Colmez a construit dans [21] deux 

foncteurs D(-) et II(-). Le foncteur D(-) associe à un GL2(Qp)-banach unitaire admis­

sible II un ((p, r)-module étale D(II) sur S. Le foncteur II(-) associe à un (<̂ , r)-module 

étale D absolument irréductible et de dimension 2 sur S un GL2(Qp)-banach unitaire 

absolument irréductible et admissible n (D) . 

Construction è II h D ( N ) : si II est un GL2(Qp)-banach unitaire admissible, 

alors on définit un certain sous-espace W de II stable sous l'action du monoïde 

P = {Zp\{°} ZP ) ce qui fait que, si Dw est le dual de W, alors Dw est une re­

présentation de P. On peut donc munir Dw d'une structure de -module par 

(1 + X)z • v — ( l f ) v, d'une action de T par [a](v) = ( g J ) v et d'un frobenius <p par 

(p(v) = (QI)V. On pose alors D(II) = 6®QE\XI Dw et on vérifie que D(II) est un 

r)-module étale sur S. 

Construction de D i—> II(D) : si D est un (<£>, r)-module étale sur 6 et si S est un 

caractère, alors D Ms Qp est l'espace dont on a rappelé la définition à la fin de 3 .1 . 
Colmez a généralisé cette construction en définissant un faisceau U »-> D U, avec 

des applications Resu : D V —> D U si U C V sont des ouverts de Qp. On 

a par exemple D Zp = D et Reszp est l'application x = {x^}nez »-* x^°\ On 

a aussi D Mg Zp = D^=0, l'application ResZX : D Es Zp -+ D Ms Z* étant donnée 

par 1 — ipip. Colmez a alors défini par une formule explicite assez compliquée une 

application w$ : D IEI<$ Z* —> D Z* qui correspond moralement à l'application 

x i-> 1/x de Zp —• Zp . Cette application lui permet de définir D P1 comme 

l'ensemble des (xi,x2) avec #1,2:2 G D Zp vérifiant ResZX (x\) = ws(Reszx (#2) ) . 

On dispose alors d'une application ResQp : D Ms P1 —• D Qp et l'action de B2(QP) 
sur D £3$ Qp s'étend assez naturellement en une action de GL2(QP) sur D Ms P1 (on 

a par exemple (J J) (xi,x2) = (x2ixi))-

Ces constructions marchent quelle que soit la dimension de D, mais D P n'est 

pas le genre d'objet que l'on cherche à construire (il est trop gros). Notons (D^P1)1*01" 

le sous-module des x G D Ms P1 tels que ResQp(#) est une suite bornée de D Qp. 

THÉORÈME 4 . 1 . — SiD est un (<p,T)-module étale absolument irréductible et de di­

mension 2 sur S et si S est le caractère (#|a;|)-1 det(D) alors 

1. (D №ô P1)*501 est stable sous l'action de GL2(QP) ; 
2. siUÇD) = D^<5P1/(D^<5P1)bor; alors (D^P1)*01 est isomorphe àII(D)*®<S; 

3. on a un isomorphisme D(II(D)) = D ® 

Si D n'est pas de dimension 2, alors (D P1)1501 n'est en général pas stable par 

GL2(QP) et le théorème est donc spécifique à la dimension 2. De plus, la démonstra­

tion du (1 ) est assez détournée, puisqu'elle est fondée sur le fait que le (1 ) est vrai pour 
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les représentations triangulines par le théorème 3 .12 , et que comme les représenta­

tions triangulines forment un sous-ensemble Zariski-dense de toutes les représentations 

p-adiques, le résultat s'étend par continuité (méthode suggérée par Kisin). 

En utilisant l'équivalence de catégories entre représentations p-adiques et 

(9?, r)-modules étales, on peut donc associer à toute représentation ^-linéaire 

absolument irréductible de dimension 2 de Gal(Qp/Qp) un GL2(Qp)-banach unitaire 

absolument irréductible et admissible II(V). Le résultat suivant de [41] (valable si 

p ^ 5) nous dit quels GL2(QP)-banach on obtient de cette manière. 

THÉORÈME 4 . 2 . — Un GL2(QP)-banach unitaire absolument irréductible et admis­

sible II est de la forme Tl(V) avec V absolument irréductible de dimension 2 si et 

seulement si II n'est pas un sous-quotient d'une induite d'un caractère unitaire de 

B2(QP). 

COROLLAIRE 4 . 3 . — La correspondance de Langlands p-adique pour GL2(QP) donne 

une bijection entre les deux ensembles suivants de E-représentations 

1. les représentations absolument irréductibles de dimension 2 de Gal(Qp/Qp) 

2. les GL2(Qp)-banach unitaires absolument irréductibles et admissibles qui ne sont 

pas un sous-quotient d'une induite d'un caractère unitaire de B2(QP). 

Le résultat principal de [37] nous dit par ailleurs que la plupart des représenta­
tions E'-linéaires réductibles de dimension 2 de Gal(Qp/Qp) sont dans l'image du 
foncteur D(-) composé avec l'équivalence de Fontaine (l'idée est là aussi de se rame­
ner au cas des triangulines par un argument de continuité). On peut alors étendre la 
correspondance aux représentations réductibles de dimension 2 de Gal(Qp/Qp). 

4.2. Propriétés de la correspondance 

La correspondance de Langlands p-adique pour GL2(QP) jouit d'un certain nombre 

de propriétés, qui ont d'ailleurs guidé sa construction. 

Tout d'abord, elle est compatible à la correspondance en caractéristique p du §1.3, 
par réduction modulo m^. En effet, dans [5] il est démontré que si 11(14^) est la repré­

sentation de GL2(QP) associée à une représentation /^-linéaire W de Gal(Qp/Qp) 

par la correspondance du §1.3, alors la restriction à B2(QP) de II(VF)* <g) S est iso­

morphe à l'ensemble des suites bornées de D(W) Qp après semi-simplification. En 

réduisant modulo m^; l'isomorphisme entre 11(D)* (g) S et (D p1)*501" du théorème 

4 .1 , on obtient le résultat suivant. 

THÉORÈME 4 . 4 . — Si V est une représentation E-linéaire absolument irréductible de 

dimension 2 de Gsà(Qri/Qr))y alors V correspond à U(V) par la correspondance du 

§1.3. 
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Ensuite, la correspondance permet de retrouver la correspondance de Langlands 

locale « classique » démontrée par Harris et Taylor dans [32] et par Henniart dans 

[33] (mais construite bien avant par Tunnell dans [46] pour GL2(QP)). Cette corres­

pondance est une bijection entre des représentations du groupe de Weil-Deligne de 

QP et des représentations lisses admissibles de GL2(QP). Si D est une représentation 

de Weil-Deligne de QP, on note Lisse(D) la représentation de GL2(QP) associée. Si 

D est de plus munie d'une filtration de poids a < 6, alors on note Alg(D) la repré­

sentation algébrique Sym6_a-1i£2 ®deta. Si V est une représentation de Gal(QP/QP) 
qui est potentiellement semi-stable, alors une généralisation des constructions du §2.1 

permet de lui associer un (<£?,N,GQP)-module filtré Dpst(F) et donc comme dans 

[28] une représentation de Weil-Deligne et un module filtré. On note Lisse(F) et 

A\g(V) les représentations de GL2(QP) que l'on en déduit. Rappelons que, si II est 

un GL2(Qp)-banach unitaire, alors IIalg a été défini au §2.2. 

THÉORÈME 4.5. — Si V est une représentation E-linéaire absolument irréduc­

tible de dimension 2 de Gal(QP/QP), alors ÏI(F)alg ^ {0} si et seulement si 

V est potentiellement semi-stable à poids distincts a < b. Dans ce cas, on a 

n(V)alg = Alg(V) (G) Lisse(V). 

Ce théorème est montré dans [21] (en utilisant les résultats de [24] si V n'est pas 

trianguline) et nous ramène aux premiers exemples de la correspondance puisque les 

espaces ïlk,ap,x §2.3 pouvaient aussi être définis (si ap ^ ±(pk/2 +pfc/2-1)) par 

n M p , x = Alg(Vfc,ap?x) (G) Lisse(Vfc,ap,x). 

Le théorème 2.2 montre que II(D)arl est dense dans II(D) et le résultat suivant, lui 
aussi montré dans [21], indique comment retrouver n(D)an en termes de la définition 
de II(D) donnée au (2) du théorème 4.1. 

THÉORÈME 4.6. — Si D est un (<p,T)-module étale sur S, absolument irréduc­

tible et de dimension 2, alors ÏI(D)AN est Vimage de D"̂  P1 dans U ( D ) = 
D ^ P 7 ( D ^ P 1 ^ . 

Si V est une représentation ^-linéaire absolument irréductible de dimension 2 de 

Gal(QP/QP) qui devient cristalline sur une extension abélienne de QP, alors Breuil 

avait conjecturé dans [6] une description explicite de II(^)AN (comme deux induites 

paraboliques localement analytiques, amalgamées au-dessus d'une sous-représentation 

localement algébrique commune). Cette conjecture est démontrée dans [38]. 
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5. APPLICATIONS 

Nous donnons ici quelques applications de la correspondance et des propriétés de 

compatibilité qu'elle vérifie. 

5.1. Représentations triangulines 

Un sous-produit de la construction de la correspondance, et en particulier de la 

série principale unitaire, a été de dégager la notion de représentation p-adique trian­

guline de Gal(Qp/Qp). Comme on l'a dit au §3.3, les représentations semi-stables 

sont triangulines, mais il en existe beaucoup d'autres. On a par exemple le résultat 

suivant de [35] (pour les formes modulaires p-adiques et les représentations qui leur 

sont associées, voir le rapport [25] d'Emerton). 

THÉORÈME 5.1. — Les représentations associées aux formes modulaires paraboliques 

surconvergentes de pente finie sont triangulines. 

Tout comme la théorie de Hodge p-adique est un outil indispensable pour l'étude 

des formes modulaires, la théorie des représentations triangulines est au cœur de 

l'étude des formes modulaires et automorphes p-adiques ; c'est par exemple le thème 

de [3] et des nombreux travaux qui s'en inspirent. 

5.2. Réduction des représentations cristallines 

Soient k ^ 2 et ap G m# et Vk,ap la représentation définie au §2.1. Si on en choisit 

un 0#-réseau stable par Gal(Qp/Qp), que l'on réduit ce réseau modulo m ;̂ et qu'on 

semi-simplifie cette réduction, on obtient une représentation kE-linéaire semi-simple 

Vk,ap qui ne dépend pas du choix du réseau par le principe de Brauer-Nesbitt. La 

question se pose alors de déterminer Vk,ap-
Si k ^ p, alors la réponse est donnée par la théorie de Fontaine-Laffaille (voir [30]) 

et on trouve que Vk,ap = ind(a;2_1)- ^n utilisant la théorie des modules de Wach 

(une spécialisation de la théorie des (</?,T)-modules dans le cas cristallin), on peut 

calculer Vk,ap pour k = p+1 et pour k ^ p + 2 si valp(ap) > [(k — 2) / (p+ 1)J (voir [7] 
pour ces calculs, et [47] pour des améliorations ponctuelles de la borne sur valp(ap)). 

Hors du disque valp(ap) ^ [(k — 2)/(p + 1)J, on n'a pas de formule générale et les 

calculs informatiques de [42], étendus ensuite par Buzzard, montrent que la situation 

se complique quand k augmente. En particulier, Vk,ap dépend de ap d'une manière 

de plus en plus compliquée. 

Le théorème 4.4 montre que Vk,ap est déterminée par Hk,ap, ce qui permet de 

calculer Vk,ap dans les cas où on peut calculer IIfc>ap. C'est ce qu'a fait Breuil pour 

k ^ 2p dans [9] (et pour k = 2p + 1 dans un travail non publié) et qu'ont fait Buzzard 
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et Gee dans [15] pour 0 < valp(ap) < 1. Le théorème suivant rassemble les résultats 

que l'on connaît pour l'instant (mars 2010). 

THÉORÈME 5.2. — La représentation Vk,ap est connue dans les cas suivants 

1. Si 2 < k < p + l , alors EndFCß[GL2(Qp)]EndFCß[GL2(Qp)]. 

2. P o w k = p + 2 

(a) si 1 > vaL(a p) > 0, alors Vk,ap EndFCß[GL2(Qp)] 

(b) si val p (a p ) ^ 1, et si A2 - ap/p • A + 1 = 0 alors Vk,ap EndFCß[GL2(Qp)] 
3. Pour 2p^k^p + 3 

(a) si 1 > vaLiûu) > 0, alors Vk,ap 
= ind (o , r p ) 

(b) si val p (a p ) = 1 et si X = ap/p • (A: — 1), alors Vk,ap 
EndFCß[GL2(Qp)]sdfghs 

(c) SÌ vaL(a p) > 1, gf Vk,ap 
EndFCß[GL2(Qp)] 

4. Po^r = 2ü + 1 (etpí2) 
FA) SI val p (a 2 + p) < 3 / 2 , EndFCß[GL EndFCß[GL2(Qp)] EndFCß[GL2(Qp)] 

(b) 52 val p(a¿+p) ^ 3/2, a/ors EndFCß[GL2 = Lü/JLxQupx-1 OÙ \2-(a2+p)/(2pap) 

A + l = 0. 
5. Pour k>2p + 2, les résultats ne sont que partiels 

(a) si vaL(a p) > L ( f c - 2 ) / ( p - l ) j alors Vk,af 
= ind(ü¿- 1 ) F E S T réductible 

si p + 1 DIVISE fc — 1^ 

(b) SÌ 0 < vaL(a p) < 1 E* t représente k — 1 mod p — 1 dans EndFCß[GL2(Qp)] 

alors 

EndFCß[GL2(Qp)] = ind(<4) 51 p - i NE DZW5E pas A; — 3 

(n) Vk,ap 
€ {ind(a;|), ŴA ® ^ / Í A - I } pour un certain A SI p — 1 divise 

fc-3. 

On ne dispose pas pour l'instant de formule générale, même conjecturale, pour 

Vk,ap- Mentionnons tout de même la conjecture suivante de Buzzard (pour p ^ 2). 

CONJECTURE 5.3. — Si k est pair et si Vk,ap est réductible, alors valp(ap) est un 
entier. 

Le problème analogue dans le cas semi-stable du calcul des Vk,£ se pose et le 

théorème 4.4 s'applique là aussi. 

5.3. Conjecture de Fontaine-Mazur 

Si / = Y^n^i anQn est une forme modulaire parabolique propre de poids k, 

de niveau N et de caractère e, et si E = Q p ( { a n } n ^ i ) , alors grâce à [23] on 

sait qu'il existe une représentation .E-linéaire Vf de dimension 2 de Gal(Q/Q) 
telle que Vf est non-ramifiée en tout £ \ pN et telle que, pour ces £, on a 

det(X - Fr*) = X2 - aeX + e(£)£k~l. 
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On sait par ailleurs que la restriction de Vf à Gal(Qp/Qp) est potentiellement 

semi-stable et Fontaine et Mazur ont formulé dans [31] la conjecture suivante. 

CONJECTURE 5.4. — Si V est une représentation E-linéaire irréductible de dimen­

sion 2 de Gal(Q/Q) qui est non-ramifiée en presque tout £ ^ p, et dont la restriction 

à Gal(Qp/Qp) est potentiellement semi-stable à poids de Hodge-Tate distincts, alors 

il existe une forme modulaire parabolique propre telle que V est la tordue de Vf par 

un caractère. 

Notons V la réduction modulo de V. 

THÉORÈME 5.5. — La conjecture de Fontaine-Mazur est vraie, si Von suppose que 

V satisfait certaines hypothèses techniques. 

Ce théorème a été démontré indépendamment par Kisin (voir [36]) et par Emerton 

(voir [24]). Les « hypothèses techniques » de Kisin sont les suivantes. 

1. p ^ 2 et V est impaire, 

2- ^ lGai(Q/Q(cP)) est aDS°lument irréductible, 

3- V LGAL(Qp/Qp) n'eSt de la forme ("o* x)-

Les « hypothèses techniques » d'Emerton sont (1) et (2) et 

3'. V |GAL(QP/QP) n'est pas de la forme (o ni de la forme (o 
La méthode d'Emerton donne alors un résultat supplémentaire : si on suppose que 

V |GAL(Q /Q ) est trianguline (au lieu de potentiellement semi-stable), alors V provient 

d'une forme modulaire parabolique surconvergente de pente finie. 

L'outil le plus puissant dont on dispose pour l'instant afin de démontrer la modula­

rité de certaines représentations galoisiennes est l'étude de leurs espaces de déforma­

tions. C'est cette méthode qui a permis à Wiles de démontrer dans [49] la modularité 

des courbes elliptiques semi-stables. 

Dans leur article [13], Breuil et Mézard ont proposé une conjecture reliant cer­

tains anneaux paramétrant les déformations potentiellement semi-stables d'une re­

présentation F , et certaines représentations de GL2(ZP). Plus précisément, pour 

un certain type de paramètres (fc,r, V) de déformations, ils définissent une mul­

tiplicité galoisienne tiGai(k,T, V) et une multiplicité automorphe /XAut(^ T, V). La 

multiplicité galoisienne mesure la « taille » de l'anneau des déformations de type 

(fc,r, V), tandis que la multiplicité automorphe dépend de V et de la réduction mo­

dulo p de certaines représentations de GL2(ZP) associées à A; et r par la correspon­

dance locale de Langlands « classique ». La conjecture de Breuil-Mézard est alors que 

MGal(*, r, V) = /jAut(fc, r, V). 

Le foncteur de Colmez V \-+ n ( F ) étant défini de manière assez naturelle, il s'étend 

aux familles et définit par suite un foncteur de l'espace des déformations de V vers 
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l'espace des déformations de H(V) (c'est d'ailleurs cet argument qui est utilisé par 
Kisin dans [37]). Cette construction, ainsi que le théorème 4.5 concernant les vec­
teurs localement algébriques, permettent à Kisin de faire le lien entre multiplicité 
galoisienne et multiplicité automorphe, et par suite de démontrer la conjecture de 
Breuil-Mézard. Ceci lui donne des renseignements précis sur les anneaux de déforma­
tions de V qui lui permettent alors d'appliquer les techniques de modularité et de 
démontrer la conjecture de Fontaine-Mazur. 

Remarquons pour terminer que la conjecture de Breuil-Mézard était inspirée des 
calculs de [12] dont le principal résultat était la modularité de toutes les courbes 
elliptiques définies sur Q et c'est la rédaction de [13] qui a contribué à donner à Breuil 
l'idée de la construction de la correspondance de Langlands p-adique. La boucle est 
donc bouclée, puisque cette correspondance de Langlands p-adique pour GL2(QP) 
permet à présent de démontrer une vaste généralisation du résultat de [12]. 
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