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SÉRIE SPÉCIALE p-ADIQUE 
ET COHOMOLOGIE ÉTALE COMPLÉTÉE 

par 

Christophe Breuil 

Résumé. — Soit / une forme modulaire parabolique nouvelle de poids k > 2 sur 
To(Np) avec (iV,p) = 1 vecteur propre des opérateurs de Hecke. Soit E une ex­
tension finie de Q contenant les valeurs propres. Si k > 2, on montre que l'adhé­
rence de la représentation Symfc_2I?2<g)7rp(/) de GL,2(Q) dans le complété p-adique 
lim^ lirn̂  H1(Y(Npr),Z/pnZ) <g> E détermine l'invariant j£f de / , c'est-à-dire la res­
triction à Gal(Qp/Qp) de la représentation galoisienne p-adique associée à / . En 
utilisant des résultats de Colmez, on donne une description explicite de ce qu'est 
cette adhérence. Le cas k = 2 se comporte différemment, mais on montre comment 
on peut encore retrouver l'invariant j£f, du point de vue GL,2(Q), dans le complété 
p-adique précédent. 

Abstract (Special p-adic series and completed étale cohomology). — Let / be a new modular 
parabolic form of weight k > 2 on Fo(Np) with the eigenvector of Hecke operators 
(JV,p) = 1. Let E be a finite extension of Q containing the eigenvalues. If k > 2, 
we show that the closure of the representation Symk~2E2 <g> 7rp(f) of GL2(Q) in 
the p-adic completion lim lim H1 (Y(Npr), Z/pnZ) ® E gives the invariant j£f of / , 

that is the restriction of the p-adice Galois representation of / to Gal(Q/Q). By 
using Colmez's results we give an explicit description of this closure. The case k = 2 
behaves differently, but we show how one can still find the invariant j£? from the 
GL2(Q) view point, in the previous p-adic completion. 

1. Introduction et notations 

1.1. Introduction. — Soit p un nombre premier, / une forme modulaire parabo­

lique de poids 2 sur T1(M) vecteur propre des opérateurs de Hecke et a(f) la repré­

sentation p-adique de Gal(Q/Q) associée. La composante automorphe locale np(f) se 

réalise dans la représentation lisse limüTc1(F(Mpr),Zp) ®zp E de GL2(QP) pour E 

extension finie suffisamment grande de Qp (il s'agit ici de la cohomologie de Betti à 

Classification mathématique par sujets (2000). — 11F. 
Mots clefs. — Série spéciale p-adique, correspondance de Langlands p-adique; cohomologie étale com­
plétée. 
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66 C. BREUIL 

support compact). On sait que 7rp(/), en général, ne détermine pas 0"(/)lGai(Q~/Q ) 
mais seulement la représentation de Weil-Deligne associée. Il est donc naturel de se de­
mander où est l'information qui manque, côté théorie des représentations de GL2(QP), 
pour reconstruire cette représentation p-adique de Gal(Qp/Qp). 

Considérons le Zp-module ([17]) : 

Hl d= lim (lim^c1(F(Mpr),Z/pnZ)) 

qui s identine au complète p-aaique du ^p-moauie îimn;{Y {ivip' ) , /Lv). L espace 
Hl ®zp E est un Banach p-adique muni d'une action continue unitaire de GL2(QP). 
Notons 7TP(/) Vadhérence de 7Tp(f) dans ce Banach, c'est-à-dire le complété p-adique 
de TTp(f) par rapport au ^-réseau 7rp(f)fï (H^ ® &E)- C'est aussi un Banach p-adique 
avec action unitaire de GL^Qp). Faisons l'hypothèse que la représentation galoisienne 
p-adique 0"(/)lGai(Q~/Q ) eŝ  aDS°lument irréductible. L'espoir de l'auteur est alors que, 
dans ce cas, 7rp(/) détermine la représentation 0"(/)lGai(Q~/Q ) ê  ne dépend que d'elle. 
Autrement dit, l'auteur espère que la complétion 7Tp(f) de 7rp(f) contient exactement 
l'information qui manque à 7rp(f) pour reconstruire ^(/)lGai(Q^/Q ) l°rsclue cette der­
nière est irréductible. 

Plus généralement, lorsque / est de poids k > 2, on peut encore plonger la re­
présentation localement algébrique Symfc~2i£2 (g^ 7rp(f) dans H\ (g) E et considérer 
de même son adhérence 7rp{f). Comme précédemment, l'auteur espère que np(f) dé­
termine la représentation 0"(/)lGai(Q~/Q ) l°rsclue cette dernière est irréductible et ne 
dépend que d'elle (voir [16]). Si cet espoir correspond à une réalité, il doit alors être 
possible de construire les Banach 7?P(/) de manière purement locale comme spéculé 
dans [4], §1.3 

Lorsque a(f) lGai(Q~/Qp) n'est Pas irréductible, 7rp(f) en général ne suffit pas à 

déterminer 0"(/)lGai(Q~/Qp)> mais H^E contient alors un Banach plus gros que 7rp(f) 

et qui, lui, détermine ^(/)lGai(Q~/Qp) (v0̂ r [6] et ê cas k = 2 du présent article). 

Considérons d'abord le cas où 7rp(/) est une série principale. Il se trouve que dans 

ce cas Symfc_2E'2 nP{f) suffit déjà à déterminer a(f) lGai(Qp"/Qp) (l°rsciue celle-

ci est irréductible). On peut alors montrer (au moins si la représentation de Weil-

Deligne associée à a(f) |Gai(Q~/Q ) est bien ^"-semi-simple comme il est conjecturé) 

que le Banach 7rp(f) est alors simplement le complété p-adique de Symfc-2i£2 <S>E 

7rp(f) par rapport à un quelconque ^-réseau de Symfc_2I£2 (g)£ 7rp(/) de type fini sur 

^ [GL2(QP) ] (de tels réseaux existent bien par les résultats de [34] et [20], cf. [4]). 
En fait, le réseau induit sur Symk~2E2 <S>E np(f) par H\ 0 &E est nécessairement 

commensurable à un réseau de type fini sur ^ [GL2(QP) ] ([5], Cor.5.3.4). Ceci n'est 

pas vrai lorsque 7rp(/) n'est pas une série principale. 

Voir sur ces questions [18]. 
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Dans cet article, on s'intéresse au cas immédiatement après, c'est-à-dire celui où 
7Tp(f) est, à torsion non ramifiée près, la représentation de Steinberg. Lorsque k > 2, 
cr(/)lGai(^/Q ) est al°rs toujours absolument irréductible. Ce cas représente un bon 
test pour 1'« espoir » ci-dessus car Symk~2E2 nP(f) ne suffit plus à déterminer 
(7(̂ ')lGai(Q~/Q ) : manque l'invariant i f ( / ) de la forme / qui est le paramètre de la 
filtration de Hodge sur le module de Dieudonné-Fontaine filtré associé à / (voir [9], 
[21] et [13] pour une comparaison des différentes définitions de Jèf ( / ) ) . L'objectif de 
cet article est de montrer que 7rp(/) détermine exactement l'invariant i f ( / ) . Lorsque 
k = 2, cr(/) |Gal(Q-/Q ) (qui est dans ce cas réductible) n'est plus déterminé par 

7TP(/) mais on montre que if* (g>E contient un Banach topologiquement réductible de 
longueur 2 avec 7rp(/) en unique sous-objet et qui, lui, détermine i f ( / ) et ne dépend 
quedea(/)|Gal(ô;/Qp)^ 

On donne plus en détails maintenant les résultats principaux de l'article. 
Soit E une extension finie de Qp et notons B{k) le Banach obtenu en complétant 

|det|^~ ® Sym^-2^2 <S>E Steinberg par rapport à un quelconque ^-réseau de type 
fini sur &E[GIJ2(QP)] (OÙ I • I est la norme p-adique). Il est muni d'une action continue 
unitaire de GL2(QP) de caractère central le caractère cyclotomique p-adique à la 
puissance k — 2 (via la réciprocité locale pour Qp convenablement normalisée). Ce 
Banach admet la description concrète suivante, déduite via [4], §4.6 de résultats de 
Teitelbaum (cf. §3.2) : c'est le Banach des fonctions h : Qp —> E telles que h(z) \zp 
est de classe ^ ^ et zk~2h(l/z) \zp-{o} se prolonge sur Zp en une fonction de classe 
fé7^, quotienté par les polynômes en z de degré au plus k — 2 (rappelons que, si k 
est pair pour simplifier, une fonction est de classe moralement si elle est 

fois derivable avec dernière dérivée continue, cf. §3.2 pour le cas général). L'action de 
GL2(QP) est induite par : 

a by 

c dj 
(h)(z) = \ad - bc\^(-cz + a)k~2h{ 

dz — b 

^—cz + a 

Dans [4], on a associé à tout entier k > 2 et tout i f E Qp un Banach p-adique 5(fc, i f ) 
sur E (quitte à agrandir E) muni d'une action continue unitaire de GL2(QP) de 
caractère central le caractère cyclotomique p-adique à la puissance k — 2. La définition 
est par dualité : si log^ est la branche du logarithme p-adique sur C* telle que 

log^(p) = i f , le dual de 5 ( / c , i f ) est un sous-espace convenable de l'espace des 
fonctions « log^-rigides » sur le demi-plan p-adique avec action de GL2(QP) de poids 
2 - k (cf. §3.1). Pour k = 2, 5 ( 2 , i f ) est une extension non scindée 0 —• 5(2) - » 
5(2, i f ) —• E —> 0 dépendant de i f . Pour k > 2, 5(/c, i f ) est une completion p-adique 
de |det|~2~ (gjSym*1 ~2E2<g>Steinberg dépendant de i f et on a un morphisme GL2(QP)-
équivariant continu B(k) —> 5( fc , i f ) d'image dense (en fait surjectif, voir théorème 
1.1.1 ci-dessous). On donne dans ce texte une description directe plus concrète des 
5(fc , i f ) pour k > 2 (cf. Cor.3.3.4) : 
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68 C. BREUIL 

Théorème 1.1.1. — Si k > 2, le Banach B(k,J£) avec son action de GL2(QP) s'iden­
tifie au quotient du Banach B(k) par l'adhérence du sous-espace vectoriel des fonc­
tions : 

h(z) = 
iei 

lXi(z-Zi)ni logjz(z-Zi) 

où I est un ensemble fini, Xi G E, Z{ G Qp, ni G { L ^ ^ J + ! , . . . , & — 2} et 

deg( L i e / M * - * ) » * ) 
^ fc-2 
^ 2 ' 

Il n'est pas difficile de vérifier que les B{2,J£) (munis de leur action de GL2(QP)) 
sont tous distincts, admissibles au sens de [27] et topologiquement de longueur 2. 
Pour k > 2, les B(k,J£) (munis de leur action de GL2(QP)) sont encore tous distincts, 
admissibles au sens de [27] et topologiquement irréductibles, mais la preuve est alors 
nettement plus délicate et utilise de façon cruciale la théorie des (<^, r)-modules ([10], 
[12]), même si quelques résultats partiels peuvent s'obtenir par un calcul géométrique 
plus direct ([7]). Les Banach B(k, «if) et leurs tordus par des caractères non ramifiés de 
GL2(QP) « correspondent » aux représentations p-adiques semi-stables non-cristallines 
de Gal(Qp/Qp) de dimension 2, de poids de Hodge-Tate (0, k — 1) et de déterminant 
le caractère cyclotomique p-adique à la puissance k — 1 (à un caractère non ramifié 
près). 

Le résultat principal de ce texte est (cf. Cor.5.1.9) : 

Théorème 1.1.2. — Soit f — ^n>0 ane2l,7rnz une forme modulaire parabolique nor­

malisée de poids k > 2 nouvelle sur I\(M) avec M = Np et (N,p) — 1. On suppose 

f vecteur propre des opérateurs de Hecke et son caractère trivial en p de sorte que 

7rp(f) = Steinberg 0 nr(a~x) où nr(À)(x) = Àva1^) si x G Qp. Si E est une extension 

finie suffisamment grande de Qp dans Qp, on a : 

7Tp(f) ~ B(fc, -JSf(/)) <8> n r ^ a " 1 ) 

Lorsque k = 2, on a 7rp(f) ^ B(2) ® nr(a~1) et —«if ( / ) est la seule valeur de «if 

telle que l'injection np(f) B.\<g>zp E s'étende en une injection 5(2, «if) (8)nr(a~1) ^ 

Hi <S>zp E (voir corollaire 1.1.6 ci-dessous). Le fait que la valeur de «if intervenant dans 

7TP(/) lorsque k > 2 soit précisément —«if ( / ) est conséquence des résultats de [3] pour 

k pair et des résultats de [10] (voir aussi [12]) combinés avec le corollaire 5.2.4 pour 

k > 2 (voir §5.1 et aussi [16], Th.7.10.1). 
On explique maintenant les étapes de la preuve du théorème 1.1.2. 
Soit B un Banach p-adique à coefficients dans une extension finie E de Qp muni 

d'une action continue unitaire de GL2(QP) et By son dual muni de l'action duale 

de GL2(QP). Soit H^(N) d= lirn^ (lirn^ Hl(Y(N,pr), Z/pnZ)) où N est premier à 
p et Y(N,pr) = Y(Kf(N)K(pr)) est la courbe modulaire « associée » au groupe de 
congruence Ti(iV) nT(pr) (voir §2.1 et §2.2 pour une définition précise). On exprime 
pour commencer les espaces HoniGL2(Qp)(5, (N) E) comme des symboles mo­
dulaires (cf. Th.2.4.2) : 
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Théorème 1.1.3. — Soit V{(N) le sous-groupe de GL/2(Z[l/p]) des matrices de 

déterminant positif congrues à 
1 * 

0 * 
modulo N et Div°(P1(Q)) le Z-module 

des diviseurs de degré 0 de P1(Q) muni de son action naturelle de G L ^ Q ) . Soit 
Hom?p(iV)(Div°(P1(Q)),JBv) le sous-espace vectoriel de Homz(Div°(P1(Q)), By) 

des éléments invariants par T\{N) (agissant sur By et D i v ^ P ^ Q ) ) ; . Il y a un 
isomorphisme canonique compatible aux opérateurs de Hecke : 

nomGLa(Qp)(B,Hl(N) ®Zp E) ^ Hom î jW(Div0(P1(Q)),Bv) 

où Vaction de Hecke sur le membre de gauche provient de celle sur H^(N) et est 

donnée sur le membre de droite par l'action des doubles classes en rf(JV). 

Si V est un .E-espace vectoriel sur lequel les opérateurs de Hecke hors Np agissent, 
notons Vf le sous-espace sur lequel ils agissent par les valeurs propres associées 
à / . Soit rf(iV) c Ti(N) le sous-groupe des matrices de déterminant 1. On étu­
die dans un second temps les espaces Homrp^(Div°(P1(Q)),B(k,j£f)v)"^ pour 
j£? G E. Plus précisément, une certaine involution WOQ (correspondant grosso-modo 
à une conjugaison complexe) agit sur ces espaces et on étudie les sous-espaces 
HomrP(iv)(Div0(P1(Q)),JB(A:,^f)v)/':t sur lesquels elle vaut iidentité. Pour cela, on 
utilise de façon essentielle les résultats de [14] lorsque k = 2 et [25] lorsque k > 2 
(étendus aux formes modulaires de caractère non trivial) qui, combinés avec les 
constructions de [4], permettent d'obtenir (cf. Cor.4.5.3) : 

Théorème 1.1.4. — Soit f comme dans le Th. 1.1.2 avec k > 2. // existe un (unique) 
nombre p-adique Jè?+(/) (resp. Jf~(f)) dans Qp tel que, si E est une extension finie 
suffisamment grande de Qp dans Qp, on a : 

HomrP(iv)(Div0(P1(Q)),5(A:,J^)v)/'+ = 0 si £g ± -&+(f) 

HomrP(iV)(Div0(P1(Q)),B(fc,jSf)v)/'+ = E si JSf = - i f + ( / ) 

(resp. avec — au lieu de +). 

Pour mettre ensembles les théorèmes 1.1.4 et 1.1.3, on voit qu'il faut passer de 
T\(N) à T\(N) (ou l'inverse). On utilise ici F« involution » d'Atkin-Lehner wp. À 
partir de la relation f\wp= —a>pf pour Wp G T\{N)\T\{N) tel que det(Wp) = pi on 
déduit (cf. Prop.5.1.1) : 

Proposition 1.1.5. — Si À = pfe22dp1, Vinclusion naturelle . 

Hom?PW(Div°(P1(Q)),(B(A;,^)®nr(A))v)/ÇHomrîw(Div0(P1(Q)),J3(fc, if)v)/ 

est un isomorphisme pour J£ G E. 

En combinant les théorèmes 1.1.3 et 1.1.4, la proposition 1.1.5 et en utilisant l'action 
de Gal(Q/Q) sur H}(N), on obtient alors (cf. Cor.5.1.2 et Th.5.1.6) : 
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Corollaire 1.1.6. — Soit f comme dans le Th. 1.1.2 avec k > 2. On a J*f+(/) = 

«5f-(/) et, notant JSf ( / ) cette valeur commune : 

KomGLmp)(B(k,J?)®m(p^a;%(H1c(N)®ZpE)f)=0 si si ̂  = -JSf(/) si .M% 

HomGL2(Qp)(B(fc,J^) ® mip^a;1), (H^N) ®Zp E)*) ~ £2 si ^ = -JSf(/). 

Du corollaire 1.1.6 et des résultats de Colmez ([10], [12]) sur l'irréductibilité et 
l'admissibilité des Banach B(k,J£), il est facile de déduire 7rp(f) ~ B(k, — J%?(/)) 0 
n r ^ ^ a " 1 ) pour k > 2. L'identification -£f(/) = J£(f) n'est pas due à l'auteur 
(comme déjà signalé) et est conséquence des résultats de [3] et [10]. L'énoncé du 
corollaire 1.1.6 est encore valable en remplaçant par H1 (cohomologie usuelle sans 
support). 

Dans [22] sont associées à une forme / comme dans le théorème 1.1.2 des distri­
butions p-adiques sur Zpx dépendant (outre de / ) d'un entier c premier à p, d'un 
élément v G (Z/cZ)x et du choix d'une période complexe fî^ (que l'on oublie ici mais 
voir §4.1). On les note /x/,c,i/- H est facile de les prolonger de Zpx à P1(QP) de façon 
à les voir comme éléments du dual B(k)w (cf. §5.2). Une relecture des résultats de 
[14] et [25] montre qu'elles peuvent alors s'obtenir par « spécialisations » à partir des 
éléments de HomrP(JV)(Div°(P1(Q)),B(k)v)f (cf. Prop.5.2.2). Ceci combiné avec les 
résultats précédents entraîne (cf. Cor.5.2.5) : 

Corollaire 1.1.7. — Soit f comme dans le théorème 1.1.2 avec k > 2. Pour tout c G Z 
tel que (c,p) = 1 et tout v G (Z/cZ)x? on a : 

^pi(Qp) 
h{z)fjLfiCt1/(z) = 0 

pour toute fonction h : Qp —»• E de la forme 

h(z) = 

iei 

] K(Z - Zi)ni\og_jz>{f)(z - Zi) 

où I est un ensemble fini, \ G E, z\ G Qp, rti G {|_^2 Ĵ + 15 • • • — 2} et 

deg (Eie /M«-«i )n' )<*f2-

L'article est organisé comme suit. Dans la partie 2, on définit les Banach 7rp(/), on 
vérifie qu'ils ne dépendent d'aucun choix et on montre le théorème 1.1.3 (la vérification 
de la compatibilité à Hecke étant un peu fastidieuse). Dans la partie 3, on rappelle 
les définitions des Banach B(k), B(k,J*f) et de leur duaux et on montre le théorème 
1.1.1. Dans la partie 4, après quelques rappels classiques, on introduit ce dont on 
a besoin du formalisme de Darmon-Orton et on l'utilise pour montrer le théorème 
1.1.4. Dans la partie 5, on combine les résultats des parties précédentes pour montrer 
la proposition 1.1.5, le corollaire 1.1.6 et le corollaire 1.1.7, puis avec les résultats de 
[10] et [12], le théorème 1.1.2. 
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1.2. Notations. — On note Q une clôture algébrique de Q, Qp une clôture algé­

brique de Qp et Cp la complétion p-adique de Qp. On fixe des plongements Q ^ C 

et Q ^ Qp. On note y/p la racine carrée positive de p (pour le premier plongement). 

Pour x G Cp, val(#) G Q U {+00} est la valuation p-adique normalisée par val(p) = 1 

et |x\d= p-val(*0 g 1+ . On note Z d= Y[£ Z* le complété profini de Z, %P d= J]^p Z*, 

A q j =f Z ®z Q, APQJ d= ZP ®z Q et AQ d= Aqj x Rx. 

Pour i f G Qp, on note log^ : Cpx —> Cp l'unique fonction telle que log^>(xy) = 

logjSf ( s ) + logjsf (y), l og^ ( l - x) = - Zn=i *T si M < 1 et ^ ( P ) = ^ - ^ 
Un sous-groupe ouvert compact K (resp. Kp) de GL2(Z) (resp. GL2(ZP)) sera 

toujours supposé de la forme K = Y[e Ke (resp. Kp — H^^T) ou ^ (resp. A"]*) est 
un sous-groupe ouvert compact de GL2(Z^) (qui lui est égal pour presque tout £). On 
note B(QP) le sous-groupe fermé de GL2(QP) des matrices triangulaires supérieures et 
I(ZP) le sous-groupe ouvert de GL^Zp) des matrices triangulaires supérieures modulo 
P-

On pose i Cp — Qp et on fait agir GL2(QP) à gauche sur Çl par z \-> gz d|f aZ+l 
CZ + Q 

si g = 
Kc d) 

G GL2(Qp) et z G fl. 

On normalise l'application de réciprocité du corps de classes local en envoyant 
les Frobenius arithmétiques sur l'inverse des uniformisantes. On note e le caractère 
cyclotomique p-adique de Gal(Q/Q) et on remarque que, via la réciprocité locale en 
p, e(x) = x \ x\ si x e Qpx. 

On note GL2(Q)+ les matrices de GL2(Q) de déterminant positif et J$? le demi-

plan de Poincaré complexe avec action à gauche usuelle de GL2(Q)+ (z h+ gz ^ 

si g = 
a b 

c dj 
G GLi2(Q)+). Pour k E Z fixé, on fait agir à droite les matrices 

g G GL2(Q)+ sur les fonctions f : Ji? —> C par la formule : 

si ^ = -JSf(/) detta)*-1 

(cz + d)k J figz). 

Si / : Jf? —• C est une forme modulaire holomorphe de poids k > 2 nouvelle pour 
un groupe de congruence Ti(M) vecteur propre des opérateurs de Hecke et si E est 
une extension finie de Qp dans Qp dont l'anneau des entiers &E contient les valeurs 
propres associées, on note cr(f) : Gal(Q/Q) —» GL2(<^£;) la représentation p-adique 
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semi-simple associée à / par Deligne. Son déterminant est ek~1x si X eŝ  Ie caractère de 
/ . Elle est absolument irréductible si / est parabolique. On note 7rp(f) la composante 
locale en p de la représentation admissible irréductible de G L ^ A q j ) associée à / . 
C'est une représentation lisse irréductible de GL2(QP) de caractère central | \k~2 Xp 
où Xp est la composante locale en p de x vu comme caractère de Aq .̂ 

Si E est une extension finie quelconque de Qp dans Qp, on note indifféremment 
St la représentation de Steinberg de GL.2(QP) sur E. Elle s'identifie au ^-espace 
vectoriel des fonctions localement constantes / : P1(QP) —• E muni de l'action à 

gauche (g(f))(z) µ£%µ£siµ£%µ£^ = - (où g = 
a b} 

Kc dj 
G GL2(QP)) quotienté par le sous-

espace invariant des fonctions constantes. 
Si A est un anneau (commutatif unitaire), on note Symk~2A2 la représentation 

algébrique de GL2(A) de plus haut poids (0, A; — 2). Elle s'identifie aux polynômes 

e0<j<k-2ATj munis de l'action à gauche (g(P))(T) d= (-cT + a ) f c ~ 2 P ( ^ ^ ) où 

g = ( ^ ) G GLi2(A) et P G Symk~2A2. Lorsque A est une extension finie de Qp dans 

Qp, on note Symk~2A2 la représentation | d e t | ^ ®Symk~2A2. 

Si V est un espace vectoriel topologique sur un corps E muni d'une action à gauche 

i£-linéaire de GL2(QP) par automorphismes continus, on note Vv = Horn^V, E) 

le dual continu que l'on munit de l'action à gauche (g(f))(v) *== f(g~1(v)) où 

g G GL2(QP) et / G BomE(V, E). 

On fait agir GL2(Q) à gauche sur P1(Q) via g{x,y) =f (ax + by,cx + dy) si 
g = 6) e GL2(Q). On note D0 le Z-module des diviseurs de degré 0 de F1(Q) 
muni de l'action à gauche induite de GL2(Q). Pour tout Z-module M , Homz(A)> M) 
est le Z-module des applications Z-linéaires de Dq dans M . Si M est muni d'une 
action à gauche Z-linéaire de GL2(Q), on munit le Z-module Homz(Do,M) d'une 
action à gauche Z-linéaire de GL2(Q) par : 

stëXfo} - {n}) = g&ag-1^} - {g-'n})) 

où g e GL2(Q), (j> G Romz(Do,M) et {r2} - {ri} e D0. Pour tout sous-groupe H de 

GL2(Q), HomniDo^M) = E.omz(Do,M)H désigne les invariants sous H. 
Si M est un module sur l'anneau des entiers û d'un corps de nombres muni d'en-

domorphismes Te et Si pour tout nombre premier £ sauf un nombre fini et si / est une 
forme modulaire quelconque telle que, pour tous ces £, on a Tgf = a^/, Sif = aef 
avec a£,ct£ G û, on note M$ = {x G M \ T^x = a^x, S^x = a^x}. 

Tous les espaces de Banach B de ce texte sont p-adiques et tels que Ç \E\ où 
E C Qp désigne le corps des coefficients qui est toujours une extension finie de Qp. On 
appelle GL2(QP)-Banach unitaire un espace de Banach B muni d'une action à gauche 
^-linéaire de GL2(QP) telle que les applications GL2(QP) —» B, g i—• gv sont continues 
pour tout v e B et telle que, pour un choix de norme || || sur B, on a \\gv\\ = \\v\\ pour 
tout g G GL2(Qp) et tout v G B. Un GL2(QP)-Banach unitaire est dit admissible 
(suivant [27], §3) si le Banach dual est de type fini sur E <g>&E ^ [ [GL2(Zp)] ] où 
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^E[[GL2(Zp)]] =f lim ÛE[GL2(ZP)/H], la limite projective étant prise sur les sous-

groupes de congruences principaux H de GL2(ZP) . 

2. Cohomologies étales complétées, Banach p-adiques 
et symboles modulaires 

On définit les Banach np(f) et on démontre le Th.1.1.3 de l'introduction (Th.2.4.2 
ci-dessous). Les définitions et résultats de cette partie sont valables pour toute forme 
modulaire / parabolique nouvelle de poids k > 2, niveau T i ( M ) ( M entier quelconque) 
vecteur propre des opérateurs de Hecke. 

2.1. Cohomologies étales complétées. — On introduit les espaces de cohomo­
logie étale (ou de Betti) complétés et on en rappelle quelques propriétés. 

Pour K = Yie^t un sous-groupe ouvert compact de G L 2 ( Z ) , on note Y(K) la 
courbe modulaire algébrique ouverte sur Q dont les points complexes sont : 

y(10(C) d= G L 2 ( Q ) \ G L 2 ( A Q ) / S 0 2 ( R ) R x X 

Elle a un nombre de composantes connexes géométriques égal au cardinal de 
( Q + ) X \ A x / / d e t ( K ) . Pour n G N, H1(Y(K),Z/pnZ) (resp. Hl(Y(K),Z/pnZ)) 
désigne au choix la cohomologie de Betti de l'espace topologique Y(K)(C) ou la coho­
mologie étale de la variété algébrique Y(K)q (resp. les cohomologies à support com­
pact) et Hl^(Y(K),Z/pnZ) l'image de Hl(Y(K),Z/pnZ) dans H1 (Y (K) ,Z / pnZ). 
Dans la suite, on écrit Hl(Y(K),Z/pnZ) pour désigner l'une quelconque de ces 
cohomologies. Les Hl(Y(K)1Z/pnZ) sont munis d'une action continue de Gal(Q/Q) 
et d'une action des opérateurs de Hecke KgK pour g G G L 2 ( A q j ) , ces actions 
commutant entre elles. Voici nos conventions pour l'action de KgK : on voit 
Hl(Y(K),Zp) dans (\im)K.Hl(Y(K'),Zv))K et on fait agir KgK = HiKgi par 

KgKx DÌF Y,i9~\x) si x G Hl(Y(K),Z/pnZ) ~ Hl(Y(K),ZP)/pn. On note Tt et 
Si pour £ tel que Kt — GL2(Z^) les opérateurs de Hecke correspondant aux doubles 

classes K 
1 0 

0 £ 
K et K 

'i 0\ 

0 l) 
K avec 

0 £ 
et 

0 £j 
dans GL2(Q*). 

Soit maintenant Kp = X\i^pKn un sous-groupe ouvert compact de GL2(ZP) . On 
pose en suivant les notations de [17] : 

Hl(Kp) 
déf 

\imHl(Y(Ki>K(pR)),ZP) 
r 

imHl(Y(Ki>K(pR)),ZPimHl(Y(Ki>K(pR)),ZPimHl(Y(Ki>K(pR)),ZPimHl(Y(KMP¨µ M%¨£µ 

def 
ou K(pr) = Ker(GL2(ZP) —• G L 2 ( Z / p R Z ) ) et ou, pour * = c, les applications 
de transition dans la limite inductive sont les duales des applications traces 
Hl{Y{KVK{pT+l)),ZlpnZ) -> Hl(Y(KVK{pr)),Z/pnZ). Les Hl(K*) et Hl(KP) 
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sont des Zp-modules sans torsion. Les modules Hl(Kp) sont munis d'une action 
Zp-linéaire lisse de GL2(QP), d'une action Zp-linéaire des Ti, Se pour £ \ p tel que 
Ki — GL2(Z^) et d'une action Zp-linéaire de Gal(Q/Q), toutes ces actions commutant 
entre elles. Les modules Hl{Kp) sont munis d'une action Zp-linéaire de GL2(QP), Ti, 
Se et Gal(Q/Q), ces actions commutant entre elles et l'action de GL2(QP) faisant de 
Hl(Kp) (g) Qp un GL2(QP)-Banach unitaire (voir [17], §3.3 pour plus de détails). 

Les quatre lemmes qui suivent n'ont rien d'original. Quand on donne leurs preuves, 
c'est pour la commodité du lecteur. 

Lemme 2.1.1. — On a une surjection H}(KP) - » Hl(Kp) et un isomorphisme 

H^K*) ^ H\K*>). 

Démonstration. — Pour tout r et tout n, on a une suite exacte : 

(1) 0 (Z/pnZ)c (Z/pnZ)ptes -> H}(Y(KpK(pr)),Z/pnZ) -+ 

H1(Y(KpK(pr)),Z/pnZ) (Z/pnZ)ptes -> (Z/pnZ)c 0 

où c est le nombre de composantes connexes géométriques de Y(KpK(pr)). En se 
rappelant que les pointes de Y(KpK(pr+1)) sont ramifiées avec indice de ramification 
p au-dessus des pointes de Y(KpK(pr)) ([30], p.23), et en utilisant la commutativité 
des diagrammes : 

Hl{Y{KpK{pr+1)),ZlpnZ) %£H1{Y{KpK{pr+1)),Z/pnZ) 

Hl{Y(KpK(pr)),Z/pnZ)JJLKLHx{Y{KpK{f)),ZlpnX), 

un passage à la limite inductive sur (1) donne une surjection : 

H\{Kp)lpnE\{Kp) - » H^K^/p*1!!1^). 

Le résultat s'en déduit par passage à la limite projective, les conditions de Mittag-
Leffler étant trivialement satisfaites. • 

Lemme 2.1.2. — Les GL2(Qp)-Banach unitaires Hl(Kp) <8>QP sont admissibles. 

Démonstration. — Ce lemme est un cas particulier des résultats généraux de [17], 

mais se déduit aussi directement de [24]. Il suffit de regarder * = c et * = rien par le 

Lem.2.1.1. L'admissibilité des Banach H^(KP) <g) Qp est démontrée dans [24], §4 (via 

l'étude de leur dual limH1 (Y(KpK(pr)), ZP)®QP). La surjection Hl(K*) - » Hl(Kp) 

entraîne que les Banach iT1(i;Cp) 0 Qp sont aussi admissibles (cf. [27], §3). • 

Lemme 2.1.3. — Pour tout r > 1 et tout n, les applications de transition : 

Hl{Y{KpK(pr)),Z/pnZ) Hl{Y{KpK(pr+l)),Z/pnZ) 

sont infectives. 
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Démonstration. — Par [1], Prop. 4.2 et la décomposition de la variété non-connexe 
Y(KpK(pr))(C) en sommes disjointe de quotients de Jf? par des sous-groupes de 
congruences T ^ r ) contenus (à conjugaison près) dans T(pr), on a : 

HÏ(Y(KPK(pr)),Z/pnZ) = ®ieI(r)Homri(r)(D0,Z/pnZ). 

De même, Hl(Y{KPK{pr+l)),Z/pnZ) = ®ieIir+1)Komr.{r+1)(D0)Z/pnZ) et l'appli­
cation de transition est la composée d'injections : 

Homri(r)(A),Z/p"Z) — Homri(r+1)(A,,Z/pNZ) 

pour Ti(r + 1) C rj(r) et d'applications diagonales : 

Homri(r+1)(A>,Z/p"Z) Homrl(l.+1)(D0,Z/pnZ)* 

d'où le résultat. 

Lemme 2.1.4. — Si f est une forme modulaire parabolique de poids k > 2 vecteur 
propre des opérateurs de Hecke Ta et Si pour £ suffisamment grand et si &e est 
Vanneau des entiers d'une extension finie de Qp dans Qp contenant les valeurs propres 
associées, on a : 

(H^Kn ®Zp ÛE)t - (H^iK") ®Zp ûE)f ^ (Hl(Kp) ®Zp ÛE)f. 

Démonstration. — En vertu du Lern.2.1.1, il suffit de montrer le premier isomor-

phisme. Il découle du fait que les noyau et conoyau de la flèche (H^(KP) <g>zp ÛeY —• 
(Hl(Kp) ®zp ÛeY sont « Eisenstein » , et donc nuls puisque / est parabolique. Pour 

plus de détails, voir la preuve de [6], Prop. 3.2.4 ou de [16], Prop. 7.7.13. • 

2.2. Les Banach 7Tp(f). — On vérifie que l'adhérence de la représentation 
Sym^-2^2 <S>e 7Tp(/) dans les divers Banach p-adiques cohomologiques dans lesquels 
elle se plonge naturellement de façon équivariante ne dépend d'aucun choix. 

Soit Kp = YltjLpKe un sous-groupe ouvert compact de G L 2 ( Z P ) et notons 
-fc-2 

(Sym (Z/pnZ) )v le faisceau localement constant associé pour chaque r G N au 
fibre sur la variété Y(KpK(pr))(C) : 

((Sym/C-2(Z/pNZ)2)V x [GL2(Q)\GL2(AQ)/S02(R)RxAp])/u:(pr; 

où g G K{pr) agit sur la représentation algébrique (Symfc 2(Z/pNZ)2)V par l'action 
à gauche de l'image dans G L 2 ( Z / p N Z ) de g~l et sur GL2(Aq ) par la multiplication 

-fc-2 
à droite par g. On note encore (Sym ( Z / p N Z ) 2 ) V le faisceau descendu sur le petit 
site étale de Y(KpK(pr))^ (cf. [8], §2.1). Lorsque r > n, la cohomologie (de Betti ou 
étale) Hl(Y(KpK(pr)),(S^k~\z/pnZ)2y) est isomorphe à (SymFC~2(Z/pNZ)2)V ® 
Hl(Y(KpK(pr)),Z/pnZ) car le fibre est alors trivial d'où un isomorphisme : 

lim (ljmHl(Y(KpK(pr)), (Sym ( Z / p N Z ) 2 ) V ) ) ~ (SymFC-2Z/)V ®ZP Hl(Kp) 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010 



76 C. BREUIL 

qui est compatible aux actions de Hecke et Galois (agissant trivialement à droite 
sur (Symfc~2Zp2)v) et à l'action de GL2(ZP) (GL2(QP) si l'on tensorise par Qp). En 

composant avec l'application naturelle de lim H1 (Y(KPK(pr)), (Sym Zp )v ) dans 
le membre de gauche, en tensorisant par Symfe_2Zp2 et en composant à droite avec 
l'application d'évaluation : 

Symfc-2ZP2 0 (Symfc~2Zp2)v 0 Hl(Kp) -+ Hl{Kp), 

on en déduit une application canonique qui commute aux actions de Hecke, Galois et 
GL2(Zp) : 

* : Symfc"2Zp2 0Zp }mHÎ(Y(K*K(pr)), (Sym Zp2)v) — Hl(Kp). 

Lemme 2.2.1. — Le noyau de \I> est la torsion du membre de gauche. 

~ f c - 2 
Démonstration. — Notons que fimiJ* (Y(KpK(pr)), (Sym Zp2)v) n'a pas de tor­
sion si k = 2 ou si * G {c, par} de sorte que l'énoncé dit que \£ est injectif dans ces cas. 
Ce lemme est une conséquence de la suite spectrale de [17], §4.3, mais se déduit aussi 
de [24], §6. En effet, on déduit facilement de loc.cit. que pour tout v G Symfc_2Zp2 
non nul, la flèche : 

Vv : IjmHl (Y{KpK(pr)), (Sym Zp2)v) Hl{Kp), x » 9(v 0 x) 

est infective modulo torsion. Mais si \£ n'est pas injectif (modulo torsion), soit 
N < k — 2 minimal tel que ^Q^£Lo T% 0 ^ ) = 0 avec xn qui n'est pas de torsion dans 

______ k—2 
limHl (Y(KpK(pr)), (Sym Zp2)v) et N > 0 puisque V1 = #To est injectif (modulo 
torsion). Soit b G Zp de valuation suffisamment grande pour que (J \ )xi = Xi pour 
tout i. Alors : 

1 b 

0 1 

N 

2=0 

imHl(Y(Ki 
N 

i=0 

Tl 0 X4 = 

N-l 

i=0 

i>K(pR)),ZP 

avec yN-i qui n'est pas de torsion. Donc ^ ( X ^ o * T% 0 y%) = 0 ce qui contredit la 
minimalité de N. • 

L'application \I> 0 Qp est donc injective et commute à GL2(QP). 
Soit maintenant / une forme parabolique normalisée de poids k > 2 nouvelle pour 

le groupe de congruence Ti(Npa) (N premier à p) et vecteur propre des opérateurs 
de Hecke 7>, Se pour £ \ Np. On note x son caractère de sorte que Sef = £k~2x(£)f-
On fixe une extension finie E de Qp dans Qp contenant les valeurs propres associées 
et on note KP(N) Ç GL2(ZP) le sous-groupe ouvert compact : 

(2) Kf(N) = 

e\Np 

GL2(Z/) x 

e\N 

imHl(Y(Ki 
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où #1/(^0 d= < gt G GL2(Z*), gt = 
,0 * 

mod. £ne et N = neen*. 

v \ / J 
On choisit un sous-groupe ouvert compact Kp Ç KP{N) et un plongement 

GL2(Qp)-équivariant : 

i : Symfc-2E2 0^ TTp(/) — Symfc-2E2 ® * lim^1 ( y ( t f * W ) ) , (Sym E2)y)f 

où (Sym E2)y = (Sym Zp2)v ®zp -E"- Noter que 6 est juste le tensorisé par 

Symfc_2E2 d'un plongement GL2(Qp)-équivariant de la représentation lisse 7rp(f) dans 
, fc—2 f 

lim #2 (Y(KpK(pr)), (Sym 122)v) . En composant i à droite avec l'injection cano­

nique d= * 0 -B, on obtient un plongement GL2(Qp)-équivariant : 
*B o i : Symfc-2E2 ®E TTp(/) — ( # № ) ®zp C Hl(Kp) ®Zp E. 

Définition 2.2.2. — Pour*, Kp et t comme ci-dessus, on note7rp(f)*,Kp,i Vadhérence 

de Symk~2E2 ®E * > ( / ) dans Hl(Kp) <g)Zp E via l'injection ^eol. 

En d'autres termes, 7TP(/)*,K:P,*, est le complété p-adique de Symfc_2E2 ®E ^p(f) 

par rapport au ^-réseau (Symk~2E2 ®E TTP(/)) n (9E ° O ' H ^ G ^ ) ®iP &E). Les 
nP(f)*,KP,L sont des GL2(QP)-Banach unitaires. 

Proposition 2.2.3. — Le GL2(QP)-Banach unitaire ?rp (/)*,/*>,*, est indépendant des 
choix de *, Kp ou t et est admissible. 

Démonstration. — L'admissibilité résulte du Lem.2.1.2. Fixons d'abord * et Kp. Soit 
irp(f) le produit restreint aux places finies hors p des composantes locales de la re­
présentation automorphe associée à / (c'est-à-dire des composantes locales unitaires 
tordues en chaque place par le caractère norme à la puissance k/2 — 1) que l'on peut 
réaliser sur E. On a un isomorphisme canonique : 

Rom(7Tp(f)KP ®Ea(f")v, Sym*"2E2 ®\jmHl (Y(KpK(pr)), (Sym £2)v); 

~ Symfc-2£2 ®E TTP(/) 

où il s'agit à gauche des applications ^-linéaires commutant aux actions de 
Hecke et Galois. Un plongement i comme ci-dessus revient au choix d'un élément 
v G 7rp(f)RP ®E a(f)v via t(x) d= x(v) si x G Sym*"2^ ®E TTp(/) est vu à gauche 
comme un homomorphisme. Soit Mv le ^-réseau de 7rp(f)KP ®E <J(/)v stable 
par Hecke et Galois engendré par v. Le ^-réseau ci-dessus induit par tyE o t sur 
Symfe"2£2 ®E TTp(/) est l'ensemble des x tels que VE{x(v)) G Hl(Kp) ®z 0E ou, de 
manière équivalente, l'ensemble des x tels que ^E(x(Mv)) est « entier » . Or, comme 
np(f)KP ®E (J(/)V est un ^-espace vectoriel de dimension finie, tous les Mv sont 
commensurables entre eux, donc aussi tous les réseaux induits par les &E o t ce qui 
entraîne que 7?P(/)*,KP,t rie dépend pas de i. Fixons maintenant * = rien, Kp, i et soit 
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K'p Ç Kp un autre sous-groupe ouvert compact de GL2(ZP) , que l'on peut prendre 

normal, et VE o tf le plongement Symfc_2£2 ®E irp(f) <-> Hl(K'p) ®Zp E déduit de 

Ï&E ° i par composition avec H1 (Kp) ®Zp E H1 (K'p) ®Zp E. Il est facile de voir que 

cette dernière immersion est fermée (car par exemple Hl(Kp)®E = (H1(K,P)®E)KP, 

cf. [17], §3.3), d'où 7Tp(f)Kp,L —> np(f)Kfp,L' et de même avec * = par par le Lem.2.1.1. 

Enfin, fixons Kp, VEOL: Symk~2E2 ®E irp(f) <-+ H^(KP) %Zp E et notons ^E o L' le 

plongement $ymk~2E2 ®E 7rp(f) <-* H1^"9) ®Zp E déduit par composition avec la 

surjection Hl(Kp) (g) E - » Hl(Kp) ® E (Lem.2.1.1). On a une application continue 

d'image dense 7rp(f)CiKp,L -* 7ip (/)*>,*,• La catégorie des Banach admissibles étant 

abélienne ([27], §3), c'est forcément une surjection. Par le Lem.2.1.4, c'est aussi une 

injection. Ceci achève la preuve. • 

On note simplement TTp(f) ce Banach ne dépendant que de / . Son caractère 
central (via la réciprocité locale) est ek~2\p où \p est la composante en p de 
X (Q+)x\Aq , / -> Par ailleurs, on déduit des résultats de [17], §4.3 que les 
vecteurs localement algébriques de 7rp(f) sont exactement Symk~2E2 ®E ^p(f)-

2.3. Cohomologie et symboles modulaires. — Pour N premier àp, on explicite 
Hl(Y(Kp(N)K(pr)),Z/pnrl) et Xu^HUXiKl{N)K{pr)),Z/pnZ) avec leurs actions 
de GL2 et de Hecke en termes de symboles modulaires (cf. (2) pour KP(N)). Tous 
les résultats sont certainement bien connus, mais faute de références précises, nous 
donnons des preuves complètes. 

Pour n entier > 1, soit In le Zp-module des fonctions localement constantes 
/ : GL2(AQJ/) Homz(A>,Z/pNZ) telles que f(19) = <yf(g) pour 7 G GL2(Q)+ 
et g G G L 2 ( A Q ? / ) . On le munit d'une action à gauche de G L 2 ( A Q J ) par translation 
à droite. Soit K = \[t Kt un sous-groupe ouvert compact de G L 2 ( Z ) , on munit 1% 
d'une action Z-linéaire des doubles classes KgK = ILiKgi par : 

KaKQ DÌF 

i 

imHl(Y(Ki>K 

où g e G L 2 ( A Q J ) et $ G In. Pour £ tel que Kt — G L 2 ( Z ^ ) , on note Te (resp. 

Si) l'action de la double classe K 
\ 0> 

e 
K (resp. K 

t 0 

0 t 
K) avec 

1 0 

o e 

(resp. 
t 0 

o e 
dans GL2(Q<). Si Kp = K(pr) pour un entier r > 0, l'ac­

tion de GL2(ZP) C G L 2 ( A Q J ) sur In induit une action sur l£ via son quotient 
GL2(ZP)/KP ~ GL2(Z /pRZ) . ' 

Le lemme suivant est une version adélique d'un cas simple de [1], Prop. 4.2 qui 
suffit pour la suite. Je remercie A. Genestier pour son aide dans sa démonstration. 
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Lemme 2.3.1. — Pour K suffisamment petit, on a un isomorphisme canonique com­
patible aux opérateurs de Hecke KgK : 

Hl(Y(K),Z/pnZ)*tf¨%£µ£. 

Si Kp — K(pr) pour un entier r > 0, cet isomorphisme commute aux actions de 
GL2(ZP). 

Démonstration. — Soit J?n le Zp-module des fonctions localement constantes 
/ : GL2(Aqj) —• Hom^(Do5 Z/pnZ) muni de l'action à droite de GL2(Q)+ par trans­
lation à gauche et de l'action à gauche de GL2(AQJ) par translation à droite. Notons 

d= U P ^ Q ) , en utilisant que Hx(Jë, P ^ Q ) ; Z/pnZ) ~ Homz(A), Z/pnZ) (il 
s'agit de la cohomologie de Betti relative), on a un isomorphisme canonique : 

(3) ^1(GL2(AQJ) x M,GL2(AQJ) x PX(Q); Z/pnZ) ~ Jn 

compatible à toutes les actions. Le groupe GL2(Q)+ agit librement sur GL2(AQJ)X 
<ffl et un examen de la suite spectrale de Hochschild-Serre fournit un isomorphisme 
canonique GL2(AQ?/)-équivariant : 

^1(GL2(Q)+\(GL2(AQJ) x ^ ) ,GL2(Q)+ \ (GL2(AQJ) x P ^ Q ^ Z / ^ Z ) ~ In. 

Le groupe GL2(Q)+ x K, même pour K suffisamment petit, n'agit pas librement sur 
PX(Q), mais en remplaçant dans (3) Jif par J4? et PX(Q) par un système stable sous 
GL2(Q)+ de petits disques (épointés) dans <ffi contractiles dans Ĵ 7 autour de chaque 
pointe de P*(Q) sur lequel GL2(Q)+ x K agit librement pour K suffisamment petit 
(c'est possible), on a un H1 relatif isomorphe (par excision) à celui de (3) et la suite 
spectrale de Hochschild-Serre donne encore un isomorphisme : 

H\GL2(Q)+\(GL2(AQJ)/K x JP),GL2(Q)+\(GL2(AQtf)/K x F\Q));Z/pnZ) ~ I?. 

On en déduit le résultat car HX{Y{K) U ptes, ptes; Z/pnZ) = H%(Y(K), Z/pnZ) et 
car toutes les actions passent par celle de GL2(AQJ). • 

Le Lem.2.3.1 s'applique en particulier pour K Ç Kp(N)K(pr) avec Npr > 2. 

Pour tout entier n > 0 et tout entier r > 0, on note Indx 21 1 ±z/pnz Ie 
Z/pnZ-module des fonctions / : GL2(Z/prZ) —> Z/pnZ. Il est muni de deux actions à 
gauche de GL2(ZP) (via son quotient GL2(Z/prZ)) : 

(<?*i/)(•) = /(•<?) et (g*2f)(-) = f(g~1-). 

Ces deux actions commutent entre elles. Soit N > 0 un entier premier à p. On définit : 

Homri(iV)(Do,IndfL2(Z/p Z)lz/pnZ) 

comme le Z/pnZ-module des fonctions Z-linéaires <j> : D0 —• IndfL2^Z//p Z^z/pnz 
telles que 7 *i 0({r2} — {7*1}) = </>({7r2} — {7^1}) pour tout {r2} — {7*1} G D0 et tout 
7 G Ti(N). Il est muni de l'action à gauche de GL2(Z/prZ) : 

(4) W ) ) ( { r 2 } - { r i } ) d=̂f g*2<K{r2}-{n}). 
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On définit de façon strictement analogue Homri(jv)( 
*i <^({<r<r2} - {(Ten}) 

avec la 

même action de SL2(Z/prZ). On munit H o m r ^ ) ( Z ^ I n d f L 2 ^ p Z^z/Pnz) de Fac­
tion des opérateurs de Hecke Te, Se pour t\ Np suivante : 

( T ^ ) ( { r 2 } - { n } ) ^ 
i 

ô-1 *j <M{<W - {Siri}) 

W ) ( { r 2 } - { r i } ) = of 
r 1 0 

0 fx 
*i <^({<r<r2} - {(Ten}) 

où les <î, sont définis par : 

(5) Ti(iV) 
,0 1 

lr1(7V) = nir1(iV)^ 

et où oe S SL2(Z) est tel que ai = 
r 1 ox 

0 € 
mod. JV. Les actions de GL2(Z/prZ) et 

des Te, Se sur Homri(^) (Do, Indf L2^z/p Z^l^/pnZ) commutent entre elles. 
On note #c ( ^ 0 ( A f (N)K(pr)), — ) la cohomologie étale à support compact d'une 

composante connexe géométrique (sur Q) de Y(KP(N)K(pr)) ou la cohomologie de 
Betti à support compact de ses points complexes. Rappelons que ceux-ci s'identifient 

à ( r ! ( i v ) n r ( ^ ) ) \ ^ . 

Lemme 2.3.2. — Pour tout entier n > 0 et tout entier r > 1, on a des isomorphismes 
canoniques : 

Hl{Y\K{{N)K{f)),-L/pnZ) c Homri(w)(i)o,Indf2(Z/prz)lz/p„z) 

Hl(Y{Kl{N)K(j>r)),ZlpnZ) ~ Homri(w)(D0!IndfL2(z/prz)l2/pnZ) 
qui commutent aux actions de SL<2(Z/prZ) pour le premier, de GL2(Z/prZ) et des Te, 
Se pour le deuxième. 

Démonstration. — On montre seulement le deuxième isomorphisme avec ses com­

patibilités, laissant le premier, plus facile, au lecteur. Notons K — Kp(N)K(pr) Ç 

jRTI(JV). On définit : 

ip : I? - HomFl(JV)(^o,Ind?L2(Z/prZ)lz/pnZ) 

par y ( $ ) ( { r 2 } - {ri}){g) = $(<7 1)({r~2} — OÙ g est un élément quelconque de 
K\(N) dont la composante en p relève g~l modulo pr. Montrons que <^($) commute 
bien à TAN). Pour {r2} - {rÂ € Do, 7 € TAN) et g E GL2(Z/prZ), on a : 

<p(*)(hr2} - hn})(9) = Hr'Kb^} - { 7 r i } ) = 7"1(* (r1) ) ({ r2} - {n}) 

= * ( 7 - 1 r 1 ) ( { r 2 } - { r i } ) = tmr^ar*} - {n}) 

= 7 * i t e ( * ) ( { r 2 } - { r i } ) ) f o ) . 
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On définit V : Homri(iV)(Do,IndfL2(Z/prz)lz/pnZ) -> 1« par ^){g){{r2} - {n})^ 
Hb"1^} - { 7 " V i } ) ( f e ^ ) où g = 7fci dans G L 2 ( A Q J ) = GL2(Q)+#i(A0 et kltP 
est l'image dans GL2(Z/prZ) de la composante en p de k±. On vérifie facilement que 
*0 est un inverse de de sorte que ^ est un isomorphisme. Montrons que (p commute 
à l'action de GL2(Z/prZ). Soit g0 G GL2(Z/prZ) de relevé go dans GL2(ZP). On a : 
„ ^ v — ! j~ —j Jyj _ ^ v — / L —/ V—y/ 

^ o ( * ) ) ( { r 2 } - in})(g) = *(r15o)({r2} - {n}) = « ( ( ^ ^ " ^ ( { r a } - {n}) 

= 5o *2 (v>(*)({r2} - { r i } ) ) ( 5 ) 

= ( 5 b ( v ( * ) ) ) ( { r 2 } - { r i } ) ( f l ) . 

Montrons que (p commute à Tt : 

<p(Te*)({r2}-{ri})(g) = 
i 

* ( r 1 ^ 1 ) ( { ^ 2 } - W ) = > J * ( < 5 r / r 1 ) ( { r 2 } - { r i } ) 

i 

imHl(Y(Ki>K(pR)),ZPimHl(Y(Ki 

i 

imHl(Y(Ki>K(pR)),ZPimHl(Y(K 

i 

*i (^(*)({<W - {<W))(ff) 

: ( r ^ ( $ ) ) ( { r 2 } - { n } ) ( 5 ) 
où # G GL2(ZP) relève gi Si^> = Si mais vu dans GL2(Q^) C G L 2 ( A q j ) (t! premier 

quelconque) et Si d= <Wî~/. On laisse le cas de Si en exercice au lecteur. On conclut 
avec le Lem.2.3.1. • 

On munit Homr1(AT)(^0)IndfL2^Z^ Z^lz/pnz) de l'action d'un opérateur supplé­
mentaire donnée par : 

( ^ o o 0 ) ( { ^ } - { r i } ) d= T *i (t>{{rr2} - { r r i } ) 

où T est un élément quelconque de GL2(Q) fl Ki(N) de déterminant négatif, par 

exemple r = 
1 0 

0 - 1 
Elle commute à l'action de GL2(Z/prZ) et on vérifie facile­

ment qu'elle commute aussi à l'action des T^, St. 

Lemme 2.3.3. — L'isomorphisme du Lem.2.3.2 transforme Vaction de la conjugaison 
complexe à gauche en l'action de WOQ. 

Démonstration. — Notons K d= Kp(N)K(pr). En termes adéliques, la conjugaison 
complexe agit sur Y(K)(C) = GL2(Q)+\(GL2(AQJ)/K X JP) par : 

GL2(Q)+(gK,z) » GL2(Q)+{T9K,TZ) 

de sorte qu'elle agit sur H^(Y(K), Z/pnZ) ~ I* (Lem.2.3.1) en envoyant $ sur $r 
défini par : 

*rG?)({r2} - {n}) = $(r5)({rr2} - {m}). 
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Par l'isomorphisme (p de la preuve du Lem.2.3.2, on a : 

v ( * T ) ( { r 2 } - { M X f f W r ' H W - i n } ) = ^ i - r ^ ü r r a } - { m } ) 

=*( (^ - )_1 ) ({ r r2} - W ) = V($)({rr2} - { r r , } ) ^ ) 

=r *i ( ^ ( $ ) ( { r r 2 } - { rn}) ) ( s r ) 

=(«>ooV(*))({r2} - { r i } ) ( f f ) . 

Soit Indf L2^Zp l̂z/pnz (resp. IndiL2^Zp^lZ/pnZ) le Zp-module des fonctions conti­
nues de GL^Zp) (resp. SL2(ZP)) dans Z/pnZ et définissons comme précédemment 
Homri(iV)(Do,IndfL2(Zp)lz/pnZ) (resp. Homri(Ar) (DQ, IndiL2(Zp)lz/pnZ)) muni de 
l'action (4) de GL^Zp) et des mêmes actions de Hecke (resp. de l'action (4) de 
SL2(ZP)). 

Lemme 2.3.4. — On a des isomorphismes compatibles à toutes les actions : 

limHomri(m(A),IndfL2(Z/p Z)lz/pnZ) HomFl(Ar)(D0,IndiL2(Zp)lZ/p»z) 

limHomri(N)(Dp,IndfL2(z/p Z)lz/pnZ) ^ Homri(Ar)(D0,Indf p lZ/pnZ) 

Démonstration. — Cela résulte du fait que Dq est un ZpT^AQJ-module de type fini. 
Voir le Lem.4.3.1 plus loin. • 

Soit Gp =f {g G GL2(QP) | det(g) G pz}, l'action de SL2(ZP) sur le Zp-module 

Homri(]v) (Do, IndiL2^Zp^lZ/pnZ) s'étend en une action lisse de Gp comme suit : 

(6) 1)({^2}-W) = >J*(<5r/r1)({1)({^2}-W) = >J*(<5r/r1)({1)({^2} 

où g € Gp, h £ SL2(ZP), <j> G Homri(Ar)(D0,IndfL2(Z/p Z)lz/P"z) via le Lem.2.3.4, 7h 
relève ft modulo pr dans Ti(AT) et 7 e Tp(iV), 7 - ^ e iT(pr) via Gp = rf(JV)K(pr)-
Notons que l'on a un isomorphisms : 

IndGL2(Qp)Homri w ^ IndSLa(z1()lz/i)nzj „ Homri(^)(Do,IndfL2(Zp)lz/p„z) 

F ~ ({r2} - { n } ~ F ({ r2} - { n } ) |GL2(Zp) ) 

où l'induite de gauche désigne les fonctions localement constantes sur GL2(QP) se 
transformant à gauche selon la représentation induite de Gp avec action de GL2(QP) 
par translation à droite. 

Proposition 2.3.5. — Pour tout entier n > 0, on a des isomorphismes canoniques 
compatibles aux actions de Gp (pour le premier), de Hecke (pour le deuxième) et de 
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GL2(QP) (pour le troisième) : 

ljmHUY°(KÏ(N)K(pr)),Z/pnZ) ~ Homri(JV)(D0,Indf 2(Zp)lz/p„z) 

to$Hl{Y(K*(N)K{pr)),Z/pnZ) c* Homri(JV)(£»o,IndfL2(Zp)lz/pnZ) 

c Ind^(Q')Homri(w)(Do,IndfLî(z')lz/pnZ) 

Démonstration. — Vus le Lem.2.3.2, le Lem.2.3.3 et le Lem.2.3.4, il reste seulement 
à vérifier les compatibilités à Gp et GL^Qp). Celle à GL2(QP) du troisième isomor-
phisme résulte de celle à Gp du premier. Par [1], Prop. 4.2, on a un isomorphisme 
compatible à Gp : 

Ij^H^Y0^ (N)K(pr)),Z/pnZ) ~ limHomriWnr(Po(^o, Z/p"Z) 

où l'action de Gp sur le membre de droite est 

G/MXW - {n}) = Hi-y-^} - {7-V1}) 

(g G Gp, 7 G r^(Ar) est tel que 7 1p G K(pr) ) . Par réciprocité de Frobenius, il est 
facile de vérifier que l'on retrouve (6). • 

2.4. Banach p-adiques et symboles modulaires. — Si est un 
GL2(Qp)-Banach p-adique unitaire à coefficients dans E et N > 1 un entier premier 
à p, on exprime le ^-espace vectoriel HomGL2(QP) {B, H^(KP(N)) ® E) en termes de 
symboles modulaires. On conserve les notations des paragraphes précédents. 

Soit ÛE l'anneau des entiers d'une extension finie E de Qp dans Qp, TTE une uni­
formisante de ^ et M un ^-module muni d'une action à gauche ^-linéaire de 
GL2(QP). On note : 

HomGL2(Qp)(M, l im^( r (^ f ( iV) i r (^ ) ) ,Zp) ® ûE/7r%ûE) 

le ^-module des morphismes ^-linéaires de M dans la limite inductive de droite 

commutant à GL2(QP). On le munit d'une action de Te, St, via leur action sur 

\\m.H}(Y(Kp(N)K(pr)), Zp) (WOQ correspondant à l'action de la conjugaison com­

plexe). Soit fÇ(N) d= GL2(Q)+ H KP(N) C GL2(Z[l/p])+ (matrices de déterminant 

> 0). On munit Hom~p^(A), M ) = H o m z ( D 0 ) M ) r i^ d'une action des opérateurs 

Téì Se (l f Np) et Woo par (0 G Hom?p (A), M ) ) : 

%µ£% déf 

1)({^2} 

-W) = >J*(<5r 

/r1)( 
déf /r1)({ 

V1 oN 

v0 ^ / 
/r1)({/r1)({/r1)({/r1)({ 
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en remarquant que l'on a tp(N) 
\ 0 
M,lim^ I r?(JV) = UiT^(N)Si pour les mêmes Si 

qu'en (5). 

Proposition 2.4.1. — Soit n un entier > 0 et M un ÛE-module muni d'une action à 

gauche ÛE-linéaire lisse de GL2(QP). On munit ïiom^E(Mi ÛE/TT^ÛE) de l'action 

(#( / ) ) (*) =f /(ôf-1(*)) ^e GL2(QP). On a un isomorphisme canonique : 

HomGL2(Qp) (M, l im^^ / r1 ) ({M, l im^^ / r® ÛEI*Î0E) -

Hom?P(iv)(D0,Hom^(M, 0E/*E0E)) 

compatible aux actions des opérateurs Te, Se (l\ Np) et w^. 

Démonstration. — Via la Prop.2.3.5, on est ramené à montrer un isomorphisme ca­
nonique compatible à Hecke : 

ip : HomGL2(Qp)(M,Homri(A7)(D0,Ind^L2(Zp)l^/7rn^)) ^ 

H o m ? p w ( 2 ? o , H o m ^ ( M , ^ / 7 r S ^ ) ) . 

Pour F à gauche, on définit <p(F) G Hom^£,(D0î Hom >̂B (M, ÛE/^'E^E)) par : 

(7) <P(F)({r2} ~ { r i } ) ( m ) DÌF F(m)({r2} - { n } ) ( l ) . 

Montrons que <p(F) est fixé par TP(N). Par la Prop.2.3.5 et une réciprocité de Probe-
nius, on a un isomorphisme : 

HomGL2(Qp)(M,Homri(A/)(A),IndfL2(Zp)l^/7rn^)) ^ 

HomGp ( M , Homri(N)(Do, Ind f ^ 2 ^ ! ^ / * » ^ J ) 

et on note encore F l'image de F. Comme F commute à Gp, donc à ti(N) : 

F(l(m))({r2} - {n})(l) = ( 7 № ) ) ) ( { r 2 } - { n } ) ( l ) 

® F ( m ) ( { 7 - 1 r 2 } - { 7 - 1 r 1 } ) ( l ) 

pour tout m e M, {r2} - { r i } E Do et 7 G rf(JV). Par (7), cela veut dire que <p(F) 
est invariant sous f Ç(JV). Soit G G HompP(iV)(jD0, Hom^£ ( M , &E/^E^E)), on définit 

tKG) G Hom^(M,Homz(Do , Ind f a ( Z p ) l ^ / w » ^ ) ) par : 

(8) ï>(G)(m)({r2} - {ri})(h) ^ G({r2}-{r1}) (7 i :1(m); 

= G({7frr2} - { 7 h ^ i } ) M 

où {r2} - { n } e DQ,he SL2(ZP), m G M et 7/j G T^N) est tel que /r^1 G K(pr) 

pour K(pr) fixant m. Comme G commute à TP(N), donc à Ti( iV), on voit facilement 
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que îp(G)(m) est fixé par Ti( iV). Soit g G Gp, m G M et {r2} - { n } G D0, la 
commutation de ip(G) à Gp est équivalente par (6) à l'égalité : 

tl>{G)(g(m))({r2} - { r i } ) ( h ) - ^(G)(m)({7-17hr2} - {7_17hri})(l) 

où 7 G TP(N), /y~lg G K(pr) avec r tel que K(pr) fixe m. Par (8), cela se récrit : 

Gf({7/lr2} - { 7 / i f i } ) ( 7 M ) = G({7_17/ir2} - { 7 - 1 7 / i ^ i } ) M 

qui est précisément la commutation de G à 7 G TP(N). On vérifie facilement que 
G = (f(ip(G)) et F = ip(<p(F)) d'où le fait que (p est un isomorphisme. Reste 
la commutation de cp aux opérateurs de Hecke. Si F est comme avant, rappe­
lons que T£F(m)({r2} - { r i } ) ( $ ) = F (m) ({5^} - { ^ i } ) ^ " 1 ) pour tout 
m e M, {r2} - {ri} G DQ et g E G L 2 ( Z p ) . On a donc : 

v ( 3 i F ) ( { r 2 } - { n } ) ( m ) : 
%µ£ 

F(m)({Sir2} - {SINWSR1) 

i 
M,lim^^/rM,lim^^/rM,lim^^/r 

i 

<fi(F)({Sir2} - {« i r i} ) («4(m)) 

= Te<p(F)({r2} - { n } ) ( m ) 

où la deuxième égalité résulte de la commutation de F à GL2(ZP) et les autres des 
définitions. Les opérateurs Si et WOQ se traitent de même. • 

Si Bi et B2 sont deux GL2(QP)-Banach p-adiques unitaires (à coefficients dans 
E), on note HomGL2(Qp)(^i>-^2) le F-espace vectoriel des applications continues 
F-linéaires GL2(Qp)-équi variantes de B\ dans B2. 

Théorème 2.4.2. — Soit N > 1 un entier premier à p, B un GL2(QP)-Banach p-

adique unitaire à coefficients dans E et Bv =f Hom^(5, E) le GL2(QP)-Banach uni­
taire dual. On a un isomorphisme canonique : 

H o m o ^ Q , ) ^ , J Ï^A-fW) ®Zp E) ^ Hom?î(iV)p0,Bv) 

compatible aux actions des opérateurs de Hecke Ti, Se (£ \ Np) et WQQ (OÙ l'action 
sur le membre de gauche se fait via l'action sur H^(KP(N)) ®zp E et sur le membre 
de droite comme dans la Prop.2.4-1). 

Démonstration. — Soit M une boule unité stable par GL2(QP) dans B et 

Mv =f Hom^£;(M, 6E) (homomorphismes ^-linéaires) avec GL2(QP) agissant 
comme dans la Prop.2.4.1. Il suffit de montrer que l'on a un isomorphisme compatible 
aux opérateurs de Hecke : 

HomGL2(Qp)(M,Fc1(^f(iV)) ®Zp EE) - Hom? îw(D0 ,Mv) . 

Cela découle de la Prop.2.4.1 avec M (g) &E/^E^E et un passage à la limite évident 
sur n dont on laisse les détails au lecteur. • 
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3. Espaces de distributions, invariant Jèf et Banach p-adiques 

On revient sur les définitions et résultats de [4] et on montre le Th. 1.1.1 de l'intro­
duction (Cor.3.3.4 ci-dessous). 

3.1. Rappels sur les espaces 0(A:)b, 0(k,J£)h de [4] et les Banach associés. 
— On rappelle sans preuve l'essentiel des constructions de [4], auquel on renvoie le 
lecteur pour plus de précisions. On fixe un entier k > 2, une extension finie E de Qp 
dans Qp contenant pkl2 et un nombre J5f G E. 

On note C{k,J£) le ^-espace vectoriel des fonctions localement analytiques 
h : Qp —• E qui, pour \z\ » 0, sont de la forme : 

h(z) = zk~< 
+oo 

71 = 0 

On -2P(z) log^(z ) 

avec an G E et P(z) G E[z] de degré au plus k — 2. On note C(k) C C(fc, Jï?) le sous-
espace des h telles que P — 0. On munit C(fe,JS?) et C(fc) d'une topologie comme 
suit. Soit U = Jlo<i<sUi un recouvrement de Qp dans Cp par des ouverts Ui deux à 

deux disjoints tels que Uo d= {z G Cp \ \z\ > r0} et Ui d= {z € Cp \ \z — Zi\ < r*} 
pour 1 < i < s avec r* G |i£x| et Zi G Qp. On définit C(k,J£)u C C(kiJf) comme le 
sous-espace des h telles que : 

Hz)\Uir\Qp = 
+oo 

n=0 
Gz,n(2 ~ ^)n, 1 < i < S 

Hz)\u0nqp 
Jfe-2 \ 
Z A 

n=U 

+ 00 

%µ£% 
- 2 P ( * ) l o g ^ ( z ) 

avec an5ûi,n G et |an|r0n, |a^n|r^ bornés quand n —> +oo, et on pose 

C(k)u d= C(k) D C(k,Jf)u- L'espace C(k)u est un Banach pour la norme : 

\\hWu d= max | (sup 
n>0 

an\r0 n, max (sup |ais„|rj*)). 
n>0 

L'espace C{k,J£)u hérite aussi d'une structure de Banach puisque C(k)u y est d'in­
dice fini. Si U' est un recouvrement plus fin que £7, on a des injections continues 
C(k,J£)u ^ C(k,Jf)uf, C(k)u <—• C{k)u' et, en passant à la limite, des isomor-
phismes ^-linéaires C(k,J?) ^ limC(/c, J?)u, C(k) ^ }ïmC(k)u. On munit alors 
C(fc,«£?) et C(k) de la topologie limite inductive au sens de [26] ainsi que d'une 
action à gauche ^-linéaire de GL2(QP) par : 

a b 

c d 
(h)(z) = \ad - bcl^i-cz + a)k~2 \h 

dz — b 

\—cz + a 

+P 
f dz — b 

\—cz + a 
§%µ£% ad — bc 

<(-cz + a)2 
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prolongé par continuité en z tel que — cz 4- a = 0. Notons que cette action n'est pas 
tout-à-fait celle de [4], §2.2. Elle préserve le sous-espace de C(k) des polynômes de 
degré au plus k — 2 et on note £(A;,Jz?) (resp. £(&)) ê quotient de C(/c,j£f) (resp. 
C(k)) par ce sous-espace. Les représentations C(/c,j£f), C(fc), £(A;,j£f) et £(&) de 
GL2(QP) sont localement analytiques au sens de [28] et on a pour tout Jèf une suite 
exacte GL2(Qp)-équivariante : 0 E(fc) S(fe, JSf) -> Symfc~2£2 -> 0. De plus, les 
vecteurs « localement algébriques » de E(fc, «Sf ) et £(fc) s'identifient à la représentation 
Symfc~2.E2 (g)£ St et il n'y a pas d'entrelacements entre les £(fc,j£f) (et a fortiori les 
C(fc,«Sf)) pour des valeurs distinctes de j£f. 

Les duaux topologiques : 

0(fc,JSf) - £(fc,Jè?)v c C( fc ,^ )v ~ £mC(k,Jìf)£ 

O(fc) =f £(A: )vcC(fc )v~l imC(A:)^ 

sont des espaces de Fréchet. Ce sont par définition des espaces de distributions mais ils 
admettent aussi une description comme espaces de fonctions. L'espace 0(k) s'identifie 
à l'espace des fonctions rigides analytiques irrationnelles H : Cl —• Cp muni de l'action 
de GL2(QP) : 

f 
a 

b 

d 
(H)(z) =27 

\ad-bc[ 

fc-2 
2 -

/ 

ad — bc 

{—cz + a)k 
Hi 

dz — b 

<—cz + a) 

L'espace 0(k,Jf) s'identifie à l'espace des fonctions H : Q —> Cp qui, en restriction à 
déf 

chaque affinoïde Qu = Cp — U C Q, pour U comme avant, sont de la forme : 

H\nu = Hu + 
s 

i=l 

k-2 

a=0 

CiiTlzn \og^(z - Zi) 

avec CiiU £ E et Hu rigide analytique irrationnelle sur fìu, muni de l'action de 
GL2(QP) : 

a b\ 

c d) 
(H)(z) = \ad-bc\-^ 

(-cz + a)k~2 

(ad — bc)k~2 a ' dz — b 

^—cz + a 

On a une suite exacte GL2(Qp)-équivariante : 

(9) 0 -> Symfc-2E2 ® e(det)-(fc-2) 0(fc, Sf) O(fc) 0 

où la surjection de droite est la dérivation (k — l)ieme sur les fonctions H. On a aussi 
une surjection GL2(Qp)-équivariante 0(k) - » (Symh~2E2 ®E St)v. 

Fixons U comme avant et une norme sur les Banach duaux C(fc,j£?)^- et C(k)u-
On note 0(k^)u (resp. 0(k)u) l'ensemble des H G 0(k,Sf) (resp. des i f G O(k)) 
telles que, pour tout g G GL2(QP), l'image de g {H) dans C(ft,«5f)^ (resp. dans 
C(k)u) tombe dans la boule unité de C(fc,«5f)^ (resp. de C(fc)^). Muni de 
la topologie induite par 0(fc,JÉf) (resp. O(fe)), 0(k,3f)u (resp. 0(k)u) est un 
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^-module compact au sens de [27] stable par GL2(QP). Le E-espace vectoriel 

0(fc,if)b = 0(k,£>)u ®EcO(k,J?) (resp. 0(k)h d= 0(k)u ®E c 0(k)) est in­
dépendant des choix. On le munit de la topologie localement convexe la plus fine 
rendant continue l'inclusion 0{k,5?)u C 0(/c,Jïf)b (resp. 0(k)u C 0(k)h) (ce n'est 
plus la topologie induite par 0(fc, Jèf ) ou 0(k)). On a un morphisme continu GL2(QP)-
équivariant 0(/c,Jè?)b —> 0(k)b qui est injectif pour k > 2. Par l'anti-équivalence 
de [27], §2, le dual (0(fc,JSf)b)v (resp. (0(fc)b)v) est un GL2(QP)-Banach unitaire 
£(/c,Jzf) (resp. B(fc)) contenant E(fc,J2f) (resp. E(k)). 

Remarque 3.1.1. — La définition de 0(k,Jïf)u et 0(k)u n'est pas exactement celle 
de [4], §4.1 mais donne des modules compacts commensurables, ce qui ne change donc 
pas 0(/c,j5f)b, 0(k)b et leur duaux. 

Pour tout k > 2, B(k) s'identifie en tant que GL2(QP)-Banach unitaire au complété 
de Symk~2E2 ®E St par rapport à un quelconque ^-réseau stable par GL2(QP) de 
type fini sur <^£[GL2(Qp)]. Pour k > 2, 2?(fc,j£f) s'identifie aussi comme GL2(QP)-
Banach unitaire à un complété de Symk~2E2®ESt par rapport à un ^-réseau stable 
par GL2(QP). Si k = 2, #(2) est admissible et topologiquement irréductible. Si k > 2, 
B(k) n'est ni admissible ni topologiquement irréductible. Si k = 2, B(2, J5f) est une 
extension non-scindée 0 B(2) 5(2, J5f) —• £ - » 0 et les B(2,Jï?) sont tous 
distincts. Si k > 2, B(k,Jï?) devrait être admissible, topologiquement irréductible et 
les B(k,J£) devraient être tous distincts. 

3.2. Une formulation plus concrète de 0(k)h et B(k). — On donne une des­
cription explicite de 0(k)h et B(k). On garde les notations du §3.1 et on renvoie à 
[11] pour des preuves détaillées des affirmations des deux paragraphes qui suivent. 

Pour r G M+, une fonction h : Zp —• E est dite uniformément de classe ^r 
si, dans la décomposition de Mahler h(z) = J2n=o an(h) (^}, les an(h) G E sont 
tels que nr\an(h)\ —» 0 dans R+ quand n —• -foo. L'espace des fonctions de classe 

^r est un Banach pour la norme \\h\\r d= supn(n + l)r | an(h) | que l'on note 
^ r ( Z p , E ) . Si ^^(ZpiE) est le E-espace vectoriel des fonctions localement analy­
tiques de Zp dans E avec sa topologie « limite inductive » , on a une injection continue 
<*fan(Zp,£) ^ <*?r(Zp,£) d'image dense. 

Une distribution /2 sur Zp à valeurs dans E est un élément du dual continu 
^an(Zp,E)v. Si h e ^an(Zp,E), on note Jz h(z)n(z) l'accouplement et on pose 

$D(an)h(z)ii(z) =f /z h(z)lD(a,n)M*) OÙ 1D(o,ti) est la fonction caractéristique de 

D(a,n) d= a + pnZp (a G Zp, n G N) . Pour r G R+, /x est dite tempérée d'ordre 

r s'il existe e E tel que, pour tout j G N, tout n G N et tout a G Zp, on a 

$D(anj<z*~ a ) j e C^pn^~r>)ÛE. On peut supposer 0 < j < r et n > val(o) si 

a ^ 0 dans cette condition. L'espace des distributions tempérées d'ordre r est un 

Banach pour la norme ||//||r = sup^ apn(j~r) | jD(an)(z - a)3n(z) | qui s'identifie au 
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Banach dual ^r(Zp, E)v ^> ^ " ( Z p , E)w. En particulier, si p, est tempérée d'ordre r, 
on peut définir JD^a n^h{z)p,(z) pour h seulement uniformément de classe cé?r. 

k — 2 

On dit qu'une fonction h : Qp —> E est uniformément de classe cé?~^~ avec un pôle 

d'ordre au plus k — 2 à l'infini si h\ d= (z i—• h(pz))\zp est de classe et si (z i—• 

zk~2h(l/z)) |zp-{o} se prolonge sur Zp en une fonction /i2 de classe . L'espace 

de ces fonctions est un Banach D(k) pour la norme \\h\\ d= Max(||/ii || fc-2, \\h2\\ fc-2). 
2 2 

Il contient l'espace C(k) du §3.1 via une injection évidente qui est continue (par 
[4], preuve du Lem. 2.3.1 et ce qui précède) et d'image dense. Il est aussi muni 
d'une action de GL2(QP) par automorphismes continus qui prolonge celle sur C(k) : 
fa b 

l e d 
(h)(z) = \ad-bc\^(-cz + a)k-2h dz—b 

— cz-\-a > 
. On note B(k) le quotient de 

D(k) par les polynômes de degré au plus k — 2. On a donc une injection canonique 

continue GL2(Qp)-équivariante d'image dense T,(k) «—• B(k). 
Une distribution ¡1 sur P*(Qp) avec un zéro d'ordre au moins k — 2 à l'infini est par 

définition un élément du dual continu C(k)v. Une telle distribution est dite tempérée 
d'ordre (k — 2)/2 s'il existe G E tel que, pour tout n G Z, elle vérifie les deux 
conditions suivantes : 

W /r>(oo,n) x)z^(z) G M,lim^^/rM, pour tout j G Z, j < k — 2 où 

L>(oo, n) d= { 2 G Qp I val(z) < -n} 

(ii) fD(an)(z - a)jfjL(z) G CMpnW— pour tout j G N et tout a G Qp où 

D(a, n) =f a + pnZp. 

L'espace de ces distributions est un Banach pour la norme : 

1 ¿4 H =f Max M,lim^^/rM,lim^^/r 
J D{a,n) 

{z - a)jfi(z) > SUPj,rJ 
M,lim 

\JD(oo,n) 
zj^i(z) 

Lemme 3.2.1. — Pour k > 2, Vespace des distributions tempérées d'ordre sur 
P1(QP) avec un zéro d'ordre au moins k — 2 à l'infini s'identifie topologiquement au 
Banach dual D(k)v <-> C{k)y. 

Démonstration. — Par l'application h 1—> (hi,h2), le Banach D(k) s'identifie à deux 
k — 2 

copies de (Zp, E). Un élément \i du dual est donc un couple de distributions 
[i\,\i2 sur Zp tempérées d'ordre avec par définition : 

/pi(Q) 
h(z)fi(z) = 

%µ£% 
hi(z)iii(z) + 

M%%£µ 
h2(z)fi2(z). 

Soit a G Zp, n G N tel que n > val(a) si a ^ 0 et j G N, traduisons la condition : 

J D{a,n) 
(z - a)3iJL2(z) = 

1P 
[z - a)nD{a^2(z) G C^p^-^ÛE. 
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Si a = 0, la fonction h G C(k) correspondant au couple (/ii,/i2) = (0, ^ 1 D(o,n)) est 
la fonction zk~2~J;lD(oo,n) et donc pour j G N : 

D(oo,n) 
M,lin-2va/rM,lim^^/rM,lim^^/rM,lii,/i2^^/rM,ii,/i2^^ 

qui est bien une des deux conditions précédentes en remplaçant k — 2 — j par j . Si 
a 7̂  0, la fonction /i G C(A:) correspondant au couple (/ii,/i2) = (0, (2 — a)J'lD(a,n)) 
est la fonction {—a)izk~2~i{z — ^)J'l£>(±,n-2vai(a)) de sorte que l'on a pour j G N : 

(10) 
'D(±,n-2val(a)) 

Z J 1> 
Z 

£ ̂ ) G C M 2 P N ° - V ) - I V A L ( A ) B 

En décomposant zk~2~j sous la forme aj~k+2(l+Yìm>i * m û m ( ^ - ^ D où *m G Z (ce 
qu'il est possible de faire pour tout j G N) , une récurrence montre, quitte à modifier 
CM2, que (10) est équivalent à : 

'r>(£,n-2val(a)) 

1> 
2 , 

a) 

^)GCM2PN°-V)-IVAL(A)BM%£µ% 

pour tout j G N : on obtient l'autre condition. Les conditions pour /¿1 donnent essen­
tiellement les mêmes conditions pour ¡1. On laisse les derniers détails au lecteur. • 

Un examen de la preuve du Lem.3.2.1 montre qu'il suffît de vérifier les conditions 
(i) et (ii) précédentes pour 0 < j < k — 2 pour les avoir pour les autres j . Le théorème 
qui suit est dû à Teitelbaum pour k pair ([34]). Nous en donnons une preuve directe 
pour tout k. 

Théorème 3.2.2. — Pour k > 2, l'inclusion 0(k)h C 0(k) identifie 0(k)h avec le 
sous-espace vectoriel de O(k) des distributions qui sont tempérées d'ordre sur 
PX(QP) avec un zéro d'ordre au moins k — 2 à l'infini. 

Démonstration. — Rappelons que O(k) est le sous-espace de C(/c)v des distributions 

fi telles que /PI^Q ^ ^^i(z) = 0 pour j G {0, 2}. C'est un espace de Préchet 

dont la topologie peut se définir par la collection des normes (|| • \\u)u où : 

Mu 
déf 

sup -
hec(k)u\{0} 

ii,/i2ii,/i2ii,/i2ii,/i2ii,/i2 

\\h\\u 

si \x G 0(k). On fixe un recouvrement U = Uo<i<sUi de QP dans CP comme au §3.1. 
On a : 

0(k)h = \veO(k), 
h)(z)n(z) 

g(h)(z)n(z) i<\h\uVgeGL2(Qp),VheC(k)u • (8) £7. 

On peut choisir U tel que C(k)u est stable par GL2(ZP). Comme GL2(ZP) est compact, 
il existe cM G \EX \ tel que ||^(/i)||t/ < pour tout g G GL2(ZP) et h G C(k)u-
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Comme GL2(QP) = B(Qp)GL2(Zp), on voit que 0(k)h est aussi : 

O(fc), 
p̂i(Qp) 

g(h)(z)fi(z) < \\h\\u Vg G B(Qp), Vft€C(fe)^ h)(z)n(z) 

On a [/ fl Qp = £>(oo,no) II ( Hi<i<s D(zi,rii)) pour des ^ G Qp et des entiers 
rii > va l (^) . Comme la norme p-adique est ultramétrique, la condition dans (11) est 
équivalente à : 

(12) 
k 2 jlD 

g(h)(z)fi(z) < \h\u pour tout g G B(QP) 

pour h = (z-Zi)jlD{ziini) ou h = zk 2 jlD(oo,n0), 3 € N. Soit g = 
À fi 

I e B(Qp) 

et h = (z - Zi)JlD(Ziin.), on a : 

g(h)(z) =\ Xu \ ^ Àfc -2 -V | z — 
Xzi + fi 

v 1D(Afi±ü)ni+val(A/I/))' 

et un calcul montre que (12) pour h = (z — Z I ) - 7 ! ^ . ^ . ) , j G N est équivalent à : 

J D(a,n) 
(z - a)jfji(z) mù$*G C^p^-^ÛE 

pour tout a G Qp, n G Z et j G N où CM G est une constante et G i£ 
est une constante dépendant du rayon de Ui dans Cp (cf. §3.1) telle que 
— 1 < val(a^) < 0. En écrivant D(a,n) = Jla>=a(pn)D(af,n -f 1) et en développant 
(z — a)J+1 = {{z — a') + {a' — a))J'+1, une récurrence sur j à la Amice-Vélu montre 
que c'est encore équivalent à fD^a n^(z — a)-7n{z) G Cflpn^~^~"}ÛE pour tout a G Qp, 
n G Z et j G N où CM E E est une constante. On retrouve donc la condition (ii) 

précédente. Soit g = 
À ß 

0 v 
G B(Qp) et h = zjlD(oOiTl0), on a : 

g(h)(z) =\ \v \ ^ \k~2-jisj z 
77 

(lpi(Qp) - lD(£,-n0+val(A/i/) + l)) 

et on vérifie que (12) pour h = z^lo^^^, j G Z, j < k — 2 est équivalent à : 

P1(Qp)-D(a,-n+l) 
(z - o ) V W G C ^ 0 - y ^ - ^ k 2 jlD(oo,n0k 

pour a G Qp, n G Z et j G Z, j < k — 2 où C^CLQ G E1 sont des constantes 
avec —1 < val(ao) < 0. Si 0 < j < k — 2, on retrouve un bout de la condi­
tion (ii) car /pi(Q ) ( * - a)jfi(z) = 0. Si j < 0, on écrit P^Qp) - D(a,-n + 1) = 
D(oo, — val(a)H-l)n(IIiD(a + ^ , — n +1 ) ) pour des ^ tels que val (a) < val(a^) < -n. 
En décomposant (z - a)j = x{(l + £)m>i *mx~m(^ - (a -h ̂ ) ) m ) où *m G Z et en 
utilisant la condition (ii) pour les disques D(a + a?;, —n + 1), on peut se ramener à la 
seule condition n^ zj/JL(Z) G a^pn<^~~^GE pour n G Z et j < 0. On vérifie par 
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une récurrence sur j qu'elle est équivalente à JD(oo,n) 
k 2 jlD(oo,n0k 2 jlD(oo,n0 pour 

n G Z et j < 0, i.e. à la condition ( i ) pour j < 0. Ceci achève la preuve. 

Corollaire 3.2.3. — Pour k > 2, le Banach B(k) s'identifie topologiquement et de 

façon GL^Qp)-équivariante au Banach B(k) i.e. au quotient par les polynômes de 

degré au plus k — 2 du Banach des fonctions h : Qp —> E telles que h \%p est de classe 

C€et zk~2h(l/z) | zp -{o} se prolonge sur Zp en une fonction de classe . 

Démonstration. — Soit B(k)° une boule unité quelconque du Banach B(k). Via 
l'injection continuê )GCM2PN°-V)-IVAL(A)BB (k) d'image dense, elle induit un ^ - r é seau ouvert 

E ( k ) ° d= B(k)° H E ( k ) de E(fc) et B(k)° s'identifie au complété lim T,(k)°/pnY,(k)°. 

On montre comme dans [4], preuve de Prop. 4.3.4 que le ^-module des morphismes 
^-linéaires Hom^B (B(fc)°, ÛE) ^ Hom^(E(fc)°, ÛE) s'identifie au ^-module 
{// G 0(&)5Jpi(Q jh(z)fj,(z) G ÛE V h G T>(k)0}. Ce dernier est compact dans 0(k) 

par [26], Lem. 13.1(vi)+Prop. 14.2 (et le fait que ÛE est compact). On montre 
comme dans [4], Prop. 4.3.4 que le Banach associé s'identifie au complété de E(fc) 
par rapport à E°(fc), c'est-à-dire à B(k) par ce qui précède. Par ailleurs, ce module 
compact est contenu dans 0(k)h par le Lem.3.2.1 et le Th.3.2.2. Par [28], Lem. 1.5(ii), 
il est donc commensurable dans 0(k)h à 0{k)u pour un U comme au §3.1. Comme 
le Banach associé à 0(k)u est B(k), on a un isomorphisme topologique B(k) ~ B(k) 

qui est l'identité sur E(fc). Par densité et continuité de l'action de GL2(QP), il est 
aussi GL2(Qp)-équivariant. • 

3.3. Une formulation plus concrète de 0(/c, Jzf)b et B(k,J£). — On donne une 
description explicite de 0(fc,j£f)b et B(k,Jf) pour k > 2. On conserve les notations 
du §3.1 et du §3.2. On suppose k > 2. 

Lemme 3.3.1. — Soit n et j des entiers > 0, r G M+ tel que r < j et a G Zp. La 
fonction (z — a)3 \og£>(z — a)l£)(a,n)-£)(a,n+i) tend vers 0 dans le Banach ^(Zp^E) 
quand n tend vers +oo. 

Démonstration. — Par [26], Lem. 9.9, il suffit de montrer que cette fonction tend 
vers 0 dans le Banach dual du Banach des distributions tempérées d'ordre r sur Zp, 
i.e. : 

sup 
fD(a,n)-D(a,n+l)(Z ~ aV l°^Z ~ ÛM*) 

k 2 jlD(o 
—> 0 quand n —> -foo. 

En écrivant D(a, n) - D(a, n + 1) = Uue¥x D(a + pn[u], n + 1) où [•] désigne le repré­
sentant de Teichmuller, un calcul donne pour z G D(a + pn[u], n + 1) : 

(z — a)3 \og^>(z — a) = nJ£(z — a)3 + (z — a)Jlog u + 
z-(a + pn[u]) 

pn[u] 
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Le terme avec un logarithme se développe pour z G D(a + pn[^], n -h 1) : 

(z - a)3 log 1 + 
- (a + pn\u\) 

pn [u] 
m>0 

*mPniJ-m)(z-(a + pn[u])R 

où *m G OE- Pour b G Zp, la somme X}m>oP ""H* ~~ ̂ )mlr>(6,n+i) converge dans 
^r(Zp,i£) pour tout r G R+ de sorte que, pour ¡1 tempérée : 

W) 
I D(a+pn [«],«+!) 

- a)Jlog I 1 + 
z-(a + pn[u))\ 

pn [u] 
k 2 jlD(oo,n0 

m>0 

k 2 jlD(oo,n0 
' D{a+pn [u],n+l) 

( « - ( a + P n M ) ) m / * W -

Pour /i d'ordre r, on a par ailleurs pour tout m > 0 : 

PN°-V)-IVAL(A)B 

JD(a+pn [u],n+l) 
( z - ( a + / [ M ] ) r M ( z ) < l|/x||rP"(r-J)pr-m 

ce qui entraîne par (13) : 

J D(a+pn[u],n+l) 
(z - a)J\og 

I \ 

z - (a + pn[u]y 

pn[u\ 
%µ£ <prMrPn[r-J). 

En traitant de même le terme plus simple nJ£(z — a)3 et en sommant sur u G ¥px, 
on a finalement une constante cr G \EX\ telle que pour \x tempérée d'ordre r : 

' D(a,n)-D(a,n+1) 
(z — a)3 \og^(z — a)fi(z) < CrM\rPn{r-J) 

d'où on déduit clairement le résultat puisque r < j . 

Notons L(fc,j£f) le sous-espace vectoriel du ^-espace vectoriel des fonctions conti­
nues de Qp dans E engendré par les polynômes de degré au plus k — 2 et les fonctions 
suivantes : 

h(z) = 
iei 

\i{z- Zi)ni \ogj?(z- Zi) 

où / est un ensemble fini, À; G E, zi G Qp, rii G {L^y^J +k 2 jlD(oo,n0— 2} et 

d e g ( E i e / M z - * i ) n i ) < ^ . 

Lemme 3.3.2. — L'espace L(k,J£) est un sous-espace vectoriel de D{k) et est stable 
par GL2(QP) dans D(k). 
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Démonstration. — Par l'application h \—• (hi, /12) du §3.2, on a pour j G N et n entier 
suffisamment grand : 

(z-a)3 log^(z-a)lD(a,n) ((pz - a)3 \og^(pz - a)lD(a/p5n_i), 0) si a G pZp 

(z - a)3 log#{z - a)lD(a?n) ( O , ^ - 2 - ^ ! - az) j ( log^( l - az) -

log^(*))lD(Ijn_2val(a))) si a G Qp ~ P^p 

*Mog^(z)lD(oo>n) «-> (0,-zfc 2 nog^(2:)lD(0)n)). 

Le Lem.3.3.1 entraîne que les fonctions de droite sont dans <é?~^~ (Zp, E) si 
j > (k — 2)/2 pour les deux premières et j < (k — 2)/2 pour la dernière. Vu la 
définition de et JL(fc,«5f), on en déduit facilement L(k,Jif) C D(Ar). La stabilité 
par GL2(QP) est laissée en exercice au lecteur. • 

On note B(fc,«£?) le quotient de D(k) par l'adhérence de L(fc,j£f) dans D(/c). Par 
le Lem.3.3.2 et le Cor.3.2.3, c'est un GL2(QP)-Banach unitaire. 

Théorème 33.3. — Pour k > 2 et G E, l'inclusion 0(k,£?)h C Û(k)h identifie 
topologiquement 0(k,Ji?)h avec le sous-espace vectoriel de 0(k)h (muni de la topologie 
induite) des distributions fi telles que fF1^ ^ h(z)fi(z) = 0 pour tout h G L(k, j£f). 

Démonstration. — Soit ¡1 G 0(k)h satisfaisant les conditions de l'énoncé. On va 

d'abord étendre \x en une forme linéaire continue sur C(k,J£). Il suffit de définir 

/D(OO,TI) ZJ lo^(z)^(z) P°ur j G {0, • • • , /c - 2} et n G Z. Soit 

£j(z) ~ J2iei ^i(z ~~ zi)ni ^°ë£f(z ~ zi) avec des \i € E, des Zi 6 Qp et des 
rii G {L^y^J + 1,.. •, A; — 2} en nombre fini tels que Yliei ^{z — zi)ni = -^J • Alors le 
Lem.3.3.1 entraîne £j(z) + z-7' log^(Z)ID(OO n) £ £*(&) et on Pose : 

(14) 
> D{oo,n) 

z3 \og^(z)fi(z) d= 
'pi(Qp) 

(ij(z) + Z3 logj^(z)lD(OO>n))M2) 

où le membre de droite est bien défini par le Lem.3.2.1 et le Th.3.2.2. La condition sur 
fi montre que c'est indépendant du choix de £j et donne une forme linéaire bien définie 
sur C(k, Jzf) qui prolonge \x. La continuité résulte facilement de celle de ¡1 et on note en­
core ¡1 l'élément de 0(fc,«5f) ainsi construit. Montrons fi G 0(k, j£f)b. Comme dans la 
preuve du Th.3.2.2, on choisit un recouvrement U de Qp dans Cp stable par GL2(ZP) et 
il suffit montrer qu'il existe une constante cM G \EX | telle que | Jpi(Qp) g(h)(z)fjb(z)\ < 
c»\\h\\u Vg £ B(QP), V/i G C(k,Jï£)u. Comme c'est déjà vrai pour h G C(k)u car 
/x G 0(k)h, on peut supposer h(z) = z3 l o g ^ ^ l ^ ^ ^ ) , 0 < j < k - 2 et il suffit de 
montrer que | JFI^q ^ g(h)(z)fi(z)\ est majoré indépendamment de g G B(QP). Fixons 

£j comme précédemment tel que hj(z) d= £j(z) + z3log^>(^)ID(OO,n0) ^ D(k). En 
utilisant (14), on voit que l'on a : 

M%µ¨£µ 
g{z3:iog^(z)iD(oo>no))^(z) = 

%§µ£% 
^(HJ(^)lD(OO,N0))M^)-
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Puisque fj, G 0(k)h ~ B(k)v C D(k)v (voir §3.2), on a cM G \EX\ tel que : 

V(Q„) 
^feWlz?(OOJNO))MW < Cplg(hj(z)lD(o0tno))l 

où la norme à droite est une norme sur le Banach B(k). Or, B(k) est un 
GL2(QP)-Banach unitaire par le Cor.3.2.3 de sorte que |#(/^(z)l£)(OO,NO)) Il ^ c 
Mg G B(QP) pour une constante c G |2£x| indépendante de g ce qui entraîne la 
majoration cherchée (par cMc). Soit maintenant ¡1 G 0(k, Jzf)b et montrons que //, vu 
dans 0(k)b, annule Z/(k, Jâf). Comme dans la preuve du Th.3.2.2, on a en particulier 
la condition pour h{z) = z3 log^(z)l^OOin0), 0 < j < k — 2 : 

( 1 5 ) 
§%µ£%µ 

g(h)(z)fj,(z) < \\h\\u Vg e B(QP). 

L'action de QPX se faisant via un caractère unitaire, on peut supposer 

9= (01) eB(%) e t o n a : 

g(h){z) = | A I 2 A J(Z - ii)3 \og^{z - /x)(lPI(Q } - lD(/i)_no+vai(A)+i)). 

La condition (15) est alors équivalente après calcul à : 

(16) 
/P1(QP)-D(a ,-n+L) 

(* - a ) ' log^(z - a)/i(*) G Cpp^^-VÛE 

pour a G Qp, n G Z et 0 < j < - 2 (CM G i£ est une constante). Supposons d'abord 
j < et a = 0, (16) entraîne alors : 

(17; 

J D(oc,n) 
z3 log^(z)fji(z) —> 0 quand n —> +00. 

Soit Ai(2; — ^)ni \og^>(z — Zi) G L(fc, JÉf). Pour tout n G Z, la fonction /^(2) = 

E Z E / A * ( Z - ^ ) N * log#(z - Zi)lFi(Qp)-D(Zi,-N+i) est à la fois dans C(k, JSf) et dans 

D(k) (par le Lem.3.3.1 et le Lem.3.3.2) de sorte qu'il y a a priori deux valeurs pour 

/p!(Q ) ^ri(z)/i(z) : la première en voyant dans 0(k, j£f) et la seconde en voyant \i 
dans 0(k)h. Ces deux valeurs coïncident pour ¡1 G 0(/c, )b. En effet, soit m G N, alors 

^N(^)lD(o,-M+i) € C(k) et les valeurs JD̂ 0 _m+1) hn(z)n(z) sont donc les mêmes. 

En voyant fi dans 0(fc,JSf), on a /D(0_m+i) - > /PI(QP) hn(z)fi(z) dans £ 

par (17) quand m —• +00. En voyant // dans 0(k)b, on a /D^0 _m+1^ hn(z)fi(z) —> 
/p!(Q ) hn(z)lJ>(z) dans i£ car ^n(^)lD(OO,M) tend vers 0 dans -D(k) quand m —• +00 

(cela se déduit du Lem.3.3.1). Comme rti > ^=^, par (16) on a donc pour n < 0 en 

voyant ¡1 dans 0(k)h (quitte à modifier CM) : 

2 jlD(oo 
Xi(z - Zi)Ui \0g^{z - ^)lpi(QP)_D(ZIF-N+L)MW € C > N / 2 ^ . 

Quand n tend vers —00, la fonction (z — Zi)ni\og^>(z — ̂ )lD(zi,-n+i) tend vers 
0 dans £>(&) (encore le Lem.3.3.1) et l'intégrale de gauche tend donc dans E vers 
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/pi(Q ) ̂ 2iei ^i(z ~ zi)ni ̂ °§̂ f (z ~ Zi)^{z)' 0Ti Ie membre de droite tend clairement 
vers 0 quand n tend vers — oo, d'où la nullité de cette intégrale. Tout ceci montre que 
0(fc,j£f)b est exactement le sous-espace vectoriel de 0(k)h des distributions fi telles 
que JPÎ Q ^h{z)ji{z) = 0 pour tout h G L(fc,«£f). Par [4], Cor.4.2.3, la topologie de 
0(fc, j£?)b est induite par celle de 0(fc)b, ce qui achève la preuve. • 

Corollaire 3.3.4. — Pour k > 2 et G E, le Banach B(k,J£) s'identifie topologique­
ment et de façon GL2(QP)-équivariante au Banach B{k,££) i.e. au quotient de B(k) 
par l'adhérence du sous-espace vectoriel des fonctions h : Qp —» E de la forme : 

h(z) = ] 

iei 

K(z - Zi)ni \og^(z - Zi) 

où I est un ensemble fini, Xi G E, Z{ G Qp, Ui G (L^pJk 2 jlD(oo,n0~~ 2 } et 
d e g ( £ I 6 / A i ( * - Z I ) N I ) < ^ -

Démonstration. — Par la définition de JB(&, J*f), les résultats du §3.2 et [27], §1, le 
module compact tensorisé par E, 0(k,^f)b, associé à £(fc,JSf) est topologiquement 
isomorphe à {¡1 G 0(k)h, fJ,\L(k,&)= 0 } muni de la topologie induite par celle de 0(k)h. 
Par le Th.3.3.3, on a donc un isomorphisme topologique 0{k,J£)h ~ 0(k,J£)h d'où 
le résultat par [27], Th.1.2. • 

4. Arbre de Bruhat-Tits, symboles modulaires et invariant Jf 

On introduit ici le formalisme de [14] et [25] (légèrement étendu) que l'on utilise 
pour démontrer le Th. 1.1.4 de l'introduction (Th.4.5.2 et Cor.4.5.3 ci-dessous). 

4.1. Quelques rappels classiques. — On commence par réviser les symboles mo­
dulaires classiques associés aux formes modulaires. 

On fixe une forme modulaire / parabolique normalisée de poids k > 2 nouvelle pour 
le groupe de congruence T1(M) de caractère % : (Z/MZ)X —> Cx ( M entier > 1 ) . 
On suppose / vecteur propre des opérateurs de Hecke Te pour £ \ M (ou de manière 
équivalente pour tout £ puisque / est nouvelle) et on note ae G Q C C la valeur propre 

associée. Pour £ \ M , rappelons que Tef 
déf 

Zifk où I M M ) 
1 0 

0 t 
| r x ( M ) = 

I l i l ^ M ) * et 5 , / d= £fe"2/U= ek~2x(e)f où ot e T0(M), ae = 
(r1 0 

^ 0 £ 
mod. M. 

On note Ef l'extension finie de Q dans C engendrée par les ai et les x(^) pour l\M 
et Of l'anneau des entiers de Ef. Pour a € Q et j € { 0 , • • • , k — 2 } , on désigne par 
Ja°°f(z)zjdz e C l'intégrale sur la droite verticale du demi-plan complexe supérieur 
issue de a. On rappelle le théorème classique suivant : 
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Théorème 4.1.1. — // existe fi^ G C x tels que pour tout r G Q et tout 
J G { 0 , . - . , f c - 2 } ; 

1 

2 
2ZTT 

•oo 

ù*ù 
f(z)zjdz±(-l)j2in 

'OO 

O/f 
O/ft* c G O/ft* c C. 

Démonstration. — Soit / la forme conjuguée de / i.e. ayant comme coefficients de 
Fourier les conjugués complexes de ceux de / et plongeons Ef dans C x C par 
x i—• (x,x) où x est le conjugué de x. Les couples (2z7r Jr f(z)zidz,2iir Jr f(z)z^dz) 
pour r G Q et j G {0, • • • , fc — 2} engendrent E1/-linéairement dans C x C un 
E'z-espace vectoriel Vf de dimension au plus 2 . Cela se déduit par exemple des résul­
tats de [31], en particulier de [31], Th.0.5, Cor.4.5 et preuve de Prop. 5.7. L'involution 
j£/-linéaire ¿ : (x,y) i—• (y,x) sur C x C préserve Vf et est différente de ±Id. En effet, 
si par exemple i = Id, on a pour r G Q et j G {0, • • - , k — 2 } en remarquant que 
(—iy2i7rf^°rf(z)zjdz est le conjugué complexe de 2z7r f(z)z^dz : 

'OO 

$ù* 
f(z)z'dz-(-iy 

/»00 

i-r 
f(z)zjdz = 0 

et, si V est un caractère de Dirichlet primitif de niveau m tel que 1) = (—l)- 7 1 

et /-/, désigne la forme tordue de / par t/j, la formule : 

L(UJ + 1) = 
(~2i7rp' + 1 

ù*$ù$$ Gauss('0) 

a mod. m 

ù*$ù 
/»00 

m 

f(z)(mz + a)jdz 

entraîne alors L(f^, j - f 1) = 0 pour tout j G {0, • • • , fc—2} ce qui est impossible si / ^ 0 

(voir [30], §1). La preuve de t ^ —Id est similaire. Soit Vp = f Ker(¿ ± Id), on a donc 

1 < d i m ^ V ^ et d i m ^ V ^ + âîmEfVf < 2 d'où d i m ^ V ^ = 1 (et dimEfVf = 2). 

Cela donne l'assertion de l'énoncé avec Ef au lieu de 0 / . Mais l'assertion avec 0 / se 

déduit du théorème de Manin-Drinfeld (voir e.g. [31], Th.5.1). • 

Remarque 4.1.2. — Si Ef c R (par exemple si x = 1)> ̂ / (resp. £7̂  ) est réel (resp. 
imaginaire pur). 

On choisit fl^ comme ci-dessus (on voit que Effl^ est bien déterminé si î î^ ne 
l'est pas) et, pour tout polynôme P(z) G Ef[z] de degré au plus k — 2 et tout r G Q, 
on note : 

/•OO 

ù*$ù 

f(z)P(z)dz 
± déf 2Z7T 

2ÍIJ 

/•OO 

ù*$ù 
f(z)P(z)dz ± 

/•OO 

«7 —9" 
/ 0 O P ( - z ) d * ) G S/. 

Pour tous n , r 2 G P X ( Q ) 2 et tout P ( z ) G £/[2] (de degré < k - 2), on note plus 
généralement : 

•r2 

ri 
f(z)P(z)dz) I 4if r»oo 

ri 
f(z)P(z)dz 

$ù*$ r*oo 

'2 
f(z)P(z)dz) eEf. 

Par le Th.4.1.1, on a ( f(z)P(z)dz)± £ Of si P € Of[z\. 
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Soit V un Q-espace vectoriel muni d'une action à gauche linéaire de GL2(Q). 
Comme au §2.4, on munit le Q-espace vectoriel HomFl(M)(JD05 V) de l'action des 

opérateurs de Hecke Tt<t> = ^2iôi 1(0), S£(f) = o~£ 1 

r 1 0 ' 

0 TR11 
((f)) et Woocf) =f 

1 о 
О - 1 

I {(j)) o ù ( / > G H o m r i ( M ) ( D o , V ) et£\M. 

À la forme / sont classiquement associés les symboles modulaires : 

4>f G Homri(M)(A),(Symfe-2i^)v) 
définis comme suit (via Symfc 2E2f ~ ÇB0<j<k_2EfT3) : 

^ ( { r 2 } - { r i } ) ( T ' - ) d Ì ? 
rf2 

£µ%£ 
f(z)z3dz) 

La droite Ef(f)^ C Homri(M)(D0, (Symk~2E2)v) ne dépend pas du choix de fi^. 
Le lemme bien connu suivant se déduit d'un calcul simple et de l'isomor-

phisme d'Eichler-Shimura (via l'isomorphisme Homri(M)(Do, (Symk~2E2)v) ~ 

H^(Y1(M)1(S^ik~2E2)v) Hecke-équivariant, cf. [1], Prop. 4.2) : 

Lemme 4.1.3. — On a w^cj)^ = ±(j)^ et : 

H o m F l ( M ) ( A ) , (Symfc-2£2)v)' = Ef^ 0 Ef<j>J. 

4.2. Arbre de Bruhat-Tits et symboles modulaires. — Lorsque / comme au 
§4.1 est « Steinberg en p » , on lui associe en suivant [14] et [25] une forme modulaire 
sur l'arbre de Bruhat-Tits et de nouveaux symboles modulaires. 

On reprend la forme / du §4.1 et on suppose M — Np avec (N,p) = 1 et x trivial 
sur (Z/pZ)x. On note encore x • (%/NZ)x -> Cx. On a dans ce cas (cf. [22], §1.12) : 

(18) 4 = x(p)pk 2. 

Soit Wp =f 
pu V 

j)Nw pt/ 
avec u,v,w,t G Z, put — Nvw = 1 et pu = 1 ( i V ) , une autre 

formule importante dans ce cas est (cf. [2], §2) : 

(19) f \wp= ~apf-

On note 38l'arbre de Bruhat-Tits de SL2(QP), &/(âê&) l'ensemble de ses arêtes 
orientées et SP{j3%£F) l'ensemble de ses sommets. On fixe un sommet central GQ cor­
respondant au reseau Zp (B Zp et on note ao l'arête orientée allant de o~o au sommet 
correspondant au réseau Zp © pZp. Le groupe PGL2(QP) agit à gauche sur Sëf?, 
srf(S%ZF) et 5?(âë3T). Si a G sdiJOè!?), â désigne l'arête avec orientation opposée et 
o(a) G 5fXSS2Ï) le sommet origine de a. Il est commode de voir g/(â§£?) comme 
l'ensemble des classes GL2(Qp)/I(Zp)Qpx avec a0 = I(ZP)QPX. 
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On pose : 

rÇ (N) =f 
a b 

c d 
G SL2(Z[l/p]), c = 0 mod. N, a = 1 mod. N 

On a Ti(N) = TP(N) H GL2(ZP), T^AT) n T0(p) = TP(N) fl I(ZP) et on voit que le 
groupe TP(N) du §2.4 est le sous-groupe de GL2(Q)+ engendré par Wp et TP(N) et que 
Wp normalise rf(JV). Pour a G srf(3§3F), on note Ta son stabilisateur dans T\(N). 
Puisque TP(N) agit transitivement sur gtf^SëSï) et puisque Wp normalise Ti(N) fl 
r0(p) et r f ( iV) , on voit que Ta est conjugué dans Tf (TV) à rao = ri(7V) fl r0(p). 

En suivant [14], Def. 1.2 et [25], §2.1, on définit Sk(â8&,T{(N)) comme le (Ci-
espace vectoriel des fonctions F : (â§&) x Jif —• C telles que : 

(i) F{ia, jz) = (cz + d)kF(a, z) pour tout 7 = 
fa b 

le d 
G rj(tf) 

(ii) F(â , z) = -F(a, z) pour a G si{3&&) et ^o(a)=(T F(a, 2) = 0 pour a g S?{âS&) 

(iii) Fa = F(a, •) est une forme parabolique sur Jif de poids A: pour Ta. 
On munit Sk(3S & ,T\{N)) d'une action à droite de GL2(Q)+ par : 

(F\g){a,z) 
déf detfoi^-1 

[cz + d)k 
-F(ga,gz) 

(où # = 
a b 

c d 
G GL2(Q)+) ainsi qu'une action des opérateurs de Hecke Te et Se 

pour £ premier, £ \ Np, par TeF = ^ où r?(iV) 
1 0 

0 t, Y\[N) = U.r?(7V)^ 

pour les mêmes ôi qu'en ( 5 ) et SeF d= £k 2F\ae pour le même ae. 
Soit SkÇT^N) H r0(P))P"NOUV le sous-C-espace vectoriel de SkÇT^N) FL T0(p)) des 

formes nouvelles en p. Le principal intérêt de l'espace Sk(3ë £ï ,TP(N)) réside dans la 
proposition suivante qui se démontre exactement comme [14], Lem. 1.3 : 

Proposition 4.2.1 ([14], [25]). — L'application de Sk(&^,Tp(N)) dans 
Sk(Ti(N) O l V p ) ) qui envoie F sur Fan induit un isomorphisme : 

Sk(â8&,Yl{N)) ^ Sfc(ri(JV) nr0(p)F-nouv 

compatible aux opérateurs de Hecke Te et Se (pour (£, Np) = 1)). 

Soit F G Sk(âS&,Y\(N)) associé à / par la Prop. 4.2.1, on a TeF = a£F et 
SeF = £k~~2x(£)F pour £ \ Np. La deuxième égalité se récrit : 

(20) F(ga,gz) = X(d)(cz + d)kF(a,z) 

pour g = 
a b 

с d 
G SL2(Z[l/p]) tel que c = 0 (N). On a aussi par (19) et la propriété 

(ii) de F : 

(21) F \wp= dpF. 
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Pour a G srf{ggZf) et n,r2 G P^Q)2, considérons l'intégrale : 

%µ£% 

ri 
F ( a , z ) ( T - z ) K ~ ^ G SymK-^e ~ ©o<i<k-2CT>. 

On a a = 7Q0 ou bien a = 700 pour un 7 G Ti(N). Dans le premier cas, un calcul 
donne dans Symfc_2C2 : 

(22) 
rr2 

µ£%µ 

F(a,z)(T - z)k-2dz = j \ 
1 1R2 

«/ /y 1 j*^ 
F(a0,z)(T-z)k~2dz 

de sorte que, pour j G {0, • • • , k - 2}, f^F(a,z)zJdz est une Z[l/p]-combinaison 

linéaire d'intégrales /^Li^2 f{z)zldz pour z G {0, • • • , k — 2} ce qui permet de définir 

( J^F(a,z)zJdz)± G E1/ par linéarité à partir des ( j^-illf{z)zldz)±. Le deuxième 
cas se ramène au premier en posant : 

(23) 
PV2 

RI 
F(a, z)zJ dz 

y51 déf RR2 

RI 
F(â,z)zJdz) 

Soit i£ une extension finie de QP dans Qp contenant i£/ et -y/p si A; est impair. À F 
on associe les symboles modulaires : 

</>%. G Honirî(JV)(£»o, (Symfc-2£2 ®B St)v) 

en posant pour j G {0, • • • , fc - 2} et a G srf{3§Sf) : 

(24) rô({r2}-{ri})(r>-®[a])d=? 
%µ£ 

RI 
F(a,z)zjdz 

où [a] désigne l'élément correspondant de i£[GL2((Q)p)/I(Zp)QpX] (on rappelle que 
l'on a une surjection canonique E,[GL2(Qp)/I(Zp)QpX] - » St). L'harmonicité de F 
(propriété (ii) ci-dessus) montre que </>^({r2} — {r\})(Tj <g> [a]) ne dépend que de 
l'image de [a] dans St de sorte que < ^ ( { r 2 } — {ri}) : Symfc~2i?2 <g>E St —> E est bien 
défini. Un calcul analogue à (22) via l'identification GL2(Qp)-équivariante : 

(25) (Symfc-2£2)v Symfc-2£2®g(det)-(fc-2> 

h i-» 
fc-2 

3=0 

k-2 

j 
\h(zj){-l)jTk-2-j 

montre que <f>p commute bien à rf (N). 

Pour tout a G si{0ê&) et tout 4> G Homrp(w)(D0, (Symfc~2£'2(g)gSt)v), on définit 

èa G Homr (Do, (Symfc_2£2)v) par : 

^ ( { r 2 } -k 2 jlD(oo,n0dif </>({r2} - { n } ) ( T ' ® [a]). 

Lemme 4.2.2. — 4>p est l'unique élément de Hom rp(^)(jDo, (Symfc 2 E2 ®# S t ) v ) tei 

que (</>p)a0 = (frf- De plus, on a w^^p = ± 0 ^ et : 

JìomRP{N)(D0, (Sym f c~ 2ff 2 ®E S t ) v ) / = £0+ e Ecf)'. 
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Démonstration. — L'unicité est conséquence des définitions, de l'égalité (23) et du 
fait que TP(N) agit transitivement sur les arêtes non orientées. Le reste découle alors 
de l'isomorphisme : 

Homri(JV)nro(p)(D0, (Symfc-2i?2)v/ ^ Homri(JVp)(£»0, (Symfc-2E2)v)f, 

du Lem.4.1.3 et du fait que la flèche : 

HomrP(JV)(A>, (Sym*-2^2 ®£ St)v) - Homri(JV)nro(p)(D0, (Symfe-2E2)V) 

qui envoie (j) sur (j)ao commute aux opérateurs de Hecke. 

4.3. Espaces de distributions et symboles modulaires. — On compare les 
symboles modulaires à valeurs dans les espaces O(k) et 0(k)h, 0{k,J£) et 0(k,J£)h 
du §3. On conserve les notations précédentes. En particulier E est une extension finie 
de Qp dans Qp contenant Ef et y/p si k est impair. 

Lemme 4.3.1 (Manin). — On a D0 = Z[SL2(Z)]({co} - { 0 } ) . 

Démonstration. — Un diviseur de D0 s'écrit Yliei ni({°°} ~ {ri}) Pour des r% dans 
Q et des dans Z. Donc il suffit de montrer {oo} — { r } G Z[SL2(Z)]({oo} — { 0 } ) pour 
r G Q. Un résultat dû à Manin (cf. e.g. [23], Prop. 1) dit qu'il existe (<7j)je{o,- ,n} £ 
SL2(Z) et (rj)j£{lr.. >n+1} G Q tels que rn+i = r, g0(oo) = oo, g0(0) = ru gj(oo) = Tj 
et gj(0) = rJ+i. On a alors : 

n 

3=0 
, 5 J ( { o o } - { 0 } ) = { ^ } - { r 1 } + 

n 

3=1 
{{rj}-{rj+i}) = {oo}-{r}. 

Proposition 4.3.2. — (i) Si k> 2, on a HomrP(N)(D0l (Symfc~2£2)v) = 0. 

(h) L'injection 0{k)h <-+ 0{k) et la surjection O(Jfe) - » (Symfc~2£2 ®E St)v (cf. §3.1) 
induisent des isomorphismes : 

HomrP(iV)(D0,O(A:)b) ^ Homr?w(A>,0(k) ) ^ 

H o m r ; w ( A > , (Symfc-2£2 ®E St)v). 

(iii) Pour tout J£ G E, l'injection 0(k,Ji?)h 0(k,J£) (cf. $3.1) induit un isomor­
phisme : 

Homr*{N)(D0,O(k,J?)h) ^ KomTP(N)(D0,O(k,J?)). 

Démonstration. — On démontre (iii) en détail et on indique les modifications à appor­
ter pour (i) et (ii). Il faut montrer la surjectivité. Puisque Ti(N)nTo(p) est d'indice fini 
dans SL2(Z), on a par le Lem.4.3.1 un nombre fini de diviseurs ({s*} — {ri})iei € A ) 
tels que : 

(26) D0 = 
§%µ£% 

I Z t T i W n r o W ] ^ } - ^ } ) . 
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Soit $ G Homrp(A7)(D0,O(/c,J5f)), il faut montrer * ( { s * } - {n}) G 0(/c,J2?)b pour 
tout i G / . Soit O0 C <3(/c,j£?) le ^-module image inverse d'une boule unité de 
C(k,t5^)s(j (cf. §3.1). Quitte à choisir correctement U et la norme sur C(fc,JSf)^, on 
peut supposer O0 stable par GL2(ZP)QPX et contenant les distributions en nombre fini 
$({si} - {ri}) et Wp($({si} - {U})). Vu la définition de 0(k, JSf )b, il suffit de montrer 
que pour tout i e I et tout g G GL2(QP), g($({si} - {r{})) G O0. Puisque GL2(QP) = 
GL2(Zp)Qpxr?(AT)nGL2(Zp)Qpx WpT^N) et O0 est stable par GL2(ZP)QPX, on peut 
se limiter à g = 7 et g = Wpj avec 7 G r^(AT). Dans le premier cas, on a : 

7($({Si} - {n})) = $ ( { 7 S I } - {7^}) e 
.76/ 

z i r ^ j v j n r o w i ^ - ^ c o 0 

en utilisant (26). Le deuxième cas est similaire puisque Wp normalise Ti(N) nTo(p). 

Le premier isomorphisme de (ii) se montre de la même manière et (i) résulte de (iii) 
et de (Symfc-2£2)v D 0(k,3?)h = 0 si k > 2 (cf. §3.1). Le deuxième isomorphisme de 
(ii) résulte de la même méthode appliquée à (Symfe~~2.E2 ®# St)v et de l'isomorphisme 
Û(k)h ^ ((Symfc-2£2 ®E St)v)b ([34], Th.17 pour k pair et [20], Th.4.1 pour k 

impair) où : 

((Symfc-2£2 ®B St)v)b = ((Symfe-2E2 ®B St)v n i n d I ^ ) « ' x ) ( S y m f c - V | ) v ) S 

(voir [4], §4.6 pour plus de détails). 

On note l'unique élément de Homrj(jv)(A)» O(fc)) Par Ie (ii) de la Prop.4.3.2 

ayant pour image (j)p dans Homrp(A7)(JDo, (Symfc~2i?2 <S>E St)v). 

Corollaire 4.3.3. — On a w^Qf = ±3>^ et : 

HomrP W ( D 0 , 0 ( / c ) ) / - E$+ © £7*^. 

4.4. 1-cocycles et symboles modulaires. — Dans cette partie, on associe, sui­
vant [25], deux classes de cohomologie aux symboles modulaires $>p. On conserve les 
notations précédentes. 

Soit V un Q-espace vectoriel muni d'une action à gauche linéaire de GL2(Q). On 
munit le Q-espace vectoriel H 1(T^(N), Hom^(Do, V)) d'une action des opérateurs Ti, 
Si et comme suit : 

№c)(7) 
léf 

i 

k 2 jlD(oo 

(S/c)(7) éf i ^ c r - ' i c i a a ^ 1 ) ) m ù 

(^00 c) (7) 
déf 

r(c(r7r)). 

où c est un 1-cocycle T^(N) —> Hom^(D0,y), 
déf 

r = 
1 01 
0 -1, 

et où 7,7i € rJ(JV) 

sont tels que ^ 17« = 7<ï- 1 (c^ et les <5j sont les mêmes qu'au §4.2). 
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Lemme 4.4.1. — On a les égalités : 

(27) HomriW(Z)o,(Symfc-2i<;2)v)' = 0 

(28) H^TjjN), Homz(A>, (Symfc-2£2)V)K = 0. 

Démonstration. — Par [1], Prop. 4.2, on a des isomorphismes commutant aux opé­
rateurs de Hecke pour i > 0 : 

(29) - V ) - I V A L ( A ) B H o m z ( A > , (Symfc-2£2)v)) ~ H^1(Y1(N), (Sym" * E2?) 

et idem avec T^N) n T0(p) au lieu de T^N). (27) résulte de (29) pour i = 0 et 
de l'isomorphisme d'Eichler-Shimura. (28) résulte de (29) pour i = 1 et du fait que 

k-2 
H2(Yi(N), (Sym E2)w) n'a pas de valeurs propres « paraboliques » sous les opéra­
teurs de Hecke (il est même nul pour k > 2). On peut aussi recopier la preuve de [25], 
§7.1 en remplaçant « pointes » par « pointes régulières » si k est impair. • 

Comme dans [14], Cor.3.3 et [25], Prop. 7.1, on déduit de ce qui précède : 

Proposition 4.4.2. — (i) On a HomrP(jV)(D0, (Symfc"2E2)v)/ = 0. 
(ii) On a un isomorphisme commutant à : 

Homri(w)nro(p)(I?o,(Sym's-2JE;2)v)/ ^ H1^(JV),Homz(£>0, (Symfc-2ff2)v))' 

qui envoie <j£ sur la classe du 1-cocycle ET défini par : 

cf(7)({r2}-{ri})(^) 
déf 

AE[<7O,7<70J 

%µ£% 

M%µ 
F(a,z)zJdz) 

où [<7O, 700] est l'ensemble des arêtes orientées reliant le sommet central GQ à 700• En 
particulier la classe de ET est non nulle, w^c^r = ± C T et : 

ff\r?(iV),Homz(A>, (Symfc~2^2)v))^ = Ec+ 0 EcJ. 

Démonstration. — (i) et (ii) résultent de la deuxième suite exacte de [29], Prop. 13 
p.169 appliquée à G = T{(N) et M = Homz(A>, (Symfc~2£2)v) et des égalités (27) 
et (28). Pour plus de détails, voir [14], §3.1 et [25], §7.3, §5.2. Notons que (i) pour 
k > 2 découle aussi du (i) de la Prop.4.3.2. • 

Soit j£f G E. Pour H une fonction rigide analytique Irrationnelle sur fi (que l'on 
peut voir comme un élément de 0(2) , cf. §3.1), rappelons qu'une intégrale de Coleman 
de H relativement à la détermination log^ du logarithme p-adique est une primitive 
H de H dans 0(2, Jzf) (définie à addition d'une constante près) via la surjection 
0(2 , i f ) - » 0(2) (cf. §3.1). Si Qi et Q2 sont deux points de fi, H(Q2) - H{Ql) ne 
dépend pas de la primitive choisie et se note f®* H(z)dz. 
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Soit $ G H.omrp(N)(Do,0(k)), Q e ft et définissons le 1-cocycle : 

c^ïQ(*):r?(J\0 -* Homz(A),(Symfc-2i<;2)v) 

7 c^,Q(^>)(7)({r2} - { r i } ) ( z j ) = 
'7Q 

Q 
* ( { r 2 } - { r i } ) ( z ) ^ d ^ 

où 3>({r2} — { ^ i } ) G 0(&) est vu comme fonction rigide analytique sur Via l'iden­
tification (25), on a : 

(30) c ^ , Q ( $ ) ( 7 ) ( { r 2 } - { r 1 } ) = 
Q 

Q 

*({r2} ~ {n})(z)(T - z)k-2dz. 

Par [33], preuve du Th.4, le 1-cocycle CO,Q(3>^) (pour le choix j£f = 0) est le 
même lorsque x — 1 Que Ie 1-cocycle noté IC^Q dans [25], §5.1. On vérifie que 
la classe de cjgf,Q(*) dans H1 ( I * (N), Homz(A), (Sy mfc"2E2)v)) ne dépend pas 
de Q et on la note simplement cs?(<I>). En particulier, co($^) est un élément de 
ffHr?(JV),Homz(A), (Symfc-2£2)V)K et t i ^ c o ^ ) = ± c o ( * | ) ([25], §5.2). 

Soit $ G HomRP(N)(D0,O(k)), a G c 5 ^ ( ^ ^ ) et définissons le 1-cocycle : 

W ( $ ) : rÇ(JV) - Homz(£>0,(Symfc-^2)v) 

7 ! -» c00,CT($)(7)({r2} - { r i } ) ( ^ ' ) =f 

o:E[<7,7cr] 
; * ( { r 2 } - { r i } ) ( ^ ' ( 8 ) [ a ] ) 

où [¿7,70-] est l'ensemble des arêtes orientées reliant a à 7a, 3>({r2} — {7*1}) G O(fc) 
est vu dans (Symfc~2£2 ®E St)v par la surjection 0{k) - » (Symk~2E2 ®E St)v (cf. 
§3.1) et où [a] est l'image de a G GL2(QP)/I(ZP)QPX dans £[GL2(QP)/I(ZP)QPX]. Le 
1-cocycle Coo^a^p) est le même lorsque x = 1 que le 1-cocycle noté ocfiS dans [25], 
§5.1. La classe de c00ja($) dans H1^(N), Homz(D0, (Symfc~2£2)v)) ne dépend pas 
de a et on la note simplement COO(^). En particulier, on voit que COO(3>^) = dans 
iI1(r?(iV),Homz(Do,(Symfc-2E2)v))/ (cf. Prop.4.4.2). 

Lemme 4.4.3. — // existe Jêf+(/) G (resp. Jâf (f) € E) unique tel que : 

C 0 ( $ + ) = ^ + ( / ) C O O ( $ + ) 

(Vesp. avec — ) . 

Démonstration. — C'est une conséquence directe de ce qui précède et du (ii) de la 
Prop.4.4.2. • 

4.5. Invariant j£f et symboles modulaires. — On rassemble ce qui précède 
avec la suite exacte (9) du §3.1 pour étudier l'espace de symboles modulaires 
Homrîw(D0,O ( fc ,^f))^ 

Lemme 4.5.1. — Pour tout $ G HomFP(iV)(Do,0(h)), on a c&($) = c0($) + 

-S?Coo(*). 
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Démonstration. — Si Q G ft se projette sur un sommet oq G ̂ (^3^) par la flèche de 
« réduction » (voir e.g. [34]), on a plus précisément C£??Q(<I>) = CO,Q(<£) -\-Jfcoo^Q ($) : 
en remarquant que $({r2} — {ri})(zj <8> [a]) n'est autre que le résidu resa(2^<ï>({r2} — 
{ri})(z)dz) (cf. [4], §5.2), l'argument est le même que celui de [4], Prop. 5.2.2. • 

Le résultat qui suit est essentiel : 

Théorème 4.5.2. — (i) On suppose k > 2. Pour tout ̂  G E, la surjection 0(k,J?) - » 
0(k) induit une injection : 

HomrPW(Z?0,O(fc, J^)) — Homr;w (A, , 0 (k) ) 

et on a : 

± e H o m r P ( i V ) ( D o , 0 ( k , & ) ) ^ ) G C M 2 P N ° - V ) - I V A L ( A ) B 

(ii) On suppose k = 2. Pour tout Jêf G E, la surjection 0(2, JSf) -» 0(2) induit une 
injection : 

Homrjw(D0,O(2, JSf))^ - HomrPW(i?o,0(2))/ 

e£ on a : 

$± € HomrPw(A>, 0(2, JS?))> :S? = - jSf±(/ ) . 

Démonstration. — Pour tout A;, la suite exacte (9) donne lieu à une suite exacte 
courte GL2(Q)-équivariante : 

0 Homz(A), Symfc-2E2 ® g(det)-(fc"2)) -> Homz(A),0(k, -S?)) -> 

Homz(A>,O(fc))->0 

et à un début de suite exacte longue commutant aux opérateurs de Hecke : 

(31) 0 —• HomrpriVÌ(Do,Symfe-2£;2 0e(det)-(fe-2)) —-+ 

HomrpW(D0,O(fc,JSf)) —» RomRP(N)(D0ìO(k)) ^ 

ff1(rf(Ar),Homz(Do,Symfc-2£;20g(det)-^-2>)). 

Calculons J$f. Soit $ G Homrp(iy)(JD0îC)(/c)) et $ G Homz(Z>o, 0(fc,j£f)) relevant 

alors £#>(<!>) est la classe du 1-cocycle 7 7($) — $ G Homz(L>0, Symfe_2j&2 (g) 

e(det)-(fe-2)). Pour n,r2 G PX(Q)2 et 7 G rÇ(tf), 7($({7~1r2}-{7~1n}JK5({r2}-

{ r i } ) est un polynôme en z de degré au plus k — 2 où 3>({7-1r2} — {7_1ri}) et 

$({r2} — {7*1}) sont ici vus comme fonctions « log^-rigides » de la variable z G fi (cf. 

§3.1). Changeant z en T, on a donc pour tout z0 G Q l'égalité dans CP[T] : 

(32) 7(*({7_1r-2} - { 7 _ 1 r i } ) ) - * ( { r 2 } - {n}) = 
k-2 

i=0 
> ( * ( { 7 - 1 r 2 } 4 { 7 - 1 r 1 } ) ) « ( z 0 ) 

(T-zoY 
il 

:-2 

¿=0 
$ ( { r 2 } - { r } ) « ( z 0 ) 

k 2 jlD(o 

D(oo,n0 
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où (i) en exposant est la dérivée i-ième par rapport à z. Mais par [4], Lem. 5.1.4 
(modulo la modification sur l'action de GL2(QP), cf. §3.1), on a dans Symfc_2C2 : 

fc-2 

i=0 
7 ( * ( { 7 - 1 r 2 } - { 7 - 1 r i } ) ) « ( z b ) ^ 

(T-zoY 

µ£% 

%§µ£ 
, fc-2 

i=0 
: * ( { 7 - 1 r a } - { 7 - V i } ) W ( 7 - 1 ^ ) ) 

(T-7-1«o)i 
/M%£µ 

Par (32) appliqué à z0 = ^ZQ pour Q £ Q, fixé, on a 5jzf ($)(7)({r2} - { r i } ) = 

^ ( 7 ) ( { r 2 } - { r i } ) - r (7 ) (W - { n } ) où A"(7) ,y(7) € Homz(£>0,Sym*-2*;2 ® 

£(det)-(fc-2>) sont donnés par X ( 7 ) =f j(<f>) - </> avec </> e Homz(J)o, Symfc~2E2 <g> 

£(det)-(fc-2)), # { r 2 } - { r x } ) dif E t o * ( { r 2 } - { r i } ) W ( z Q ) ^ a 2 l et : 

^ ( 7 ) ( { r 2 } - { n } ) 
déf fc-2 

i=0 

* ( { r 2 } - { r i } ) « ( 7 ^ ) -
k 2 jlD(oo 

il 

fc-2 

i=0 
,<K{r2}-{ri})W(*Q)-

k 2 jlD(o 

k 2 jl 

§%µ£% 1 

(k - 2)! 

r»7<2 

%µ% 
$({r2}-{ri})(z)(T-z)k-2dz 

(30) 1 
( k - 2 ) l ' 

C i f , Q ( * ) ( 7 ) ( { ^ 2 } - { r i } ) 

(la deuxième égalité résulte d'un calcul simple). Puisque A"(7) est un cobord, on a 
finalement dans ff^r^AQ, Homz(A), Symfc~2E2 ®g(det)-<fc-2>)) avec le Lem.4.5.1 : 

*JSf(*) -
1 

( f c - 2 ) ! 
%§µ£% 

1 
(fc-2)!v 

^ c o ^ + I F C O O ^ ) ) . 

Donc, par le Lem.4.4.3 et le fait que COO($^) = ^ 0 

(33) k 2 jlD(oo,n0 Cif,Q(*)(7)({^2}-{ri})Cif,Q(*)(7)({^2}-{ri})£µ% 

Si A: > 2, par le (i) de la Prop.4.3.2, le terme de gauche dans la suite exacte (31) 
est nul d'où la première injection et il est clair que G Homrp(iV)(Do, 0(fc, J2?)) si 
et seulement si j£F = —JJF±(/) par (33). Si A: = 2, (31) induit une autre suite exacte 
longue avec partout des / en exposant et on utilise le Cor.4.3.3, le (i) de la Prop.4.4.2 
et encore (33) (noter que HomrP(^)(Do, E) est un E-espace vectoriel de dimension 
finie, de même que Homrp(iV)(^o5 0(2))-^, et que si 0 —• V\ —> V2 —• V3 —> 0 est 
une suite exacte de i£-espaces vectoriels de dimension finie sur laquelle agissent les 
opérateurs de Hecke avec V-/ = 0, alors V / —» V / ) . • 

Pour tout ^-module M muni d'une action de Ti, Se et w^, on note 
M%¨£Mµ£%=f {x G WOO* = ±z}. 
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Corollaire 4.5.3. — Soit i f eE. 
(i) SiJf^ - i ^ C f ) , on a HomrP(A/)(JDo,0(/c,if))/'±"= 0. 
(ii) Si «if = —if±(/) , on a des isomorphismes : 

Homrî(JV)(I>o,0(*,^'))/,± ^ Homrï(JV)(£>o,0(fc))/,:t = E9% 

On va voir dans la suite que l'on a i f + ( / ) = i f ( /) . 

5. Applications 

On rassemble les énoncés du §2, du §3 et du §4, dont on conserve les notations, 
pour démontrer la Prop. 1.1.5, le Cor.1.1.6, le Th.1.1.2 et le Cor.1.1.7 de l'introduction 
(Prop.5.1.1, Th.5.1.6, Th.5.1.7 et Cor.5.2.5 ci-dessous). 

5.1. Applications à la cohomologie étale complétée. — On montre les prin­
cipaux résultats de l'introduction. 

On fixe une forme modulaire / comme au §4.2. On a alors : 

7rp(/) = St®nr(o-1) 

où nr(À) désigne le caractère non ramifié de QPX qui envoie p sur À. 

Proposition 5.1.1. — (i) On a : 

Hom?ï(iV)(D0,O(/c)(8)nr(p k^ap))S = Homrj(A0(A), 0(k))f. 

(ii) Soit e E, on a : 

Hom?P(iV) (D0,0(fc, i f ) ® n r ( p ~ ^ a p ) ) / = Homrj(N)(A>, 0(k, i f ) ) f . 

Démonstration. — Comme Wp normalise F^(N) dans T^(N), il suffît de montrer (i) 
par le Cor.4.5.3. Il suffît pour cela de voir que tout $ G Homrp(jy)(Do, 0(k)Y est 
automatiquement invariant par Wp à condition de tordre 0(k) par le caractère non 
ramifié m(p~^~ap). Par le Cor.4.3.3, il suffit donc de montrer Wp($p) = p~^~a"1^. 
Par le (ii) de la Prop.4.3.2 et le Cor.4.2.2, il suffît de faire de même avec (f>^. On calcule 
à partir de (24) : 

WP($±)({r2}-{ri})(Ti®[a}) = ^({W-'rij-iW-'nWW-1^) ® [W-'a]) 

= p 2 
)GCM2PN 
°-V)-IV 
AL(A)B 

Cif,Q(*)(7)({^ (WpZydz 
(pNwz + pt)2~k > 

= p 2 V 
µ£%£ 

%¨£µµ 
F(a,Wpz)(WpZyd(Wpz)) 

fc-2 
= P 2 op WS+£% 

F(a,z)zjdz) 

= p * a / $ ± ( { r r2} - {r iDCF ® [a]) 
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où l'on rappelle que Wp = 
pu V 

KpNw pt j 
(cf. §4.2) et où l'on a utilisé (21) sous la 

forme : 

F(W-1aiz) = 
%µ£%µ 

dp 
F (a, Wpz)(pNwz + pt)~k. 

Dans la suite, on pose À = p 2 ap 1. 

Corollaire 5.1.2. — (i) On a un isomorphisme : 

HomGL2(Qp)(ß(fc) ® nr(A), Hl{K{{N)) ® E)} : ~ HomrP(JV)(A>,0(A;))/. 

(ii) Soit Jzf € E, on a des isomorphismes : 

HomGLmp)(B(k,J?)®m(\),HÌ(K*(N))®E)f ~ Homrî(JV)(D0,O(fc,^))^. 

Démonstration. — Il suffit de combiner la Prop.5.1.1 et le Th.2.4.2. 

Corollaire 5.1.3. — On a áf+(f) = &~U). 

Démonstration. — Si J^+( / ) ^ -S? ( / ) , alors par le Cor.4.5.3, on a par exemple 
dim£;Homrp(^)(jDo, 0(k, - Jèf+( / ) ) )^ = 1 c'est-à-dire par le (ii) du Cor.5.1.2 : 

dim£HomGLa(Qp)(B(A:, -J?+(f)) ® nr(A), (H¡(K*(N)) ® E)*) = 1. 

Cet espace est muni d'une action de Gal(Q/Q) qui agit via son action sur 
(H*(K%(N)) (8) E)*. Or, sur Hl(K{{N)), donc sur l'espace ci-dessus, on a les 
relations d'Eichler-Shimura Prob^2 -f T^Frob^1^ £St = 0 pour £ \ Np où Prob^ est un 
Probenius arithmétique en £. Comme la forme / est parabolique, on voit que l'espace 
ci-dessus ne peut être de dimension 1 d'où forcément J f+( / ) = j£f~(/). • 

On note Jif ( / ) =f Jíf+(/) = Jif ( / ) la valeur commune. On a en fait : 

Théorème 5.1.4 ([3], [10], [12]). — On a áf(f) = JSf(/)-

Pour déduire ce résultat (lorsque k > 2) de [10] (et du Cor.5.2.4 ci-après), on 
renvoie à la preuve de [16], Th.7.10.1. Une autre méthode, lorsque k est pair, consiste 
à passer par les fonctions L. Il est montré dans [14], §3 pour k = 2, dans [25], §6, 
§7 pour k > 2 pair, et aussi (plus directement) dans [15], §5 pour tout k pair, que 

( / ) mesure, à une période près, le rapport entre la dérivée en k/2 de la fonction L 
]>adique de / (convenablement tordue) et la valeur en k/2 de la fonction L complexe 
de / (idem). Or, il est montré dans [19] et [32] que ce même rapport est précisément 
l'invariant J£?(/) associé à / . On peut en déduire comme cela l'égalité du Th.5.1.4 
pour k pair. 

Comme le Th.5.1.4 est indépendant des méthodes de cet article, on conserve la 
valeur , i ? ( / ) dans la suite de cette partie. Du Cor.5.1.3 et du Cor.4.5.3, on déduit 
immédiatement : 
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Corollaire 5.1.5^ — Soit _èf € E. 
(i) Si&± -&{f), on a Homrpw(D0,O(fc, Jz?))/ = 0. 

(ii) SiSf = -S?(f), on a : 

UomTP{N)(Do,0(k,^)Y ^ UomRP(N)(Do,0(k)Y = E9+®E*p. 

Rappelons que H\ signifie H1 ou H^&x ou H] (cf. §2.1). 

Théorème 5.1.6. — (i) Si % ^ -&(f), on a : 

HomGL2(Qp) (B(k,® nr(A), (Hl{K>(N)) ® E)*) = ( 

(ii) SiJf= -&U), on « • 

HomGL2(Qp)(ß(fc,if) ® nr(A), {Hl(K*(N)) ® E)') c <r(/)v. 

Démonstration. — Par le Lem.2.1.4, il suffit de démontrer le cas * = c. Le (i) se 
déduit du (i) du Cor.5.1.5 et du (ii) du Cor.5.1.2. Par le (ii) du Cor.5.1.5 et le (ii) du 
Cor.5.1.2, on voit que la dimension (sur E) du membre de gauche dans (ii) est 2 et 
avec le (i) du Cor.5.1.2 qu'il est isomorphe à : 

HomGL2(Qp)(ß(fc) ® nr(A), fâ(K>(N)) 0 E)'). 

Or, si B est un GL2(QP)-Banach unitaire (sur E), on a une injection naturelle : 

HomQL2(QP)(Sym S ® St, B) — HomGL2(Qp) (£(*;), B) 

puisque B(k) est la completion unitaire « minimale » de Symfc 2E2 (g) St (cf. §3.1) de 
sorte que l'espace en (ii) contient : 

HomGL2(Qp) (Sym*-2*;2 ® *p(f), (Hl{Kf(N)) ® E)*). 

Via l'injection du §2.2 et en se débarrassant des Symfc 2E2, cet espace contient 

HomGL2(Qp) (* •„ ( / ) , lim Hl (Y(K*(N)K(pr)), (Sym E2)v)) 

qui est exactement la représentation galoisienne o~(f)v puisque / est nouvelle. On 
conclut par un argument évident de dimensions. • 

En passant aux vecteurs localement analytiques, on voit en particulier que 
(Hl(Kp(N))<giE)f contient la représentation localement analytique E(fc, - j£?( / ) ) du 
§3.1 convenablement tordue. 

Théorème 5.1.7. — Soit Jîf G E. 

(i) On a HomGL2(Qp) (£(*;, i ? ) ® nr(A),7rp(/)) = 0 si 3f ? — JSf(/). 

(ii) Si h > 2, on a HomGL2(Qp) -Jïf ( / ) ) ® nr(A), TTP(/)) = E. 
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Démonstration. — Le (i) découle du (i) du Th.5.1.6. En notant + la partie sur laquelle 
la conjugaison complexe agit par l'identité, on a : 

HomQL2(QP){B{k, —J£{f)) ® nr(A), (H^(K^(N)) ® .E)^'+) = (<t(/)v)+ c E 

par le (ii) du Th.5.1.6. De plus, cet unique morphisme (à scalaire près) induit sur 
Sym^-2^2 ® 7TP(/) C B(k, —«Sf ( / ) ) (g) nr(À) via ^E l'unique plongement équivariant 
(à scalaire près) : 

u : Symfc-2£2 ® TTP(/) ^ Symk~2E2 0 ( limiJ.1 (Y{K{(N)K(pr)), ( S ^ ~ £ 2 ) v ) ) / , + . 

En définissant 7rp(/) via ce plongement (cf. Prop.2.2.3), on voit qu'il induit pour k > 2 
un unique (à scalaire près) morphisme continu non nul comme en (ii) puisque, dans 
ce cas, Symfc-2£2 <g> TTp(/) est dense dans B(k, <8> nr(A) (cf. §3.1). • 

Remarque 5.1.8. — Si k = 2, on a HomGL2(QP) 0 nr(À),7rp(/)) = 0 pour 
tout ££ G E car, dans ce cas, np(f) est simplement à torsion près le GL2(QP)-Banach 
unitaire 23(2). 

Corollaire 5.1.9. — L'unique (à multiplication par un scalaire non-nul près) entrela-
——^ k — 2 

cernent non nul B(k, —Jzf(/)) 0 nr(p~2~a~ ) —• TTp(/) dit Th.5.1.7 lorsque k > 2 est 
un isomorphisme topologique. 

Démonstration. — Il est clair que l'image de ce morphisme est dense dans 7?p(/). 
Comme np(f) et B{k,-J?(f)) sont admissibles (Prop.2.2.3 et [10], Th.5.24), ce mor­
phisme est surjectif. Comme B(k,—J£(f)) est topologiquement irréductible ([10], 
Cor.5.21), il est aussi injectif, et donc est un isomorphisme topologique. • 

5.2. Applications aux distributions p-adiques de Mazur, Tate et Teitel-
baum. — On montre comment, pour k > 2, l'invariant J?(f) précédent (qui est 
donc en fait égal à l'invariant <i?(/) par le Th.5.1.4) peut se voir directement sur 
les distributions p-adiques de Mazur, Tate et Teitelbaum associées à / dans [22] et 
convenablement prolongées de Zpx à P1(QP). 

On reprend la forme / du paragraphe précédent. On rappelle (Th.3.2.2) que 0(k)h 
est le E-espace vectoriel des distributions p-adiques tempérées d'ordre (k - 2)/2 sur 
PX(QP) avec un zéro d'ordre au moins k — 2 à l'infini telles que /PI^Q ) z3 jn(z) = 0 si 

// G 0(k)h et j G {0, • • • , k — 2}. On rappelle aussi les notations D(oo, n) d= {z G Qp | 

val(z) < — n} et D(a, n) =f {z G QP | val(z-a) > n} où a G Qp et n G Z. Le théorème 
qui suit et sa preuve sont de simples variantes de [22], §1.11 : 

Théorème 5.2.1. — Pour tout c e Z tel que (c,p) = 1 et tout v G Z/cZ, il existe une 

unique distribution ¡1^C V G 0(k)b telle que pour tout j G {0, • • • , k — 2}, tout n G Z 
et tout a G Zpz tel que a = v dans Z/cZ : 

(34) 
JD(a,n) 

Cif,Q(*)(7)({^2}-{ri}) 
ap 

ROC 

PNC 

f(z)(a + pncz)jdz) eE. 
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Démonstration. — Notons que ( f°° a f(z){a + pncz)3dz)± dépend de a modulo pnc 
pn c 

et donc en particulier de v. Commençons par l'unicité de M/)C1/- Soit \i G 0(k)b tel 

que fD(^a n^zJ fi(z) = 0 pour n G Z et a G Zpz. Pour n G Z et j G {0, • • • , k - 2}, on a 

aussi : 

'£>(oo,n) 
z3 p(z) = 

µ£%£ 
z3 n{z) — 

fD(0,-n+l) 
z3fi(z) = 0 - 0 = 0 

donc ¡1 est nul contre toutes les fonctions localement polynomiales de degré (local) 

au plus k — 2 de c'est-à-dire Sym^-2^2 <g> St (cf. §3.1). Mais ces fonctions 

sont denses dans B(k) d'où la nullité de \x (cf. §3.2) et l'unicité de p^cv G 0(k)h. 

Montrons maintenant l'existence de p^ c v et vérifions d'abord que pr^c v est bien défini 

sur Sym^-2^2 <S> St. Pour n G Z, soit a quelconque dans Zpz tel que val(a) = — n + 1 

et a = v dans Z/cZ (de tels a existent), alors PX(QP) = D(oo,n) II D(a, —n + 1) de 

sorte que : 

(35) 
D(oo,n) 

Cif,Q(*)(7)({^2}-{ri}) 
fD(a,-n+l) 

Cif,Q(*)(7)({ 

est bien défini pour j G {0, • • • , k — 2}. Soit a G Zpz tel que a = v dans Z/cZ, n G Z 
et 7a?n C a H- pncZ un ensemble de p éléments {b} tels que {b — a} est un système 
de représentants de pncL/pn+lcL ~ Z/pZ. Alors D(a,n) = JIbeia nD(b,n + 1) et un 
calcul immédiat utilisant : 

'OO 

+ pn+lc 
Cif,Q(*)( lz± 

b 

pn+1c 
dz 

1 

%µ£% 

µ£ 

£µ¨% 
f 

z 
p 

Q 

pn+lc 
z3 dz 

et (TPf] Cif,Q(* 1 
%µ£% 

' 2 -J- b apf(z^f - t^ ) donne : 

(36) 
£>(a,n) 

Cif,Q(*)(7)({ 

b€la,n D(6,n+1) 
Cif,Q(*)(7)( 

Soit 7oo,n C p~nZ un système de représentants de (p~nZ/p-n+1Z) x dont la réduction 
dans Z/cZ vaut z/, on a D(oo, n) = ( Ilbe/^>n ~~n + 1)) ^ D(oo, n + 1) et le même 
calcul que précédemment combiné avec (35) donne encore : 

(37) 
D(oo,n) 

Cif,Q(*)(7)({^2}-
>D(oo,n+1) 

*>/,c,,(*) + 
Cif,Q(*)(7) D(6,-n+l) 

Cif,({^2}-{ri}) 

Les égalités (36) et (37) assurent que ^ est bien défini sur Symk~2E2 (g)St c D(fc). 

Pour savoir que c v se prolonge sur toutes les fonctions de B(k), c'est-à-dire définit 

bien un élément de 0(&)b, il suffit de montrer qu'il existe C/)CjI/ G tel que pour 

tout j G {0, • • • , k - 2}, on a JD{o0in)zjvfiCiU(z) G CftCiVpn^-^ûE pour tout n G Z 

et JDM(z - a)3fifcl/(z) G Cf^p71^-^ÛE pour tout n G Z et tout a G Zpz (cf. 

§3.2). Cela résulte facilement de (34), du §4.1, de (35) et du fait que val(ap) = 

(cf. (18)). • 
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Il y a des relations dans 0(k)h entre les c v, cf. Cor.5.2.3 ci-dessous. 
Le résultat suivant, essentiellement dû à Darmon (k = 2) et Orton (k > 2, cf. 

[25], §6.3) mais dont on redonne une preuve, montre que l'on peut retrouver les 
distributions fjj c v par une « spécialisation » convenable des symboles modulaires 
* ± G HomrPW(D0,O(/c)b) du §4.3 : 

Proposition 5.2.2. — Pour c E Z tel que (c,p) = 1 et pour v G Z/cZ, on a dans 
0(k)h : 

c v 

0 1 
Cif,Q(*)(7)({^2}-{ri}) 1 

ck-2rf,c,v 

où Von désigne encore par v un relevé quelconque de v dans 

/ \ 

Démonstration. — Il suffit de montrer que 
c v 

0 1 
({oo} — { — ^ } ) ) coïncide avec 

— -PHRÏÏ^fc v sur Symfe-2-E2(g)£;St. Comme les deux distributions sont par construction 
nulles sur les polynômes de degré au plus k — 2, on peut oublier le point à l'infini 
et se limiter à l'image dans E(/c) des fonctions de C(k) de la forme z3l£>(a^ où 
j G {0, • • • , k — 2}, n G Z, a G Zpz tel que a = v (c) et est la fonction 
caractéristique de D(a, n). On laisse au lecteur le soin de vérifier que, par l'application 
Sym*-2£2 ®E £[GL2(QP)/I(ZP)QPX] - » Sym*-2£2 ®E St ^ E(fc), T3 ® [a0] " 

^'1D(O,O) et T3 0 
pn a 

0 1 
[a0] >—» zJlD(ainy Supposons d'abord n impair. On a par 

(24): 

c v 

0 1 

Cif,Q(*)(7)({^2}-{ri}) M%£µ fpn a 

K° 1 
[A0] 

4 ( { o o } - { - ^ } ) 
C V 

0 1 

-1 

(Tj) ® 
,0 1, 

- i pn a 

0 1 
[ao] 

£%µ 
1 

cfc-2 

•OO 

C 

F(a,z)(cz + v)jdz 
t 

où : 

déf 
A = 

c v 

,0 1, 

v-1 
p" a 

, 0 1 
A0 = 

Cif,Q(*)(7) 
({^2}-{ri}) n+1 

«0 = P 2 0 

a—v 
c 1 

Cif,Q(*)( 

Les propriétés (20) et (ii) de F donnent : 

F(A,Z) = 
XIP) 

_n+l 
2 X(P)P 

fc(n + l) 
2 

{-Nwz' + u)* 
F ( a 0 , W 7 V ) = -XVPÏ 

1-n 
2 

pfc-l 
fe(n+l) 

2 
)({^2}-{ri}) 
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où z' = 
pn 

0 

a—v 
c 
1 

-1 

z (noter que l'on utilise ici a = v (c)). L'intégrale précédente 

vaut donc en utilisant (19) et (18) : 

X(PÏ 2 pK 1 
fc(n + l) 

V 2 ck~2ap 

/•OO 

C 

f(z')(cz + i/ydz 
± p-n 

ck-2an 

roo 

v_ 
C 

f(z')(cz + v)Jdz 
± 

On vérifie enfin par un changement de variables l'égalité : 

%µ£% 

C 

f(z')(cz + uydz=pn 
ROC 

PN C 

f(z)(a + pnczYdz 

d'où la même égalité avec ± ce qui achève la preuve pour n impair au vu de (34). 
Pour n pair, l'introduction de Wp et l'usage de la formule (19) sont inutiles : on a un 
calcul analogue plus simple que l'on laisse au lecteur. • 

Corollaire 5.2.3. — Soit (c,cf) G Z x Z tel que (c,p) — (cf,p) = 1 et 
{v,v') G Z/cZ x Z/c'Z tel qu'il existe des relevés encore notés v et v' dans Z 
vérifiant vjc = v1'/d, alors dans 0(k)b : 

µ£%£% 
ck-2 

dk-2 \ 0 1 
(M/,c>')-

Des résultats du §5.1, on déduit alors : 

Corollaire 5.2.4. — Supposons k > 2. Il existe un unique Jèf = —j£f (/) G E tel que 
pour tout c e Z tel que (c,p) = 1 et tout v G Z / c Z , on a A^c?l/ G 0(k,Ji?)h C 0(k)b. 

Démonstration. — Par le (ii) du Cor.5.1.5, le (iii) de la Prop.4.3.2 et la Prop.5.2.2, or 

a fj,fiCjt/ G 0(k, -J?(f))h C 0(k)h pour tout c G Z tel que (c,p) = 1 et tout v G Z / c Z 
Inversement, supposons MyjCj2, G 0(À;,j£?)b pour tout c, ZA Soit r G Q, il est facile d* 

trouver 7 G r f (N) et c, ̂  avec (c,p) = 1 tels que 7({oo} — { — ^ } ) = {oo} — { r } , d'oi: 

$ F ( { ° ° } ~ M ) e 0(k,3?)b par la Prop.5.2.2 puisque commute à T{(N). Donc 

G RomRPiN)(D0,O(k,3?)h) et Jgf = - i f ( / ) par le Cor.5.1.5. C 

Par le Th.3.3.3, on en déduit finalement : 

Corollaire 5.2.5. — Supposons k > 2 et soit E une extension finie de Qp dans Qp 

contenant Ef et pkl2. Alors il existe un unique JJ? = — Jz f ( / ) G E tel que, pour tout 

c G Z tel que (c,p) = 1 et tout v G Z/cZ, on a : 

§%µ£% 
Cif,Q(*)(7)({^ = 0 

pour toute fonction h : Qp —> E de la forme : 

h(z) = 

iei 

XI(Z - ZI)NI l0g^(z - Zi) 
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où I est un ensemble fini, \ G E, zi G QP, rti G {I^Ô^J -f 1,..., k — 2} et 

d e g ( E i e / A i ( ^ - ^ ) n < ) < ¥ -

Références 

[1] A. ASH & G. STEVENS - Modular forms in characteristic l and special values of their 
L-functions, Duke Math. J. 53 (1986), p. 849-868. 

[2] A. O. L. ATKIN & W . C. W . Li - Twists of newforms and pseudo-eigenvalues of 
W-operators, Invent Math. 48 (1978), p. 221-243. 

[3] M . BERTOLINI, H. DARMON & A. IOVITA - Families of automorphic forms on definite 
quaternion algebras and Teitelbaum's conjecture, ce volume. 

[4] C. BREUIL - Invariant $$ et série spéciale p-adique, Ann. Sci. École Norm. Sup. 37 
(2004), p. 559-610. 

[5] C. BREUIL & L. BERGER - Sur quelques représentations potentiellement cristallines de 
GL2(QP), Astérisque 330 (2010), p. 155-211. 

[6] C. BREUIL & M . EMERTON - Représentations p-adiques ordinaires de GL2(QP) et 
compatibilité local-global, ce volume. 

[7] C. BREUIL & A. MÉZARD - Représentations semi-stables de GL2(QP), demi-plan p-
adique et réduction modulo p, ce volume. 

[8] H. CARAYOL - Sur les représentations l-adiques associées aux formes modulaires de 

Hilbert, Ann. Sci. École Norm. Sup. 19 (1986), p. 409-468. 

[9] R. COLEMAN & A. IOVITA - Hidden structures on semi-stable curves, ce volume. 

[10] P. COLMEZ - Une correspondance de Langlands locale p-adique pour les représentations 
semi-stables de dimension 2, prépublication, 2004. 

[11] , Fonctions d'une variable p-adique, Astérisque 330 (2010), p. 13-59. 

[12] , La série principale unitaire de GL2(QP), Astérisque 330 (2010), p. 213-262. 

[13] , Invariants $$ et dérivées de valeurs propres de frobenius, ce volume. 

[14] H. DARMON - Integration on $$ X $$ and arithmetic applications, Ann. of Math. 154 
(2001), p. 589-639. 

[15] M . EMERTON - p-adic L-functions and unitary completions of representations of p-adic 
reductive groups, Duke Math. J. 130 (2005), p. 353-392. 

[16] , A local-global compatibility conjecture in the p-adic Langlands programme for 
GL2/Q, Pure Appl. Math. Q. 2 (2006), p. 279-393. 

[17] , On the interpolation of systems of eigenvalues attached to automorphic Hecke 
eigenforms, Invent. Math. 164 (2006), p. 1-84. 

[18] , Local-global compatibility in the p-adic langlands program for GL2/Q, en pré­
paration. 

[19] R. GREENBERG & G. STEVENS - On the conjecture of Mazur, Tate, and Teitelbaum, in 
p-adic monodromy and the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture (Boston, MA, 1991), 
Contemp. Math., vol. 165, Amer. Math. Soc, 1994, p. 183-211. 

[20] E. GROSSE-KLÖNNE - Integral structures in automorphic line bundles on the p-adic 
upper half plane, Math. Ann. 329 (2004), p. 463-493. 

[21] A. IOVITA & M . SPIESS - Derivatives of p-adic L-functions, Heegner cycles and mono­
dromy modules attached to modular forms, Invent. Math. 154 (2003), p. 333-384. 

ASTÉRISQUE 331 



SÉRIE SPÉCIALE p-ADIQUE ET COHOMOLOGIE ÉTALE COMPLÉTÉE 115 

[22] B. MAZUR, J. TATE & J. T . TEITELBAUM - On p-adic analogues of the conjectures of 
Birch and Swinnerton-Dyer, Invent. Math. 84 (1986), p. 1-48. 

[23] L. MEREL - Opérateurs de Hecke pour $$(N) et fractions continues, Ann. Inst. Fourier 
(Grenoble) 41 (1991), p. 519-537. 

[24] M . OHTA - On cohomology groups attached to towers of algebraic curves, J. Math. 
Soc. Japan 45 (1993), p. 131-183. 

[25] L. ORTON - An elementary proof of a weak exceptional zero conjecture, Canad. J. 
Math. 56 (2004), p. 373-405. 

[26] P. SCHNEIDER - Nonarchimedean functional analysis, Springer Monographs in Math., 
Springer, 2002. 

[27] P. SCHNEIDER & J. T . TEITELBAUM - Banach space representations and Iwasawa 
theory, Israel J. Math. 127 (2002), p. 359-380. 

[28] , Locally analytic distributions and p-adic representation theory, with applica­
tions to GL2, J. Amer. Math. Soc. 15 (2002), p. 443-468. 

[29] J-P. SERRE - Arbres, amalgames, SL2, Astérisque 46 (1977). 
[30] G. SHIMURA - On the periods of modular forms, Math. Ann. 229 (1977), p. 211-221. 
[31] V. SOKUROV - Shimura integral of cusps forms, Math. USSR Izv. 16 (1981), p. 603-646. 
[32] G. STEVENS - Coleman's $$-invariant and families of modular forms, ce volume. 
[33] J. T . TEITELBAUM - Values of p-adic L-functions and a p-adic Poisson kernel, Invent. 

Math. 101 (1990), p. 395-410. 
[34] , Modular representations of PGL2 and automorphic forms for Shimura curves, 

Invent. Math. 113 (1993), p. 561-580. 

C. BREUIL, Département de Mathématiques, Bâtiment 425, Faculté des Sciences d'Orsay, Université 
Paris-Sud 11, 91405 Orsay Cedex, France • E-mail : breuil@ihes.fr 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010 

http://breuilQihes.fr

