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SERIE SPECIALE p-ADIQUE
ET COHOMOLOGIE ETALE COMPLETEE
par

Christophe Breuil

Résumé. — Soit f une forme modulaire parabolique nouvelle de poids k > 2 sur
T'o(Np) avec (N,p) = 1 vecteur propre des opérateurs de Hecke. Soit E une ex-
tension finie de Q contenant les valeurs propres. Si k > 2, on montre que ’adhé-
rence de la représentation Sym*2E2? ® mp(f) de GL2(Q) dans le complété p-adique
}_ign h—m», HY(Y(Np"),Z/p"Z) ® E détermine l'invariant .# de f, c’est-a-dire la res-
triction a Gal(@/Qp) de la représentation galoisienne p-adique associée a f. En
utilisant des résultats de Colmez, on donne une description explicite de ce qu’est
cette adhérence. Le cas k = 2 se comporte différemment, mais on montre comment
on peut encore retrouver 'invariant ., du point de vue GL2(Q), dans le complété
p-adique précédent.

Abstract (Special p-adic series and completed étale cohomology). — Let f be a new modular
parabolic form of weight k > 2 on I'g(Np) with the eigenvector of Hecke operators
(N,p) = 1. Let E be a finite extension of Q containing the eigenvalues. If k > 2,
we show that the closure of the representation Sym*~2E2 ® 7,(f) of GL2(Q) in
the p-adic completion }_imn h—m» HY(Y(Np"),Z/p"Z) ® E gives the invariant .% of f,

that is the restriction of the p-adice Galois representation of f to Gal(Q/Q). By
using Colmez’s results we give an explicit description of this closure. The case k = 2
behaves differently, but we show how one can still find the invariant ¥ from the
GL2(Q) view point, in the previous p-adic completion.

1. Introduction et notations

1.1. Introduction. — Soit p un nombre premier, f une forme modulaire parabo-
lique de poids 2 sur I'y (M) vecteur propre des opérateurs de Hecke et o(f) la repré-
sentation p-adique de Gal(Q/Q) associée. La composante automorphe locale 7, (f) se
réalise dans la représentation lisse lim H! (Y (Mp"),Zy) ®z, E de GL2(Q,) pour E
extension finie suffisamment grande de Q) (il s’agit ici de la cohomologie de Betti &
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66 C. BREUIL

support compact). On sait que 7,(f), en général, ne détermine pas o( f)|Ga1(@ /)
mais seulement la représentation de Weil-Deligne associée. Il est donc naturel de se de-
mander ol est I'information qui manque, c6té théorie des représentations de GL3(Q,),
pour reconstruire cette représentation p-adique de Gal(Q,/Qp).

Considérons le Z,-module ([17]) :

H1 % lim Jim (lim H (Y (Mp"),Z/p"Z))
n T

qui s’identifie au complété p-adique du Z,-module MHCI(Y(M p"),Zy). L’espace
ﬁcl ®z, E est un Banach p-adique muni d’une action continue unitaire de GL2(Qj).
Notons 7, (f) I’adhérence de m,(f) dans ce Banach, c’est-a-dire le complété p-adique
de mp(f) par rapport au Og-réseau m,(f)N (ﬁcl ® Og). C’est aussi un Banach p-adique
avec action unitaire de GL2(Q)). Faisons I’hypothése que la représentation galoisienne
p-adique o (f)| al(@;/q,) €St absolument irréductible. L’espoir de 'auteur est alors que,
dans ce cas, ,(f) détermine la représentation o(f)|g al@;/g,) &t "€ dépend que d’elle.
Autrement dit, 'auteur espére que la complétion 7,(f) de m,(f) contient exactement
I'information qui manque & m,(f) pour reconstruire o(f )IGal(@; /q,) lorsque cette der-
niére est irréductible.

Plus généralement, lorsque f est de poids £ > 2, on peut encore plonger la re-
présentation localement algébrique Sym*2E? @ g 7,(f) dans il\cl ® E et considérer
de méme son adhérence 7, (f). Comme précédemment, 'auteur espére que 7, (f) dé-
termine la représentation o(f)|q 2I(@;/Q,) lorsque cette derniére est irréductible et ne
dépend que d’elle (voir [16]). Si cet espoir correspond & une réalité, il doit alors étre
possible de construire les Banach 7,(f) de maniére purement locale comme spéculé
dans [4], §1.3 (1),

Lorsque o(f) |Gal(Qp /g,) West pas irréductible, 7p(f) en général ne suffit pas a
déterminer o(f)|g al(@;/Q,) MRS H ® FE contient alors un Banach plus gros que 7, (f)
et qui, lui, détermine o(f )|Ga1(Qp /Qy) (voir [6] et le cas k = 2 du présent article).

Considérons d’abord le cas ou 7, (f) est une série principale. Il se trouve que dans
ce cas Sym*2E? @ m,(f) suffit déja & déterminer o(f) |Gal(@ /Q,) (lorsque celle-
ci est irréductible). On peut alors montrer (au moins si la représentation de Weil-
Deligne associée & o(f) |Ga1(@ /q,) €st bien F-semi-simple comme il est conjecturé)
que le Banach 7,(f) est alors simplement le complété p-adique de Sym*2E? ®p
7p(f) par rapport & un quelconque &g-réseau de Sym*?E2®p 7p(f) de type fini sur
Or|GL2(Q,)] (de tels réseaux existent bien par les résultats de [34] et [20], cf. [4]).
En fait, le réseau induit sur Sym* 2E? @ m,(f) par H! ® O est nécessairement
commensurable & un réseau de type fini sur Og[GL2(Q,)] ([5], Cor.5.3.4). Ceci n’est
pas vrai lorsque 7, (f) n’est pas une série principale.

(1) Voir sur ces questions [18].
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SERIE SPECIALE p-ADIQUE ET COHOMOLOGIE ETALE COMPLETEE 67

Dans cet article, on s’intéresse au cas immédiatement apres, c’est-a-dire celui ou
mp(f) est, & torsion non ramifiée prés, la représentation de Steinberg. Lorsque k > 2,
o(f )|Ga1(QT /Q,) est alors toujours absolument irréductible. Ce cas représente un bon

P ¥4

test pour '« espoir » ci-dessus car Symk_zE2 ®g mp(f) ne suffit plus & déterminer
a(f)l Gal(@,/Q,) il manque Pinvariant .£(f) de la forme f qui est le parametre de la
filtration de Hodge sur le module de Dieudonné-Fontaine filtré associé & f (voir [9],
[21] et [13] pour une comparaison des différentes définitions de .Z(f)). L’objectif de
cet article est de montrer que 7, (f) détermine exactement I'invariant £ (f). Lorsque
k=2, o(f) |Gal(@ /Q,) (qui est dans ce cas réductible) n’est plus déterminé par

7ip(f) mais on montre que H! ® E contient un Banach topologiquement réductible de
longueur 2 avec 7,(f) en unique sous-objet et qui, lui, détermine .Z(f) et ne dépend
que de a(f)IGal(@/Qp).

On donne plus en détails maintenant les résultats principaux de ’article.

Soit E une extension finie de Q, et notons B(k) le Banach obtenu en complétant
|det|k_;‘2' ® Symk_zE’2 ®E Steinberg par rapport & un quelconque Og-réseau de type
fini sur Og[GL2(Qp)] (o1 |- | est la norme p-adique). Il est muni d’une action continue
unitaire de GL2(Q,) de caractére central le caractére cyclotomique p-adique & la
puissance k — 2 (via la réciprocité locale pour @@, convenablement normalisée). Ce
Banach admet la description concréte suivante, déduite via [4], §4.6 de résultats de
Teitelbaum (cf. §3.2) : c’est le Banach des fonctions h : Q, — E telles que h(2) |z,

est de classe €% et zF~2h(1/z) |z, {0} se prolonge sur Z, en une fonction de classe
‘K¥, quotienté par les polynémes en z de degré au plus k — 2 (rappelons que, si k&
est pair pour simplifier, une fonction est de classe %*7> moralement si elle est %

fois dérivable avec derniére dérivée continue, cf. §3.2 pour le cas général). L’action de
GL2(Qp) est induite par :

dz —b
Teta)

(a b) (h)(2) = |ad — bc|¥(—cz + a)k_2h(
c d

Dans [4], on a associé & tout entier k > 2 et tout ¥ € Q, un Banach p-adique B(k, %)
sur E (quitte & agrandir F) muni d’une action continue unitaire de GL2(Q,) de
caractere central le caractére cyclotomique p-adique & la puissance k — 2. La définition
est par dualité : si log, est la branche du logarithme p-adique sur C; telle que

log o (p) e , le dual de B(k,.Z) est un sous-espace convenable de ’espace des
fonctions « log ¢-rigides » sur le demi-plan p-adique avec action de GL2(Q,) de poids
2 — k (cf. §3.1). Pour k = 2, B(2,.%) est une extension non scindée 0 — B(2) —
B(2,%) — E — 0 dépendant de .Z. Pour k > 2, B(k,.Z) est une complétion p-adique
de |det]| = ®Sym*~? E2 ® Steinberg dépendant de .Z et on a un morphisme GL, (Qp)-
équivariant continu B(k) — B(k,.¥) d’image dense (en fait surjectif, voir théoréme
1.1.1 ci-dessous). On donne dans ce texte une description directe plus concréte des
B(k,Z) pour k > 2 (cf. Cor.3.3.4) :
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68 C. BREUIL

Théoréme 1.1.1. — Sik > 2, le Banach B(k,.£) avec son action de GLy(Q,) s’iden-
tifie au quotient du Banach B(k) par U'adhérence du sous-espace vectoriel des fonc-
tions :
h(z) = Z Ai(z — 2z)" log o (2 — 2;)
iel
ot I est un ensemble fini, \; € E, z; € Qp, n; € {["2;2J +1,...,k — 2} et
deg(Yicr Xi(z — z)™) < B52.

Il n’est pas difficile de vérifier que les B(2,.%) (munis de leur action de GL2(Qy))
sont tous distincts, admissibles au sens de [27] et topologiquement de longueur 2.
Pour k > 2, les B(k,.Z) (munis de leur action de GL2(Q))) sont encore tous distincts,
admissibles au sens de [27] et topologiquement irréductibles, mais la preuve est alors
nettement plus délicate et utilise de fagon cruciale la théorie des (¢, I')-modules ([10],
[12]), méme si quelques résultats partiels peuvent s’obtenir par un calcul géométrique
plus direct ([7]). Les Banach B(k,.Z) et leurs tordus par des caractéres non ramifiés de
GL3(Qp) « correspondent » aux représentations p-adiques semi-stables non-cristallines
de Gal(Q,/Q,) de dimension 2, de poids de Hodge-Tate (0,k — 1) et de déterminant
le caractere cyclotomique p-adique & la puissance k — 1 (& un caractére non ramifié
pres).

Le résultat principal de ce texte est (cf. Cor.5.1.9) :

Théoréme 1.1.2. — Soit f = 3 ,50an€>™* une forme modulaire parabolique nor-
malisée de poids k > 2 nouvelle sur T'y(M) avec M = Np et (N,p) = 1. On suppose
f wvecteur propre des opérateurs de Hecke et son caractére trivial en p de sorte que
Tp(f) = Steinberg @ nr(a, ') ou nr(\)(x) LEAvel@) g5 g € Qp. Si E est une extension
finie suffisamment grande de Q, dans Qp, on a :

#p(f) = Bk, —2(f)) @ nr(p'T a;h).

Lorsque k = 2, on a @,(f) ~ B(2) ® nr(a,*') et —Z(f) est la seule valeur de &
telle que linjection 7p(f) — f—I\cl ®z, E s'étende en une injection B(2,.Z)®nr(a,!) —
H L ®z, E (voir corollaire 1.1.6 ci-dessous). Le fait que la valeur de .Z intervenant dans
7p(f) lorsque k > 2 soit précisément —Z(f) est conséquence des résultats de [3] pour
k pair et des résultats de [10] (voir aussi [12]) combinés avec le corollaire 5.2.4 pour
k > 2 (voir §5.1 et aussi [16], Th.7.10.1).

On explique maintenant les étapes de la preuve du théoreme 1.1.2.

Soit B un Banach p-adique & coefficients dans une extension finie £ de Q, muni
d’une action continue unitaire de GL2(Q,) et BY son dual muni de l'action duale
de GLy(Qp). Soit HX(N) = lim (lim HX(Y(N,p"),Z/p"Z)) ott N est premier &
pet Y(N,p") = Y(KV(N)K(p")) est la courbe modulaire « associée » au groupe de
congruence I'; (N) NT'(p") (voir §2.1 et §2.2 pour une définition précise). On exprime
pour commencer les espaces Homgr,q,)(B, f{\CI(N ) ®z, E) comme des symboles mo-
dulaires (cf. Th.2.4.2) :
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SERIE SPECIALE p-ADIQUE ET COHOMOLOGIE ETALE COMPLETEE 69

Théoréme 1.1.3. — Soit TP(N) le sous-groupe de GLy(Z[1/p]) des matrices de

1
déterminant positif congrues a 0 *1 modulo N et Div'(P1(Q)) le Z-module
*

des diviseurs de degré 0 de P*(Q) muni de son action naturelle de GL2(Q). Soit

Homi;,,(N)(Divo(]P’l(Q)),Bv) le sous-espace vectoriel de Homgz(Div®(P'(Q)),BY)
1

des éléments invariants par f’l’(N ) (agissant sur BY et Div°(PY(Q))). Il y a un
isomorphisme canonique compatible auz opérateurs de Hecke :

Homgy,(g,) (B, He (N) ®z, E) = Homg, v, (Div®(P*(Q)), BY)

ot Uaction de Hecke sur le membre de gauche provient de celle sur ﬁg(N ) et est
donnée sur le membre de droite par laction des doubles classes en T} (N).

Si V est un E-espace vectoriel sur lequel les opérateurs de Hecke hors Np agissent,
notons V7 le sous-espace sur lequel ils agissent par les valeurs propres associées
a f. Soit T?(N) c T'®(N) le sous-groupe des matrices de déterminant 1. On étu-
die dans un second temps les espaces Homre(y) (Divo(]P’l((@)),B(k,‘,?)\’)jr pour
% € E. Plus précisément, une certaine involution wy, (correspondant grosso-modo
a4 une conjugaison complexe) agit sur ces espaces et on étudie les sous-espaces
Hompe ) (DiVO(IP’1 (Q),B(k,Z )V)f’i sur lesquels elle vaut +identité. Pour cela, on
utilise de fagon essentielle les résultats de [14] lorsque k = 2 et [25] lorsque k > 2
(étendus aux formes modulaires de caractére non trivial) qui, combinés avec les
constructions de [4], permettent d’obtenir (cf. Cor.4.5.3) :

Théoréme 1.1.4. — Soit f comme dans le Th.1.1.2 avec k > 2. Il existe un (unique)
nombre p-adique L*(f) (resp. £~ (f)) dans Q, tel que, si E est une extension finie

suffisamment grande de Q, dans Qp, on a :
Homps () (Div’(P1(Q)), Bk, £)¥) " =0 si 2 #-2*(f)
Homps(ny(Div’(P*(Q)), Bk, 2)") " =E si £ =-2%())
(resp. avec — au lieu de +).

Pour mettre ensembles les théoréemes 1.1.4 et 1.1.3, on voit qu’il faut passer de
I?(N) a T?(N) (ou inverse). On utilise ici '« involution » d’Atkin-Lehner wp. A
partir de la relation f|w,= —a,f pour W, € fﬁ’(N)\Fﬁ’(N) tel que det(W,) = p, on
déduit (cf. Prop.5.1.1) :

-1
P

Homg , (Div’(P(Q)), (B(k, £) © nr(A))")’C Homps (v, (Div°(P}(Q)), B(k, £)" )’

Proposition 1.1.5. — Si A\ = pk—g—za , Uinclusion naturelle :

est un isomorphisme pour £ € E.

En combinant leis\ théoremes 1.1.3 et 1.1.4, la proposition 1.1.5 et en utilisant I’action
de Gal(Q/Q) sur H!(N), on obtient alors (cf. Cor.5.1.2 et Th.5.1.6) :
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70 C. BREUIL

Corollaire 1.1.6. — Soit f comme dans le Th.1.1.2 avec k > 2. On a LT (f) =
ZL7(f) et, notant Z(f) cette valeur commune :

Homgr,g,) (B(k, &) @ nr(p'® a3 '), (HX(N) ®z, E))) =0 si £ #-2(f)
Homar,,) (B(k, £) @ n(p'T a; 1), (HX(N) @2, B) ) ~ B* si £ =-2(f).

Du corollaire 1.1.6 et des résultats de Colmez ([10], [12]) sur lirréductibilité et
P’admissibilité des Banach B(k,.Z), il est facile de déduire 7,(f) ~ B(k, —,i’;( e
nr(p¥a‘ ) pour k > 2. L’identification .,?( f) = Z(f) n’est pas due & lauteur
(comme déja signalé) et est conséquence des résultats de [3] et [10]. L’énoncé du
corollaire 1.1.6 est encore valable en remplagant H, H! par H H! (cohomologie usuelle sans
support).

Dans [22] sont associées & une forme f comme dans le théoréme 1.1.2 des distri-
butions p-adiques sur Z,* dépendant (outre de f) d’un entier ¢ premier & p, d’un
élément v € (Z/cZ)* et du choix d’une période complexe Qf (que Von oublie ici mais
voir §4.1). On les note py .. Il est facile de les prolonger de Z,* & P'(Q,) de fagon
3 les voir comme éléments du dual B(k)Y (cf. §5.2). Une relecture des résultats de
[14] et [25] montre qu’elles peuvent alors s’obtenir par « spécialisations » & partir des
éléments de Homre (y (Div® (P*(Q)), B(k)v)f (cf. Prop.5.2.2). Ceci combiné avec les
résultats précédents entraine (cf. Cor.5.2.5) :

Corollaire 1.1.7. — Soit f comme dans le théoréme 1.1.2 avec k > 2. Pour tout c € Z
tel que (c,p) =1 et tout v € (Z/cZ)*, on a :

/ h(z)ﬂf,C,V(z) =0
P1(Qp)

pour toute fonction h : Q, — E de la forme :

h(z) = Z Ai(z = zi)"log_ g5y (2 — 2i)
i€l
ot I est un ensemble fini, \; € E, 2z € Q, n; € {52 +1,...,k — 2} et
deg(Cier Mi(z — z)™) < 532,

L’article est organisé comme suit. Dans la partie 2, on définit les Banach 7,(f), on
vérifie qu’ils ne dépendent d’aucun choix et on montre le théoréme 1.1.3 (la vérification
de la compatibilité & Hecke étant un peu fastidieuse). Dans la partie 3, on rappelle
les définitions des Banach B(k), B(k,.Z) et de leur duaux et on montre le théoréme
1.1.1. Dans la partie 4, aprés quelques rappels classiques, on introduit ce dont on
a besoin du formalisme de Darmon-Orton et on 'utilise pour montrer le théoréme
1.1.4. Dans la partie 5, on combine les résultats des parties précédentes pour montrer
la proposition 1.1.5, le corollaire 1.1.6 et le corollaire 1.1.7, puis avec les résultats de
[10] et [12], le théoréme 1.1.2.
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1.2. Notations. — On note Q une cloture algébrique de Q, @ une cloture algé-
brique de Q, et C, la complétion p-adique de Q,. On fixe des plongements Q—C
et Q — @. On note /p la racine carrée positive de p (pour le premier plongement).
Pour z G Cyp, val(z) € QU {400} est la valuation p-adique normalisée par val(p) = 1

et I:cl = p~val@) ¢ R+. On note 7« Hz Zg le complété profini de Z, ZP %' [Tetp Ze,

AQf"_efZ@ZQ, fd_efZP@ZQetAQ < Ag s x RX.

Pour . € Q,, on note logy : C,* — C, l’unlque fonction telle que log o (zy) =
l0g & (%) +10g & (y), log» (1 — ) = — 3729 2= si |z| < 1 et log»(p) = 2.

Un sous-groupe ouvert compact K (resp. KP?) de GLZ(Z) (resp. GLy(ZP)) sera
toujours supposé de la forme K = [[, K; (resp. K? = [[, K7) ou K, (resp. K}) est
un sous-groupe ouvert compact de GLy(Z,) (qui lui est égal pour presque tout £). On
note B(Q,) le sous-groupe fermé de GL2(Qjp) des matrices triangulaires supérieures et
I(Zy) le sous-groupe ouvert de GLy(Z,) des matrices triangulaires supérieures modulo

p.

On pose <« Cp — Q, et on fait agir GL2(Q,) & gauche sur Q par z — gz «f ‘Clj_tg

b
sig= <a J € GL2(Qp) et z € Q.
c

On normalise 'application de réciprocité du corps de classes local en envoyant
les Frobenius arithmétiques sur l'inverse des uniformisantes. On note € le caractére
cyclotomique p-adique de Gal(Q/Q) et on remarque que, via la réciprocité locale en
p,e(x) =z |z|size Q.

On note GL2(Q)™" les matrices de GL2(Q) de déterminant positif et # le demi-

. . N déf
plan de Poincaré complexe avec action & gauche usuelle de GL2(Q)* (z — gz e gjig

b
sig= (a d) € GL2(Q)*). Pour k € Z fixé, on fait agir & droite les matrices
c

g € GL2(Q)™" sur les fonctions f : # — C par la formule :

(1)) & S (g,

Si f: # — C est une forme modulaire holomorphe de poids k& > 2 nouvelle pour
un groupe de congruence I'; (M) vecteur propre des opérateurs de Hecke et si E est
une extension finie de Q, dans Q, dont 'anneau des entiers &g contient les valeurs
propres associées, on note o(f) : Gal(Q/Q) — GL2(Okg) la représentation p-adique
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semi-simple associée & f par Deligne. Son déterminant est €*~1 si x est le caractére de
f. Elle est absolument irréductible si f est parabolique. On note 7,(f) la composante
locale en p de la représentation admissible irréductible de GL3(Ag,s) associée & f.
C’est une représentation lisse irréductible de GL3(Q,) de caractére central | [*~2x,,
ou xp est la composante locale en p de x vu comme caractére de Aa Iz

Si E est une extension finie quelconque de Q, dans Q,, on note indifféremment
St la représentation de Steinberg de GL2(Q,) sur E. Elle s’identifie au E-espace
vectoriel des fonctions localement constantes f : P}(Q,) — E muni de l'action &

é b
gauche (g(f))(2) xr f( _‘icz;_ba) (ot g = (a J € GL2(Qp)) quotienté par le sous-
c

espace invariant des fonctions constantes.
Si A est un anneau (commutatif unitaire), on note Sym*~2A42 la représentation
algébrique de GL3(A) de plus haut poids (0,k — 2). Elle s’identifie aux polyndmes

Bo<j<k—2AT? munis de D'action & gauche (g(P))(T) aef (—cT + a)k_zP(%) ol
g=(¢ 3) € GLy(A) et P € Sym*~2A2. Lorsque A est une extension finie de Q, dans

Q@p, on note Sym* 242 la représentation |det|¥ ®Sym*~242,

Si V est un espace vectoriel topologique sur un corps E muni d’une action & gauche

E-linéaire de GL3(Q,) par automorphismes continus, on note V' e Homg(V, E)

le dual continu que l'on munit de Paction & gauche (g(f))(v) «f flg7t(v)) ou
g € GL2(Qp) et f € Homg(V, E).

On fait agir GL2(Q) a gauche sur P}(Q) via g(z,y) & (az + by,cx + dy) si
g = (2%) € GL2(Q). On note Dy le Z-module des diviseurs de degré 0 de P(Q)
muni de Paction & gauche induite de GL2(Q). Pour tout Z-module M, Homgz(Dy, M)
est le Z-module des applications Z-linéaires de Dy dans M. Si M est muni d’une
action & gauche Z-linéaire de GL3(Q), on munit le Z-module Homgz(Dg, M) d’une
action & gauche Z-linéaire de GL2(Q) par :

9(){ra} = {r1}) = 9(s({g™"r2} — {g7'1}))
ol g € GL2(Q), ¢ € Homz(Dg, M) et {ra} — {r1} € Dy. Pour tout sous-groupe H de
GL2(Q), Hompy (Do, M) f Homgz(Dy, M) désigne les invariants sous H.

Si M est un module sur ’anneau des entiers & d’un corps de nombres muni d’en-
domorphismes T} et Sy pour tout nombre premier £ sauf un nombre fini et si f est une
forme modulaire quelconque telle que, pour tous ces £, on a Tyf = agf, Sof = auf
avec ag, oy € 0, on note MY e {re M | Tz =aex, Sexz = ayx}.

Tous les espaces de Banach B de ce texte sont p-adiques et tels que |B| C |E| ou
EC @ désigne le corps des coefficients qui est toujours une extension finie de Q,. On
appelle GL2(Qp)-Banach unitaire un espace de Banach B muni d’une action & gauche
E-linéaire de GL3(Q)) telle que les applications GL3(Q,) — B, g — gv sont continues
pour tout v € B et telle que, pour un choix de norme | | sur B, on a |gv| = |v| pour
tout g € GL2(Q,) et tout v € B. Un GL3(Qp)-Banach unitaire est dit admissible
(suivant [27], §3) si le Banach dual est de type fini sur E ®¢, Og[[GL2(Z,)]] ou
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Og([GL2(Zy)]] & lim 65[GL2(Z,)/H], la limite projective étant prise sur les sous-

groupes de congruences principaux H de GL2(Z,).

2. Cohomologies étales complétées, Banach p-adiques
et symboles modulaires

On définit les Banach 7,(f) et on démontre le Th.1.1.3 de I'introduction (Th.2.4.2
ci-dessous). Les définitions et résultats de cette partie sont valables pour toute forme
modulaire f parabolique nouvelle de poids k > 2, niveau I'; (M) (M entier quelconque)
vecteur propre des opérateurs de Hecke.

2.1. Cohomologies étales complétées. — On introduit les espaces de cohomo-
logie étale (ou de Betti) complétés et on en rappelle quelques propriétés.

Pour K = [], K; un sous-groupe ouvert compact de GL2(Z), on note Y (K) la
courbe modulaire algébrique ouverte sur Q dont les points complexes sont :

Y (K)(C) € GL(Q)\GLz(Ag)/SOs (RR* K
Elle a un nombre de composantes connexes géométriques égal au cardinal de
(@")*\Ag ;/det(K). Pour n € N, H(Y(K),Z/p"Z) (resp. H (Y (K),Z/p"Z))
désigne au choix la cohomologie de Betti de ’espace topologique Y (K)(C) ou la coho-
mologie étale de la variété algébrique Y (K )@ (resp. les cohomologies & support com-
pact) et H), (Y(K),Z/p"Z) l'image de H}(Y(K),Z/p"Z) dans H' (Y (K),Z/p"Z).
Dans la suite, on écrit H!(Y(K),Z/p"Z) pour désigner 'une quelconque de ces
cohomologies. Les H(Y (K),Z/p"Z) sont munis d’une action continue de Gal(Q/Q)
et d’une action des opérateurs de Hecke KgK pour g € GLa(Ag,f), ces actions
commutant entre elles. Voici nos conventions pour l’action de KgK : on voit
H}(Y(K),Z,) dans (lim H}(Y(K’),Z,,))K et on fait agir KgK = II;Kg; par

am..,
KgKz € 3,97 (z) si z € HY(Y(K),Z/p"Z) ~ HX(Y(K),Z,)/p". On note Ty et
S¢ pour £ tel que K; = GL2(Z,) les opérateurs de Hecke correspondant aux doubles

1 1
classes K 0 K et K e K avec 0 et £ dans GL2(Qy).
0 ¢ 0 ¢ 0 ¢ 0 ¢

Soit maintenant K? = [],., K, un sous-groupe ouvert compact de GLy(ZP). On
pose en suivant les notations de [17] :

éf . r
HY(K?) € lmHN(Y(KPK(p")),Zy)
H(K?) € lim (lmH(Y(K?K(p)),Z/p"Z)) ~ lim H} (K?)/p" H:(K?)
déf

ou K(p") = Ker(GL2(Z,) — GL2(Z/p"Z)) et ou, pour * = c, les applications
de transition dans la limite inductive sont les duales des applications traces
HY(Y(KPK(p™)),Z/p"Z) — H'(Y(KPK(p")),Z/p"Z). Les HI(KP) et HI(KP)
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sont des Z,-modules sans torsion. Les modules H!(KP) sont munis d’une action
Zp-linéaire lisse de GL2(Qp), d’une action Zp-lin_éaire des Ty, S¢ pour £ { p tel que
K, = GL3(Z;) et d’une action Z,-linéaire de Gal(Q/Q), toutes ces actions commutant
entre elles. Les modules ﬁi (KP) sont munis d’une action Z,-linéaire de GL2(Q)), Ty,
S; et Gal(Q/Q), ces actions commutant entre elles et ’action de GLy(Q,) faisant de
H! (K?) ® Qp un GL2(Q,)-Banach unitaire (voir [17], §3.3 pour plus de détails).

Les quatre lemmes qui suivent n’ont rien d’original. Quand on donne leurs preuves,
c’est pour la commodité du lecteur.

Lemme 2.1.1. — On a une surjection H(KP) — H(KP) et un isomorphisme
HL_(K?) 3 H(KP).

par

Démonstration. — Pour tout r et tout n, on a une suite exacte :

(1) 0= (Z/p"Z)° — (Z/p"Z)*** — H (Y (KPK(p")), Z/p"Z) —
HY(Y(K?K(p")),Z/p"Z) — (Z/p"Z)**** — (Z/p"Z)° — O

ou ¢ est le nombre de composantes connexes géométriques de Y(KPK(p")). En se
rappelant que les pointes de Y (KPK (p"+!)) sont ramifiées avec indice de ramification
p au-dessus des pointes de Y (KPK (p")) ([30], p.23), et en utilisant la commutativité
des diagrammes :

H (Y(KPK(p"t)),Z/p"2) — H'(Y(KPK(p™')),Z/p"Z)

T T
H!(Y(KPK(p")),Z/p"Z) — HYY(K?K(p")),Z/p"Z),

un passage & la limite inductive sur (1) donne une surjection :
H; (KP)/p"H; (KP) - H'(KP)/p"H' (K?).

Le résultat s’en déduit par passage & la limite projective, les conditions de Mittag-
Leffler étant trivialement satisfaites. O

Lemme 2.1.2. — Les GL3(Q,)-Banach unitaires H! (K?) ® Qp sont admissibles.

Démonstration. — Ce lemme est un cas particulier des résultats généraux de [17],
mais se déduit aussi directement de [24]. Il suffit de regarder * = c et * = rien par le
Lem.2.1.1. L’admissibilité des Banach H!(K?) ® Q, est démontrée dans [24], §4 (via
Pétude de leur dual Jim H* (Y (K?K (p")), Z,) ®Qp). La surjection Hi (K?) — H'(KP)
entraine que les Banach H'(K?) ® Q, sont aussi admissibles (cf. [27], §3). O
Lemme 2.1.3. — Pour tout r > 1 et tout n, les applications de transition :

H(Y(KPK(p")),Z/p"Z) — Hy (Y (KPK (")), Z/p"Z)

sont injectives.
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Démonstration. — Par [1], Prop. 4.2 et la décomposition de la variété non-connexe
Y(KPK(p"))(C) en sommes disjointe de quotients de ¢ par des sous-groupes de
congruences I';(r) contenus (& conjugaison pres) dans I'(p”), on a :

H{(Y(KPK(p")),Z/p"Z) = ®;e1(-yHomr, ) (Do, Z/p"Z).

De méme, H (Y (KK (p™*1)), Z/p"Z) = ®;c1(r+1)Homr, 41y (Do, Z/p"Z) et appli-
cation de transition est la composée d’injections :

Hompi(r) (DQ, Z/an) — Hompi(rﬂ) (Do, Z/an)
pour I';(r + 1) C T';(r) et d’applications diagonales :
Hompi(H_l)(Do, Z/an) — Hompi(r+1)(D0, Z/an)di
d’ou le résultat. O

Lemme 2.1.4. — Si f est une forme modulaire parabolique de poids k > 2 wvecteur
propre des opérateurs de Hecke Ty et Sy pour ¢ suffisamment grand et si O est
l’anneau des entiers d’une extension finie de Q, dans (QTP contenant les valeurs propres
associées, on a :

(HL(K?) ®z, Op) > (H (KP) ®2z, 65) = (HY(KP) ®, Or)’.

Démonstration. — En vertu du Lem.2.1.1, il suffit de montrer le premier isomor-
phisme. Il découle du fait que les noyau et conoyau de la fleche (f-I\C1 (KP)®z, Op)f —
(1/’-1\ Y(KP)®z, O )/ sont « Eisenstein », et donc nuls puisque f est parabolique. Pour
plus de détails, voir la preuve de [6], Prop. 3.2.4 ou de [16], Prop. 7.7.13. O

2.2. Les Banach 7,(f). — On vérifie que l'adhérence de la représentation
Sym*2E? @p mp(f) dans les divers Banach p-adiques cohomologiques dans lesquels
elle se plonge naturellement de facon équivariante ne dépend d’aucun choix.

Soit K? = [];x, K¢ un sous-groupe ouvert compact de GLg(i”) et notons

— k-2
(Sym  (Z/p"Z)?)V le faisceau localement constant associé pour chaque r € N au
fibré sur la variété Y (K?K(p"))(C) :

((sym*=%2/p"2)%)" x [GL2(Q)\GLa(Aq) /SO2(R)R* K]) /K (p7)

oll g € K(p") agit sur la représentation algébrique (Sym*~%Z/p"Z)?)V par I'action

a gauche de I'image dans GLo(Z/p"Z) de g~ et sur GLy(Ag) par la multiplication
k-2
a droite par g. On note encore (Sym  (Z/p"Z)?)V le faisceau descendu sur le petit

site étale de Y (KPK (p"))g (cf. [8], §2.1). Lorsque r > n, la cohomologie (de Betti ou
— k-2

étale) H (Y (KPK(p")),(Sym (Z/p"Z)?)V) est isomorphe & (Sym*~4Z/p"Z)?)"

H}(Y(KPK(p")),Z/p"Z) car le fibré est alors trivial d’ott un isomorphisme :

k—2

lim (lim H(Y (KPK (p")), (Sym  (Z/p"Z)*)")) ~ (Sym*~?Z,2)" ®z, H}(K?)

n T
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qui est compatible aux actions de Hecke et Galois (agissant trivialement & droite

sur (Sym*2Z,2)V) et & l'action de GLy(Z,) (GL2(Q,) si 'on tensorise par Q). En
k=2

composant avec P'application naturelle de lim H} (Y (K?K(p")),(Sym  Z;)") dans

le membre de gauche, en tensorisant par Symk_QZp2 et en composant a droite avec

I’application d’évaluation :

Sym*~?7,% ® (Sym*2Z2)V ® HY(KP) > HYKP),
on en déduit une application canonique qui commute aux actions de Hecke, Galois et
GL2(Zp) :
k

— k-2 -~
¥ : Sym* %7} ®z, im H} (Y(KPK(p")),(Sym  Z,%)V) — H,(KP?).

Lemme 2.2.1. — Le noyau de ¥ est la torsion du membre de gauche.

Démonstration. — Notons que lim H} (Y (KPK(p")), (%k 2Z,,z)v) n’a pas de tor-
sion si k = 2 ou si * € {c, par} de sorte que I’énoncé dit que ¥ est injectif dans ces cas.
Ce lemme est une conséquence de la suite spectrale de [17], §4.3, mais se déduit aussi
de [24], §6. En effet, on déduit facilement de loc.cit. que pour tout v € Symk_zZ][,2
non nul, la fleche :

— k-2 —~
v, :lim B (Y (KK(), Sym' Z2)") — BX(K?),2 - ¥(v® 1)
est injective modulo torsion. Mais si ¥ n’est pas injectif (modulo torsion), soit
N < k—2 minimal tel que (3 1 T ®z;) = 0 avec zx qui n’est pas de torsion dans
k-2

lim H} (Y(K?K(p")), (Sym  Zg)V) et N > 0 puisque ¥; = ¥ro est injectif (modulo
torsion). Soit b € Z, de valuation sufisamment grande pour que (}%)z; = z; pour
tout ¢. Alors :

1 b N ) N ' N-1 )
( )(ZTZ@QS"L')—ZT!@J:Z':ZT@@:W
0 1 =0 =0 1=0

avec yy_1 qui n’est pas de torsion. Donc \II(Zf\LBI T! ® y;) = 0 ce qui contredit la
minimalité de N. O

L’application ¥ ® Q, est donc injective et commute & GL2(Q5).

Soit maintenant f une forme parabolique normalisée de poids k¥ > 2 nouvelle pour
le groupe de congruence I';(Np®) (N premier & p) et vecteur propre des opérateurs
de Hecke T}, S; pour £{ Np. On note X son caractére de sorte que Sef = £F=2x(£)f.
On fixe une extension finie £ de Q, dans @; contenant les valeurs propres associées
et on note K¥(N) C GL4(ZP) le sous-groupe ouvert compact :

(2) K?(N) % T GLa(Ze) x [] Kre(e™)
YNp LN
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é 1
ou K ¢(£™) e {gg € GL3(Zy), g0 = (0 *) mod. 8"1} et N =], 0.
*

On choisit un sous-groupe ouvert compact K? C K7P(N) et un plongement
GL2(Qp)-équivariant :

— k-2
L: Sym*2E? @ my(f) — Sym*’E? @ lim HL (Y (KPK (7)), Sym E%)")’

< oa=k"2 o\ déf g=Fk"2% oy . .
ot (Sym FE?)V = (Sym 7Z,°)Y ®z, E. Noter que ¢ est juste le tensorisé par

Sym*~2E? d’un plongement GLy(Q,)-équivariant de la représentation lisse m,(f) dans
k-2
lim H} (Y(KPK(p")), (Sym EZ)V)f. En composant ¢ & droite avec l'injection cano-
nique Vg ¢ g ® E, on obtient un plongement GL3(Qp)-équivariant :
Ugou: Sym*E? @p my(f) = (H(K?) @2, B)f C H!(K”) @z, E.

Définition 2.2.2. — Pour x, KP et . comme ci-dessus, on note Tp(f)« ke,. ’adhérence
de Sym*’E? ® g m,(f) dans H}(KP) ®z, E via Uinjection ¥ o ¢.

En d’autres termes, 7,(f)« x», est le complété p-adique de Sym*?E? @ m,(f)
par rapport au Op-réseau (Sym* 2E2 ®p m,(f)) N (¥ 0 )" (HL(KP) ®z, O%). Les
Tp(f)x, ke, sont des GL2(Qp)-Banach unitaires.

Proposition 2.2.3. — Le GL2(Qp)-Banach unitaire Tp(f)« kr,. est indépendant des
choiz de x, KP ou . et est admissible.

Démonstration. — L’admissibilité résulte du Lem.2.1.2. Fixons d’abord * et KP. Soit
7P(f) le produit restreint aux places finies hors p des composantes locales de la re-
présentation automorphe associée a f (c’est-a-dire des composantes locales unitaires
tordues en chaque place par le caractére norme & la puissance k/2 — 1) que 1’on peut
réaliser sur E. On a un isomorphisme canonique :

Hom(?(f)%” ® o(f)", Sym*~2E? @ lim H2 (Y (K"K (57)), Sym' E?)"))

~ Symk—2E’2 ®E mp(f)

ou il s’agit & gauche des applications FE-linéaires commutant aux actions de
Hecke et Galois. Un plongement ¢ comme ci-dessus revient au choix d’un élément
v e m?(f)E” ®g o(f) via u(z) ¥ z(v) si z € Sym* 2E2 ®g m,(f) est vu a gauche
comme un homomorphisme. Soit M, le Opg-réseau de 7°(f)K” ®g o(f)V stable
par Hecke et Galois engendré par v. Le €&g-réseau ci-dessus induit par U o ¢ sur
Sym*2E? @ g m,(f) est lensemble des z tels que ¥ g(z(v)) € HL(KP) ®z, OF ou, de
maniére équivalente, I’ensemble des z tels que ¥g(z(M,)) est « entier ». Or, comme
7 (f) " @g o(f)V est un E-espace vectoriel de dimension finie, tous les M, sont
commensurables entre eux, donc aussi tous les réseaux induits par les ¥g o ¢ ce qui
entraine que Tp(f)« k», ne dépend pas de ¢. Fixons maintenant * = rien, K?, ¢ et soit
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K'? C KP un autre sous-groupe ouvert compact de GLy(ZP), que ’on peut prendre
normal, et ¥z o/ le plongement Sym* °E? @ m,(f) — HY(K'®) ®z, E déduit de
U g o par composition avec H!(KP) ®z, E — HY(K'™) ®z, E. 1l est facile de voir que
cette derniére immersion est fermée (car par exemple H (K?)®F = (H\(K'P)®E)X”,
cf. [17], §3.3), d’ou 7p(f) kv, = Tp(f) k', €t de méme avec * = par par le Lem.2.1.1.
Enfin, fixons K?, U o1 : Sym* 2E2 @ m,(f) — HL(KP) ®z, E et notons ¥ o le
plongement Sym* %E2 @ Tp(f) — H !(KP) ®z, E déduit par composition avec la
surjection H!(K?) ® E — H'(KP?) ® E (Lem.2.1.1). On a une application continue
d’image dense 7,(f)c,k»,. — Tp(f)ke,. La catégorie des Banach admissibles étant
abélienne ([27], §3), c’est forcément une surjection. Par le Lem.2.1.4, c’est aussi une
injection. Ceci achéve la preuve. O

On note simplement 7,(f) ce Banach ne dépendant que de f. Son caractere
central (via la réciprocité locale) est ak“2xp ol xp est la composante en p de
X : (Q“‘)X\Aa 0 . Par ailleurs, on déduit des résultats de [17], §4.3 que les

vecteurs localement algébriques de 7,(f) sont exactement Sym*?E? @ m,(f).

2.3. Cohomologie et symboles modulaires. — Pour N premier & p, on explicite
HY{Y(KY(N)K(pT)),Z/p"Z) et lim HXY(K?(N)K(p")),Z/p"Z) avec leurs actions
de GL; et de Hecke en termes de symboles modulaires (cf. (2) pour K7 (N)). Tous
les résultats sont certainement bien connus, mais faute de références précises, nous
donnons des preuves completes.

Pour n entier > 1, soit I, le Z,-module des fonctions localement constantes

[+ GLz(Aq,f) — Homgz(Do,Z/p"Z) telles que f(vg) = vf(g) pour v € GL2(Q)*
et g € GL2(Ag,r). On le munit d’une action & gauche de GL2(Aq,s) par translation

& droite. Soit K = [], K, un sous-groupe ouvert compact de GL2(Z), on munit I
d’une action Z-linéaire des doubles classes KgK = II;Kg; par :

KgK® ¥ S g7'(2)

ol g € GLy(Aq,f) et ® € I,,. Pour £ tel que K; = GL3(Z;), on note T (resp.

1 £ 0 1 0
S¢) Paction de la double classe K 0 K (resp. K K) avec
0 ¢ 0 ¢ 0 ¢

¢ 0
(resp. (O £>) dans GL2(Qy). Si K, = K(p") pour un entier » > 0, l'ac-
tion de GLg(Z,) C GLa(Ag,s) sur I, induit une action sur IX via son quotient
GL2(Zp)/ Ky ~ GL2(Z/p"Z).

Le lemme suivant est une version adélique d’un cas simple de [1], Prop. 4.2 qui
suffit pour la suite. Je remercie A. Genestier pour son aide dans sa démonstration.
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Lemme 2.3.1. — Pour K suffisamment petit, on a un isomorphisme canonique com-
patible aux opérateurs de Hecke KgK :

H (Y(K),Z/p"Z) = I\

Si K, = K(p") pour un entier r > 0, cet isomorphisme commute auz actions de
GL2(Zy).

Démonstration. — Soit &, le Z,-module des fonctions localement constantes
f : GL2(Ag,f) — Homz(Do, Z/p"Z) muni de I'action & droite de GL2(Q)* par trans-
lation & gauche et de P’action & gauche de GL2(Ag,y) par translation & droite. Notons
7Y wu P1(Q), en utilisant que H' (2, P'(Q);Z/p"Z) ~ Homgz(Dy,Z/p"Z) (il
s’agit de la cohomologie de Betti relative), on a un isomorphisme canonique :

(3) H'(GLa(Aq,) x 72,GLa(Ag) x PY(Q); Z/p"Z) ~ 7,

compatible & toutes les actions. Le groupe GL(Q)* agit librement sur GLa(Ag, ) X
J et un examen de la suite spectrale de Hochschild-Serre fournit un isomorphisme
canonique GL3(Ag,f)-équivariant :

H'(GL2(Q) T\ (GL2(Ag,s) X ), GL2(Q) "\ (GL2(Ag,f) x P1(Q)); Z/p"Z) =~ I,.

Le groupe GLy(Q)* x K, méme pour K suffisamment petit, n’agit pas librement sur
P'(Q), mais en remplagant dans (3) J# par J et P!(Q) par un systéme stable sous
GL,(Q)* de petits disques (épointés) dans J# contractiles dans A autour de chaque
pointe de P!(Q) sur lequel GL2(Q)* x K agit librement pour K suffisamment petit
(c’est possible), on a un H? relatif isomorphe (par excision) & celui de (3) et la suite
spectrale de Hochschild-Serre donne encore un isomorphisme :

HYGL2(Q) "\ (GL2(Aq,)/K x 7),GL2(Q) 1\ (GL2(Aq,f)/K x PYQ)); Z/p"Z) ~ IX.
On en déduit le résultat car H* (Y (K) U ptes, ptes; Z/p"Z) = HX (Y (K),Z/p"Z) et
car toutes les actions passent par celle de GL2(Aq,f)- d

Le Lem.2.3.1 s’applique en particulier pour K C K7 (N)K(p") avec Np™ > 2.

Pour tout entier n > 0 et tout entier » > 0, on note IndchZ(Z/ P TZ)lz/an le

Z/p™Z-module des fonctions f : GLo(Z/p"Z) — Z/p"Z. 1l est muni de deuz actions &
gauche de GL2(Z,) (via son quotient GLo(Z/p"Z)) :

déf déf ,, _
(gx1 N))Z fg) et (9% )= flg™)
Ces deux actions commutent entre elles. Soit N > 0 un entier premier & p. On définit :

HOIIIF1 (N) (Do, InleL2 (Z/p72) ]-Z/p"Z)

comme le Z/p"Z-module des fonctions Z-linéaires ¢ : Dy — Ind?Lz(Z/ P TZ)lz/an

telles que v *1 ¢({r2} — {r1}) = o({yr2} — {7yr1}) pour tout {rs} — {r1} € Dy et tout
v € T'1(N). Il est muni de I’action & gauche de GLy(Z/p"Z) :

(4) @@ ({r2} = {r)) £ g d({ra} — {r1})-
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On définit de fagon strictement analogue Homr, n)(Do, Indez(Z/ Py, /omz) avec la

méme action de SLy(Z/p"Z). On munit Homr, (x) (Do,Ind?Lz(Z/ P TZ)IZ/,,”Z) de Pac-
tion des opérateurs de Hecke Ty, Sy pour £{ Np suivante :

(T)(Ara} = {r}) & 3067 1 6({bira) — {6ima))

(Sed)({r2} — {r}) ¥ ot (80 e‘_)l) x1 ¢({oera} — {oer1})

ou les §; sont définis par :

(5) - Ti(N) (; 2) I'(N) = ILT1(N)d;

-1
et ol oy € SLy(Z) est tel que oy = 0 2 mod. N. Les actions de GLy(Z/p"Z) et

des T}, Sp sur Homr, () (Do,Ind?Lz(Z/ P rZ)lz/an) commutent entre elles.

On note H! (Y°(KT(N)K(p")),—) la cohomologie étale & support compact d’une
composante conneze géométrique (sur Q) de Y (KT (N)K(p")) ou la cohomologie de
Betti a support compact de ses points complexes. Rappelons que ceux-ci s’identifient

a (T (N)NT(p")\A .

Lemme 2.3.2. — Pour tout entier n > 0 et tout entier r > 1, on a des isomorphismes
canoniques :

r S T
HY (Y’ (KP(N)K(p")),Z/p"Z) =~ Homr, (Do, Ind;**" 21y, .7)
H (Y(K}(N)K(p")),Z/p"Z) =~ Homr,n)(Do, Ind?LZ(Z/p Z)lz/pnz)

qui commutent auz actions de SLo(Z/p"Z) pour le premier, de GLo(Z/p"Z) et des Ty,
Se¢ pour le deuziéme.

Démonstration. — On montre seulement le deuxieme isomorphisme avec ses com-

patibilités, laissant le premier, plus facile, au lecteur. Notons K “ K P(N)K(p") C

K;(N). On définit :
¢ : IX — Homr, (v) (Do, IndS*®P D1, 1)
par p(®)({r2} — {r1})(9) & ®(G 1) ({re} — {r1}) ot g est un élément quelconque de
K1(N) dont la composante en p releve g~ modulo p”. Montrons que ¢(®) commute
bien & I'1(N). Pour {re} — {r1} € Do, y € T'1(N) et g € GL2(Z/p"Z), on a :
(@) {yr2} = {ymDl9) = @@ {72} = {yr}) =71 (@G )2} — {r1})
= @(y7'g H(re} — {r}) = (@ H({r2} = {r1})
= ¥ (@(@)({r2} — {r1}))(9)-
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On définit ¢ : Homp, (n) (Do,IndGLZ(Z/p Z)lz/ nz) = I par Y(¢)(g)({r2} — {r1}) = )<

p({v~'r2} — {v'r1})(ki,) ot g = vk; dans GLa(Ag s) = GL2(Q)*K1(N) et ki,
est 'image dans GL2(Z/p"Z) de la composante en p de k;. On vérifie facilement que
1 est un inverse de ¢, de sorte que ¢ est un isomorphisme. Montrons que ¢ commute
a laction de GL3(Z/p"Z). Soit go € GL2(Z/p"Z) de relevé gy dans GL2(Zp). On a :

0(90(®)({r2} = {r1})(9) = @@ 'Go)({r2} - {r1}) = @((G% '9) ") ({r2} — {r1})
go *2 (p(@)({r2} — {r1}))(9)
(90(2(®)({r2} = {r1})(9).

Montrons que ¢ commute a T} :

PN}~ (Do) = D05 ra}~ ) =3 20,7 {ra}~{ra)
= 26 57 ({2}~ {n})
Z@( 96.5) ") ({8ira} = {8im})
= Z«S; 1 (9(@)({8ir2} = {8:m1}))(9)

= (Tep(®))({r2} — {r1})(9)
ol g € GLy(Z,) releve g, 6; ¢ = 0; mais vu dans GL3(Q) C GL2(Aq,f) (¢ premier

quelconque) et b; « o; 6"1 On laisse le cas de Sy en exercice au lecteur. On conclut

avec le Lem.2.3.1. O

On munit Homr, () (DO,IndGLZ(Z/ P Z)lz/ z) de laction d’un opérateur supplé-
mentaire we, donnée par :

def
(wood)({r2} — {r1}) = 7 1 6({rr2} — {rr1})
ol T est un élément quelconque de GL2(Q) N K;(N) de déterminant négatif, par

1 0
exemple 7 = o -1/ Elle commute & ’action de GL2(Z/p"Z) et on vérifie facile-

ment qu’elle commute aussi a ’action des T}, Sy.

Lemme 2.3.3. — L’isomorphisme du Lem.2.8.2 transforme l’action de la conjugaison
compleze a gauche en l’action de W -

Démonstration. — Notons K % K P(N)K(p"). En termes adéliques, la conjugaison
complexe agit sur Y (K)(C) = GL2(Q)*\(GL2(Aq,s)/K x ) par :

GLy(Q)* (9K, 2z) — GLo(Q)* (19K, 7%)

de sorte qu’elle agit sur H!(Y(K),Z/p"Z) ~ I (Lem.2.3.1) en envoyant & sur &~
défini par :

7 (9)({r2} — {r1}) ¥ (rg)({rra} — {rr1}).
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Par ’isomorphisme ¢ de la preuve du Lem.2.3.2, on a :

e(@T)({r2} — {127 (g7 ) ({r2} — {r}) = @(rg~)({rr2} = {rr1})
=2((gr) ") ({rr2} = {r1}) = @(®)({rr2} — {7r1})(97)
= *1 (p(®)({rr2} = {771}))(9)
Hwoop(®))({r2} — {r1})(9)- o

Soit Ind?LZ(Z”)IZ oz, (resp. Indez(Z")lz/an) le Zp,-module des fonctions conti-

nues de GL2(Zp) (resp. SLa(Zy)) dans Z/p"Z et définissons comme précédemment
Homr, (n) (Do,InleL2(ZP)IZ/an) (resp. Hompl(N)(Do,IndeZ(Z”)lz/an)) muni de
laction (4) de GL2(Zp) et des mémes actions de Hecke (resp. de l'action (4) de
SL2(Zp))-

Lemme 2.3.4. — On a des isomorphismes compatibles a toutes les actions :

. r ~ S
lim Homr, (v) (Do, Ind?™**/* ®15,,.,) 5 Homr, vy (Do, Ind; > 17,nz)
.

. G " ~ GL2(Z,
ll_III)HOIIlpl(N) (D(), Indl La(2/p72) ]-Z/p"Z) i HOIHFI(N) (D(), Indl 2( )lz/pnz)

T

Démonstration. — Cela résulte du fait que Dy est un Z[I'1 (N)]-module de type fini.
Voir le Lem.4.3.1 plus loin. O

Soit G, s {g € GL2(Q,) | det(g) € p%}, l'action de SLy(Z,) sur le Z,-module
Homr, (n) (Do, Ind?LZ(Z”)IZ /an) s’étend en une action lisse de G, comme suit :

(6) (9(8) ({r2} — {1 N (R) E d({v T wmra} — {v T (1)

ollg € Gp, h e SLQ(ZP), ¢ € Homrl(N) (Do, Indeg(Z/p’Z)lz/an) via le Lem.2.3.4, 3
releve h modulo p” dans I';(N) et v € TY(N), v~ g € K(p") via G, = T (N)K (p").
Notons que ’on a un isomorphisme :

Indg-*® Homr, () (Do, Ind; ™ ®15,7) ~ Homr, () (Do, Indy™* )15, 7)
F ({ra} = {r1} = F({r2} = {n1} loracz,) )
ol l'induite de gauche désigne les fonctions localement constantes sur GL2(Qp) se

transformant & gauche selon la représentation induite de G, avec action de GL2(Qp)
par translation a droite.

Proposition 2.3.5. — Pour tout entier n > 0, on a des isomorphismes canoniques
compatibles aux actions de G, (pour le premier), de Hecke (pour le deuxiéme) et de
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GL2(Qp) (pour le troisiéme) :
lim H! (Y®(K?(N)K(p")),Z/p"Z) =~ Homr,(n)(Do, Ind?Lz(Zp)lz/pnz)

1R

lim H} (Y (KP(N)K (p)), Z/p"Z) Homp, () (Do, Ind 15 ,07)

r

~ Indg* % Homr, () (Do, Ind} > 1z),nz).

Démonstration. — Vus le Lem.2.3.2, le Lem.2.3.3 et le Lem.2.3.4, il reste seulement
a vérifier les compatibilités & G, et GL2(Qp). Celle & GL2(Qp) du troisieme isomor-
phisme résulte de celle & G, du premier. Par [1], Prop. 4.2, on a un isomorphisme
compatible & Gy, :

lim H(Y°(KY(N)K (p")), Z/p"Z) =~ lim Homr, (nynr (o) (Do, Z/p" Z)

ou l'action de G, sur le membre de droite est

(9(8)({r2} — {1 }) € s({r 2} — {v 11}

(9 € Gp, v € T(N) est tel que y~1g € K(p")). Par réciprocité de Frobenius, il est
facile de vérifier que ’on retrouve (6). d

2.4. Banach p-adiques et symboles modulaires. — Si B est un
GL2(Qp)-Banach p-adique unitaire & coefficients dans E et N > 1 un entier premier
a p, on exprime le E-espace vectoriel Homgr,(q,) (B, fl\cl (K7(N)) ® E) en termes de
symboles modulaires. On conserve les notations des paragraphes précédents.

Soit g I'anneau des entiers d’une extension finie F de Q, dans @, TE une uni-
formisante de Og et M un Og-module muni d’une action & gauche Og-linéaire de

GL2(Qp). On note :
Homgr, (g,) (M, lim H; (Y (KT (N)K (p")), Zy) ® O/7%0k)

le &g-module des morphismes Og-linéaires de M dans la limite inductive de droite
commutant & GL2(Qp). On le munit d’une action de T}, Sy, woo via leur action sur
lim H; (Y (KY(N)K (p")), Zp) (weo correspondant a I'action de la conjugaison com-
plexe). Soit T?(N) ¥ GL,(Q)* n KT(N) € GL2(Z[1/p])* (matrices de déterminant

> 0). On munit Homg;, ) (Do, M) = Homg (Do, M)TI(N) d'une action des opérateurs
1

Ty, Se (£1 Np) et we par (¢ € Homf;,l,(N)(DO,M)) :

Tp ¥ Z5fl(¢)

é et 0
Sip ¥ ot ( 0 6—1) (®)

déf

Woo® = T_l(¢)
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~ 1 0\= ~
en remarquant que l'on a I'7(N) (O [) I'7(N) = ILTY(N)é; pour les mémes §;
qu’en (5).
Proposition 2.4.1. — Soit n un entier > 0 et M un Og-module muni d’une action a

gauche Og-linéaire lisse de GL2(Qp). On munit Home, (M, O /m%0F) de Uaction
(g(FNE) f f(g7()) de GL2(Qy). On a un isomorphisme canonique :

Homgr,(q,) (M, lim H (Y (KT (N)K (")), Z,) ® O /1508) =

Home(N) (Do, Homg, (M, O /73 08))

compatible auz actions des opérateurs Ty, Sp (£1 Np) et woo.-
Démonstration. — Via la Prop.2.3.5, on est ramené & montrer un isomorphisme ca-
nonique compatible & Hecke :

~

GL2(Z
p: HomGLz(Qp) (M, Hompl(N)(Do,Indl 2 p)lﬁE/ﬂ'}‘;ﬁs)) —

HomF,;(N)(DO, Homg,, (M, ﬁE/ﬂ%ﬁE)).

Pour F & gauche, on définit ¢(F) € Homg,, (Do, Homg, (M, O /7% 0F)) par :

(7) P(F)({ra} — {r1})(m) & F(m)({rz} — {r1})(1).

Montrons que @(F') est fixé par f’l’ (V). Par la Prop.2.3.5 et une réciprocité de Frobe-
nius, on a un isomorphisme :

~

HomGLz (Qp) (M, HOn’lp1 (N) (Do, Ind?L2 (Zp) lﬁE /ﬂ';'; 72 )) -
SL2 (Z
Homg, (M, Homr, (v) (Do, Indy > 15, /rn 6,,))

et on note encore F I'image de F. Comme F commute 3 G, donc & T%(N) :
Fiy(m))({rz} = {riH(1) = (Fm)))({r2} - {r1}H()
2 Fm){r '} - iy in ()
pour tout m € M, {ry} — {r1} € Do et v € T?(N). Par (7), cela veut dire que ¢(F)

est invariant sous I (N). Soit G € Homg, (Do, Homg, (M, Og/7%0%)), on définit
1

¥(G) € Homg,, (M, HomZ(Do,Indez(Z”)ltyE/,,ggE)) par :

(8) Y@)m){r} — () E G({rs} — {n}) (vt (m))
= G({wr2} = {wmr1})(m)

ot {ry} — {r1} € Do, h € SLy(Z,), m € M et vy, € ['1(N) est tel que hy; ' € K(p")
pour K (p") fixant m. Comme G commute & I'} (N), donc & I';(N), on voit facilement
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que ¥(G)(m) est fixé par I'y(IN). Soit g € Gp, m € M et {rz} — {r1} € Dy, la
commutation de ¢(G) & G, est équivalente par (6) & 1’égalité :
Y(G)(g(m))({rz} — {ri})(h) = Y(G)(m)({v ' mra} = {v ' mri})(D)
ouxy€ f‘l’(N), v~1g € K(p") avec r tel que K(p") fixe m. Par (8), cela se récrit :
G({yr2} = {mri}) (v (m)) = Gy wra} = {v" w1} (m)

qui est précisément la commutation de G a4 v € f’f (N). On vérifie facilement que
G = o(¥(@)) et F = 9(p(F)) dol le fait que ¢ est un isomorphisme. Reste
la commutation de ¢ aux opérateurs de Hecke. Si F' est comme avant, rappe-

lons que TeF(m)({rz} — {ri})(s) = > F(m)({6irz} — {8ir1})(957%) pour tous
m € M, {ry} — {r1} € Dy et g € GL2(Z,). On a donc :

AT {(r2) ~ (r)m) = Y F(m)({8ir2} — 15m )57
- Z F@m) {3} — {5 )V
= Z @(F)({8ir2} — {8ir1})(6:(m))

Tep(F)({rs} - {ra})(m)

ou la deuxieme égalité résulte de la commutation de F' & GL3(Z,) et les autres des
définitions. Les opérateurs Sy et wo, se traitent de méme. O

Si B; et By sont deux GL2(Q,)-Banach p-adiques unitaires (& coefficients dans
E), on note Homgp,(q,)(B1,B2) le E-espace vectoriel des applications continues
E-linéaires GL3(Qp)-équivariantes de By dans Bj.

Théoréme 2.4.2. — Soit N > 1 un entier premier d¢ p, B un GL2(Q,)-Banach p-
adique unitaire & coefficients dans E et BY « Hompg (B, E) le GL2(Qp)-Banach uni-

taire dual. On a un isomorphisme canonique :

HOI’IIGLZ(QP)(B,HCI(K{’(N)) ®Zp E) = Homf,l,(N)(Do,BV)

compatible auz actions des opérateurs de Hecke Ty, Sy (€t Np) et we (0t laction
sur le membre de gauche se fait via l’action sur H (KT (N)) ®z, E et sur le membre
de droite comme dans la Prop.2.4.1).

Démonstration. — Soit M une boule unité stable par GLy(Q,) dans B et

My & Homg, (M, Or) (homomorphismes Og-linéaires) avec GL3(Qp) agissant
comme dans la Prop.2.4.1. Il suffit de montrer que ’on a un isomorphisme compatible
aux opérateurs de Hecke :

Homgr,(q,) (M, H:(K?(N)) ®z, 65) > Homg, (Do, M").

Cela découle de la Prop.2.4.1 avec M ® O /7% 0k et un passage a la limite évident
sur n dont on laisse les détails au lecteur. O
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3. Espaces de distributions, invariant .£ et Banach p-adiques

On revient sur les définitions et résultats de [4] et on montre le Th.1.1.1 de I'intro-
duction (Cor.3.3.4 ci-dessous).

3.1. Rappels sur les espaces O(k)®, O(k, #)® de [4] et les Banach associés.
— On rappelle sans preuve 1’essentiel des constructions de [4], auquel on renvoie le
lecteur pour plus de précisions. On fixe un entier k > 2, une extension finie E de Q,
dans Q, contenant p*/? et un nombre ¥ € E.

On note C(k,.Z) le E-espace vectoriel des fonctions localement analytiques
h:Qp, — E qui, pour |z| > 0, sont de la forme :

~+o00
_ a
h(z) = 272 Z Z—Z —2P(2)log o (2)

n=0
avec a, € E et P(z) € E|z] de degré au plus k — 2. On note C(k) C C(k, %) le sous-
espace des h telles que P = 0. On munit C(k,. %) et C(k) d’une topologie comme
suit. Soit U = Ip<i<sU; un recouvrement de Q, dans C, par des ouverts U; deux a
deux disjoints tels que Uy X {ze€Cp | |2| > ro} et U; « {z € Cp | |2 — 2| < 13}
pour 1 <4 < s avec r; € |E*| et 2; € Qp. On définit C(k, L)y C C(k,.£) comme le
sous-espace des h telles que :

+0o0
h(2)|lving, = 2 ain(z—2)" 1<i<s
n=0
~+o00 a
h(2)|vone, = 72 Z Z—Z — 2P(z)log ()
n=0

avec an,a;n € E et |an|rg™, |ain|r} bornés quand n — 400, et on pose
C(k)u o C(k) N C(k,Z)u. L'espace C(k)y est un Banach pour la norme :

déf _
h = n ; n .
Ihly = max (:1;1(; lanlrg™, 112?3’2(2‘;% |ai,n|r?))

L’espace C(k,.%)y hérite aussi d’une structure de Banach puisque C'(k)y y est d’in-
dice fini. Si U’ est un recouvrement plus fin que U, on a des injections continues
Ck, L)y — C(k, L)y, Ck)y — C(k)y: et, en passant & la limite, des isomor-
phismes E-linéaires C(k,.£) = lim C(k, £)y, C(k) = lim C(k)y. On munit alors
C(k, %) et C(k) de la topologie limite inductive au sens de [26] ainsi que d’une
action & gauche E-linéaire de GL2(Q)) par :

(Z b) (h)(2) % |ad — be| 7 (—cz + a)k—z[h( dz—b )

d —cz+a
+P( Lo s ()
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prolongé par continuité en z tel que —cz + a = 0. Notons que cette action n’est pas
tout-a-fait celle de [4], §2.2. Elle préserve le sous-espace de C'(k) des polynomes de
degré au plus k£ — 2 et on note X(k,.Z) (resp. X(k)) le quotient de C(k,.Z) (resp.
C(k)) par ce sous-espace. Les représentations C(k,.Z), C(k), £(k,Z) et (k) de
GL2(Qp) sont localement analytiques au sens de [28] et on a pour tout £ une suite
exacte GL2(Qp)-équivariante : 0 — X(k) — X(k,.Z) — S_yxgk_zE2 — 0. De plus, les
vecteurs « localement algébriques » de X(k,.Z) et (k) s’identifient & la représentation
Sy_mk_zE2 ®g St et il n’y a pas d’entrelacements entre les X(k,. %) (et a fortiori les

C(k,.2)) pour des valeurs distinctes de .Z.
Les duaux topologiques :

Ok, %) € S(k2) Ok L) ~limC(k, L)y

U
Ok) = (k) c Ck)" ~lmCk)Y
U

sont des espaces de Fréchet. Ce sont par définition des espaces de distributions mais ils
admettent aussi une description comme espaces de fonctions. L’espace O(k) s’identifie
a ’espace des fonctions rigides analytiques E-rationnelles H : Q@ — C, muni de I’action
de GL2(Qy) :

(a b)(H)(z):[ad—bc{—% ad — bc H( dz—b).

c d (—cz+a)f " \—cz+a

L’espace O(k,.Z) s’identifie & 'espace des fonctions H : @ — C, qui, en restriction a
chaque affinoide Qy = Cp — U C Q pour U comme avant, sont de la forme :

s k-2

H|q,= Hy + Z Z cin2" log (2 — 2;)

i=1 n=0
avec ¢;, € E et Hy rigide analytique E-rationnelle sur Qy, muni de l'action de
GLQ(QP) .
a b _k=2(—cz+a)k2 dz—b
H = |ad — b H .
(c d) (H)(2) = lad = b 5* S (220

On a une suite exacte GL2(Qp)-équivariante :

(9) 0 — Sym*2E2 @ e(det) == — O(k, &) — O(k) — 0

ot la surjection de droite est la dérivation (k — 1)*™ sur les fonctions H. On a aussi
une surjection GLq(Qj)-équivariante O(k) — (Sym*2E2 @ St)V.

Fixons U comme avant et une norme sur les Banach duaux C(k, ¥ )5 et C(k)Y.
On note O(k, £)V (resp. O(k)V) I'ensemble des H € O(k,.#) (resp. des H € O(k))
telles que, pour tout ¢ € GL2(Qp), I'image de g(H) dans C(k,.%)); (resp. dans
C(k)p;) tombe dans la boule unité de C(k,.£)y; (resp. de C(k)Y;). Muni de
la topologie induite par O(k,.#) (resp. O(k)), O(k,Z)V (resp. O(k)Y) est un
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Op-module compact au sens de [27] stable par GL3(Q,). Le E-espace vectoriel
0k, 2> € 0k, )V ® E C O(k, %) (resp. O(k)®> ¥ O(k)V ® E C O(k)) est in-
dépendant des choix. On le munit de la topologie localement convexe la plus fine
rendant continue I'inclusion O(k, L)V C O(k,.Z)® (resp. O(k)V C O(k)P) (ce n’est
plus la topologie induite par O(k,.Z’) ou O(k)). On a un morphisme continu GL2(Qp)-
équivariant O(k,.Z)> — O(k)® qui est injectif pour k > 2. Par I’anti-équivalence
de [27], §2, le dual (O(k,£)P)V (resp. (O(k)P)V) est un GL2(Q,)-Banach unitaire
B(k, %) (resp. B(k)) contenant X(k,.Z) (resp. X(k)).

Remarque 3.1.1. — La définition de O(k, £)Y et O(k)V n’est pas exactement celle
de [4], §4.1 mais donne des modules compacts commensurables, ce qui ne change donc
pas O(k, )P, O(k)® et leur duaux.

Pour tout k > 2, B(k) s’identifie en tant que GL2(Qp)-Banach unitaire au complété
de Sym*~?E? ®p St par rapport & un quelconque @g-réseau stable par GLy(Q,) de
type fini sur Og[GLy(Q,)]. Pour k > 2, B(k,.Z) s’identifie aussi comme GL2(Q,)-
Banach unitaire & un complété de Sym*"2E2® St par rapport & un &g-réseau stable
par GL2(Qy). Si k = 2, B(2) est admissible et topologiquement irréductible. Si k > 2,
B(k) n’est ni admissible ni topologiquement irréductible. Si k = 2, B(2,.Z) est une
extension non-scindée 0 — B(2) — B(2,.¢) — E — 0 et les B(2,.%) sont tous
distincts. Si k > 2, B(k,.%) devrait étre admissible, topologiquement irréductible et
les B(k,.Z) devraient étre tous distincts.

3.2. Une formulation plus concréte de O(k)® et B(k). — On donne une des-
cription explicite de O(k)® et B(k). On garde les notations du §3.1 et on renvoie &
[11] pour des preuves détaillées des affirmations des deux paragraphes qui suivent.

Pour r € R*, une fonction h : Z, — E est dite uniformément de classe €"
si, dans la décomposition de Mahler h(z) = Y73 an(h)(Z), les an(h) € E sont
tels que n”|an(h)| — 0 dans Rt quand n — +o0. L’espace des fonctions de classe
%" est un Banach pour la norme |h|, « sup,(n + 1)" | an(h) | que l'on note
€"(Zyp, E). Si €*"(Zp, E) est le E-espace vectoriel des fonctions localement analy-
tiques de Z, dans E avec sa topologie « limite inductive », on a une injection continue
€*(Zp, E) — €" (Zp, E) d’image dense.

Une distribution p sur Z, & valeurs dans E est un élément du dual continu
€*"(Zp,E)V. Si h € €**(Zyp, E), on note fZPh(z)u(z) laccouplement et on pose

def . . "
fD(a‘n)h(z)u(z) = prh(z)lD(a,n)p(z) ot 1p(e,n) est la fonction caractéristique de

D(a,n) L p"Zy (a € Zp, n € N). Pour 7 € RT, p est dite tempérée d’ordre

r s'il existe C, € E tel que, pour tout j € N, tout n € N et tout a € Z,, on a
Jpam®— a)’u(z) € Cup™~") 0. On peut supposer 0 < j < 7 et n > val(a) si
a # 0 dans cette condition. L’espace des distributions tempérées d’ordre r est un

Banach pour la norme |u|, X supj,nyap"(j"’) |fD(a7n)(z — a)’u(z) | qui s’identifie au
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Banach dual €7 (Z,, E)Y — €*(Z,, E)V. En particulier, si u est tempérée d’ordre r,
on peut définir |’ D(a n)h(z)y(z) pour h seulement uniformément de classe €.

On dit qu’une fonction h : Q, — E est uniformément de classe €7 avec un péle
dét

d’ordre au plus k — 2 & Dinfini si by = (2 — h(pz))|z, est de classe €5 et si (z—

zF2h(1/2)) |z, - {0} se prolonge sur Z, en une fonction hy de classe "7 . L'espace
def

1 Max(haf sz, Thal2).

11 contient 'espace C(k) du §3.1 via une injection évidente qui est continue (par

[4], preuve du Lem. 2.3.1 et ce qui précede) et d’image dense. Il est aussi muni

d’une action de GL2(Q,) par automorphismes continus qui prolonge celle sur C(k) :

de ces fonctions est un Banach D(k) pour la norme

a b k=2 _ — = .
(c p (h)(2) = lad — be| "= (—cz + a)*"2h(£=L). On note B(k) le quotient de

D(k) par les polynémes de degré au plus k — 2. On a donc une injection canonique
continue GL2(Qp)-équivariante d’image dense X (k) — B (k).

Une distribution p sur P*(Q,) avec un zéro d’ordre au moins k£ — 2 & l'infini est par
définition un élément du dual continu C(k)V. Une telle distribution est dite tempérée
d’ordre (k — 2)/2 s'il existe C, € E tel que, pour tout n € Z, elle vérifie les deux
conditions suivantes :

(@) fD(oon)zjl'l’(z) € Cupn(¥_j)ﬁ}; pour tout j € Z, j < k — 2 ou
D(o0,n) ¥ {2 € Q, | val(z) < —n}
(ii) fD(a,n)(Z —a)u(z) € C“pn(j—%)ﬁ’E pour tout j € N et tout a € Q, ol

D(a,n) ot P" L.

k—2

L’espace de ces distributions est un Banach pour la norme :
,sup; ,p""7 =7 / 2 p(z)
D(o0,n)

[ e-aue )
D(a,n)
k—2

Lemme 3.2.1. — Pour k > 2, l'espace des distributions tempérées d’ordre “3= sur
PY(Qp) avec un zéro d’ordre au moins k — 2 & linfini s’identifie topologiquement au
Banach dual D(k)Y — C(k)V.

déf k=2
lul = MaX(supj,n,ap”(’ =)

Démonstration. — Par lapplication h — (hy,hy), le Banach D(k) s’identifie & deux
copies de ‘5¥(ZP, E). Un élément y du dual est donc un couple de distributions

M1, 2 sur Z, tempérées d’ordre &;—2 avec par définition :

/R)I(Q)h(z)u(z) = /Zp h(2)pa (2) +-/z ha(2) 2 (2).

P

Soit a € Z,, n € N tel que n > val(a) si a # 0 et j € N, traduisons la condition :

| b = [ -0 tomin(e) € Cup 0
D(a,n) Zy

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



20 C. BREUIL

Si a = 0, la fonction h € C(k) correspondant au couple (hy, he) = (0,271 D(0,n)) €St
la fonction zF72791p (s n) et donc pour j € N :

/ I p(z) € Cupp™U T = Cypn (T 2D
D(oo,n)

qui est bien une des deux conditions précédentes en remplagant k — 2 — 7 par j. Si
a # 0, la fonction h € C(k) correspondant au couple (h1,h2) = (0,(z — a)'1p(, n))
est la fonction (—a)?z¥"277(z — 2)71 (1 . 5i(a)) de sorte que I'on a pour j € N :

; 1\J ke )
10 /(1 (a)) S (z - 5) () € Cpiypmi =7 70v2l@),
D(1,n—2val(a

En décomposant 257277 sous la forme a? “**2(1+ 3" 5, #ma™(z—1)™) o %, € Z (ce
qu'il est possible de faire pour tout j € N), une récurrence montre, quitte & modifier
C,,, que (10) est équivalent & :

1\J ke
/ (z _ _) u(z) € G, ptr-2@)G=45)
D(L,n—2val(a)) a

pour tout 7 € N : on obtient ’autre condition. Les conditions pour x; donnent essen-
tiellement les mémes conditions pour u. On laisse les derniers détails au lecteur. [

Un examen de la preuve du Lem.3.2.1 montre qu’il suffit de vérifier les conditions
(i) et (ii) précédentes pour 0 < j < k— 2 pour les avoir pour les autres j. Le théoréme
qui suit est dii & Teitelbaum pour k pair ([34]). Nous en donnons une preuve directe
pour tout k.

Théoréme 3.2.2. — Pour k > 2, Uinclusion O(k)® C O(k) identifie O(k)® avec le
sous-espace vectoriel de O(k) des distributions qui sont tempérées d’ordre % sur

PY(Q,) avec un zéro d’ordre au moins k — 2 & Uinfini.

Démonstration. — Rappelons que O(k) est le sous-espace de C(k)V des distributions

u telles que fPI(Q )zju(z) = 0 pour j € {0,--- ,k — 2}. C’est un espace de Fréchet
P

dont la topologie peut se définir par la collection des normes (| - |y)v ou :

déf ' f]pl(Qp) h(z)u(z) |

lulv =  sup
I heC(k)u\{0} (115

si p € O(k). On fixe un recouvrement U = Hy<;<,U; de Q, dans C, comme au §3.1.
On a:

O(k)°= {# € O(k), < |hlv Vg € GL2(Qy),Vh € C(k)u} ®E.

[ sw@n
P

HQp)

On peut choisir U tel que C(k)y est stable par GL2(Z,). Comme GL2(Zj) est compact,
il existe ¢, € |E*| tel que |g(h)|u < cu|b|u pour tout g € GLz(Zy) et h € C(k)u.
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Comme GL2(Q,) = B(Q,)GL2(Z,), on voit que O(k)® est aussi :

éﬂ)e O(k),

On aUNQ, = D(oco,np) I (H1§i§s D(zi,ni)) pour des z; € Qp et des entiers
n; > val(z;). Comme la norme p-adique est ultramétrique, la condition dans (11) est
équivalente & :

< |hlu Vg € B(Q,), Vh e C(k>U} ® E.

[ am@ue)
PLQ

P

(12) L. aEuE) < 1o pous tout g € BQ,)

P

. : A
pour h = (2= 2;)’1p(z;n;) OU b = zk‘Z'JID(oomo), j € N. Soit g = <O M) € B(Qp)
v

et h=(z- zi)le(zi,ni)a ona:
oy 1552 k20 j( _ M +__“)j
9@ = W 7 N2 (2 = TR L o)

et un calcul montre que (12) pour h = (z — 2;)’ 1 p(s; n,), j € N est équivalent A :
2 —a)u(z) € Calp™V="3") o
( ) :LL M 1,p
D(a,n)

pour tout a € Q,, n € Z et j € Nou C, € E est une constante et o; € E
est une constante dépendant du rayon r; de U; dans C, (cf. §3.1) telle que
—1 < val(e;) < 0. En écrivant D(a,n) = Ily=qpn)D(a’,n + 1) et en développant
(z—a)’*tt = ((z — d) + (a/ — a))’*!, une récurrence sur j & la Amice-Vélu montre
que c’est encore équivalent 3 fD(a,n)(z —a)u(z) € C’,,p”(j_¥)ﬁE pour tout a € Q,,
n € Zetj e NouC, € E est une constante. On retrouve donc la condition (ii)

A )
précédente. Soit g = <0 ,u) € B(Qp) et h = 271p(co,n,), ON & :
v

k-2 o . l,L .7
g(h)(2) =| v | T Ae270y0 (Z - ;) (Lp1(q,) — 1D(%,—no+val()\/u)+1))

et on vérifie que (12) pour h = zle(oo,no), j€Z,j<k—2est équivalent & :

/ (2 — ) u(2) € Cuag?p"=" )0
P1(Qp)—D(a,—n+1)

pour a € Qp, n € Zet j € Z,j < k—2ouC,,09 € E sont des constantes
avec —1 < wval(ap) < 0. Si 0 < j < k — 2, on retrouve un bout de la condi-
tion (ii) car fu»l(@,,)(z —a)ip(z) = 0. 8i j < 0, on écrit P}(Q,) — D(a,—n + 1) =
D(oco, —val(a) +1) I (II;D(a+x;, —n+1)) pour des z; tels que val(a) < val(z;) < —n.
En décomposant (z — a)i = zJ(1 + Yom>1*mZ; (2 — (a + ;))™) ol ¥y, € Z et en
utilisant la condition (ii) pour les disques D(a + z;, —n + 1), on peut se ramener A la
seule condition fD(oo’n) 2 u(z) € ay’p "7 =) @ pour n € Z et j < 0. On vérifie par
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une récurrence sur j qu’elle est équivalente a [ D(oom) 2Zu(z) € C’,tp"(%‘j)ﬁE pour
n € Zet j<0,ie. ala condition (i) pour 7 < 0. Ceci achéve la preuve. O

Corollaire 3.2.3. — Pour k > 2, le Banach B(k) s’identifie topologiquement et de
fagon GL3(Qp)-€quivariante au Banach B(k) i.e. au quotient par les polynémes de
degré au plus k —2 du Banach des fonctions h : Q, — E telles que h|z, est de classe

€3 et 2k=2n(1/2) |z,— {0} se prolonge sur Z, en une fonction de classe €.

Démonstration. — Soit §(k)0 une boule unité quelconque du Banach E(k) Via
linjection continue ¥ (k) — E(k) d’image dense, elle induit un Og-réseau ouvert
S(k)° € B(k)° N E(k) de £(k) et B(k)°® s'identifie au complété lim £(k)° /p"(k)°.
On montre comme dans [4], preuve de Prop. 4.3.4 que le &g-module des morphismes
Og-linéaires Homg, (B(k)°,65) > Homg, (E(k), Op) s'identifie au @g-module
{ne O(k),fﬂ,,l(Qp) h(z)u(z) € O V h € £(k)°}. Ce dernier est compact dans O(k)
par [26], Lem. 13.1(vi)+Prop. 14.2 (et le fait que Og est compact). On montre
comme dans [4], Prop. 4.3.4 que le Banach associé s’identifie au complété de 3(k)
par rapport & X0(k), c’est-a-dire & B (k) par ce qui précéde. Par ailleurs, ce module
compact est contenu dans O(k)® par le Lem.3.2.1 et le Th.3.2.2. Par [28], Lem. 1.5(ii),
il est donc commensurable dans O(k)® & O(k)V pour un U comme au §3.1. Comme
le Banach associé & O(k)V est B(k), on a un isomorphisme topologique B(k) ~ B (k)
qui est l'identité sur (k). Par densité et continuité de l'action de GL3(Qp), il est
aussi GL2(Qjp)-équivariant. O

3.3. Une formulation plus concréte de O(k,.#)® et B(k,.#). — On donne une
description explicite de O(k,.%)® et B(k,.#) pour k > 2. On conserve les notations
du §3.1 et du §3.2. On suppose k > 2.

Lemme 3.3.1. — Soit n et j des entiers > 0, r € R tel que r < j et a € Zp. La
fonction (z — a)?log (2 — @)1p(a,n)—D(a,n+1) tend vers 0 dans le Banach €7 (Zy, E)
quand n tend vers 4+00.

Démonstration. — Par [26], Lem. 9.9, il suffit de montrer que cette fonction tend
vers 0 dans le Banach dual du Banach des distributions tempérées d’ordre r sur Z,,
ie.:

ey Diasmsny (2 = ) 108 (2 — )u(2)|
sup

W Il
En écrivant D(a,n) — D(a,n +1) = Il,cpx D(a +p"[u],n + 1) ol [] désigne le repré-

sentant de Teichmiiller, un calcul donne pour z € D(a + p™[u],n + 1) :

2= (a9

p™[u]

— 0 quand n — +o0.

(z—a) log (2 — a) = n¥(z — a)’ + (2 — a)’log (1 +
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Le terme avec un logarithme se développe pour z € D(a + p™[u],n+ 1) :

d‘_ﬂ‘_}z) — Z *mp" ™ (2 — (a + p"[u]))™

(z — a)'log (1 + ] P

ol *, € Op. Pour b € Zyp, la somme ),,~op™ "™ (2 — b)™1p(ns1) converge dans
¢"(Zy, E) pour tout r € Rt de sorte que, pour y tempérée :

Ry z— (a+p™u]) _
(}éD)(a+p"[u],n+1) (z )]log <1 * ) ﬂ(z)

p"(u]
3 w0 [ (2 = (o + " [u]) ™ 2).
m>0 D(a+p™[u],n+1)

Pour p d’ordre r, on a par ailleurs pour tout m > 0 :

< ulp™=prm

™G / (2 — (a + p"[ul)) (=)
D(a+p™[u],n+1)

ce qui entraine par (13) :

z—(a+p"[u])

< T pn('r—j)_
ot o lul,

) u(z)

(z — a)’log (1 +

/D(a+p"[u],n+1)

En traitant de méme le terme plus simple n.¥(z — a)? et en sommant sur u € Fp*,
on a finalement une constante ¢, € |E*| telle que pour u tempérée d’ordre 7 :

(z = a)’ log 4 (2 — a)u(2)| < crfpf ™"

/D(a,n)—D(a,n+1)
d’olt on déduit clairement le résultat puisque r < j. O
Notons L(k,.Z) le sous-espace vectoriel du E-espace vectoriel des fonctions conti-

nues de Q, dans E engendré par les polynomes de degré au plus k — 2 et les fonctions
suivantes :

h(z) = Z Ai(z — )" log (2 — 2;)
i€l

ol I est un ensemble fini, \; € E, z, € Qp, n; € {[%j +1,...,k — 2} et
deg(ziel Ai(z — zi)"i) < %

Lemme 3.3.2. — L’espace L(k,.Z) est un sous-espace vectoriel de D(k) et est stable
par GL2(Qp) dans D(k).
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Démonstration. — Par Papplication h — (hy, hy) du §3.2, on a pour j € N et n entier
suffisamment grand :

(z—a) logy(z = a)lp@am + ((pz—a)logx(pz — a)1p(a/pn-1),0) sia € pZy,

(2 = 0 108 (z = ) lpam = (0,227 (1 - az)(logy(1 - az) -

logf(z))lD(%,n~2val(a))) sia € QP - pr
2 log & (2)1p(oo,ny — (0, —k2-d logg(z)lp(oyn)).

Le Lem.3.3.1 entraine que les fonctions de droite sont dans ¢ (Zp, E) si
Jj > (k —2)/2 pour les deux premieres et j < (k — 2)/2 pour la derniére. Vu la

définition de D(k) et L(k, %), on en déduit facilement L(k,.Z) C D(k). La stabilité
par GL2(Q),) est laissée en exercice au lecteur. O

On note B(k,.#) le quotient de D(k) par 'adhérence de L(k,.#) dans D(k). Par
le Lem.3.3.2 et le Cor.3.2.3, c’est un GL3(Q,)-Banach unitaire.

Théoréme 3.3.3. — Pour k > 2 et £ € E, linclusion O(k, £)® C O(k)® identifie
topologiquement O(k, £ avec le sous-espace vectoriel de O(k)® (muni de la topologie
induite) des distributions p telles que [5 o | h(2)p(z) = 0 pour tout h € L(k, Z).

(@)
Démonstration. — Soit u € O(k)® satisfaisant les conditions de 1’énoncé. On va
d’abord étendre p en une forme linéaire continue sur C(k,.Z). 1l suffit de définir
fD(oo,n) 2 log o (2)p(2) pour j€{0,--- k—2} et n € Z. Soit

2;(2) e Stier hi(z — z)™ log(z — 2;) avec des A\ € E, des z; € Qp et des
n; € {{552] +1,...,k — 2} en nombre fini tels que 3";c; Ai(z — 2;)™ = —2z7. Alors le
Lem.3.3.1 entraine £;(z) + 27 108 & (2)1p(co,n) € D(K) et on pose :

) [ Dome @ [ (66)+ lome (Yoot

P
ol le membre de droite est bien défini par le Lem.3.2.1 et le Th.3.2.2. La condition sur
p montre que c’est indépendant du choix de ¢; et donne une forme linéaire bien définie
sur C'(k,.Z) qui prolonge u. La continuité résulte facilement de celle de et on note en-
core p ’élément de O(k,.Z) ainsi construit. Montrons u € O(k, £)°. Comme dans la
preuve du Th.3.2.2, on choisit un recouvrement U de Q, dans C,, stable par GL2(Z,) et
il suffit montrer qu'il existe une constante c,, € |E*| telle que | [, @) g(h)(2)u(z)| <
culhlu Vg € B(Qp), Vh € C(k,£)y. Comme c’est déja vrai pour h € C(k)y car
p € O(k)P, on peut supposer h(z) = 27 log & (2)1p(oo,ne)s 0 £ J < k — 2 et il suffit de
montrer que prl @) g(h)(2)u(z)| est majoré indépendamment de g € B(Q,). Fixons

¢; comme précédemment tel que h;(z) & €;(2) + 27 log »(2)1p(cone) € D(k). En
utilisant (14), on voit que 'on a :

[ o080 @ommnn®) = [ a(hi(e (o))
P1(Qp) PL(Qp)
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Puisque p € O(k)P ~ §(k‘)v C D(k)V (voir §3.2), on a ¢, € |E*| tel que :

[ s b0 m)i)] < culg s (ML)
PL(Qp)

ol la norme & droite est une norme sur le Banach B (k). Or, B (k) est un
GL3(Qp)-Banach unitaire par le Cor.3.2.3 de sorte que |g(h;(2)1p(oo,ne))l < ¢
Vg € B(Qp) pour une constante ¢ € |E*| indépendante de g ce qui entraine la
majoration cherchée (par c,c). Soit maintenant y € O(k,.£)® et montrons que g, vu
dans O(k)P, annule L(k,.#). Comme dans la preuve du Th.3.2.2, on a en particulier
la condition pour h(z) = 27108 % (2)1p(come)s 0 < J < k—2:

< |hlu Vg € B(Qp).

(15) \ L, 0w

L’action de Q,° se faisant via un caractére unitaire, on peut supposer
gz(g’l‘)eB(Qp)etona:

E—;z T, »
g(R)(2) =| A |7 M%7 (2 — p) log o (z — 1) (1pr(Q,) — 1D(u,—notval(\)+1))-

La condition (15) est alors équivalente apres calcul & :

(16) (2 — a) log (2 — a)u(2) € Cup™ T g

/Pl(Qp)—D(a»—"-H)
pour a € Qp,ne€Zet 0<j<k—2(C, € E est une constante). Supposons d’abord
j < 552 et a = 0, (16) entraine alors :

(17) / 27 log o (2)p(z) — 0 quand n — +o0.
D(oo,n)

Soit Yicr Ai(z — 2;)™ log (2 — 2;) € L(k,Z). Pour tout n € Z, la fonction h,(z) L
Yoier Ai(z — zi)" log (2 — 2i)1p1(Q,)—D(z;,—n+1) €st & la fois dans C'(k,Z) et dans
D(k) (par le Lem.3.3.1 et le Lem.3.3.2) de sorte qu'’il y a a priori deux valeurs pour
Jo @) hn(z)u(z) : la premiére en voyant u dans O(k,.¥) et la seconde en voyant p
dans O(k)P. Ces deux valeurs coincident pour u € O(k,.%)®. En effet, soit m € N, alors
hn(2)1p,~m+1) € C(k) et les valeurs fD(O,—m+1) hn(z)(z) sont donc les mémes.
En voyant u dans O(k,.%), on a fD(O,—m+1) hn(2)u(2) — f]Pl(Qp) hn(2)u(z) dans E
par (17) quand m — +o00. En voyant u dans O(k)®, on a fD(O,-—m+1) hn(2)u(z) —
f]pl(@p) hn(2)u(z) dans E car hp(2)1p(co,m) tend vers 0 dans D(k) quand m — 400
(cela se déduit du Lem.3.3.1). Comme n; > ’“;—2, par (16) on a donc pour n < 0 en
voyant p dans O(k)® (quitte & modifier C,) :

/ Z )\i(z - zi)m logg(z - zi)l“ﬂ(Qp)—D(zi,—n+1)/~l(z) c C'#p_"/zﬁE.
P1(Qp) jer

Quand n tend vers —oo, la fonction (z — 2;)"logg (2 — 2;)1p(z;,—nt1) tend vers
0 dans D(k) (encore le Lem.3.3.1) et l'intégrale de gauche tend donc dans E vers
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Jp @) Y ier Ai(z — z)" log (2 — 2;)p(z). Or, le membre de droite tend clairement
vers 0 quand n tend vers —oo, d’ou la nullité de cette intégrale. Tout ceci montre que
O(k, £)" est exactement le sous-espace vectoriel de O(k)® des distributions y telles
que fPl(Qp) h(z)u(z) = 0 pour tout h € L(k,.Z). Par [4], Cor.4.2.3, la topologie de
O(k, £)P est induite par celle de O(k)P, ce qui achéve la preuve. O

Corollaire 3.3.4. — Pourk > 2 et £ € E, le Banach B(k Z) s’identifie topologique-
ment et de fagon GL2(Q,)-équivariante au Banach B(k Z) i.e. au quotient de B(k)
par l'adhérence du sous-espace vectoriel des fonctions h : Q, — E de la forme :

= Z Ai(z — z;)" log (2 — 2;)

i€l
ou I est un ensemble fini, \; € E, z; € Qp, n; € {Lk—ggj +1,...,k — 2} et
deg( Y ier Mi(z — z)™) < k_gz

Démonstration. — Par la définition de B(k,.¥), les résultats du §3.2 et [27], §1, le
module compact tensorisé par F, 5(k,.$ )b, associé a E(k,f ) est topologiquement
isomorphe & {¢ € O(k)®, p|L,(k, 2)= 0} muni de la topologie induite par celle de O(k)".
Par le Th.3.3.3, on a donc un isomorphisme topologique 5(k,$)b ~ O(k,Z£)® d’on
le résultat par [27], Th.1.2. O

4. Arbre de Bruhat-Tits, symboles modulaires et invariant ¥

On introduit ici le formalisme de [14] et [25] (Iégérement étendu) que I'on utilise
pour démontrer le Th.1.1.4 de I'introduction (Th.4.5.2 et Cor.4.5.3 ci-dessous).

4.1. Quelques rappels classiques. — On commence par réviser les symboles mo-
dulaires classiques associés aux formes modulaires.

On fixe une forme modulaire f parabolique normalisée de poids k¥ > 2 nouvelle pour
le groupe de congruence I';1 (M) de caractére x : (Z/MZ)* — C* (M entier > 1).
On suppose f vecteur propre des opérateurs de Hecke T; pour £{ M (ou de maniére
équivalente pour tout £ puisque f est nouvelle) et on note ay € Q C C la valeur propre

10
associée. Pour £ { M, rappelons que Tgf Ezf ls; ou I'1(M) (0 Z) (M) =

é =10
ILT1 (M) et Sef % 65-2f|,,= 05=2x(£)f ot o € To(M), 0p = o ) mod- M.
On note Ef I'extension finie de Q dans C engendrée par les a, et les x(£) pour £{ M
et Oy 'anneau des entiers de Ef. Pour a € Q et j € {0,--- ,k — 2}, on désigne par
faoo f(2)27dz € C Y'intégrale sur la droite verticale du demi-plan complexe supérieur

issue de a. On rappelle le théoréme classique suivant :
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Théoréme 4.1.1. — Il existe Q}t € C* tels que pour tout v € Q et tout
je{0,--- ,k—2}:

%(22’# /Toof(z)zjdz + (=1)2in /:of(z)zjdz) € OfQ? cC.

Démonstration. — Soit f la forme conjuguée de f i.e. ayant comme coefficients de
Fourier les conjugués complexes de ceux de f et plongeons Ey dans C x C par
z — (z,Z) oll T est le conjugué de z. Les couples (2im [° f(z)27dz, 2im [ f(2)2dz)
pour r € Q et j € {0,---,k — 2} engendrent Ej-linéairement dans C x C un
E¢-espace vectoriel V; de dimension au plus 2. Cela se déduit par exemple des résul-
tats de [31], en particulier de [31], Th.0.5, Cor.4.5 et preuve de Prop. 5.7. L’involution
E¢-linéaire ¢ : (z,y) — (7, T) sur C x C préserve V; et est différente de +Id. En effet,
si par exemple : = Id, on a pour 7 € Q et j € {0,--- ,k — 2} en remarquant que
(—1)j2i7rfjf(z)zjdz est le conjugué complexe de 2im f:of(z)zjdz :

/Toof(z)zjdz —(=1) /_o:f(z)zjdz =0

et, si ¢ est un caractére de Dirichlet primitif de niveau m tel que (—1) = (=1)7~1
et f, désigne la forme tordue de f par 7, la formule :

L(fy,j+1)= (—E—Z—%Gauss(w Z P(a) b f(z)(mz + a)dz

a mod. m ™

entraine alors L(fy, j+1) = 0 pour tout j € {0,--- , k—2} ce qui est impossiblesi f # 0
(voir [30], §1). La preuve de ¢ # —Id est similaire. Soit Vfi uf Ker(: +1d), on a donc
1 < dimg, V{* et dimp, V" + dimpg, Vi < 2 d'ot dimg, Vi = 1 (et dimp, Vs = 2).
Cela donne I’assertion de I’énoncé avec Ey au lieu de Oy. Mais I'assertion avec Oy se
déduit du théoréme de Manin-Drinfeld (voir e.g. [31], Th.5.1). O

Remarque 4.1.2. — Si Ey C R (par exemple si x = 1), Q; (resp. QJI) est réel (resp.
imaginaire pur).

On choisit Qf comme ci-dessus (on voit que EfQ]jf est bien déterminé si Q? ne
lest pas) et, pour tout polyndme P(z) € E¢[z] de degré au plus k — 2 et tout r € Q,
on note :

([ rope)" ([ ropees [ repeas) ey

Pour tous r1,7o € P1(Q)? et tout P(2) € Ef[z] (de degré < k — 2), on note plus
généralement :

(/T:Zf(z)P(z / f(2)P(z) dz / f(z z)dz GEf.

Par le Th.4.1.1, on a (lezf(z)P(z)dz) € Oy si P € Oylz].
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Soit V' un Q-espace vectoriel muni d’une action & gauche linéaire de GLy(Q).
Comme au §2.4, on munit le Q-espace vectoriel Homr, (ps)(Do, V) de I'action des

_ é _ f_l 0
3.674(9), Sep ¥ ot 0 -

opérateurs de Hecke T;¢ e

1 (¢) et weod «
0 -1

A la forme f sont classiquement associés les symboles modulaires :

¢7 € Homr, (ary (Do, (Sym*2E})Y)

<1 0 ) (¢) ot ¢ € Homrp, (pr)(Do, V) et £1 M.

définis comme suit (via Symk“zE]% ~ @OSjsk—2Eij) .
i\ dé T2 RN
5 ((r} - @) ¥ ([ s @)saz) "

La droite Equ% C Homp, (ary (Do, (Symk_2E%)V) ne dépend pas du choix de Q:ft
Le lemme bien connu suivant se déduit d’un calcul simple et de l’isomor-
phisme d’Eichler-Shimura (via Iisomorphisme Homr, ar)(Do, (Symk_2EJ%)V) ~

k=2
H;(Yi(M),(Sym  E%)Y) Hecke-équivariant, cf. [1], Prop. 4.2) :
Lemme 4.1.3. — On a 'wooqﬁ% = ﬂ:qb? et :

Homr, (ar) (Do, (Sym* 2E})Y) = E;¢} @ Efé7.

4.2. Arbre de Bruhat-Tits et symboles modulaires. — Lorsque f comme au
§4.1 est « Steinberg en p », on lui associe en suivant [14] et [25] une forme modulaire
sur 'arbre de Bruhat-Tits et de nouveaux symboles modulaires.

On reprend la forme f du §4.1 et on suppose M = Np avec (N,p) =1 et x trivial
sur (Z/pZ)*. On note encore x : (Z/NZ)* — C*. On a dans ce cas (cf. [22], §1.12) :

(18) ay = x(p)p* 2.

Soit W), det [ PU T vec u,v,w,t € Z, put — Nvw =1 et pu =1 (N), une autre
pNw pt

formule importante dans ce cas est (cf. [2], §2) :

(19) flw,= —apf.

On note #.7 V'arbre de Bruhat-Tits de SL2(Q,), &/ (#.7) ’ensemble de ses arétes
orientées et ¥ (B ) I'ensemble de ses sommets. On fixe un sommet central o( cor-
respondant au réseau Z, @ Z, et on note o l'aréte orientée allant de oo au sommet
correspondant au réseau Z, ® pZ,. Le groupe PGLy(Q,) agit & gauche sur A7,
S (BT) et S(BT).Siae€ d(BT), a désigne 'aréte avec orientation opposée et
ola) € S(BT) le sommet origine de a. Il est commode de voir &/ (#AJ) comme
'ensemble des classes GL2(Q,)/I(Z,)Q,° avec ap = 1(Z,)Qy" .
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On pose :
daéf a b
?(N) = J € SLy(Z[1/p]), c=0mod. N, a=1mod. N ;.
c

On a I'y(N) = I'Y(N) N GLa(Z,), T'1(N) NTo(p) = TY(N) NI(Z,) et on voit que le
groupe f’l’ (N) du §2.4 est le sous-groupe de GL(Q) " engendré par W, et I'} (V) et que
W, normalise I'{(N). Pour o € &/(%.7), on note I'y son stabilisateur dans I'{(N).
Puisque fﬁ’ (N) agit transitivement sur &/ (#J) et puisque W, normalise I';(N) N
To(p) et TF(N), on voit que I', est conjugué dans ['}(N) & T'yy = ['1(N) NTo(p).

En suivant [14], Def. 1.2 et [25], §2.1, on définit Sx(#7,I}(N)) comme le C-
espace vectoriel des fonctions F : &/ (8.7 ) x s — C telles que :

(i) F(ya,vz) = (cz + d)*F(a, 2) pour tout v = (Z 2) e I'Y(N)

(i) F(@,z) = —F(a,z) pour a € & (BT) et Y y(a)=0 F(a,2) =0 pour 0 € S (BT)

(iii) Fy oy (e, -) est une forme parabolique sur # de poids k pour T',.
On munit Sx(#7,T7(N)) d’une action & droite de GLy(Q)™" par :

det det(g)**

(cz + d)F F(ga,g2)

(Flg)(e, 2)
. a b . . .
(o1 g = ( d) € GL3(Q)™) ainsi qu'une action des opérateurs de Hecke T} et S,
c

6 1 0
pour ¢ premier, £ { Np, par TyF' e > Fls, ot TY(N) (0 E) IP(N) = ILTY(N)6;
pour les mémes &; qu'en (5) et S F & ¢=2F|,, pour le méme oy.
Soit Sk (T'1(N) NTo(p))P~ 2% le sous-C-espace vectoriel de Sk (T'1(N) NTo(p)) des
formes nouvelles en p. Le principal intérét de 'espace Sk (BT ,I'7(N)) réside dans la
proposition suivante qui se démontre exactement comme [14], Lem. 1.3 :

Proposition 4.2.1 ((14], [25]). — L’application de Sx(#B7,ITT(N)) dans
Sk(T'1(N)NTo(p)) qui envoie F sur F,, induit un isomorphisme :

Sk(#7,TF(N)) = Sk(T1(N) NTo(p))P "
compatible auz opérateurs de Hecke Ty et Sy (pour (¢, Np) =1)).

Soit F € Sp(B7,TY(N)) associé & f par la Prop. 4.2.1, on a TyF = a,F et
S¢F = £k=2x(0)F pour £{ Np. La deuxieme égalité se récrit :

(20) F(ga, gz) = x(d)(cz + d)*F(a, 2)

b
pour g = (a d) € SL2(Z[1/p]) tel que ¢ = 0 (N). On a aussi par (19) et la propriété
c
(ii) de F :
(21) F |W,,= apF.
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Pour a € (BT) et 11,72 € P1(Q)?, considérons 'intégrale :

T2 .
/ F(a,z)(T — 2)¥2dz € Sym*~2C? ~ @p<j<x_oCT’.

T1

On a o = yayp ou bien @ = yap pour un v € I'Y(N). Dans le premier cas, un calcul
donne dans Sym*~2C? :
-1

(22) / " Fa, 2)(T — 2)*2dz = 7( / " Flag, 2)(T - z)Hdz)

T1 _17'1
de sorte que, pour j € {0,---,k — 2}, [[*F(a,z)z/dz est une Z[1/p]-combinaison
1
linéaire d’intégrales f 1y, " f (z)z’dz pour ¢ € {0,--- ,k — 2} ce qui permet de définir

1 .
([7F(a z)zﬂdz) € Ey par linéarité a partir des ( 3_1:12 f (z)zzdz)i. Le deuxiéme
cas se raméne au premier en posant :

(23) / Fla,2) zjdz e / F(a,z) z]dz

Soit E une extension finie de Q, dans Qp contenant Ey et /p si k est impair. AF
on associe les symboles modulaires :

o7 € Hompe (Do, (Sym*2E% ®@p St)V)
en posant pour j € {0,--- ,k—2} et a € F(BT) :

(24) S (st~ )@ @) < ([ F(a,9)9az)"

olt [a] désigne ’élément correspondant de E[GL2(Q,)/1(Z,)Q,°] (on rappelle que
I'on a une surjection canonique E[GL2(Q,)/1(Z,)Q,‘] — St). L’harmonicité de F
(propriété (ii) ci-dessus) montre que ¢F({r2} — {r1})(T? ® [a]) ne dépend que de
limage de [o] dans St de sorte que ¢% ({r2} — {r1}) : Sy_mk_2E2 ®g St — E est bien
défini. Un calcul analogue & (22) via 'identification GL3(Q,)-équivariante :

(25) (Sym*2E*)V 5 Sym*?E? @ e(det)~*72)
h +— Z(’“J 2)h(zﬂ)( 1)iTk—2-
j=0

montre que ¢+ commute bien & T?(N).
Pour tout a € &/ (#7) et tout ¢ € Hompr () (Do, (Sym*2E?®p St)V), on définit
¢o € Homr, (Do, (Sym*~2E2)Y) par :
da({ra} = {n)(T?) € d({r2} — {r1})(T7 ® [a).
Lemme 4.2.2. — ¢E est l'unique élément de Hompr ny(Do, (Sym*2E? ®@p St)V) tel
que ((j)li;)ol0 = qﬁ}h. De plus, on a wooqﬁii = iqﬁ% et :
Homps vy (Do, (Sym**E? @ $t)")! = E¢} & E¢j.
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Démonstration. — L’unicité est conséquence des définitions, de ’égalité (23) et du
fait que ') (N) agit transitivement sur les arétes non orientées. Le reste découle alors
de Visomorphisme :

Homr, (nynro(p) (Do, (Sym*~2E%)¥)? 5 Homr, (v, (Do, (Sym*2E?)V)/,
du Lem.4.1.3 et du fait que la fleche :
Homge (ny (Do, (Sym* 2E? ® g St)"') — Homr, (n)nr,(p) (Do, (Sym* 2 E?)Y)

qui envoie ¢ sur ¢,, commute aux opérateurs de Hecke. O

4.3. Espaces de distributions et symboles modulaires. — On compare les
symboles modulaires & valeurs dans les espaces O(k) et O(k)®, O(k,.Z) et O(k, £)P
du §3. On conserve les notations précédentes. En particulier E est une extension finie
de Q, dans Q, contenant E et \/p si k est impair.

Lemme 4.3.1 (Manin). — On a Dy = Z[SLa(Z)]({o0} — {0}).

Démeonstration. — Un diviseur de Dy s'écrit Y,y ni({oo} — {r:}) pour des r; dans
Q et des n; dans Z. Donc il suffit de montrer {oo} — {r} € Z[SL2(Z)]({oc0} —{0}) pour
7 € Q. Un résultat dit & Manin (cf. e.g. [23], Prop. 1) dit qu’il existe (g;) e{o,... ,n} €
SL2(Z) et (r5)jeq1,- nt+1) € Q tels que 71 =7, go(00) = 00, go(0) = r1, gj(c0) =75
et g;{0) = 7;41. On a alors :

> gi{oo} = {0}) = {00} — {r1} + D _({rs} = {rj+1}) = {oo} — {r}.

7=0 7j=1
O

Proposition 4.3.2. — (i) Si k > 2, on a Homps () (Do, (Sym* 2E?)V) = 0.
(ii) L’%injection O(k)® — O(k) et la surjection O(k) — (Sym*2E2 @ St)V (cf. §3.1)
induisent des isomorphismes :
HOmpi’(N)(D(), O(k)b) 5 Hompf(N) (Do, O(k)) 5
HOIIIFII-"(N) (DO, (Syl'llk_zE‘2 QFr St)v)
(iii) Pour tout £ € E, linjection O(k, L) — O(k,£) (cf. §3.1) induit un isomor-
phisme :
Homre ) (Do, Ok, £)°) = Homre (n) (Do, O(k, £)).

Démonstration. — On démontre (iii) en détail et on indique les modifications & appor-
ter pour (i) et (ii). Il faut montrer la surjectivité. Puisque I'1 (N )Ny (p) est d’indice fini
dans SL3(Z), on a par le Lem.4.3.1 un nombre fini de diviseurs ({s;} — {r:})icr € Do
tels que :

(26) Do =Y Z[T1(N) NTo(p)] ({s:} — {r:})-

i€l
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Soit ® € Homre(ny (Do, O(k, £)), il faut montrer ®({s;} — {r;}) € O(k,Z)® pour
tout i € I. Soit O° C O(k,%) le Og-module image inverse d’une boule unité de
C(k, L) (cf. §3.1). Quitte & choisir correctement U et la norme sur C(k,.%)y;, on
peut supposer O° stable par GL; (Z,)Qp* et contenant les distributions en nombre fini
®({s:} —{r:}) et W,p(®({s:} —{r:})). Vu la définition de O(k,.¥)P, il suffit de montrer
que pour tout i € I et tout g € GL2(Qy), g(®({s:} — {r:})) € O°. Puisque GL3(Q,) =
GL2(Zp)Qp T (N) I GL2(Zy)Qp W,I' (N) et O° est stable par GL2(Z,)Q,°, on peut
se limiter & g =y et g = Wy avec v € I'/(N). Dans le premier cas, on a :

Y(@({si} = {r:})) = ®({vsi} — {rr:}) € Y ZIL1(N) NTo@)](8({s;} — {r;})) € O°

jel

en utilisant (26). Le deuxiéme cas est similaire puisque W, normalise I'; (N) NT'o(p).
Le premier isomorphisme de (ii) se montre de la méme maniere et (i) résulte de (iii)
et de (Sym*2E2)V N O(k,.£)® = 0si k > 2 (cf. §3.1). Le deuxiéme isomorphisme de
(i) résulte de la méme méthode appliquée & (Sym* 2E2 @ St)V et de isomorphisme
O(k)®> = ((Sym*2E? @ St)V)® ([34], Th.17 pour k pair et [20], Th.4.1 pour k
impair) o :

((Symk“?E2 ®F St)v)b def ((Symk_zE2 ®r St)¥ N indlczlz“gg:x) (Symk_2é%)v) ®ep E
(voir [4], §4.6 pour plus de détails). a

On note ®% l'unique élément de Hompr (n)(Do, O(k)) par le (ii) de la Prop.4.3.2
ayant pour image (ﬁ dans Hompf(N)(Do, (Sym*~2E2 @ St)V).
Corollaire 4.3.3. — On a wmélf = :I:<I>f, et :

Homrr () (Do, O(k))! = E®f & E®p.

4.4. l-cocycles et symboles modulaires. — Dans cette partie, on associe, sui-
vant [25], deux classes de cohomologie aux symboles modulaires <I>§. On conserve les
notations précédentes.

Soit V' un Q-espace vectoriel muni d’une action & gauche linéaire de GL2(Q). On

munit le Q-espace vectoriel H! ('} (N), Homgz(Dy, V)) d’une action des opérateurs Ty,
Sy et wo, comme suit :

(Tee)r) € 3267 (eln)
(Se)(n) = 7o (eloror )
(weoe)(7) = T(c(TyT)).
ot ¢ est un 1-cocycle I'Y(N) — Homgz(Dy,V), 7 e ((1) _01> et o v,v; € Th(N)

sont tels que 6{1% = 761-_1 (o¢ et les &; sont les mémes qu’au §4.2).
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Lemme 4.4.1. — On a les égalités :

(27) Homr, (v) (Do, (Sym*2E?)V)! = 0

(28) HY(T'1(N),Homz(Dy, (Sym*2E?)V))f = o.

Démonstration. — Par [1], Prop. 4.2, on a des isomorphismes commutant aux opé-

rateurs de Hecke pour 7 > 0 :
) ‘ P
(29) H'(T1(N),Homz(Dy, (Sym*~?E?))) =~ H*'(Yi(N), (Sym ~E?)Y)
et idem avec I'1(N) N Ty(p) au lieu de I'; (V). (27) résulte de (29) pour ¢ = 0 et

de l'isomorphisme d’Eichler-Shimura. (28) résulte de (29) pour i = 1 et du fait que

— k-2
H2(Y1(N),(Sym E?)V) n’a pas de valeurs propres « paraboliques » sous les opéra-
teurs de Hecke (il est méme nul pour k¥ > 2). On peut aussi recopier la preuve de [25],
§7.1 en remplagant « pointes » par « pointes régulieres » si k est impair. O

Comme dans [14], Cor.3.3 et [25], Prop. 7.1, on déduit de ce qui précede :

Proposition 4.4.2. — (i) On a HoszIv(N)(Do,(Symk‘zEz)V)f =0.
(i3) On a un isomorphisme commutant ¢ Weo :

Homr, (n)nro () (Do, (Sym*2E?)Y)f =5 HY(T'?(N), Homz (Do, (Sym*2E?)Y))/

qui envote qﬁf sur la classe du 1-cocycle c? défini par :

T2

clf('y)({rz} —{r})(z?) & Z (/ F(a, z)zjdz)i

a€loo,yoo] UM

ot |00, v00] est ensemble des arétes orientées reliant le sommet central oy a yoo. En
particulier la classe de c}t est non nulle, wc,oc}t = :tc? et :

H'(T}(N), Homgz(Dy, (Sym*2E?)V))! = Ecf ® Ec; .

Démonstration. — (i) et (ii) résultent de la deuxiéme suite exacte de [29], Prop. 13
p.169 appliquée & G = I'}(N) et M = Homgz(Dy, (Sym* 2E?)V) et des égalités (27)
et (28). Pour plus de détails, voir [14], §3.1 et [25], §7.3, §5.2. Notons que (i) pour
k > 2 découle aussi du (i) de la Prop.4.3.2. d

Soit .# € E. Pour H une fonction rigide analytique E-rationnelle sur  (que 'on
peut voir comme un élément de O(2), cf. §3.1), rappelons qu’une intégrale de Coleman
de H relativement & la détermination log ¢, du logarithme p-adique est une primitive
H de H dans O(2,.%) (définie & addition d’une constante prés) via la surjection
0(2,%) - 0(2) (cf. §3.1). Si Q; et Q; sont deux points de Q, H(Qz) — H(Q1) ne

dépend pas de la primitive choisie et se note [ gf H(2)dz.
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Soit @ € Hompe () (Do, O(k)), Q € Q2 et définissons le 1-cocycle :
ce.o(®) :TY(N) — Homg(Dy, (Sym*2E?)V)

i\ déf

Q
7 o cr(@)({re} - {nh(F) = /Q O({rz} — {m})(2)z7dz

ou ®({r2} — {r1}) € O(k) est vu comme fonction rigide analytique sur . Via l'iden-
tification (25), on a :

) 7Q
(30)  cxo@M)({ra} — {r}) = /Q B({ra} — {r})()(T — 2)*2dz.

Par [33], preuve du Th.4, le 1-cocycle coo(®%) (pour le choix ¥ = 0) est le
méme lorsque x = 1 que le l-cocycle noté l?:f,Q dans [25], §5.1. On vérifie que
la classe de cy o(®) dans H(I'}(N),Homgz(Do, (Sym* 2E?)V)) ne dépend pas
de @ et on la note simplement c«(®). En particulier, c0(<1>§) est un élément de
HY(T}(N), Homz(Do, (Sym*2E2)V))f et weoco(RF) = £co(PF) ([25], §5.2).

Soit ® € Hompe(n) (Do, O(k)), 0 € S (BT et définissons le 1-cocycle :

Coo,o (@) : TH(N) — Homg(Dy, (Sym* 2E?)V)
T ooe(@)M)({r2} — D) E Y @({r}—{n}) (' ®la])
a€lo,yo]

ou [0, o] est ensemble des arétes orientées reliant o & yo, ®({rz} — {r1}) € O(k)
est vu dans (§mk_2E2 ®p St)V par la surjection O(k) —» (Sy_mk_zE2 ®p St)V (cf.
§3.1) et ou [] est I'image de a € GL2(Q,)/1(Z,)Qp° dans E[GL2(Q,)/I(Z,)Q,°]. Le
1-cocycle coo,a(‘ﬁf) est le méme lorsque x = 1 que le 1-cocycle noté ocy s dans [25],
§5.1. La classe de co,0(®) dans H(I'}(N), Homz(Do, (Sym*"2E?)V)) ne dépend pas
de o et on la note simplement co,(®). En particulier, on voit que coo(®%F) = c? dans
HY(T}(N), Homz(Do, (Sym*~2E?)V))f (cf. Prop.4.4.2).

Lemme 4.4.3. — Il existe £*(f) € E (resp. £~ (f) € E) unique tel que :
co(®F) = L (f)ewo (PF)

(resp. avec —).

Démonstration. — C’est une conséquence directe de ce qui précede et du (ii) de la
Prop.4.4.2. O
4.5. Invariant ¢ et symboles modulaires. — On rassemble ce qui précede

avec la suite exacte (9) du §3.1 pour étudier P’espace de symboles modulaires
Homl"f(N)(DmO(kag))f'

Lemme 4.5.1. — Pour tout ® € Homre(ny(Do,O0(k)), on a ce(®) = co(®) +
Zeoo(P).
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Démonstration. — Si @ € € se projette sur un sommet o € #(#.7) par la fleche de
«réduction » (voir e.g. [34]), on a plus précisément c o(®) = c0,Q(®) +-LCoo,00(P) :
en remarquant que ®({r2} — {r1})(2? ® [a]) n’est autre que le résidu res, (27 ®({r2} —
{r1})(2)dz) (cf.[4],85.2), Pargument est le méme que celui de [4], Prop. 5.2.2. O

Le résultat qui suit est essentiel :

Théoréme 4.5.2. — (i) On suppose k > 2. Pour tout £ € E, la surjection O(k, L) —»
O(k) induit une injection :

Homre (Do, Ok, %)) — Hompe (Do, O(k))
eton a :

&% € Hompr () (Do, O(k, £)) & £ = —2*(f).
(i) On suppose k = 2. Pour tout £ € E, la surjection O(2,.Z) — O(2) induit une
injection :

Homre vy (Do, 0(2, %))’ < Hompr iy (Do, 0(2))

et on a :

®y € Homre () (Do, 0(2, £)) & £ = —£*(f).
Démonstration. — Pour tout k, la suite exacte (9) donne lieu & une suite exacte
courte GL3(Q)-équivariante :
0 — Homgz(Dy, Sym*2E? @ e(det)™*=2)) = Homgz(Dy, O(k, £)) —
o Homz (Do, O(k)) — 0
et & un début de suite exacte longue commutant aux opérateurs de Hecke :
(31) 0 — Homre(y)(Do,Sym* ?E? ® e(det)"*~?) —
Homge ) (Do, O(k, £)) — Homps ) (Do, O(k)) -~
HY(T}(N), Homz(Do, Sym* 2 E? ® e(det) ~+=2))).

Calculons é. Soit ® € Hompe(yy (Do, O(k)) et ® € Homgz(Dy,O(k, %)) relevant
®, alors 6.4 (®) est la classe du 1-cocycle v — v(®) — & € HomZ(Do,Sy_mk_zE2 ®
g(det)=*~=2)). Pour r1,75 € P(Q)2 et v € T2(N), v(@({y ra}—{v~1r1}))—B®({rs}—
{r1}) est un polynéme en z de degré au plus k — 2 ot ®({y~1ry} — {77 1r1}) et
®({rs} — {r1}) sont ici vus comme fonctions « log o-rigides » de la variable z € Q (cf.
§3.1). Changeant z en T, on a donc pour tout 2z € § I'égalité dans C,[T] :

(32) Y@y 'ra} — {77 'r1}) — B({r2} — {r1}) =
(T — z)*

k—2
Yo @{r e} = {y )P (z0) -

Al
=0 v

= S B({ra) — fra) O ) T2

i=
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ol (i) en exposant est la dérivée i-iéme par rapport & z. Mais par [4], Lem. 5.1.4
(modulo la modification sur 'action de GL2(Q,), cf. §3.1), on a dans Symk_2C§ :

k—2

S 1@y} ) (o) T
i=0

7( > S({r7tra} - {v*lrl})‘i)(v“lzo)(i_;_—w).

1=0 !
Par (32) appliaué & 2 = 72 pour Q €  fixé, on a 52(®)(({r2} — {1}) =
X(){r2} = {m}) = Y(M({r2} — {r1}) ot X(v),Y(y) € Homz(Do, Sym*2E? ®

5(det)—(k_2)) sont donnés par X(vy) def v(p) — ¢ avec ¢ € Homz(Do,Symk‘2E2 ®

e(det) =), g({ra} — {r1}) ¥ TELB({rs} — {r}) D (2q) T22L

k—2

Y({rd = {r}) & S 8({r) - {rl})(z)(sz)(T »YZQ)z
=0
k—2 ( ., )Z
=S E({ra} — (i) () L=
1=0
7R
= —(k__l—?‘—)f/(; (I)({7"2} — {Tl})(z)(T _ Z)k—zdz
(30) 1

mcx,Q(q’)(V)({Tz} —{m})

(la deuxiéme égalité résulte d’un calcul simple). Puisque X (vy) est un cobord, on a
finalement dans H(I'}(N), Homgz(Dy, Symk"zEz ®e(det)~(¥=2)) avec le Lem.4.5.1 :

1
b0 (@) = g e(B) = — g5 (e0(®) + Lew(®).
Donc, par le Lem.4.4.3 et le fait que coo (®%) = cf #0:
(33) 02(DE) = 0 & (%) + Lo (9E) = 0 & L = —2%(f).

Si k > 2, par le (i) de la Prop.4.3.2, le terme de gauche dans la suite exacte (31)
est nul d’out la premilre injection et il est clair que &% € Hompe n)(Do, O(k, £)) si
et seulement si ¥ = —£*(f) par (33). Si k = 2, (31) induit une autre suite exacte
longue avec partout des f en exposant et on utilise le Cor.4.3.3, le (i) de la Prop.4.4.2
et encore (33) (noter que Hompr( ~)(Do, E) est un E-espace vectoriel de dimension
finie, de méme que HOmr‘i’(N)(DQ,O(2))f, et quesi0 — V3 — Vo — Va — 0 est
une suite exacte de E-espaces vectoriels de dimension finie sur laquelle agissent les
opérateurs de Hecke avec Vlf = 0, alors V2f 5 V3f )- (]

Pour tout €g-module M muni d’une action de T;, S; et ws, on note
Ve {x € M? | woox = £2}.
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Corollaire 4.5.3. — Soit £ € E. _
(i) Si & # —L*(f), on a Homr;la(N)(Do,O(k,‘.?))f’i =0.
(ii) Si £ = —L*(f), on a des isomorphismes :

Hompz (Do, O(k, £))"* 5 Homre (Do, O(k))!* = E®F.

On va voir dans la suite que 'on a £t (f) = 2 (f).

5. Applications

On rassemble les énoncés du §2, du §3 et du §4, dont on conserve les notations,
pour démontrer la Prop.1.1.5, le Cor.1.1.6, le Th.1.1.2 et le Cor.1.1.7 de l'introduction
(Prop.5.1.1, Th.5.1.6, Th.5.1.7 et Cor.5.2.5 ci-dessous).

5.1. Applications & la cohomologie étale complétée. — On montre les prin-
cipaux résultats de I'introduction.
On fixe une forme modulaire f comme au §4.2. On a alors :

mp(f) =5St® nr(a;I)
ol nr()) désigne le caractére non ramifié de Q,° qui envoie p sur A.
Proposition 5.1.1. — (i) On a :

k=2
HomF,l,(N) (Do, O(k) ® nr(p~ 2 ap))f = Hompr ) (Do, o(k))’.

(it) Soit £ € E, on a :

Homs, . (Do, O(k, £) ® nr(p_¥ap))f = Homre () (Do, O(F, 2N

rI(N)
Démonstration. — Comme W, normalise I'?(N) dans I'?(N), il suffit de montrer (i)
par le Cor.4.5.3. Il suffit pour cela de voir que tout ® € Hompf(N)(Do,O(k))f est
automatiquement invariant par W, & condition de tordre O(k) par le caractére non
ramifié nr(p~ ¥ap). Par le Cor.4.3.3, il suffit donc de montrer W,(®%) = pk-;g a;1<I>Ij,5.
Par le (ii) de la Prop.4.3.2 et le Cor.4.2.2, il suffit de faire de méme avec ¢%. On calcule
& partir de (24) :

Wo(@5){rz} —{n DT ® [a]) = SF{UW, 'r2}—{W, 'r (W, (T9) ® [W, el
= -5 W' - (Wpz) dz *
=p (/Wp‘lr, FW, la’z)m>

-1

e Wp T2 ) +
= pTa;l(/ F(a,sz)(sz)]d(sz))
wytr

1

- T2 N
pk—22 a;l ( / F(ao, z)z’dz)

T1

P ay @ ({ra} — {n})(T’ ® [a])
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ou l'on rappelle que W, = pu- v (cf. §4.2) et ou 'on a utilisé (21) sous la
pNw pt
forme :
pF1
F(Wp_la,z) == F(a, Wpz)(pNwz + pt)~F. O
P
Dans la suite, on pose A & p*7° g 1
Corollaire 5.1.2. — (i) On a un isomorphisme :

Homar, (q,) (B(k) ® nr(\), H(K?(N)) ® E)’ =~ Homps(x)(Do, O(k))’.
(i) Soit £ € E, on a des isomorphismes :
Homgy,(q,) (B(k, &) ® nr(A), HX(KD(N)) ® E)’ =~ Homps(yy (Do, O(k, £))’.
Démonstration. — 11 suffit de combiner la Prop.5.1.1 et le Th.2.4.2. O
Corollaire 5.1.3. — On a LT (f) = L~ (f).

Démonstration. — Si L+ (f) # £~ (f), alors par le Cor.4.5.3, on a par exemple
dimgHompr ) (Do, O(k, ~Z*%(£)))f =1 c'est-a-dire par le (ii) du Cor.5.1.2 :

dimEHomGLz(Qp) (B(ky —$+(f)) ® nr()‘)’ (ﬁg(Kf(N)) ® E)f) =1

Cet espace est muni d'une action de Gal(Q/Q) qui agit via son action sur
(I/I\cl(Kf(N)) ® E)f. Or, sur ﬁcl(K{’(N)), donc sur D’espace ci-dessus, on a les
relations d’Eichler-Shimura Frobj ? 4 TyFrob, *+ £S; = 0 pour £ Np ol Frob, est un
Frobenius arithmétique en £. Comme la forme f est parabolique, on voit que ’espace
ci-dessus ne peut étre de dimension 1 d’ou forcément £+ (f) = £~ (f). O

On note .,S?’(f) & LY (f) = £ (f) la valeur commune. On a en fait :

Théoréme 5.1.4 (3], [10], [12]). — On a 2(f) = Z(f).

Pour déduire ce résultat (lorsque k > 2) de [10] (et du Cor.5.2.4 ci-apres), on
renvoie & la preuve de [16], Th.7.10.1. Une autre méthode, lorsque k est pair, consiste
3 passer par les fonctions L. Il est montré dans [14], §3 pour k£ = 2, dans [25], §6,
§7 pour k > 2 pair, et aussi (plus directement) dans [15], §6 pour tout k pair, que
,2’;( f) mesure, & une période pres, le rapport entre la dérivée en k/2 de la fonction L
p-adique de f (convenablement tordue) et la valeur en k/2 de la fonction L complexe
de f (idem). Or, il est montré dans [19] et [32] que ce méme rapport est précisément
Pinvariant £(f) associé & f. On peut en déduire comme cela ’égalité du Th.5.1.4
pour k pair.

Comme le Th.5.1.4 est indépendant des méthodes de cet article, on conserve la
valeur ,57( f) dans la suite de cette partie. Du Cor.5.1.3 et du Cor.4.5.3, on déduit
immédiatement :
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Corollaire 5.1.5. — Soit £ € E.
(i) $i £ # —2Z(f), on a Homre n) (Do, O(k, L) =o.

(i) Si & = —.,S?(f), on a:
Hompe (ny(Do, Ok, £))! = Homre () (Do, O(k))! = E®} & E®F.

Rappelons que j{\j signifie H! ou H. _ ou fl\cl (cf. §2.1).

par
Théoréme 5.1.6. — (i) Si & # —2(f), on a :
Homgr,, (q,) (B(k, £) ® nr()), (HL(KT(N)) ® E)f) = 0
(i) $i £ = -Z(f), ona:
Homar, (q,) (B(k, 2) ® nr(\), (HI(KT(N) ® E)Y) ~ o(f)".

Démonstration. — Par le Lem.2.1.4, il suffit de démontrer le cas * = c. Le (i) se
déduit du (i) du Cor.5.1.5 et du (ii) du Cor.5.1.2. Par le (ii) du Cor.5.1.5 et le (ii) du
Cor.5.1.2, on voit que la dimension (sur F) du membre de gauche dans (ii) est 2 et
avec le (i) du Cor.5.1.2 qu’il est isomorphe & :

Homgy,, (g, (B(k) ® nr(\), (HX(K?(N)) ® E)).
Or, si B est un GL2(Qj,)-Banach unitaire (sur E), on a une injection naturelle :
Hom(;Lz(Qp)(Symk_zE2 ® St, B) — HomGLz(Qp)(B(k), B)

puisque B(k) est la complétion unitaire « minimale » de Sym*~2E2 ® St (cf. §3.1) de
sorte que I’espace en (ii) contient :

Homgr,(q,) (Sym*~*E” ® my(f), (H} (KT(N)) ® E)?).
Via l'injection ¥g du §2.2 et en se débarrassant des Symk ~2F2, cet espace contient :
k-2
Homgr, (q,) (75 (f), lim H (Y (KT (N)K (p")), (Sym  E?)Y))

qui est exactement la représentation galoisienne o(f)V puisque f est nouvelle. On
conclut par un argument évident de dimensions. O

En passant aux vecteurs localement analytiques, on voit en particulier que
(HY(KT?(N))® E)? contient la représentation localement analytique X(k, —%(f)) du
§3.1 convenablement tordue.

Théoréme 5.1.7. — Soit £ € E. ~
(i) On a Homgy,(q,)(B(k, %) ®nr()\),ir;p(f)) =0 5.2 # -2(f).
(ii) Si k > 2, on a Homgy,(q,)(B(k, —Z(f)) ® nr()),7,(f)) = E.
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Démonstration. — Le (i) découle du (i) du Th.5.1.6. En notant + la partie sur laquelle
la conjugaison complexe agit par I’identité, on a :

Homgt, (g,) (B(k, —Z(f)) ® nr(\), (H (KT (N)) ® E)*) = (o(f)")* ~ E
par le (ii) du Th.5.1.6. De plus, cet unique morphisme (& scalaire prés) induit sur

Sym*~%E2 ® 7,(f) C B(k, —:?7( f)) ® nr(X) via Uy 'unique plongement équivariant
(& scalaire pres) :

—~ k-2
v Sym* B2 @ m,(f) — Sym*?E? ® (lim H2 (Y (KP(N)K(p")), (Sym  E?)V))"™.

En définissant 7, (f) via ce plongement (cf. Prop.2.2.3), on voit qu'il induit pour k > 2
un unique (& scalaire prés) morphisme continu non nul comme en (ii) puisque, dans
ce cas, Sym*2E2 @ m,(f) est dense dans B(k, —.Z(f)) ® nr()\) (cf. §3.1). O

Remarque 5.1.8. — Si k = 2, on a Homgy,(q,)(B(2,-£) ® nr(A),7,(f)) = 0 pour
tout .Z € F car, dans ce cas, Tp(f) est simplement & torsion pres le GL2(Q))-Banach
unitaire B(2).

Corollaire 5.1.9. — L’unique (4 multiplication par un scalaire non-nul prés) entrela-
cement non nul B(k,—2Z(f)) ® nr(p%ia;l) — Tp(f) du Th.5.1.7 lorsque k > 2 est

un isomorphisme topologique.

Démonstration. — 1l est clair que 'image de ce morphisme est dense dans 7p,(f).

Comme 7,(f) et B(k,—Z(f)) sont admissibles (Prop.2.2.3 et [10], Th.5.24), ce mor-

phisme est surjectif. Comme B(k,—%(f)) est topologiquement irréductible ([10],
Cor.5.21), il est aussi injectif, et donc est un isomorphisme topologique. Od

5.2. Applications aux distributions p-adiques de Mazur, Tate et Teitel-
baum. — On montre comment, pour k£ > 2, l’invariant a?( f) précédent (qui est
donc en fait égal a l'invariant .£(f) par le Th.5.1.4) peut se voir directement sur
les distributions p-adiques de Mazur, Tate et Teitelbaum associées & f dans [22] et
convenablement prolongées de Z,* a P}(Q,).

On reprend la forme f du paragraphe précédent. On rappelle (Th.3.2.2) que O(k)®
est le E-espace vectoriel des distributions p-adiques tempérées d’ordre (k — 2)/2 sur
P!(Q,) avec un zéro d’ordre au moins k — 2 a linfini telles que fPI(Qp) 2 u(z) = 0si

p € O(k)P et j€{0,---,k—2}. On rappelle aussi les notations D(oco, n) «f {z€ Q|
val(z) < —n} et D(a,n) uf {z € Q, | val(z—a) > n} ol a € Q, et n € Z. Le théoréme
qui suit et sa preuve sont de simples variantes de [22], §1.11 :

Théoréme 5.2.1. — Pour tout c € Z tel que (c,p) = 1 et tout v € Z/cZ, il existe une
unique distribution /.L;f’c’u € O(k)® telle que pour tout j € {0,--- ,k — 2}, tout n € Z
et tout a € Zp” tel que @ = v dans Z/cZ :

. 0 +
(34) ()L f(2)(a+prez)idz) € E.
D(am) Hfcw an N p
a,n P ~pe
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Démonstration. — Notons que ( [°7, f(2)(a+ptcz)! dz):t dépend de a modulo p"c
e

et donc en particulier de v. Commengons par ’unicité de p?’w. Soit u € O(k)P tel
que fD(an)zju(z) =0pourn€ZetacZp? PourncZetjec{0,---,k—2},ona

aussi :
[ due=[ - [ sue=0-0=0
D(o0,n) P1(Qp) D(0,—n+1)

donc p est nul contre toutes les fonctions localement polynomiales de degré (local)
au plus k — 2 de X(k), c’est-a-dire Sy_mk_zE2 ® St (cf. §3.1). Mais ces fonctions
sont denses dans B(k) d’ou la nullité de p (cf. §3.2) et 'unicité de “?c,u € O(k)b.
Montrons maintenant ’existence de N;E,c,,, et vérifions d’abord que ,u?:,w est bien défini
sur Sym*~2E2 ® St. Pour n € Z, soit a quelconque dans Zp? tel que val(a) = —n + 1
et @ = v dans Z/cZ (de tels a existent), alors P'(Qp) = D(o0,n) I D(a,—n + 1) de
sorte que :

(35) [ dut@=-[ e
D(oo,n) D(a,—n+1)

est bien défini pour j € {0,--- ,k — 2}. Soit a € Zp? tel que @ = v dans Z/cZ, n € Z
et I, C a+ p"cZ un ensemble de p éléments {b} tels que {b — a} est un systéme
de représentants de p"cZ/p" ' cZ ~ Z/pZ. Alors D(a,n) = Iyey, . D(b,n + 1) et un
calcul immédiat utilisant :

/°° \ f(z)(z + pn?qc)jdz = Z—)—Jlﬁ /0°°f(§ F pnilc)zjdz

Foa+ts

et (Tpf)(2F 5%2) = 3 Sveran f (2 F potrs) = apf(2 F ;) donne :

(36) St @= 3 [ et

Soit I, C p~"Z un systéme de représentants de (p~"Z/p~"+'Z) " dont la réduction
dans Z/cZ vaut v, on a D(co,n) = (Ies,, , D(b,—n+1)) II.D(co,n+ 1) et le méme
calcul que précédemment combiné avec (35) donne encore :

enf  sut@= [ wte+ Y [ e
D(oo,n) D(oo,n+1) D(b,—n+1)

Les égalités (36) et (37) assurent que ujf’c , est bien défini sur Sym* 2E2®St C Z(k).
Pour savoir que uf .,» 5€ prolonge sur toutes les fonctions de B (k), c’est-a-dire définit

bElso,n

bien un élément de O(k)P, il suffit de montrer qu’il existe Cf ., € E tel que pour
tout j € {0,--- ,k—2},ona fD(oo,n)zjuicyV(z) € Cf,c,up"(#_j)ﬁg pour tout n € Z
et [p(am(? ~ a)us,,(2) € Cj.e,p™I="29) 6 pour tout n € Z et tout a € Zp (cf.
§3.2). Cela résulte facilement de (34), du §4.1, de (35) et du fait que val(a,) = %
(cf. (18)).

O
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Il y a des relations dans O(k)® entre les uf’cyu, cf. Cor.5.2.3 ci-dessous.

Le résultat suivant, essentiellement di & Darmon (k = 2) et Orton (k > 2, cf.
[25], §6.3) mais dont on redonne une preuve, montre que 'on peut retrouver les
distributions N,Jf,c,u par une « spécialisation » convenable des symboles modulaires

&% € Homps () (Do, O(k)°) du §4.3 :

Proposition 5.2.2. — Pour ¢ € Z tel que (c,p) = 1 et pour v € Z/cZ, on a dans

O(k)® :
(5 ) ot -20) = oo

ou l’on désigne encore par v un relevé quelconque de v dans Z.

Démonstration. — 1l suffit de montrer que ((C) V) (6% ({00} —{—%})) coincide avec

,c - u .o, SUT Sym’c 2FE2?2 @ St. Comme les deux distributions sont par construction
nulles sur les polynémes de degré au plus k — 2, on peut oublier le point & l’infini
et se limiter & I'image dans (k) des fonctions de C(k) de la forme 271 D(a,n) OU
j€{0,---,k—2},n € Z,a € Zp” tel que a = v (c) et 1p(a,n) est la fonction
caractéristique de D(a, n). On laisse au lecteur le soin de vérifier que, par I’application
Sym*2E? ®p E[GLa(Qp)/U(Zp)Qp] — Sym**E? ®p St — %(k), T? @ [ao] ~

. . " a .
291p,0) et T? @ (1:) 1) [ao] — 2?1 p(q,n)- Supposons d’abord n impair. On a par
(24) :

(5 %) 2= (% %) ) -

ﬁ({oo}—{—%})((() ) (1) ® (0 :) (’”0 “1‘) )

= _CTl:-z-(/oo F(a,z)(cz + ll)jdz)i

A
c

ou :

Les propriétés (20) et (ii) de F' donnent :

k(nt1)
- "‘2 k—1

x(p)~"F x(p)p lon P
Fla,z) = — CNwz +)F F(ao, W, '2') = —X(P)T;H@(flw;l)(zl)
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n  a-v

p c
0 1
vaut donc en utilisant (19) et (18) :

ou 2’ = z (noter que l'on utilise ici a = v (c)). L’intégrale précédente

x(p)~ 7 pF1 (

k(n+1) k
p—=z ck—2ap C

” f(Z)(cz + l/)jdz>:{E = —%(/_o: f(Z")(cz + u)jdz)i.

-k
c

On vérifie enfin par un changement de variables ’égalité :

[} o]
f(Z)(cz+v)dz = p"/ f(2)(a+p"cz)’dz
- -5tz
d’ot la méme égalité avec £ ce qui achéve la preuve pour n impair au vu de (34).
Pour n pair, I'introduction de W), et 'usage de la formule (19) sont inutiles : on a un

calcul analogue plus simple que 1'on laisse au lecteur. O

Corollaire 5.2.3. — Soit (c,c/) € Z x Z tel que (¢,p) = (d,p) = 1 et
(v,V') € Z/cZ x Z/C'Z tel qu'il existe des relevés encore notés v et v' dans Z
vérifiant v/c =v'/c, alors dans O(k)® :

k—2 c
+ C v 0 +
/J‘f,c,u = c,k_.z (B 1) (u‘f,c’,u’)‘

Des résultats du §5.1, on déduit alors :

Corollaire 5.2.4. — Supposons k > 2. Il existe un unique £ = —Z(f) € E tel que,
pour tout c € Z tel que (¢,p) =1 et tout v € Z/cZ, on a ,u?‘w € O(k, £)® c O(k)®.

Démonstration. — Par le (ii) du Cor.5.1.5, le (iii) de la Prop.4.3.2 et la Prop.5.2.2, on
a ,u}t,c,u € O(k, —cg/(f))b C O(k) pour tout ¢ € Z tel que (c,p) = 1 et tout v € Z/cZ.
Inversement, supposons p}tyc’,, € O(k,.#)® pour tout c,v. Soit r € Q, il est facile de
trouver y € T7(NV) et c,v avec (c,p) = 1 tels que y({oo} — {—%}) = {0} — {r}, d’odt
®E({oo} ~ {r}) € O(k, £)" par la Prop.5.2.2 puisque ®% commute & I'?(N). Donc
&% € Hompe (yy (Do, O(k, £)°) et £ = —Z(f) par le Cor.5.1.5. O

Par le Th.3.3.3, on en déduit finalement :

Corollaire 5.2.5. — Supposons k > 2 et soit E une extension finie de Q, dans @;

contenant Ey et pF/2. Alors il existe un unique & = —‘57( f) € E tel que, pour tout
c €Z tel que (¢c,p) =1 et tout v € Z/cZ, on a :

[ weut =0
P1(Qp)

pour toute fonction h : Qp, — E de la forme :

h(z) = Z Ai(z — ;)" log (2 — 2;)
i€l
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ou I est un ensemble fini, \; € E, z; € Qp, n; € {[k—§—2J +1,...,k — 2} et
deg( Yier Milz — 2z:)™) < 552

(1]
2
3!
(4]
[5]
(6]
7]
(8]
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