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(¢,[)-MODULES ET REPRESENTATIONS
DU MIRABOLIQUE DE GL;(Q,)

par

Pierre Colmez

Résumé. — On construit des foncteurs D — DXQp et D +— DR Qy, de la catégorie
des (¢, I')-modules étales dans celle des représentations du mirabolique de GL2(Qjp).
Dans le cas du (¢, I')-module trivial, le module D'® Q, s’interpréte naturellement
comme ’espace des mesures bornées sur Qp. En traduisant, en termes de (¢, I')-mo-
dules, les opérations élémentaires sur les mesures (multiplication par une fonction
continue, image directe par un difféomorphisme local), on munit le module D X Q,
d’opérations analytiques. Toutes ces constructions jouent un grand role dans I’éta-
blissement de la correspondance de Langlands locale p-adique pour GL2(Qjp). Enfin,
on démontre une loi de réciprocité explicite qui généralise celle de Perrin-Riou et
intervient dans ’exploration des liens entre les correspondances de Langlands locales
p-adique et classique (pour GL2(Qp)).

Abstract ((p, I')-modules and representations of the mirabolic of GL2(Q,)). — This paper
is devoted to the construction of functors D — DX Qp and D +— D'R Qp from the
category of étale (¢, I')-modules to that of representations of the mirabolic subgroup
of GL2(Qp). If D is the trivial (¢, I')-module, D" K Q,, is naturally isomorphic to the
space of bounded measures on Qp. Translating in terms of (¢, ')-modules the usual
operations on measures (multiplication by a continuous function, pushforward by a
local diffeomorphism) endow DXQ,, with analytic operations. All these constructions
play an important role in the definition of the p-adic local Langlands correspondence
for GL2(Qp). Finally, we prove an explicit reciprocity law generalizing that of Perrin-
Riou, which is used in the comparison between the classical and p-adic local Langlands
correspondences (for GL2(Qp)).

Introduction

Notations générales. — On fixe une cloture algébrique Q—p de Qp, et on note Yq,

le groupe de Galois absolu Gal(Q,/Q,) de Qp. On note x : Y, — Zj le caractére
cyclotomique;; il induit un isomorphisme de I' = Gal(Qp (1= )/Q,) sur Z5. Sia € Zj,

Classification mathématique par sujets (2000). — 11S**,
Mots clefs. — (¢, T')-modules, loi de réciprocité.
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62 P. COLMEZ

on note o, € I' I’élément défini par x(o,) = a. On note S le noyau de x et 5’ le
groupe de Galois absolu de I’extension abélienne maximale de Q, (on a J#' C ).
Enfin, soit ™" = Gal(Q}"/Qy). Alors 9q, /5" est I'abélianisé gg; de 9q,, les groupes
T" et I'™" s’identifient aux sous-groupes de 546‘; fixant QF et Qp(p, ) Tespectivement,
et g&: =T x I'™,

On fixe) aussi une extension finie L de Q, contenue dans Gp, et on note Og
I'anneau des séries de Laurent f = > ,cz arT*, & coefficients dans € et vérifiant
limg_,_ oo ax = 0. On note kg = ki ((T)) le corps résiduel de Og et & = ﬁg[%] son
corps des fractions. Enfin, on note &} le sous-anneau OL[[T]] de O et k} = k[[T7]
Panneau des entiers de kg, et on pose &+ = O£[].

On munit O, 6’;2, ke, k;; et & d’actions O -linéaires continues de I' et du frobe-
nius ¢, respectant les structures d’anneaux, en envoyant T sur o(T) = (1+T)? — 1
et 0,(T) = (1 +T)% — 1, si a € Zj. Ces actions commutent entre elles.

On rappelle que :

- la transformée d’Amice p — A, = [, (1 + T)*u induit un isomorphisme
D0(Zy,L) = &1 o Do(Zy, L) est Vespace des L-mesures sur Z, (i.e. le dual de
l'espace €°(Z,, L) des fonctions continues sur Z,).

— lapplication f +— ¢ induit un isomorphisme &/&+ = €°(Z,, L), ot ¢¢(z) est,

si & € Zp, le résidu en 0 de la forme différentielle (1 + T)* f (T)Td+T_T’

Cadre général. — On dispose, grace & Fontaine [17], d’une équivalence de caté-
gories entre les (o, I')-modules étales et les représentations p-adiques de ¥q,. Dans
cet article, on construit un certain nombre de foncteurs associant & un (¢, I')-module
étale sur Og ou sur & des objets de nature diverse. En vue de la correspondance
de Langlands locale p-adique, les foncteurs les plus importants sont les foncteurs
D — DK Q, (pour un (¢,I')-module étale sur Os) et D — (D' X Q,), (pour
un (¢, ')-module étale sur &) associant & un (¢, I')-module étale une représentation
du mirabolique P(Q,) = {(&%), a € Q;, b € Q,} de GL(Qp). Si V est une
L-représentation irréductible de dimension 2 de ¥q,, et si D et II sont respective-
ment le (¢,I')-module et la représentation de GL2(Q,p) qui lui sont associés, alors
(D" R Qp)s, olt D est le dual de Tate de D, est naturellement isomorphe, en tant que
représentation de P(Q,), au dual de II. Les th. 0.4 et 0.6 ci-dessous, dont des cas
particuliers peuvent se trouver dans [3, 4, 12] permettent respectivement de montrer
que IT est irréductible et que la correspondance V — II est injective.

Les foncteurs D +— D! et D — D¥. — La construction du foncteur D — D'XQ,, et
son étude passent par l'introduction d’un certain nombre de foncteurs intermédiaires

(1) On se permet parfois de remplacer L par une extension finie; L est donc variablement fixe...
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REPRESENTATIONS DU MIRABOLIQUE DE GL3(Q;) 63

qui ont leur intérét propre. La plupart des résultats de ce paragraphe étaient connus
de Fontaine () ([18], non rédigé).

Construction de sous-modules d’un (¢,T')-module. — Un (¢, I')-module étale est muni
d’un opérateur 9 (dans la théorie des équations différentielles p-adiques, cet opérateur
est «le 1 de Dwork »), qui est un inverse a gauche de ¢ et commute & ’action de I". Cet
opérateur joue un grand rdle dans I’étude [20, 21], via les (¢, I")-modules, de la co-
homologie galoisienne des représentations p-adiques de %q, ; en particulier, le module
D¥=! est, d’apres un résultat de Fontaine (non publié mais voir [7]), naturellement
isomorphe au module d’Iwasawa intervenant dans la construction des fonctions L
p-adiques a la Perrin-Riou.

Si D est un (p,I')-module étale sur &g, on définit ses sous-&r-modules suivants :

e Dt ={z € D, (¢"(2))nen est bornée dans D},

e D*t ={z€ D, ¢"(z) — 0, quand n — +oo},

e D™ Dintersection des ¢™(D), pour n € N,

e D! le plus petit sous—ﬁ}?—module compact de D stable par ¢ et engendrant D,

e D! le plus grand sous—ﬁ’zl—module compact de D stable par v, sur lequel ¥ est
surjectif.

Si D est un (¢, I')-module étale sur &, on définit les L-espaces vectoriels Dt, Dt+
et D™ comme ci-dessus, et pour définir D! et D! on remplace « sous-ﬁg.f-module
compact » par « sous-&T-module localement compact », ce qui revient & choisir un
Og-réseau A de D stable par ¢ et I' et & poser D¥ = L ®4, A' et D! = L ®4, A"
(On a aussi DY = L®g, AT, D™t =L g, ATt et D™ = L ®¢, A™.)

Le module trivial. — Si D = &, on a Dt = Db = &+ Dtt = T&+, D™ = [
et D! = T-1&*. Comme &+ et &/&* sidentifient respectivement aux espaces
P0(Zyp, L) des mesures sur Z, et ¢°(Z,, L) des fonctions continues sur Z,, on voit
que D% et D/D"! sont en dualité dans le cas du module trivial.

Principales propriétés. — L’opérateur ¢ a tendance a augmenter les dénominateurs
en T (sur kg, il les multiplie par p puisque ¢(T") = TP modulo p), et son inverse
a gauche 1 a tendance & les diminuer, ce qui explique pas mal des propriétés des
modules définis ci-dessus.

- On a les inclusions Dt+ ¢ Dt ¢ D! c Dt.

-~ On a Dt = D™ @ D**. Par ailleurs, si V est la représentation de %q, associée
a D via I’équivalence de catégories de Fontaine, alors

D™ = (W(F,) ®z, V) = (W(F,) ®z, V).

(2) Je lui dois en particulier 'énoncé du (i) du th. 0.1.
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64 P. COLMEZ

On en déduit que D™ est petit® : si D est un (p,I')-module sur O, alors
dimy, (kL ®¢, D™) < dimg, (ks ®¢, D), et si D est un (p,I')-module sur &, alors
dim;, D™ < dimg D.

— Si D est de torsion sur &g, alors DT+, Dt Db et D' sont ouverts dans D. Par
contre, si D est un (p,')-module sur &z, sans torsion, ou sur &, alors D*+ et D
sont, en général, nuls (), tandis que D" et D! sont assez gros pour engendrer D.

— Comme on le voit sur ’exemple D = &, un élément de D! a peu de dénominateurs
en T'; c’est dii au fait que ¥ diminue les dénominateurs en 7. Une des propriétés
fondamentales de D¥ est que ’action de 9 sur D/ D! est topologiquement nilpotente ;
autrement dit, si D est de torsion, et si € D, alors ¢¥"(z) € D!, pour tout n assez
grand. On voit aussi, sur cet exemple, que D¥/ D! est relativement petit, ce qui s’avere
extrémement précieux pour beaucoup de questions, le module le plus intéressant étant
Db, et celui le plus facile & manier étant D grace & la propriété ci-dessus.

— Les modules ci-dessus sont tous stables par I'. Les foncteurs qu’ils définissent
n’ont pas de trés bonnes propriétés d’exactitude. Le seul résultat non immédiat sur
la définition est la surjectivité des applications Dg — Dg et D;‘ - Dg si Dy — Dy est
un morphisme surjectif de (¢, I')-modules.

Dualité. — Si D est un (p,T')-module, on note D son dual de Tate; c’est un
(¢,T)-module qui, en tant que &r-module, est naturellement isomorphe au dual
topologique de D. L’opérateur ¢ sur D est alors I’adjoint de ¢ sur D, ce qui est 3 la
base de la définition [21], en termes de (p,I')-modules, de la dualité locale pour la
cohomologie galoisienne. Le dual de Tate de D est naturellement isomorphe & D.

Théoréme 0.1. — Soit D un (p,I')-module de torsion.
(i) Dt et DY sont exactement orthogonauz ainsi que D+ et D¥.
(ii) DY, DY et D¥/D" sont les duauz respectifs de D/D*+, D/D* et D™.

Ce résultat ne s’étend pas aux (p,I')-modules qui ne sont pas de torsion, mais on
a quand méme le résultat suivant dont on déduit que D¥/D" est toujours assez petit
(et méme en général nul, si D est un (¢, I')-module sur &).

Corollaire 0.2. — (i) Si D est un (p,T')-module sur &, alors D/ Db est le dual de D™.
(ii) Si D est un (p,T')-module sur Og, alors D/ D" est le dual de ((Qp/Z,)® D)™.

(3 Si D est irréductible, de dimension > 2 sur &, alors V¢ " =0 et DT est plus que petit : il est
nul!

(4) Si D* engendre D, on dit que D est de hauteur finie (notion introduite dans [17], et étudiée
dans [2, 9, 26]; voir en particulier le th. D de [2].
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REPRESENTATIONS DU MIRABOLIQUE DE GL2(Q,) 65

Construction de représentations du mirabolique. — Soit P le sous-groupe
mirabolique de GLy. On a donc P(Q,) = (%; ci”) et P(Z,) = (ZO; le )

Généralités. — Soit M un Or-module muni d’une action de P(Z,) et d’un opérateur
surjectif ¥ commutant & (ZO; (1)) et vérifiant ((32°) - 2) = (§%) - ¥(z), pour tous
z € M et b € Z,. Notons M K Q, I'ensemble des suites ®) (z(™),cn d’éléments
de M, telles que ¢(x("+1)) =z, pour tout n € N. On montre alors facilement que
les formules suivantes définissent une action de P(Q,) sur M X Q,, :

(a) sia € Z3, alors (89) - (2™)nen = (¥ )nen, avec y™ = (29) - ™ pour
tout n € N;

(b) si k € Z, alors (#* 2) - (@™)nen = (y™)nen, avee y™ = 2™+, pour tout
n>—k;

() 5i b € Qpy alors (52) - (@™)nen = (¥™)nen, avee y™ = (1272) 2™, pour
tout n > —vp(b).

Si M est un L-espace vectoriel muni d’'un & -réseau M, stable par P(Z,) et 1, on
note (M X Q,)s le sous-L-espace vectoriel L @4, (Mo X Q,) de M K Q,.

Supposons que M est muni d’une action du semi-groupe Pt = (ZPB{O} le’), et
pas seulement de P(Z,), telle que 3 soit un inverse & gauche de ¢ = (59), et que
les opérateurs Res;ypz, = (3 1) opoyo(§7*), pouri€ {0,...,p— 1}, qui sont des
projecteurs, soient orthogonaux deux a deux et que leur somme soit l’identité. Alors
on peut définir, pour tout ouvert compact U de Qp, un sous-module M XU de MXQ,
et une application de restriction & U qui est un projecteur Resy : M X Q, - M XU
vérifiant les propriétés suggérées par la notation (cf. exemple des mesures sur Q, ci-
dessous). Dans ce cas, M s’identifie &8 M K Z,, de (via £ — (¢™(z))nen) €t, via cette
identification, Resz, devient I’application (z(™)nen — (9.

Si M est un L-espace vectoriel, alors MXU C (MXQ,)s, pour tout ouvert compact
U de Q,.

Mesures sur Qp. — Si M = Dy(Z,, L), et si ¢ est défini par fzp oY(p) = fpz,, ¢(%) s
alors M ® Q,, est l'espace des mesures sur Q, (i.e. le dual de I'espace €°(Q,, L),
des fonctions continues & support compact) muni de 'action de P(Q,) définie par
pr o (3= pr #(az+b) p. L'espace (MXQ,), est, quant a lui, 'espace Zo(Q,, L)
des mesures bornées () sur Q, qui est le dual de I’espace des fonctions continues
tendant vers 0 a l'infini.

(5) Notons que la connaissance des z(™), pour n > 0, permet de reconstruire (™) pour tout n en
itérant .

(6) Une mesure bornée sur Qp est la méme chose qu’une distribution globalement d’ordre 0 (cf. [13,
n° IL5)).
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66 P. COLMEZ

Si U est un ouvert compact de Qp, alors Zy(Zp, L) X U est 'espace des &r-me-
sures sur U et 'application Resy définie plus haut est la restriction d’une mesure &
Pouvert U, c’est-a-dire la multiplication par la fonction caractéristique 1y de U.

C’est a partir de cet exemple que les formules ci-dessus ont été obtenues.

Les modules DRQ,, et D°RKQ,,. — Si D est un (p, I')-module, ce qui précede s’applique
en particulier 8 M = D, M = D% ou M = D*, I'action de P(Z,) étant définie par la
formule
(8%) 2= (1+D)Pou(2),

Popérateur v et, dans le cas de D, 'opérateur ¢, étant ceux fournis par la théorie des
(¢, T)-modules. On dispose donc des P(Q,)-modules DXQ,, D"KQ,, et D¥KQ,. De
plus, D étant muni d’un opérateur ¢, on dispose, pour tout ouvert compact U de Q,,
d’un sous-module DX U de D X Q, et d’un projecteur Resy : DX Q, — DXU. Le
module D s’identifie au sous-module D X Z,, et le sous-module D X Z7 de D X Z,
est, via cette identification, égal & D¥=0.

Le foncteur D — D K Q, est (trivialement) exact. Le foncteur D — D'X Qp ne
I’est pas, mais on a le résultat suivant :

Théoréme 0.3. — Le foncteur D — D¥ X Q, est ezact.

Comme on dispose d’un isomorphisme D X Q,/D" K Q, = D!/D", induit par
Resz, : DX Qp, — D, et comme D% /D" est petit, cela permet d’utiliser le théoréme
ci-dessus pour étudier le foncteur D + D% X Q, qui est le plus pertinent pour les
applications & la correspondance de Langlands locale p-adique.

Afin de ne pas multiplier les énoncés, nous ne considérerons que des (¢, I')-modules
sur & dans ce qui suit. Les Og-réseaux d’un (¢, I')-module sur & étant tous commen-
surables, les P(Q,)-modules (DX Q,)s, (D' K Q,)s et (D* K Q,), ne dépendent pas
du choix d’un tel réseau.

Théoréme 0.4. — Si D est un (p,I')-module étale, irréductible sur &, alors le
P(Q,)-module (D" K Q,), est topologiquement irréductible.

Un quasi-inverse du foncteur D — D" Qp. — Si M est un L-espace vecto-
riel topologique localement compact muni d’une action continue de P(Q,), on dit
que z € M est nul a Uinfini si (§%) - tend vers 0 dans M quand b — oo dans
Qp. On note (7) M, Pensemble des éléments de M nuls & l'infini; c’est un sous-
P(Qp)-module de M. Si D est un (¢,I')-module étale sur &, alors (DX Q,)pc est un
sous-P(Qyp)-module de (D K Qy)s.

(7) Le « pc » en indice signifie « presque & support compact » ; mettre un 0 en indice aurait causé des
conflits de notations.
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REPRESENTATIONS DU MIRABOLIQUE DE GL2(Q,) 67

Soit & le complété du perfectisé de & et &7 celui de &F. Laction de ¢ devient
bijective sur & et & +, et 'action de I' se prolonge de maniére unique en une action
commutant & celle de ¢. On dispose d’un analogue p-adique = — [(1+ T")%], & valeurs
dans ng, de z — €272, L’anneau &+ s’identifie, grace a la transformée de Fourier
oo pr (1 + T)*] u, & Vespace Zo(Qp,L)pc des mesures sur Q, nulles & 'infini;
&/&* s'identifie naturellement au sous-espace de %°(Qp, L) des fonctions tendant
vers 0 a l'infini.

Si M est comme ci-dessus, alors M et My sont naturellement des (y,I")-modules
sur &+, la multiplication par [(1+ T)®] correspondant & I'action de (} %), si b€ Q,,
et les actions de ¢ et o4, correspondant a celles de (59) et (89).

Si D est un (¢,I')-module étale sur &, on note Dle (¢,T)-module & ®¢ D; c'est
un (p,T)-module étale sur & (Paction de ¢ est bijective et de pente 0). Le fonc-
teur D — D est une équivalence de catégories : le foncteur inverse associe & un
(¢, T')-module 5, étale sur & , Punique sous-&-espace vectoriel D de 5, stable par ¢
et T', tel que 'application naturelle & Qe D — D soit un isomorphisme.

On note D* 'ensemble des z € D tels que la suite (¢™(2))nen soit bornée dans D.
Alors D est un sous-&+-module de D, qui est stable par ¢, ¢! et T, et on prouve
que D=¢& Qz4 5+, ce qui fait que I’on peut retrouver D & partir de D*. On a alors
le résultat suivant :

Proposition 0.5. — Le (p,T)-module (D* R Q,)pc s’identifie naturellement a D+.

Comme on peut retrouver le (¢,I')-module D & partir de 5+, cela montre qu’on
peut aussi le retrouver & partir du P(Qp)-module topologique (D' Qp)e-

Théoréme 0.6. — Soient Dy, Dy deuzx (¢,I')-modules sur &. Si les P(Q,)-modules to-
pologiques (DE XQp)s et (Dg XQ,)s sont isomorphes, alors Dy et Dy sont isomorphes
en tant que (p,I')-modules.

Remarque 0.7. — (i) La description de D* & partir de D' ¥ Q, donnée ci-dessus
utilise la topologie de D! ® Qp, qui est la topologie faible. Dans le texte principal,
on donne une seconde description, plus algébrique, ce qui permet de supposer que
I’isomorphisme Dg XQ, = Dg X Q, est seulement continu pour la topologie forte (i.e.
un Op-réseau est envoyé dans un &p-réseau).

(ii) On déduit de ce qui précede une construction particulierement directe de la cor-
respondance IT — V définie dans [15]. Le dual faible IT* de II est un L-espace vectoriel
localement compact muni d’une action de GL2(Q,) et donc, a fortiori, de P(Q,). Le
module & ® 7+ Hpe est un (¢, I')-module étale sur & il provient donc par extension
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68 P. COLMEZ

des scalaires d’un (¢, I')-module étale D sur &. Alors V est le dual de Tate de la repré-
sentation correspondant & D par I’équivalence de catégories de Fontaine (®). Il semble
toutefois difficile de prouver, & partir de cette construction, les propriétés requises de
la correspondance I — V.

(iii) Les modules DR Q,, et 5/ D+ sont duaux l'un de 'autre (dans le cas D = &,
cette dualité redonne la dualité entre Zo(Qp, L) et le sous-espace de €°(Q,, L) des
fonctions tendant vers 0 & linfini). Si V' est une L-représentation irréductible de
dimension 2 de 9q,,, et si D et II sont les objets qui lui correspondent, cette dualité
fournit un isomorphisme II = 5/ D* de P(Qp)-modules qui s’avére trés utile pour
I’étude de II.

Opérations analytiques sur les (¢, I')-modules et lois de réciprocité expli-
cites. — Si D est un (¢,I')-module étale sur O, alors D X Z5 est un Og(I')-mo-
dule ® ayant les mémes diviseurs élémentaires que le &s-module D.

En traduisant en termes de (p,I')-modules un accouplement classique en théorie
d’Iwasawa, on définit un accouplement

(, Jw: (DRZ:) x (DRZ) - 65 RZ],

qui est Og(T")-linéaire en la seconde variable et &g (I')-semi-linéaire en la premiére.
Cet accouplement encode les accouplements entre groupes de cohomologie galoisienne
le long de la tour cyclotomique.

Multiplication par une fonction continue. — En traduisant en termes de
(¢,T)-modules les formules définissant la multiplication d’une mesure par une
fonction continue, on obtient, si U est un ouvert compact de Q, et a € €°(U, O1),
une application &' -linéaire continue my, : D XU — D K U. Un exemple intéressant
de cette construction est la multiplication m; par x sur Z,; on obtient de la sorte
une connexion sur D, qui n’est autre que la connexion introduite par Fontaine [17]
et étudiée par Tsuzuki [25].

Image directe par un difféomorphisme local. — En exprimant de méme I'image directe
d’une mesure par un difféomorphisme local f : U — V, ou U et V sont des ouverts
compacts de Q,, on obtient une application &'-linéaire continue f, : DRU — DXV

Convolution multiplicative. — En traduisant en termes de (¢, I')-modules les formules
définissant la convolution de deux mesures sur Zj, on obtient, a partir d’une appli-
cation Og-bilinéaire M : D; x Dy — D3 commutant aux actions de ¢ et I', une

(8) L’anneau A de Fontaine fournit une description encore plus directe : V = ((L ®z, K) ® 5+
I, )e=L.

(%) L’anneau g (T") est obtenu & partir de &1 [[[']] par le procédé permettant d’obtenir &g & partir
de 0’;; : on inverse v — 1 ol v € I est d’ordre infini, et on compléte pour la topologie p-adique.
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REPRESENTATIONS DU MIRABOLIQUE DE GL2(Q;) 69

application O (T')-bilinéaire
Mz; : (D1 R Z}) x (D, ®Z;) —» D3 W Z,

Ce qui précede s’applique & P’accouplement canonique ( , ) : D x D — Og TiLT; on
note ( , ) zZ: I’accouplement obtenu par le procédé précédent.

Ces constructions sont utilisées dans [15] pour définir un module D ®s P! muni
d’une action de GL2(Q,) & partir de n’importe quel (¢, I')-module étale et n’importe
quel caractére continu § : Q, — O7. Si D est de dimension 2 et si § est choisi
convenablement, alors D ;s P! est une extension de la représentation IT de GL2(Q,)
que l'on cherche en vue de la correspondance de Langlands, par son dual (tordu
par 6). Dans cet article, on n’utilise que w, : DX Z,— DXZ,, ouw:Zy, — Zy est
le difféomorphisme z — 1/z, pour établir la loi de réciprocité explicite suivante (dans
laquelle d : Og — Op l‘i—TT est la différentielle).

Théoréme 0.8. — Si z; € DK Z; et zo € DX Zy, alors
d((21, 22)1w) = —(ws21, 22) 23 -

Le membre de gauche s’exprime en termes de cohomologie galoisienne; celui de
droite, dans le cas oli la représentation V' de ¥q, attachée a D est cristalline, s’exprime
en termes de distributions & valeurs dans D¢,is(V) et Dcris(f/). On retrouve ainsi (au
moins formellement) la loi de réciprocité explicite de Perrin-Riou [22] telle qu’elle est
énoncée dans [8].

I. (¢,I')-modules

Ce chapitre regroupe les résultats de base de la théorie des (¢, I')-modules (topo-
logie, dualité). Beaucoup de ses résultats et de ceux du chapitre suivant se trouvent
déja dans les deux articles de Herr [20, 21] consacrés aux applications de la théorie
des (¢, T')-modules a la cohomologie galoisienne des corps locaux.

I1.1. Og-modules de type fini

Ce § regroupe des définitions et des résultats purement techniques qui seront utilisés
dans le reste de larticle.

1. Réseauz et treillis. — Si A est un anneau local complet pour une valuation dis-
créte, d'idéal maximal m, et si D est un A-module de type fini, on définit la dimension
dim g D de D sur A par la formule

dimy D = dim g/ D/mD.

Si D est libre de rang d sur A, alors dim4 D = d, et dans le cas général, le théoréme
de structure des modules sur les anneaux principaux montre que, si dimg4 D = d,
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alors il existe ki,...,kq4 € N U {+oo} non nuls, et e,...,eq € D, tels que
(z1,...,24) — T1€1 + - - - + T4e4 induise un isomorphisme de HLI(A/mki) sur D. Si
A est muni d’une topologie (d’anneau) plus faible que celle induite par la valuation
discrete, cela permet de munir D d’une topologie faisant de I’isomorphisme précédent
un homéomorphisme, H‘le(A/mki) étant muni de la topologie produit. La topologie
ainsi obtenue sur D ne dépend pas du choix de eq,...,eq. En effet, un autre choix
se traduit par une bijection A-linéaire de [J&,(A/m*) dans lui-méme, et une telle
bijection est continue car A-linéaire, et donc est un homéomorphisme puisque son
inverse est aussi continu pour la méme raison.

Ce qui précede s’applique en particulier aux &g-modules de type fini. On munit O
de la topologie faible pour laquelle les T™ 6’; +p* O, pour k,n € N, forment une base
de voisinages de 0 et pour laquelle & est complet, ce qui munit tout &g-module de
type fini de la topologie faible (la topologie forte étant juste la topologie p-adique).
On note & = ﬁg[%] le corps des fractions de Og, et on munit & = U,enp " O¢ de
la topologie de la limite inductive, chacun des &g-module p~" s étant muni de la
topologie faible.

Définition I.1.1. — (i) Si D est un kg-(resp. un &)-espace vectoriel de dimension fi-
nie d, un réseau de D est un sous-k}-(resp. Og)-module de type fini de D contenant
une base de D ; comme k} (resp. Os) est un anneau de valuation discréte (et donc
principal), un réseau de D est libre de rang d sur k} (resp. sur Og).

(ii) 8% D est un Og-module de type fini, un treillis M de D est un sous-ﬁ; -module
compact de D dont l’image dans D/mpD est un réseau.

Proposition 1.1.2. — Soit D un Og-module de type fini et de torsion.
(i) Un sous-0F -module compact de D est un treillis si et seulement si il est ouvert.
(ii) Si M est un treillis de D, alors D = UgeczT *M et les T*M, pour k € N,
forment une base de voisinages de 0 dans D.
(iii) Si M et N sont deuz treillis, il existe a > b € Z tels que T°M C N C T°M.
(iv) Si M C N sont des treillis de D, alors N/M est un Or-module de longueur
finie.

Démonstration. — Soit d = dimg, D. Comme D est supposé de torsion, il existe
e1,...,eq € D et ky,...,kg € N tels que D = (ﬁg/m'}j)el @D (ﬁg/mlzd)ed.
On note M, le sous-ﬁg.f-module de D engendré par e;,...,eq; c’est un treillis. Par
définition de la topologie de D, les T™ My, pour n € N, forment une base de voisinages
de 0 dans D, et D est la réunion croissante des ouverts T~" Mj, pour m € N. En
particulier, si M est un sous—ﬁ(};-module ouvert de D, alors il existe b € N tel que
M contiennent T® M. Ceci implique que I'image de M modulo m contient le réseau
engendré par T%€,, ..., T84, et donc que M est un treillis s’il est compact.
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Réciproquement, si M est un treillis, il existe ¢ tel que I'image de M modulo my,
contienne T°€y,...,T°,. Il existe donc fi,..., fq € D tels que f; ait pour image T°€;
modulo my, si1 < i <d. Les f;, pour 1 < i < d, forment alors une famille génératrice
de D sur Og, et on peut donc écrire e;, pour 1 < j < d, sous la forme Z;Ll a; ;[
avec a; j € Og, pour 1 < 4,5 < d. Soit k € N tel que m’ZD = 0. Il existe alors b € N
tel que T%a;; € ﬁ}? +mk g, quels que soient 1 < 4,5 < d. Ceci implique que M
contient TPe;, ..., T%eq et donc aussi T®My. On en déduit le (i).

Par ailleurs, si M est un treillis, on peut extraire un sous-recouvrement fini du
recouvrement de M par les T~™ My, ce qui montre qu’il existe a € Z tel que M soit
inclus dans T°Mj. Les points (ii)-(iii) se déduisent alors sans difficulté de 'existence
de a,b € Z tels que T°My D M D T°M,, et le (iv) se déduit du (iii) et de ce que
6’; /(P*,T™) est de longueur finie sur &7, quels que soient k,n € N.

Remarque 1.1.3. — Comme ¢(T) = (1+T)? —1=T? mod p, on a c,o(T)I"k_1 =77
sur D si D est tué par p*. Il en résulte que I'on peut remplacer T par ¢(T) ou méme
par ¢"(T) dans les (ii) et (iii) de la prop. 1.1.2

2. Morphismes de Og-modules

Lemme 1.1.4. — Si D, — Dy est un morphisme surjectif de Og-modules de type fini,
et si My est un treillis de Dy, alors il existe un treillis My de Dy dont l’image dans
D2 est M2

Démonstration. — La compacité de M, implique que son image dans D,/p*D, est
de type fini sur ﬁ;.f, quel que soit £ € N. On en déduit l'existence d’une famille Ji,
pour k € N, d’ensembles finis, et d’une famille e, ;, pour k € N et j € Ji, d’éléments
de D, tels que M, soit l'adhérence dans Dy du ﬁ;—module engendré par les pkej,k.
11 suffit alors de prendre pour M; I’adhérence dans D; du ﬁ}-module engendré par
les p’“éj,k, ol €; € D, est un relévement quelconque de ek, si k € N et j € Ji.

Lemme 1.1.5. — Soit D un Og-module de type fini, et soient M D N des treillis de
D. Sif: M — M est Or-linéaire, surjective, avec f(N) C N, alors f induit une
bijection de M/N sur lui-méme.

Démonstration. — Comme M et N sont des treillis, on a M/N = lim M /(N + p* M)

et chacun des M/(N + p*M) est un &1-module de type fini sur lequel f induit une
surjection & -linéaire et donc une bijection. Ceci permet de conclure.

Proposition 1.1.6. — Si D et D' sont des &-espaces vectoriels de dimension finie, si
M est un treillis d’un Og-réseau de D, et si h : M — D’ est un morphisme continu
de ﬁ;—modules, alors h s’étend de maniére unique en un morphisme de &-espaces
vectoriels de D dans D’.
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Démonstration. — Soit d la dimension de D. Comme M est un treillis de D, il
existe ej,...,eq € M formant une base de D sur &, tels que M soit inclus dans
N =0Oge; @+ ® Opey. L'unicité d’un prolongement de h & D est immédiate car on
doit avoir h(zie; + - - + z4eq) = z1h(e1) + - -+ + zgh(eq), pour tous z1,...,z4 € &.
Pour montrer ’existence d’un tel prolongement, il suffit de montrer que I'on a bien
h(z) = z1h(e1) + -+ + zgh(eq), si * = z1€1 + -+ + z4eq € M (et donc (z1,...,z4)
varie dans un treillis de %).

Soit N’ le sous-Og-module de D’ engendré par h(M). Comme M est compact et h
continue, N’ est inclus dans un &g-réseau de D'. Maintenant, comme &g /(p* s+ 6})
est de T-torsion, il existe n € N tel que l'on ait T"z; = y; + 2; avec y; € 6’;
et z; € p*Ops. Posons y = Z?:l yie; et z = Zle zie;. Comme h est €F-linéaire,
on a T"h(z) = h(T"z) = h(y) + h(2) = h(z) + 3%, yih(e;). Par ailleurs, comme
Os/(p*Os + OF) est de T-torsion, il en est de méme de (M Np*N)/p*M et il existe
m € N tel que T™z € p* M, ce qui implique h(z) = T~™h(T™z) € p*N'. On a donc

d d
h(z) — Zwih(ei) =T™" (h(z) - Z zih(ei)) e pFN’.
i=1 i=1

Comme ceci est vrai pour tout k¥ € N et comme N’ est séparé pour la topologie
p-adique, c’est donc que h(z) — Efﬂ z;h(e;) = 0, ce qu’il fallait démontrer.

I1.2. (p,I')-modules étales

1. Catégories de (¢,T')-modules. — Si A est un anneau topologique muni d’actions
continues de ¢ et I' commutant entre elles, un (¢, I')-module D sur A est un A-module
de type fini muni d’actions semi-linéaires continues de ¢ et I' commutant entre elles.

Ce qui précéde s’applique en particulier & Og et &.

— Un (p,I")-module D sur Og est étale si p(D) engendre D comme &g-module;
Paction de ¢ est alors injective.

— Un (p,T')-module sur & est étale s’il posséde un Og-réseau stable par ¢ et I' qui
est étale.

Nous aurons besoin des catégories suivantes :
o II'et

ot s, catégorie des (¢, I')-modules étales, de torsion sur Og,

e dI°t(ks), catégorie des objets de ®I'SE . tués par my (i.e. des (p,T’)-modules
étales sur kg),
o BI°(Op), catégorie des (p,I')-modules étales, libres sur O,

o (&), catégorie des (p,I')-modules étales sur &.
Si D € ®I**(Os), alors D/p*D € ®T, pour tout k € N, et D est la li-

tors

mite projective des D/p*D. Par ailleurs, si D € ®I'®* (&), alors D posséde un
sous-Og-réseau qui est un objet de ®I'**(L). Dans la suite du texte,
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e un (p,T)-module étale sur Og désigne un objet de BT . ou de Pt (L),
e un (p,T')-module étale désigne un objet de ®I'et | de BI**(Ls) ou de P (&).

Un objet de ®I°*(&) est irréductible s’il ne posséde pas de sous-&-espace vectoriel
strict, stable par ¢ et T'. Un objet D de ®I'**(&s) est irréductible si L ®p, D est
irréductible comme objet de ®I'**(&).

2. Le dual de Tate d’un (p,T')-module. — Le module QL . des O -différentielles conti-
nues de Og est libre de rang 1 engendré, au choix, par dT ou par ld—f,:,,— On le munit
d’une structure de (¢, I')-module étale en faisant agir I' et ¢ sur ;22 par (10

dT dr

( B dT dT
oo(i3 ) =0

1+T)_1+T'

sia€Z;, et of

A partir de maintenant, on note :
¢ 05145 le (p,T)-module étale Qj_,
o 675 l’objet L®g, O de q)ret(é”)
o £/0sHL I +T le quotient de &-4%- 7 +T par Og4 7 +T; c’est la réunion croissante des

p*0s) 05 2L 117 qui sont des objets de oret

tors*

On définit le dual de Tate D d’un (¢, T')-module étale D par :
e D =Homg,(D,8/0s lJrT) siDeerg .,
D= Homgé. (D Og 1+T) siDe @Fet(ﬁ(g’),

) D = HOmg(D éaltiTT) Si D (S @Fet(éo)

Si D € ®T*(0s), et si Dy = D/p* D, alors Homg, (D, &/ 05 2%5) est la limite in-
ductive des Dy, et D est le module de Tate de Homg, (D, &/0s T +T) ('isomorphisme
implicite dans cet énoncé est celui qui envoie € D sur (ux)ren, ol ux(x) est 'image
de p~*u(x) modulo Og 1+T)

L’accouplement naturel sur D x D est noté (, ). On munit D d’actions de T et ¢
en imposant que

(v(@), 7)) =7z, y)), siv €T, et (p(z),¢(¥) = e{z,v)).

(La condition « D étale » est précisément ce qu’il faut pour garantir I’existence et
I'unicité d’un tel ¢ sur D, si D est un (p,T')-module sur &5.) Alors D est un objet
de ®I'S  (resp. DIt (O), resp. PI*(&)), si D est un objet de ®T'EL _ (resp. ®T(O%),
resp. ¥ (&)).

Dans tous les cas, le dual de Tate de D est naturellement isomorphe, en tant que
(¢, T')-module, & D.

(10) L3 formule Lp(l—‘_i’_%) = pl‘i—TT, qui semblerait naturelle, ne fournit pas un (p, I')-module étale.
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3. Résidus. — Le corps & est une extension de degré p de ¢(&), ce qui permet de
définir un inverse & gauche ¢ de ¢ par la formule ¢(f) = p~ o™ (Trg/u(s)f). Alors
1) laisse stable Og.

e ) commute & I',

o Y(fp(g)) = g¢(f), pour tous f,g,
o (I (1+ T)'e(f:) = fo,
eP(f)(1+T)P-1)=1 S f((L+T)¢—1),si feOF[L]
%(F) = 7 (en effet, 2 = Y075 (1 + T)ip($)).

Si f = ez kT est un élément de &, on définit le résidu de la forme différentielle
w = fdT par la formule résp(w) = a_1. On a rése(df) = 0, si f e &. Comme résg
envoie Ogp 4L 7 +T dans Oy, elle induit une application résg : &/6s 4L 7 +T —L/0Oy.

On note 9 Popérateur différentiel (1 + T') 4% de telle sorte que df = 9 f 4 AT
Lemme 1.2.1. — On a
dop=pypod, pOoyp=1o00 et doo,=a0,00, sia€Z,

Démonstration. — Dans le cas de ¢ et 04, cela résulte de ce que, si b € Zp,

A(f(1+T)°-1) =0((1+T)°-1)f'(1+T)*-1)
=b(1+T)P°F(A+T)°-1)=b0f)((1+T)°-1).

Maintenant, si f = Efz(}(l +T)'p(fi), on a

p—1 p—1
af =Y (iL+T)'p(f:) +p(1 + T)'e(8f)) = (1 + T)'p(ifi + pdfs),
i=0 1=0

et donc ¥ (0f) = pdfo = pd(¥(f)). Ceci permet de conclure.

Proposition 1.2.2. — Si f € &, alors :
(i) réso(oa(f) 1+T) = a " lréso(f 1+T) pour tout a € Zy,

(ll) réSO((p(f) 1+T) = reSO(,l/)(f) 1+T) = I'eS()(f i+ )

Démonstration. — Soit f € &. S'il existe g € & tel que f = dg, alors f-4L- itr = 49
et, d’apres le lemme 1.2.1, on a ¢(f)1+T = pd(¥(g)) et a“(f)1+T = a~td(0.(9)).
On a donc, dans ce cas réso(f T{LT) = réso(Y(f) ﬂ'T) = réso(oq(f) l‘i—TT) = 0. Ceci
s’applique en particulier & f = T*~1(1 + T), si k € Z — {0}. Comme I’adhérence
(pour la topologie faible) dans @¢ du &'1-module engendré par les T*~1(1+ T, pour
k € Z — {0}, admet O, - % comme supplémentaire, on déduit les formules de la
proposition pour % et o, de ce que

1. 1 1 1 1 a-1

1/)(—)_-:? et Ua(i)z
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Enfin, la formule pour ¢ se déduit de celle pour 9 appliquée & ¢(f). Ceci permet de
conclure.

4. Dual de Tate et dual topologiqgue. — La formule

{z,y} = réSO(<0-1 . fL‘,y))
définit un accouplement & -bilinéaire sur D x D & valeurs dans :
e L/0; siDedree .,
e 0 siDe @Fet(ﬁg),
o Lsi De dre(&£).

Proposition1.2.3. — Sixz € D ety € D, alors

{e(x), p(y)} = {=,y},
{1+ 1)z, (1+ 1)y} = {z,y}, sibe Zy,
{v(@),v(y)} = {=,y}, siyel.

Démonstration. — On a (o_1((2)), p(3)) = (9(-1(2)), (¥)) = P({7_1(2),4)). On
déduit donc la formule pour ¢ du (ii) de la prop. 1.2.2 et de ce que w(;‘%) = l‘f‘_—TT.
Ona (o_1((1+7)°z), 1+ 7)) = (1+T) *o_1(2), 1+ T)°) = (0-1-2,y), par
Og-bilinéarité de (, ). On en déduit la seconde formule.
Siae Z;» on a (0-1(04()),0a(y)) = (Ua(o'—l(m))vaa(y» = 04((0-1(2),9)). On

déduit donc la formule pour o, du (i) de la prop. 1.2.2 et de ce que aa(l‘i—TT) = al‘i—TT.

Si M est un &r-module topologique, on note MV le dual de Pontryagin de M, en-
semble des applications &' -linéaires continues de M dans L/&0;. Si M est de longueur
finie sur €y, il en est de méme de MV, et on alg, MY =lg, M.

Si M est un €r-module topologique, sans élément p-divisible, on note M™* le
O1-dual de M, ensemble des applications &-linéaires continues de M dans &7.
Alors M* est le module de Tate de MV (i.e. la limite projective des MV [p"] pour
les applications z — px).

Si M est un L-espace vectoriel topologique, on note M™ son dual topologique,
ensemble des applications L-linéaires continues de M dans L. Si My est un &' -réseau
de M,ona M*=LQ®g, M.

On munit ces duaux de la topologie faible (u, — p si et seulement si p,(v) — u(v)
pour tout v € M).

Lemme 1.2.4. — Si k € N, Uapplication qui 6 y € m;kﬁg/ Og associe la forme li-
néaire T — [y, x| = réso(zy fl_;TT) est un isomorphisme de mzkﬁg/ﬁg sur (Og/mk)V.

Démonstration. — Soit D = ﬁg/m’z. Si f: D — L/OL est Op-linéaire continue,
alors f(D) C m;¥6L/0. et il existe mg € N tel que lon ait f(T™) = 0 si m > my.
Ceci implique que la série (14 T)( Y nez T f(T™)) converge dans mzk Og/0s = DV.
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La somme y de cette série est alors I'unique élément de mzkﬁg /Oe vérifiant
ly, T™] = f(T™), pour tout m € Z, et par continuité et linéarité, c’est aussi 'unique
élément de m;*Os/Op vérifiant [y,z] = f(z), pour tout € D. Ceci permet de
conclure.

Si D est un (p,I')-module, et si € D, on note ¢(z) la forme linéaire y — {z,y}
sur D.

Proposition 1.2.5. — Si D € ®T'E _ (resp. D € ®T°%(Oy), resp. D € (&), alors

tors
¢ induit un isomorphisme de D sur DV (resp. sur D*, resp. sur D*).

Démonstration. — Si D est de torsion, on déduit du lemme 1.2.4 et du théoréme de
structure des modules sur les anneaux principaux, que z — ¢/(z) = t(o0_1(z)) est un
isomorphisme de D sur DV. Il en est donc de méme de ¢. Le cas D € ®T'*(O¢) s’en
déduit en utilisant le fait que D et D* sont respectivement les modules de Tate des
limites inductive des Dy et DY, oi Dy = D/p*D. Enfin, le cas D € ®T*(&) s’en
déduit en tensorisant par L, cela permet de conclure.

Remarque 1.2.6. — En utilisant le fait que le dual de Tate de D est D, cela permet
d’échanger les réles de D et D dans la prop. 1.2.5, et donc d’obtenir des isomor-
phismes naturels ¢ : D = DV, si D € ®T'¢t et v : D = D*, si D € ®T°%(6;) ou
si D € ®T*(&).

5. Orthogonalité et treillis

Dans ce numéro, D est un objet de ®I'TL ..

Définition 1.2.7. — Si M est un treillis de D, on note M* le sous-Or-module de D
constitué des x € D tels que {x,y} = 0 quel que soit y € M.

Lemme 1.2.8. — Si M est un treillis de D, alors M+ est un treillis de D. De plus,
(MHt =M.

Démonstration. — Ecrivons D sous la forme D = @%_, (Os /m%) f;. Comme M est un
treillis de D, il existe a > b € Z tels que

oL, T*0f - fic M Cc @l ,T° 0} - f..
Soit @ une uniformisante de L, et soit fY € D I’homomorphisme envoyant f;

sur w‘ki% et f; sur 0si j #i. On a alors D = @ ,(0s/w" Op)f. Maintenant

« réso(acy%) = 0, quel que soit y € O} /w" » équivaut & « z € OF /w* »; on en
déduit les inclusions

OL,T*0} - f c Mt col,T°0} - f;.

Finalement, comme {z,ay} = {0_1(a)z,y}, si a € &, cela implique que M~ est un
ﬁ;-module, et donc un treillis de D au vu des inclusions ci-dessus.

ASTERISQUE 330



REPRESENTATIONS DU MIRABOLIQUE DE GL3(Q,) 77

Enfin, Iégalité (M+)* = M suit de ce que M est fermé dans D et { , } est une
dualité parfaite d’aprés la prop. 1.2.5. Ceci permet de conclure.

Lemme 1.2.9. — Si M est un treillis de D, alors v : D — DV induit un isomorphisme
de Op-modules de M+ sur Hom(D/M,L/OL).

Démonstration. — Par définition de M, la restriction de ¢ & M~ se factorise en une
application injective tps : M+ — Hom(D/M, L/€}1). Maintenant, M étant un treillis
de D, et D étant de torsion, M est ouvert dans D et D/M est un &-module discret.
Donc Hom(D/M, L/6) s’identifie naturellement au sous-ensemble des z € DV tels
que {z,y} = 0 quel que soit y € M. La surjectivité de + permet de conclure & celle
de ¢ M

Lemme 1.2.10. — Si I est fini, et si M;, pour i € I, sont des treillis de D, il existe un
treillis M’ de D, contenant les M;, tel que D/M; = D/M' & M'/M; pour tout i € I.

Démonstration. — Ecrivons D sous la forme D = @?zl(ﬁg /mlzj) f;. 11 existe alors
b € Z tel que M; C @4_,T* 6} - f;, et on peut prendre M’ = @¢_,T°0F - f;, ou
b= iIlfiej bi.

Proposition 1.2.11. — Si M, C M, sont des treillis de D, alors

180, (Mi-/My") = lg g, (M2/M).

Démonstration. — Choisissons un treillis M’ de D contenant M; et My, tel que
D/M; = D/M' ® M'/M; et D/My = D/M' ® M'/M,. En utilisant le lemme 1.2.9,

on voit que l'on est ramené & prouver que
lgp, (Hom(M'/My, L/ 6L)/Hom(M' /M3, L/ 61)) = 1g5, (Ma/My),

ce qui suit de ce que tous les modules en présence sont de longueur finie sur 07, et
donc

lgg, (M'/My)Y /(M |M2)Y) = lgs, (M' /M) —1gs, (M'/Ms)
=lgo, (M'/My)/(M'|M2)) =185, (Ma/M).

II. Les foncteurs D — D' et D — Db

Ce chapitre est consacré & la définition et 1’étude des sous-modules D+, D+, Dvr,
Db et D¥ d'un (p,T)-module étale D. Sauf mention explicite du contraire, les
(¢, I')-modules considérés sont étales sur Og, et les résultats valables pour
D € ®I°*(0,) s’étendent & PI'*(&) en tensorisant par L.
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I1.1. L’équivalence de catégories de Fontaine. — Notons :

e Rep,;,¥Yq, la catégorie des & -modules de longueur finie, munis d’une action
linéaire continue de 9q,,

¢ Rep,, Yq, la catégorie des O -modules libres de rang fini, munis d’une action
linéaire continue de %q,,

® Rep;9q, la catégorie des L-espaces vectoriels de dimension finie, munis d’une
action linéaire continue de ¥q, .

Si V est un objet de Rep,, 9q,, alors V/p*V est un objet de Repyors9q, pour
tout k, et V est la limite projective des V/p*V. Si V est un objet de Rep 19q,, alors
V possede des O -réseaux stables par ¥q, (par compacité de ¥q,), et si V4 est un de
ces réseaux, on a V = L ®g, V.

Dans la suite,

e une Oy -représentation de 9q, désigne un objet de Rep,,s¥q, ou de Reps, Yq,,

e une représentation p-adique de 9q,, désigne un objet de Rep,,,s4q,, de Reps, ¥q,
ou de Rep;¥%q, -

Les (¢,I")-modules étales ont été introduits par Fontaine [17] qui a montré qu'ils
sont en équivalence de catégories avec les représentations p-adiques de 9q,. De ma-
niére plus précise, le complété 1) A pour la topologie p-adique, de I’anneau des en-
tiers de ’extension maximale non ramifiée de & (pour L = Q,), est muni d’une action
de ¢ étendant celle existant sur Og et, grace a la théorie du corps des normes [19, 27],
d’une action continue (pour la topologie faible) de ¥q, commutant a celle de . De
plus, (0L ®z, A=l = 0p et (Of ®z, A)? = O, laction résiduelle de T’ = 9q,/ 7
étant celle précédemment définie.

Théoréme I1.1.1. — (Fontaine)

(i) Si D est un (p,T)-module étale, alors V(D) = ((0 ®z, A) ®¢, D)?=!, est
une O, (resp. L)-représentation p-adique de 9q, .

(ii) Si V est une représentation p-adique de 9q,, alors D(V) = (A ®z, V)7 est
un (p,I')-module étale.

(iii) Les foncteurs V et D sont ezxacts, inverses l'un de l’autre, et induisent des
équivalences de catégories :

Reptorng » >~ pret

tors?

Repy,Yq, = P (Og) et Rep,¥9q, & ‘I‘Fet(é").

(1) Voir (10, 11], par exemple, pour les principales propriétés de cet anneau que Fontaine note

o~
&nr
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Remarque I1.1.2. — (i) On dit qu’une représentation de ¥q, est abélienne si elle se
factorise par %&2 Comme le quotient de g&‘; par S est I'™, canoniquement iso-
morphe & Gal(F,/F,), on obtient la la version primitive suivante de ’équivalence de
catégories de Fontaine :

le foncteur V. — (W(F,) ®z, V)™ induit une équivalence de catégories entre
représentations abéliennes de 9q, et (p,I')-modules étales sur Oy, (ou sur L, si V est
une L-représentation).

(ii) Si V est une représentation p-adique de 9q,, soit D™ (V) = (W(F,)®V)”’. On
remarquera que, si V est abélienne, alors D™ (V) est le module considéré au (i). Par
ailleurs, dans le cas général, on a D™ (V) = D™ (V") ce qui permet de se ramener
au cas abélien. En effet, il suffit de prouver le résultat pour une représentation de
torsion, les autres cas s’en déduisant par limite projective et inversion de p. Soient
Vi = V¥ et V3 = V/Vi. 1l suffit de prouver que (W(F,) ® V)* = W (F,) ® V.
Supposons le contraire, et soit X C W(F,) ® V> I'ensemble des éléments tués par p
dans 'image de (W (F,)® V) ". Alors X est un F,-espace vectoriel qui est stable par
H [ =T™, et qui est non nul sous notre hypothése. Il résulte du th. de Hilbert 90
que X est de la forme Fp ®Vy, ol V, est fixe par I'™", et donc inclus dans V5. Soit alors
v € V3. Comme J#' agit trivialement sur W (F,) ® V1, cela implique que o(%) — ¥ ne
dépend pas du choix de reléevement de v dans W(fp) ®V. Or, par hypothése, v admet
un relévement fixe par J#’, et donc tout relevement de v est fixe par ##’. Comme on
peut choisir un tel relevement dans V', on obtient une contradiction avec la définition
de V1, ce qui permet de conclure.

On rappelle que x désigne le caractére cyclotomique. On définit le dual de Tate V
d’une représentation p-adique V de gqp par :

o V=Hom(V,(L/OL)® X), si V € Rep,ors¥aq, ,

oV =Hom(V,0,®x),siV € Repy, 9q,

eV =Hom(V,L®X),si V € Rep,%q, .

Si D est un (p,I')-module étale, et si V' est la représentation p-adique de %q, qui
lui correspond, alors la représentation correspondant a D est V.

II.2. L’action de ¢. — Dans tout ce § (sauf pour le cor. I1.2.9), on fixe un
(¢,T')-module D étale sur Og.

1. Les modules DT, DT+ et D**. — On note

e D* P’ensemble des z € D tels que la suite (¢"(z))neN soit bornée dans D,
e D** Densemble des z € D tels que ¢™(z) — 0,
e D™ Dintersection des ¢™(D), pour n € N.
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Remarque I1.2.1. — Les modules D™, D*+ et D* peuvent se décrire via les anneaux
de Fontaine. La description de D™ se trouve au (ii) de la rem. I1.2.4; nous allons
donner une description de Dt et D+,

— Le corps résiduel E de A est une cléture séparable de Eq, = F,((T')). On note E
le complété de sa cloture radicielle et A Panneau des vecteurs de Witt & coefficients
dans E. Alors E et A sont munis d’actions de ¢ et 9q, commutant entre elles, I’action
de ¢ étant bijective.

— Le corps E est muni d’une valuation vE, et on note (12) E* I’anneau de ses entiers
et ETF I'idéal maximal de E*. Comme vg(p(z)) = pvg(z), E* (resp. E++) est aussi
I’ensemble des z € E tels que (¢™(z))nen est bornée (resp. ¢™(z) — 0).

~ On note A+ ’anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans E+ et A*++ I'idéal
W(E++) de A*+, ce qui fait de A+ (resp. A*T) lensemble des z € A tels que
(¢™(z))nen soit bornée (resp. " (z) — 0). Comme E* = F, ® Et*, on a de méme
At =W (F,) oAt

— Enfin, on pose A* = ANA* et A*+ = ANA*++, ce qui fait de A+ (resp. ATT)
lensemble des z € A tels que (¢™(z))nen soit bornée (resp. ¢™(z) — 0). On a
A+ = W(F,)® A*++.

On en déduit que, si V = V(D), de sorte que D = (A ®z, V)7, alors

Dt = (AT ®z, V) et D' = (ATt ®z V).

Proposition I1.2.2. — (i) D™ est un €1 -module de dimension < dim D, et tout sous-
O'1,-module de type fini de D, qui est stable par ¢, est inclus dans D™ .

(ii) TDt c Dt et D* = D**+ @ D™.

(iii) Si D est de torsion, alors D et DT* sont des treillis de D.

Démonstration. — Soit V' = V(D) de telle sorte que D C A ®z, V. Si z appartient
a Npeny™(E), il en est de méme de tous ses conjugués, et le polynome minimal de
z sur Eq, = F,((T)) est a coefficients dans Npeny™(Eq,) = Fy. On en déduit que

Nnen¢"(E) = Fp, que Npeny™(A) = W(F,), et que

D™ = ﬂneNgOn(D) C (ﬂneN (pn(A)) ®z, V = W(Fp) ®z, V.
Il en résulte que D™ = D" (V), et il résulte de la rem. I1.1.2 que que D™ est de
dimension sur &y, inférieure ou égale & celle de V7 ', et donc en particulier a celle
de V qui est égale & celle de D sur &g. Maintenant, si M est un sous-&r-module

de type fini de D stable par ¢, alors ¢ induit une bijection de M sur M, et donc
M C Npeny™(D) = D™, ce qui démontre le (i).

(12) On a aussi ET = {(zn)nen, zn € Oc,/p, $z+1 = z,, Vn € N}; Fontaine note cet anneau R

et Fr R son corps des fractions E.
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L’inclusion TD* C D't suit de ce que ¢"(T) — 0, et la décomposition
Dt = D™ @ D** est une conséquence de la stabilité par g, de la décomposition
A+ =W(F,) ® Att, et de ce que

Dt = (A*®z, V), DTt =(ATt@z V)* et D™ =(W(F,) ®z, V)*.

Enfin, il est immédiat que DT et D+ sont des sous- ﬁ;-modules de D. Le fait que
ce soient des treillis, si D est de torsion, est une conséquence du (ii) du lemme 11.2.3
ci-dessous. Ceci termine la démonstration de la prop. I1.2.2.

Lemme IL2.3. — Soient e, ...,eq € D, avec D = (Os/m%)e; @ --- @ (Os/mbE¢)eq,
et soit k le mazimum des k;, pour 1 <i <d.

(i) Il eziste des entiers relatifs ng > ny, et des matrices A = (a;j)1<ij<d €t
B = (bi;)1<i,j<a, & coefficients dans TO} /mk , éléments de GL4(Os/mk), telles que
lon ait

d d
go(T""ei) = Zaiij"Oej et T"lei = Z bi’j(p(Tnl 6]'), sil < ) < d.
j=1 j=1
(ii) Si No (resp. N1) est le f -module de D engendré par les T™e; (resp. les T™e;),
pour 1 <1 <d, alors

©(No) CTNo C DT C DY C Ny C 6F - p(IN,).

Démonstration. — ey,...,eq et p(e1),...,o(eq) sont des familles génératrices de D
sur 0. Comme D est tué par m¥, il existe des matrices

A" = (a];)1<ij<a et B = (b ;)i<ij<ds

éléments de GLg(Os/mk), telles que 'on ait

d d
o(e;) = Za;jej et e = Zbgyjcp(ej), sil<i<d.
Jj=1 Jj=1
On a (<p(T)/T)pk = T®-Dr" dans Ok /mk; il existe donc n € N tel que
(o(T)/T)"" A’ et (o(T)/T)"™" B’ soient & coefficients dans TOL/mk, et on peut
prendre ng = np¥, ny = —np*, A = (o(T)/T)"*" A’ et B = ((T)/T)"*" B'.
Maintenant, les inclusions ¢(No) C TNg et N1 C 67 -¢(N,) suivent de la construc-
tion de Ny et Ny. On déduit de la premiére, par une récurrence immédiate, que ’on
a p"(Ng) C ¢™(T)No, et comme ¢"(T) — 0, cela montre que Ny C D** (et donc,
a fortiori, TNy C D**). Enfin, si n € N, il existe des b; j, € O} tels que I'on ait
Tre; = E?:l bijne™(T™e;), si 1 <i < d. Donc, si z = Zle z;T™e; € DV, et si
o™ (z) = Z?=1 z; T e;, alors o™ (x;) = Z;’=1 bi jnjn, et la suite p™(z;) est bornée
dans Og /m’fj. Ceci implique que z; € 6’;5 /mlzi, et donc que £ € N;. On en déduit
I'inclusion Dt C N; qui termine la démonstration du lemme.
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Remarque I11.2.4. — (i) 1l résulte du (i) de la prop. I1.2.2 que D™ est le plus grand
sous-&Or-module de type fini de D stable par ¢.
(ii) I résulte de la démonstration de la prop. I1.2.2 que D™ = D" (V), ce qui
implique en particulier, d’apreés la rem. I1.1.2, que D™ +# 0 si et seulement si V" # 0.
(iii) Si D n’est pas de torsion, Dt et D** sont en général nuls. Il peut quand
méme arriver que DT soit assez gros pour engendrer D, auquel cas on dit que D est
de hauteur finie.

2. Polynémes en ¢

Lemme I1.2.5. — Soient ag,...,a,_1 € M.
() SiP=1+an_1X+ - +agX", alors DP(®)=0 = 0,
(i) Si P = X"+ A X" 4 ag, alors DF)=0 _ ¢,

Démonstration. — Dans le premier cas, 'injectivité de P(y) suit de ce que P(p) =1
'ZHD quel que soit k£ € N. Dans le
second cas, cette injectivité est une conséquence de la congruence P(y) = ¢™ mod mp,
et de ce que D est étale, ce qui implique que ™ est injectif sur m’iD / m’f—le quel que

soit k € N.

mod. my, et donc que P(¢) est injectif sur m¥ D/m

Lemme I1.2.6. — Si P € OL[X] a une image non nulle dans ki[X], alors P peut
s’écrire de maniére unique sous la forme P = uPTP°P~, ot u € 05, et

PT(X) =X*tap 1 X1+ - +ay avecajemp si0<i<k-—1,
PYX) =X +bp1 X'+ +by avech, €O, si0<i<l—1,etbhy€ O;
P (X)=14cm-a1X+ --+cX™ avecc,emp si0<i<m-—1.

Démonstration. — C’est parfaitement classique : si P est de degré n et ai,...,a,
sont les racines de P, alors

Prx)= J] (X-e) P°X)= [] (X-ai), et P~(X)= [] (a-o7'X).
vp (i) >0 vp(a;)=0 vp(a;)<0
Corollaire I1.2.7. — Si P € OL[X] a une image non nulle dans kr,[X], et si P° est le
. polynéme défini ci-dessus, alors DP(¥)=0 = DP°(¥)=0

Proposition 11.2.8. — Soit P € 01[X] dont l'image dans kr[X] n’est pas nulle. Alors
DFP@)=0 est inclus dans D™ .

Démonstration. — Quitte & remplacer P par PP et & diviser par P°(0), ce qui, d’apreés
le cor. I1.2.7, ne change pas DF(¥)=0 on peut supposer que P(0) = 1. Dans ce cas, un
élément & de DP(¥)=0 est une combinaison linéaire & coefficients dans &y, des ¢™(x),
pour n > 1, et en réitérant le procédé, on peut, pour tout k, écrire x comme une

combinaison linéaire & coefficients dans &1 des ¢"(z), pour n > k. On en déduit
'appartenance de z & Ngeny® (D) = D™, ce qui permet de conclure.
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Corollaire I1.2.9. — Soit P € 01[X] non nul.

(i) Si D est un (@,T)-module étale, libre de rang d sur Og, alors DP()=0 est un
O'1,-module, libre de rang < d.

(ii) Si D est un (p,T')-module étale, de dimension d sur &, alors DF(V)=0 est un
L-espace vectoriel de dimension < d.

Démonstration. — Le (i) suit du (i) de la prop. I1.2.2, et le (ii) suit du (i) en prenant
un Og-réseau stable par ¢ et I'.

I1.3. L’opérateur o

1. Définition. — Soit D un (p,T)-module étale sur Og. Comme les (1 + T,
pour 0 < i < p — 1, forment une base de Og sur ¢(O¢), on peut écrire tout élément
z de D, de maniére unique, sous la forme

p—1
z=Y (1+T)p(z),
i=0
ce qui nous permet de définir un opérateur ¥ : D — D par la formule ¥(z) = zo;
c’est un inverse & gauche de ¢ (i.e. ¥(p(z)) = z) qui va jouer un role primordial dans
la suite.

L’action de I' n’est pas utilisée dans la définition de v et cette définition est donc
valable pour tout p-module étale non nécessairement muni d’une action additionnelle
de I'. Dans le cas d’un (¢, I')-module, 9 commute & I’action de T' : en effet, si a € Zj,
on a

0a( DA+ (i) = D _(14T)p(0a(:)) = p(0a(@0)+ Y (1+T) ((1+T) " 0a(:)),

ou j; € {1,...,p — 1} et b; € Z, sont définis par ai = j; + pb;; on a donc, comme

annoncé, Y(o,(x)) = 04(x0) = o4 (Y(x)).

Remarque I1.3.1. — L’opérateur ¢ : D — D provient, en voyant D comme un sous-
module de A ®z, V(D) de I'opérateur 1 : A — A défini comme suit : A est une ex-
tension de degré p de ¢(A) d’extension résiduelle inséparable, ce qui fait que Trp /4, (a)
prend ses valeurs dans pp(A) et que la formule ¢ (z) = p~ ¢~ (Tra/p(a)) définit un
opérateur de A dans A. Il est apparent sur cette formule que ¥ commute & ’action de
9q, et est un inverse a gauche de ¢ sur A, ce qui permet de retrouver les propriétés
de 9 : D — D mentionnées ci-dessus.

2. ¥ comme adjoint de p. — Ce qui suit est & la base de la définition [21] de la
dualité locale de Tate en termes de (p,I')-modules.

Lemme I1.3.2. — Soient D, Dy, Dy des (¢,I')-module étales sur Op.
(1) Siz € Og et siy € D, alors P(p(z)y) = 9 (y) et Y(zp(y)) = P(z)y.
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(ii) Si z € Dy et siy € Dy, alors Y(p(z) ®y) = z @ ¢¥(y).
(iii) Siz € D ety € D, alors $({p(x),y)) = (,%(y)).

Démonstration. — La démonstration étant la méme dans les trois cas, nous ne traite-
rons que le (ii). Siy = Y7y o(3:)(1 + T)?, alors p(z) @ y = Y75 w(z @ y:)(1 + T)*
et donc

YP(p(x)®y) =zQyo =z @ P(y).
Corollaire I1.3.3. — Siz € D ety € D, alors
{z,0(W)} = {¥(x),y} et {o(z),y} ={z,¥()}

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du (ii) de la prop. 1.2.2 et du
(iii) du lemme II1.3.2.

3. (p,I)-modules et (¢,T")-modules
Proposition I1.3.4. — Soient D et D' deuz (¢,I")-modules étales sur Og.

(i) Si h: D — D’ est un morphisme de (¢,T')-modules, alors h commute a 9.

(ii) Si h: D — D’ est un morphisme de Og-modules commutant ¢ ¢ et I', alors h
est un morphisme de (p,I')-modules.

Démonstration. — Le (i) est une conséquence de ce que, si z = 5:01 (14 T)ip(2),
alors h(z) = Y720 (1 + T)p(h(2:)), et donc ¥(h(z)) = h(z) = h(¥(2)).

Pour démontrer le (ii), remarquons que si z = Zf;ol (1 4+ T)*p(;), alors on a
z; = ¥((1 + T)*z); en particulier, z € p(D) si et seulement si ¥((1 + T)"*z) = 0,
pour tout ¢ € {1,...,p — 1}. Maintenant,siz € Detsil<i<p—1,0ona

P((1+T)"*h(p(2))) = Y(h((1 + T)*p(2))) = h(»((1 + T)"¢(x))) = 0.
On en déduit Pexistence de y € D’ tel que h(p(z)) = ¢(y). On a alors

y =v(e(¥)) = ¥(h(e(2))) = h(¥(p(z))) = h(z),

et donc h o ¢ = o h, ce qui permet de conclure.

Proposition I1.3.5. — Si A =keg, Og ou &, si D est un (¢,T')-module étale sur A, si
M est un sous-A-module de D stable par ¢ et I, et si M engendre D en tant que
(¢, T)-module, alors M = D.

Démonstration. — Si i € N, soit (¢*)*M le sous-A-module de D engendré par ¢*(M).
Si k € N, soit My = S°F ((¢*)PM. Comme ¥((¢*)'M) = (¢*)""*M, et comme
(M) C M par hypothese, on a ¥(My4+1) C My quel que soit k € N. Par ailleurs, la
suite M}, est une suite croissante de sous-A-modules de D ; elle est donc stationnaire,
et la limite est stable par ¢ par construction, et par I" puisque M l'est et ¢ commute
a I'. C’est donc le (p,I')-module engendré par M et notre hypothese selon laquelle
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M engendre D en tant que (¢, I')-module se traduit par I'existence de k € N tel que
M, = D. Ceci implique

D = ¢*(D) = ¢v*(My) C My = M,

et permet de conclure.

I1.4. Le module D!. — Dans ce §, D désigne un (g, T')-module 13 étale sur 0.
Notre but est de prouver que D contient un plus grand treillis D* sur lequel v est
surjectif, et d’étudier les propriétés de ce module.

Lemme I1.4.1. — Si D est de torsion sur Og, et si M est un treillis de D, on a :

(1) (M) est un OF -module;

(ii) st (M) C M, alors (M) D M ;

(iii) si le % -module engendré par (M) contient M, alors (M) C M ;

(iv) si (M) C M, alors (T 1M) C T~ 1M et, quel que soit x € D, il existe
n(z, M) € N tel que y™(z) € T~'M sin > n(z, M).

Démonstration. — Le (i) suit de ce que ay(z) = ¥(p(a)z) et de ce que p(a) € OF,
si a € 0F. Le (ii) est une conséquence de lidentité ¥ (¢p(z)) = x. Pour démontrer
le (iii), considérons une famille génératrice ey, ...,eq de M sur 6’;. L’hypothése selon
laquelle le ﬁ}f—module engendré par ¢(M) contient M signifie que 'on peut écrire
tout élément x de M sous la forme zip(e1) + -+ + zqp(eq), avec T1,...,Tq € ﬁ;.
On a alors ¥(z) = ¢(z1)e1 + -+ - + Y(z4)eq et comme (L) C OF, cela montre que
Y(z) C M, ce qui prouve le (iii). Passons au (iv). Si y € M et si k est un entier > 1,
on a P(eF(T)"ty) = ¢* 1(T)~19(y), ce qui montre que ¥ (p*(T) M) est inclus
dans @*~1(T)~1M, si k > 1. Comme de plus (T~ M) C (o(T)"*M) Cc T™'M et
comme D = Ugen®(T) "1 M, cela permet de conclure.

Proposition I1.4.2. — Il existe un unique treillis DY de D vérifiant les propriétés sui-
vantes :

(i) pour tous x € D et k € N, il existe n(z,k) € N tel que y™(x) € D* + p*D, si
n > n(z,k);

(ii) 9 induit une surjection de D¥ sur lui-méme.
De plus,

(iii) si N est un treillis de D et k € N, il existe n(N, k) tel que "(N) C D*+p*D
sin>n(N,k);

(iv) si N est un treillis de D stable par ¢ tel que v induise une surjection de N
sur lui-méme, alors N C D¥ et D¥/N est tué par T.

(13) En fait, comme l’action de I' n’est utilisée nulle part, ce qui suit est aussi valable pour les
@-modules étales.
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Démonstration. — Commengons par établir 'unicité d’un tel module. Si M; et M5 sont
deux tels modules, alors M; + M> en est un autre, ce qui permet, quitte & remplacer
M, par M; + M;, de supposer M; O M,. Mais alors 'application induite par
sur M;/M, est Op-linéaire, surjective d’aprés la propriété (ii) et topologiquement
nilpotente d’aprés la propriété (i). Comme M; /M, est compact, cela implique que
M; = My ; d’ou 'unicité.

Passons & la démonstration de I’existence de D!. Commencons par supposer que
D est de torsion, et choisissons (cf. lemme I1.2.3) deux treillis No, Ny de D véri-
fiant p(Ng) C No C N1 C 6% - o(N1). Si n € N, soit M,, = ¥"(Np). C’est un
sous-04 -module de D d’apres le (i) du lemme I1.4.1. Par ailleurs, comme ¢(Ny) C No,
le (ii) du lemme II.4.1 montre que la suite M,, est croissante. Une récurrence immé-
diate utilisant le (iii) du lemme I1.4.1 montrant que l'on a M, C N; quel que soit
n € N, la suite M,, est stationnaire et sa limite M., est un treillis de D vérifiant
PY( M) = M.

Soit M}, = ™ (T~1My,). Il résulte du (iv) du lemme I1.4.1 que la suite M}, est une
suite décroissante de treillis de D contenant M ; sa limite M’ est donc un treillis
de D contenant M, et vérifie (M. ) = M/ par construction. Comme de plus, le (iv)
du lemme I1.4.1 dit que, si x € D, il existe n(z) € N tel que l'on ait Y™ (z) € T~ M
sin > n(x), et comme il existe m € N tel que M), = M, on a ™" (z) € M/ quel
que soit n > n(z). Tout ceci montre que M/ vérifie les propriétés (i) et (ii) requises
pour D*.

On a donc établi Dexistence et P'unicité de D¥; reste a établir les propriétés (iii)
et (iv). Pour la (iii), il suffit de remarquer que, si M est un treillis de D, il existe k € N
tel que M soit inclus dans ©*(T)~1D¥, que ©*(T)~! D" est stable par 1, et que 9 est
nilpotent sur le &7-module ©*(T)~!D*/D* qui est de longueur finie. Pour la (iv), on
commence par remarquer que, si ¥(N) = N, alors N + D vérifie les propriétés (i)
et (ii) et donc que N+ D* = D¥ ou encore N C D*. Finalement, 'unicité de D* et les
arguments permettant de le construire & partir de M, (cf. ci-dessus), montrent que,
si N est un treillis de D vérifiant 9(N) = N, alors la suite )™ (T~! N) est décroissante
et D' en est la limite, ce qui montre que D¥ C T~!N et permet de conclure dans le
cas ol D est de torsion.

Maintenant, si D € ®I'**(Og), et si k € N, on peut appliquer ce qui précede
a Dy = D/p*D. L’application naturelle Dy, — Dy induit alors une application
naturelle D}“c 41 D,ﬂc. Celle-ci est surjective car d’une part 'image de D,’ic 41 est un
treillis de Dy, stable par 1 sur lequel ¢ est surjectif et donc Dﬁ / Im(D,'iC 41) est tuépar T
et donc de type fini sur 0, et d’autre part, v est surjectif sur D?c /Im(D}ic 41) (car il
Pest sur D,ﬂc) et nilpotent (car nilpotent sur Dy.; /Dl,“c +1)- Soit alors M}, I'’ensemble
des z € D dont 'image dans Dy, appartient a D,‘i, et soit M = Ngen M. La discussion
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précédente montre que M est un treillis de D vérifiant (M +p*D)/p*D = D! quel que
soit k € N, ce qui permet de montrer que M vérifie les propriétés (i)-(iv) demandées,
et conclut la démonstration.

Corollaire I14.3. — Si x € D, il existe un treillis M de D contenant les y™(x), pour
n € N.

Démonstration. — Si k € N, alors p* D+ D* contient tous les 4™ (z), pour n > n(z, k),
ce qui montre que M = D! + 3" .\ Oy (y) est un treillis de D.

Remarque I1.4.4. — (i) Si k € N, alors (D/p*D)* = D*/(D* Np* D) comme le montre
la fin de la démonstration de la proposition. On fera attention au fait qu’en général
’application naturelle D¥/p*D! — (D/p*D)* n’est pas un isomorphisme (i.e. n’est
pas injective).

(ii) La construction de D*, si D € ®I'**(0¢), montre que D* est la limite projective
des (D/p* D).

Exemple I1.4.5. — Si D = Og, alors DY = T-10}.

Démonstration. — Constatons que ﬁ}f est un treillis de &, stable par i et par ¢,
ce qui implique que % : 6’2: — ﬁ(} est surjective. D’apres la proposition I1.4.2, ceci
implique que 6} C ﬁga C T~10%, et comme ¢(T~1) = T~1, cela démontre I'égalité
D! =T-16%.

Proposition I1.4.6. — Soit f : Dy — Dy un morphisme de (¢,T)-modules étales sur
Og.

(i) /(DY) c Dj.

(ii) Si f : D1 — Dy est injective, alors f : Dg — Dg est injective.

(iii) Si f : Dy — Dy est surjective, alors f : D! — D} est surjective.

Démonstration. — f(Dg) est un sous-ﬁg.f-module compact de Ds sur lequel ¥ est
surjectif; on a donc f(Dg) C Dg d’apres la propriété (iv) de Dg (prop. 11.4.2). Ceci
démontre le (i). Le (ii) est évident et pour démontrer le (iii) considérons un treillis M
de D,, stable par v, et dont 'image par f est Dg (pour construire un tel M, il
suffit de partir d’un treillis My de D; dont I'image par f est Dg, et de prendre
pour M l'adhérence de la somme des 9" (M), pour n € N; la propriété (iii) de Dg
(prop. I1.4.2) montre que M est bien un treillis de D;). Soit z € Dg. Pour tout
n € N, il existe z,, € Dg tel que ¥v™(z,) = z et T, € M tel que f(Z,) = zn.
Soit un, = ¢Y™(Z,). Comme la suite (u,)nen est & valeurs dans M qui est compact,
elle admet une valeur d’adhérence u. Par ailleurs, on a u,, € Dg +p*Dy,sin > n(M, k)
d’apres la propriété (iii) de Dg ; on en déduit I’appartenance de u a Dg + p*D; pour
tout k € N, et donc aussi & Dg. Enfin, on a f(u,) = ¥™(f(Z,)) = z, pour tout n € N,
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ce qui implique que f(u) = = et montre que f : Dg — Dg est surjective. Ceci permet
de conclure.

Remarque I1.4.7. — Si D; — D — D, est une suite exacte de (¢, I')-modules, la suite
Dg — DY — Dg n’est, en général, pas exacte.

IL.5. Le module D". — Dans tout ce §, D est un (p, I')-module étale sur 6. Notre
but est de montrer que :

e D contient un plus petit treillis D! stable par v et sur lequel 9 est surjectif,

e D" est inclus dans D¥ et D!/D" est « petit ».

1. La dualité entre D/P(¢))D et DP(¥)=0

Lemme IL5.1. — L’application naturelle de D*/P())D* sur la limite projective des
(D/p*D)!/P(1)(D/p*D)* est un isomorphisme, pour tout P € 61[X].

Démonstration. — Notons ¢ cette application naturelle. D’apres la remarque 11.4.4,
on a (D/p*D)* = D*¥/(D* N p*D), et donc

(D/p*D)!/P(4)(D/p*D)* = D*/((D* N p*D) + P(4))D*).

Comme D! est complet, on en déduit la surjectivité de .. Maintenant, si z € D! est
dans le noyau de ¢, et si w est une uniformisante de L, alors, quel que soit £ € N, on
peut écrire z sous la forme z = w*y; + P(¢)z, avec yx € D et 2z, € D¥. Comme D!
est compact, on peut extraire de la suite 2 une sous-suite convergeant vers z € D,
et un passage & la limite montre que l’on a £ = P(%)z. On en déduit linjectivité de ¢,
ce qui permet de conclure.

Lemme I1.5.2. — Soient ag,...,a,_1 € M.
(i) SiP=1+an_1X +-- 4+ aoX", alors D/P(¢)D = D¥/P(4))D* = 0.
(ii) $i P= X"+ an—1 X"} + .- +ag, alors D/P(y))D = D*/P())D% = 0.

Démonstration. — Soit (b;);en la suite d’éléments de &, définie par
+00
1+ an-1X +---aoX™) () b:X") =1 dans O,[[X]].
=0
Comme vp(a;) > 0si 0 < ¢ < n— 1, cela implique que v, (b;) tend vers +o0o quand
i tend vers +o0o. On en déduit le fait que S ;% by’ est un inverse de P(¢) sur D
et D¥ ce qui démontre la surjectivité dans le premier cas.

Dans le second, en écrivant P(1)) sous la forme P(v)) = ¢¥™(1+an—190+ - +aop™),
on voit que P(1) est un inverse & gauche de © = ¢" 5% b;p’ sur D; on en déduit
la surjectivité de P(y) sur D.

Supposons maintenant que D est de torsion, et soit M un treillis de D stable
par ¢ (on a donc M C D* d’aprés le (ii) du lemme I1.4.1 et la prop. 11.4.2). Comme
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M est stable par ¢, on en déduit les inclusions ©(M) C M et P(y)M D M. Soit
N = D!'/P(3))D!. C’est un quotient de D¥/M et donc un &r-module compact. De
plus, N est tué par P(v), ce qui implique, dans les deux cas, que N C myN (dans le
premier c’est évident, et dans le second cela suit de ce que 9 est surjectif sur N car il
Lest sur D*). On en déduit la nullité de N, ce qui prouve que P(1)) est surjectif sur D¥
dans le cas de torsion. Le cas général s’en déduisant en utilisant le lemme I1.5.1, cela
permet de conclure.

Corollaire I1.5.3. — Si P € 01[X] a une image non nulle dans ki[X], et si P° est le
polynome défini dans le lemme 11.2.6, alors

D/P($)D = D/P°(¥)D et D'/P(y)D* = D*/P°(y)D".

Remarque 11.5.4. — La méme méthode montre que :

(i)si P €1+ Xmp[X], et si M C D est fermé et stable par ¢, alors P(¢)) : M — M
est surjectif;

(ii) si P € O1[X] est unitaire, alors P(¢)) Dt contient D+ ('opérateur © défini
ci-dessus converge sur D11).

Proposition I1.5.5. — Si P € OL[X] a une image non nulle dans kp[X], Vinclusion
DY C D induit un isomorphisme D¥/P(y)D* = D/P(4)D.

Démonstration. — Le corollaire I1.5.3 montre que les deux &'1-modules considérés ne
changent pas si on remplace P par P°, ce qui permet de se ramener au cas ot P est
unitaire et P(0) € &}. On peut alors, quel que soit n € N, écrire X sous la forme
X = PQn + X"R,, avec Qp, R, € O1[X].

Siz € D, on peut écrire x sous la forme = = z, + P(¢) - yn, avec z, = Rp(¢) - 9" ()
et yn = Qn(¥) - . Comme le sous-&f-module de D engendré par les ¢"(z), n € N,
est contenu dans un treillis de D (cf. cor. I11.4.3), on peut extraire de (z,,y,) une
sous-suite convergeant vers (z,y) € D? et on a x = z + P(%) - y. Par ailleurs, si k
est fixé, on a " (z) € D¥ + p*D et donc 2, € D* + p*D si n est assez grand. On en
déduit 'appartenance de z & D¥ 4 p* D, pour tout k € N, ce qui implique que z € D!
et termine la démonstration de la surjectivité de D*/P()D¥ — D/P(+)D.

Soit x € D¥ N P(y)D. Soit y € D tel que x = P(¢) -y. Si P = X*¥ + ... + ay,
soit M = DY + ﬁ;y + -4 ﬁ;d)k_l(y). Par construction, M est un treillis de D,
contenant D!, stable par ¢ car P(y))y € D'. De plus, 9 est surjectif sur M car,
si z € DY vérifie 9*(z) =z, on a

y = —ag P(ar1y + agp(y) + -+ ¥* 1 (y) — 2).

Par construction de D¥, ceci implique M = D*. On en déduit 'appartenance de y
4 D! et l'injectivité de D*/P(y))D¥ — D/P(+)D, ce qui permet de conclure.
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Proposition I1.5.6. — Soit P € 0 [X] vérifiant P(0) € O}.
(i) Si z € D vérifie P() - z € D¥, alors z € D*.
(ii) DPW)=0 = (D¥)PW)=0 ¢t donc DP#)=0 est compact.

Démonstration. — 11 suffit de prouver que (D/D*)P(#)=0 = 0, ce qui suit de la nilpo-
tence topologique de 1 sur D/D* (cf. (i) de la prop. 11.4.2).

Lemme I1.5.7. — Si P € O[X] a une image non nulle dans ki[X], alors
TD* c P(¢))D* c D*.

Démonstration. — L’inclusion P(y)D¥ C D% est immédiate. Pour démontrer I’inclu-
sion TD* C P(¢)D*, le cor. I1.5.3 permet de se ramener au cas ou P est unitaire
et P(0) € OF. Soit alors (b;)ien la suite d’éléments de &}, définie par

+o0
x4 Pp(1/X) (3 uX*) =1 (dans OL[[X]]).
k=0

Commencons par supposer que D est de torsion. Soit x € D*, et soit n € N tel que
o(p™(T)D¥) = " T1(T)p(D*¥) soit inclus dans Tp"(T)D*. Comme 1 : D¥ — D¥ est
surjectif, on peut trouver y € D* tel que = 9™ (y) et on a Tz = ™ (¢"(T)y). La
série 120 brpk 98 P (o™ (T)y) converge alors dans D* (et méme dans ¢™(T)D¥) et
sa somme z vérifie P(¢)z = ¢™(T)y. On a donc Tz = P(v) - " (2), ce qui permet de
conclure, si D est de torsion.

Dans le cas général, il résulte de ce qui précéde que, si © € T'D¥, et si k € N, il
existe yx € DY et 2 € D tels que l'on ait z = P() -y +wkz,. On peut alors extraire
de y une sous-suite convergeant vers y € D¥, et un passage & la limite dans D montre
que z = P(v) - y, ce qui permet de conclure.

Lemme I1.5.8. — Si P € O[X] a une image non nulle dans k1[X], alors P(y)D est
fermé.

Démonstration. — On a P(y)D = P°(4)D, ce qui permet de se ramener au cas ol
P(0) € 05. Si D est de torsion, P(y)D est ouvert puisqu’il contient TD* d’apres
le lemme II.5.7. Comme P(1)D est un sous-groupe de D, son complémentaire est
ouvert en tant que réunion de translatés de l'ouvert P(¢)D, et donc P(¥)D est
fermé. Pour conclure dans le cas général, il suffit de prouver que ’application naturelle
P(y)D — lim P(¢)(D/p*D) est un isomorphisme, ce qui montre que P(y)D est
fermé comm:limite projective de fermés. L’injectivité est évidente. Maintenant, si
z€D= !E_n D/p*D est dans 'image de P(¢)) modulo p*, cela implique que 1'on peut
trouver yx € D et zx € p*D tels que z = P(%))yx+ 2. Alors, yk+n —yx modulo p* varie
dans le compact (D/p*D)P¥)=0_ ce qui permet, par extraction diagonale, d’extraire
de la suite y; une sous-suite convergeant modulo pk, pour tout k, et donc ayant une
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limite y € D. Un passage a la limite montre que z = P(¢)y, ce qui prouve que
P(1)D — lim P(¢)(D/p* D) est surjective, et permet de conclure.

On rappelle que, si D € ®I'$ , on dispose (rem. 1.2.6) d’un isomorphisme naturel
v:D — DV.

Théoréme I1.5.9. — Si P € O1[X] a une image non nulle dans ki [X], alors ¢ induit
des isomorphismes

DPW=0 = (D/P(p)D)Y et D/P(y)D = (DFI=0)Y.

Démonstration. — Le €-module (D/P(p)D)V s’identifie, via =1, au sous-ensemble
des éléments = de D tels que Pon ait {P(p)y,z} = 0 quel que soit y € D. Comme
{P(p)y,z} = {y, P(¥)z}, cet ensemble est aussi I’ensemble des z € D tels que, quel
que soit y € D, on ait {y, P(¥)z} = 0 c’est-a-dire DP¥)=0. On en déduit le premier
isomorphisme.

(DP(©)=0)V est le quotient de D par orthogonal de DY(¥)=0. Or P(y) ayant pour
adjoint P(¢), 'orthogonal de D¥(¥)=0 est ’adhérence de 'image de P (%), c’est-a-dire
P(¢)D puisque P()D est fermé dans D (lemme I1.5.8). Ceci permet de conclure.

Remarque I1.5.10. — Soit D € ®I"**(Og). En écrivant D comme la limite projective
des D/p*D, on montre que I’application naturelle ¢ : D — Homg, (D,&/0%)" est
encore un isomorphisme comme dans le cas de torsion. Comme Homg, (D,&/0s) =
(£/0¢) R, D, le th. I1.5.9 s’étend, avec une démonstration identique, sous la forme :

Si P € O1[X] a une image non nulle dans kr,[X], alors v induit des isomorphismes

DPW=0 = (((8/06)90,D)/P(p)" et D/Pw)D = ((6/0s)®0.D)""™)".

2. Le foncteur D +— Db

Proposition IL5.11. — Si M est un treillis de D stable par 1 et inclus dans D*, alors
D¥/M est un Or-module de dimension < dimg, D, ety : M — M est surjectif.

\2

Démonstration. — Si D est de torsion, alors D!/M est un &r-module de type fini
puisque D* et M sont des treillis de D. Il existe donc P € &1 [X], unitaire, tel que
P(v) soit identiquement nul sur D¥/M. Ceci implique que D*/M est un quotient
de D*/P(¢))D*, et comme la dimension sur &y, de D*/P()D" est égale & celle de
DP@)=0 Qapres le th. I11.5.9, le cor. 11.2.8 permet de conclure, en ce qui concerne la
dimension, si D est de torsion. Le cas général s’en déduit par passage a la limite en
utilisant I’isomorphisme

D*/M =1lim D*/(M + (p*D N D¥)) = lim (D/p"D)*/(M/(p" D M)).

Maintenant, ¢ induit une surjection de D¥/M sur D*/4(M), et comme (M) C M
par hypothese, la composée de D* /(M) — D¥/M induite par I'identité sur D* avec
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¢ : D¥/M — D*¥ /(M) est aussi surjective. Comme D! /4)(M) est de type fini sur &,
d’aprés ce qui précede, cette surjection est une bijection, et donc D* /(M) — D¥/M
est injective et (M) = M. Ceci termine la démonstration.

Corollaire I1.5.12. — L’ensemble des treillis de D stables par ¢ admet un plus petit
élément DY, et 4 agit surjectivement sur Db,

Démonstration. — Notons D" 'intersection de tous les treillis M stables par 9 et
contenus dans D*. Si D est tué par p*, et si (Mp)nen est une suite décroissante de
treillis stables par 1 contenus dans D!, alors (D!/M,,),eNn est une suite croissante
de Or-modules de dimension < dimg, D et qui sont tués par p*; elle est donc sta-
tionnaire et la suite (Mp,),en est aussi stationnaire. On en déduit que D*/D" est de
longueur finie sur &y et donc que D" est un treillis de D qui est stable par i par
construction. D’ou le résultat, si D est de torsion. Le cas général s’en déduit par limite
projective, ce qui permet de conclure.

Remarque I1.5.13. — (i) Par construction, si D € ®I'**(0), alors D! est la limite
projective des (D/p*D)?.

(i) Le module D" vérifie la propriété suivante qui est le pendant de la propriété
vérifiée par D* ((i) de la prop. I11.4.2) : si M est un treillis de D contenu dans D,
alors pour tout k € N, on a ¥"(M + p*D) = D"+ p*D, si n est assez grand. En effet,
si Dy = D/p*D, et M}, désigne I'image de M dans Dy, alors M contient T™Dj*,
pour m assez grand, ce qui permet de supposer que My = T"‘D;:“L, et donc est stable
par ¢. La suite des ¢™(My) est alors, d’apres les (i) et (ii) du lemme I1.4.1, une
suite croissante de treillis de Dy, qui sont tous contenus dans D,uc puisque My lest et
que D,t'c est stable par 1. La suite des 9™ (Mj) est donc stationnaire et la limite est
incluse dans D,hc et stable par ¥. Comme D,tl est le plus petit treillis stable par 1, on
a Y™ (M) = Di pour n assez grand, ce qu’il fallait démontrer.

Proposition IL.5.14. — (i) On o D*t c DT c Db c D!,

(ii) Si Yq, agit d travers g&‘; sur V(D), alors D¥ = D' et Dt (resp. DY)
est strictement inclus dans DT (resp. DY) ; dans le cas contraire, linclusion de D+
dans DY est stricte.

(iii) D" est stable par ¢ si et seulement si 9q, agit & travers %3‘: sur V(D) ; D¥
n’est jamais stable par .

Démonstration. — La seule inclusion non triviale est D C D", Soit donc z € D*.
Alors Ty(z) € D+, et donc 9" (T'p(z)) € D + p*D pour n assez grand (dépendant
de k). On en déduit que y = %"+ (o™ (T'p(z))) appartient aussi & D% +p*D, et comme
y = Y(Tp(2)) = Y(T)z = —2, on a z € D" + p*D. Ceci étant vrai pour tout k € N,
on a z € D ce qui démontre le (i).
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Si ¥q, agit a travers %3‘; sur V = V(D), on peut voir V comme un (g, I')-module
sur O, laction de ¢ étant celle de 071, si 0 € g&l; est le frobenius arithmétique.
Alors D & 0¢ ®¢, V en tant que (p,I')-module sur &¢. L’énoncé dans ce cas suit de
ce que ﬁ;.7+ est strictement inclus dans 6} = ﬁ’g, qui est strictement inclus dans ﬁg,.

Supposons maintenant que Dt = D" et montrons que cela implique que Y,
agit & travers g&‘; sur V(D) ou, de maniére équivalente, que D" engendre D.
Soit D = D/mp, et soit M limage de D* dans D. Alors M est un k}-réseau de
D contenu dans 5+, et si D est de dimension d sur kg, on peut trouver une base
e1,...,eqde M sur k}f, telle que ey, . .., e, appartiennent aD" et €rtly---,€d € D
Comme Dt = D™ @ D**, cela implique que les e;, pour j < r, forment une base
de I'image de D™ dans D; on est donc ramené & prouver que 7 = d. Supposons le
contraire; on a alors ¢™(e;) € TM, si n est assez grand et si j > r + 1, tandis que
les ¢™(e;), pour j < r, forment une base de D" N M sur kg, pour tout n. Il en résulte
que si j > r+1 et si 'on écrit e; sous la forme S3%; a;n 9™ (e;), alors il existe n € N
etie {r+1,...,d} tels que a;j,; ¢ k}f. Il existe alors A € k}f tel que Aajn; = :lr,
et comme 1/1(%) = %, cela implique que ¥™(Ae;), qui est égal & Zle Y™ (A@n,j,i)€is
n’appartient pas & M. Ceci étant en contradiction avec la stabilité de D% sous ’action
de 1, cela termine la démonstration du (ii).

Le (iii) étant une conséquence directe du (ii), cela permet de conclure.

Proposition I1.5.15. — Si P € 01| X] n’est pas nul modulo my,, alors P(¢) induit une
surjection de D% sur Db,

Démonstration. — Commencons par supposer que D est de torsion. L’image M de D"
par P(¢) est un sous-module compact (puisque D" I'est) de D", sur lequel 1 agit de
maniére surjective (puisque v et P(¢)) commutent et que 1 est surjectif sur D%). De
plus, M est ouvert dans D puisqu’il contient Dt (cela découle, en factorisant P,
de la rem. I1.5.4). Ceci implique que, si A € Tﬁ;, alors ™ (A)M C M si n est assez
grand. Choisissons un tel n. Comme ¢ : M — M est surjectif, on peut écrire z sous la
forme ¢"(z,), avec z, € M, et comme ¢"(A)z, € M, on a Y™ (¢"(N)z,) = Az € M.
On en déduit que M est un treillis, et comme D! est le plus petit treillis de D stable
par ¢, cela permet de conclure si D est de torsion. Le cas général s’en déduit en
utilisant la compacité de DH.

Exemple I1.5.16. — Si D = O, alors D' contient TD! = 6}, d’apres l'ex. 11.4.5, et
comme ﬁ;: est stable par 9, on a o = ﬁ}. Comme la transformée d’Amice induit
un isomorphisme %y(Zyp, 01,) = ﬁ;, on a aussi 6% = D(Zyp, OL).

Proposition I1.5.17. — Soit f : D1 — D2 un morphisme de (p,I')-modules étales

sur Og.
(i) £(D}) c Dj.
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(if) Si f : D1 — Do est injective, alors f : DE — Dg est injective.
(iii) Si f : Dy — Dy est surjective, alors f : DE — Dg est surjective.

Démonstration. — On sait déja (prop. I1.4.6) que f (Dg) C f(D") est inclus dans D!,
Soit M I'image inverse de Dg dans DE. Comme D%/ Dg est un Or-module de type
fini, et comme Dg est un treillis de D1, on en déduit que M est un treillis de D;. De
plus, M est stable par 1 ; il contient donc DE et donc f (Dtl‘) C Dg. Ceci démontre
le (i). Le (ii) est évident et pour démontrer le (iii), il suffit de remarquer que si f est
surjective, alors f (DE) est un treillis de Dy stable par 1 et donc contient Dg.

Remarque 11.5.18. — Si D; — D — D, est une suite exacte de (p,I')-modules, la
suite DI{ — Di — Dg n’est, en général, pas exacte.

3. Dualité
Proposition I1.5.19. — Soit D € dI'¢t

tors-

(i) Dans la dualité entre D et D, I’orthogonal de D est D* et celui de DY est Dt+.
(ii) D¥, D" et D¥/D" sont respectivement les duauz de D/D+*, D/D% et D™.

Démonstration. — (D%)L est un treillis de D, et comme DY est stable par 1, cela
implique que (D%)' est stable par ¢ et donc inclus dans D*.

Soient © € Dt* et y € D!. Comme ¢ : D! — D! est surjectif, on peut écrire
y sous la forme 9" (y,), avec y, € D*, et ce pour tout n € N. Il en résulte que
{z,y} = {z,¥"(yn)} = {¢"(2),yn}, pour tout n € N. Or y, varie dans un compact
et " (z) — 0, ce qui prouve, en passant & la limite, que {z,y} = 0. On en déduit les
inclusions

Dt c (DHt c (DY)t c Dt
et les inégalités
lgy, D*/D" =g, (D¥)* /(DY) <lgy, DT /DT =g, D™.

Soit alors P € €y [X], unitaire, tel que P(y) annule D™ = Dt /D*+, et donc aussi
(D%)L/(D%)L. Par dualité P(3) annule D¥/D" et comme P(3) est surjectif sur D"
(cf. prop. I1.5.15), on a D* = P(y))D*. On en déduit (prop. IL.5.5 et th. I1.5.9) que
D!/D% = D#/P(4))D¥ est le dual de DP(¥)=0 qui contient D* par construction. On
a donc lgz, D¥/D% > lgs, DP*| ce qui prouve que les inégalités ci-dessus sont en fait
des égalités. Il en est donc de méme des inclusions D+ c (D' et (D%)+ c Dt.
Ceci démontre le (i) et, le (ii) étant une conséquence immédiate du (i), cela permet
de conclure.

Corollaire I1.5.20. — (i) Si D est un (p,T')-module sur &, alors D*/DY est le dual
de D"*.
(ii) Si D est un (p,T')-module sur Og, alors D! /D" est égal a (((Qp/Zp)(X)D)m)V.
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Démonstration. — Le (i) se déduit du (ii) par tensorisation par L, et le (ii) se déduit
du (ii) de la prop. I1.5.19, en utilisant les isomorphismes D = lim D,ﬁc et D! = lim D:,

ot Dy = D/p*D.

Corollaire I1.5.21. — (i) Si D € ®T*(O¢) est irréductible de rang > 2, alors D /D"
est un Or-module de torsion et de type fini.
(ii) 85 D € ®I°4(&) est irréductible de dimension > 2, alors D¥ = Db,

Démonstration. — Soit, comme d’habitude, V' la représentation V(D). Sous les hy-
pothéses du (i), on a V' = 0. On en déduit, en utilisant le (i) de la rem. 11.2.4, que
((Qp/Zp) ® D)™ est de longueur finie sur €, ce qui permet de déduire le (i) du (ii)
du cor. I1.5.20. Le (ii) s’en déduisant par tensorisation par L, cela permet de conclure.

4. L’application tésy : D — D*/D"
Soit D un (p,T')-module étale sur Og. Si z € D, il existe une suite (Zp)nenN

d’éléments de D* telle que ¥™(z) — z, — 0 ((i) de la prop. I11.4.2). Or 1 est inversible
(car surjective) sur D*/D" qui est un &r-module de type fini, et donc

M (@n) = T @n1) =T (@0 — Y(2) = 9T (Zna — 9T (2))

tend vers 0 dans D*/D", ce qui implique que (¢ ""(z,))nen a une limite dans D¥/D?.
On note résp(z) cette limite.

Si D € ®I'**(&), on définit résy : D — D*/D" en choisissant un &g-réseau Dy de D,
stable par ¢ et I', et en étendant par L-linéarité I’application résg : Dy — Dg /Dg
définie ci-dessus.

Par exemple, si D = Og, on a D'/Df = &0, - 7 et 1éso(f) = Fréso(f %), ol

réso(f {55) est I'élément de &7, apparaissant dans la prop. 1.2.2.

Proposition 11.5.22. — Soit D un (p,I")-module étale.
(i) Si z € D, alors :
® 1680(0a(2)) = 0a(réso(2)), pour tout a € Zy,
o 1é50(p(2)) = P 1(résp(2)) et réso((2)) = ¥ (réso(2)),
o 1ésg(Respnz, z) = réso(2), pour® tout n € N.
(i) réso(z) = O si et seulement si il existe x € DY tel que Resynz, (2 — ) tende
p-adiqguement vers 0 quand n — +o00.

Démonstration. — Le (i) est immédiat sur la définition de résqy (la derniére propriété
suit de la seconde et de ce que Resynz, = ¢™ 0 9™). Maintenant, comme résy(z) = 0
si z € DY, on déduit du (i) que réso(z) = 0 8'il existe z € D" tel que Resynz, (2 — )
tende p-adiquement vers 0.

(14) L’application Resynz, est égale & @™ o 9™ ; elle est généralisée au n® 2 du § IIL.1.
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Pour démontrer la réciproque, on peut se contenter du cas ou D est étale sur g, le
cas D € ®T'**(&) s’en déduisant en tensorisant par L. Soit ¢ € N — {0} tel que p° tue
le sous-&-module de torsion (D¥#/D%);..s de D¥/D". D’apres le (i) de la prop. 11.4.2,
il existe n; € N tel que ™ (z) € D¥ + p?¢D, et ’hypothese résy(z) = 0 implique que
'on a alors 9™ (z) € D" + p?**D. Comme 1 : D! — DU est surjectif, on en déduit
Pexistence de x; € DY tel que %™ (z — ;) € p**D. Comme 1éso(¢™ (2 — 21)) = 0, et
comme p° tue (D*/D")4ors, cela implique que réso(p~°9%™ (2 — 1)) = 0 puisque

réso(p™ Y™ (2 — 1)) = p°réso(p~ 2 Y™ (2 — 71)).

En réitérant le raisonnement précédent, cela nous fournit ny € N et x5 € D! tels que
Y2 (p Y™ (z — x1) — Y™ (x2)) € p?°D et donc Y™ t"2(z — z; — p°xy) € p3¢D. Une
récurrence immédiate nous fournit donc des entiers n; et des éléments z; de DY tels
que

prattne(z gy — oo — pYegy € p*HV D pour tout k € N.

Soit alors x = E;':‘xf pU=beg;: c’est un élément de DY qui vérifie Y™ (z — z) € p*°D
(et donc Resprz, (2 —c) € p*°D) pour tout n > ny +- - -+ nk. On en déduit le résultat.

I1.6. Une autre construction de D" et D¥. — Dans ce §, on définit par dualité,
si D € ®I'¢t | les modules D" et D!, en s’inspirant de la prop. 11.5.19, et on montre

tors?

comment retrouver leurs principales propriétés.

On dit qu’un sous-ensemble M de D est p-saturé s’il est stable par ¢ et si p(z) € M
implique z € M. Il est immédiat, sur la définition, que DT et Dt sont p-saturés.

Proposition I1.6.1. — Soient D € ®I'¢t et M un treillis de D.
(i) Si M est stable par ¢, alors M C D,
(i) Si M est p-saturé, alors M D D*+.

Démonstration. — Si M est stable par ¢ et z € M, on a ¢™(z) € M pour tout M, et
donc la suite (¢™(z))nen est bornée. On en déduit le (i).

DT+ est, comme tout treillis, de type fini sur &} ; on peut donc en choisir une
famille génératrice finie (e;);cr. Maintenant, M étant ouvert, il résulte de la définition
de D** que ¢"(e;) € M, pour n assez grand; on en déduit I'existence de n tel que
@™ (D*T*) C M, et M étant supposé saturé, cela implique que D** C M. Ceci permet
de conclure.

Lemme 11.6.2. — Soient D € ISt

tors

et M un treillis de D.

(i) Les conditions « M est stable par ¢ » et « M L est stable par v » sont équiva-
lentes ; les conditions « M+ est stable par ¢ » et « M est stable par 1 » sont équiva-
lentes.
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(i) Les conditions « M est p-saturé » et « v induit une surjection de ML sur
lui-méme » sont équivalentes; les conditions « M~ est p-saturé » et « ¢ induit une
surjection de M sur lui-méme » sont équivalentes.

Démonstration. — Le (i) est une conséquence formelle de ce que ¥ est ’adjoint de ¢.
Le (ii) suit de ce que les conditions z € Y(M1)L et p(z) € (ML) = M sont
équivalentes.

SiD € ®T'¢t__, on définit D' et D comme les orthogonaux respectifs de D+ et D1+,

tors»

Proposition 11.6.3. — (i) D" et D* sont stables par 1 qui agit surjectivement.
(ii) DY est le plus petit treillis de D stable par 1.
(iii) D* est le plus grand treillis de D sur lequel v agit surjectivement.

Démonstration. — Le (i) est une conséquence directe du lemme I1.6.2 puisque D+
et D sont p-saturés.

Maintenant, si M est stable par v, alors M est stable par ¢ et donc est inclus
dans Dt d’aprés la prop. I1.6.1; son orthogonal, qui n’est autre que M, contient
donc DY, ce qui démontre le (ii).

Enfin, si 9 : M — M est surjectif, alors M ' est (p-saturé d’apres le lemme I11.6.2
et donc contient Dt+ d’apres la prop. I1.6.1; son orthogonal, qui n’est autre que M,
est donc contenu dans D*, ce qui démontre le (ii).

Proposition 11.6.4. — Si M est un treillis, alors y™(M) C D* et yy™(M) D D", pour
tout n assez grand.

Démonstration. — On a @™(D**) ¢ Mt et donc ¥™(M) C (D)L = D! pour
tout n assez grand, d’ou la premiére inclusion. Pour démontrer la seconde, on peut,
quitte & diminuer M, supposer que M = ¢™(T)D*. On a alors p(M) C M, et donc
Y(M) D M, ce qui fait que la suite des ¢*(M) est une suite croissante de treillis de
D inclus dans D% (puisque M l'est et que DY est stable par ). La suite est donc
stationnaire et la limite est un treillis de D stable par 1, et qui, de ce fait, contient Db
(prop. I1.6.3). On en déduit I'inclusion 1™ (M) D D", pour tout n assez grand, ce qui
permet de conclure.

Proposition 11.6.5. — Si f : D — D, est un morphisme surjectif d’éléments de ®T'SE .,
alors f induit des surjections de DV sur Dg et de D¥ sur Dg.

Démonstration. — Soit D; = Ker f, et soit M Pimage de D* dans D; ; c’est un treillis
de D; car D* étant un ﬁ;-module de type fini, il en est de méme de son image par la
surjection naturelle D — D;. Dans le diagramme commutatif suivant, les deux lignes
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horizontales sont exactes par définition de D" et dualité de Pontryagin, la colonne du
milieu Pest par hypothese et celle de droite par dualité de Pontryagin.

0 Dt D (D+)Y —=0
0 D} D, (DF)Y —0
0 0

Comme D; — MV est surjective par dualité de Pontryagin, il résulte du lemme du
serpent que D! — Dg ’est aussi. Le raisonnement étant identique pour D! — Dg,
cela permet de conclure.

Si D € ®I't(Os), on définit D? et D! comme les limites projectives respectives des
(D/p*D)" et (D/p*D)*.

Remarque I1.6.6. — (i) Il résulte de la prop. I1.6.5 que la réduction modulo p* induit
des surjections de D! sur (D/p*D)" et de D¥ sur (D/p*D)*, pour tout k € N.

(ii) Il résulte de la prop. I1.6.4 que, si M est un treillis de D, et si k € N, alors
Y™ (M) C D* + p*D et v (M) + p*D D> D", pour tout n assez grand.

I1.7. Surconvergence de D¥. — Sir > 0etsi f =Y czarT* € O, on définit
vl07](f) par la formule

0,r o . .
o7 (f) = min (érelfzvp(ak), ’%relfé('up(ak) +rk)),
et on note 60 = {f, vlOTI(f) > —oo et limy_ 400 vp(a) + 7k = +00}. Alors vl®7]
est une valuation sur ﬁfg,o’r] pour laquelle il est complet. On note Z(%"! Panneau des

entiers de ﬁ((go’rl pour cette valuation; on a alors ﬁé?’r] = ZOr[L], et Z©" est un
treillis de 0.
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Par ailleurs, on dispose [11] d’un sous-anneau A(®7] de A, stable par 9q,, et I'on
(15)
a

=1y

<P(A(0’r]) c AOr/pl o (0L ®z, A(O,r])%" _ ﬁéo sir<l

Ceci permet, si V est une Op-représentation libre de ¥q,, de définir un
sous—ﬁ’é?’rl-module D55 (V) de D(V), en posant

DO#FEl(V) = (ACF @y V).

De méme, si D € ®I'**(O¢), cela permet de définir un sous-ﬁ’é?’rl—module DOl de D,
en posant D1 = D©3=1)(V(D)).

Le résultat principal [5, 6] concernant ces objets est que, si D est de rang d, alors
D7 est libre de rang < d sur 6’((3,0’7], et que si, 7 > 0 est assez petit, D7 est libre

de rang d et, dans ce cas,
(01 ®z, A)® 50 DO = (6, ®z, A)®p, D.
Proposition IL7.1. — Si D € ®T°(O¢) est de rang d, et si r > 0 est assez petit, il

existe une base fi,...,fq de DO sur ﬁfgo’r] telle que le sous-module M engendré
par fi,..., fa sur ZO) vérifie la condition (M) C M.

Démonstration. — Soit 7 > 0 assez petit pour que D] soit de rang d. Soit e1,...,eq4
une base de D7 sur ﬁc(go’r]. Alors ¢(e1),--.,p(eq) sont des éléments de DOr/7]

ﬁéo,r/p I_module M, qu’ils engendrent

o017

linéairement indépendants sur Og, et le sous-
est stable par I'. Comme un idéal non nul de , stable par I', est engendré
par un élément divisant ¢™(T")¢, si n et c sont assez grands, on en déduit 'existence
de c € N et n € N tels que " (T)"°M, contienne D(®7/?l. En particulier, il existe
a;; € ﬁé?’r/p], pour 1 < 4,57 < d, tels que l'on ait e; = Z?zl ai ;o™ (T) " p(e;),
sil <4 < d.Soit b€ N tel que vI%7/Pl(a; ;) + (b+c)r > 1 quels que soient 1 < 4,5 < d,
et soient
o= " (T (T) - T,

et fi=a"le;,siie{l,...,d}. On a alors

d
fi=>bije(f;), avecby; = (T o(T))* a;,
Jj=1

/P (b; 5) = (e + DIOTPT T p(T)) + w0777 (a 5)
= (c+b)r +v0/Pl(q; ;) > 1.

(15) Ce regrettable décalage vient de ce que vg(T) = ;;Ll.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



100 P. COLMEZ

Montrons que les f;, 1 < i < d que nous venons de construire conviennent. Soit M le
sous-Z(®"-module qu’ils engendrent. Si z € M, on peut écrire z sous la forme

d d d
z=) wifi=Y yp(fy), avecy; = bz
i=1 j=1 i=1

On a alors v[%"l(z;) > 0, et donc y; € ﬁé?’r/ Pl vérifie vl0r/l (y;) > 1. Or d’apres
[14, prop.1.13], ceci implique que ¥(y;) € ﬁ’é?’r] vérifie vl (y(y;)) > 0, et comme
P(z) = Z?:l ¥(y;)f;, on en déduit Vinclusion ¥ (M) C M qui permet de conclure.

Corollaire I1.7.2. — Il eziste un sous-Z %" -module M de DO libre de rang d, conte-
nant D¥.
Démonstration. — Soient fi,..., f4 € D©7] fournis par la proposition II1.7.1, et soit

M’ le sous-Z(©"-module de D"l engendré par fi,..., fs. Alors M’ est un treillis
de D contenu dans D71 tel que ¢)(M’) C M’. Comme D* est un treillis de D, il existe
n(M', k) tel que D! c "M K)(T)~1M’ 4+ p*D, si k € N. En appliquant ¢™(M"F) 3
cette inclusion, on en déduit, quel que soit k¥ € N, I'inclusion D € T-'M’ 4+ p*D, ce
qui montre que ’on peut prendre M = T~1M’.

III. Les foncteurs D +— D! Q, et D' Q,

Ce chapitre est consacré & I’étude des P(Q,)-modules DX Q,, D'XQ, et D'XQ,
que 'on peut construire & partir d’un (p,I')-module étale D. Il se termine par une
étude détaillée de l’action de I' sur D X Z;,.

IT1I.1. Construction de représentations du mirabolique

1. (P(Zy),¥)-modules et représentations de P(Qp). — On note P = (

01
groupe mirabolique de GLs. Si A est un anneau, on note P(A4) C GL3(A) le groupe

) le sous-

des éléments de P & coefficients dans A. On a donc, en particulier, P(Q,
et P(Z,) = (% %).

Un (P(Zyp),)-module M est un &1-module topologique muni d’une action continue
de P(Z,) et d’'un opérateur O-linéaire continu 1), surjectif, commutant & P’action
de (Z(J; (1)), et tel que ¥ ((57)z) = (§3)¥(2),sibeZyet z € M.

Les exemples auxquels nous aurons affaire sont les suivants.

— L’espace Zy(Zp, A) des mesures sur Z, & valeurs dans A, o0 A=k, 0,L,...,
est naturellement un (P(Zy,),%)-module, 'action de (& %) € P(Z,) sur p € Do(Zp, A)
étant donnée par fzp $(8%) pn= sz dlax+b) u, et 1 = (Pgl %) oResyz, étant défini
par [, ¢¥(u) = [,z (p~'z)p.
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- Un (p,I')-module D est aussi naturellement un (P(Z,),)-module, I’action de
Y étant l'action précédemment définie, et celle de (&%) € P(Z,) étant donnée par
(8%) - 2= (1+T)b0,(2). Les sous-modules D* et D", étant stables par v et P(Z,),
sont aussi des exemples de (P(Z,),%)-modules.

Si M est un (P(Z,),¢)-module, on définit M X Q, comme l'ensemble des suites (5
(™), en d’éléments de M, telles que ¥(z(™ 1)) = z(") pour tout n € N.

Proposition I11.1.1. — Sur M K Q,, il existe une unique action de P(Q,) telle que :
(a) sia € Zy, alors (39) - (@™ )nez = ((89) - 2™)nez ;
(b) sik € Z, alors ( Ok ) - (@™)nez = (")) ez ;
(c) sib € Qp, alors (3%) - @™ )nez = (Y™ )nez, avec y™ = ((l)p:b) (™ s
p"b € Zy, ety = pvp(b)—n (y( ”P(b))) sin < —upy(b).

1
0
1
1
0
b)

Démonstration. — Remarquons qu’un élément z = (w("))nez de M X Q, est unique-
ment déterminé, si on connait z(™ pour tout n assez grand, puisqu’il suffit d’itérer v
pour récupérer les z(™) manquants Soit (“ b) € P(Qp), et soit r = vp(a). Comme
(8%) = (§8)(P,29)(% 9), et comme p~"a € Zj, une action de groupe de P(Q,)
sur M X Q,, vérifiant les propriétés (a), (b) et (c) de la proposition doit étre donnée

par la formule

(89)- @m0 = ((712) (757 ) -2047) 1 = (#727) -2 1y

Une telle action, si elle existe, est donc unique. Soient alors (&
éléments de P(Q,), soient 7 = vp(a) et 7’ = vy(a’), et soit y™
sin>0.0na

(545D 6 en) = (5 22 40

:((p i "b' ) (p_ora p"+1"b) . x(n+r’+r))n>>0

((p—“ﬂ >aa' p" (b’ +a b)) (n+r’+r))n>>0 = (“g' b’+1a’b) (™) 0

Il
N e

et comme (3 5)(g%) = (‘“‘ b +“ %), cela montre que I'on a bien défini une action
de groupe.

Remarque I11.1.2. — On dispose d’une action naturelle de P(Q,) sur 25(Qy, 1) (dé-
finie par pr o(x)(a8) p= pr ¢(az + b) p) et d’'un isomorphisme de Z5(Qp, O1)
sur %9(Zp, 01) ¥ Qp envoyant p sur (Reszp((pon ?)u))neN. L’action de P(Q,) sur
Do(Zy, 01,)RQ,, se déduisant de celle sur 2p(Qp, 1) via cet isomorphisme, est celle

(16) Notons que, si on pose w(™ = w‘"(w(o)), si n < —1, on obtient une bijection de M K Q, sur
I’ensemble des suites sur Z vérifiant les propriétés ci-dessus. Nous utiliserons donc indifféremment la
notation (w(™),en ou (w(™),cz pour désigner un élément de M X Qp.
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de la proposition (cf. [13, n°IL.5]). C’est d’ailleurs comme g¢a que les formules de la
proposition ont été obtenues.

2. (P(Zp), ¢, )-modules et restriction ¢ un ouvert compact. — Un (P(Zy), ¢, 1)-mo-
dule est un (P(Zy),%)-module muni en plus d’un opérateur injectif ¢ vérifiant les
conditions suivantes :

epo(§t)=(LR)op,sibeZ, et po(a?)
e o ( 2Jop=0,sibeZyetpo(}t)op=
e S (31) opowo (57) = id.

Notons que les conditions p o (3%) = (;2) opet o (a9) = (&9) o sont

(a9)op,siacZy;
1p 1b),siprZp;

«

équivalentes & ce que P'action de P(Z,) se prolonge en une action du semi-groupe
Pt = (% 19 Z») Paction de () étant définie par (59) -z = o(2).

La condition ¢ o ( ) p = (1 p'b ) si b € pZ,, implique en particulier que 1) est
un inverse a gauche de ¢; on en dedult que ( ) oporo ( —i) est un projecteur,
sit € {0,...,p— 1}. La condition % o (0 1) op =0, si b€ Zy, assure quant a elle que
ces projecteurs sont orthogonaux deux & deux (la composée de deux d’entre eux est
nulle si i # 7).

Parmi les (P(Z,),%)-modules que nous avons rencontrés ci-dessus, certains
sont munis naturellement d’une structure de (P(Z,),,%)-module. C’est le cas
de Z0(Z,, A), en définissant o(u) par fz,, do(p) = fz,, o(px) p. Clest aussi le cas
de D, si D est un (¢,I')-module étale (en prenant pour ¢ le ¢ de la structure de
(¢, T)-module) ; ce n’est jamais le cas de D* et ce n’est le cas de D! que dans des
conditions trés spéciales (prop. I1.5.14).

Si M est un (P(Z;), ¢, ¥)-module, si a € Zj, et k € N, soit
Bra=(53) ¢t ovto (5 7%).
Alors Bk q : M — M est Op-linéaire, et on a le résultat suivant.

Lemme II1.1.3. — (i) Bra 0 Brp =0, sia—b ¢ p*Z,, et Bra 0 Brp = Br,a = Brp, i
a-bep*Z,.
(ll) Efz_(} Bk+1,a+ip’° = /Bk,a'

Démonstration. — Par définition, on a
BraoBrb=(53) o9 ogp*o (§87%) 0p*oyo (3 7).

Or la seconde des propriétés de ¢ permet de montrer, par une récurrence immédiate
sur k, que ¥ o (1879) ok =0,sib—a ¢ p*Z,, et YF o (357%) 0¥ (1P"°(b ),
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sib—a € p*Z,. On en déduit que Biq 0 Brp =0, si a — b & p*Z,, et que dans le cas
ot a — b € p*FZ,, alors

Bhao B = (§3) 09F 0 (177 0-0) 0¥ o (3 71).
Or on a p* o (ép‘k(lb—a)) = (1%7%) o o et ((l)p"‘(lb—a)) ok = % o (17%). En
utilisant la premiere de ces formules, on obtient
BraoBro=(51) 0 (5°7%) 0@ ov®o (3 77) = (§3) 09" 09" 0 (57°) = B,
et en utilisant la seconde, on obtient
BraoBry=(53) 09 090 (5°1%) 0 (57°) = (§§) 0¥ 0¥’ o (§7) = Bra:

On en déduit le (i).
Passons au (ii). On a

Zﬂkﬂ atipt = Z (1 a+1ipk) okt ogpktlo ((1) —a—;ipk)

=0
p—1
=(33) 0" (X (1) owowo(§3¥)) ovko (37)
=0

Ceci permet de conclure.

Le lemme précédent montre, en particulier, que fi , ne dépend que de la classe
de @ modulo p*, ce qui permet de noter cette application sous la forme Res,iprz,- Le
reste du lemme peut alors se reformuler de maniere plus parlante :

Corollaire I11.1.4. — (i) Si a,b € Zy, alors

Res,iphz, = Resyypez,  sia+p*Z, =b+pFZ,,

Res k OReSb k =
a+p*Z, +p*2Zp {0 si (a +;Dkzp) N +kaP) =0

. . -1
(ii) Sia € Zy, alors Y 7" Resgyiphpprt1z, = Resqyprz, -

Remarque I11.1.5. — (i) On a ¢ = o~ o Respz, = (B (l’)_1 oRespz, .
(i) Si M = Zo(Zy), alors Resyy vz, est 'application de restriction a a + p*Z,

i.e. la multiplication par 1, k7 ); c’est ce qui justifie sa notation.
a+pkZ, qui )

La propriété (ii) du corollaire montre que, si U est un ouvert compact de Z,, et
si k € N est assez grand pour que U soit une réunion de translatés de kap, alors
application &-linéaire ), ¢y mod pr ReSayprz, ne dépend pas du choix de k (ni de
celui du systeme de représentants de U modulo p’“Zp par existence de Resa_,_pkzp).
On note Resy : M — M cette application. On a en particulier Resz, = id. On pose
Resgy = 0.
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Lemme II1.1.6. — Soient U et V des ouverts compacts de Z,.
(i) Resy + Resy = Resyny + Resyuy.
(ii) Resy o Resy = Resy o Resy = Resynv.

Démonstration. — On choisit k € N assez grand pour que U et V soient des réunions
de translatés de p*Z,. Le (i) est alors immédiat sur la définition, et le (ii) suit du (i)
du cor. I11.1.4.

Si U est un ouvert compact de Z,, on définit le sous-&-module M XU de M
comme 'image de Resy. On a donc en particulier M XZ, = M, MX @ = 0 et
MXZ;, =M ¥=0 (en effet, z € M K Z, si et seulement si Respz,z = 0, et comme
Respz, = @ 01 et p est supposé injectif, cela équivaut a ¥(x) = 0).

Lemme II1.1.7. — (i) Resy est un projecteur de M sur M X U.
(i) Si les U;j, pour j € J forment une partition (automatiquement finie) de U

par des ouverts compacts, et si € M XU, alors ) ;c;Resy; (r) = =z, et donc
MRU =@;c M XU;.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du lemme II1.1.6.
On dispose d’une action naturelle de P(Q,) sur Q, (définie par (&%) -z = az+b).

Le semi-groupe P laisse stable Z,, et 'image de i+p*Z,, par (3 %) est ai+b-+p**"Z,,
si T =wp(a).

Lemme I11.1.8. — Si U est un ouvert compact de Z,, alors goResy = Resgyog, pour
tout g € P+.
Démonstration. — Par linéarité, il suffit de le vérifier pour U de la forme i + p* Z,.

Sig=(8%),etr=vy(a),ona
goResiyprz, = (§3) 0 (§1) 0w* ok o (571) = (5°7°)(89) ov™ov®o (5 7).

Or (7' 9) =", et p~"a € Z, ce qui fait que (P @) commute & et 1), et donc

(59) 00k 0wk = (7529) 0™ ok = g oo (1708) = g oyt o (59).

Comme (39)(37%) = (3 ~(@+®)g, on obtient finalement

— (1 ai+bd k+r i k+r (1 —(ai+b _ —
gOReS,H_pkzP = (0 1 )0<p o 0(0 ( 1 ))Og = Resai+b+pk+rzpog = Resg(iﬂ,kzp)oy.

Ceci permet de conclure.
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3. Les applications Resy sur M W Q,, et les modules (M R Q). et (M K Qp)pc

Remarquons que ’on dispose d’une identification naturelle de M & un sous-module
de M ®Q, en envoyant £ € M sur +(z) = (¢"(z))neNn € M B Q,; on note M X Z,
P'image de M par ¢ de telle sorte que ¢ soit un isomorphisme de M sur M XZ,. Alors
+ commute & I'action de PT comme le montre un calcul immédiat et on dispose d’un
projecteur Resz, : M X Q, — M X Z, envoyant (™) pen sur o(z@).

Plus généralement, si U est un ouvert compact de Z,, on note M XU le sous-espace
de M X Q, image du sous-module M XU de M par ¢, et Resz, : MXQ, - M XU
le projecteur ¢ o Resy ot~ ! o Resz,, o I'opérateur Resy : M — M X U intervenant
dans la formule est le projecteur défini plus haut.

Si U est un ouvert compact de Q,, on choisit k € N tel que p*U C Z,, et on définit
MRXUCMXQ,et Resy : MXQ, — M XU, en posant

MRU = (7" 9)(MRp*U) et Resy = (?," %) oResyyo(n 9).

Que ceci ne dépende pas du choix de k est une conséquence du lemme III.1.8.

Proposition II.1.9. — (i) Si U et V sont des ouverts compacts de Q,, alors
Resy + Resy = Resyuy + Resyny et Resy o Resy = Resy o Resy = Respyny.

(i) Si U est un ouvert compact de Qp, alors Resy est un projecteur de M K Q,
sur M XU, et si les U;, pour j € J, forment une partition de U par des ouverts
compacts, alors M XU = @;e ;M X Uj.

(iii) Si U est un ouvert compact de Qp, et si g € P(Qp), alors goResy = Resgyog.

Démonstration. — Pour démontrer le (i), on choisit k assez grand pour que p*U
et p*V soient inclus dans Z,, et on utilise le lemme III1.1.6. Pour démontrer le (ii),
on choisit k assez grand pour que p*U C Z,, et on utilise le lemme IIL.1.7. Pour
démontrer le (iii), on choisit k assez grand pour que p*U C Z,, et r assez grand pour
r r+k .
que h = (PaP" ") € Pt sig=(3}). Alors
9o Resy =90 (75" 8) o Resyay o (75 8) = (#1377 8) o ho Resyey o (5 4).

On peut alors utiliser le lemme III.1.8 pour écrire hoRes,xy; sous la forme Resy, ,x 1y 0h,

et comme h(l’olc 9) = (Pkgr 9)g et h(p*U) = pa(p*U) +p"t*b = p"+*(gU), on obtient

goResy = (P_;_r ?) o Resyrik gy © (Pk(;'r (1)) og=Resgyoyg.

Ceci permet de conclure.

Remarque I11.1.10. — L’opérateur ¢ : M — M est relié a I’action de (1’;1 (1’) :on a

woResz, = (£9) ™ o Resyz, = Resg, o (7' 2),

comme le montrent le (i) de la rem. IIL.1.5 et le (iii) de la prop. IIL.1.9.
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On dit que x € M X Q,, est a support dans U, si x € M X U. On note
(MR Q). = Uren(M R p*Z,)

’ensemble des éléments de M X Q,, & support compact dans Q,. Comme M X (p~*Z,)
est ’ensemble des (z(™),cz € M K Q,, vérifiant (™ = p"~*(z(¥) si n > k, on voit
que (MR Q). est aussi I'ensemble des (2(™),cz € MRQ,, vérifiant z("+1) = p(z(M)
pour tout n € N assez grand.

Remarque I11.1.11. — (i) Si M = Dy(Zp, A), et si U est un ouvert compact de Qp,
alors M KR U est le module %y(U, A) des mesures & support dans U, et lapplication
Resy : M X Q, — M XU n’est autre que I'application de restriction & U (i.e. la
multiplication par la fonction caractéristique de U) de %y(Q,, A) dans Zy(U, A). On
en déduit que (M K Q,). est 'ensemble des mesures & support compact dans Q,.

(if) Comme g € P(Q,) envoie MXU dans MXgU, d’apres le (iii) de la prop. II1.1.9,
le sous-module (M X Q,). de M X Q, est stable par P(Q,).

Si M est un (P(Z,),v)-module, on munit M X Q, de la topologie induite par la
topologie produit sur MN. On note (M X Qp)pc 'ensemble des éléments z de M K Q,
nuls d Uinfini, c’est-a-dire tels que (§ %) -z — 0 dans M XQ,, quand b — oo dans Q,;
c’est un sous-P(Qp)-module de M X Q,,.

Remargque II1.1.12. — (i) Si M est un (P(Z,), ¢, ¥)-module, alors (MXQ,). est inclus
dans (M ® Qp)pc. En effet, si —b + p~"Z, n’intersecte pas le support de z, on a
Res,-nz,((3%)2) =0, ce qui se traduit, en notant y, = (yl()"))neN Iélément (§ %) -2
de M X Q,, par la nullité de y,(,n), pour tout n < k, si vp(b) < —k, et si z est & support
dans p_kZp. En revenant a la définition de la topologie produit, cela se traduit par
P’existence, pour tout voisinage V' de 0 dans M X Q,, de k € N tel que (6 '1’) -z€eV,
si vp(b) < —k; autrement dit, (%) -z — 0 quand b — .

(i) Si M est un (P(Z,), ¢, ¥)-module, (M B Q). et donc, a fortiori, (M X Qp)pec
est dense dans M X Q,. En effet, 2 est la limite, dans M X Q,, des Res,-»z 2, par
définition de la topologie produit.

II1.2. Les P(Q,)-modules DX Q,, DX Q, et D'XQ,

1. Définition. — Si D est un (¢, I')-module étale sur Og, alors D et ses sous-modules
D! et D% sont naturellement des (P(Z,),1)-modules, 'action de 1 étant celle définie
au § IL3, et (&%) € P(Z,) agissant par (§%) -z = (14 T)°04(2). On peut donc
considérer le P(Q,)-module DK Q,, et ses sous-P(Q,)-modules D K Q,, et D'RQ,.
Les formules de la prop. III.1.1 peuvent se traduire en termes de (¢, ')-modules : si
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z=(2")ecz € DR Q,, alors

((%9) 7)™ =2 sk € Z, en particulier, (7 0) .z)(o) — 20D = (),
((89)-2)™ = 0a(z™) siaez;;
((3%) ‘z)(n) =(1+T)"" 2™ sibeQ,etn>—v,(b).

Les modules D! et D" étant compacts, il en est de méme de D X Q et D'K Q,
qui, rappelons-le, sont munis de la topologie induite par la topologie produit.

Si D est un (¢, I')-module étale sur &, on définit des sous-P(Qp)-modules (DXQ,)s,
(D" Q) et (D! X Q,), de DX Q,, D' K Q, et D* K Q, respectivement, par

(DlZ'Qp)b = L®(D0|X'Qp)a (Dhlep)b = L®(DBIZ|QP) et (DuX'Qp)b = L®(Dng),

ou Dy est n’importe quel réseau de D stable par ¢ et I'. On munit ces espaces de la
topologie de la limite inductive, ce qui fait de (DR Q,); et (D* X Q,), des L-espaces
vectoriels complets pour une topologie localement convexe et localement compacte.

Exemple I11.2.1. — L’isomorphisme &7 Do(Zyp, O1,) de 'exemple I1.5.16 nous four-
nit un isomorphisme de &'7-modules compacts ﬁg,@Qp = 20(Qp, OL), o Do(Qyp, OL)
est muni de la topologie de la convergence faible.

En tensorisant par L, on en déduit un isomorphisme de L-espaces vectoriels topo-
logiques ("X Q,)s = Z20(Qp), ot Zo(Q,) est muni de la topologie de la convergence
faible. (Rappelons [13] que %,(Q,) désigne I’ensemble des distributions sur Q, qui
sont globalement d’ordre 0, et que 'on a Z5(Qp) = L®es, Z0(Qp, OL) ; c’est le dual des
fonctions continues sur Q,, tendant vers 0 & I'infini). L’espace & b X Q) est, quant a lui,
I’espace des mesures sur Q,, (i.e. le dual des fonctions continues & support compact).

Remarque I11.2.2. — (i) D est aussi muni d’une structure de (P(Z,), ¢, %)-module;
on dispose donc, pour tout ouvert compact U de Qp, d’'un sous-&r-module D X U
de DX Q, et d’'un projecteur Resy : DR Q, — DX U, et d’un sous-P(Q,)-module
(DR Q). de DR Q,,. !

(ii) Du point de vue de la correspondance de Langlands locale p-adique, le module
le plus important est D" XQp, mais le foncteur D — DhEQP jouit de propriétés moins
agréables que le foncteur D — D*RQ,, (cf. th. II1.3.5). Comme DX Q, /D' X Q, est
petit (cor. II1.3.2), on peut utiliser les bonnes propriétés du foncteur D — D¥ X Q,
pour étudier le module D! X Qp.

(iii) On déduit de la propriété (iii) de D¥ que si z = (2(™),cn € DR Q,, est bornée
(pour la topologie faible), alors z(™) € D! pour tout n € N. Il en résulte que D! X Q,
peut aussi étre décrit comme 1’ensemble des suites z = (2(™),en de DX Qp, bornées
dans D pour la topologie faible.
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(iv) Le module D¥=! g’identifie naturellement & un sous-&r-module de D* K Q,,.
Rappelons que ce module joue un réle trés important en théorie d’Iwasawa [7].

2. Dualité. — Siz € (DRQ,). et y € (DRQ,)., il existe n € N tel que
tn= (%9 2e¢DRZ,=D et y,=(?9) - ye DRZ,=D.

Comme Zpi1 = ©(Zn) €t Ynt1 = ©(Yn), il résulte de la prop. 1.2.3 que la quantité
{Zn,Yyn} ne dépend pas du choix de n vérifiant cette propriété. Ceci nous fournit un
accouplement sur (DX Q,). x (DR Q). & valeurs dans L/&}, (resp. 61, resp. L), si
D € ¥I'gl, (resp. D € ®T*(O), resp. D € ¥I**(&)). On note { , }q, cet accouple-
ment. Sa restriction & D x D = (DX Z,) x (D R Z,) est accouplement { , } défini
précédemment.

Proposition I11.2.3. — (i) Si U,V sont des ouverts compacts disjoints de Qp, et si
€ DRU etye DRV, alors {z,y}q, = 0.

(ii) Si g € P(Qp), alors {g- 2,9 y}q, = {z,y}q,-

Démonstration. — Quitte & remplacer z et y par (% 9) -z et (%' %) -y, ce qui, par
construction, ne change pas la valeur de {z, y}Qp, on peut supposer que U et V sont
inclus dans Z,. On peut de plus partitionner U et V de maniére & se ramener au cas

U=a+p"Z,,V=b+p"Z,, et a—b¢p"Z, Alors

dr
(_Ol(l’)xeDIZl(—a+p"Z,,) et z:((‘ol(l’)a:,y) 66’g1+T

Comme b — a ¢ p"Z,, on a " (¥"(2)) = Resprz,(2) = 0, et donc ¢"(z) = 0. Par
définition, on a {z,y} = résp(z), et comme résg(z) = réso(1)"(z)) d’apres le (ii) de la
prop. 1.2.2, on obtient {z,y} = 0, ce qui démontre le (i).

X ((b—a)+p"Zy).

Pour démontrer le (ii), il suffit de prouver que {g-z,9-y}q, = {z,¥y}q,, Pour g
de la forme (} %), avec b € Qp, (P: (1’), avec k € Z, ou (89), avec a € Z3. Sin € N,
soient z, = (”; 0) -z et yo = (7, 9) -y, de telle sorte que {z,y}q, = {Zn,yn}, pour
tout n assez grand.

-Sig=(§?%),ona (p; 9)g = (é”:b)(pg 9). On en déduit que

{9-2,9-y}q, = {(L+ T)P"’an, (1 + T)""°y,},
si n est assez grand. Cette derniére quantité est égale a {x,,y,} d’apres la prop. 1.2.3;
on a donc bien {g-z,9-y}q, = {,¥}q,-
-Sig= (1"0’c ?), alors {g-,9-y}q, = {Tntk,Yn+k}, si n est assez grand, et donc
{9-,9 y}q, ={z,¥}q, )
~sig=(§9),ona (% )g=g(% ), et donc {g-2,9-y}q, = {0a(zn),0a(yn)},
si n est assez grand. Cette derniére quantité est égale a {x,,y,} d’apres la prop. 1.2.3;

on a donc bien {g-z,9-y}q, = {,v}q,-
Ceci permet de conclure.
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II1.3. Le foncteur D — D'KQ,

1. Lien entre D'RQ, et D'R Q,

Proposition II1.3.1. — Si D est un (p,I')-module étale sur Og, lapplication Resz,
induit un isomorphisme de D! ® Q, /D! K Q,, sur D¥/D".

Démonstration. — 1 induit une surjection de D*/D" sur lui-méme et donc, d’apreés
le lemme 1.1.5, une bijection puisque D* et D" sont des treillis de D. Il s’ensuit que
I’application (z(™),en — 2(?) induit un isomorphisme de (D*/D%) X Q,, sur D¥/D".
Maintenant, la surjectivité de ¢ — 1 sur D" (cf. prop. I1.5.15) permet de montrer
que D'application naturelle D ® Q, — (D!/D%) K Q, est surjective, et donc que
D'RQ,/D" X Q, = (D*/D") K Q,. Le résultat s’en déduit.

Corollaire I11.3.2. — D*R Q,/D" R Q, est de dimension < dimg, D sur Oy,.

Démonstration. — Cela résulte de la prop. II1.3.1, du cor. I1.5.20 et du (i) de la
prop. I1.2.2.

Corollaire II1.3.3. — (i) Si D € @I (Og) est de rang > 2, irréductible, alors
D'*R Q,/D" X Q, est un Or-module de torsion.
(ii) Si D € ®TY(&) est de dimension > 2, irréductible, (D' R Qy)p = (DK Q,)s.

Démonstration. — C’est une conséquence directe du cor. I1.5.21.

Remarque I11.3.4. — L’isomorphisme D*XQ,,/D!KQ, = D*/D" munit D*/D" d’une
action de P(Q,). Comme Resz, o (1’;1 (1’) = 1 oResz,, cette action est donnée par la
formule

Prab) .z =y F(0,(2)), sik€Z,acZetbeqQ,.
(Cette formule a un sens car 9 est bijectif sur D#/D% puisqu’il est surjectif sur D*
et que D!/ DY est de longueur finie sur & ; par ailleurs une action de ((1) le) sur un

Or-module de type fini est automatique triviale ; on retouve donc l'inclusion TD¥ C
D" (cf. (iv) de la prop.I1.4.2).)

2. Ezactitude du foncteur D — D' X Q,

Théoréme IIL.3.5. — Si 0 — Dy — D — D, — 0 est une suite ezxacte de
(¢,T)-modules étales sur O, la suite 0 — D! ) Q, - D!RQ, - D!XQ, — 0 de
P(Q,)-modules est ezacte.

Démonstration. — L’exactitude a gauche est une évidence; celle au milieu suit de
ce qu’un élément du noyau appartient & D, X Q,, et est bornée et donc appartient
a Dg XQ, ((iil) de la rem. IT1.2.2). Il ne reste donc que P’exactitude & droite a vérifier.
D’apres le lemme 1.1.4, il existe un treillis My de D ayant pour image Dg dans D,.
Soit M 'adhérence dans D de la somme des treillis ™ (Mp), pour n € N. Il résulte
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de la propriété (iii) de D* (prop. I1.4.2) que M est un treillis de D; de plus, M est
stable par ¢ et a pour image Dg dans Dy par construction.

Soit alors = (2(™)nen € Dg X Qp. On peut choisir, pour tout n € N, un
relevement u(™ de z(™) appartenant & M. Si k € N, soit y; = (y,(c"))neN la suite
d’éléments de M définie par y,(c") =u™ sin >k, et y,(c") = " k@), sin < k.
Comme M est compact, il en est de méme de M et la suite y; admet une valeur
d’adhérence y = (y™)nen € MN qui est une suite bornée puisqu’a valeurs dans un
treillis. De plus, comme 1/1(y,(6"+1)) = y,(cn), si k > n+ 1, un passage a la limite montre
que Y(y"+)) = y(™ | quel que soit n € N. Autrement dit, y € D¥ X Q,,. Finalement,
I'image de yx dans Dg’ est  pour tout k; il en est donc de méme de celle de y. Ceci

permet de conclure.

3. Les sous-P(Q,)-modules de D* ® Q,. — Soit D un (yp,T)-module étale sur Og.

Lemme 111.3.6. — Soit M C D* K Q, un sous-Or-module fermé, stable par P(Q,),
et, sik € Z, soit M®) P’ensemble des x € D tels qu’il existe z = (z("))nez € M, avec
2(k) = 2. Alors

(i) M® = M©) quel que soitk € Z;

(i) M© est un sous-ﬁ}-module de D' stable par v, qui agit surjectivement, et
par I,

(iii) M = MO K Q,.

Démonstration. — Les (i) et (ii) sont immédiats, ainsi que I'inclusion M ¢ MO RQ,.
Reste l'inclusion M(©ORQ, C M a vérifier. Soit 2z = (2(M),cz € MORQ,.Sik € N,
il existe uy = (ufc"))nez € M tel que uik) = 28 car M*) = M(®), Par définition de la
topologie sur D! ¥ Q,), la suite ux, tend vers z dans D* X Q,, quand k tend vers +oo,
et M étant supposé fermé, cela implique z € M, ce qui permet de conclure.

Remarque I11.3.7. — Si M est un sous-Op-module compact de D X Q, stable
par P(Qp), alors M 0 = Resz, M est un sous—ﬁgi-module compact de D sur lequel
1) agit surjectivement ; on a donc MO cDtet M c DIR Q,.

Théoréme II1.3.8. — Soit D un (p,I')-module étale sur Og. Si M est un
sous-Op-module fermé de D' ® Q, stable par P(Qp), alors il existe un sous-
(¢,T')-module D, de D tel que

D'RQ,c M cD'RQ,.

Démonstration. — Soit M©® V'ensemble des ¢ € D tels qu'il existe z = (2()pen
appartenant & D! XQ,, avec 29 = . D’aprés le lemme I11.3.6, on a M = M(©) XQ,,
et quitte & remplacer D par le sous-(¢,I')-module de D engendré par M (©), on peut
supposer que M(® engendre D en tant que (p,T')-module. Soient D = D/m.D,
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M = M/mpM et m = M© /m; M©). Par construction, M = MmO R Q, et u®
engendre D en tant que (¢, T')-module sur kg.

Maintenant, ’hypothése selon laquelle M est stable sous P’action de P(Q,) se
traduit par la stabilité de M sous cette action et par le fait que M(O) est un sous-
k}-module de D stable par T sur lequel ¢ agit de maniére surjective (lemme III.3.6).
Comme (T ~P*z) = T *(x), on en déduit le fait que le sous-kg-espace vectoriel
de D engendré par M(O) est stable par ¢ et I' et donc, d’apres la prop. I1.3.5, est égal
au sous-(p, I')-module de D qu’il engendre, c’est-a-dire & D ; en d’autres termes, M(O)
est un réseau de D. Par ailleurs, comme M est stable par P(Q,), cela implique que
M© est un sous—ﬁ;—module de D inclus dans D! ; comme de plus M(® est compact
puisque c’est I'image du compact M par I’application z — 2(®) et que son image
dans D est un réseau, cela implique que M(® est un treillis de D. Maintenant, M (©
est stable par 1 et comme D! est le plus petit treillis de D ayant cette propriété, on
en déduit Iinclusion D% ¢ M(©®, ce qui permet de conclure.

Corollaire I11.3.9. — Si D € ®I*(kg) est irréductible, alors D' ® Q, est un
P(Q,)-module topologiqguement irréductible.

Corollaire I11.3.10. — Soit D € ®I*%(&). Si M est un sous-L-espace vectoriel fermé
de (D*®Q,)p stable par P(Q,), alors il existe un sous-(,T')-module Dy de D tel que

(DIRQ,), C M C (DI RQ,).

Démonstration. — 1l suffit d’appliquer le th. I11.3.8 & My = M N (Dg X Qp), ou Dy
est un Og-réseau de D stable par ¢ et T

Corollaive I11.3.11. — Si D € ®I°(&) est irréductible, alors (D ® Q,)p est un
P(Qp)-module topologiquement irréductible.

Corollaire I11.3.12. — Les P(Qp)-modules 2o(Qp, k1) et Zo(Qp, L) sont topologique-
ment irréductibles.

Démonstration. — C’est, modulo les isomorphismes de I’ex. II1.2.1, un cas particulier
des cor. I11.3.9 et I11.3.11.

Proposition I11.3.13. — Soit P € O1[X] non nul modulo my,.

(i) Si D est un (o,T)-module étale sur O, alors P((? (1))_1) : D'RQ, —» D'RQ,
est surjectif.

(ii) Si D € ®T°(&), alors P((29)™") : (D" Q,), — (DR Q,), est surjectif.

Démonstration. — Remarquons que P((g‘l))_l) (@™ )nen = (P(%) - 2)pen.
D’apreés la prop. 11.5.15, P(3) : Db — DV est surjectif. Il existe donc y*) € DF tel que
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P(t) - y®*) = (k) et comme ¢ : D" — DU est surjective, il existe y = (y,(cn))neN ap-
partenant & DYXQ,, tel que y,(ck) = y*) ; on a alors P(z/z)y,(c") = z(™ pour tout n < k.
La compacité de D* X Q, permet de prendre une valeur d’adhérence y = (y("))neN de
la suite (yx)keN ; un passage & la limite montre que P(z/))y(") = z(™, pour tout n € N,
et donc que z est dans I'image de P((3 ?)_1). Ceci démontre le (i) et, le (ii) étant
une conséquence immédiate du (i), cela permet de conclure.

Proposition I11.3.14. — Si z € DX Q,, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) ze D'RQ,;
(ii) il eziste P € OL[X], non nul modulo my, tel que P((29)) -2 € D' R Q,.

Démonstration. — Il n’y a que Pimplication (ii)=>(i) & prouver. On peut factori-
ser P sous la forme P = P*POP~ habituelle, et les inverses formels de P*((5 7)) et
P=((29)) convergeant sur D*XQ,, et DKQ,, pour la topologie p-adique, cela permet
de se ramener au cas ol P = PP et donc de supposer que P est unitaire et P(0) € 7.
Soit d le degré de P, et soit Q(X) = X?P(X ™). On a alors Q((? (1))_1)-z € D'RQ,,
ce qui se traduit, si z = (2(™),en par appartenance de Q(v) - 2™ & D¥ pour
tout n € N. La prop. I1.5.6 permet alors d’en déduire I’appartenance de z(™ & D!, ce

qui permet de conclure.

IT1.4. Le I'-module D X Z7. — Les résultats de ce § se trouvent déja, & peu de
choses prés, dans [20]. On en trouvera des raffinements dans [7, 15].

1. Action deT sur D. — Simn > 1, on note I', C I'' I'image inverse de 1 + p"Z, par
le caractere cyclotomique, et on pose I'y = I'. Si v € T', on note n(vy) le plus grand
entier n tel que v € I'y,. On a aussi n(y) = vp(x(y) — 1).

Lemme II14.1. — Soit v € T vérifiant n(y) > 1.
(i) (y = V)T est divisible par ") (T) dans €.
(i) Si m € Z, alors (y — 1)T™ € o"(T)T™ 10},
(iii) Si m € Z, alors (y—1) - (T™O}) C p"(T)T™16}.

Démonstration. — Si n(y) > 1, on peut écrire x(7y) sous la forme 1 4 p"(Mu, avec
u € Zy. On a alors

(V) g

(y=1)-T=QQ+T)? “1-T=010+T)"(A+T)*-1),

et comme (1 + T)* — 1 € TO}, cela permet de démontrer le (i).
Le (ii) suit de la formule (y — 1)T™ = «(T)™ — T™, qui nous donne

(y=-1)T™ = T (T) = T) ﬁgl(@)i sim € N,
~Tm U (T) - T) T (EFR) ™ si-meN.

Enfin, le (iii) est une conséquence directe du (ii).
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Soient D € ®T'E | tué par p¢, et M un treillis de D. Comme ¢(T') = T? modulo p,
on a <,0(T)”e_1 =T" sur D.

Lemme I11.4.2. — 11 existe s; = s1(M) et so = so(M) appartenant & N tels que, quel
que soit m € Z, on ait

Y(T™M) C TFI "M et (T™M) C TP™ %2 M.

Démonstration. — En écrivant m € Z sous la forme p‘a +7r,avec 0 <r < pl —1, on
obtient

$(T™M) = P((T)7*T"M) = T *(T"M) C T *$(M).
Maintenant, on a p‘~ta > [2] — p'~1 et M étant un treillis de D, il existe s tel
que ¥(M) C T=*1M. On en déduit 'existence de s; (que l'on peut prendre égal
a sy +pth).
En écrivant m € Z sous la forme p*~'a + r, avec 0 < r < p®~! — 1, on obtient

@(T™ M) = (TP “o(T"M) = T"'*o(T" M) C T""*p(M).

Comme p‘a > pm — p%, et comme il existe s} tel que (M) C T=52M, on en déduit
I’existence de sy (que 1’on peut prendre égal & s}, + p?), ce qui permet de conclure.

Lemme 111.4.3. — 11 existe k(M) € N et n(M) > k(M) tels que, si v € T' vérifie
n(y) > n(M), et sim € Z, alors

(y=1)- (T™M) C "=+ (7)™ pf,

Démonstration. — Comme D est de longueur finie, il existe £ € N tel que D soit tué
par p®. Soient s),s2 € N comme au lemme I11.4.2, et soient s = sup(s;, s2) et « € N
vérifiant :

(%) pa—(p+1)s>a(ie. a> (”Tt%z).

Maintenant, comme D est de longueur finie, un treillis de D est de longueur finie
sur OF, et il existe ey, ..., e, tels que M = 37_; 6 - e;. Comme l'action de T est
continue, il existe ng tel que (y—1)-e; € T*1 M, sin(y) > no et 1 < j < r, et quitte
a augmenter ng, on peut imposer :

€ T-o~E+H)(s+)yno(T) € TEF modulo pb.

Nous allons montrer, par récurrence sur n(vy), que l'on a

(y—=1) - (T™M) c To+*mpn(=no(T)Mf |

si m € Z et si n(y) > ng, ce qui prouve que 'on peut prendre k(M) = ng et
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-Sin(y) =ng, et siz= E;=1 Zjej, avec Ty,...,&y € Tmﬁ’}', alors

T T
(v=1e=) (=1 -z5)e5+ (@) (v —1) - ¢j).
j=1 Jj=1

D’aprés le lemme II1.4.1, la premiére somme appartient a ¢ (T)T™ 1M, qui est
inclus dans T*T1+™ M grace & la condition (x*), et la seconde appartient & T*+1+™ M
par définition de ng. On en déduit l'inclusion (y — 1) - T™M C T**1*™M que I'on
voulait démontrer.

— Supposons maintenant n(y) = n+1, avec n > ng, ’hypothése de récurrence étant
vérifiée pour n. Si z = SP71 (14 T)'p(x;) € T™M, alors d’apres le lemme II1.4.2, on
a (en utilisant la minoration p[®}] >m —p+1) :

z; = p(1+T)7'z) e T M et (a;) € T PP+

Maintenant, on a

p—1 p—1
(r=D-z=> ((v=1)-1+D))e(x:) + D (A +T))e((y — D)zs).
=1 1=0

La premiére somme appartient & "1 (T)T™~Ps=5=PM d’apreés ce qui précede et le
lemme II1.4.1. Comme

T—ps—s—pson+1 (T) — Ta+1(pn+1—ng (T)T—o:—(p+1)(s+1)<pn+1—no (T—l(pno (T)),
cette premiére somme appartient aussi a "t~ (T)T*+!M, grace a la condi-
tion (**), selon laquelle T~1pm(T) € To+P+D(s+1) G+ modulo p.

Par ailleurs, I’hypothése de récurrence, l'inégalité p[%] > m-—-—p+1etle
lemme III1.4.2 impliquent que

(y—1)-z; € Tllmstatlgn=no(T)
90(('7 _ 1) . wz) c <pn+1—no (T)Tm—(p+1)s+pa+1M c ngon+1_n0(T)Ta+1M,

puisque —(p + 1)s + pa > « grace a la condition (*). On en déduit ’appartenance
de la seconde somme & @10 (T)T™+a+1 M et donc aussi celle de (y — 1)z, ce qui
montre que I’hypothese de récurrence est vérifiée au rang n+1, et permet de conclure.

2. L’action de T sur D Zy

On rappelle qu’il existe ng(M) € N tel que %" (M) C D*, pour tout n > ng(M).
Soit ny (M) = sup(ng(M),n(D*), k(D*) + 1). Fixons aussi ¢,c’ € N tels que 'on ait
Dt c T~°Dt et Dt Cc T~ M.

Proposition II1.4.4. — Soit i € Zj. Si a € Zyp, alors o11pra — 1 est inversible sur
DR (i +p"Z,) d’inverse continu. Plus précisément, sin >ny(M), siz € DX (i +p"Z,),

. n+e 1 n+~£
et si (014pne — 1)z €T™P M, alors & € T o (T)e o757 @ (7)) ™™ M.
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Démonstration. — 1l suffit de traiter le cas i = 1, le cas général s’en déduisant en
conjuguant par o;. Soit donc z € D X (1 + p"Z,). On peut écrire z sous la forme
z = (1+T)¢"(y),ouy = Y™ ((1+T) " '2). Onaalors (014 pna—1)z = (14+T) ™ (Ga(v)),
ol

Ga(y) = ((1 + T)a - l)y + (1 + T)a(01+p"a - l)y
a n4vyp(a)— #
Or y — ho(y) = (1+1£()1i<711;rap1;)—1)y envoie T™D* dans %T’"D”, d’apres

le lemme I11.4.3. Comme n > ny(M) > k(D¥), I'application h, est donc strictement

contractante. On en déduit que G, est inversible sur D, d’inverse G !, avec

Y

G;l(y) = ————'Z—J'a—_l — ha(—y“‘) +ha0ha('(l+T—)a_1) + ...

1+7T) 1+T)e-1
Ceci implique que 014pnq — 1 est inversible sur D K (1 + p"Z,) et, de plus, que si
(O14pra — 1)z = (1 + T)¢™(y) appartient & T™" ™ M (et donc y € T™° DY), alors
z=(1+T)p"(G;'(y)) appartient &

Tmp* Tmp’ 1 nte
n # n + mp
¥ (cpvp(“)(T)D ) Cey (Tc(pvp(a) (T)D ) < Tc’son(T)c(pn-va(a) (T)T M.

Ceci permet de conclure.

Remarque I11.4.5. — (i) 1l ressort de la démonstration que, si a € Zy, si n > n(D"),
siy e T™D!, et si

(O11apn = 1)TH(A+T)'¢"(y)) = A+ T)'¢"(2),

alors z — (1+—TZ;‘“—_1 € pn—kDY(TYTm-2pH

(i) Comme DX Zy = Diezs mod pn D K (i +p"Z,), il résulte de la proposition que
v — 1 est inversible sur D K Z7, d’inverse continu pour la topologie faible, si v € I est
d’ordre infini.

Sin>1(oun > 2,sip=2), le groupe I', est isomorphe & Z,. Le choix d’un
générateur topologique v de I';, fournit un isomorphisme de ﬁ; sur l’algebre de groupe
complétée Ar, de I',, en envoyant T sur v — 1. L’anneau Ar, [(y — 1)~!] ne dépend
pas du choix de 7; on note Og(I',) son séparé complété pour la topologie p-adique;
I'isomorphisme €} = Ar, ci-dessus se prolonge en un isomorphisme &g = Og(T),)
d’anneaux. Sin > m, Papplication A® f +— Af induit un isomorphisme de Ar,, ®a;.,
Og(I'yn) sur Og (T, ) ; il en résulte que "anneau A®a,. Og(T'y), ot A = Ar est 'algebre
d’'Iwasawa, ne dépend pas du choix de n; on le note g(I"). On note &(I') 'anneau
ﬁg’(l")[%] et kg(I') Panneau Op(I')/my.

Théoréme 111.4.6. — (i) Si D € ®T¢;, alors DX ZY est un Og(T)-module ayant les

tors
mémes diviseurs élémentaires que le Og-module D.
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(i) Si D € ®T**(Os) est de rang d sur Og, alors D X Z; est un Og(T')-module
libre de rang d.

(iii) i D € ®TY(&) est de dimension d sur &, alors D R Zy est un &(I')-module
libre de rang d.

Démonstration. — Comme ’application y®z — ~(z) se prolonge en un isomorphisme
de A®n, (DXR(1+4p"Zy)) sur DXZ5, on est ramené & démontrer 1'énoncé du théoréme
en remplagant T' par T';, et DX Z7 par DX (1 + p"Z,), pour n assez grand.

Commencons par considérer le cas ot D € ®I'**(ks) ; soit d sa dimension, et soit
e1,...,eq une base de D! sur k}. Enfin, soit T = 014p» — 1. On dispose d’un isomor-
phisme y — a(y) = (1 + T)¢"(y) de D sur D K (1 + p"Z,), et 'application de D
dans D que 'on déduit de 7 via cet isomorphisme est ’application G; de la démons-
tration de la prop. II1.4.4. Il résulte de la formule G;(y) = Ty + (1 + T)7(y) et du (i)
de la rem. I11.4.5, que G; induit un isomorphisme de T™D¥ sur T+t D!, pour tout
m € Z. De plus, G¥ : T™D!/T™+1 Dt — Tm+kDH/Tm+k+1DF est Pisomorphisme
induit par la multiplication par T*. On en déduit que, si A = 2 k>ko art® € kg(Ty),
et siz € D,alors Az = ) axG%(x) converge dans D, et que I’application
(Ay---,Ad) — Ar-e1+-- -+ Ag-eq est un isomorphisme de kg (') sur D ('injectivité
est immédiate ; la surjectivité suit de ce que 'image de 7%k} (I')? est dense dans T* D*
et est fermée par compacité de &} (T')). Par transport de structures, on en déduit que
aler),...,a(eq) forment une base de D X (1 + p"Z,) sur ke(I'y), ce qui démontre le
résultat pour D € ®I'*t(ks).

Le (i) s’en déduit alors en utilisant ’exactitude de D — D X Zj, le (ii) se déduit
du (i) par limite projective, et le (iii) du (ii) en inversant p. Ceci permet de conclure.

Proposition II1.4.7. — Soit D un (¢,T")-module étale sur Og, et soient P € OL[X]
d’image non nulle dans ki[X] et v € T d’ordre infini. Alors P(v) est inversible
sur DX Z7, d’inverse continu pour la topologie faible.

Démonstration. — 11 suffit de le démontrer pour un module D de torsion, tué par p®.
Comme il existe a, b, € N tels que P divise X*(X®—1)" dans 6} /p® (il suffit d’écrire
P comme un produit de facteurs de degré 1 sur une extension convenable de L, et
de remarquer que X — o divise X? — o' et 1 — aX divise 1 — o’ X?, et que o' peut
étre rendu égal 4 0 ou 1 modulo p?, en choisissant convenablement i > 1), il suffit de
prouver que 4* —1 a un inverse continu sur DWKZ, ce qui suit du (ii) de la rem II1.4.5.

Proposition II11.4.8. — Si M est un sous-Or,-module de type fini de D stable par T,
alors M C D™.

Démonstration. — Soit v € T, d’ordre infini. Comme M est de type fini sur 07, il
existe P € 01[X], unitaire, tel que P(y) - M = 0. Maintenant, on peut écrire tout
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élément z de D, de maniére unique, sous la forme z = ¢"(y,) + " (Tp_1)+- - -+ o,
avec y, € D et 2, -+ ,2n_1 € DRZ5. Siz € M, on a alors P(y) - z; = 0, pour tout
i <n—1Or P(y) est inversible sur DX Zy, d’apres la prop. I11.4.7, et donc z; = 0, si
1 <mn — 1. Autrement dit, P(y) - £ = 0 implique = € Npeny™(D) = D™. Ceci permet
de conclure.

IV. Un quasi-inverse du foncteur D — D' X Q,

Le but de ce chapitre est de démontrer (cf. th. IV.4.5) que la connaissance du
P(Qp)-module D' K Q, permet de retrouver le (¢,I')-module D. Ceci implique le
résultat suivant dont des cas particuliers peuvent se trouver dans [3, 4, 12].

Théoréme IV.0.1. — (i) Si Dy et Dy sont deux (p,I')-modules étales sur Og, tels que
les P(Qp)-modules DE XQp et Dg X Q, sont isomorphes, alors D = Dj.

(if) Si Dy et Dy sont deuz (¢,T')-modules étales sur &, tels que les P(Q,)-modules
(DE KQp)s et (D} R Qyp)b sont isomorphes, alors Dy = D.

IV.1. Le foncteur D — D

1. Une variante de l’équivalence de catégories de Fontaine. — Soit Aq, 'ensemble
des f € Og a coefficients dans Z,. Le corps résiduel Eq, de Aq, n’est autre que
F,((T)), et on note Eq, le complété de sa cloture radicielle ; celui-ci est naturellement
muni d’actions continues de I' et ¢, commutant entre elles et coincidant avec celles
précédemment définies sur Eq, C k¢. De plus, on a EQp =E*.

On note AQ W(EQ ) I'anneau des vecteurs de Witt & coeflicients dans EQ ;
comme EQ est parfait tout élément de AQ s’écrit de maniére unique sous la forme
S48 pFlzk], ol les zy sont des éléments de EQ et [z] désigne le representant de
Teichmiiller de z dans AQ ,siT € EQ Les actions de I' et ¢ sur EQ s’étendent
de maniére unique a AQp 'action de ¢ devenant bijective, et Aq, (muni des actions
de ¢ et T') s’identifie naturellement au sous-anneau de Aq, engendré topologiquement
par [1+T] -1 (que I'on identifie 4 T' € Aq,) et son inverse. Comme EQ =E”, on
a AQ A%

Rappelons (cf. [8, p. 526]) que l'on dispose d’un(!”) analogue p-adique
z— [(1+T)%) de z — e2"® : si p"z € Z,, alors

n = Pz
(14T =™+ TP = 7Y ( ) ) T*).

k=0

(17) On a en fait trois tels analogues : en sus de z +— [(1 4+ T)%], on peut considérer z — €'®, ot
t = log(1 4 T) est le 2im p-adique de Fontaine, et z - e(z) = e~**[(1 4 T)?], & valeurs dans 00
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Comme on a identifié [1+T]—-1aT,ona [(1+T)*] = (1+T)% siz € Z,. On fera
attention au fait que ce n’est pas le cas si ¢ Z, : la série définissant (1 + T')* ne
converge pas dans X"ép, et si on complete Kap [%] pour obtenir un anneau dans lequel
cette série converge, on tombe sur la fonction x — e!® de la note de bas de page.

On note 5g I'anneau 0 ®z, KQp auquel on étend par & -linéarité les actions
de ¢ et I'. On a alors 560 = (0 ®z, K)” , Paction résiduelle de I" étant celle définie
ci-dessus. De plus, (6 ®z, A=l =gy,

Si D est un (¢, I")-module étale sur &g, soit D=0 ®e6, D. Cest un (¢,I')-mo-
dule sur 5@». Comme ¢ est bijectif sur gg et D est étale sur &g, 'action de ¢ est
bijective sur D.Un (¢, T')-module sur Os ayant cette propriété est dit étale. Comme
d’habitude, un (¢, I')-module sur & est étale s'il posséde un 5g-réseau stable par ¢
et T' qui est étale. On définit des catégories (I)ngrs(ﬁg), @Fet(gg) et ®I°(&) de la
maniere habituelle.

Remarque IV.1.1. — (i) Le module D peut se décrire 1®) aussi via les anneaux de
Fontaine : si V = V(D) de telle sorte que D = (A ®z, V)’ alors

D =D(V), avec D(V)=(A ®z, V).

En effet, on a

(A®z, V)" = (A®a (A®z, V) =A% ®aqy, D = (01, ®2, A%)®0, D =D.
(ii) Si D est un (¢, I')-module étale sur O, alors V(D) = ((OL ®z, X) ® D)¥=1
est une représentation de ¥9q,, et E étant algébriquement clos, ’application naturelle
A ®z, V(D) - A @z D est un isomorphisme; on en déduit que les foncteurs
Dw— V(D) etV — ﬁ(V) sont inverses 'un de l'autre.
(iii) 11 résulte de la discussion précédente et de ’équivalence de catégories de Fon-
taine que D = D(V(B)), et donc que D — D induit des équivalences de catégories :

BT BT (Og), BI(Og) = AT (Og) et BIHE) = BTHE).

(iv) Il n’est pas nécessaire de passer par les anneaux de Fontaine pour décrire le
foncteur inverse de D — D. En fait D est tout simplement 1’ umque sous—ﬁg module
M de D stable par ¢ et I'; tel que I'application naturelle ﬁg ®es M — D soit un
isomorphisme. En effet, la derniére condition implique que M a les mémes diviseurs
élémentaires que D (sur g ou sur & si D € ®I'**(&£)); en particulier, il est de type
fini. Or il résulte de [6, prop. II1.4.3], qu’un sous-&g-module (resp. &-module) de type
fini de 5, qui est stable par I, est inclus dans ¢ =" (D) pour n assez grand. Maintenant,
M est étale et donc est engendré par ¢™(M) pour tout n. On en déduit que M C D,
et M et D ayant les mémes diviseurs élémentaires, que M = D.

(18) C’est ce que Fontaine [16] appelle le I'-module de Dieudonné de pente 0 de V.
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2. D vu comme sous-P(Qp)-module de DRQ,,.— L’action de ¢ sur D étant bijective,
cela permet de munir D d’une action de P(Q,) en posant :

(P;“ b) -2 =[(1+T)"|¢"(0a(2)), sia€Z;,beQpetkeZ

Comme D est aussi égal & KQP ®Aq, D, il résulte de [11, prop. 8.5] que l'on a le
résultat suivant :

Lemme IV.1.2. — Si I C Q, est un systéme de représentants de Qp/Z,, tout élément
z de D peut s’écrire, de maniére unique, sous la forme

z= Z[(l +T)" 2z;, oz €D tend vers 0 quand i — oo dans Q.
iel
Fixons un systéme I C Q,, de représentants de Q,/Z,, ce qui permet de décomposer
tout élément de D sous la forme ci-dessus. Si n € N, on note I,, 'intersection de I
et p~"Zp, et donc I est la réunion croissante des I,.

Lemme IV.1.3. — Si z = 3 ;c;[(1+ T)i]z € D, alors (Ciern, [+ TP o™ (2:))nen
est un €élément de DX Q,, et application de D dans DX Q,, ainsi définie ne dépend
pas du choix de I et est P(Qp)-€équivariante.

Démonstration. — Si J est un autre systéme de représentants, et si i € I, il existe
j(@) € J, unique, tel que i — j(i) € Zy; de plus j(¢) € J, sii € I,, et 4 +— j(i) est une
bijection de I,, sur J,,, pour tout n € N. On note j — i(j) la bijection réciproque. Soit
z =13 ,cs1(1 + T)’12] l'écriture de z utilisant le systéme de représentants J. Comme

SoI+ )il = 30(A + TYON( + Y90z,
il i€l
'unicité de I’écriture montre que z; = (1 + T)!@) =3z, et donc que [(1 + T)')z; ne
dépend que de z et de la classe de ¢ modulo Z,, pas du choix de I. On en déduit que
Sier, [(1+ T)P"{¢™(2;) ne dépend pas du choix de I.
Maintenant, on a

(1 +T)P")p™(2), sip™ttie pZ, (ie sii€l,),
0, sip"tlie ZY (ie,sii € Iy — I).

YA+ e (24) = {

On en déduit 'appartenance de (3¢, [(1 +T)P")p™(2:))nen & DRQ,. L'injectivité
de l'application ainsi définie suit de ce qu’un élément z du noyau doit vérifier z; = 0,
pour tout i, d’apres 'unicité de ’écriture, et donc est nul. Enfin, pour démontrer la
P(Qp)-équivariance, il suffit de revenir aux formules, et de remarquer que :

e {ai, i € I} est un systéme de représentants de p~"Z,/Zy, si a € Zy, (équivariance
de (39)),
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o {b+1, i € I,} est un systéme de représentants de p~"Z,/Z,, si b € Q, et sin
est assez grand (équivariance de (§ %)),
o {pi, i € In41 — 1} U{0} est un systéme de représentants de p~"Z,/Z, (équiva-

riance de (5 9)).

Le lemme IV.1.3 permet d’identifier D aun sous-P(Qp)-module de DX Q,, ce que
nous ferons sans plus de commentaires. On remarquera que, si on écrit z € D sous la
forme z = 3,7 [(1 + T)%, alors :

® Resiyz,2=[(14+T)z;,sii €1, et Resy-nzg 2= cp [(1+T)]2;,sin €N,

e z est la limite des Res,-»z, 2 dans D.

Proposition IV.1.4. — Si z € DX Q,, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) z € D;
(ii) ((1) ’1’) -2 — 0 dans DX Q,, quand b — oo dans Qp ;
(iii) Resz,((3%) - z) — 0 dans D quand b — oo dans Q,.

Démonstration. — L’implication (ii)=-(iii) suit de la continuité de Resz,. Maintenant,
si (iii) est vérifiée, alors Res; 1z, ((§ %) - 2), qui est égal & [(1+T)]*Resz, ((3 °7°) - 2),
tend vers 0 quand b — oo, pour tout ¢ € I. En sommant sur ¢ € I,,, on en déduit que
Res,-nz,((§%)-2) — 0 et, ceci étant vrai pour tout n, que (§%)-z — 0 dans DRQ,,.
Ceci démontre que les propriétés (ii) et (iii) sont équivalentes.

Maintenant, si z = Y ;¢;[(1 + T)"z; € D,etsibe Qp,ona

Resz, ((§%) - 2) = [(1 + T)" "))z y),

ol i(z) est I'unique élément de I vérifiant z —i(z) € Z,. Comme z; — 0 quand ¢ — oo,
et comme i(—b) — oo quand b — 0o, on en déduit que Resz, (($?) - z) — 0 dans D,
ce qui prouve l'implication (i)=>(iii). Enfin, si Resz,(({?%) - 2) — 0 dans D quand
b — oo, alors z est la somme, dans D, de la série 3 ;¢7[(1 + T)"|Resz, (3 7°) - 2), ce
qui démontre I'implication (iii)=>(i), et permet de conclure.

Corollaire IV.1.5. — D est le sous-module (DR Q,)pe de DR Q,.

Démonstration. — C’est une simple traduction de 1'équivalence entre les (i) et (ii) de
la proposition.
IV.2. Le foncteur D — Dt
Soient Eap I’anneau des entiers de EQp’ Eg: son idéal maximal,
AL =W(EY), AL =W(EL) et 0f = 0,0, A4, 05 = 0,0z, ALY

Alors 52? est un sous-anneau de 5’:5» stable par ¢, ¢!

et I'; c’est aussi I’ensemble
des z € O tels que (¢p™())nen est bornée dans Og. De méme, OF 7 est un idéal de

gg (le quotient est &), stable par ¢, ¢~ et ['; c’est aussi ’ensemble des = € gg
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tels que ¢™(z) — 0, quand n — +00. Comme Eq, = E’, on a aussi Kap = (A+)*
et gg; = (ﬁL ®z, K+)‘%)

Un g}—module M est presque de type fini, s’il existe d € N et, pour tout n € N,
des éléments eq,...,eq de M, tels que 'on ait [T”—n]M - 52.761 + -+ 52.7@1.

Un (¢,T')-module sur 52, est un g}—module presque de type fini muni d’actions
semi-linéaires continues de ¢ et I' commutant entre elles. Un tel module est étale si
¢ est bijectif. Il est de pente 0 s'il est étale et si ¢ est topologiquement nilpotent.
On définit les catégories BT (6}), BT (6F), BT(6}), BTO (6}) et BTH(ET),
®I°" (£+) de la maniére évidente.

Si A est un (p,I')-module sur 5’:’;, on définit une & -représentation v(A) de 9q,
en posant V(A) = (6L, ®z, A) ®z+ A)e=1,

1. Les sous-modules D et D*+ de D. — On note D* (resp. D) I'ensemble des

z € D tels que la suite (¢™(2))nen soit bornée (resp. tende vers 0) dans D.

Remarque IV.2.1. — (i) Les modules D++ et D+ peuvent se décrire aussi via les an-
neaux de Fontaine. En effet, comme on l’a déja remarqué (cf. rem I1.2.1), on peut
caractériser AT = W(E*) (resp. AT+ = W(E**)) comme l'ensemble des z € A
tels que la suite (¢™(z))nen est bornée (resp. tend vers 0). De plus, on dispose de la
décomposition At = A++ @ W(F,). On en déduit que, si V = V(D) de telle sorte
que D = (A ®z, V)7, alors

+ _ (K+ ®z, V)L%”, Dt = (X++ ®z, V)éi” et Dt =D @D,

En particulier, le g+—module D+ / D++ est de type fini, tué par 5++

(ii) Il résulte de la descrlptlon ci-dessus que les sous-é’ -modules D+ et D+ de D
sont stables par ¢, ¢! et I, et donc sont des sous-P(Q,)-modules de D.

(iii) On peut retrouver V, et donc aussi D, & partir de D*.En effet, il résulte de
[8, prop. IV.2.4 (ii)], que A*++ ®z, V = A+ ®x+ D+, si V est de torsion (19

Qp
On en déduit d’une part, que D+ est presque de type fini sur &}, et donc est un

(¢, T')-module sur 52.7, et d’autre part, que A Qx+ Dt = A ®z, V, et donc que
Qp

V=V(D%)et D = O ® 5 D**. Comme D*/D*+ est tué par &1, on déduit

que ce qu1 précede que D+ est presque de type fini sur g‘*‘, et que V = V(D"‘)

et D=0p @~ 5t D+. Ces formules restent valables pour un élément de ®I'**(Fs) ou

de ®I'*t(&) par hmlte projective et tensorisation par L.

(19) La proposition en question est énoncée sans cette hypothése, ce qui est une erreur, le module

A+t ®% 5 D++ n’ayant aucune raison d’étre complet pour la topologie p-adique; il faut prendre
P
un produit tensoriel complété dans le cas non torsion.
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(iv) 1l résulte de [8, prop. IV.2.4 (i)] que le foncteur D — D++ est exact comme
composé des deux foncteurs exacts D — V et V — (ATt ®z V). On en déduit
que D — D+ induit des équivalences de catégories

BIE, (Os) = OTY, (OF), B (0) = @T° (6)) et OI*H(E) = ST (6H),

le foncteur inverse étant juste le foncteur 5g O s+ -
&

(v) Par contre, le foncteur D — D+ nest pas exact puisque D +— D™ ne l’est pas.
(vi) Le sous-anneau O - ﬁ de Og est dense dans ﬁg (appliquer le lemme IV.1.2
a Og). On en déduit que Op ® ot D+ est dense dans D.

2. L’inclusion de D dans D' R Q,

Lemme 1V.2.2. — (i) Si = € D*, alors Resz « € D'
(i) DN (D'®Q,) = D*.
(iii) D* est dense dans D' ¥ Q,,.

Démonstration. — Si z € DT, alors z,, = Res,-nz, @ € D+ + p*D, si n est assez
grand. On en déduit que I'image y, modulo p* de ¢"(x,) appartient & (D/p*D)*,
et donc que I'image modulo p* de Resz,r, qui n’est autre que ¥"(y,), appartient
a4 (D/p* D)% puisque (D/p*D)* C (D/p*D)" et que (D/p*D)" est stable par 9. Ceci
étant vrai pour tout k, cela démontre le (i).

Maintenant, on a D+ ¢ DN(D"RQ,) d’aprés le (i) et la stabilité de D+ par (79
L’inclusion inverse suit de ce que D% X Q, est compact et stable par ( P ) ce qui
prouve que la suite des ¢"(z) = (p )z, pour n € N, est bornée si z € Dﬂ(DhIZIQp)
Ceci démontre le (ii).

Enfin, 'adhérence de D* dans DURQ,, est un sous-P(Q,)-module fermé de D'XQ,,.
Par ailleurs, O¢ ® ot D™ est dense dans D qui est dense dans D X Q,,. Le th. II1.3.8

montre que cette adherence contient D% X Qp, ce qui permet de conclure.

Comme la topologie de D! X Q,, est induite par celle de D X Q,, on déduit du (ii)
du lemme IV.2.2 et du cor. IV.1.5 le résultat suivant.

Proposition 1V.2.3. — D est le sous-module (D" R Q,)pc de D" K Q,.

3. Caractérisation algébrique du sous-P(Qp)-module D+ de D' Q,
Proposition IV.2.4. — Siz € D'K Q,, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) z € DF;
(i) quel que soit n € N, limage modulo (p™, (17 ) —1) du ﬁL[( 1)]-module
engendré par x est un Or-module de longueur finie.
(iii) =+ (g+D) — p=i(zD) tend vers 0, pour la topologie faible, dans D.
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Démonstration. — Le cas général se déduit du cas d’un module de torsion par passage
a la limite projective, ce qui permet de supposer que D est de torsion, tué par p®.
Dans toute la suite de la démonstration, on note V' la représentation V(D) de 9q,,,
et on choisit vy,...,v5 € V tels que (z1,...,24) — Ele Z;v; soit un isomorphisme
de [TL, (Z,/p" Z ») sur V (comme V est tuée par p%, on a k; < ¢, pour tout ).

Soit alors z € D+ = (A ®z, V)7, et soit n > £. Si i € N, notons simplement
R;: D—D Xp~tZ, Papplication Res,-iz,. Comme R;(z) — z dans ARD=AQV
et comme D est de torsion, il existe i tel que Ri(z) —z € ¢"(T)(A* ® V). En
particulier, R;(z) € D*, et donc ¢'(R;(z)) € D* N D = D*. De plus, I'appartenance
de Ri(z) —z & ¢"(T)(A+ ® V) implique que, modulo ©™(T)D+, le &, [T]-module M
engendré par x est l'image du & [I']-module M’ engendré par R;(z). Or y — ¢'(y)
induit une injection de M’ dans D% puisque D7 est stable par I' et ¢*(R;(z)) € D*.
On en déduit que y — ¢*(y) induit une injection de I'image de M modulo c,o"(T)B+
dans Dt /" (T)D* qui est un & -module de longueur finie comme quotient de
deux treillis de D. Ceci permet, en traduisant en termes de P(Q,)-modules ce qui
précede, de démontrer que (i)=-(ii).

Passons & la démonstration de I'implication (ii)=-(iii). Rappelons que :

e un élément = de K/ p® s'écrit de maniére unique sous la forme z = Y, , p[z],
avec z; € E,

e la topologie faible sur K/pl est la topologie définie par la valuation wy_q,
avec wy—1(x) = inf;<p—1 vE(2;),

0 w1 (p(2)) = pue—i(2),

oz € At /p’ si et seulement si wy_1(z) > 0.

Soit y; = o~ (D (z(+1D)) — ,=i(£(d)), si ; € N. Notre probléme est de montrer que
y; tend vers 0. Comme D est tué par p%, la topologie faible sur D qui est celle induite
par la topologie faible sur A® Aq, D=A ®z, V, est la topologie définie par la valua-
tion wy_1, avec wg_l(zzzl zlvl) infi<;<q we—1(z;). On déduit de 'hypothese (ii)
Pexistence, pour tout n € N, d’un polynéme P, € &[X], non nul modulo my, et de
Uy = (uﬁf)) € Db ¥ Q, tels que, quel que soit i € N, on ait :

Po(7y) - 2@ = o"(T)ul.

On a alors

Pu(7) - 0" (i) = " HHT) (uY — o(u)).
Or ¢t (y;) = 20+ — (D) et w(+D) — p(u®) = w(+D) — Py (D) sont tous
deux éléments de D¥=?, et donc il existe d’apres la prop. II1.4.7, une constante C,, € R
telle que we_1 (9™ (1)) > we_1 ("M H(T) (uHY — p(u))) + C,. De plus, la suite
(w*D —p(u));en est bornée, et il existe C” tel que wg_l(u(i“)—go(u('))) > ', pour
tout 4 € N. Par ailleurs, D étant tué par p?, on a wy_; (¢*(T)x) > p AL we—1(z).
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On en déduit les minorations

pn+i+2—f , pn+1—£ Cn +C'
__:_I__+Cn+C et wg_l(yi)z p-—]. pi+1 y

we_1 (" (%)) >

et ’existence, pour tout n, de i, tel que wy_;(y;) > p" ¢

démontrer 'implication (ii)=>(iii).

si 1 > i,. Ceci permet de

Finalement, démontrons I'implication (iii)=-(i). L’hypothese (iii) équivaut & la
convergence de la suite ¢~*(z()) dans D ; notons y la limite. Comme t(z(+1)) = (),
quel que soit 4, on a R;(p~ "™ (z(+™)) = o=H(x®), quel que soit m € N. On en
déduit que R;(y) = ¢ 4 (z™), et donc que z = Ry(p'(y)), quel que soit s € N.
Pour conclure, il suffit donc de vérifier que y € At ® V, car cela implique y € D+
et £ = 1(y). On peut écrire y sous la forme y = E?:l Y;vj, avec y; € K/pkfx,
et @ sous la forme @ = Y°I_, x; jv;, avec z;; € A/p*iA, sil1 < j <d, eton
ay; = lim;_, oo (2 ;). Par ailleurs, la suite (z(?);cn est bornée puisqu’élément
de D% X Q,. Cela se traduit par le fait que, quel que soit j, la suite we—1(x;,;) est
minorée. Comme wy_1(y;) = lim;—, 400 P~ *we—1(2;,5), cela implique que we_1(y;) > 0,
quel que soit j. On en déduit 'appartenance de y a A+ ®V, ce qui permet de conclure.

IV.3. Extension du dictionnaire d’analyse fonctionnelle & Q,

1. Mesures nulles a Uinfini. — L’ensemble 2,(Qp, 01) des mesures sur Q,, & valeurs
dans €1, n’est pas un anneau car on ne peut pas faire la convolution de deux mesures
sans prendre de précautions concernant leurs supports. Ceci nous améne & définir le
sous-ensemble Zy(Qp, OL)pc des mesures nulles a l'infini, c’est-a-dire les mesures p
telles que Diry * 4 — 0 (pour la topologie faible sur %5(Qp, &L)) quand b — oo,
ou Dir, désigne la masse de Dirac en b. 11 est facile de vérifier que Zp(Qp, OL)pc est
un anneau pour la convolution, et que Z5(Qp, O1)pc est dense dans Zo(Qp, OL).

Proposition IV.3.1. — La transformée de Fourier p — fQ (1 4+ T)*|u induit un iso-
P

morphisme d’anneauz de Zo(Qp, OL)pc Sur 5;5

Démonstration. — Soit I = Z[%] N [0,1] le systéme standard de représentants
de Q,/Z,. Alors =Y,y Dir; * Resz, (Dir_; * u), ce qui nous donne

[ s
Q,

Z [ (14 T)***| Resg, (Dir_; )
i€l

Z (/z (1+T)" Resz, (Dir—; * ,u)) [(1+T).

iel

Modulo le fait que la transformée d’Amice A — fz (14+T)* X induit un isomorphisme
P

d’anneaux de %(Zy, O1) sur O}, le résultat suit donc du lemme IV.1.2.
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Corollaire IV.3.2. — Si p € 20(Qp, OL), les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) p € 20(Qp, OL)pe ; .
(ii) quel que soitn € N, le sous-ﬁL[( ZOP ?)]-module de 26(Qp, ﬁL)/(p", ((1) "1" ) — 1)
engendré par p est de longueur finie sur OJ,.

Démonstration. — C’est, modulo les isomorphismes 6’25 XKQ, = 2(Qp,0L) de
Pex. IIL.2.1 et Z5(Qp, OL)pc = OF, une réécriture de I’équivalence des (i) et (ii)
de la prop. IV.2.4.

2. Dualité. — On étend 1éso & Og 122~ en posant réso(z145) = réso ((Resz, 2) 1257 )-
Proposition IV.3.3. — L’application résy : 5’;» l‘i—TT — O vérifie les propriétés sui-
vantes :

(1) réso(cp(z)l‘i—TT) = résp(z &—TT) et résg(04(2) 1JFT)) = a " lréso(z 1+T) sia € Zy

(ii) résg est identiquement nul sur Og 1‘iTT KU, siU C Q.

Démonstration. — La formule pour laction de I' suit, via la prop. 1.2.2, de
ce que Resz, commute & l'action de I'. Celle pour ¢ vient de ce que l'on a
Resz, (¢~ '(z)) = ¥(Resz,(2)), ce qui permet d’utiliser la prop. 1.2.2 pour montrer
que réso (¢ 1 (2) 1JrT) = réso( 1+T)

Maintenant, si z € Os (2= KU, et si n € N, alors p~"(2) € Og {5 Kp™"U. Or
I'hypothése U C Q,, implique que Z, Np~"U = &, et donc Resz,(¢™"(2)) =0, sin
est assez grand. On a alors résy(z) = réso(¢™"(2)) = résg(Resz, (¢~ "(2))) = 0. Ceci
permet de conclure.

Proposition IV.3.4. — Si z € Os et T € Q,, soit ¢.(z) = réso([(1 + T)*]z 1+T)
L’application z — ¢, ainsi définie induit un isomorphisme de Og/ ﬁg.f sur l’espace
€°(Qp, OL)o des fonctions continues sur Qp tendant vers 0 & Uinfini.

Démonstration. — Fixons un systéme I de représentants de Q,/Z, dans Q. Cela
permet, d’apres le lemme IV.1.2, d’écrire tout élément z de 5@0 sous la forme
z = 3 ierl(L 4+ T)% z;, ot (2)icr est une suite d’éléments de &g tendant vers 0 &
Vinfini pour la topologie faible. On a alors ¢,(z) = ¢, (x + ¢), si x + i € Z,. Comme
2; tend vers 0, il existe, pour tout k € N, un entier n(k) € N tel que z; € 52; + pF O,
si v,(i) < —n(k), ce qui se traduit par le fait que ¢,(z) € p*Oy, si v,(i) < —n(k) et
si £ +14 € Zy. On en déduit Pappartenance de ¢, & €°(Q,, OL)o.

Réciproquement, soit ¢ € €°(Qp, OL)o. Si ¢; est la restriction de z — ¢(z + i)
a Z,, soit k(i) le plus grand entier k tel que ¢; soit & valeurs dans p*&p, et soit
z; € Og tel que ¢,, = p~*¥)¢,. L’appartenance de ¢ & €°(Q,, O1)o se traduit par
le fait que k(i) tend vers +oo a l'infini. La série 3";c; p*@[(1 + T)?|2; converge donc
dans gg et la somme z de cette série vérifie ¢, = ¢ par construction. Ceci permet de
conclure.
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IV.4. Le foncteur M — M,

1. O1[P(Qp)]-modules compacts et Do(Qp, Or)pc-modules.— Soit M un & -module
compact (pour une topologie moins fine que la topologie p-adique) muni d’une ac-
tion continue de P(Q,). Nous allons montrer que I'action de ((1) le) se prolonge par
linéarité et continuité en une action de Zo(Qy, Or)pc = g;f

Lemme IV.4.1. — SiU est un ouvert de M contenant 0, alors pour tout n assez grand,
ona(p”, (17 )-1)MCU.

Démonstration. — Supposons le contraire. Il existe alors des suites z,,,y, d’éléments
de U tels que z, = p"zn+ ((} % ) — 1)yn n’appartienne pas & U, quel que soit n € N
(remarquer que la suite des (p™, (37 ) —1)M C U est décroissante). Par compacité
de M et M —U, on peut extraire de (z,, Yn, 2n) une sous-suite convergente, et si z est
la limite de la sous-suite des z,, la continuité de 'action de P(Q,) montre que z = 0,

ce qui est en contradiction avec 'appartenance de z &4 M — U.

Proposition IV.4.2. — (i) Si A = 15 axTx € 6}, la série Y ar((31) - 1)" - @
converge dans M, pour tout x € M, et Uapplication (A, x) — Az ainsi définie fait de
M un 6% -module.

(i) SiA = e M[(1+T)Y] € 5’:}, ot \; € OF tend vers 0 quand ®®) i — oo, et si
x € M, alors la série Y _;c; A+ (§ 1) - converge dans M, et Uapplication (X, z) — A
ainsi définie fait de M un g}-module.

Démonstration. — Si n € N, alors T € (p", ™(T)), si k est assez grand. Le lemme
précédent permet donc de prouver la convergence de la série du (i) et, pour tout sous-
module ouvert U de M, fournit I'existence de n € N tel que A - [(1 + T")*]z € U, pour
tout i € I, si A € (p", ¢"(T))O%. On en déduit la convergence de la série dans le (ii).
Le reste de la proposition ne posant pas de probléme, cela permet de conclure.

2. O1[P(Q,)]-modules admissibles. — Sin € N, soit M = M/ (p™, ((1)”:) -1)M.
zZ,
0

le sous-07, [(ZO; ?)]-module de MM engendré par x, et on note ?*) M,,. 'ensemble

des € M tels que, M[™(x) soit de longueur finie sur &y, quel que soit n € N.

Notons que ’action de ( le ) passe au quotient sur M ™. Si z € M, on note M ()

L’équivalence entre les (i) et (ii) de la prop. IV.2.4 montre que si M = D' X Q,,
alors M,pc = Mp; il en est de méme, d’apres le cor. IV.3.2, si M = %5(Qy, O1).

Proposition 1V.4.3. — Le module M, est stable par P(Q,), et est muni naturellement
d’une structure de (¢,T)-module sur 67, ot ¢ agit par (59), o, € T par (39), et
[(1+T)%), pour b€ Qp, par (32%).

(20) Suivant le filtre des complémentaires des parties finies ou, ce qui revient au méme, dans Qp.
(21) « apc » signifie « algébriquement presque & support compact ».
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Démonstration. — La stabilité par (Q(); (IJ) suit de ce que (ZOS (1]) est invariant par
conjugaison par (§9), pour a € Q, et I'idéal (p”, (} ”1" ) — 1) est envoyé sur 'idéal
(p™, ((1)1’”+;”(°)) — 1), et donc contient I'idéal (p™~Iv(2)], ((1) P"-':”(”)I ) —1).

Maintenant, soient ¢ € Mape, b€ Qp et y = (3%)z. Ona (¢9)y=(§%)(89)=,
ce qui montre que M (y) est inclus dans la somme des (} %) M"l(z), pour a € z;,
et comme (§ %)M (z) ne dépend que de la classe de ab modulo p"Z,, cette somme
est en fait finie, ce qui prouve que y € My, et que My, est stable par (é le) et
donc aussi par P(Q,).

Il résulte de la prop. IV.2.4 que si X € g}, alors pour tout n € N, l'image modulo
(p",¢™(T))6} de A est une combinaison linéaire finie de [(1+T)?), avec b € Z[]. On
en déduit que si z € M,pc, et si n € N, alors I'image de Az dans M ("] est dans un
sous-Or-module engendré par un nombre fini de translatés de = par ((1) le ), et donc
engendre un &r-module de longueur finie sous ’action de (ZO; (1)), puisque My est
stable par ((1) le ) Ceci étant vrai pour tout n, on en déduit 'appartenance de Az
& Mapc, et donc la stabilité de M, par multiplication par un élément de gg Ceci

permet de conclure.

On dit que M est admissible si M,y est presque de type fini sur 5;2

Proposition IV.4.4. — M +— M, est un foncteur de la catégorie des Or-modules
compacts munis d’une action admissible de P(Q,) dans celle des (¢,T")-modules étales
sur 6’2;.

Démonstration. — La seule chose qui ne suit pas de la définition d’admissible est

que M, est étale, mais la bijectivité de ¢ sur M,,. suit de ce que ¢ correspond

a (29) et donc admet (Pgl ‘1)) comme inverse.

On peut énoncer ’équivalence entre les (i) et les (ii) de la prop. IV.2.4 sous la
forme : si D est un (¢, T')-module étale sur &, alors D = (D" M Qp)apc. Comme D+
est presque de type fini sur 5}7, on en déduit, en utilisant le (iii) de la rem. IV.2.1, le
résultat suivant.

Théoréme IVA4.5. — Si D est un (p,I')-module étale sur Og, alors D" X Q, est un
P(Qp)-module admissible et D = D(V((D* K Qp)apc))-

Le th. IV.0.1 se déduit directement du th. IV.4.5 dans le cas de (¢, I")-modules
sur Og. Si Dy et D, sont deux (¢,I')-modules sur & tels que les P(Q,)-modules
(DE X Q,)s et (Dg X Q) sont isomorphes, on peut appliquer le th. IV.4.5 & des
réseaux A; et Ag de D; et Dy, pour en déduire que A; et Ay sont isogénes et donc
que D, et D, sont isomorphes.
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IV.5. Le P(Q,)-module D/D* et son dual

1. Considérations topologiques. — Si D € ®I'**(O¢), on note Dy, le (p,I')-module
D/p*D, et donc D est la limite projective des Dy.

Lemme IV.5.1. — 1l existe c € N tel que p© tue le conoyau de D™ — Di* pour tout
k e N.

Démonstration. — Soit V = V(D), et, si k € N, soit Vi = V/p*V. 1l résulte du (ii)
de la rem. I1.2.4 que :

DM — (W(Fp) ®Zp ij’)l"nr et Dzr — (W(Fp) ®Zp Vk‘}f’)[‘nr'

Comme le foncteur U — (W (F,) ®z, U )™ est une équivalence de catégories, le
conoyau de D™ — D}¥ est tué par la méme puissance de p que celui de v V,ff .
Notons X le quotient de ((Qp/Z,) ® V)7 " par sa partie divisible. Le conoyau de
v Vk” " est alors isomorphe au sous-groupe de p*-torsion de X, et comme X est
de longueur finie sur &, il existe ¢ € N tel que p© annule X, et donc aussi le conoyau
de D™ — D}* pour tout k. Ceci permet de conclure.

Lemme IV.5.2. — Si p° tue le conoyau de D™ — D' pour tout k € N, alors il tue
aussi celui de D¥ — D}, pour tout k € N.

Démonstration. — Cela résulte de ce que D — D*+ est un foncteur exact et de ce
que Dt = D™ @ D*+ et D} = D @ D .

Lemme IV.5.3. — L’application naturelle de 5/5+ dans lim Bk/B;C" est un isomor-
phisme.
Démonstration. — L’injectivité est immédiate; prouvons la surjectivité. Soit

(zk)keN € limﬁk/ﬁ,:r et, si k € N, soit Zx € D un relevement de zj. Alors

T — Tr_1 est dans l'image inverse de D;r_l, et donc peut s’écrire sous la forme

k=1-cy, ol uy € 5*’, v € D, et ¢ € N est choisi de sorte que p° annule

Uk + P
le conoyau de Dt — DZ’, pour tout k € N (I'existence d’un tel ¢ résulte des
lemmes IV.5.1 et IV.5.2). Soit yx = & — ug — -+ — ug. Alors y, a pour image xj

dans Bk/B;:, et on a Y — Y1 = pF17°

vk, ce qui montre que la suite yx a une
limite y dans D. Cette limite ayant, par construction, pour image (z)ken, cela

permet de conclure.

Si D € @I, alors D est un ouvert de D, et donc D/D™ est un module discret.
Il résulte du lemme IV.5.3 que, si D € ®I'°*(O), alors 5/ D+ est séparé et complet
pour la topologie p-adique. Par ailleurs, ce module est sans p-torsion; c’est donc
naturellement la boule unité d'un L-banach. Si D € ®I'**(&), alors D/D* est un
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L-banach (si Dy est un Og-réseau de D stable par ¢ et I', c’est le L-banach dont
Dy/D¢ est la boule unité).

2. Dualité
Proposition IV.5.4. — (i) Si D € ®T'et,, alors D'RQ,, est le dual (de Pontryagin) de
D/D+.

(ii) Si D € BT (L), alors D' B Q,, est le Op-dual de D/D+.

(iii) S5 D € ®T4(&), alors (D' R Q,)s est le dual topologique de 5/5+

Démonstration. — Si D € ®I'St et si z € D, il existe n € N tel que l'on ait
z—Res,-nz 2 € D+. Autrement dit, il existe n tel que 'image de z modulo D+ soit
dans I'image de D X p~"Z, = ¢~ (D). On en déduit que D / D+ est la réunion crois-
sante des ¢~ "(D)/p~ (D7) ou, ce qui revient au méme, la limite inductive des D/D*
relativement aux applications de transitions toutes égales & . Son dual est donc,
d’apres le (ii) de la prop. II.5.19, la limite projective des DV relativement aux appli-
cations 1, c’est-a-dire D" X Q,,. Ceci démontre le (i); le (ii) et le (iii) s’en déduisant
de la maniére habituelle, cela permet de conclure.

Remarque I1V.5.5. — (i) Si D = €, on retrouve, en utilisant les prop. IV.3.1 et IV.3.4,
la dualité entre 2o(Qyp, OL) et €°(Qp, OL)o-

(ii) Il résulte de la démonstration que l'accouplement décrivant la dualité entre
DRQ, et D= (DX Q,)pc est la limite de

{¢" (Resp-nz,z), " (Resp-nz,y)} = {Resp-nz,z, Resy-nz,9}q,-
L’accouplement { , }q, étant P(Qp)-équivariant (prop. II1.2.3), il en est de méme de
son prolongement.

(iii) L’accouplement { , }q, admet aussi un prolongement P(Q,)-équivariant (par
continuité) & (D K Q,)pe x (D B Qp)pe- En effet, on dispose (cf. prop. IV.3.3) d’une
application rés : gg—l% — O, qui commute aux actions de ¢ et I'. Celle-ci induit une
application résg : & / 5’:;1‘1—7; — L/01, avec les mémes propriétés. En composant avec
I’accouplement ( , ) sur (DX Q,)pe X (DEQyp)pe, obtenu en étendant 1’accouplement
tautologique D x D par ag-linéarité, ceci permet de définir un accouplement

{, }q, sur (DX Qplpe X (DR Qp)pe, avec {z,y}q, = réso(<(“01 ?)x,y»
La restriction de cet accouplement & (DXQ,). x (DX Q). est 'accouplement { , }q,-

Corollaire IV.5.6. — (i) Si D est un (p,T')-module irréductible sur kg, alors B/ D+
est un P(Qp)-module irréductible.

(ii) Si D € ®Tt ., alors D/D* est un Oy, [P(Qp)]-module de longueur finie.

(iii) Si D est un (¢, I')-module irréductible sur &, alors 5/5"‘ est un P(Qp)-module
topologiquement irréductible.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



130 P. COLMEZ

Démonstration. — Les (i) et (iii) résultent, par dualité, de la prop. IV.5.4 et des
cor. IT1.3.9 et II1.3.11. Le (ii) résulte du (i) par dévissage en utilisant I’exactitude des
foncteurs D +— D et D +— Dt et la finitude du &1 -module Dt /D*+.

3. L’application 1ésq : DX Q, — D¥/D% — On a défini, au n°4 du § IL5 une
application 1ésg : D — D!/D". De méme, on définit résy(z), pour z € DX Q,
(resp. z € (DR Qy)p, si D € ®I*(&)), en posant réso(z) = réso(Resz, (2)).

Proposition IV.5.7. — Soit D un (¢,T')-module étale.
(i) Size DR Q, (resp. z € (DX Qy,)s), alors :
e 1éso((89)-2) = (&9) - xéso(2), pour tout a € Q},
o réso(Respnz,2) = 1éso(2), pour tout n € Z.
(ii) réso(z) = 0 si et seulement si il existe xz € D+ tel que Respnz, (2 — ) tende
p-adiquement vers 0 quand n — +oo.

Démonstration. — Le (i) est une conséquence immédiate du (i) de la prop. 11.5.22.
Maintenant, comme Resz z € DY, si z € D+ (lemme IV.2.2 (i)), on déduit du (i) que
réso(z) = 0 §'il existe z € D+ tel que Resynz, (2 — z) tende p-adiquement vers 0.

Pour démontrer la réciproque, on peut se contenter du cas ou D est étale sur Og, le
cas D € ®I'®*(&) s’en déduisant en tensorisant par L. Soit ¢ € N—{0} tel que p° tue le
sous-&-module de torsion (D#/D¥),o.s de D¥/Db. D’apres le (i) de la prop. 11.4.2, il
existe m; € N tels que ™! (Resz,2) € D!+ p?°D, et 'hypothese résy(z) = 0 implique
que l’on a alors ¥™(z) € D + p**D.

Par ailleurs ¥™((D/p°D)**) = (D/p°D)%, si n > 0 (rem. 11.5.13). Il existe
donc ny > my et z; € (D/p°D)*t, tel que ™ (z1) = ¥™ (Resz,z) modulo p°.
Maintenant, le foncteur D +— DT+ étant exact ((iv) de la rem. IV.2.1), on peut
relever z; en #; dans D*+, et par construction, on a %™ (Resz, (z — &1)) € p*D.
Comme 1éso(y™ (Resz, (z — &1))) = 0, et comme p° tue (D¥/D")¢ors, cela implique
que réso(p~ 9™ (Resz,(z — #1))) = 0 puisque réso(p~“y™ (Resz,(z — Z1))) =
p°réso(p~2°Y™ (Resz, (2 — Z1))). En réitérant le raisonnement précédent, cela fournit
ny € N et #, € Dt tels que Y™ (p=cy™ (Resz, (z — &1)) — ™ (Resz,@2)) € p**D et
donc ™ "2 (Resz, (z — &1 — p°Ez)) € p3¢D. Une récurrence immédiate nous fournit
donc des entiers n; et des éléments Z; de D tels que

Ypmt Ttk (Resy, (2 — & — - — p*R=Vez)) € p**VeD, pour tout k € N.

Soit = 3°1% pU=1e&; ; c’est un élément de D vérifiant " (Resz, (z — z)) € p*°D
(et donc Respnz,(2—c) € pFe D), pour tout n > ny +- - -+ng. On en déduit le résultat.
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V. Opérations analytiques sur les (¢, I')-modules

Le but de ce chapitre est de définir, en s’inspirant des formules pour ’image directe
d’une mesure par un difféomorphisme local ou pour la multiplication d’une mesure
par une fonction continue, des opérations analytiques sur n’importe quel (¢, I')-mo-
dule étale. Le cas des mesures correspond au (¢, I')-module trivial &g et méme, plus
précisément, & son sous-(p,I')-module ﬁ(hg = 0} (lidentité de ﬁga et 0 rend la
convergence des formules bien meilleure dans le cas du module trivial que dans le cas
général ou existence des limites est un peu miraculeuse).

Dans tout ce chapitre, les (¢, I')-modules considérés sont étales sur Og. Les résultats
s’étendent aux objets de ®I'°*(&) par linéarité.

V.1. Image directe par un difféomorphisme local

1. Le théoréme d’inversion locale

Si U et V sont deux ouverts compacts de Q,, on dit que f : U — V est un
difféomorphisme si f est bijectif, de classe ¢! (sous-entendu uniformément), et si son
inverse est de classe €’ (la prop. V.1.1 ci-dessous montre que cette derniére condition
est en fait automatique).

On dit que f: U — V est un difféomorphisme local si f est de classe €7, et si f’
ne s’annule pas sur U.

Un difféomorphisme f : a+p*Z, — b+p*Z, est dit réguliersi v,(f'(z)) est constant
sur a+p*Z, et s’il transforme un systeéme de représentants de a + p*Z,, modulo p"Z,
en un systéme de représentants de b + p*Z, modulo p"**~*Z, pour tout n € N.

Proposition V.1.1. — Soient U,V des ouverts compacts de Qp, et f : U — V de classe
€. Sia € U est tel que f'(a) # 0, alors il existe k € N tel que f induise un
difféomorphisme régulier de a + p*Z, sur f(a) + f'(a)p*Z,.

Démonstration. — L’énoncé est invariant par composition & droite et & gauche par
des applications affines, ce qui permet de se ramener au cas a = f(a) =0et f'(a) =1,
et I'énoncé étant local, on peut supposer U C Zy,.

Comme f est de classe €' sur U, on peut écrire f(z + y) — f(z) — f'(x)y sous la
forme ye(z,y), avec vy(e(z,y)) > a(vp(y)) et a : N — Z tend vers +o0o en +o00. En
particulier, il existe k € N tel que kap CcUet

vpe(x1, 22 — 1)) > 1, sivp(wa —z1) 2k, et vp(f'(z) —1) > 1, sivy(z) > k.
Soit alors F(z,z) =z — f(z) + 2. On a

F(z,21) = F(2,72) = (w2 — 21) (e(21, @2 — 1) + (f'(z1) — 1)),
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et comme v, (e(z1, 22 —21)+(f'(x1)—1)) > 1, si 21,22 € p*Z,, la fonction z — F(2,z)
est contractante sur p*Z,, pour tout z € p*Z,,. Elle admet donc un unique point fixe,
noté g(z), et ce point fixe est I'unique solution de I’équation f(z) = z dans p"Zp.

Enfin, on a v,(f'(z)) = 0, si z € p*Z,, et comme v,(e(z,y)) > 1, si z,y € p*Z,,
on en déduit que v,(f(z+y) — f(x)) = vp(y), et que vp(f(z1) — f(z2)) = vp(z1 — 22),
si 1,29 € kap. Ceci permet de montrer :

— que f transforme un systéme de représentants modulo p™ en un systéeme de
représentants modulo p”,

- que vp(g(21) — 9(22)) = vp(F(9(1)) — £(9(22))) = vpl21 — 22), et done que g est
continue,

— que g est surjective puisque son image est compacte, et dense d’apres le premier
point, et donc que go f =id,

— que g[ll(w, y) = y(yl)l:i(z)

Pour conclure, il suffit donc de prouver que g est de classe €' ou, autrement dit,

est bornée sur p* Z, x kap privé de la diagonale.

que g1 s’étend par continuité & p*Z, x p*Z,, ce qui suit de ce que

n _ 9@ —g@) __ g(y) —glx) _ 1
SN = T T Faw) — 16@)  T(gw), s@)’
et de ce que fI!! est a valeurs dans Z;, puisque vp(f(z1) — f(z2)) = vp(z1 — T2), €t
est continue.

2. Le cas d’un difféomorphisme local de Z,, dans Z,
Sin € N, la notation I,, désigne un systéme de représentants de Z, modulo p"Z,.

Soit f : Z, — Z, un difféfomorphisme local. Si u est une mesure sur Z,, son
image directe par f est la mesure f,u sur Z, définie par fzp O fepr = fz (pof)u. Sa
P
transformée d’Amice est donc

Amz/ A+T)Y®p= lim Z/ 1 +T)@p.
Z, n—>+ooieln i+pnZ,

Par ailleurs, f(z) = f(¢)+ f'(i)(z —1) + (x —i)e(é, 2 — i), ou e(x,y) — 0, quand y — 0,
uniformément pour z € Z,. On en déduit que Ay, , est aussi la limite de

Z / (14 T)f O+ =, — Z (1+T)* (f’éi) f(i)—lif’(i)) - Resitpnz, -
icl, Y i+P 2y icl, " Zr
Comme (/{1 SOZH'W) = (£ 1) (G 57) et (g 1) oResirpnz, = Resprz,o(5 1),
on obtient finalement :

T "(3) £ 1—i

Afop = nl‘ffw (VD7 )Resprz, (5 7°) An)-
i€l,

Cette derniére formule a un sens pour n’importe quel (¢, I')-module étale et suggere

I’énoncé du lemme V.1.2 ci-dessous.
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Soit D un (¢,T')-module étale sur Og.

Si D € It ., on dit qu’une suite de familles a; ,, pour z € X,,, d’éléments de D,
tend uniformément vers 0, s’il existe une suite décroissante (M, ),en de treillis de D
vérifiant N,en M, = 0, telle que a, , € M, pour tout z € X,,. Si tel est le cas, on a
M, c Dt pour n assez grand, ce qui permet d’imposer & M,, d’étre stable par ¢, si
n est assez grand.

Si D € ®I**(O¢), on dit qu’une suite de familles a, ,, pour z € X, d’éléments
de D, tend uniformément vers 0, si elle tend uniformément vers 0 modulo p*, pour
tout k € N.

L’un des intérét de cette notion est qu’une série dont les termes sont dans une telle

famille est convergente (avec des quantificateurs laissés au lecteur).

Lemme V.1.2. — Soit f : Z, — Zp un difféomorphisme régulier.
(i) Si z € D, la suite de terme général

un = (V{7 Respnz, ((5 7))

i€l,

converge dans D vers une limite f.z qui ne dépend pas du choiz des I, et U’application
fe : D — D ainsi définie est O -linéaire continue.

(ii) De plus, Resiypnz,(fez — un) tend vers 0, quand n — +oo, uniformément
pouri € I,.

Démonstration. — Le cas général se déduit du cas de torsion par limite projegtive ; on
peut donc supposer D de torsion. L’indépendance de la limite par rapport au choix des
I,, suit de son existence (si on a deux choix, on en fabrique un troisi¢me en panachant
et Pexistence des limites montre que les trois limites sont égales).

Si i € Zy, soit rpi(2) = Y™ ((§ 1%)2). On a alors

Respnz, ((§7°)2) = ¢"(rni(2)) et un =Y (YO I1D)p"(rn:(2)).

icl,
Maintenant,
Resyroiz, ((17)2) = (3 7)Resupoiz, ()= 30 (57 Resyipns, (2
JELNi+pn—1Z,
= Y @PT)Respz ((57)) = X (5779 (rns(2)
jGInﬂH-p""lZp j€Inﬂi+p"_IZp
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Ceci permet, en notant i; ’élément de I,,_; dans la classe de j modulo p"~! d’écrire
Uy, — Uy—1 Sous la forme

Up — Up_q = Z ((f(()j) f(lj)) -/ gj) f(lij) )(} J'—lij ) - @™ (n,;(2))
JE€IL
=2 (679)" (95 = n) - 7ns(2)),
J€In
avec g; = (f,(()]) ?) et h,n"7 = (f,gl]) p_n(f(ij)+f/(ilj)(j_":j)_f(j))) (et g5 — hn,J désigne la
différence dans €7[G] et pas dans Mz(Z,)...). Comme f est de classe € et comme
vp(j —t;) > n —1, il existe a : N — N tendant vers 400 en 400, telle que l’on ait

vp(f'(G) = £'(i5)) 2 a(n) et v (p7"(F(5) + £'(i;)(G — i5) — £(5))) = a(n),

quel que soit j € I. On a alors g; ‘hy, ; € (1+P°(()")Zp P“(';)Zp) car vp(f'(z)) = 0 pour
tout x € Z,, étant donné que f est supposé régulier.

Par ailleurs, les fonctions r, ; sont &p-linéaires continues, la continuité étant uni-
forme en n € N et j € Z, car si M est un treillis de D, il existe un treillis M’ de D
contenant tous les " ((§ 77 )z), pour j € Z, et n € N (en effet, on a (5 )z € M
pour tout j € Z, et donc on peut appliquer le (iii) de la prop. II.4.2). On en déduit,
en utilisant la continuité de ’action de (ZO; le) sur D, l'existence de ng et d’une suite
décroissante de treillis (My,)n>n, de D, stables par ¢, dont I'intersection est nulle, et
telle que (g; — hnj) - Tn,j(2) = g;(1 = gj *hn;) - 7r;(2) € My, pour tout j € Zy, et
tout z € M. On a alors u,, —u,_1 € M,, et donc u, — u,_1 tend vers 0 uniformément

sur M, ce qui prouve que la série converge vers une application & -linéaire continue.
On en déduit le (i).
Le (ii) se démontre de méme en remarquant que, si z € M, alors

Resitpnz, (Unik — Untk—1) = Z (359) 0" ((g; — hntk j)  Tnik,i(2))
J€Inyk, f(3)€i+P"2Zp
appartient & My x, ce qui implique que Res;ipnz,(fsz — un) € Mpyk, pour tout
i € Z,, et permet de conclure, vu les conditions satisfaites par les My,.
3. Le cas général

Si U est un ouvert compact de Q,, et si n est assez grand, la notation I,,(U) désigne
un systéme de représentants de U modulo p"Z,.

Proposition V.1.3. — Soient U,V deuz ouverts compacts de Q, et f : U — V, un
difféomorphisme local.
(i) z€ DRU, la suite de terme général

un= 3 (V1) Respnz, ((57)2)
i€l (U)

ASTERISQUE 330



REPRESENTATIONS DU MIRABOLIQUE DE GL2(Qp) 135

converge dans (D ® Q). vers une limite f.z appartenant ¢ DXV et ne dépendant
pas du choiz des I,(U).

(ii) L’application f. : DRU — DRV ainsi définie est O,-linéaire continue.

(iii) Resjypnz, (fez — un) — 0, quand n — +oo, uniformément pour j € V.

Démonstration. — f étant de classe €* et f’ ne s’annulant pas, U étant compact, il
existe k € N tel que, pour tout a € U, f soit un diffomorphisme de a + p*Z, sur
f(a) + f'(a)p*Z,. En écrivant U comme une réunion disjointe (finie) de a + p*Z,,
pour a € A C U, on obtient D XU = ®acaD K (a + p*Z,), et on est donc ramené
& prouver le résultat dans le cas ot U = a + p*Z,, V = f(a) + f'(a)p*Z, et f est
régulier. Nous aurons besoin du résultat suivant qui résulte d’un calcul immédiat.

Lemme V.1.4. — Si h € P(Q,) et si f: U — Q, est de classe €, alors pour tout
rzeU, ona

((hofo)'(z) ho)i(z)) = h(f’(()x) f(lx)) et ((foho)'(w) foii(z)) _ (f’(ho(;z;)) f(h,l(z)) )E(h),
ot £(h) est la partie linéaire (§9) de h = (§3).

Soit alors h; = (Pkf()'(“) f(la)), he = (P(;c ‘;) et g = hy' o f o hy de telle sorte que
g : Z, — Z, vérifie les conditions du lemme V.1.2.

Soit I, = {p™*(j — a), j € In4x(U)} = hy'(In4x(U)); cest un systeéme de repré-
sentants de Z, modulo p™ puisque f est régulier. En utilisant le lemme V.1.4, on peut
écrire u, sous la forme

un = 3 ha (90 90) (75" 9)Respnenz, ((§ ~+179)z2).

i€l
Or on a
(75" 9) o Respnanz, = Resprz, o (70" 9) et (" 0)(1-(@2™)) = (§ 7 )h3".

On obtient donc
wn = ha (D0 (7090 Respna, (3 79)h7"(2)) )
i€,
Comme h;'(z) € DR Z, = D, le terme dans la parenthése tend vers g.(h;(z))
d’apres le lemme V.1.2. On en déduit ’existence de f, et la formule f, = hyog.ohy !
qui permet de démontrer la proposition.

Remarque V.1.5. — (i) Si h € P(Q,) est identifié au difféomorphisme de Q, qu'il
induit, alors h, = h.

(i) Si f: U — V est un difféomorphisme local, et si h € P(Q),), il ressort de la
démonstration ci-dessus (ou d’un calcul direct) que

(foh)u=faoh=fioh. et (hof)e=ho fu=h.of..
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4. L’image directe d’une composée

Proposition V.1.6. — Si U,V,W sont des ouverts compacts de Qp, et si f : U — V et
g:V = W sont des difféomorphismes locauz, alors

(g0 f)x = gso0 fu.
Démonstration. — Comme d’habitude, il suffit de traiter le cas ou
U=a+p*Zy, V=f)+f(a)p"Zy, W=gof(a)+(g0f)(a)p"Zy,
et f, g sont des difféomorphismes réguliers. Posons

hi= (P 9), hp=(PL@I@), g = (¢ @ gol@),
fi=hylofohi, gi=h3"ogohy,
de telle sorte que f1 et g1 sont des difféomorphismes réguliers de Z, sur Z,. On a
f = hgofioh] ! et donc f. = hgo(f1)sohi " (cf. rem. V.1.5). De méme g = hzogyohy*
et donc g, = hz 0 (1)« 0 h; . On en déduit que g. o fu = h3 0 (g1)« 0 (f1)« 0 h7' et
(gof)« = hzo(g10f1)«0h]*. On est donc ramené & prouver que (g10f1)x = (91)x0(f1)x;

autrement dit, il suffit de prouver le résultat danslecas U =V = W =Z, et f,g
sont des difféomorphismes réguliers de Z,, sur Z,. On a alors

go(£:(2)) = lim > (7§79 )Respnz, (5 1) f+(2))

i€l,

= lim Y (YU6) UG )Respnz, ((} D) ful2))

n—-+4o00

JEF1(In)
Or, d’apres le (ii) du lemme V.1.2,
Resynz, (5 ~19) £(2) =(5 71 )Ress(g) 4z, (f(2))
=(o ) (S )Respnz, (( 7)2) + ens(2),
oll &p,;(2) tend vers 0, quand n tend vers 400, uniformément pour j € Z,. Comme
ZHAN L FY PN (G Vera . Y0y . .
((1) fl(J))(féJ) f(la)) = (f(()]) 2) et (9 (fO(J)) Q(fl(J)))(f(()J) 1) = ((g°f0) € QOJ;(]))7
on obtient aussi

oufu(2) = lim > (RO eD)Resynz, ((57)7) = (90 (),

n—+o0o
JEFYIn)

ce qui permet de conclure.
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V.2. Multiplication par une fonction continue

1. Généralités. — Soit o : Z, — O une fonction continue. Si u est une mesure
sur Z,, on peut multiplier x par a : la mesure mq (1) que I'on obtient est définie par
Jz. dma(p) = [, a¢p. Sa transformée d’Amice est donc

4 P

Ama(u)=/z a(z)(1+T)"p=_lim Z/z‘+pnz a(z)(1+T)° p.

n—+00
p i€l,

Comme « est continue, a(zx) — (i) tend vers 0 sur i + p"Z,, uniformément pour
i € Zy,. On a donc aussi
Ama(#) = lim Z / a(l)(l + T)I n= nhIiloo Z a(l) ReSi_f_pnsz”.
n itp" ZP -

n—+o00
i€l i€l,

Cela suggere le résultat suivant :

Proposition V.2.1. — Soient U un ouvert compact de Q, et o € €°(U, OL). Alors, si
z€ DRU, la suite de terme général

Un= Y oafi)Resippnz, (2)
€I, (U)
tend vers une limite mq(z) € DR U qui ne dépend pas du choiz des I,(U), et lap-
plication my : DU — DX U ainsi définie est O -linéaire continue.

Démonstration. — Si D est de torsion, il existe £ € N tel que D soit tué par p’.
Comme U est compact, o est uniformément continue et il existe ng € N tel que
a+p™Z, C U, pour tout a € U, et @ mod p? soit constante modulo p™°. La suite u,
est alors constante pour n > ng, ce qui permet de conclure dans le cas ou D est de
torsion. Le cas général s’en déduit par limite projective.

Remarque V.2.2. — L’action de T' n’a pas été utilisée dans la construction de my
(en effet, la définition de Res;;,nz, n’utilise que la structure de ﬁ}—module et les
actions de ¢ et 1). La méme formule permet donc, si A est 'anneau de Fontaine,
de définir une application m, : AKX U — A KU, et on retrouve notre application
mq : DRU — DK U ci-dessus en étendant ’application m, & (A ®z, V(D)) XU,
qui contient D XU, par mq(a ® v) = my(a) ® v, si a € A et v € V(D).

Proposition V.2.3. — Si o, € €°(U, O1), alors
Mg OMg = Mg O My = Mag.

Démonstration. — Si D est de torsion, tué par pf, soit ny tel que a et § mod p¢
soient constantes modulo p™°, et a 4 p™Z, C U, pour tout a € U. On a alors
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Resiypnz, (Ma(2)) = a(i) Res;1pnz,(2) pour tout n > ng et tout s € U. On en déduit
que

mg(ma(2)) = D B()Resispnz,(Ma(2) = D B())a(i)Resiipnz, (2) = mas(2).

1€1n, (U) 1€1ny (U)
o 0

Ceci permet de conclure dans le cas ou D est de torsion. Le cas général s’en déduit
par limite projective.

Proposition V.2.4. — Soient U,V des ouverts compacts de Q. Si f : U — V est un
difféomorphisme local, et si o € €(V, OL), alors

I OMaof = Mq o fy.

Démonstration. — Comme dans la démonstration de la prop. V.1.3, on peut se rame-
ner, quitte & subdiviser U, au cas ou f est un difféomorphisme régulier de U sur V;
en particulier, v,(f'(x)) = r est constant sur U et f(I,(U)) est un systéme de repré-
sentants de V modulo p™*", pour tout n assez grand.

Maintenant, si D est de torsion, on a macf(2) = Y scr, ) a(f(9)) Resitprz, (2),
pour tout n assez grand, et donc

feomao(2) = lim > (£ D) Respnz, ((§ 1) Macs(2))

n—-+o00

i€l (U)

Jim S (£ 0)a(f() Respez, (5 77)2)

i€l (U)

Par ailleurs, il résulte du (iii) de la prop. V.1.3 et de ce que f est un difféomor-
phisme régulier, que (f'éi) f(li) )Respnzp(((l] _1’)2) — Resy(i)4pntrz, (f+2) tend vers 0
uniformément pour ¢ € U, quand n tend vers +00. On a donc aussi

feomaos(2) = lim Z a(j) Resjypntrz, (fu2) = mq o fu(2).

n—-4o00

jefIn(U))

Ceci permet de conclure dans le cas d’'un module de torsion; le cas général s’en déduit
par limite projective.

Comme Resy’ = my,,, on déduit des prop. V.2.3 et V.2.4 les résultats suivants.
Proposition V.2.5. — Soient U' C U et V des ouverts compact de Qp.

(i) Si f: U — V est un difféomorphisme local, alors Ressyry o fu = fu o Resy:.
(ii) Si o € ¥°(U, 61), alors my o Resy: = Resyr o mg,.
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2. Multiplication par x et dérivation. — On note simplement z la fonction identité
sur Zj, ; on dispose donc d’une application m, : D — D, pour tout ¢-module étale D
sur Og (cf. rem. V.2.2).

Proposition V.2.6. — Soient Dy, Dy, D3 des p-modules étales sur Og, et soit une
application Og-bilinéaire M : Dy x Dy — D3, commutant & @. Alors, si z; € D; et
29 € Dy, on a

ma (M (21, 22)) = M(ma(21), 22) + M (21, Mz (22)).
Démonstration. — Soit I, un systéme de représentants de Z, modulo p™. Si ¢ € I,
et si a = 1,2, on note z,; 'élément ¢ ((1+ T)~*z,) de D, de telle sorte que 'on ait
Resitpnz, 20 = (1 + T)*¢™(24,i). On en déduit, en utilisant la bilinéarité de M et le
fait que M commute a ¢ que

M(z1,20) = Y (1+T)He"(M(214,22,5))
3,j€In
Rescypnz, M(21,22) = Z M (ReSitpnz,21,Resjipnz, 22).
1,J€I,, i+j=cmod p™

En revenant & la définition de m,, on voit que m (M (21, 22)) est, modulo p™, égal &

Z (i 4 j)M (Resitpnz,21, Res;jiprz, 22)

1,j€In
= M( Z iResiyprz, 21, Z Res;ypnz,22) + M ( Z Resipnz, 21, Z jRes;jypnz,22)
i€l, JjEI, i€l, JEI,

= M(mm(zl)a z2) + M(zlvmx(z2))'
Ceci étant vrai pour tout n, cela permet de conclure.

Remarque V.2.7. — (i) La proposition s’applique &4 D; =Dy =D3=A et a
M(z122) = z122. La proposition montre alors que m, est une dérivation sur A.
Par ailleurs, on a m;((1 + T)%) = i(1 + T)?, et donc m, coincide avec la dérivation
0=01+ T)a% sur O¢. Comme 0 a une unique extension en une dérivation continue
de A, on a m, = 0 sur A tout entier.

(ii) La proposition s’applique aussi & D; = O, Dy = D3 = D, ou D est un
(¢, )-module étale sur Og, et M(A\,z) = Az. La proposition montre alors que
mg est une connexion sur D. Comme D est inclus dans A ®z, V(D), et comme
mg(a ® v) = my(a) ® v, cette connexion est induite par la dérivation d sur A. C’est
la connexion considérée par Fontaine [17, § A2, n° 2.2].

(iii) La connexion 0 : D — D a été étudiée par Tsuzuki [25] qui a montré qu’elle
ne respecte la surconvergence que si l'inertie de J# agit & travers un quotient fini
sur V(D). On en déduit que les constructions de ce chapitre ne respectent pas toujours
la surconvergence.
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Pour conclure ce n°, établissons la formule suivante pour 0.

Proposition V.2.8. — 0 = lim,,_,; (1—4_%%_—1

Démonstration. — 11 suffit de vérifier ’énoncé modulo p?, pour tout ¢, ce qui permet
de supposer que D est tué par p®. Il existe alors ¢ € N tel que T°D¥ c D+.

Si 2z € D, posons r,;(2) = ¥"((1 + T)"%2),sin € N et i € Z, de telle sorte
que Resiypnz, 2 = (14 T)*p"(rn,i(2)). Il résulte du (iii) de la prop. I1.4.2 qu'il existe
n(z) € N tel que r,, ;(2) € D¥, pour tout i € Z;, sin > n(z).

Sia € Zj et n € N, notons 7, , 'opérateur (12—}“)%%11 On a alors

mal) = ¥ (e i) +

i€Zp mod p™

(1+T)~
m(al+ap" -1 'Tn,i(z))-
Il résulte du lemme I11.4.3 que (014 apn —1)-7ni(2) € " @) (T) D!, pour tout i € Z,,
sin > n(z). Par ailleurs, m’TL)a?T est une unité de &} et pnF(P 2 (T') est divisible par

T°*% dans 6F /p®, si n est assez grand, et donc %(alﬂpn —1)-rn:(2) € TDT,

pour tout ¢ € Z,, si n est assez grand. Il existe donc n’(z) € N tel que, si n > n'(2),
alors
i 1+7)* -1 +
Tn’a(Z) - Z (1 + T) (pn(—(H—T—)a———Tr"’i(z)) € QDn(T)D .

i1€Zp mod p™

Maintenant, si « € Z,, on peut écrire % = 0,(T7Y(1 + T)* — 1)) sous la
forme Y 5_q ak(z)T* + s(z), ot ay : Z, — Z, est un polyndome en x de degré k + 1

(on a ap(z) = z) et s(z) € T*T1O}. 1l en résulte que, si n > n'(z), alors

c

Tmal2)— > (14 T)igon((zak(i):rk)rn,i(z)) € o"(T)D*.
1€Zp mod p™ k=0

En utilisant la formule Res;yprz,2z = (14 T)'¢"™(rn,i(2)), on peut réécrire la grosse

somme sous la forme

c
S eMMm* Y (i) Resiyprz, 2,
k=0 1€Zy, mod p™

et comme ) icz modpn k(%) Resitpnz,z = mq,(2) pour n assez grand (cf. démons-
tration de la prop. V.2.1), on en déduit que 7, 4(2) a pour limite mq,(2) quand n
tend vers +oo (uniformément pour a € Zy), tous les autres termes tendant vers 0. On
conclut en remarquant que ag(z) = z et en utilisant la relation m, = 8 du (ii) de la
rem. V.2.7.

Remarque V.2.9. — (i) 11 est facile de montrer que O est une connexion a partir de la
formule de la prop. V.2.8.
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(ii) On remarquera que cette formule ne fait intervenir que ’action infinitésimale
de T, alors que la formule & = m, du (ii) de la rem. V.2.7 ne fait absolument pas
intervenir l'action de I'.

(iii) La formule de la prop. V.2.8 est & rapprocher de la formule V = lim,,_,; %‘_‘—11
définissant [1] une connexion sur un (¢,I')-module étale sur #Z. On remarquera que
ces formules sont consistantes avec l'identité V = t0 sur Z, ou t = log(1 +T) =
%. Par contre, 9 est invariante par torsion par un caractére, ce qui

n’est pas le cas de V.

hmu_, 1

V.3. Dualité

Proposition V.3.1. — (i) Si U est un ouvert compact de Q,, si a € €°(U, O}), et si
1€ DRU ety € DRU, alors {mqa(z), ma-1(y)}q, = {z,¥}q,-

(it) Si f : U — V est un difféomorphisme entre deuz ouverts compacts de Qp, et
size DRU ety e DXU, alors {fsz, frv}tq, = {7,¥}q,-

Démonstration. — Par définition, on a

Ma(z)= lim D ai)Resiiprz,(z) et mo-1(y)= lim D a(i) ' Resiyprz, 1)-
i€In(U) i€l (U)

Ceci permet, en utilisant le (i) de la prop. II1.2.3, de montrer que

{ma(@),ma-1(W)}q, = Hm > {a(i)Resipmz, (@), a(i) ' Resispmz, (4)}a,
i€l (U)

= dim D {Resitpnz,(z),Resiipnz, (¥)}q,,
i€l (U)
et le (i) de la prop. II1.2.3 montre que toutes les sommes dans la derniére limite sont
égales & {z,y}q,. Ceci démontre le (i).
Si U est un ouvert compact de Q, assez grand pour que = € DRUetye DRU,
et si z est  ou y, alors

Maintenant, (f/éi) UQ )Res?nzp ((§79)z) et (f'éi) 7 )Respnz, ((§ 1*)y) appar-
tiennent respectivement & D X (f(i) + f/'(¢)p"Zp) et D W (f(¢) + f'(i)p"Zp). Or f
étant un difféomorphisme, les f(i) + f/(¢)p"Z,, pour i € I,(U), sont disjoints, si n est
assez grand. On en déduit, en utilisant le (i) puis deux fois le (ii) de la prop. I11.2.3,
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que {f.z, fsy}q, est la limite de

SO0 Resynz, (5 7)), (V50 10 Resyrz, (2 7)),

i€l (U)

= D {Respz, ((57)2):Resprz, (5 7)0) o,

i€l,(U)

= Z { ReSH_an (J:) ( i)ResH'Pnzp(y)}Qp
i€l, (U)

= Z {R'esi+17"zp (.’1:), ReS‘H’P"Zp (y)}Qp = {.'L', y}Qp
i€l (U)

Ceci démontre le (ii) et termine la démonstration de la proposition.

V.4. Convolution multiplicative

Soient 1, up deux &p-mesures sur Zy, et soient Aq,Aq € ﬁ; leurs transformées
d’Amice respectives. La convolée multiplicative p; x o de p; et po est la mesure
sur Zj définie par fz; @ py * o = fZ;;xZ;; d(zy) p1(z)p2(y). Sa transformée d’Amice
A s, est donc

[ a+Dmeme = m Y / (1+ T (@) ).
ZX2Z3 noee i,j€Z3 mod p™ J+P"Zp)x(’+l’"zp)

Maintenant, zy = ij +i(z — j) + j(y — %) + (z — j)(y — %), et comme (z — j)(y — i) est
petit sur (j + p"Zp) x (i + p"Zy), on obtient :

Apysp, = lim Z (1+T)¥ / (14 T) == DHW= 4y () pa (y)
e i,j€Z% mod p© (G+p"2Zp) x (i+p"Zp)

= lim > (A+T)90i((1+T)Res;iprz, A1)o; (1 + T) ~*Resiypnz, A2)
i,jEZ; mod p™"

et comme (1 + T) *Resgipnz, Ar = Resyrz, (1+T) 7% Ap) = o™y ((1+T) % Ay), si
¢=1,2 et k € Zy, on obtient, en utilisant la commutation de ¢" et T,

Aprapp = lim S (4™ ((oiy™ (14T) 7 A1) (059" (L4+T) 7' Az))).
i,jEZ;‘,modp"

Cette derniere formule suggere le résultat suivant.

Proposition V.4.1. — Soient Dy, Dy, D3 des (p,I')-modules étales sur Og, et soit
M : Dy x Dy — D3 une application Og-bilinéaire commutant?? & laction de ¢
etT.

(22) 1o, (M(21,22)) = M(p(21), p(22)) et 0a(M(21,22)) = M(0a(21),0a(22)), pour tous z1 € D1,
ZQGDQGtGGZ;.
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(i) Siz1 € D1 XZj et 20 € Dy X Zy, la suite de terme général

= Y AT (M (o (L T) ), 5 47 (1+T)022)))
i,j€Z; mod p™

converge dans D3 vers un élément Mz (21,22) € D3 W Zy qui ne dépend pas du choiz
des systémes de représentants de Z; modulo p™.

(i) L’application Mz : (D1 W Z3) x (D2 W Z7) — D3 W Z; ainsi définie est
O (T')-bilinéaire.

(iii) Si D1 = Ds, et si M est symétrique ou antisymétrique, il en est de méme
de Mz; .

Démonstration. — Il suffit de montrer le résultat modulo p* pour tout £, ce qui permet
de supposer que Dy, D, et D3 sont tués par p’. Pour démontrer la convergence de la
suite u,, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme V.4.2. — Il existe ng € N et a: N — N, tendant vers +00 en +oo, tels que :
- Sin > ng, alors Y"((1 + T) 92z) € D! et y"((1 + T) izy) € D}, pour tous
i e Ty

- Sib—b €p"Z,, alors (op — al,r)Dl-1 C ) (T)D?, pouri=1,2.

Démonstration. — L’existence d'un ny vérifiant le premier point suit de la définition
de D* ((i) de la prop. I1.4.2), et de ce que les (1+T) 72, et (14 T) ‘2, varient dans
des treillis de Dy et D, respectivement, quand ¢ et j parcourent Z;.

Le second point résulte de la continuité de ’action de I' et de ce que les (,0’"(T)Di-i
forment une base de voisinages de 0 dans D; (car D; est de torsion).

Revenons a la démonstration de la prop. V.4.1, et posons
w§") =" (14+T)72) et ygn) ="((1+T) "2).
En utilisant les identités

n+1 n
M= 3 AT ety = S A+ D),
a€Zy, mod p b€Z, mod p

on peut écrire (14 T)9p™(M(o; - ™((1 + T) 7 21), oj - ™((1 + T)""23))) sous la
forme

; n . n_y_.2n
S @D (0 (o 2 0 y70)

a,b€EZ, mod p

On en déduit que

Ung1 — Up = Z Z (1 + T)(i-i-p"b)(J'+p"ta)g0n+1(vf’nj?a’b)7

i,jGZ’;7 mod p” a,b€Z, mod p
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(n)

N n t 3 1 S
ou v, /., est égal &

+1 +1 —p"lab +1 +1
M(OH'I’"I’ : "l";:-apl’ Oj+pma * yz(?-bp'?) - (1 + T) P M(Jl . x;”’-:-ap)"’ ;- yz(:l—bp'z)

_ (n+1 +1 +1 +1
= M((0i+p"b - Ui) : zjt:-ap)"7 Oj+pra * yz(-?—bp’?) + M(U‘l . x;ﬁ—ap)"’ (Uj+p"a - Uj) : yz(ibp'z)

_on-1 n n
+(1- QL+ D) )M (03 -2 oy -y

On déduit donc du lemme V.4.2 que

o, € ¥ (T)M(D}, DY), avec '(n) = inf(a(n),n — 1).

Maintenant, M (D!, D}) est contenu dans un treillis de D3 puisque D! et DY sont

compacts et M continue, et comme w“'(") (T) — 0 dans ﬁ;, cela permet de montrer
que vz(r;)a

déduit la convergence de la suite u, ; comme d’habitude, cette convergence implique

» tend vers 0 quand n — +o0, uniformément pour 4,j,a,b € Z;. On en

que la limite est indépendante des choix effectués.
Le (iii) est alors évident. Par ailleurs, si a € Zj, on a :

Og - Up = Z (L+T)*% ™ (M (0a; - ™ (L + T) 7 21), 005 - 9™ (1 +T) 7" - 22)))

1,j€Zy mod p™

= Z (14+T) " (M(Uai W1+ T) 7 2), o; - " ((1+ T) %g, - zz)))

i,j€Zy mod p™

On en déduit, par passage a la limite, via le changement (i,5) — (ai,j) de systéme
de représentants, que o, - Mz; (21,22) = Mz; (21,04 + 22). Le méme argument fournit
I’'identité o, - Mz;(zl,zg) = Mz; (0a - 21,22), ce qui démontre le (ii), et permet de
conclure.

Remarque V.4.3. — 1l résulte de la convergence uniforme vers 0 des vy;.?a’b que

YU+ T) Mgy (21,2)) = >, M(oi-9"(L+T)7z1),05 - 9™ (1 +T) "22))

i,jEZ; mod p™
ij=c mod p™

tend vers 0 quand n — +oo, uniformément pour ¢ € Zj;. Ceci nous sera utile
pour la démonstration de la loi de réciprocité explicite (en particulier pour celle du
lemme VI.2.5).

V.5. Torsion par un caractére. — Si D est un (g, I')-module étale sur O, et si
0 : Qp — O] est un caractére continu, on définit un (¢,I")-module D ® 4, isomorphe
3 D en tant que Og-module (on note  — z®J 'isomorphisme de D sur D ® §), en
tordant les actions de ¢ et I" par 4, c’est-a-dire en posant :

0. (z®8) = (6(a) 04(z))®F et @(z®6) = (6(p) p(x))®0.
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Lemme V.5.1. — (i) Sig = (&%) € P(Qp), alors g- (2 ® 6) = (6(a)g - z) ® 8, pour
tout z € DX Q.

(if) Si U est un ouvert compact de Qp,alors Resy(z ® §) = (Resyz) ® 8, pour tout
e DRQ,.

(iii) Si 2 € DRU et si a € €°(U, OL), alors ma(2 ® 8) = ma(2) ® 4.

(iv) Si U est un ouvert compact de Qp, si f : U — Q, est un difféomorphisme
local, et si 2 € DRU, alors fu(z®8) = (fu o Mmoo (2)) ® 8.

Démonstration. — Le (i) est immédiat. Compte-tenu du (i) et de Padditivité de Resy,
il suffit de vérifier le (ii) pour U = a + p"Z, C Z,, auquel cas le résultat suit de la
formule Res,qprz, = (1+T)%0p™ 0™ o (1+T) 7%, et du fait que z — 2 ®J commute
aux multiplications par (1+T7)% et (1+7) ™%, et commute & ™ et ¥™ & multiplication
pres par des facteurs d(p)™ et §(p)~" qui ont le bon goiit de se compenser.

Le (iii) et le (iv) se démontrent par le méme genre de techniques ; nous ne traiterons
que le (iv) qui est le plus délicat. En revenant a la définition, et en utilisant les (i)
et (ii), on obtient :

fuz®8)= lim 3, ({70) Respnz, ((57) (2©9))

e i€l (U)
= dim (3 8P ID) Resprz, ((57) -2)) @9
i€l,(U)
= (f* ° m&of’(z)) ® 6.

Ceci permet de conclure.

1 alors

Corollaire V.5.2. — Siw : Zy, — Zj est le difféomorphisme T — z~
wy (2 ® 6) = (6(—1) Mgz o wi(2)) ® 6.
Démonstration. — Cela suit du (iv) du lemme V.5.1 et de la prop. V.2.4.

Si M : Dy x Dy — D3 est une application &g-bilinéaire, commutant aux actions
de ¢ et I' comme dans la prop. V.4.1, alors M induit une application bilinéaire

M . (Dl ® 51) X (Dg ® 52) — D3 ® 6162, avec M($®51,y®52) = M(IL‘, y)®6162,
qui commute aussi aux actions de ¢ et T
Lemme V.5.3. — Size D1 X Z,etsiye D, Z;, alors

Mz;, (mgl (x)®61, ms, (y)®<52) = ms, 5, (Mz; (z, y))®6152.
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Démonstration. — On peut, comme d’habitude, supposer que D;, D, et D3 sont
tués par p?. Choisissons n assez grand pour que §; et §, soient constants modulo p’
sur ¢ + p"Zy, pour tout ¢ € Z;. On a alors, si k = 1,2, si z € Dy, et si a,b € Zj,

P (1 +T)"Pms, (2)) = ¢ " (Respnz, (1 + T) "°ms, (2))
= ¢ " (Resyrz, 0k (b)(1 + T)%2) = 8x(b)y™ ((1 + T) 2).
On en déduit que
0o " ((1+T) Pms, (2)®8k) = 0k(a)(0q - Y™ ((1 + T)*ms, (2)) ) @3k
=0(a) (0a (5 (B)" (1 + T)~°2))) @0k = dr(ab) (00 - 9" (1 + T)™"2) ) 0%
En injectant cette formule pour évaluer
oi P (1 +T) mes, (2)®81) et o;-¢"((1+T) *ms, (y)®6>)

dans I’expression définissant Mgz, (m51 (z)®d1, ms, (y)®62), on voit sortir un terme
6162(%7) qui permet de conclure.

VI. (¢,T')-modules et lois de réciprocité

Dans ce chapitre, on définit, purement en termes de (¢, I')-modules, un accouple-
ment (, )1w. Cet accouplement est obtenu en traduisant, en termes de (¢, I')-modules,
un accouplement classique en théorie d’Iwasawa. On prouve ensuite, pour cet accou-
plement, une loi de réciprocité explicite qui généralise la loi de réciprocité explicite de
Perrin-Riou [22] telle qu’elle est énoncée dans [8].

VI.1. L’accouplement ( , )1w. — Soit D un objet de ®I'**(F¢) ou bien de I
et soient ¥ = (1 — @) D¥=! et € = (1 — p)D¥=1.
Lemme VI1.1. — ¢ c DX Z, et ¢ C DX Z; sont les orthogonauz l'un de l'autre
pour { , }.
Démonstration. — Plus généralement, soient o, 3 € 07, et soient

€* =(1—ap)D¥=* et €° = (1- Bp)D¥=".

Si z € D¥=2, alors ¥((1 — a)z) = ¢(z) — azx = 0, et donc € C DR Z;. Pour la
méme raison, €° ¢ DX Z;.
Par ailleurs, si z € D¥=% et si y € D¥=F, alors

{1 - ap)z, (1 - Bp)y} = {z,y} — B{z, p(y)} — a{p(2),y} + aB{p(z), p(y)}
={z,y} - B{¥(z),y} — o{z,¥(y)} + af{z,y} = (1 — aB){z,y}

On en déduit que si a8 = 1, alors €” est inclus dans Porthogonal de €.
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Réciproquement, si y € DK Z; est orthogonal & €*, et si aff = 1, alors {z,y} =0
pour tout z € D¥=« (en effet, x = Respz, T + Resz;z, et Resz;x € €“ tandis que
Resyz,z € D X pZ, est orthogonal & D X Z )

— Si D est de torsion, l'orthogonal de D"" est ’adhérence de (1 — Bp)D. Or
(1 — Bp)D est ouvert car il contient D+ étant donné que 1 + By + (2% + --- est
un inverse de 1 — By sur Dt ; il est donc aussi fermé puisque c’est un sous-groupe.
11 existe donc § € D tel que y = (1 — By)7, et comme (y) = 0, on a P(§) = By, et
donc y € ¥7.

- Si D € ®I'*Y(O¢), alors pour tout k € N, il existe yx € (D/p*D)¥=F tel que

= (1 — By)yr modulo p*. Choisissons un relévement § de yx dans D. Comme
la limite projective des (D/p*D)¥=# est compacte, on peut extraire de (fx)ren une
sous-suite convergente et la limite § de cette suite vérifie ¥(§) = Bj et y = (1 — Bp)7;
on a donc y € €.

Ceci permet de conclure.

On rappelle que 'on note A l'algébre de groupe complétée &L[[I']] de I'. On
note 7, un générateur de I',, et on définit un caractere additif =, : I'y — Z, par
Tn(og) = p~ " loga.

Proposition VI.1.2. — (i) Siz € € siy € €, et si n € N, alors, modulo (v, — 1)A,

v, = Z {7'1;1’771);72 -x,y} o;

iGZ;‘, mod p"

ne dépend ni du choiz de v, ni de celui du systeme de représentants de Z;, modulo p™.
(ii) On @ vp41 = v, mod v, — 1, et donc (v, )neN définit un élément (x,y)1w de A
(resp. (L/OL)® A, si D € oIt
(iii) Si o € T, alors (o - z,y)lw =o'z, Y)1w et (2,0 Y)1w = 0 (,Y)1w, POUTr
tousz €€ ety € E.
(iv) L’accouplement { , )1, identifie € & Homy(%,A) (& Homy (%, (L/6L) ® A),
si D€ dreL ).

tors

Démonstration. — Si ¢ = j mod p", alors Z—F € A, et donc s e W= %.
n n

Comme % est orthogonal & %, cela implique que {% ‘z,y} = {% -z,y},
et donc que v, ne dépend pas du choix du systéme de représentants de Z;, modulo p".

Il ne dépend pas non plus du choix de «, car %ﬁll) T"h € O[] si vy et o' sont
des générateurs de I';, (il existe a € Zj tel que v' = 44, et on a7, (y') = arn(y); on est
donc ramené & vérifier que 1 — a1 € OclT]], ce qui ne pose pas de probleme).

Ceci démontre le (i).
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Pour démontrer le (ii), on peut choisir v,41 = ¥2, de maniére & assurer I’égalité
7'n+1('7n+1) = Tn(Yn). Alors, modulo v, — 1, on a

p—1

Unt1 = Un = Tn(Tn) Z ( 2{7':: Lozy)) -

iGZ; mod p" j=

-z, y}) =0,

car 07 %_ %171

(iii) Si a € Zj, Videntité (o, -z, y)tw = 05 ' - (€, y)1w, qui est équivalente & I'identité
Oa {0a " Z,Y) 1w = (T, Y)Iw, se démontre en faisant le changement de variable i — as.
La seconde formule s’en déduit en utilisant la relation {z,0 -y} = {07! - z,y}.

(iv) La démonstration est la méme dans les cas D € ®I'**(O¢) et D € OIS _; nous
ne traiterons donc que le cas D € ®I'*(0y). Si € €, notons p, € Homy(%,A),
Pélément défini par p(y) = (z,y)1w. L’application x — u, est injective car un élément
du noyau est tel que {%%1 -z,y} = 0 pour tout n € N et tout y € €. D’apres le
lemme VI.1.1, on peut donc écrire x sous la forme z = (y, — 1) - z,, avec z, € €,
pour tout n. Or ¥ étant compact, la suite des z,, admet une valeur d’adhérence y,
et z est valeur d’adhérence de la suite des (y, — 1) - y, et donc est nul.

Le probleme est donc de prouver la surjectivité de z— pu;. Soit donc
u € Homp (€, A), et, sin € N, soit g, € Homp (%, A/(yn —1)), 'image de u. On peut
écrire p,(y) sous la forme ZieZ; mod pr Kn,i(Y) 0i, €t comme pn(0q - Y) = 0q * Un(Y),
on en déduit que p,i(y) = pn1(o;'y) pour tout i € Z;. En particulier, on a
pn1(Wn - ¥) = pn1(y), pour tout y € ¥. Maintenant, comme D X Zy est le dual
de D ® Zy, qui contient ¢, il existe z, € D X Zj (bien déterminé, d’apres le
lemme VI.1.1, & addition prés d’un élément de %), tel que pn 1(y) = {zn,y}, pour
tout y € €. De plus, comme i, 1((yn — 1) -y) = 0, pour tout y, on a (y;;1 — 1)z, € F
(et donc (7, — 1)z, € €), d’apres le lemme VI.1.1. Par ailleurs, il résulte du (ii) que
P Ve - Tni1,y} = {@n,y}, pour tout y € €. On en déduit que, si yo41 = 72,
alors (Yp41 — 1) - Zp41 a méme image que (v, — 1) - , dans €/(y, — 1). La suite
Tn(¥n) " (Yn — 1) - T,, tend donc vers une limite z € %, et on a p = pg. Ceci permet
de conclure.

Corollaire VI.1.3. — (i) Si D € ®T(Os) est de rang d, alors € et € sont des A-mo-
dules libres de rang d.
(i) DRZ; = Os(T) @2 € et DRZy = Os(T) @4 €.

Démonstration. — D’apres [24, lemme 6], le A-module % est libre puisqu’il
s'identifie 34 Homy(%,A). Par ailleurs, si D = D/m.D, on a une suite exacte
0 — D¥= 1/mLD"’ 1 - D¥™' - D/ — 1)D. De plus, €(D) contient I'ouvert
®P21 (1 + T)ip(D**) de D W Z% (en effet, si z € @/ (1 + T)ip(D*+), alors
z+¢(2) + ¢%(2) + -+ est un élément de D" dont I'image par 1 — ¢ est z). Comme
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D/(¢—1)D est de dimension < d sur &, puisque c’est le dual de ((Q,/Z,)® D**)¢=!
(rem. I1.5.10 et prop. I1.2.2), on en déduit que 'image de ¥ dans ¥ (D) est ouverte
et donc que € est un A-treillis de D X Z7;. Or D K Zj est un O¢(I')-module libre de
rang d d’aprés le (ii) du th. II1.4.6, et donc ¥ est de rang d. Le cas de € s’en déduit
en échangeant les roles de D et D.

Sin:T' — OF est un caractére continu, on peut considérer le (¢,I")-module D ® n
dont le dual de Tate est D®n~!. Comme I’action de ¢ ne change pas par torsion par 7,
Papplication z — x ® 7 induit un isomorphisme de & sur (D ® 1) et 'application
z +— z ®n~! induit un isomorphisme de % sur €(D ® n~!). On peut donc, si z € €
et y € €, considérer (z @171,y @ n)1w € A.

Proposition VI.1.4. — On a (x® 171,y @ N1w = 17Nz, Y)1w-

Démonstration. — Par définition, —2= (z®n~ ') = (F%%?:Tw) ®n~L. Modulo p*,
L v®n} = {u, v}, on voit que

Tn’s'Yn) T4 x, Z/}O'z

v,. En faisant tendre n vers +00, on en déduit la relation voulue

onan~!(y,) =1, sin est assez grand et comme {u®n~
(x ®n71,y ® N)1w est, modulo p*, la limite de > i€Zs mod pn n~(o:){
qui est égal & n~1

modulo p*, et comme ceci est vrai pour tout k, cela permet de conclure.

On peut considérer A comme les mesures sur I' & valeurs dans &7y,. Si A € A, 'image
de A dans A/(yn — 1)A = OL[I/Ty] est alors 3 ez mod pr ([, Ao

Corollaire VI.1.5. — Sin € N, alors

/ n—1<$’ y)Iw — {x, ___M .y}'

| S 77(7n)7n -1

Démonstration. — D’apres la prop. VI.1.4, on a

/ NNz, Y = {;:(1"3 (zen),yen} = {n—_l—(% -z, Yy}

n

On en déduit le résultat en changeant v, en v, !, et en faisant passer ﬁ}f-:-l de

I'autre coté.

VI.2. Une loi de réciprocité générale. — On note
(1 )z;: (DRZy) x (DRZY) — Os ‘ilelz*

I'accouplement g (I")-bilinéaire obtenu par convolution multiplicative (prop. V.4.1)
& partir de 'accouplement tautologique ( , ) : D x D — 041 i +T

L’application p — fr(l +T)X™ g4 induit un isomorphisme de & [[I']] sur ﬁg, XZy,
et donc permet de voir (z,y)1w comme un élément de O X Z, siz¢€ € etsiye?.
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On a alors

. Tn(Yn) 0 .
()= lim > {%ﬁ—l—’ -z} (1+T)%.

ieZ; mod p™
Par ailleurs, si d = (1 + T)% est I'opérateur différentiel habituel, f — df = df f‘_—TT
induit un isomorphisme I'-équivariant de € X Z;, sur ﬁg% X Z;. On a alors le

résultat suivant.

Théoréme VI.2.1. — Siz €€, siy€ €, et siw : Z;, — Z, est Uapplication T — z7 1,
alors

d(<$’ y)IW) = —<7.U*CC, y)z;.

Remarque VI1.2.2. — Comme DRZ} = Os(I) @2 % et DRZ} = 0¢(T') @4 %, le (iii)
de la prop. VI.1.2 permet d’étendre ( , )1w, par « bilinéarité », en un accouplement
(, )iw: (DX Z;) x (DK Zy) — Og(T), antilinéaire en la premiere variable et
linéaire en la seconde. De méme, y — fF(l + T)XMy est A-linéaire et s’étend en
un isomorphisme Og(I")-linéaire de Og(T') sur O X Z;. On peut donc étendre le
th. VI.2.1 sous la forme :

Size DR Z, et siy € DR Zy, alors d((z, y)1w) = —(wsZ, Y)zs-

Démonstration. — Il suffit de vérifier le résultat modulo p¢ pour tout £, ce qui permet
de supposer que D et D sont tués par p®. Par ailleurs, les deux membres vérifiant les
mémes conditions de linéarité et antilinéarité par rapport & A, on peut se contenter
de vérifier la formule pour z et y dans des treillis suffisamment petits, et on peut
supposer que :

ez e Dletyec DY,

o (z,y)z; € OF/p".

Nous aurons besoin d’un certain nombre de résultats préliminaires.

Lemme VI2.3. — Siz €€ etyc €, ona

_ 3 . J N ar ) i
JEZ; mod p» zGZ; mod p™

0t Un 5,4 (€, Y) 157 = (o_i—1; - P"((L+ T)*x),04-1 - Y™ ((1 + T)~¥y)).

Démonstration. — Notons o, 'opérateur 7, (14 p™)~!(014pn —1). Comme 7, (1 +p™)
tend vers 1 quand n tend vers +oo (il est égal & 1—(’%), onaaoy=04pr —1sin
est assez grand, puisque D est tué par p’. En revenant & la définition de (z,y)1w, on
obtient la formule suivante :

O-(oyw=ltm > fag'-(oi-w)y}iL+T)

n—+00
ieZ; mod p™
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Or, en utilisant la formule {z,2'} = Ejez; mod pn {RESj1pnz, 7, Res;jtpnz,2 }, pour
tous z€ DX Z3 et 2’ € DK Zy, on peut réécrire la somme ci-dessus sous la forme

Y {an (T M (4T) Poi-a)), ATV "™ (14+T) )} i1+ 1)
i,jeZ; mod p™

Maintenant, en utilisant la formule (1 + T)~7o; -z = o; - (1 + T)™* 'z), puis en
faisant le changement de variables (4, j) — (4, i) (et donc i=1j + i), on peut réécrire
la somme ci-dessus sous la forme

Yo e (D) 0y (14 T) M), (L+ T) ™™ (14 T) " y)} (1 + T).
i,j€Z; mod p™

Par ailleurs, sia € Z et si z € Dt alors, d’apres la rem. II1.4.5,

" (2) P ONT)
@ ™ e )

1+T) %" - (1+T)%"(2)) = o

n—k(D?) .
Comme { ‘pTiz(T)Du, D”} = 0 si n est assez grand, et comme

{A+T1)%"(2), A+ T)%"(2) } = {27},
quels que soient a € Z,, n € N, z € D et 2’ € D, on peut réécrire la somme ci-dessus,
pour n assez grand, sous la forme
1 —i —ij ; j
Yo Aa—ma—oi v+ T) ), g (A + T)y) S+ T
o 1+T7)¥ -1
1,j€Z; mod p™
Finalement, en utilisant le fait que {o;-1 - 2,0,-1 - 2’} = {2,2'}, et en faisant rentrer
le j a l'intérieur, on arrive & la somme suivante :
j n —1 n —1ij j
Y Ay AT ), 0m e (L T} (T,
’L,]EZ; mod p™
On conclut en utilisant la formule {z,z'} = réso((o0-1 - 2,2’)) et la Og-bilinéarité
de (, ), pour faire sortir le facteur m
Lemme VI.2.4. — Siz € D Z, ety € DR Zy, alors (w*x,y)z; est la limite de la

suite de terme général Zz‘,jeZ; modpn (1 + )" (tn,j,i(z,9)) {-iq-—TT'

Démonstration. — ¢™((1+T) Jw.(z)) —o_,2 - 9" ((1+T)~9 " z) tend vers 0, unifor-
mément pour j € Zy, quand n tend vers +oo (cf. (i) du lemme V.1.2). On en déduit
que (Ww.z, y)z; est la limite de la suite de terme général

S AT (oo (L T) T )05 (14 T) )
i,jGZ;’, mod p™ 1 + T

On conclut en faisant le changement de variable (i, j) — (i7,i71).
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Lemme VI.2.5. — Soit uy, j(z,y) = EieZ; mod pn Un,5,i(Z,Y). Alors, si n est assez
grand, on a u, j(z,y) € OF /pt, pour tout j € Z,.

Démonstration. — 1l résulte de la rem. V.4.3 que ¢™((1 + T)~J (z,9)z3) — un,j(2,9)
tend vers 0, uniformément pour j € Z,, quand n tend vers +0o0. Comme on a supposé
que (z,y)z; € OF/p*, ona p™((1+ T)™(z,y)z;) € 04 /p", pour tous n et j, ce qui
permet de conclure.

Revenons & la démonstration du th. VI.2.1. Posons u, ;(z,y) = S350 an jxT".
On a alors réso( =1 %n.i (<, y)l‘i—TT) = —@p ;0. Il résulte donc des lemmes VI.2.4
et VI.2.3, que 'on a

+oo
. . T
(w*xay)Z; + d<$7y>lw = lim Z (1 + T)](,O (Z aanka) 1+ T’
k=1

et comme la n-iéme somme a toutes ses composantes dans ¢™(T) & /p®, la limite est
nulle, ce qu’il fallait démontrer.
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