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REPRÉSENTATIONS DE GL2(QP) ET $$ MODULES 

par 

Pierre Colmez 

Résumé. — Soit L une extension finie de Qp. Nous construisons une correspondance 
(de Langlands locale p-adique) associant à toute L-représentation V de &Qp, irréduc
tible de dimension 2, une représentation Tl(V) de GI/2(Qp), unitaire, admissible, et 
irréductible. Nous identifions les vecteurs localement analytiques et localement algé
briques de U(V), ce qui nous permet de montrer que cette correspondance encode la 
correspondance de Langlands locale classique (pour GL«2(Qp)). 

Abstract. — Let L be a finite extension of Qp. We construct a (p-adic local Langlands) 
correspondence attaching to any irreducible, 2-dimensional, L-representation of &Qp, 
a unitary, admissible, irreducible L-representation II(V) of GLi2(Qp). We identify 
the locally analytic and locally algebraic vectors of II(V), which allows us to show 
that this correspondence encodes the classical local Langlands correspondence (for 
GL2(Qp)). 

Introduction 

1. Notations. — On fixe une clôture algébrique Qp de Qp, et on note &QP le 
groupe de Galois absolu Gal(Qp/Qp) de Qp. On note x : &QP ~~* le carac
tère cyclotomique; il induit un isomorphisme de F = Gal(Qp(/zpoo)/Qp) sur Z*. 
Si a G Z*, on note aa G T l'élément défini par x(aa) = a. On note Jé? le noyau 
de x e* C Jf? le groupe de Galois absolu de l'extension abélienne maximale 
de Qp. Enfin, soit Tnr = Gal(Q£r/Qp). Alors &Qp/Jtf" est l'abélianisé ^ de SfQp, T 
et Tnr s'identifient naturellement à des sous-groupes de &Q , et &Q = T x Tnr. 

On fixe aussi une extension finie L de Qp contenue dans Qp (on peut parfois se 
permettre de remplacer L par une extension finie ; L est donc variablement fixe...), et 
on note ÛL l'anneau de ses entiers, TTIL son idéal maximal et ki, = Û L / ^ L son corps 
résiduel. 

Classification mathématique par sujets (2000). — 11S**, 11F**. 
Mots clefs. — Correspondance de Langlands locale, (cp, r)-module, analyse fonctionnelle, théorie 
d'Iwasawa. 
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282 P. COLMEZ 

Si M est un Zp-module, on note GL • M le «^-module &L <g>Zp et si M est un 
,-niodule ou un Qp-espace vectoriel, on note L • M le L-espace vectoriel L <g)&L M 
ou L ®Qp M . 

On note ^ l'anneau des séries de Laurent / = 5Zfcez akTk, à coefficients dans ÛL 
et vérifiant lim^-oo = 0. On note kg = &z,((T)) le corps résiduel de ûg et 
^ = son corps des fractions. Enfin, on note ûg le sous-anneau <^L[P1] de kù 
(o+ le sous-anneau &g[^] de et A;J = /^[[T1]] l'anneau des entiers de kg. 

On munit ôg, ûg, kg, kg, S et d'actions ^-linéaires continues de Y et du 
frobenius </?, respectant les structures d'anneaux, en envoyant T sur <p(T) = (1+T)P — 1 
et cra(T) = (1 + T)a — 1, si a G Z*. Ces actions commutent entre elles. 

Si A est un anneau topologique, soit ^ ( A ) l'ensemble des caractères continus 

S : Q* ^ A * . L'abélianisé WQP du groupe de Weil WQP de Qp est isomorphe 

à Q* d'après la théorie locale du corps de classes, ce qui permet de voir un élément 

de ^ ( A ) aussi comme un caractère continu de WQP. De manière explicite, si g G WQ 

et S G ^ ( A ) , alors S (g) est défini par la formule 

6(g) = ô(p)-de^5(x(g)), 

où deg(g) est l'entier défini par g(x) = xpdesi9), si x G Fp. Si n S(pn) se prolonge par 
continuité à Z, alors S se prolonge par continuité à , ce qui permet aussi de voir S 
comme un caractère de ^QP . C'est en particulier le cas si A = fc^ ou si A = L et si 6 
est unitaire (i.e. si vp(S(p)) = 0). En particulier, le caractère x x\x\ correspond au 
caractère cyclotomique x ê  sa réduction modulo p, notée correspond au caractère 
de Teichmùller. 

2. Cadre général. — Nous nous proposons d'établir une correspondance entre 
(toutes les L-représentations absolument irréductibles V de dimension 2 de <^QV 
et (presque ^toutes) les L-représentations absolument irréductibles unitaires admis
sibles II de GL2(Qp) admettant un caractère central. 

Cette correspondance repose sur : 
- la construction d'un foncteur n i—> V ( I I ) associant une représentation de WQP 

(pas forcément de dimension 2) à toute représentation unitaire de longueur finie de 
GL2(QP) (pas forcément irréductible), 

- la construction d'une représentation D ( V ) P1 de GL2(Qp) à partir de toute 
représentation V (pas forcément de dimension 2) de &QP et de tout caractère unitaire 

s •• Q ; - et-
La représentation D ( V ) E3<$ P1 est, topologiquement, l'extension d'un L-banach 

par le dual d'un L-banach, mais il semble raisonnable de penser qu'il n'existe, en 

Cf. note 7 pour des restrictions temporaires. 
(2) Les sous-quotients des représentations induites par un caractère unitaire du borel n'apparaissent 
pas : leur image par le foncteur II I—• V(II) est de dimension 1 (ou 0 dans le cas d'un caractère) et 
pas de dimension 2. Le fait que toutes les autres fournissent des représentations de dimension 2 (au 
moins si p > 5) est un résultat récent de Paskunas [60]. 
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général, pas de telle décomposition de D ( V ) P qui soit GL2(Qp)-équivariante. 
Par contre, si V est de dimension 2, et si S = (x\x\)~15y, où dy est le caractère de Q* 
correspondant à la représentation det V par la théorie locale du corps de classes, alors 
D(V) Ms P1 est une extension d'une représentation unitaire admissible H(V) par son 
dual (tordu par S o det). De plus, on a V(H(V)) = V, ce qui montre que les deux 
constructions sont inverses l'une de l'autre. La correspondance de Langlands locale 
p-adique V i—• I I (V) ainsi construite jouit de propriétés remarquables : 

- elle est compatible à la réduction modulo p, 
- elle se comporte bien en famille, 
- elle encode la correspondance de Langlands locale classique. 
Ce dernier résultat était le point de départ de Breuil [15] dans sa quête d'une corres

pondance de Langlands locale p-adique ; Emerton [39] et Kisin [54] savent en déduire 
(grâce aux travaux de Khare et Wintenberger [51, 52] démontrant la conjecture de 
Serre pour les représentations modulo p) la conjecture de Fontaine-Mazur pour la plu
part des représentations de dimension 2 de ^ Q . Le premier point avait été vérifié par 
Berger [7] pour les représentations de la série principale (après semi-simplification). 

Dans l'appendice [55], Kisin explique comment déduire l'existence de la corres
pondance à partir de la construction du seul foncteur II i—> V ( I I ) en utilisant les 
représentations de la série principale unitaire [8, 30] de G L 2 ( Q P ) et l'injectivité de 
Ext1 (II, II) -> Extx(V(n), V ( I I ) ) (th. VII.5.2 du présent article). La construction ex
plicite de la représentation I I (V) semble toutefois incontournable pour l'étude des 
propriétés fines de la correspondance. 

3. Dictionnaire d'analyse fonctionnelle p-adique. — Beaucoup des construc
tions de l'article sont inspirées par le dictionnaire entre anneaux de séries formelles et 
espaces fonctionnels p-adiques. 
Fonctions analytiques sur des couronnes. — En sus des anneaux 6$ et ê définis plus 
haut, on dispose en particulier des anneaux suivants : 

• l'anneau de Robba & des / = Y2nez anTn analytiques sur une couronne du type 
0 < vp(T) < r, où r dépend de / et les an sont des éléments de L, 

• le corps <ft, ensemble des éléments bornés de âê (le corps S est alors le com
plété de pour la valuation vp(f) = infnGz vp(an) et é?^ peut aussi être vu comme 
l'ensemble des éléments surconvergents de 

• âê+ = âft = âênL[[T]], anneau des fonctions analytiques sur le disque vp(T) > 0, 
• = = fl L[[T]], sous-anneau de des fonctions analytiques bornées sur 

le disque vp(T) > 0. 
Espaces fonctionnels et leurs duaux. — Voici un petit échantillon des espaces fonc
tionnels que l'on peut considérer. 

• ^°(ZP), espace des (f> : ZP —> L continues (c'est un L-banach), 
• LA(Zp), espace des </> : ZP —> L localement analytiques (limite inductive compacte 

de L-banach), 
, Lp[o,fc-i](z ) 

espace des è : ZD —> L localement polynomiales de degré < k — 1, $}Q(Zp) =cé?0(ZP)*, espace des mesures sur ZP (dual de banach), 
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• @(Zp) = LA(Zp)*, espace des distributions sur Zp (c'est un fréchet). 
Le dictionnaire. — A une mesure ou une distribution /i, on associe sa transformée 
d'Amice définie par 

k~g (D Z^J 

ù*$ 
( l + T)x/ i = 

+00 

n=0 ^ù$* 

X 

n 
k~g (D ZJ 

et à un élément / de g ou on associe la fonction : Zp —• L, définie par 

</>f(x) = rés0I (1 + T ) * / 
ù*^*$ 

1 + T 
Les théorèmes de Mahler et d'Amice décrivant les fonctions continues ou localement 
analytiques en termes de leur développement de Mahler (cf. [29]) permettent de re
formuler l'analyse sur Zp de manière compacte. 

Théorème 0.1. — (i) L'application \i t—> A^ induit des isomorphismes ^o(Zp) = g^ et 
@(ZP) *Éâg*. 

(ii) L'inclusion g^ C & induit un isomorphisme g^/g^ = âë/âê^ et l'application 
f 1-+ (f)f induit des isomorphismes g/g^ ^ ^°{ZP) et g^/g^ ^SijS^^ LA(ZP). 

(iii) / i-* (j)f induit un isomorphisme (fk^nâê)/^ = LP[0,fc~1](Zp); où, comme 
d'habitude, t = log(l + T ) . 

(iv) fz = rés0(AM/ 3 ^ ) , si f e g et fi G %{ZP), ou si f e & et si 

[i G 0 (ZP) . 

Remarque 0.2. — On déduit du th. 0.1 les suites exactes suivantes d'espaces vectoriels 
topologiques : 

0 -> <g°(Zp)* -> ^ ° ( Z P ) 0 et 0 LA(ZP)* -> ̂  LA(ZP) -> 0, 

4. Représentations de GL2(QP), de ^Qp et (<p, r)-modules.— Nous aurons 
affaire aux catégories suivantes de représentations de G = GL»2(QP) : 

• ReptorsG, catégorie des ^£ [G]-modules n, lisses (l'action de G est localement 
constante), admissibles ̂  (TlK de longueur finie sur ûL pour tout sous-groupe ouvert 
compact i f de G) , de longueur finie, et admettant un caractère central, 

• Rep^LG, catégorie des ÛL [G]-modules II séparés et complets pour la topologie 
p-adique, sans p-torsion, tels que II/pnII G ReptorsG, pour tout n, 

• RepLG, catégorie des L[G]-modules munis d'un réseau appartenant à R e p ^ G . 
De même, nous rencontrerons les catégories suivantes de représentations de £̂ QP : 
• Reptors^Qp, catégorie des ÛL-représentations de torsion de WQP (i.e. des 

^-modules de longueur finie, munis d'une action linéaire continue de ^ Q P ) , 
• Rep^L^Qp, catégorie des ÛL-représentations sans torsion de &QP (i.e. des 

^L-modules y libres et de rang fini, tels que V/pnV G Reptors^Qp, pour tout n), 
• RepL^Qp, catégorie des L-représentations de WQP (i.e. des L-espaces vectoriels 

de dimension finie admettant un réseau appartenant à Rep^LG). 

(3) D'après [2, 13], cette condition est conséquence des autres. 
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Enfin, la construction de la correspondance reposant sur la classification de Fon
taine des représentations de &QP en termes de ((p, r)-modules, nous aurons affaire aux 
catégories suivantes de ((p, r)-modules : 

• 3>r̂ ;rs, catégorie des (cp, r)-modules, étales et de longueur finie sur 6g, 
• $Tet(6g), catégorie des ((p,T)-modules, étales et libres de rang fini sur 6g, 
• 3>ret(<?), catégorie des ((p, r)-modules, étales et de dimension finie sur S, 

• $ret(<?t), catégorie des ((p, r)-modules, étales et de dimension finie sur 
• $Tet(Sê), catégorie des ((p,r)-modules, de pente 0, libres et de rang fini sur Se. 
Un (<p,Y)-module étale sur 6g désigne un objet de $TfOIS ou de $Tet(6g). 

Théorème 0.3. — (i) Les catégories r̂®*rs et Reptors^Qp sont équivalentes. 
(ii) Les catégories <f>Tet(6g) etRepÛL&QP sont équivalentes. 
(iii) Les catégories $ret(£>), $ret (<?+), ̂ Tet(Sê) etRepL&Qp sont équivalentes. 

Remarque 0.4. — (i) L'équivalence entre $r®*rs et Reptors^Qp, due à Fontaine [40], 
est le point de départ de la théorie. Les équivalences entre &Tet(6g) et Rep^^Qp, 
et entre ^Tet(S>) et RepL^Qp s'en déduisent de manière formelle [40] en prenant des 
limites projectives et en tensorisant par L. Si V est un objet de Reptors^Qp, ReipÛL&QP 
ou RepL^Qp, on note D ( V ) le ((p, r)-module qui lui est attaché. Réciproquement, si D 
est un objet de Q>Tfors(6g), 9TGt(6g) ou $ret(<f), on note V(£>) la représentation 
de ^Qp qui lui correspond. 

(ii) L'équivalence entre $ret(<f) et $ret(£*) (cf. [9, 20]) est la seconde étape 
dans la théorie des ((p, r)-modules ; elle s'exprime sous la forme : tout ((p,T)-module 
étale sur S possède des éléments surconvergents. Descendre de S à permet de 
localiser un (</?, r)-module en ( — 1, si ( est une racine primitive pn-ième de l'unité, 
pour n assez grand, ce qui établit un pont avec la théorie de Hodge p-adique. 
Si D e $ret(<?), on note £>t l'objet de ^Tet(^) qui lui correspond; c'est l'ensemble 
des éléments surconvergents de D, et on a D = £ ®g\ £>+. 

(iii) La troisième étape consiste, après avoir descendu les coefficients de S à , 
à étendre les coefficients de à Si, ce qui introduit des dénominateurs (en p). 
Si est un objet de $ret(<f t), alors Dr[g = Si (g t̂ £>+ est un objet de $Tet(Sg), et 
Df »-> A-ig réalise l'équivalence entre $ret(<?t) et <&Tet(Sê). Ceci permet [4, 24] de re
trouver, à partir des ((p, T)-modules, tous les invariants fournis par la théorie de Hodge 
p-adique. Le point délicat dans l'équivalence de catégories ci-dessus est la reconstruc
tion de à partir de DTlg ; celle-ci repose sur la théorie des pentes de Kedlaya [50]. 
Elle est à la base de la construction [28] des représentations triangulines de WQP qui 
correspondent [8, 25, 26], via la correspondance de Langlands locale p-adique, aux 
représentations de la série principale unitaire pour GL2(QP). 

(iv) Les équivalences de catégories du théorème permettent d'ignorer les représen
tations de £fQp et de les remplacer par des ((p, r)-modules. L'un des intérêts de ce point 
de vue est qu'un ((p, T)-module est naturellement muni d'une action du semi-groupe 
p + _ /zp-{o} zp\ yia }es identifications 

f1 1 Vo i 1 + T, f p o 
,0 1 

!ù*$ et (a 0 
U 1 * aa si a e Z*. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010 



286 P. COLMEZ 

Il suffit donc de rajouter une action de w = ( ? J ) vérifiant certaines compatibilités 
pour définir une action de G. Le cheminement de l'article consiste à reprendre celui 
décrit ci-dessus pour la théorie des (<p, r)-modules en rajoutant une telle action. 

5. La représentation jD lEÎ  P1 de G. — Soit P = (o ï ) le mirabolique de GL2, 
et donc P(QP) = ( ^ ) et P(Z„) = ( Ç zf ) . 

Un (P(ZP) , V7)-niodule M est un ^-module muni d'une action de P(ZP) , et d'un 

opérateur ^-linéaire if), commutant à l'action de (^p J), et tel que, pour tous b G ZP 

et z G M , on ait ^ ( ( J f )z) = {l\)^{z). 
L'exemple le plus simple de tel objet est l'espace @Q(ZP, ÛL) des mesures sur ZP 

à valeurs dans ÛL, l'action de ( g j ) £ B(ZP) sur \x G @O(ZP,ÛL) étant donnée 

P a r / z p ^ ( o i ) ^ = Szp ^ax + 6) et celle de ^ Par /zp = /pZp 0(P~laO M 

( i . e ^ - l ^ ^ ^ o Res . z J . 
Comme il a été mentionné plus haut, un (<p, r)-module D est naturellement un 

P(Zp)-module et même un P+-module. Maintenant, si D est étale, tout élément x 
de D peut s'écrire de manière unique sous la forme x — J2ï=o(^ + Ty<p(xi). On 
pose ip(x) = xo, et l'opérateur ip : D —> D ainsi défini est un inverse à gauche de (p 
commutant à l'action de T, et qui munit D d'une structure de (P(ZP) , ^-module. Le 
sous-module D^=1 joue un rôle central dans la théorie. 

Si M est un (P(ZP), ^-module, on définit M IEI Qp comme l'ensemble des suites 
(#(n))nGN d'éléments de M , telles que ^(#(n+1)) = x^n\ pour tout n G N . Une 
telle suite est complètement déterminée par x^n\ pour n assez grand, puisqu'on peut 
récupérer les termes manquant en itérant 

Proposition 0.5. — Sur M № Qp, il existe une unique action de P(QP) telle que 
g • (xw)neN = (y{n))neN, avec • 

(a) y№ = (g ,x(n)f pour tout n € sig= (g J) , où a e Z* ; 
(b) 2/(n) = z(n+fc), pour tout n> -k, si g = (p* ° ) , où fc G Z ; 

(c) y(n) = (Jpî6) • x(n), pour tout n > -vp(b), sig= (J J), où 6 G Qp. 

Si M = ^o(Zp, alors M 1E1 Qp n'est autre que %{QP, muni de l'action 
de P(QP) donnée par JQ 0 ( g î ) * M = JQ </>(AX + &) fi. C'est d'ailleurs à partir de cet 
exemple que les formules ont été obtenues. 

Soit D un (ip, r)-module étale sur <f, et soit S : Q* —• un caractère unitaire 
continu. On construit une représentation D P1 de G, en traduisant en termes de 
((£, r)-modules l'action suivante de G sur les mesures sur (4) P1 : on note B(8) l'espace 
des fonctions continues <\> : Qp —> L, telles que x 1—• S(x)(/>(l/x) soit continue en 0, et 
on munit £(<5) d'une action de G définie par g • </> = </>* g-1, avec 

( 0 * a fc 
. C A 

k~g (D Z^Jk~g (D 2X + 6 

ex -\- d 
si 'a 6̂  

< c d J e G et x ^ 
-d 

c 

(4) Dans tout l'article, P1 désigne l'espace P1(QP). 
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prolongée par continuité en Le dual topologique B(ô) de B(ô) est donc aussi 
muni d'une action de G. Comme P1 s'obtient en recollant, via x h-» 1/x, deux copies 
de Zp le long de Z*, l'application ¡11—• ( Res zp/^,Reszpw • /j) induit un isomorphisme 
d'espaces topologiques de B(ô)* sur 

%(ZP) Ms P1 = {( / i i , / i2) ^ ^o(Zp) 0 %(ZP), Res z;/i2 = ^ (ResZ ;Mi )} , 

où : ^o (Z*) —> @o(Z*) est l'involution définie par 

P 

(j)wô(n) = 
!ù*$ù 

ó(x)4>(l/x) ¡1. 

Maintenant, on peut traduire, via la transformée d'Amice, les opérations élémentaires 
sur $>$(ZP) (restriction à un ouvert compact, multiplication par une fonction continue, 
changement de variable...) en termes du ((p, r)-module (par exemple Respzp = 
L'action de G sur B(ô)* donne alors naissance à une action de G sur P1, et les 
formules ainsi obtenues ayant un sens pour n'importe quel (</?, r)-module étale sur S, 
cela nous fournit la représentation D №s P1 cherchée ainsi que, pour tout ouvert 
compact U de Qp, un module D Kl U et une application Resjj ' D P1 —> D Kl U 
vérifiant les propriétés suggérées par la notation (5) ; en particulier, D Kl Zp = D et, 
si z = (zi, Z2) G D ^ P 1 , alors z\ = Res zpz et Z2 = Res zpw • z. Le module D Kl Z* 
n'est, quant à lui, autre que D^=0. On définit aussi Res Qp : D P1 —• ^ Qp par 
Res Q p ( Z ) = ( Res Z p ( ^ ; ) . 2 ) n e N . 

De manière explicite, la représentation D P1 est définie de la manière suivante. 
On montre que, si z G D Kl Z*, la suite de terme général 

ÎGZ* modpr 
W ^ ï ï l + T)V_ ,2 (V"V"( (1 + Tr^z))) 

a une limite dans D Kl Z*, d'où une application w$ : D Kl Z* —» D Kl Z* qui se trouve 
être une involution. Il est à noter que la convergence de la suite définissant w$ est très 
mauvaise, ce qui rend la formule ci-dessus à peu près inutilisable pour toute question 
un peu fine. On définit alors D Klj P1 comme l'ensemble des couples z = (21,22) 
d'éléments de D vérifiant la condition ReszjO^) — ^(ReszjOzi)) , et on le munit 
d'un squelette d'action de G en posant, si z = (21,22) : 

• ( î è H = (*2,*l). 
• Si a G Q;, alors (g °) • s = {5{a)zu6{a)z2). 
• Si a S Z;, alors {a0\) • z = {{l\)Zl,ô{a){^\)z2). 
• Si z1 = (P °) • z, alors Res pZpz' = (g ?) • «i et Res Xpwz' = S{p)if>(z2). 
• Si 6 € pZp, et si z' = ( J £ ) • z, alors 

ResZpz' = (J Ì) ' 0i et ReS pZpWz' = ii6(RespZp(z2)), 
où w6 = r x(l + 6) ( J ) o w* o ( (i+*)a )offijo(j 1/(1+6) ) sur D H pZp. 

(5) Si D = l^o(Zp), l'application Resjy est la restriction à t/ et D№U est l'espace des mesures sur U 
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Théorème 0.6. — Les formules ci-dessus définissent une action de G. 

6. Les foncteurs n ^ D( I I ) et n h V ( I I ) . — Si D est un objet de $r£rs 
ou &Tet(ûg), on définit les sous-modules suivants de D. 

• D+ est le plus grand sous--module compact de D stable par </?, 
• est le plus petit sous-^-module compact de engendrant £>, stable par i/;, 
• D$ est le plus grand sous-^-module compact de D sur lequel est surjectif. 
Si D G 3>ret(<f), on choisit un réseau DQ de D stable par tp et T, et on pose 

D+ = L • D+, = L • D\ et = L • Dl. La construction du foncteur n ^ D ( n ) 
passe par la construction d'objets D^(JÏ) et J9^(II) jouant les rôles de D+ et lA 

Si II G ReptorsG, on note l'ensemble des W C II, de longueur finie sur ÛL, 
stables par K = GL2(ZP), engendrant II comme ûL [G]-module. Si W G ^(11) , 
alors II est le quotient de l'induite à support compact I(W) = Ind^zW\ ce qui nous 
fournit une présentation II = I(W)/R(W,H) de II. On dit que cette présentation 
est standard, si R(W, II) est engendrée par des relations supportées par des arêtes de 
l'arbre de PGL2(QP) (dont les sommets sont naturellement en bijection avec G/KZ). 

Théorème 0.7. — Tout II G ReptorsG admet des présentations standard. 

Remarque 0.8. — (i) En caractéristique 0 ou £ ̂  p, ce résultat est un cas particulier 
de résultats généraux de Schneider-Stuhler [63] et de Vignéras [70]. 

(ii) Ce résultat a aussi été démontré par Breuil et Paskunas [17], Vignéras [71] et 
Ollivier [57]. 

(iii) Les résultats de Breuil et Paskunas suggèrent qu'en caractéristique p le résultat 
devient faux si G = GL2(£), où L est une extension finie non triviale de Qp. 

Soit W G W(Ji) induisant une représentation standard. On note : 
• ^Zp(^) *e sous-^-module de II engendré par les {PQ °[) -W, avec a+pnZp C Zp, 
• IIV = Hom(n ,L /^L) le dual de II, avec une action de G définie, comme d'habi

tude, par (g • fi,v) = g'1 - v), 
• £^(11) le dual de IZp{W) (c'est un quotient de IIV), 

• R>zp,w • N V —> £>{y(II) l'application naturelle, 

• Dyy(R) l'ensemble des \x G IIv identiquement nuls sur (p™ ® ) si a+pnZp (]t Zp. 

Alors Rzp,w induit une injection de D^ÇTL) dans Z}j^(II), dont le conoyau est de 

longueur finie sur Û L - . De plus, D ^ ( I I ) et D^(Ii) sont munis d'une action de P(ZP), 
ce qui en fait des T-modules sur û#, où T agit par ( J \ ) — 1, et aa par ( q ? ) • Enfin, 

Dyy(R) est stable aussi par (g et donc est un (y>,T)-module sur û#, l'action de <p 

étant celle de (g J ) , tandis que 1)^(11), qui est stable par I/JW = Rzp,w ° J ) , 
est un (P(Zp),^)-module. Il en résulte que D(I I ) = ûg (g)̂ >+ .D^( I I ) est muni d'une 

structure de ((/?, T)-module sur û#, et que Rzp,w induit un isomorphisme de D( I I ) 

sur ûg 0^>+ D\V{X\). On note 0zp ' IIv —> D(I I ) la composée de l'inverse de l'isomor-

phisme précédent avec l'application x i—> 1 ®x. On vérifie facilement que D(I I ) et f3zp 

ne dépendent pas du choix de W, ce qui justifie la notation. 
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Théorème 0.9. — (i) Si U e ReptorsG, alors D(I I ) G ^Tfors(Ûg). 
(ii) Le fondeur II i—> D(I I ) es£ contravariant et exact. 

Le point délicat dans la démonstration de ce théorème est de prouver que D(I I ) est 
de longueur finie. L'exactitude du foncteur D permet de se ramener au cas où II est 
irréductible, et on utilise la classification des représentations irréductibles de Barthel-
Livné [2, 3] et Breuil [13]. Emerton [38] en a trouvé une démonstration plus directe. 

Si II e Rep^>LG, on définit D(I I ) comme la limite projective des D(II/pnII), et si 
II G RepLG, on choisit un réseau II0 de II stable par G, et on pose D(I I ) = L-D(II0) . 

Dans tous les cas, on définit V ( I I ) comme le dual de Tate de V ( D ( I I ) ) . Le foncteur 
II —» V ( I I ) est alors covariant et exact. De plus, on a V ( I I <g) (6 o det)) = V ( I I ) ® 6, 
si 6 : Q* —> est un caractère continu. 

7. La représentation de &QP attachée à un atome automorphe. — Soit B = 
{(od) ^ ^ } *e b°re^ de G- Si 6i,62 sont des caractères continus de Q* à valeurs 
dans on note Si 0 62 le caractère de B défini par (Si ® 62)(Q d) = ^i(a)^2(d)-
On définit alors une représentation B(61,62) de G, dite de la série principale, par 
B(6i,62) = Ind%62®6iu>-1. D 'après Barthel et Livné [3], la représentation B(6i,62) 
est un objet de ReptorsG, de caractère central LJ~16I62, et est irréductible sauf s'il 
existe 6 : Q* —y tel que ¿1 = u>6 et 62 = 6. Dans ce dernier cas, B(6i,62) est une 
extension de la représentation irréductible St (8) (6 o det), où St est la steinberg, par la 
/^-représentation 6 o det, de dimension 1. 

La classification complète des objets irréductibles de ReptorsG a été achevée par 
Breuil [13] : aux représentations ci-dessus, il suffit de rajouter les représentations 
supersingulières de Barthel et Livné. 

Théorème 0.10. — (i) Si Ii est de la forme 6 o det, alors V ( I I ) = 0. 
(ii) Si n = St (8) (6 o det), alors V(U) = kL(u6). 
(iii) Si n = B(6i,62), alors V ( n ) = kL(6i). 
(iv) Si II est supersingulière, alors V ( I I ) est irréductible, de dimension 2 sur kz,. 

Le lecteur ayant en tête la correspondance de Langlands locale classique sera proba
blement surpris de constater que la correspondance p-adique envoie les représentations 
de la série principale de GL2(QP) sur des représentations de dimension 1 de ^Qp au 
lieu des représentations de dimension 2 attendues. Le résultat suivant, inspiré par les 
calculs de réductions modulo p de représentations de la série principale de Berger, 
Breuil et Mézard [7, 14, 16], explique comment la correspondance p-adique se joue 
de cette apparente incongruité. Particulièrement remarquable est le rôle joué par le 
petit morceau de dimension 1 dans le (iii) ; ce rôle m'a été expliqué par Emerton et 
Kisin dans une série de courriels en janvier 2006. 

Théorème0.11. — (i) Si 61 ^ 62,co±162, alors EXÎQ(B(62,61),B(6i,62)) est un kj,-
espace vectoriel de dimension 1, et si E est une extension non triviale de B(62,6i) 
par B(6i,62), alors V ( I I ) est Vextension non triviale de ki(62) par £¿(¿1). 
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(ii) Extç( l ,St) s'identifie naturellement à Hom(Q*, ki). De plus, si r est un élé
ment non nul de Hom(Q*, ki,), et si ET est l'extension de 1 par St qui lui correspond, 
alors Ext^(B(l ,cj), ET) est un k^-espace vectoriel de dimension 1. 

(iii) Si H est une extension non triviale de B(1,lu) par ET, alors V ( I I ) est l'exten
sion non triviale de kL par £¿,(^0 attachée à l'extension Qp{tfa), où a G QP/(QP)P 
engendre la kL-droite d'équation r{x) = 0. 

8. La contragrédiente d'une représentation de G. — On peut se demander 
comment reconstruire II à partir de D ( I I ) . C'est l'objet des résultats qui suivent, où 
l'on a noté D le (< ,̂ r)-module D ( I I ) et ô le caractère S^1, où on est le caractère 
central de II. On suppose que II G Reptors n'a pas de quotient fini. On étend l'action 
de P sur D IEI Qp en une action de B en faisant agir un élément ( q S ) ^u centre Par 
multiplication par S(d) ; la représentation de B ainsi obtenue est notée D lEÎ  Qp. On 
rappelle que l'on a défini, juste avant le th. 0.9, une application /3zp ' IIV —• D. 

Proposition 0.12. — (i) Si g e P(ZP) , alors (3zp ° g = g ° Pzp • 

( i i ) / 3 z p o ( ^ 1 ; ) = ^o/3Zp. 

(iii) L'application ¡1 /?qp(/x) = (Pzp((p0 J) • /i))nGN es^ un morPhisme 
B-équivariant de IIv dans D^s Qp, de noyau (Uv)u, d'image incluse dans D$ IEI Qp 
et contenant IEI Qp, avec égalité si II n'a pas de sous-représentation finie. 

Notons /3PI : IIV —> D x D l'application jjl i-> (/?zp(aO>Pzp(w • / i ) ) . 

Théorème 0.13. — (i) L'image de IIV par (3pi est incluse dans D P1 e£ Pp1 es£ 
G-équivariante. 

(ii) ResQp o/?PI = (3Qp. 
(iii) L'application /3-pi est injective et son image est incluse dans l'ensemble des 

z G D ^ P 1 tels que ResQp(z) G D* №ô Qp. 
(iv) Le sous-espace Mô P1 des z e D №s P1 vérifiant ResQp(z) G №ô Qp 

est stable par G et contient l'image de l'orthogonal de nSL2(Qp) comme sous-module 
d'indice fini. 

On définit la représentation contraqrédiente fi de II par 

k~g (D Z^Jk~g (D Z^Jk~g ( 

Théorème 0.14. — (i) fi est un objet de ReptorsG sans quotient fini. 
(ii) La contragrédiente (D ( f [ ) lEÎ -I P 1 ) / / ^ (fiv) de II est isomorphe à II . 

Exemples 0.15. — (i) Si n = B(SU 62), alors fi = B(S2, ôx) ® S'1. 
(ii) St est une extension non triviale de B(1,uj) par 1. 
(iii) Si II est supersingulière, alors fi = II (G) ô^1. 

Remarque 0.16. — La restriction à B ne perd pratiquement pas d'information puisque 
la construction de D n'utilise que l'action du mirabolique, et que la connaissance de 
D et du caractère central permet de reconstruire II (à des morceaux finis près dans 
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certains cas particuliers). Ceci est assez surprenant si on se réfère à ce que l'on sait des 
représentations lisses de G en caractéristique 0 : la restriction à B d'une supercuspidale 
est entièrement déterminée par son caractère central (théorie du modèle de Kirillov). 
Pour des résultats dans la même veine, voir [7, 58]. 

9. La correspondance de Langlands locale p-adique. — On remarque que f[ 
ne diffère de (D^VX)/(D^ IEIP1) que par des modules finis. Cela suggère la définition 
ci-dessous de H(D), le choix du caractère central étant dicté par le désir qu'il soit lié 
au déterminant de la représentation galoisienne V(L>), comme dans le cas classique. 

Dans tout ce qui suit, D est un objet de 3>ret(<f), de dimension 2 sur S. Son 
déterminant est de la forme £®OLD, pour un certain : Q£ —» <̂ £, qui n'est autre que 
le caractère de Q* associé, via la théorie locale du corps de classes, à la représentation 
det Y{D), et on définit un caractère ôp par la formule 5D(X) = (x\x\)~1a£,(x). Comme 
on est en dimension 2, on a D = D (g) J^1, où D = H o m ^ ( D , ( ? j ^ ) est le dual de 
Tate de D. On note simplement D IE1 P1 la représentation D №$D P1 ; son caractère 
central est ôp-

Théorème 0.17. — Soit D G $Tet(é>), irréductible, de dimension 2. 
(i) Le module № P1 = {z G D M P1, ResQpz € № Qp} est stable par G. 
(ii) Le quotient TL(D) de D M P1 par IE! P1 est un objet irréductible de KepLG, 

et Kl P1 = 11(D)* (g) SD, où U(D)* est le dual topologique de U(D) ; on a donc 
une suite exacte 

0 -+ 11(D)* (8) ÔD -+ D M P1 U(D) -+ 0. 

(hi) "D(11(D)) = D. 

Remarque 0.18. — (o) La correspondance V »—> T1(V) s'obtient en composant l'équi
valence de catégories V »—> D ( V ) avec l'application D t-> U(D) ci-dessus. 

(i) La construction décrite dans le théorème part d'objets de 3>r®*rs, puis s'étend 
à $Tet(ûg) par limite projective, et finalement à QTet(£) en tensorisant par L. Elle 
est donc, par nature, compatible à la réduction modulo p (à des petits morceaux de 
longueur finie sur ÛL près dans certains cas particuliers, essentiellement celui où V 
est, à torsion près par un caractère, une extension non triviale de kL(w) par ki)-

(ii) Comme S est, topologiquement, l'extension d'un banach par le dual d'un ba-
nach, il en est de même de D lEÎ  P1, pour tout 6, mais il est probable que SD soit 
le seul caractère de Q* pour lequel les morceaux composant cette extension soient 
stables par G. 
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(iii) La stabilité de Kl P1 par G se démontre par prolongement analytique (6) à 
partir, au choix, du cas cristabélin ou du cas triangulin Une démonstration directe, 
pour un r)-module de torsion, « de type GL2 » serait souhaitable. 

(iv) L'utilisation du prolongement analytique est rendue possible par le fait que 
la construction de D Ms P1 est analytique en D et S : si S est un quotient de 
ûL[[Xi,...,Xd]], si D est un (<p,r)-module étale sur S®ûg, et si S : Q* S* 
est un caractère continu, alors D Kl«5 P1 est une 5-représentation de G interpolant les 
représentations Ds ®$s P1, pour s G Spec(5). 

10. Vecteurs localement analytiques. — Si II est une représentation unitaire 
admissible de G, on dit que v G II est localement analytique si g 1—• g • v est une 
fonction localement analytique sur G (à valeurs dans I I ) . L'ensemble IIan des vecteurs 
localement analytiques de II est stable par G, et Schneider et Teitelbaum [66] en ont 
donné une description qui montre en particulier que IIan n'est jamais réduit à 0. Le 
résultat de Schneider et Teitelbaum fait écho à l'existence d'éléments surconvergents 
dans tout ((p, r)-module étale sur S. Le résultat qui suit montre qu'il ne s'agit pas 
d'un simple écho. 

Théorème 0.19. — (i) L'ensemble D+KP1 des z = (zuz2) G DJSP1, avec zuz2 G £>f, 
est stable par G. 

(ii) Son image dans 11(D) est égale à n(D)an. 
(iii) L'action de G s'étend par continuité à DT[g Kl P1, et on a une suite exacte 

0 -> (II(£>)an)* (g) SD -+ L>rig Kl P1 —• n(£>)an -+ 0. 

Les formules du squelette d'action montrent que, pour prouver le ( i) , il suffit de 
vérifier que Kl Z* est stable par w. La piètre convergence de la formule définissant 
l'action de w en rend impossible (du moins il semble) une démonstration directe. Pour 
contourner le problème, on utilise le module të(D) = (l — tp)- D^=1, que Fontaine ap
pelle le coeur de D. C'est un A[^]-module libre de rang 2 (où A = ^z,[[r]] est l'algèbre 
d'Iwasawa), inclus dans D Kl Z*. On note ^'(D) l'image de ^(D) par l'application 
x 1—• x (8) &D- La stabilité de Kl Z* sous l'action de w suit, grâce à l'antilinéarité 
de w (i.e. w o aa = 5r>(à)aa-i o w), des faits suivants (8) : 

(6) Je dois à Kisin l'idée d'utiliser la topologie de Zariski pour attaquer ce genre de questions. 
(7) Pour pouvoir utiliser cet argument, il faut savoir que les représentations en question sont zariski-
denses dans l'espace de toutes les représentations, ce qui se vérifie représentation résiduelle par 
représentation résiduelle. Si p > 5 ou si p — 3 et V n'est pas, à torsion près par un caractère, 
une extension de par /2^(0;) ou indo^, le résultat est démontré dans [28, 55]. Dans les deux 
cas ci-dessus pour p = 3, le résultat suit de [12]. Si p = 2 et si Vss n'est pas la somme de deux 
caractères égaux, Chenevier a vérifié (communication personnelle) que l'espace des déformations 
de V était la réunion de deux boules de dimension 5, correspondant aux deux valeurs possibles 
(1 et —1) du déterminant (vu comme caractère de Q*) en — 1 ; on en déduit facilement, via les 
méthodes habituelles, le résultat dans ce cas aussi. Il ne fait aucun doute que le résultat est encore 
vrai dans le cas où Vss est la somme de deux caractères égaux, mais cela reste à confirmer... 
(8) Les anneaux ^(r), <ft(r) et &(T) sont obtenus à partir de A de la même manière que <f, et 

sont obtenus à partir de ; on remplace juste T par 7 — 1, où 7 est un générateur de T. 
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• w(<é'(D)) = <ë"(D), 
• Di®Z; = <?t(r) 0A tf(D) = ^ t ( r ) 0A ^'(D). 

Notons que l'on a aussi (9) : 
• D m z; = s(Y) 0A v(D) = s(v) ®A W(D), 

• jDrig b z ; = á?(r) ®A y (D) = ^(r) ®A sf'(i>). 

11. Correspondances p-adique et classique. — Si II est une représentation 
unitaire admissible de G, on dit que v G II est localement algébrique si la fonction 
g g • v est localement polynomiale (en a, 6, c, d et (ad — bc)"1, à coefficients dans II) 
sur G. L'espace IIalg des vecteurs localement algébriques de II est stable par G mais, 
contrairement à celui des vecteurs localement analytiques, est nul en général. 

Théorème 0.20. — Si D est un (ip, T)-module, étale sur S, irréductible, de dimen
sion 2, alors II(J9)alg ^ 0 si et seulement si D est de Rham à poids de Hodge-Tate 
distincts a < b. De plus, n(D)alg = U(D)lc 0 (Sym6""a_1 0 deta), où U(D)lc est 
une représentation lisse et admissible de G, et Sym6-a_1 est la puissance symétrique 
(b — a — l)-ième de la représentation standard de G sur Qp 0 Qp. 

Le résultat suivant montre que la correspondance de Langlands locale p-adique 
encode la correspondance classique. Rappelons que toute représentation de de Rham 
est potentiellement semi-stable^10^ et donc que si D est de Rham, il lui est asso
cié un ((p, N, ^Qp)-module Dpst, muni d'une filtration admissible permettant de re
construire D. En utilisant (p pour rendre linéaire l'action de ^Qp, on transforme le 
module Dpst en une représentation du groupe de Weil-Deligne de Qp, à laquelle la 
correspondance de Langlands classique associe une représentation LL(Dpst), qui est 
lisse, admissible, de dimension finie, irréductible en général (dans tous les cas sauf 
celui où N = 0 bien que l'action de WQ rende possible la non nullité de N). 

Théorème 0.21. — On a JJ(D)lc = LL(Dpst). 

Dans le cas où Dpst est la somme de deux caractères de WQP , ce résultat est inclus 
dans les travaux de Berger-Breuil [8]. On peut aussi le retrouver en décrivant le module 
de Jacquet de JJ(D)lc, ce qui à l'avantage de couvrir aussi le cas où N ^ 0 et celui 
où jDpSt n'est pas semi-simple comme représentation de WQP . Dans les autres cas, on 
montre que H(D)lc est supercuspidale et ne dépend que du ((p, N, &QP )-module Dpst, 
et pas de la filtration, ce qui permet de choisir une filtration correspondant à une 
forme modulaire et donc d'utiliser les travaux d'Emerton [36, 39] pour conclure. La 
démonstration a donc recours à un argument global que je ne désespère pas de voir 
disparaître dans un futur proche. 

(9) Le premier de ces résultats est un des ingrédients permettant de retrouver la formule d'Euler-
Poincaré de Tate à partir de la théorie des ((p, r)-modules [46]. 
(10) Berger [4] a réduit cet énoncé, conjecturé par Fontaine, à la conjecture de monodromie p-adique 
de Crew démontrée peu après, indépendamment, par André [1], Mebkhout [56] et Kedlaya [50]. On 
pourra consulter [24] pour une présentation d'ensemble de ces travaux ; une autre démonstration 
peut se trouver dans [27]. 
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Remarque 0.22. — La démonstration de l'indépendance de II(D)lc par rapport à la 
filtration donne un résultat un peu plus fort. Soient M un (<p, N, ̂ Qp)-module, et 
a < b des entiers ; on note LL(M, a, b) la représentation L L ( M ) (g) (Symb-a_1 (g) deta) 
de G. On suppose que l'ensemble & des filtrations admissibles à poids a et b que 
l'on peut mettre sur — (Qp 0Qnr M)^QP est non vide. Alors & est naturelle
ment paramétré par P1(M^) privé de 0, 1 ou 2 points. Si j£? G on note le 
(<p, r)-module étale sur S qui lui correspond via les résultats de [33] et l'équivalence 
de catégories de Fontaine. 

Il existe alors une représentation analytique I I (M, a, b) de G, dont les vecteurs 
algébriques I I (M, a, 6)alg sont la somme de deux copies de LL(M, a, b), et dont 
les n(jD^f)an sont des quotients. De manière plus précise, le choix de j£f G P1(Mcir) 
fournit un plongement de LL(M, a,b) dans IT(M, a,6)alg, et Il(D^>)an est le quo
tient de I I (M, a, b) par la copie de LL(M, a, 6) correspondant à Jjf. De plus, 
I I ^ M , a, 6) — I I (M, a, b)/TL(M, a, 6)alg est une représentation localement analytique 
de G, et II(Z>s?)an est une extension de n ' ( M , a, 6) par LL(M, a, 6). En d'autres 
termes, les composantes de Jordan-Hôlder de n(J9^)an ne dépendent pas de la 
filtration ; celle-ci est encodée dans l'extension entre ces composantes. 

12. Théorie d'Iwasawa et vecteurs localement algébriques. — La corres
pondance de Langlands locale classique est normalisée via les facteurs locaux des 
fonctions L, alors que la correspondance p-adique, décrite plus haut, repose sur une 
construction directe. Les facteurs locaux des fonctions L p-adiques jouent toutefois 
un rôle occulte très important. 

On note A = ûL[\r}] l'algèbre d'Iwasawa. Si V G RepL^Qp, et si D = D ( V ) et 
II = II (V) sont les objets qui lui sont attachés, alors l'application ¡11—> /?zp(a0 induit 
un isomorphisme de {/i G II*, (g °) • ¡1 = fi} sur D^=1. Or le A-module D^=1 est, 
d'après un résultat de Fontaine (non publié, mais voir [21]), naturellement isomorphe 
au modu led ' Iwasawa HîW(V) = H1(&QP,A (g) V). Si V est cristalline ou semi-
stable, on peut décrire D^=1 en termes de distributions sur Zp, et on obtient de la 
sorte une machine (équivalente à celle de Perrin-Riou [62]) fabriquant des fonctions L 
p-adiques à partir d'éléments de Hiw(V) d'origine globale; en d'autres termes, l'iso-
morphisme Hlw(V) = D^=1 peut être vu comme un analogue p-adique des facteurs 
locaux des fonctions L p-adiques. On peut donc espérer que le module D^=1 va jouer 
un rôle important dans la correspondance de Langlands locale p-adique. C'est effec
tivement le cas, et les idées de théorie d'Iwasawa interviennent à plusieurs endroits 
dans la détermination des vecteurs localement algébriques. 

Si D est un objet de $ret(< )̂ de rang d sur 0G, le module <g(D) = (l-(f)D^=1 est, 
ce qui joue un rôle fondamental dans la théorie d'Iwasawa des représentations de &QP , 

(n) Ce module peut se décrire en termes plus traditionnels en choisissant un ^-réseau V° de V 
stable par &Qp : le lemme de Shapiro fournit un isomorphisme H^w(V) = L • lim H 1(&FN > V"0), la 

limite projective étant relative aux applications de corestriction, et Fn = Qp(/Ltpn) étant le sous-corps 
de QP(/Lipoo) fixé par Tn = l+pNZP. 
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libre de rang d sur A. La démonstration de ce fait repose sur la construction d'un 
accouplement parfait ( , )iw : fê(D) x fê(D) —> A, noté ainsi car on peut l'obtenir, via 
l'isomorphisme D^=1 2é Hîw(V), à partir d'un accouplement H^(V) x £TI1w(Vr) -> A 
utilisé classiquement en théorie d'Iwasawa (rem. VIII. 1.5). 

En exprimant en termes de ((p, Y)-modules la convolution de deux mesures sur Z*, 
on obtient une formule permettant de définir, à partir de toute application bilinéaire 
M : D\ x D2 —> Ds (où D\,D2,D-$ sont des (<£, r)-modules), commutant aux actions 
deTet <p, une application Mz* (zu z2) : (£>i MZ*) x (D2 MZ*) -> (D3SZJ) . On peut 
en particulier appliquer ceci à l'accouplement tautologique ( , ) : D x D —> Ox dT / 1+T. 

et donc obtenir un accouplement ( , )z* • (D M Z*) x (DM Z*) —> ^s^f M Z*. 

Théorème 0.23. — Si zi e ^(D), et si z2 G ^(D), alors 

^ù*$^^ 

z* 
+k~g (D Z^J(z1,z2)lw)=-(w*zuz2)z;, 

où w* : D M Z* —> D IEI Z* esi l'opération associée au difféomorphisme ù*$*ù** 

Remarque 0.24. — (i) Si D = D ( V ) , où V est une représentation cristalline, on peut 
décrire D en termes du module DcriS(V). Le membre de droite s'exprime alors au 
moyen de distributions sur Z* à valeurs dans Dcris(^) et DcriS(V"), et le membre de 
gauche, en termes de cohomologie galoisienne, comme il est expliqué plus haut. Un peu 
de travail montre que l'on retombe alors sur la loi de réciprocité de Perrin-Riou [61], 
telle qu'elle est démontrée dans [22]. 

(ii) Si D est de rang 2, alors x \-+ x (g) S^1 induit un isomorphisme de D sur D. Il 
est alors assez facile de voir que, si D est irréductible, (W • x) <g> Sp1 induit un iso
morphisme de ^(D) sur ^(D), et le théorème permet de montrer que l'accouplement 
(x,y) \—> ((w-x)(S)^1,y)iw est A-bilinéaire et, ce qui est fondamental, antisymétrique. 

La manière dont ce résultat est utilisé pour faire la chasse aux vecteurs locale
ment algébriques repose sur une extension, à une représentation arbitraire, de la loi 
de réciprocité explicite de Kato [49] (dualité entre V exponentielle de Bloch-Kato et 
Y exponentielle duale de Kato). On suppose dans la discussion qui suit que D est 
presque de Rham à poids 0 et k > 1 (comme les poids sont distincts, cela implique 
que D est Hodge-Tate). 

Soit %ig(D) l'image de Df{~x par (ip — 1) (comme on a supposé D irréductible, 

<p — 1 induit un isomorphisme de D^1 sur %ig(D)). On déduit des isomorphismes 

(où &IT) = âl+(Y) est l'algèbre des distributions sur Y) 

D+r1 = ® ( Y ) 0A D*=1 * ® ( Y ) 0A H}W(V) * H\<gQp,@(T) 0L V), 

que %IG(D) * H^Q^&ÇT) ®L V). De même, tfRÏG(D) *È Hl(<gQP,®(Y) ®LV). Par 
ailleurs, on dispose, pour tous n G N et i G Z, d'une application /IH JR M de 
H1(^QP^(Y)<S>LV) dans Hxi&FN, V®X1)- On note Q,n(z) l'image d'un élément z de 
^rig(D) = H1(<£QP,$}(Y) <S>L V) par cette application. Enfin, on dispose, pour toute 
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représentation W de &QP , de sous-espaces fâFn, W) (image de l'exponentielle de 
Bloch-Kato [11]) et H^_e(^Fn,W) (noyau de l'exponentielle duale de Kato [49]) de 
^ ( ^ n ) ^ ) * Ceci nous permet, si D est presque de Rham à poids de Hode-Tate 0 
et k > 1, de définir les sous-espaces suivants de ^-^(D) et ^^(D) : 

tfeiD) = {z G %ig(D), Ci,n(z) G Hl(&Fn,V <g> x*), pour tous 0 < i < k - 1 et n G N } , 

%-e(D) = {z G ^rig(Ô), Ci>n(*) G Hp_e(&Fn, V <g> x*), Pour tous 0 < i < k - 1 et n G N } . 

On note enfin ^p_e(D) l'image de ^p_e(£>) par a; h> ^ 0 ^ . Le résultat crucial est 
alors le suivant. 

Théorème 0.25. — w(%{D)) = %_e(D). 

La différence entre le cas de Rham et le cas non de Rham est que, dans le cas de 
Rham, l'image de l'exponentielle de Bloch-Kato est égale au noyau de l'exponentielle 
duale, alors que dans le cas non de Rham, ces deux espaces sont supplémentaires. 
Ceci permet de traduire le théorème de la manière suivante. 

Proposition 0.26. — Si D est de Rham, le sous-âê(T)-modules &(T) (g) A ^{D) de 
DT{g Kl Z* est stable par w, alors que si D n'est pas de Rham, il ne l'est pas. 

Un vecteur localement algébrique pour l'action de G l'est en particulier pour celle 
de P(QP). Traduit en termes d'actions de T et T, ceci permet de montrer que l'image 
de IIalg par Reszj est incluse dans 3ê(T) (g) A ^(D) et, avec l'aide de la théorie du 
modèle de Kirillov, que si IIalg ^ 0, cette image engendre &(T) (g) A ̂ (D). La propo
sition permet donc de montrer que, si D n'est pas de Rham, il n'y a pas de vecteurs 
localement algébriques, et avec un peu de travail supplémentaire, que IIalg ^ 0, si D 
est de Rham. 

13. Genèse de l'article 

1. La conférence de Montréal. — La correspondance de Langlands locale p-adique 
pour les représentations triangulines [8, 25, 26], de dimension 2, de ^qp, présentait 
un aspect très encourageant, comparée à la correspondance de Langlands locale clas
sique : si V est une telle représentation, si II est la représentation de GL2(QP) qui 
lui correspond, et si D est le (tp, r)-module qui lui est attaché par l'équivalence de 
catégories de Fontaine [40], alors le dual topologique LE* de II peut se décrire direc
tement à partir de D. De manière précise, on a un isomorphisme de P(Qp)-modules 
II* = Kl Qp. La démonstration consiste à expliciter les deux membres et n'est 
pas particulièrement éclairante... Par contre, l'isomorphisme ci-dessus rendait plau
sible l'existence d'une correspondance pour toutes les représentations de dimension 2 
de &Q , et pas seulement pour les représentations géométriques (i.e. potentiellement 
semi-stables). 

Il est un peu difficile d'extraire le (<£>, T)-module D du P(Qp)-module D^№QP, mais 
en cherchant à le faire, je me suis aperçu que l'on obtenait de la sorte un foncteur 
II t-» V ( I I ) de la catégorie des L-représentations unitaires (admettant un caractère 
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central), admissibles, de longueur finie, de GL2(QP) dans celle des L-représentations 
de dimension finie de £ÍQp, avec I I * = D ( V ( I I ) ) IEI Qp, en tant que représentation 
de P(QP). La représentation V ( I I ) n'a aucune raison d'être de dimension 2 (ce qui est 
un peu gênant pour une correspondance de Langlands), mais si I I est superadmissible, 
c'est-à-dire si la réduction I I de I I modulo XXIL est un atome automorphe (i.e. est la 
réduction d'une représentation de GL2(QP) attachée à une représentation trianguline 
irréductible de dimension 2), alors V ( I I ) est de dimension 2. J'ai annoncé ces résultats 
lors de la conférence de Montréal de septembre 2005, en terminant mon exposé par 
trois questions. 

(Ql ) Est-ce-que I I i—> V ( I I ) est injective, ou plutôt, est-ce-qu'une représentation 
superadmissible de GL2(QP) est déterminée par sa restriction au borel? 

(Q2) Quelle est l'image de I I i—• V ( I I ) ? Elle contient les triangulines, mais obtient-
on tout ? 

(Q3) Est-ce-que d i m V ( I I ) < 2, si I I est irréductible et admissible? 
Si (Q3) a une réponse négative ^l2\ cela suggère qu'il existe des extensions entre 

/^-représentations de GL2(QP) autres que celles fournies par les atomes automorphes 
(dont les semi-simplifiés ont été déterminés par Berger [7], en utilisant des calculs de 
réductions modulo p de Breuil [14] et de Breuil-Mézard [16]). Emerton a alors vérifié, 
pendant la conférence, que les seules extensions entre séries principales modulo p 
sont celles sortant des calculs de Breuil et Mézard, et qu'il n'y a pas d'extension non 
triviale du type 0 —> I I i —• E —> II2 —> 0, où II1 est supersingulière et II2 est de la 
série principale. 

2. La première version de cet article. — Peu de temps après la conférence, Kisin m'a 
envoyé un courriel expliquant comment une réponse positive (et même quelque chose 
de beaucoup plus faible) à (Ql ) impliquerait une réponse positive à (Ql ) et (Q2) 
en utilisant la zariski-densité (13) des triangulines dans l'espace des représentations 
de ^Qp. L'argument de Kisin est le suivant [55]. Si I I est un atome automorphe, le 
foncteur V induit un morphisme de l'espace des déformations (14) de I I dans 
celui des déformations de V ( I I ) . Si V induit une injection de ExtQL¡2(Q ) ( I I , I I ) 
dans Ext^Q ( V ( I I ) , V ( I I ) ) , alors V-p- est une immersion fermée, et comme son image 
contient les triangulines qui sont zariski-denses, Vjj est un isomorphisme. 

Avant de recevoir le courriel de Kisin, j'étais en train d'essayer de construire di
rectement la représentation I I ( V ) à partir du (<p, r)-module D ( V ) , par la méthode 
expliquée plus haut. Je me suis aperçu, à mon grand effroi, que si ce que je cherchais 

(12) Paskunas [60] a récemment prouvé que (Q3) admet une réponse positive, au moins si p > 5. 
(13) Cette densité peut se vérifier [28, 55] par un argument adapté de la « fougère infinie » de 
Gouvêa et Mazur [43], qui ont utilisé cet argument pour démontrer un résultat du même type, 
mais global (i.e. pour démontrer la zariski-densité des représentations de attachées aux formes 
modulaires surconvergentes ; ces représentations sont précisément celles dont la restriction à &Qp est 
trianguline [53]). 
(14) Comme Paskunas l'a fait remarquer, il faut, pour faire marcher l'argument, fixer un caractère 6 
de Q* et regarder les déformations de II de caractère central ((x\x\)~1ô) o det, et les déformations 
de Vjj de déterminant S. 
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à faire marchait, on pouvait construire une représentation de GL^Qp) à partir de 
n'importe quel (<£>, r)-module (de toute dimension), ce qui était clairement absurde. 
De plus, les ingrédients topologiques nécessaires pour vérifier que la construction re
donnait ce que l'on voulait dans le cas cristallin étaient un peu plus subtils que ce 
que je pensais, d'où un échec qui a achevé de me persuader que je faisais fausse route. 
Je me suis donc rabattu sur la stratégie de Kisin, ce qui a abouti à la première ver
sion [31] de cet article, qui contenait ce qu'il fallait pour faire marcher cette approche 
(à quelques cas près en caractéristiques résiduelles 2 et 3), à savoir : 

- Une construction du foncteur II i—• V ( I I ) (bien simplifiée par rapport à celle 
présentée à la conférence de Montréal). 

- Une classification des atomes automorphes (à quelques exceptions près si p = 2 
ou p = 3). 

- Une preuve de l'injectivité de ExtGL2(Qp)(n,ÏÏ) Ext^Q ( V ( Ï Ï ) , V ( Ï Ï ) ) pour 
les atomes automorphes dans la liste obtenue ci-dessus. 

- Quelques calculs, utilisant le foncteur II H-• V ( I I ) de Ext1(IIi,Il2), pour des 
/^-représentations irréductibles IIi,II2 de GL2(QP). Emerton [37] a obtenu des ré
sultats similaires par une autre méthode. Depuis la première version de cet article, 
ces résultats ont été complétés par Paskunas [59]. 

S. L'étude de la correspondance. — Une fois l'existence d'une correspondance éta
blie, on peut chercher à comprendre ce qu'elle cache (un de mes fantasmes récurrents 
est d'arriver à décrire, de manière purement locale, à partir des (tp, r)-modules, 
la correspondance de Langlands locale classique [44, 45], l'espoir étant qu'un 
(<p, r)-module encodant toutes les informations concernant la représentation galoi-
sienne qui lui est attachée, il doit être possible d'y lire aussi la représentation de GLn 
correspondant, dans les bons cas, à cette représentation galoisienne). Pour cette 
étude, je disposais d'un certain nombre de points d'appui comme le dictionnaire 
reliant analyse fonctionnelle p-adique et anneaux de Fontaine (dont on peut, en 
particulier, tirer le fait qu'un (</?, r)-module « vit sur Zp » , et donc qu'il faut le 
dupliquer pour obtenir un objet vivant sur P1 et sur lequel G a une chance d'agir), 
la similitude entre le théorème de Schneider-Teitelbaum sur l'existence de vecteurs 
localement analytiques et l'existence d'éléments surconvergents dans n'importe que 
(ip, T)-module étale, ou la conviction que le triangle constitué des D^=1, de et de 

(II* )01) 1 devait jouer un rôle important. Le fait que w envoie D^~l dans l )^ -1 
et le lien assez transparent entre exponentielle de Bloch-Kato et algébricité pour 
le mirabolique (vecteurs P-algébriques) suggéraient fortement que la stabilité des 
vecteurs P-algébriques sous l'action de w devait être liée à l'équation fonctionnelle de 
la fonction L classique (pour une représentation provenant d'une forme modulaire). 
Comme celle-ci est équivalente à celle de la fonction L p-adique, qui découle de la 
loi de réciprocité explicite de Perrin-Riou, il semblait raisonnable de penser qu'on 
devait pouvoir étendre celle-ci par prolongement analytique à toute représentation, 
et que ceci devrait être la clef de l'étude des vecteurs localement algébriques. Ceci 
s'est révélé être le cas, mais par des chemins plus tortueux que ceux que j'espérais. 
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14. Organisation de l'article. — J'ai essayé, autant que possible, de minimiser 
la dépendance entre les chapitres. Les constructions des foncteurs D h-» II (D) et 
II i—• D(I I ) sont complètement indépendantes. Celle de D H !!(£>), à laquelle le 
chap. II est consacrée, s'appuie de manière essentielle sur les résultats de [32] ; ceux-ci 
sont, pour le confort du lecteur, résumés dans les §§ 1.2, 1.3 et 1.4. La construction 
(chap. IV) du foncteur II i—• D(I I ) est nettement plus élémentaire que celle du foncteur 
D i—• U(D) ; elle n'utilise le chap. I que comme inspiration et s'appuie un peu sur 
les résultats généraux du chap. III portant sur les représentations lisses de GL2 d'un 
corps local. Par contre, la vérification du fait que les deux foncteurs sont inverses l'un 
de l'autre (§ IV.4) utilise pleinement les résultats des chap. I, II et IV. 

Le chap. V, consacré à l'étude des vecteurs localement analytiques de I I (D) , est 
un prolongement du chap. II, et est totalement indépendant des chap. III et IV ; il 
n'utilise que le § 1.1 du chap. I. Par contre, il repose sur des résultats assez lourds 
concernant la surconvergence ou l'existence de vecteurs localement analytiques qui ne 
sont rappelés que succinctement. 

Le chap. VI, consacré à l'étude des vecteurs localement algébriques de I I (D) , est 
indépendant du chap. III et dans une large mesure du chap. IV (dont il n'utilise que la 
prop. IV.4.10 pour établir l'indépendance de II(Z))alg par rapport à la filtration (n° 9 
du § VI.6)). Par contre, il utilise largement les résultats des autres chapitres ainsi que 
la théorie classique du modèle de Kirillov [48] et les résultats « à la Sen » de [41]. 

Le chap. VII est un prolongement du chap. IV et est totalement indépendant des 
chap. II, V et VI. 

Enfin, le chap. VIII est un appendice faisant le lien entre certaines des construc
tions de l'article et des résultats classiques concernant la cohomologie galoisienne des 
représentations de &QP . 

15. Remerciements. — Comme l'introduction le montre amplement, le rôle joué 
par Emerton et Kisin dans la genèse de cet article a été très important. Les travaux 
de Berger, Breuil, Mézard, Schneider et Teitelbaum ont servi de fil conducteur pour 
beaucoup de résultats de cet article. Je voudrais aussi remercier A. Iovita et H. Dar-
mon et le CRM de Montréal, ainsi que J. Schwermer et l'Institut Erwin Shrôdinger 
de Vienne, pour leur hospitalité ; les exposés que j'ai donnés lors des conférences à ces 
deux endroits, en septembre 2005 et janvier 2006, m'ont grandement aidé à mettre 
mes idées au clair. 

Cet article a été rédigé par petits bouts dans des endroits variés (pour une rai
son que j'ai du mal à cerner, on ne travaille jamais mieux que quand on n'est pas 
dans son bureau...). Il a en particulier bénéficié de séjours à l'université de Keio en 
octobre-novembre 2007 et au CMI de Madras en janvier 2008. Je remercie aussi les 
organisateurs du CEMRACS 2008 pour leur hospitalité au CIRM lors du sprint final. 
Une première révision de cet article a été faite lors de séjours au Morningside center 
de Pékin et au Tata Institute de Bombay en octobre-décembre 2008, et je remercie 
le programme CEFIPRA 3701-2 d'avoir financé ce séjour à Bombay où j'ai achevé le 
travail commencé sous le programme 3501-1, près de 5 ans plus tôt. Je remercie aussi 
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M. Emerton pour les échanges que nous avons eus en octobre 2009 à Chicago, et qui 
sont à l'origine de certains ajouts tardifs. 

Enfin, je remercie les rapporteurs dont les commentaires m'ont grandement aidé 
à améliorer la rédaction, G. Henniart qui a coordonné leurs interventions, ainsi que 
G. Chenevier et G Dospinescu pour leurs doutes au sujet de certaines de mes affir
mations. 

I. Généralités sur les r)-modules 

Ce chapitre est consacré à l'établissement d'un dictionnaire permettant de trans
férer aux (<£>, r)-modules les structures dont on dispose pour les mesures sur Zp. Il 
se termine par une loi de réciprocité générale (th. 1.5.5), qui étend celle conjecturée 
par Perrin-Riou [61] dans le cas cristallin, et qui joue un rôle crucial dans l'étude des 
vecteurs algébriques des représentations de G attachées aux (</?, r)-modules. 

1.1. Dictionnaire d'analyse fonctionnelle p-adique 

1. Le corps S. — Le corps S défini dans l'introduction est l'ensemble des séries de 
Laurent YlkezakTk, avec G L, telles que la suite (vp(ak))kez soit minorée et 
vérifie lim^-oo vp{ak) = +oo. Le corps S est complet pour la la valuation discrète 
y{°} définie par v*°*QZfcez akTk) = inffcGz vP(a>k)> L'anneau Gg des entiers de £ est 
l'anneau des séries de Laurent YlkezakTk:, avec a& G ÛL, telles que la suite vp{dk) 
vérifie limfc_>_oo vp(ak) = +oo. Le corps résiduel kg de é> est /CL((T)). 

On rappelle que l'on a noté G~g le sous-anneau <^L[P1] de Gg, é> + le sous-anneau 

^g[p] de & et fcj = &L[[T]] l'anneau des entiers de kg. Les anneaux G#, <f + et /cj 

sont aussi parfois notés Gg, et kg suivant le contexte. 
La topologie naturelle sur G g n'est pas celle définie par la valuation (topologie 

forte) : c'est la topologie faible qui est la topologie d'anneau la plus faible rendant 
continue la réduction G g —> kg modulo m^, si kg est muni de la topologie induite par 
la valuation VT ; cette topologie est obtenue en munissant G g de la base de voisinages 
de 0 donnée par les pkGg + TnGg, pour /c, n G N . On munit alors S = UmeNp~mGg 
de la topologie de la limite inductive (^-linéaire). 

2. Fonctions analytiques sur des couronnes. — Si h est un entier > 1, on pose 

nh = (p — l)^/1-1 et rh = ^ de telle sorte que vp(( — 1) = r^, si C est une racine 

primitive p^-ième de l'unité. 
On définit, à partir de G#, les anneaux suivants. 

- Si b > 1, on note Ggb le complété de G^[^] pour la topologie p-adique; c'est 
l'ensemble des séries de Laurent Ylkez akTk, où ak G GL vérifie <15> [vp(ak)] + krb > 0, 
pour tout A; G Z, et vp(ak)-\-krb —• +oo quand k —> — oo. Cet anneau est aussi complet 
pour la topologie faible (i.e. T-adique) qui est moins fine que la topologie p-adique et 
qui est celle que nous considérerons dans la suite. 

(15) [vp(a,k)] désigne la partie entière de vp(ak). 
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- Si b > 1, on note 6{°'rb] P anneau 6^h\±\. On note e\ la réunion (croissante) 

des ûfrb] et <ft le corps &\ \ \ \ . 

- Si a > b > 1, on note 6^a'r^ le complété de 6^[T^L, ^ ] pour la topologie 

p-adique, et S^r^ l'anneau 6[^rb][\}. 

- Si b > 1, on note <^°'rb] l'intersection des <g,[r»'r*l, pour a > b. 
- Enfin, on note Si Vanneau de Robba, réunion croissante des S^'rb\ pour b > 1, 

et on note Si+ ou Sfo l'intersection de Si et L[[T]]. 
Ces anneaux s'interprètent en termes de fonctions analytiques sur des couronnes : 
• ûgb est obtenu en tensorisant par 6L l'anneau des fonctions analytiques sur la 

couronne 0 < vp(T) < r& qui sont définies sur Qp et à valeurs entières. 
• <?t est l'ensemble des éléments surconvergents de S, c'est-à-dire les éléments / 

de S tels qu'il existe une couronne 0 < vp(T) < r sur laquelle / converge. 
• S^ra'rh^ est l'anneau des fonctions analytiques sur la couronne ra < vp(T) < rv 
• S^r^ est 1' anneau des fonctions analytiques sur la couronne 0 < vp(T) < r&. 
• Si+ = Sfà est l'anneau des fonctions analytiques sur le disque unité et Si est 

l'anneau des fonctions / telles qu'il existe une couronne 0 < vp(T) < r sur laquelle / 
est analytique. 

On déduit de la description de 6gb en termes de fonctions analytiques le résultat 
suivant. 

Lemme LIA. — Si m < n, alors T prn<pm(T) est une unité de 6^n. 

3. L1 action de les opérateurs (p et tp. — On munit 6g d'actions ^-linéaires 
continues de (p et T, respectant la structure d'anneau, par 

<p(T) = (l + T)p-l et <ja(T) = ( l + T ) a - l , s i a e Z ; . 

Ces actions commutent entre elles, s'étendent par Qp-linéarité à S1 = 6g[^], laissent 

stables le sous-corps de S, et s'étendent par continuité à Si. Par contre, ip ne laisse 

pas stable les anneaux 6gb, 6g,rb\ 6^a'rb^ et é?}0^ ; il les envoie respectivement 

dans 6yb+1, 6frh+1\ @^a+i,rh+1] et <?]°«rH-i]. Ces anneaux sont, en revanche, stables 

sous l'action de T. 

Le corps ê est une extension de degré p de y?(<f), ce qui permet de définir un inverse 

à gauche ip de (p par la formule tp(f) = p~l(p~x(Trg/<p(g)f). Alors if) laisse stable && 

et s'étend par continuité à S?, et envoie les anneaux ^£6+1, 6 6[^a+1,rb+l] 

et glo 0 (r + 1) dans 6]f, 6frb\ 6^a'rb] et <?]°'r>] respectivement. De plus, 
• ij) commute à T, 

• ^{fvio)) — 9^{f), Pour tous / , g dans un des anneaux considérés, 

•V>(£?=o( i + r ) V ( / i ) ) = /o, 

• V ( / ) ( ( i + 2 7 - 1 ) = l £ c = i / ( ( i + T)C - 1 ) , si / e*ù$*ù$* 
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4- Résidus. — Si / = J2kez akTk est un élément de g ou on définit le résidu de 
la forme différentielle uo = f dT par la formule réso(o;) = a_i. Un petit calcul montre 
(cf. [47] ou [32, prop. 1.2.2]) que l'on a le résultat suivant. 

Proposition 1.1.2. — Si f G g ou si f G 3ë, alors : 

[i) rés0(cra(/) j^f) = a 1rés0(/ jf^O, pour tout a G Z*, 

n) Té80(tp(f) ^ ) = résoM/) TW) = réso(/ Wr)-

L'application réso induit des dualités parfaites sur g et Si (cf. rem. 1.1.5) . 

Enfin, remarquons que l'application réso envoie ûg dans @L 5 eue induit donc 

une application réso : g/0g —• L/ÛL-

5. Espaces fonctionnels et séries de Laurent. — Si M est un ^-module topologique, 

on note ^ ° ( Z P , M ) l'espace des fonctions continues de Zv dans M. Si M = L, cet 

espace est noté simplement ^ ° ( Z P ) . On note LA(ZP) l'espace des fonctions localement 

analytiques sur Zp. On renvoie à [29], par exemple, pour la démonstration du résultat 

classique suivant. 

Théorème 1.1.3. — (i) Les pour n G N , forment une base orthonormale 

de ^ ° ( Z p ) ; en particulier, § G ^°(ZP, ÛL) si et seulement si le développement 

<j> — XmeN a™(^) (n) de (f> dans cette base est tel que an((j)) G ÛL pour tout n et 

an(4>) -> 0. 

(ii) <f> G L A ( Z p ) si et seulement si il existe r > 0 tel que vp(an(<j>)) — m —• + O O 
quand n —> -HOO. 

On note ^ o ( Z p , M ) l'espace des mesures sur Zp à valeurs dans M , c'est-à-dire 
l'espace des applications linéaires de ^ ° ( Z P , ÛL) dans M. Si M est un L-espace vec
toriel, alors ^o(Zp, M) est aussi l'espace des applications linéaires continues de ̂ 0(ZP) 
dans M. Si M = L , l'espace %(ZP,M) est simplement noté @Q(ZP). 

On note @(ZP) le dual topologique de L A ( Z P ) ; c'est l'espace des distributions 
sur Zp à valeurs dans L. Comme une fonction localement analytique est a fortiori 

continue, on a une application naturelle de @o(Zp) dans ^ ( Z p ) , et cette application 
est injective. 

Si [i G ^ ( Z p ) , on définit sa transformée d'Amice par la formule 

k~g (D Z^J 
k~g ( 
D Z^J 

(1 + T)xm = 
nGN Zip 

k~g 
(D 
Z^J 

M ) T " g L[[T}}. 

Si / G ̂  ou si / G on définit 0/ : Zp —> L par la formule 

<M*) = rés0 ( ( i + T)*f m 
*ù$ 

1 + T 

Théorème 1.1.4. — (i) L'application fi i-> -A^OO induit des isomorphismes de 

%{ZP, ÛL) sur Û%, de %{ZP) sur g^ et de &(ZP) surSfo. 

(ii) L'application f i—> 0/ induit des isomorphismes de ûgjû\ surcé?0(Zp, ÛL), de 

g/g* surtf°{Zp), et de g*/g*k~g (D Z^J^sur LA(ZP). 
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(iii) JZP </>fH = rés0(AM/ j^ï), si fie %(ZP) et f G S, ou si fie &(ZP) et f e 31. 

Démonstration. — Le (i) se déduit du th. 1.1.3 par dualité (cf. [29] pour une démons
tration détaillée). Pour démontrer le (ii), considérons ipf(x) = rés0((1 + T)x f(T)dT)), 
si / = T,kezakTk appartient à 0g, S ou SI. Comme (1 + T)x = ^ G N (fc)7*' on 
a ipf(x) = Xl/eGN a-i-k(k)- On en déduit, en utilisant la définition de ûg, S ou 
et le th. 1.1.3, que / i—• tpf induit des isomorphismes de ûg/ûg sur ^°(ZP, &L\ 
de g/g* sur ^°(ZP), et de <?t/< î ^ ât/âfl sur LA(ZP). Comme </>f(x) = i>f(x - 1 ) , 
cela démontre le (ii). Le (iii) peut se réécrire sous la forme 

res0( (f(T) 
ù!*$ 

(l + T f / i i 
dT 

1 + T . :mù*$ 
réso i f(T)(l + T)x 

dT 

1 + T, 
l:!ù* 

ce qui suit formellement de la linéarité de JZ et de réso-

Remarque 1.1.5. — (i) On déduit des th. 1.1.3 et 1.1.4 des suites exactes d'espaces 
vectoriels topologiques 

0 ^°(ZP)* -> S -> ^°(ZP) -> 0 et 0 LA(ZP)* ^ LA(ZP) - » 0. 

La topologie induite sur ^ ( Z p ) * par celle de S est la topologie faible pour laquelle la 
boule unité, qui correspond à û\ = <^L[[T]], est compacte. Comme le dual topologique 
du dual faible d'un L-banach B est B lui-même, on déduit du (iii) du th. 1.1.4 que 
(f, g) réso(/âf J^T) identifie S à son dual topologique. 

De même, la topologie induite par S& sur LA(ZP)*, qui correspond à 3$, est la 
topologie de Préchet naturelle de LA(ZP)*, et comme un Préchet est réflexif, l'accou
plement (/,</) >-> réso(/^ j+ï) identifie 3$ à son dual topologique. 

On déduit de ce qui précède que si D est un S ou ^-module libre de rang fini, 
alors le dual topologique D* de D est un S ou ^-module libre de même rang. 

(ii) Comme les L-banach, leurs duaux faibles, les limites inductives compactes de 
L-banach et les fréchet vérifient le théorème de Hahn-Banach, il en est de même de 
£ et 3ê. Il en résulte que si M est un sous-L-espace vectoriel fermé de A — S ,3%, et 
si M1- désigne l'orthogonal de M dans A, alors M1- est le dual topologique de A/M 
et M est celui de A/M^, et (M-1)1- = M. Ceci s'étend à un module libre de rang fini 
sur S ou S&. 

Proposition 1.1.6. — (i) L'application f (/>/ induit un isomorphisme de ^n^fc S^/S^ 

sur l'espace LP^,k~1\Zp) des fonctions localement polynomiales de degré < k — 1 
sur Zp, polynomiales sur a + pnZp pour tout a G Zp. 

(ii) / i—> cj)f induit un isomorphisme de (t~k3ê^ H3ê)/3ê\ où t = log(l -h T), sur 

l'espace LP °̂'fc_1 (̂Zp) des fonctions localement polynomiales de degré < k — 1 sur Zp. 

Démonstration. — Les deux espaces ont la même dimension kpn sur L, et comme 
f ' ^ (f)f est injective, il suffit de prouver que l'image est incluse dans LP{ '̂fc_1^(Zp), et 
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pour cela, il suffit de le vérifier pour / = i + T)x+i ? pour i G N (il suffirait de considérer 

i < kpn — 1). On a alors 

4>f(x) = rés0 
i + T)x+i 

ipn(T)k 

dT 

1 + T 
= rés0 !ù*$ 

•(l + R ) » + I 

(pn(T)k . 

dT 

1 + T 

!ù$$ rés0( 

0 

(1+r)(«+o/pn dT 

k~g (D Z^J 
si a: G — z + pNZP, 

sinon. 

On conclut la démonstration du (i) en remarquant que réso(- -ĵ i + T)x+i T+T) EST UN 
polynôme de degré < k — 1 en x (de manière explicite, c'est i + T)x+i avec y = f̂e1 — 1). 

Maintenant, si / G ^ et t~kf G il existe n G N tel que t~kf soit analytique 
pour 0 < vp(T) < rn+i, ce qui implique que / est divisible par (pn(T)~ktk dans âê^. 
On en déduit que (t~k^ fl est la réunion (croissante) des ^ ^ 3 ^ 1 Sfi, et 

comme ^\Ty&l&fi - <^(V)fc^A^ le ( " ) est une conséquence du (i) . 
Ceci permet de conclure. 

6. Extension du dictionnaire à Qp. — Soit AQp l'ensemble des / G 6g à coefficients 
dans ZP. Le corps résiduel EQp de AQp n'est autre que F P ( ( T ) ) , et on note EQp le 
complété de sa clôture radicielle ; celui-ci est naturellement muni d'actions continues 
de r et ip, commutant entre elles et coïncidant avec celles précédemment définies 

SUr EQP C kg. 

On note A Q P = W(EQP) l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans EQP ; 

comme EQp est parfait tout élément de AQp s'écrit de manière unique sous la forme 

J2tS)Pkixk]i ou les xk sont des éléments de EQp et [x] désigne le représentant de 

Teichmiïller de x dans A Q p , si x G EQp. Les actions de T et (p sur EQp s'étendent 

de manière unique à AQp , l'action de (p devenant bijective, et AQp (muni des actions 

de (p et T) s'identifie naturellement au sous-anneau de AQp engendré topologiquement 

par [1 + T] — 1 (que l'on identifie à T G A Q p ) et son inverse. 

On note 6g l'anneau 6L • AQp auquel on étend par ^-linéarité les actions de (p 
et T. 

Soient E Q ^ l'anneau des entiers de EQp et E Q + son idéal maximal. Soient encore 

A + P = W ( E + P ) , A + + = W(E£) et Û+ = ÛL- A + P ) = GL • A + + . 

Alors 6~g est un sous-anneau de 6g stable par </?, <p~l et Y ; c'est aussi l'ensemble des 

x G 6g tels que (<pn(x))ne^ est bornée dans 6g. De même, 6^+ est un idéal de 6g 

(le quotient est 6L), stable par (p, (p~l et T; c'est aussi l'ensemble des x E 6g tels 

que (pn(x) —• 0, quand n —> +oo. 

ASTÉRISQUE 330 



REPRÉSENTATIONS DE GL2(QP) ET (y>, T)-MODULES 305 

On dispose [22, p. 526] d W 1 6 ) analogue p-adique i ^ [ ( l + T)x] de x h+ e2inx : 
si pnx G ZP, alors 

[(1 + T)*] = (p-n((l + T)*"* ) = ip-n 
+00 

fc=0 

!*$ù 

^:;m 
:!mù 

Comme on a identifié [1 + T] - 1 à T, on a [(1 + T)x] = (1 + T)x, si x G ZP. On fera 
attention au fait que ce n'est pas le cas si x £ Zp : la série définissant (1 + T)x ne 
converge pas dans A Q ^ , et si on complète A Q ^ [ ^ ] pour obtenir un anneau dans lequel 
cette série converge, on tombe sur la fonction x i—• etx de la note de bas de page. 

L'application réso a une extension naturelle h ûg -^f qui est continue et : 

Proposition LU. — L'application réso : ûgi + T)x+i ÛL vérifie les propriétés sui
vantes : 

(i) r é s o ( ^ U ) ï ^ ) = réso(2 Ï ^ T ) et rés0{(Ta{z) f^) = a res0(z f^), siaeZ*. 
(ii) rés0 est identiquement nul sur^ ûgj^ №U, si U est un ouvert compact 

de q;. 

Proposition L 1.8. — (i) La transformée de Fourier fi \-> JQ [(1 + T)x]/J, induit un 

isomorphisme de l'espace â\)(Qp> ÛL)pc des mesure sur Qp nulles à l'infini sur û#. 

(ii) L'application z »->• <j>z définie par <f>z(x) = r é so ( [ ( l+T)* ]z^^ ) induit un isomor

phisme de ûg/ûg sur l'espace ^° (Qp, ÛL)O des fonctions continues sur Qp tendant 

vers 0 à l'infini. 

1.2. ((/?, r)-modules étales 

1. Catégories de ((p, Y)-modules. — Si A est un anneau topologique muni d'actions 
continues de y? et T commutant entre elles, un ((p, T)-module D sur A est un A-module 
de type fini muni d'actions semi-linéaires continues de ip et F commutant entre elles. 

Ce qui précède s'applique en particulier à ûg et S. 
- Un (</?, r)-module D sur ûg est étale si (p(D) engendre D comme ^-module ; 

l'action de <p est alors injective. 
- Un ((p, r)-module sur S est étale s'il possède un ^-réseau stable par ip et T qui 

est étale. 
Nous aurons besoin des catégories suivantes : 
• $r^rs, catégorie des (ip, r)-modules étales, de torsion sur ûg, 
• $Tet(ûg), catégorie des (<p, r)-modules étales, libres sur ûg, 
• $ret(<?), catégorie des (<p, r)-modules étales sur S. 

(16) On a en fait trois tels analogues : en sus de x M [(1 + T)x], on peut considérer x I-> etx, où 
t = log(l + T) est le 2in p-adique de Fontaine, ainsi que x I—• e(x) = e~tx[(l + T)x) qui est à valeurs 
dans /Ipoo. 
(17) La prop. 1.1.7, dont le (i) suffit à caractériser réso, correspond à la prop. IV.3.3 de [32], et les 
(i) et (ii) de la prop. 1.1.8 aux prop. IV.3.1 et IV.3.4 de [32]. 
<18) Cf. n° 4 du § 1.3 pour la signification de 0S ̂  Kl U. 
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Si D G $Tet(6g), alors D/pkD G *r£r8 pour tout k G N , et D est la li
mite projective des D/pkD. Par ailleurs, si D G <È>ret((?), alors possède un 
sous-^V-réseau qui est un objet de $Tet(6g). Dans la suite du texte, 

- un ((p,T)-module étale sur 6g désigne un objet de 3>r5r*rs ou de $Tet(6g), 
- un (<p,T)-module étale désigne un objet de $r^rs, de $Tet(6g) ou de §Tet(£). 
Un objet de ^TET(S>) est irréductible s'il ne possède pas de sous-^-espace vectoriel 

strict, stable par (p et T. Un objet D de $Tet(6g) est irréductible si L-D est irréductible 
comme objet de $ret(<f). 

Si D est un r)-module étale, tout élément x de D peut s'écrire de manière 
unique sous la forme x = YA=O№ + T)ly(xi). On définit un opérateur ^-linéaire 
ip : D —> D, par la formule 

ù!*$ 
p-1 

i=0 
;(i + r ) v ( ^ ) ) = x0. 

Dans le cas D = 6g, on retombe sur l'opérateur défini précédemment. Cet opérateur 
commute à l'action de T et est un inverse à gauche de ip. De plus, i/)(ip(a)x) = ai/)(x), 
et ip(a(p(x)) = ijj(a)x, si a G 6g et x G D. 

2. Le dual de Tate d'un (<p, T)-module. — Le module Çï^g des ^-différentielles conti

nues de 6g est libre de rang 1 engendré, au choix, par dT ou par j^f- On le munit 

d'une structure de (<p, r)-module étale en faisant agir F et (p sur ^ = par (19) 

o-a( 
dT 

1 + Ty 
a 

dT 

1 + T ' 
si a G Z * et (p 

dT 

1 + T 

dT 

k~g (D Z^ 
A partir de maintenant, on note : 

• @£T+T le T)-module étale î î j ^ , 
• l'objet L • n\ de $ret(£>) 

• (o/6gj^ le quotient de S'YTT Par ^STHri c'est la réunion croissante des 
P~k6g/6g^T qui sont des objets de $Tfovs. 

On définit le dual de Tate D d'un ((p, r)-module étale D par : 

• D = Romû,(D,£/6g^T), si De 

• D = H o m ^ ( D , ^ î ^ ) , si D G ^ r e t ( ^ ) , 

• JD = H o m ^ A ^ ^ ) , si D G $ret(<T). 

Si D G $Tet(6g), et si £>fc = D/pkD, alors Hom^(L>, S'/6g^T) est la limite in

ductive des Ôfc, et i ) est le module de Tate de H o m ^ (D, S / 6g j^f) (l'isomorphisme 

implicite dans cet énoncé est celui qui envoie // G D sur (/ifc)fcEN, où est l'image 

de p~k[i(x) modulo 6gj^=). 
L'accouplement naturel sur D x D est noté ( , ) . On munit D d'actions de T et ip 

en imposant que 

(70*0,7(2/)) = 7 « s > y » > s i 7 G T , et (<p(x),ip(y)) = <p({x,y)). 

(19) La formule ^(ï+Tf ) = PT+TI <lui semblerait naturelle, ne fournit pas un (cp, r)-module étale. 
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(La condition « D étale » est précisément ce qu'il faut pour garantir l'existence et 
l'unicité d'un tel (p sur I ) , si D est un (<£>, r)-module sur û#.) Alors D est un objet 
de $T?OTS (resp. $ r e t ( ^ ) , resp. $ret(<T)), si D est un objet de $r?ors (resp. $re t (^>) , 
resp. $ret(<?)). 

Dans tous les cas, le dual de Tate de D est naturellement isomorphe, en tant que 
((p, r)-module, à D. 

3. Dual de Tate et dual topologique. — La formule 

{x,y} = rés0((a_i -x,y)] 

définit un accouplement ^L-bilineaire sur D x D a, valeurs dans L/uL (resp. UL, 
resp. L ) , si D G $T?ors (resp. D G * r e t ( ^ ) , resp. D G $ret(<f ))• 

Proposition 1.2.1. — Si x e D et y e D, alors ^ 

{(fix), (p(y)} = { x , y}, {x, <p(y)} = {i/>(x), y}, {<p(x), y} = {x, i/>(y)}, 

{ ( 1 + T)bx, (1 + T)by} = {x, y}, si b G Zp, et { 7 W , 7 f e ) } = {x, y}, si^eT. 

Si M est un ^-module topologique, on note Mv le dual de Pontryagin de M , 
ensemble des applications ^-linéaires continues de M dans L / Û L -

Si M est un ^-module topologique, sans élément p-divisible, on note M * le 
^L-dual de M , ensemble des applications ^-linéaires continues de M dans ÛL- Alors 
M * est le module de Tate de Mv . 

Si M est un L-espace vectoriel topologique, on note M * son dual topologique, 
ensemble des applications L-linéaires continues de M dans L. Si Mo est un ^-réseau 
de M , on a M * = L • M0*. 

On munit ces duaux de la topologie faible (fin —> ¡1 si et seulement si iin(v) —> ji(v) 
pour tout v G M ) . 

Si D est un ((p, r)-module, et si x G D, on note ¿(0;) la forme linéaire y 1i + T)x+i 
sur D. 

Proposition 1.2.2. — Si D G $r£rs (resp. D G $ r e t ( ^ ) , resp. D G $ret(cf)), 
alors(21^ L induit un isomorphisme de D sur Dv (resp. sur D*, resp. sur D*). 

1.3. (tp, r)-modules et représentations du mirabolique 

1. L'équivalence de catégories de Fontaine. — Si A est un anneau topologique, une 
représentation de sur A est un ^4-module de type fini muni d'une action A-linéaire 
continue de WQP . Notons : 

• RepTORS^QP la catégorie des représentations de ^Qp, de longueur finie sur ÛL, 
• Rep^>L^QP la catégorie des représentations de ^Qp, libres sur ÛL, 
• RepL^QP la catégorie des représentations de &QP sur L. 

(2°) C'est la conjonction de la prop. 1.2.3 et du cor. II.3.3 de [32]. 
(21) C'est la prop. 1.2.5 de [32]. 
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Si V est un objet de Rep^L^Qp, alors V/pkV est un objet de Reptors^Qp pour 
tout fc, et V est la limite projective des V/pkV. Si V est un objet de RepL^Qp, alors 
V possède des ^-réseaux stables par £f<qp (par compacité de ^Qp) , et si Vo est un de 
ces réseaux, on a V = L • Vb-

Dans la suite, 
- une GL-représentation de &QP désigne un objet de Reptors^Qp ou RepÛL&QP, 
- une représentation p-adique de &QP désigne un objet de Reptors^Qp, Rep^L^Qp 

ou RepL^Qp. 
Les ((p, r)-modules étales ont été introduits par Fontaine [40] qui a montré qu'ils 

sont en équivalence de catégories avec les représentations p-adiques de ^Qp . De ma
nière plus précise, le complété (22) A , pour la topologie p-adique, de l'extension maxi
male non ramifiée de AQp , est muni d'une action de <p étendant celle existant sur A Q P 
et, grâce à la théorie du corps des normes [42 , 7 2 ] , d'une action continue (pour 
la topologie faible) de WQP commutant à celle de <p. De plus, (GL • A ) ^ = 1 = GL 
et (GL - A ) ^ = 6g, l'action résiduelle de T = ^ Q P / ^ étant celle déjà définie. 

Théorème 1.3.1. — (Fontaine) 
(i) Si D est un (ip, T)-module étale, V ( D ) = ({GL • A ) 0 ^ J9)^=1, est une repré

sentation p-adique de &QP . 
(ii) Si V est une représentation p-adique de &Qp, alors D ( V ) = ( A <g>zp V)3^ est 

un (<p, T)-module étale. 
(iii) Les fondeurs V et D sont exacts, inverses Vun de Vautre, et induisent des 

équivalences de catégories 

RePtors^Qp = *r£ra, Rep^^Qp ~ ^(Gg) et RepL^Qp - <ï>ret(^). 

On rappelle que x désigne le caractère cyclotomique. On définit le dual de Tate V 
d'une représentation p-adique V de WQP par : 

• V = Hom(V, (L/GL) <g> x ) , si V G Reptors^Qp, 
• V = Hom(V, GL ® x ) , si V G R e p ^ Q p , 
• V = Rom(V, L (8) x ) , si V G RepLSfQp. 
Si D est un (<£, r)-module étale, et si V = V(£>), alors V(D) = V. 

2. Les modules Dnr, D++, D+, D\ D, £>+ et £>++ 

* Les modules Dnr, D++, D+, et DK — Si D est un (<p, T)-module étale sur 6g, on 
définit les sous-^-modules suivants de D (on renvoie à [32, Chap. II], pour l'existence 
de et D^) : 

• D+ = {z G D, (ipn(z))n(zT$ est bornée dans D}, 
. £>++ = {z G D, (fn(z) -> 0, quand n -> +oo}, 
• Dnr l'intersection des (pn(D), pour n G N , 
• le plus petit sous-^-module compact de D stable par ip et engendrant D, 

(22) Voir [24, 27], par exemple, pour les principales propriétés de cet anneau que Fontaine note 
0. .. 

<g>nr 
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• le plus grand sous-^-module compact de D stable par tp, sur lequel i¡) est 
surjectif. 

Si D est un (<¿>, r)-module étale sur <?, on choisit un ^-réseau A de D stable 
par <p et r, et on pose D+ = L • A + , £>++ = L • A + + , Dnr = L > Anr, Z?» = L • A » 
et D* = L-AK 
* Exemple™. — Si Z) = <?, on a L>+ = = L>++ = T<f+, £>nr = L et 
£)Ü _ Comme <f+ et g ¡g^ s'identifient respectivement aux espaces 3>o(7iP, L) 
des mesures sur Zp et ^ ° ( Z P , L ) des fonctions continues sur Zp, on voit que D+ 
et D/Z}^ sont en dualité dans le cas du module trivial. 
* Principales propriétés. — L'opérateur <p a tendance à augmenter les dénominateurs 
en T et son inverse à gauche tp a tendance à les diminuer, ce qui explique pas mal des 
propriétés des modules définis ci-dessus. 

- On a les inclusions D++ c D + C D ^ c D f ( [ 3 2 , prop. II.5.14]). 
- On a L>+ = Dnr © £>++ ( [ 3 2 , prop. II.2.2 (ii)]). 

- Si D est de torsion sur Gs, alors (cf. [32, prop. II.2.2 (iii)]) D* et 
sont ouverts dans D, mais si D G $Yet(ûg) ou si D G $ret(<T), alors £>++ et D+ 
sont, en général, nuls^24), tandis que D* et sont assez gros pour engendrer D. 

Les foncteurs D \-+ D* et D D$ sont très loin d'être exacts, mais on a le résultat 
suivant (25). 

Proposition 1.3.2. — Si f : D i—• D\ est un morphisme surjectif de ((p, Y)-modules 

étales alors f induit des surjections de D* sur D \ et de sur D\. 

Les résultats suivants (26\ dans lesquels Jtf, Y et rnr sont les groupes définis 
dans l'introduction, montrent que DnT est petit et que D$ et D* sont presque égaux. 

Proposition 1.3.3. — (i) Si V — V(D), alors 

DNR = (W(FP) 0Zp V)* = (W(FP) ®zp V-*'fm. 

En particulier, si™ V3^' = 0, alors DnT = 0. 
(ii) Si M est un SOUS-ÛL-module de type fini de D stable par <p ou par Y, alors 

M C Dnr. 

Proposition 1.3.4. — Soit D G ®Yfors. 
(i) Dans la dualité entre D et D induite par { , } ; l'orthogonal de D* est D+ et 

celui de est D++. 
(ii) D*, D* et D^/D* sont les duaux respectifs de D/D++, D/D+ et Dnr. 

(23) C'est la conjonction des ex. II.4.5 et II.5.16 de [32]. 
(24) Si D+ engendre D, on dit que D est de hauteur finie. 
(25> Conjonction des prop. IL4.6 et II.5.17 de [32]. 
(26) Le (i) de la prop. 1.3.3 correspond au (ii) de la rem. II.2.4 de [32], le (ii) est la conjonction des 
prop. IL2.2 (i) et III.4.8 de [32], tandis que la prop. 1.3.4 correspond à la prop. II.5.19 de [32]. 
(27) C'est par exemple le cas, si D est irréductible, de dimension > 2 sur S'. 
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* Les modules D, i + T)x+i et i + T)x+i— Si D est un ((p, r)-module étale sur 6g, soit 

D — 6g ®es D. C'est un ((p, r)-module sur 6g. Comme ip est bijectif sur 6g et D 

est étale sur 6g, l'action de (p est bijective sur D. On note : 

• D+ l'ensemble des z e D tels que la suite ((pn(z))ne^ soit bornée dans D, 

• Z}++ l'ensemble des z G D tels que la suite ((pn(z))NEN tende vers 0 dans D. 

Alors D++ C D+ sont des sous-^-modules de D stables par T, ip et <p~x. 

Remarque 1.3.5. — (i) Les foncteurs D i—• D et D i—> D++ sont exacts, mais pas 

D^D+ ([32, rem. IV.2.1]). ^ _ 

(ii) Les modules et , JD, D++ et I}+ peuvent se décrire via les anneaux de 
Fontaine. 

- Le corps résiduel E de A est une clôture séparable de EQP = FP((T)). On note 

E le complété de sa clôture radicielle et A l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients 

dans E . Alors E et A sont munis d'actions de (p et &QP commutant entre elles, l'action 

de (p étant bijective. De plus, = ÊQp, = AQp et Ê^=1 = Pp, A^=1 = ZP. 
- Le corps E est muni d'une valuation et on note (28) E + l'anneau de ses entiers 

et E + + l'idéal maximal de E + . Comme (<£>(#)) = pv&(x), E + (resp. E + + ) est aussi 
l'ensemble des x G E tels que ((pn(x))ne^ est bornée (resp. <pn(x) —• 0). 

- On note A + l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans E + et A + + l'idéal 
W ( Ê + + ) de A + , ce qui fait de A + (resp. A + + ) l'ensemble des x e A tels que 
((^n(x))n€N soit bornée (resp. <pn(x) —> 0). Comme E + = FP 0 E + + , on a de même 
A + = W ( F p ) © A + + . _ _ 

- Enfin, on pose A + = A f l A + et A + + = A n A + + , ce qui fait de A + (resp. A + + ) 
l'ensemble des x G A tels que (ipn(x))ne^ soit bornée (resp. (pn(x) —* 0). On a 
A+ = W(FP)®A++. _ _ 

Si V = V(D) de telle sorte que D = ( A (g>Zp V)^, alors D - ( A ®Zp V ) * ^ , 

5 + = ( A + ®Zp F ) ^ , 5 + + = (A++ ®Zp ^ et 5 + = L>nr®5++, 

£>+ = ( A + 0Zp V ) ^ , £>++ = (A++ ®Zp F ) ^ et L>+= L>nr®L>++. 

Construction de représentations du mirabolique 

* (P(Zp),^)-modules et représentations de P(QP). — On note P = (o î ) Ie sous-
groupe mirabolique de GL2. Si A est un anneau, on note P(A) C GL2(A) le groupe 
des éléments de P à coefficients dans A. On a donc, en particulier, P(QP) = ( ̂  ^p ) 
et P(ZP) = (zp z? ) . Le groupe P(QP) agit sur Qp par (g J) - x = + cette action 
permute les ouverts compacts de Qp. 

(28) E+ s'identifie à l'anneau des suites (#n)neN d'éléments de ̂ cp/p> vérifiant a^+1 = xn pour tout 
n € N, et E est son corps des fractions (Fontaine note ces deux anneaux RetFrR respectivement) ; 
dans cette identification, T devient e - 1, où e = (£n)neN et en est (l'image d')une racine primitive 
pn-ième de l'unité. 
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Un (P(ZP), ip)-module M est un ^-module topologique muni d'une action continue 
de P(ZP) et d'un opérateur ip, surjectif, ^-linéaire, continu, commutant à l'action 
de ( Z 0 ^ ) , e t tel que ^ ( J ? ) * ) = {hï)^(z), si b G Zp et z G M . 

Si M est un (P(ZP), VO-module, on définit M M Qp comme l'ensemble des suites 
(x(n))n€N d'éléments de M , telles que V>(#(n+1)) •= x^n\ pour tout n G N . On a alors 
([32, prop. III.2.1]) : 

Proposition 13.6. — Sur M M Qp, il existe une unique action de P(QP) telle que 

g • (£(n))nEN = (2/(n))nGN, avec : 
(a) y(n) = (g J) -rrW, pour tout n G si g — (g ° ) , où a e Z* ; 

(b) y(n) = x̂ n+fĉ ; pour tout n > si g = (PQ ®), où k e Z ; 

(c) 2/n) = (Jpiò) 'x(n)> ^ r *ow* n - ~vp(b)> si9= (o î)> oîi 6 G Qp-

On munit M IEI Qp de la topologie induite par la topologie produit sur M N . On 
note (MIElQp)pc l'ensemble des éléments z de MIEQp nuls à l'infini, c'est-à-dire tels 
que ( l \ ) • z —> 0 dans M 13 Qp quand ò —> oo dans Qp ; c'est un sous-P(Qp)-module 
de MKlQp. 
* (P(Zp),(p,ip)-modules et restriction à un ouvert compact. — Un 
(P(Zp), (p, ^-module est un (P(ZP), ^-module muni en plus d'un opérateur <p, 
injectif, ^-linéaire, continu, vérifiant les conditions suivantes : 

• V ° ( o î ) = (lPï)°<P> s ioGZp, et ^ o ( g o ) = ( g o ) o ^ , s i a e Z ; ; 

• ^ o ( i J) o ^ = 0, s i 6 G Z ; e t ^ o ( J J ) o ^ = ( i p - ^ J ^ i f t G p Z p ; 

• E ? = o 1 ( è i ) 0 ^ 0 ^ ° ( o - i < ) = i d -
Notons que les conditions <p ° ( J î ) = ( o P i > ) 0 < ^ e t < ^ 0 ( o î ) = ( o i ) ° ^ sont 

équivalentes à ce que l'action de P(ZP) se prolonge en une action du semi-groupe 
P + = (zp"t°> z * ) , l'action de (g J ) étant définie par ( g ° ) - z = <p(s). 

Si M est un (P(Zp), <p, ^)-module, et si x G M , alors ¿(2;) = ((pn(x))n€N G MK1QP. 
On note MMZP C MM Qp l'image de L de telle sorte que t devient un isomorphisme 
de M sur M K Zp. On dispose alors d'un projecteur ResZp : M M Qp —> M Kl Zp qui 

envoie (a;(n))nGN sur ¿(2^). 
Plus, généralement, si U est un ouvert compact de Qp, on définit un sous-module 

MMU de MKlQp et un projecteur Resv : MMQP ^ MMU qui, dans le cas U = Zp, 
sont les objets définis ci-dessus. La proposition suivante (29̂  résume les propriétés 
principales de ces objets. 

Proposition 1.3.7. — (i) SiU etV sont des ouverts compacts de Qp, alors 

Resu + Resy = Resuuv + Resunv et Resjj o Resy = Resy ° Resu = Res^/ny • 

(ii) Si U est un ouvert compact de Qp, et si les Uj, pour j G J, forment une 
partition de U par des ouverts compacts, alors M MU = 0 jGjM M Uj. 

(iii) Si U est un ouvert compact de Qp, et si g G P(QP), alors goResjj = Resgu°g. 

<29) C'est la prop. III.1.9 de [32]. 
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Remarque 1.3.8. — (i) Il est facile de vérifier que les propriétés de Resu et D Kl U 
ci-dessus les déterminent de manière unique à partir de M IEI Zp et ResZp. 

(ii) Si U est un ouvert compact de Zp, alors M IEI U, qui est un sous-module 
de M IEI Zp, s'identifie à un sous-module de M. Via cette identification, on a 

• Resa+pfcZp = (à o pk o i/,* o ( J - « ) , si a G Zp et fc G N ([32, cor. 111.1.4]), 

• en particulier, RespZp = V 0 i> et M El Z* = M^=0. 

(iii) L'opérateur -0 : M —» M est relié à l'action de (p"1 : on a 

^ o ResZp = ( S ? ) 1 o RespZp = ResZp o p-1 o 
0 1 

(iv) Via l'identification de M IEI Zp et M , on a x^> = (*£ ° ) • Resp-»Zpx = 

ResZp ((pQn • a;), si x = (x^)neZ est un élément de M M Qp et si n G Z. 

On dit que x G M K Qp est à support dans U, si x e M MU. On note ( M IEI Qp)c 
l'ensemble des éléments de M IEI Qp d support compact dans Qp (c'est la réunion des 
M №p~kZp, pour fc G N ) . Alors ( M IEI Qp)c est un sous-module de ( M M Qp)pc. De 
plus, si x G MIEIQp, alors x est la limite de Resp-fcZp# quand k —* +oo ; en particulier, 
( M IEI Qp)c est dense dans M El Qp. 

Comme g G P(QP) envoie M MU dans M El gU, d'après le (iii) de la prop. 1.3.7, 
le sous-module ( M Kl Qp)c de M M Qp est stable par P(QP). 

4. Les P{Qp)-modules D M Qp, D$ M Qp et El Qp 

* Définition.— Si D est un (<p, T)-module étale sur &g, alors D et ses sous-modules 
D$ et sont naturellement des (P(ZP), V0_m°dules, l'action de ^ étant celle définie 
plus haut, et (acbd) G P(ZP) agissant par ( g * ) • z = (1 + T)baa(z). On peut donc 
considérer le P(Qp)-module D El Qp et ses sous-P(Qp)-modules Kl Qp et D1' IEI Qp. 
Les formules de la prop. 1.3.6 peuvent se traduire en termes de (</>, r)-modules : si 
z = (z{n))nez G D El Qp, alors 

k~g (D Z^J (n) = z(n+fc) si A: G Z, en particulier, ((p"1 o) • z)(0) =k~g (D Z^J= t/;(z(0)) ; 

( ( 8 ? M W = * « ( * ( n ) ) s i a G Z -

((o i ) 'z)(n) = (1 + T ) ^ " * si ò G Qp et n > -Vp(6). 

D est aussi muni d'une structure de (P(ZP), <p,^)-module ; on dispose donc, pour 
tout ouvert compact U de Qp, d'un sous-^-module D El U de D El Qp et d'un 
projecteur Resv : DMQP -> DKIt/, et d'un sous-P(Qp)-module (£>KQP)C de DEIQp. 
* Lien entre D$ IEI Qp et IEI Qp. — Les modules D$ et étant compacts, il en est 
de même de El Qp et El Qp qui, rappelons le, sont munis de la topologie induite 
par la topologie produit. Les résultats qui suivent (30) facilitent grandement l'étude 
de ces modules. 

Théorème 1.3.9. — Le fondeur D i—• D$ IEI Qp est exact. 

(30) Le th. 1.3.9, la prop. 1.3.10 et le cor. 1.3.11 correspondent au th. III.3.5, à la prop. III.3.1 et au 
cor. III.3.3 de [32]. 
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Si D est un (</?, r)-module étale sur S, on définit des sous-P(Qp)-modules (DKIQp)^, 
(D* Kl QP)B et (D* Kl QP)B de D M QPJ D* Kl QP et D* K Qp respectivement, par 

(JDBQp)6 = L.(Z?0EIQp), (D*EQp)b = L-(DlEQp) et (D*KQp)fe = L . ( £ » K Q P ) , 

où Do est n'importe quel réseau de D stable par ip et T. On munit ces espaces de 
la topologie de la limite inductive, ce qui fait de (D* Kl QP)B un L-espace vectoriel 
complet pour une topologie localement convexe et localement compacte. 

Proposition 1.3.10. — Si D G $Tet(Ûg) (resp. si D € $Fet(£)), l'application ResZp 
induit un isomorphisme de D$ K Qp/D* Kl QP (resp. (D* Kl Qp)b/(D* Kl Qp)6) sur 
D*/D*. 

Corollaire 1.3.11. — (i) D$ K QP/D* Kl QP est fini, si D G $ret(^>) est irréductible, 
de rang > 2. 

(ii) (D* K Qp)6 = (D* Kl Qp)5, si D e $ret(<?) est irréductible, de dimension > 2. 

* Sous-P(QP)-modules de DKJQP. — La série de résultats (31) ci-dessous est consacrée 
à l'action de P(QP) sur D Kl QP. 

Proposition 1.3.12. — Soit D un (ip,T)-module étale sur ûg. Si M est un 
sOUS-ÛL-module compact de DMQP stable par P(QP), alors M C D$ M QP. 

Théorème 1.3.13. — Soit D un ((p, T)-module étale sur ûg (resp. S). Si M est un sous-
ÛL-module (resp. L-espace vectoriel) fermé de D^ KIQP (resp. KJQp)b), stable par 
P(QP), alors il existe un sous-((p,T)-module D\ de D tel que 

Z ) } B Q P C M CD[MQp (resp. (D\ K QP)B C M c (D\ Kl QP)B ) . 

Corollaire 1.3.14. — Si D G $ret(<f) est irréductible, alors (D* K QP)B est un 
P(Qp)-module topologiquement irréductible. 

Théorème 1.3.15. — (i) Si D\,D2 sont des (ip,T)-modules étales sur ûg tels que 
les P(QP)-modules D \ Kl QP et D \ Kl QP soient topologiquement isomorphes, alors 
DX^D2. 

(ii) Si DX,D2e <$>TET(£) sont tels que les P(QP)-modules (D\MQP)B et (DK2MQP)B 

soient topologiquement isomorphes, alors D \ = D2. 

Proposition 1.3.16. — Soit P G ÛL[X] non nul modulo TUL. 

(i) Si D est un ((p^T)-module étale sur ûg (resp. S), alors P ( (q ®) ) est surjectif 

sur D* Kl QP (resp. (£>* Kl QP)B). 

(ii) Size D ^ Q P (resp. ze (DMQP)B) et si P((gk~g (D Z^J• z appartient à D* Kl QP 

(resp. (D$ Kl Qp)b), alors z appartient à D* Kl QP (resp. (D$ Kl QP)B). 

(31) La prop. 1.3.12 correspond a la rem. III.3.7 de [32], le th. 1.3.13 au th. III.3.8, le cor. 1.3.14 au 
cor. III.3.9, le th. 1.3.15 au th. IV.0.1 et les (i) et (ii) de la prop. 1.3.16 aux prop. III.3.13 et III.3.14. 
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* Dualité. — Si x e (DM Qp)c et y e (DM QP)C, il existe n G N tel que 

xn=(^°1).xeDMZp = D et yn=(^\)-yeDMZp = D. 

Comme xn+\ = (p(xn) et yn+i = ^(YN), il résulte de la prop. 1.2.1 que la quantité 
{#n>2/n} ne dépend pas du choix de n comme ci-dessus. Ceci nous fournit un ac
couplement sur (D M Qp)c x (DM QP)C à valeurs dans L/ÛL (resp. ÛL, resp. L ) , si 
D G $r£r8 (resp. D G $re t (^>) , resp. D G $ret(<f ) ) . On le note { , }Qp ; sa restric
tion à î) x D = (D M Zp) x (DM Zp) est l'accouplement { , } défini précédemment. 

Proposition L3.17. — (i) Si U,V sont des ouverts compacts disjoints de Qp, et si 
x e DMU et y G DMV, alors {x, y}Qp = 0. 

(ii) Si g G P(QP), alors {g-x,g- y}Qp = {x, y}Qp. 

Remarque 1.3.18. — Le (i) de la proposition (32) allié à la prop. 1.2.2 admet les consé
quences suivantes pour un ouvert compact U de Qp. 

• Si U = UieiUi est une partition de U en ouverts compacts, et si x G D M U et 
y eDMU, alors 

k~g (D Z^J 
tel 

lKest/.a;,Jblesc/.2/}QP. 

• D M U est le dual de D M U (de Pontryagin, ^,-dual ou topologique, suivant 
les cas). 

* D vu comme sous-P(Qp)-module de DMQP. — L'action de (p sur D étant bijective, 

cela permet de munir D d'une action de P(QP) en posant : 

K A J) • * = [(1 + T ) V ( * a ( * ) ) , si a G Z ; , b e Qp et k G Z. 

Fixons un système I C Qp de représentants de Qp/Zp, Si n G N , on note In 
l'intersection de / et p~nZp, et donc / est la réunion croissante des In. 

Lemme 1.3.19. — (i) Tout élément z de D peut s'écrire, de manière unique, sous la 
forme z = X^G/[(1 + T)1} Z{, où zi G D tend vers 0 quand i —> oo dans Qp. 

(ii) Siz = Eie/[(1+T)i]j2Ji G 3 alors (Eze/n[(l+^)pTl^n(^))nGN est un élément 
de D M Qp, et l'application de D dans DMQP ainsi définie ne dépend pas du choix 
de I et est P(Qp)-équivariante. 

Ce lemme (33) permet d'identifier D à un sous-P(Qp)-module de D M Qp. La des

cription de l'image est un peu délicate car D est dense dans D M Qp. On remarquera 

quand-même que, si z = + T)l\zi G D, alors : 
• Reŝ +Zp-z = [(1 + T)l]zi, si i e I, 
• ReSp-nZpz = £ iG/J ( l + T )*K, si n G N , et Resp-nZ;* = ^iG/n_/n_1 [ ( l + T ) * ] ^ , 

si n > 1 

(32) Elle correspond à la prop. III.2.3 de [32]. 
(33) Le (i) est le lemme IV.1.2 de [32], le (ii) est le lemme IV.1.3; les (i) et (ii) de la prop. 1.3.20 
correspondent au cor. IV. 1.5 et à la prop. IV.2.3 de [32]. 
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• ^ est ici limite uea xveOp—n2p̂  liciiio iy îc meme cuuiAVyC puui x/ov^p rot ±±±±j.xx̂ \_ij.A,UY, 

• Resp-nZ*z —• 0 dans D et donc <pn(Resp-nZ*z) —• 0 dans D. 

• Réciproquement, si z e DMQP est tel que Resp-nZ*z —> 0 dans I ) , alors z e D. 

Proposition 1.3.20. — (i) D est le sous-module (D M Qp)pc de DMQP. 

(ii)D+ est le sous-module (D^ M Qp)pc de M Qp ; en particulier, ResZpz G D\ 

si z G D+. 

* Le P(Qp)-module D/D+. — Si D G $r^rs, alors D+ est un ouvert de ¿9, et donc 
D/D+ est un module discret. Si D G $ret(<^>), alors D/D+ est séparé et complet 
pour la topologie p-adique. Par ailleurs, ce module est sans p-torsion; c'est donc 
naturellement la boule unité d'un L-banach. Si D G $ret(<?), alors D/D+ est un 
L-banach. Les résultats suivants (34) s'intéressent à l'action de P(QP). 

Proposition 1.3.21. — (i) Si D e ^T^lrs, alors M Qp est le dual (de Pontryagin) 

deD/D+. 

(ii) Si D G §Tet(Ûg), alors M Qp est le ûL-dual de D/D+. 

(iii) Si D G $ret(<f ) , alors (D^ M Qp)b est le dual topologique de D/D+. 

Corollaire 1.3.22. — (i) Si D e *rj*rs, alors D/D+ est un ÛL[P(Qp)]-module de 
longueur finie. 

(ii)Si D est un (</?, T)-module irréductible sur S, alors D/D+ est un P(QP)-module 
topologiquement irréductible. 

Enfin, on dispose d'une application rés0 : D M Qp —> D^/D^ qui commute à l'ac
tion (35> de (g ? ) , si a G Q£, et qui vérifie : 

Proposition 1.3.23. — Si z G D M Qp, alors réso(^) = 0 si et seulement si il existe 

x G D+ tel que RespnZp(z — x) tende p-adiquement vers 0 quand n —• H-oo. 

1.4. Opérations analytiques sur les (<£, r)-modules. — Si U est un ouvert 
compact de Qp, et si n est assez grand, la notation In(U) désigne un système de 
représentants de U modulo pnZp. 

Si D est de torsion, on dit qu'une suite de familles ax?n, pour x G Xn, d'éléments 
de D, tend uniformément vers 0, s'il existe une suite décroissante (Mn)nGN de treillis 
de D vérifiant Dn^Mn = 0, telle que ax,n G Mn pour tout x G Xn. 

Si D n'est pas de torsion, on dit qu'une suite de familles ax,n, pour x G Xn, d'élé
ments de D, tend uniformément vers 0, si elle tend uniformément vers 0 modulo pk, 
pour tout G N . 
* Image directe par un difféomorphisme local. — Si U, V sont deux ouverts de Qp, 
alors / : U —> V est un difféomorphisme local si / est (uniformément) de classe fê1 

(34) La prop. 1.3.21 est la prop. IV.5.4 de [32], le cor. 1.3.22 est le cor. IV.5.6 et la prop. 1.3.23 est la 
prop. IV.5.7. 
<35) L'isomorphisme D* Kl Qp/D* Kl Qp D^/D^ munit D*/D* d'une action de P(QP). 
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(ce qui signifie que f(x + y) - f(x) - yf'(x) = ye(x, y), où e(x, y) —• 0 quand y —• 0, 
uniformément (en x) sur tout ouvert compact de U) et si / ' ne s'annule pas sur U. En 
traduisant en termes de (<£>, r)-modules les formules définissant l'image directe /*// 
d'une mesure \i par un difféomorphisme local / , on aboutit au résultat suivant (36\ 

Proposition 1.4.1. — Soient U, V deux ouverts compacts de Qp et f : U V, un 
difféomorphisme local. Alors si z E D MU, la suite de terme général 

k~g (D Z^J 

iein(U) 

k~g (D Z^Jk~g (D Z^Jk~g (D Z^J 

converge dans (DMQP)C vers une limite f*z appartenant à D M V et ne dépendant pas 
du choix des In(U). L'application /* . DMU —> DMV ainsi définie est Â^-linéaire 
continue. De plus, ReSi+PNZp(f*z — un), pour i G In(U), tend uniformément vers 0, 
quand n —• +oo. 

* Multiplication par une fonction continue. — En exprimant de même la multiplication 
ma(/i) d'une mesure fi par une fonction continue a, on obtient (37) : 

Proposition 1.4.2. — Soient U un ouvert compact de Qp et a G ^(U, ÛL). Alors, si 
z G D MU, la suite de terme général 

k~g (D Z^J 
iein(U) 

a(i)Resi+pr,Zp(z) 

tend^ vers une limite ma(z) E D MU qui ne dépend pas du choix des In(U), et 
Vapplication ma : D MU —* D M U ainsi définie est -linéaire continue. 

* Propriétés. — Ces opérations vérifient les propriétés que l'on est en droit d'espérer 
par analogie avec le cas des mesures, à savoir (39) : 

Proposition 1.4.3. — (i) Si U, V, W sont des ouverts compacts de Qp, et 
si f : U —> V et g : V —» W sont des difféomorphismes locaux, alors 

(9° /)* =9* % • 

(ii) Sia,(3 E^IU^L), alors 

ma o m/3 = mp o ma = map. 

(iii) Soient U, V des ouverts compacts deQp. Si f : U —» V est un difféomorphisme 
local, et si a E ^ ( V , ÛL), alors 

/* °maof = mao f*. 

<36) C'est la prop. V.1.3 de [32]. 
(3?) C'est la prop. V.2.1 de [32]. 
(38) Si D est de torsion, la suite est stationnaire et Resi_|_pnZpmA(2;) = a(i)Resi+pnZp, pour tous 
i G U et n assez grand. 
<39) Les (i), (ii) et (iii) correspondent aux prop. V.1.6, V.2.3 et V.2.4 de [32]. 
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Remarque 1.4.4. — Un cas particulier intéressant est celui où a = luf, auquel cas 
ma = Resc//. On obtient alors les résultats suivants, si U' C U et V sont des ouverts 
compact de Qp. 

(i) Si / : U —• V est un difféomorphisme local, alors Res/([//) o /* = /* o Res*//. 
(ii) Si a G ^ ° ( ( 7 , ^ L ) , alors ma o Res*/' = Resj// o ma. 

* Dualité. — Le résultat qui suit (40) est une vaste généralisation de la prop. 1.3.17. 

Proposition 1.4.5. — (i) Si U est un ouvert compact de Qp, si a G ^ ° ( Î 7 , û£), et si 
x e DMU et y G DMU, alors {ma{x),ma-i(y)}Qp = {x,y}Qp. 

(ii) Si f : U —• V est un difféomorphisme entre deux ouverts compacts de Qp, et 
six eDMU et y eDMU, alors {f+x, / .2/}QP = {x, y}Qp. 

* Convolution multiplicative. — En traduisant en termes de (<p, r)-modules les for
mules définissant la convolution de deux mesures sur Z*, on est conduit à l'énoncé 
suivant (41). 

Proposition 1.4.6. — Soient Di, D2l D% des (up, T)-modules étales sur ûg, et 
M : D\ x D2 —> Ds une application 6g-bilinéaire commutant™ à (p et T. 

(i) Si x G Di M Z* et x G D2 M Zp, la suite de terme général 

k~g (D Z^J 
iJÇEZ* modpn 

(1 + T)iWn{M{ai • Vn((l + T)-*x), aj • V>n((l + T)~ly))) 

converge dans D% vers un élément Mz*{x,y) G Ds M Z* qui ne depend pas du choix 
des systèmes de représentants de Z* modulo pn. 

(ii) L'application Mz* : (D\ M Z*) x (D2 I Z * ) -> D3 M Z* ainsi définie est 
0g (T)-bilinéaire. 

(iii) Si D\ = D2, et si M est symétrique ou antisymétrique, il en est de même 
de Mz*. 

* Torsion par un caractère™. — Si D est un (<£,T)-module étale sur ûg, et si 
^ '• Qp ~~* &L eŝ  un caractère continu, on définit un ((p, r)-module D <S> S, isomorphe 
à D en tant que ^-module (on note x H-* X®Ô l'isomorphisme de D sur D (g) S), en 
tordant les actions de (p et F par S, c'est-à-dire en posant : 

(Ja(x®5) = (S(a) cja(x))<g)ô et iplx®8) = (6(p) (p(x))®5. 

Lemme 1.4.7. — (i) g • (z 0 ô) = (S(a)g • z) (g) S, pour tous g = (g ï ) € P(Qp) et 
z e DM Qp. 

(4°) [32, prop. V.3.1] 
(41) C'est la prop. V.4.1 de [32]. 
(42) p(M(x,y)) = M((f(x),(p(y)) et aa(M(x,y)) = M(aa(x),&a(y)), pour tous x G y G £>2 et 
aez;. 
(43) Les lemmes 1.4.7, 1.4.8 et 1.4.9 correspondent respectivement au lemme V.5.1, au cor. V.5.2 et 
au lemme V.5.3 de [32]. 
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(ii) Si U est un ouvert compact de Qp, alors Resjj(z (g) 5) = (Rest/2) 0 ô, pour tout 
z e DM Qp. 

(iii) Si z e DMU et si a e ^°(U, 0L), alors ma(z <g> S) = ma(z) ® S. 
(iv) Si U est un ouvert compact de Qp, si f : U —> Qp est un difféomorphisme 

local, et si z e DMU, alors /* (z <S> S) = ( / * o msof(z)) (g) S. 

Corollaire 1.4.8. — Si w : Z* —• Z* est le difféomorphisme x i-» x-1, alors 

w*(z <S> S) = (ô(—l) ms2 o w*(z)) (g) ô. 

Si M : D\ x D2 —» est une application ^-bilinéaire, commutant aux actions 
de cp et T comme dans la prop. 1.4.6, alors M induit une application bilinéaire 

M : (D1 (g) Si) x (D2 <8> ¿2) ^ D3 ® Si62, avec M(xgrôi, 2/®<J2) = M{x, y)^Sx52, 

qui commute aussi aux actions de <p et T. 

Lemme 1.4.9. — Si x G D1 M Z* et si y e D2MZ*, alors 

MZ; (mSl (x)<S>S1,mÔ2 (y)®ô2) = mSls2 (Mz* {x, 2/))®<JiJ2. 

1.5. ((f, r)-modules et lois de réciprocité explicites 

1. L'action deT sur D№Z*. — ^ Soit D G * r j* r s , tué par pe, et soit M un treillis 

de D. Soient c, d G N tels que C T " C D + et D+ C T~c>M. 

Proposition 1.5 A. — (i) 7 — 1 est inversible sur DM Ti*, d'inverse continu pour la 
topologie faible, si 7 G T est d'ordre infini. 

(ii) Plus précisément, il existe ni ( M ) G N tel que, si n > ni ( M ) , si m G Z, sz 

a G Z*, et 5Î a: G D ^ Z* vérifie (<7i+pna — 1)# G Tmpn+iM, alors x appartient à 

((èi)-l)P-X' = x(-l)r!(?J)-X'-TMP M 

Si n > 1 (ou n > 2, si p = 2), le morphisme de groupes rn : T —• Qp, défini 
par rn(cra) = p~nloga, induit un isomorphisme de Tn = Gal(Qp(/xpoo)/Qp(/xpn)) 
sur Zp. Le choix d'un générateur topologique 7n de Tn fournit un isomorphisme 
de 0g sur l'algèbre de groupe complétée Arn de Tn, en envoyant T sur 7n — 1. 
L'anneau AFn[(7n — l)-1] ne dépend pas du choix de 7n ; on note 0g(Tn) son séparé 
complété pour la topologie p-adique ; l'isomorphisme 0^ = Arn ci-dessus se prolonge 
en un isomorphisme 0g = 0g(Tn) d'anneaux. Si n > m, l'application À (g) / 1—> À / 
induit un isomorphisme de Apm ®Arn ^ ( r n ) sur 0g(Tm) ; il en résulte que l'anneau 
A®ArTi <^( rn ) , où A = Ap est l'algèbre d'Iwasawa, ne dépend pas du choix de n ; on 
le note 0g(F). 

<44) Le (i) de la prop. 1.5.1 est le (ii) de la rem. III.4.5 de [32], le (ii) est la prop. III.4.4, et le th. 1.5.2 
est le cor. VI. 1.3. 
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Théorème 1.5.2. — Soit D G §Tet(Ûg), de rang d, et soit <*? = (1 - (p)D^=1. 
(i) est un sous-A-module de DMZ*, libre de rang d. 
(ii) L'application naturelle ûg(r) ®A —• D El Z* est un isomorphisme; en parti

culier, D IEI Z * est un ûg (r)-module libre de rang d. 

2. L'accouplement ( , )ïw. — <45> Soient D G $Tet(Ûg) et té = (1 - <p)D^=1. 

Proposition 1.5.3. — (i) Si x été, si y efê, et si n e N , alors, modulo (jn — 1)A, 

Vn = 

ieZ* mod pn 

k~g (D Z^J 

In - 1 
x,y}ai 

ne dépend ni du choix de 7n ni de celui du système de représentants de Z* modulo pn. 
(ii) On a T>N+I = vn modulo 7n — 1 ; la suite (I>N)NEN définit donc un élément 

(x,y)îw de A. 
(iii) Si a E T, alors (a • x,y)îw = a'1 • (x,y)jw et (x,a • J/)IW = a • (x,y)ïw, pour 

tous x e et y e fê. 
(iv) L'accouplement ( , )iw identifie *é à HoniA^, A ) . 

Si rj : T —> ̂ £ est un caractère continu, on peut considérer le (y?, r)-module D <S>rj 
dont le dual de Tate est D^rj-1. Comme l'action de (p ne change pas par torsion par 77, 
l'application x 1—>• x 0 rj induit un isomorphisme de ^ sur ^(D 0 77) et l'application 
x \-> x 0 r?-1 induit un isomorphisme de ^ sur ^ ( Z ) 0 r?-1). On peut donc, si x G té 
et y G fé7, considérer (8) ,y 0 r?)iw G A. 

Proposition 1.5.4. — (i) On a {x® r?-1, y (g> ?7)iw = r/-1 (x, 2/)iw-
(ii) Si n eN, alors 

k~g (D Z^J 
k~g (D Z^Jk~g (D X, 

-Tn(7n) 
r/(7n)7n - 1 

:m!ù*$ 

On note ( , )Z; : (D IEI Z * ) x (D IEI Z * ) - > i + T)x+ii + T)x+i K l'accouplement 
^(r)-bilinéaire obtenu par convolution multiplicative (prop. 1.4.6) à partir de 
l'accouplement tautologique ( , ) : D x D —> ûgj^f. 

On étend, grâce aux isomorphismes D K Z * ^ < ^ ( r ) 0 A ^ et D E I Z ^ ^ ^ ( r ) 0 A ^ , 
l'accouplement ( , )Iw en un accouplement ( , )ïw : (D El Z * ) x ( D IEI Z * ) —• ûgÇT), 
antilinéaire en la première variable et linéaire en la seconde. 

On identifie 0g (T) à 0g El Z * en étendant, par linéarité, l'isomorphisme 

T-équivariant de ^L[[T]] sur û\ M Z* défini par /i H-> J r( l + T ) * M 
On remarque que / 1—> d/ induit un isomorphisme T-équivariant de ^ El Z * 

sur ^ ^ H Z ; . 

Enfin, on note w : Z* Z* le difféomorphisme x 1/x. 

(45) La prop. 1.5.3 est la prop. VI. 1.2 de [32], les (i) et (ii) de la prop. 1.5.4 sont la prop. VI. 1.4 et le 
cor. VI.1.5, et le th. 1.5.5 est la rem. VI.2.2. 
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Théorème 1.5.5. — Si x e DM Z*, si y e DM Z*, alors 

d((x,y)iw) = -(w*x,y)Z;-

II . La correspondance de Langlands locale p-adique pour GL2(QP) 

Dans ce chapitre, on définit la correspondance de Langlands locale p-adique pour 
G = GL2(QP) ; celle-ci associe à un objet de RepL^QP, irréductible et de dimension 2, 
une représentation unitaire I I ( V ) de G. L'équivalence de catégories de Fontaine per
met de remplacer les représentations p-adiques de &QP par des (<p, r)-modules étales, 
et on commence par construire (th. IL 1.4) une représentation D M$ P1 de G à partir 
de n'importe quel (<£, T)-module D et de n'importe quel caractère unitaire continu S 
de Q*. Cette représentation de G n'a aucune raison d'avoir de bonnes propriétés en 
général, mais on montre par prolongement analytique à partir du cas cristabélin que 
si D est irréductible de rang 2 (sur Ôg ou é>) et si 6 est judicieusement choisi, alors 
D Ms P1 vit dans une suite exacte 

0 IL(D)* (g) S D Mô P1 -> U(D) 0, 

de représentations de G, où Tl(D) est une représentation unitaire de G. La corres
pondance cherchée est alors D i—> IL(D). 

On note : 
• ReptorsG la catégorie des ÛL [G]-modules lisses, admissibles, de longueur finie, 

admettant un caractère central, 
• Rep^ G la catégorie des ^-modules II, sans torsion, séparés et complets pour la 

topologie p-adique, munis d'une action ^-linéaire de G telle que H/pkTi G ReptorsG 
pour tout A; G N , 

• RepLG la catégorie des L-banach II munis d'une action de G et d'un ^-réseau 
stable par G qui est un objet de R e p ^ G (une telle représentation est dite unitaire). 

Dans la suite de l'article, 
- une ÛL-représentation de G désigne un objet de ReptorsG ou de Rep^LG, 
- une représentation p-adique de G désigne un objet de ReptorsG, Rep^>LG 

ou RepLG. 

Si S : Q* —> ûl est un caractère continu, on note respectivement RepforsG, Rep^LG 

et Rep^G les sous-catégories de ReptorsG, R e p ^ G et RepLG constituées des objets 

sur lesquels ( § 2 ) ̂  % agit par multiplication par S (a). 

Remarque ILO.6. — (i) Un ^[Gj-module lisse, de longueur finie, admettant un ca
ractère central, est automatiquement admissible [2]. 

(ii) Emerton [37] a montré que « de longueur finie » était équivalent à « engendré 
par un nombre fini d'éléments » pour un <£?L [G]-module de ^-torsion, lisse, admissible 
et admettant un caractère central. 
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II . l . La représentation D Ms P1 de G. — Soient D un (<p, r)-module étale et 
S : Q* —> G*l un caractère continu. On dispose d'une action de P(QP) sur le module 
D MQP (resp. (D M Qp)b si D e $ret(<^)) ; on la prolonge en une action de B en 
faisant agir un élément (q 2) cen^re Par multiplication par S(d). La représentation 
de B ainsi obtenue est notée D Ms Qp (resp. (D Ms Qp)b)-

Remarque ILI J. — (i) En partant de @o(ZP), l'action de B que l'on obtient sur 
(%(ZP) Ms Qp)b = %(Qp) est celle définie par 

:!ù*$ 
0 (* ) (8 5)-m = 

ù$*ù 
8(d)(1) 

k~g (D Z^J 
d ;lm^^ù 

(ii) Soit U(S) l'espace des fonctions continues (j) : Qp —> L, telles que la fonction 
x i—• 5(x)(j)(l/x) se prolonge par continuité en 0. On munit H(S) d'une action de G, 
avec # • 0 = (j) * g~l, et 

( < A * ( ^ ) ) ( * ) = <K^ + d)<A 
k~g (D Z^J 
ex + dJ 

Si /x G n(<5)*, soient //i = ResZp// et A*2 = ResZp ( ? J)// les éléments de ^o(Zp) définis 
par 

Zp 
0(ar)|xi = (/i,lZp0) et 

Zp 
0(^)M2 = ( (Sè ) / i , l zp0) . 

Comme P1 s'obtient en recollant, via x i—• (? q)#, deux copies de ZP le long de Z*, 
l'application /x i-> (/xi,/i2) induit un isomorphisme de II(<5)* sur 

%(ZP) Mô P1 = {(mi,M2) e %(ZP) x ^o(Zp), Resz;(//2) = ^ ( R e s z ; ( / / i ) ) } , 

avec J7*(j)Ws(\) = ^7^8(x)(j)(l/x)\. On dispose de plus de l'application B-équi-
p̂ p 

variante 

ResQp : U(ôy *È @o(ZP) Ms P1 -> ^0(Zp) M5 Qp, 

envoyant /x sur (/ i^)nÇN, où //n) est défini par Jz (j)(x) = ((p™ J)//, lZp0). 

Nous allons imiter cette description de II(J)* à partir de 3}Q(ZP) pour construire 
une représentation D Ms P1 de G, et une application ResQp : D Ms P1 —> DMsQp, 
Z?-équivariante, dont l'image est incluse dans (D Ms Qp)b, si D e $Tet(é>). 

1. Construction. — Si g = (acbd) G G, et si U est un ouvert compact de Qp ne 
contenant pas — ^, on note ag G ^(U^ÛL) la fonction définie par ag(x) = 6(ex + d). 
Comme g induit un difféomorphisme de U sur gU qui est un ouvert compact de Qp 
puisque U ne contient pas — ̂ , on dispose des opérateurs mag : DMU DMU et 

: D M U -> D M gU et on note Hg : DMU -> DMgU l'opérateur g* o mag. 

Lemme ILL2. — (i) Si g = (o 2)> alors Hg est la multiplication par 6(d). 
(ii) Si q = (*b,) eG, et si z e DMU, alors 

H9(z) = lim 
n—»+oo »ei„(£0 

«(ci + d)(«'W»(«))ltesf,„Z|(((i-1i)z). 
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Démonstration. — Le (i) est immédiat. Si D est de torsion, et si n est assez grand, 
on a ReSi^.pnZpmag(z) = S(ci + d)ReSi+pnZpz, d'après la note 38; la formule du (ii) 
s'en déduit en revenant à la définition de g*. Le cas général en résultant par limite 
projective, cela permet de conclure. 

Soit ws : D M Z* -> D M Z* la restriction de Hw, et soit 

D Ms P1 = {z = (zuz2) eDxD, Resz*(*2) = w*(Resz*(*i))} 

Remarque ILI.3. — (i) Il résulte du lemme II. 1.2 que ws : D M Z* -* D M Z* est 
donné par la formule suivante : 

ws(z) = lim 
n—>+oo ieZ* modpn 

2) eDxD, Resz*(*2) = w*(Resz2) 

(ii) On peut aussi utiliser la formule RespnZp o (* ^ ) = i*) ° ReSi+pnZp et le 
fait que la multiplication par S(i) coïncide avec l'action de (Q ) , pour obtenir : 

w6(z) = lim 

ieZ* modpn 

-i-1 2 
0 i ReSi+pnZp(z). 

(iii) On peut enfin traduire la première formule purement en termes de 
((p, r)-modules ; on obtient (en ayant fait le changement de variable i i—> i-1) : 

ws(z) = lim 
n—»+00 ieZ* modpn 

Ä ( R + T ) V _ I 2 • (pntl>n((l + T)-l~ z) = ms-i o w.(z). 

Les trois expressions ci-dessus ont chacune leur utilité. 

Si U est un ouvert compact de Qp, et si z = (21,22) G D Ms P1, on définit 
Rest/(2) € DMU, par : 

RESTEZ) = Resc/nzp(^i) + ^(Resti;c/npZp(^2)) = ResunPzp(z!) + Hw(ReswUnZp(z2)), 

l'égalité des deux expressions résultant de la condition Resz*(;z2) = ws(Resz*(zi)). 

Théorème II.1.4. — // existe sur D Ms P1 une unique action (g,z) 1—• g • z de G telle 
que 

Resv(g • z) = HQ(Resa-iUnZ(zi)) + Hgw(Res(aw)-iUni)Z(z2)), 

pour tout ouvert compact U de Qp. 

Démonstration. — En appliquant la formule ci-dessus pour U = Zp et g = id, on voit 
que l'on doit avoir ResZp(z) = z\, et en faisant de même pour U = Zp et g = w, on 
obtient 

Resz (w • z) = #™(Resz*(2i)) + RespZp(z2) = Resz*(z2) + RespZp(z2) = z2. 

On en déduit l'unicité car g • z doit être égal à 

;ResZp(# • z),ResZp(w . ( 3 . 2 ) ) ) = (ResZp(# • z)iResZp(wg • 2))), 
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si on veut une action de groupe, et que l'on a imposé 

ResZp(# • z) = Hg(Resg-iZpnZp(z1)) + Hgw(Res{gw)-iZpnpZp(z2)) , 

ResZp(wg * z) = Hwg(Res(Wg)-iZpnzp(zi)) + Hwgw(Resi<WgW)-iZpnpZp(z2)) . 

Vérifions que ceci définit bien une action de groupe. Nous aurons besoin des lemmes 
suivants. 

Lemme ILLS. — Sig\,g2 G G, alors H9l92 : DMU —> DMg^g2U est égal à H9l oHQ2, 
si ni g2U, ni g\g2U, ne contiennent oc. 

Démonstration. — En utilisant les (i) , (ii) et (iii) de la prop. 1.4.3, on obtient 

H9i oH92 = (9i)* ° ^ A P 1 0 (92)*°rnag2 = [gì og2)* om{agi0g2)ag2Ì 

et un calcul immédiat montre que g\ o g2 = gxg2 et (a9l o g2)a92 = ct9ig2, ce qui 
permet de conclure. 

Lemme II.1.6. — Si g lU ne contient pas 00, alors Resu o Hg = Hg o Res^-i^. 

Démonstration. — On a Resjj o Hg = Resu 0 g* 0 rnOCg et, d après la prop. 1.4.4, 

Rest/ 0^0 mOLg = g* o Resg-iu o mOLg = g+ o mOLg o Res^-i^ = Hgo Res^-i^. 

Revenons à la démonstration du théorème. Soient donc z = (zi,z2) G D M$ P1, 
g,heGeth-z = (xi,x2) G D M$ P1. D'après ce qui précède, on a 

ResZp(# • (h • z)) = Hg(Resg-iZpnZp(x1)) + Hgw(Res{gw)-iZpnpZp(x2)). 

Comme 

xi = ^ ( R e s / . - i ^ n Z p ^ i ) ) + ff^CRes^j-iZpnpZp^)) 

x2 = Hwh(R^(wh)~1zpnzp(^i)) + Hwhw(Res(whw)-1zpnPzp(z2)) 

le terme Hg(Resg-iz nZ (# i ) ) peut se réécrire en utilisant les lemmes II.1.6 et II.1.5, 
sous la forme 

H9 Res^-iZpnZp Hh(Resh-iZpnZp{z1)) + Hhw(RQs{hw)-iZpnpZp(z2)) 

= Hgh(ReS(gh)-iZpnh-iZpnZp(z1)) + ^/IU;(ReS(p^)-iZpn(/IW)-izpnpZp(^2)) 

Il faut faire attention en appliquant ces lemmes car il ne faut pas tomber sur 00 en 
cours de route ; la formule 

Hg o Resp-iZpnZp o Hho Resh-iZpCiZp = Hgh o Res(<ghyiZpnh-iZpnZp 

qui fournit la moitié de la formule ci-dessus s'obtient via le calcul suivant, où l'on 
a appliqué successivement le lemme II. 1.6, la formule Resu o Resy = Resunv, le 
lemme II. 1.6, et le lemme II. 1.5 : 

Hg o Resg-iZpnZp oHho Resh-iZpC]Zp = Hg o Resg-iZpnZp o ResZpnhZp o Hh 

= HgO Resg-iZpnZpnhZp o Hh = Hgh o Res(^)-iZpn^-iZpnZp 
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De même, Hgw (Res(gw)-iz npZ (^2)) peut se réécrire sous la forme 

Hgw(Res(gw)-izpnpzp (^Hwh(Resçwh)-izpnzp{zi)) + Hwhwfàe^whw^ZpnpZpfa))^ 

= Hgh[Resçghyizpn(wh)-1pZpnzp{zi)) + Hghw[Res(ghwyizpn(whw)-1pZpnpZp{z2)) 

Or (gh)~1Zp n /i_1Zp n Zp et (gh)~1Zp D (wh)~1pZp D Zp forment une partition de 
(gh)~1ZpC\Zp, ce qui fait que la somme des deux termes faisant intervenir z\ est égale 
à Hgh(R^(gh)-1zpnzp(zi))• De même, la somme des deux termes faisant intervenir z2 
est égale à Hghw(Res(ghw)-iZpnpZp(z2)), ce qui montre que l'on a 

ResZp(# .(h-z)) = ResZp(gh • z)). 

En appliquant ceci au triplet (w,g, h • z) au lieu du triplet (g, ft, z), on en déduit que 

ResZp(w -(g-(h- z))) = ResZp(wg • (ft • z))), 

et en faisant de même avec les triplets (wg,h,z), puis (w,gh,z), on obtient 

ResZp{w .(g.(h-z))) = ResZp(wgh • z) = ResZp(w -(gh-z)). 

Comme on a déjà démontré plus haut que Reszp(# • (ft • z)) = Reszp(#ft • 2), on en 
déduit l'égalité de g • (ft • z) et g h • z, ce qui prouve que l'on a bien défini une action 
de groupe. 

Il reste à vérifier que Resjj{g • z) est bien donné par la formule annoncée. Compte-
tenu de ce que g - z = (Resz (# / z),Reszp(wg • z)), des formules ci-dessus pour 
Reszp(# • z) et ResZp(vjg • z), et de la définition de Resu précédant le th. II.1.4, 
on obtient : 

Resv(g • z) = ResUnzp(Hg(ReSg-izvnzv(zi))) + ^ ( R e s M - i z npZp(22)) 

-f Hw o ReswunPzp (Hwg(ReS(Wg)-izpnzp(zi)) + Hwgw{Res^wgwyizpnpZp{z2)) 

Comme ResUnZp °Hgo Resg-iZpnZp = Rest/nzpnpZp ° Hg = Hg o Resg-iUng-iZpnZp, 

le premier des quatre termes de cette somme est Hg{Resg-iung-iZpnZp(zi)). Pour 
les mêmes raisons, les trois autres termes sont Hgw{Res^gwyijjr\{gw)-1zpnp7ip{z2))^ 

Hg(Resg-iUr](wg)-ipZpnZp {Zl)) et Hgw(Res 
(gw)-1Un(wgw)-1pZpnpZp{z2)). Comme 

g~lU H g~lZp D Zp et g~xU H (w#)-1pZp D Zp forment une partition de g 1U D Zp, 
la somme des termes faisant intervenir z\ est Hg(Resg-njnZp(zi)). De même, celle 
des termes faisant intervenir z2 est Hgw(Res(gw)-iunpZp(z2)). 

Ceci permet de conclure. 
Remarque II.1.7. — (i) On a établi en cours de route que si z = {z\,z<i) G D P1, 
alors z\ — Reszp2 et z2 = Reszpw • z. 

(ii) Si U, V sont des ouverts compacts de Qp tels que U et wV forment une par
tition de P1, avec U contenant 0, l'application z ^ (Resu(z),Resv(wz)) induit un 
isomorphisme de D P1 sur (D Kl U) 0 (D V), l'isomorphisme réciproque étant 

(2/1,2/2) (ResZpnt/2/i + Hw(ReswZpnvy2),Reszpnvy2 + Hw(ReswZpnuyi))-
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Ceci s'applique à U = Zp et V = pZp, ou à U = pZp et V = Zp ; en particulier, la 
connaissance de Reszp£ et Respzpwz, ou celle de Respzpz et Reszpwz, détermine z. 

(iii) Si U est un ouvert compact de Qp, soit tu : DMU H-» D MsP1, envoyant 
z sur (Reszpnt/^,^(Reslf;zpnt/^))- On a Resu o ¿¡7;= id sur D M U, ce qui fait que 
Res^ = tu 0 Resu est un projecteur de D Ms P1 sur LU(D M U). Par construction de 
l'action de G, on a tu o Hg = g o ¿3-1 [/ sur DMg-1U, si g_1U ne contient pas 00. Le 
lemme II.1.6 devient donc : Res^ o g = g o Res^-i^, si g~xU ne contient pas 00. 

(iv) On a Res'uig • z) = g • Tte8'g-iUnVlz + gw • Res[gw)-iUnV2w • 2?, si Vi et wV2 

forment une partition de P1. 

Dorénavant, on identifie DMU et Lu (DMU), et on note simplement Resjy l'ap
plication Res'u de la rem. IL 1.7. Alors, via ces identifications, Hg devient simplement 
l'action de g sur D Ms U, si gU ne contient par 00. 

2. Squelette de Vaction de G. — Si 1 : D M Z* —• D M Z* est une involution, soit 

D MsiL P1 = {(2i,s2) eDx D, ResZ;z2 = tÇResz-zx)}. 

Si z = (21,22), on définit Reszp2 par Reszpz = 21. On remarquera qu'un élément 
(z\,z2) de DIKI^P1 est entièrement déterminé par la donnée de Reszp^i et Respzp̂ 25 
ou celle de Respzp^i et Reszp^2. 

On définit un squelette d'action de G sur D Ms L P1 en posant, si z = (z\, z2) : 
• {\l)-z = {z2,zl). 
• Si a e Q* alors (g ° ) • z = (S(a)zuô(a)z2). 

. Si a e Z;, alors (g ° ) • z = ((g S ) * ! , ^ » " 1 °)*2) . 

• Si z' = (g ° ) • alors Respz z ' = (g " ) • ^ et Reszpwz> = 5(p)^(z2). 
• Si b € pZp, et si z' = ( J J ) • 2, alors 

ResZ],z' = (J • z1 et Respz^z ' = Wb(RespZp(^2)), 

où ub = S~l(l + b) ( J "i1 ) o i o ( (i+*)2 »(1+6) ) o t o ( J VU+k) ) sur D S pZp. 

Il n'y a aucune raison pour que ceci définisse une action de G (une telle action serait 
unique puisque G est engendré par w, le centre, les ( § } ) , pour a G Z*, (g ^ ) , et les 
(01)' Pour k € pZp, mais pour obtenir une action de G, il faudrait que les relations 
entre ces générateurs soient respectées). De fait, il ressort de la prop. IV.4.10 que la 
seule involution u fournissant une action intéressante de G est L = ws- Nous allons 
commencer par vérifier que i = ws donne bien naissance à une action de G. Plus 
précisément, on a le résultat suivant. 

Proposition IL 1.8. — Si L = ws, les û^-modules D Ms,L P1 = D Ms P1 sont munis 
du même squelette d'action de G. En particulier, le squelette d'action sur D MsìL P1 
supporte une action de G. 

Démonstration. — Il s'agit de vérifier que l'action de G sur D Ms P1 est bien donnée 
par les formules ci-dessus avec t = ws. 

Les deux premières formules sont des évidences. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010 



326 P. COLMEZ 

La troisième suit de ce que ( g ? ) commute à Reszp, si a G Z*, ce qui nous donne 

R e s Z p ( g ? H = (g?)ResZp2= ( 8 Î ) * ! , e t de ce que w(g ?) = (g °a) °)w, donc 

ResZpw(g 5) • z = ô(a)ResZp(--1 o)-wz = Sia)^1 °)ResZpwz = «(a)^"1 \)z2. 

Pour la quatrième, on remarque que RespZp (g J) • z = (g ̂ )ResZpz = (01)^15 et 

comme ResZp ° ( P ( ) 1 5 ) = ' 0 O ResZp, on a 

ResZpw((g = J(p)ResZp(^1 \)wz = 5(p)^(ResZp^) = S(p)^(z2). 

Enfin, pour démontrer la dernière, on remarque que, si & G pZp, alors (¿1) laisse 
stable Zp et w(pZp). On a donc ResZp(J J) • z = (J J)ResZpz = (J 1)21, et 

RespZpw(J J)2; = \)w)RespZpwz = b1)w)RespZpz2. 

Or 
2) eDxD, Resz*(*2) = w*(Resz2) eDxD, Resz*(*2) = w*(Resz2) eDxD 

De plus, (J (b+i)_1 ) envoie pZp dans 1 +pZp, et w et ((b+1)2 b(ò+1)) laissent stables 
l'ouvert 1+pZp. L'action de w se fait donc à travers ws chaque fois que w apparaît dans 
la formule ci-dessus pour w( J \ )w. On tombe donc bien sur la formule définissant ub, 
ce qui permet de conclure. 

Proposition ILI.9. — Si M est un sous-P^ -module de D stable par ip, et si M M Z* 

est stable par ws, alors MKI«5 P1 = {(¿1, z2) G DMs P1, z\, z2 G M } est stable par G. 

Démonstration. — C'est évident sur les formules du squelette d'action. 

Lemme ILI.10. — Soit M un ((p,ip, P(ZP))-module et L : M M Z* —• M Kl Z* une 
involution telle que le squelette d'action sur M Kl^ P1 supporte une action de G. 
Soient MQ D Mi des sOUS-ÛL-modules de M vérifiant : 

• MQ et Mi sont stables par P(ZP), 
• M0 et Mi sont stables par RespZp et ip(M0) C Mi, <p(Mi) C M0, 
• M0 Kl Z* et Mi Kl Z* sont stables par t. 

Alors M0 K P 1 = {(zi,z2) G M\3s,i P1, zi,z2 G M0} est stable par GL2(ZP). 

Démonstration. — Il est clair sur les formules du squelette d'action que Mo Kl P1 
est stable par w et ( zp J ) ; il suffit donc de vérifier la stabilité par ( J z* ) . Soient 
donc b G Zp et z = (zi,z2) G Mo Kl P1. On a aussi z = zi + wRespZpz2 et donc 
(0 \)'z = ( o i ) ^ i + ( o î W o î ) # 2 ) . Maintenant, (J = (1+T)bzi appartient 
à M0 = M0 Kl Zp C M0 Kl P1. Il suffit donc de considérer le second terme qui se 
réécrit sous la forme ^ ( 0 1 ) ^ ( 0 ^ ) ^ ' fa + ^2)' ou ^ = ^esz;(^(^2)) G Mi Kl Z* 
et y2 = R^pZp(il;(z2)) G Mi KlpZp. Il résulte alors des hypothèses sur Mi que l'on a 
w(lpb)wyi G Mi Kl Z ; . On en déduit que (g ° ) w ( J p*)w • 2/1 GM0KpZp, puis que 
^(01)^(0 Pi)w 'Vi ^ ^0 ^ P1- Enfin, on déduit de la formule du squelette d'action 
pour ( J * f ) agissant sur D Kl w(pZp) l'appartenance de (J • 2/2 à Mi Kl w(pZp), 
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et donc celle de w(g p?)w ' 2/2 à M0 13 w(pZp) C M0 ̂  P1. Ceci permet de 
conclure. 

S. Torsion par un caractère 

PropositionIL1.11. — Sir],S sont deux caractères continus de Q*, alors 

Diri) Môri2 P1 = (D Ms P1) ® (w o det). 

Démonstration. — Si g — \ac d) G G , on note aVig la fonction x I-> 7y(cx + d) au lieu 
de a g. Si t/ est un ouvert compact de Qp, et si z G i ) [/, une application successive 
des (iii), (iv) du lemme 1.4.7 et du (iii) de la prop. 1.4.3, nous donne : 

Hsrì^a(z^rì) = 9*{maA, (z®rj)) = gJm0í,(z)®r¡) 

= mWop-i 0£*(m<w , , ( * ) ] ®rj = i . o m w ( m v j 2 ) ) (8)77. 

Comme </(x) : ad—bc 
~ (cx+d)2> 

on a 

2) eDxD, Resz*(*2) = w*(Resz 
(ad — 6c) 

r\¿[cx + d) 
5rj2(cx + d) = rj(ad — bc)S(cx + d), 

et donc m^ogi o raa¿T?2 g = m^og^a^ g = v(ad ~ ^c)ma5)5- Ceci permet de conclure. 

4. Dualité 

Lemme IL1.12. — (i) Si h G G, si U est un ouvert compact de Qp tel que hU ne 
contient pas 00, et si x e D Mô-i P1 et y G D P1, alors 

{ReshU(h • x),ReshU(h • y)}Qp = {Resu(x)1Resu(y)}clp. 

(ii) Soit ( \Jiei Ui) \\ ( Uj€ J Vj) une partition finie de P1 en ouverts compacts tels 
que 00 n'appartienne à aucun des Ui et 0 n'appartienne à aucun des Vj. Alors, si 
x e D Mô-i P1 et y G D Mô P1, la somme 

iei 
{ResUi(x),ResUi(y)}Qp + {ReswVj (wx), ReswVj (w • y)}Qp 

ne dépend que de x et y et pas de la partition de P1. 

Démonstration. — On a (cf. (iii) de la rem. II. 1.7 pour la première égalité) : 

{Res^c/(h • x), ReshU(h • 2/)}Q_ = {h • Res[/(x), h • Resu(y)}Q 

= {h*(ma-i(Resu(x)))ih*(mah(Resu(y)))}Qp = {Resu(x),Resu(y)}Qp1 

la dernière égalité s'obtenant en appliquant le (ii) puis le (i) de la prop. 1.4.5. Ceci 
démontre le (i) . 

Pour démontrer le (ii), il suffit de prouver que le résultat reste inchangé si on 
raffine la partition, ce qui suit du (i) de la rem. 1.3.18, et qu'il reste aussi inchangé si 
on transforme un Ui en Vj, ce qui suit du (i) appliqué à h = w. 

On note { , }Pi l'accouplement sur (D№s-i P1) x (DMsP1) dont le (ii) du lemme 
précédent affirme l'existence (il est à valeurs dans L / Û L , @L OU L suivant que D est 
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un objet de <&Tfors, <&Tet(Ûg) ou <&Tet(£)). En partant de la partition Z p ] J ) 
de P1, on obtient la formule 

{(zuz2),(z[,z2)}pi = {zuz[} + {ReSpzp^2,ReSpZp4} = izuzi} + {^(^2),pmù$* 

la dernière égalité venant de ce que Respzp = <pi/> et {^(2), <p(2;)} = {ziz'}-

Théorème ILI.13. — L'accouplement { , }pi est parfait et G-équivariani. 

Démonstration. — {x,y}Pi = {ResZp(#),ResZp(y)} + {RespZp(w • x),RespZp(w • y)}. 
On déduit la perfection de { , }Pi sur (D Mô-i P1) x (D Mô P1) de celle de { , } sur 
(D Kl Zp) x (DM Zp) et sur (DMpZp) x (D MpZp) (rem. 1.3.18). 

Pour montrer que { , }pi est G-équivariant, on peut, si g G G, partitionner P1 
sous la forme L f i J J L ^ I I ^ l I ^ de telle sorte que : 

• Ui ne contienne pas 00 et gU\ ne contienne pas 00, 
• U2 ne contienne pas 00 et gU2 ne contienne pas 0, 
• Us ne contienne pas 0 et gUs ne contienne pas 00, 
• [/4 ne contienne pas 0 et gU± ne contienne pas 0. 

Alors {q • x,q • y\v>i est égal à 

{ R e s ^ (g • x ) , ResgUl (g • 2/)}Qp + {ReswgU2(wg • x ) , Res™pC/2(wg • J/)}QP 

+ {Resfl[73(# • x)1Resgu3(g • p)}Qp + {ReswgU4(wg • x),Res™pC/4 (wp • V)}QP, 

et en appliquant le (i) du lemme II. 1.12 à h = p pour Ui, h = wg pour U2, h = gw 
pour Us et h = wgw pour £/4, on obtient que {g - x,g - p}pi est aussi égal à 

{Rese/, (a), Rese, (y)>Qp + {Rest/2 (x), ResU2 (y)}Qp 

+{ReswU3(w • x),ReswU3(w • p)}Qp + {Res^^(w • x ) , Res™t/4(u> • p)}QP, 

c'est-à-dire à {x,y}pi. Ceci permet de conclure. 

5. lien entre D Ms P1 et £> Ms Qp. — Soit ¿ : D Kl Z* - » D M Z* une involution. 
On suppose que les formules du squelette d'action définissent une action de G sur 
D MslL P1 (c'est, d'après la prop. II. 1.8, le cas si t = w$, et donc ce qui suit s'applique 
à D ^ P 1 ) . 

Proposition 11.1.14. — (i) Si z e D Kl^ P1, alors (Reszp(p^ ?)^)neN appartient à 
D Kl Qp. 

(ii) L'application ResQ : D Kl^ P1 —• D Ms Qp ainsi définie est B-équivariante. 
(iii) Si U est un ouvert compact de Qp, alors Resjj o ResQp = Resjy. 
(iv) Le noyau de ResQp est (0,£>nr) = { ( 0 , a ) , a G Dnr}. 

Démonstration. — En revenant aux formules du squelette d'action pour l'action 
de (g on obtient que Reszp((p~1 ° ) • z) est égal à 

S(p)~1ResZp(w(p01) • wz) = ô(p)~1(ô(p^(ResZpw • wz)) = xp(ResZpz). 

Autrement dit, Reszp 0 (PQ1 ®) ̂  *P 0 Reszp, ce qui permet de démontrer le (i) . La 
commutation de ResQp à l'action de g e B suit alors formellement des formules du 
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squelette d'action et de ce que, par hypothèse, ces formules définissent une action 
de G. Le (iii) est immédiat sur la définition, si U C Zp ; le cas général s'en déduit 
en utilisant le (ii). Enfin, si z = (z\,z2) G D Ms,L P1, les propriétés suivantes sont 
équivalentes (la dernière équivalence suit de la définition de DnT) : 

• ResQpz = 0; 
• ResZpz = 0 et Resp-nZp_pZp2: = 0, pour tout n G N ; 
• zi = 0 et ResZp_pnZpz2 = ResZp_pnZpw • z = w(Resp-nZp_pZpz) = 0, pour tout 

n G N ; 
• z\ — 0 et ¿2 = RespnZpz2 G (fn(D), pour tout n G N ; 
• zi = 0 et z2 G Dnr. 
Ceci permet de conclure. 

Remarque ILI.15. — Si D e $ret(<f), l'image de DMs^P1 par ResQp est incluse dans 
{DMôQp)b. 

Le module (D Ms Qp)c s'identifie naturellement à un sous-I?-module de D Ms,L P1 
(si U est un ouvert compact de Qp et z G DMU, alors (ResZpnuz, ResZpr]wuw • z)) est 
un élément bien défini de D Ms,L P1). Il n'en est pas de même de D Ms Qp (il y a une 
condition à l'infini). Le résultat suivant permet de considérer D = (DMQp)pc comme 
un sous-P(Qp)-module de D Ms,L P1, ce que nous ferons sans plus de commentaires. 

Lemme ILI.16. — (i) Si z E D, alors Resp-nZp(z) a une limite dans D MsìL P1. 

(ii) L'application LQp : D —> D Ms,L P1 qui s'en déduit est P(Qp)-équivariante. 

(iii) On a ResQp o LQP = id sur D. 

Démonstration. — Resp-nZpz — ResPI-nZPZ = Resp-nZ*z s'écrit, dans DMs^P1, sous 
la forme 
2) eDxD, Resz*(*2) = w*(Resz2) eDxD, Resz*(*2) = w*(Resz2) eDxD, Resz*(*2) = w*(Resz 

Or Resz*(pQn \ )z = (pn(Resp-nZ*z) tend vers 0 dans D (cf. les remarques suivant 

le lemme 1.3.19). On en déduit que à(p)~n(PQ ^)^(Resz* qui est égal à 

ô(p)~n(fn(t(Resz* (pQn ®)z)), tend aussi vers 0 dans D, et Resp-nZpz — ResPI-nZPZ 
tend vers 0 dans D Ms,L P1. Ceci permet de démontrer le (i) . Le reste suit, par conti

nuité, de la prop. II. 1.14. 

Lemme ILI.17. — Si z G D est tei que RespnZpz —• 0 pour la topologie p-adique quand 

n —» +oo, alors w - z G D. 

Démonstration. — Écrivons z sous la forme z = (zi,z2) G D Msìt P1. Si 
RespnZp2: —> 0 pour la topologie p-adique, alors w - z est somme de la série 
Z2 + Y,n=i Hp)n(f~n(L(^esz*(^P~n^spnZpzi))), qui est une série convergeant dans D 

car son terme général tend p-adiquement vers 0. 
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II.2. Les sous-modules M8 P1 et Mô P1 de D Mô P1 

1. Propriétés conditionnées à la stabilité par G. — Si est un ((p, r)-module étale 

et si ô G soit 

MsP1 = {zeD M6 P \ Reso z G D* M Qp}. 

Remarque 11.2.1. — (i) Si D G $Tet(0g), alors D$ M Qp est la limite projective des 

D { M QP, où DK = D/pKD, et donc D$ Mô P1 est la limite projective des D{ M8 P1 ; 

si D G $ret(<?), alors D*M8P1 = L• KI^P1), pour tout ^-réseau D0 de D stable 

par (p et T. 

(ii) Si D G $re t (^>) , alors D*1 Kl Qp est un sous-<^L-module saturé de D Kl Qp et 

donc D$ Ms P1 est un sous-^-module saturé de D Ms P1. (La saturation de D$ M Qp 
suit de ce que D D$MQP est un foncteur exact (th. 1.3.9) ; le module D$ n'est, en 

général, pas saturé dans D . ) 

On définit le sous-^r -module Ms P1 de D Ms P1 de manière un peu différente 
suivant que D est un objet de ^TfOTS, $Tet(0g) ou $ret(<f) : 
- si D est un objet de &T*lTa ou $ret(<^), on pose 

M5 P1 = {z G D Ms P1, ResQP2 G £>* K Qp}, 

- si D G $re t (^>) , le sous-^L-module 

(D* Ms P^ns = e D M6 P , ResQpz G K Qp} 

de D K ^ P n'est pas forcément saturé ; on note D^KI^P1 son saturé™ (i.e. l'ensemble 
des z G D Ms P1 tels que pkz G (JD11 K^ P1)ns pour tout /c assez grand). 

Remarque II.2.2. — (i) Si D G &ret(0g), alors (Z^ P 1 ) ^ est la limite projective 
des (D/pKD)^ Ms P1 et Mô P1 est l'intersection de D Mô P1 avec (L • D)* Mô P1. 

(ii) Dans tous les cas, Ms P1 est un sous-^-module de D$ Ms P1 (c'est clair 
si .D est un objet de $r^rs ou $ret(<f); si D G $ r e t ( ^ ) , cela suit de ce que 

Mô P1 est saturé «dans D M8 P1). De plus, Ms P1 contient (cf. prop. 1.3.20) le 
sous-P(Qp)-module £>+ *é (D11 Kl Qp)pc de D 9é (D M Qp)pc. 

(iii) Le module (D^sP1)/(D^sP1) s'injecte dans (£>^QP)/(I^KQP) 2é D » / ^ 
(resp. dans son quotient par son sous-^-module de torsion) si D est un objet de 
$r£rs ou $ret(<?) (resp. si D G <S>Tet(0g)). Il en résulte que H* P1 = Ms P1 si 
D est irréductible de rang > 2 sur ou sur 0g. 

(iv) Si D G $ r e t ( ^ ) , alors (D* M6 P1)/(D^ H* P 1 ) ^ s'injecte dans le 
sous-^-module de torsion de D^/D^; c'est donc un ^-module de longueur fi
nie. 

Comme ResQp est B-équivariante, Ms P1 et D$ Ms P1 sont stables par B, mais 

pas, a priori, par G. 

<46) La raison pour saturer P1 est que l'on veut que II(D) = (D №s P1 №s P1) soit 
un objet de Rep^G, et donc soit sans p-torsion. Il n'est pas sûr que ce soit la manière la plus 
intelligente de procéder. 
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Remarque II.2.3. — Soit D un (<^, r)-module étale sur 6$. 
(i) Si Ms P1 et Ms P1 sont stables par G, alors ils sont compacts. En effet, ils 

sont fermés dans D Ms P1 (si D G $r^rs, cela suit de la continuité de ResQp ; dans le 
cas D G $re t (^>) , il faut de plus utiliser le (iv) de la rem. II.2.2), et si X G {D^D^}, 
alors X Ms P1 est inclus dans {z e D Ms P1, Reszp2 G X et Reszpw • z G X} qui 
est compact. On en déduit que D$ Ms P1 est le plus grand sous-^-module compact 
de D Ms P1 stable par G : en effet, l'image d'un tel ensemble par ResQp est compacte 
et stable par P(QP), et donc est incluse dans D$ M Qp (cf. prop. 1.3.12). 

(ii) Sous la même hypothèse, ResQp induit une surjection de Ms P1 (resp. de 
(D* Ms P1)ns si D G $ r e t ( ^ ) ) sur M Qp. En effet, l'image est compacte et donc 
fermée et elle contient D+ qui est dense dans M Qp (cela suit du th. 1.3.13). Par 
contre, D$ Ms P1 n'a aucune raison, en général, de se surjecter sur D$ M Qp. 

(iii) On déduit du lemme II.2.5 ci-dessous que si 0 —• D\ —• D —• D2 —> 0 est une 
suite exacte d'objets de $r®*rs et si D^ Ms P1 est stable par G, il en est de même 
de D\ MS P1 et D\ MS P1. La réciproque est, en général, fausse. 

(iv) Le foncteur D i—• M Qp est exact. On déduit donc des points ci-dessus et 
de la prop. II. 1.14 que, si 0 —• D\ —• D —> D2 —> 0 est une suite exacte d'objets 
de $rj*rs tels que Mô P1 soit stable par G, alors D\ MS P1 est d'indice fini dans le 
noyau de Mô P1 D\ M6 P1 et le conoyau de Ms P1 -> D\ MS P1 est fini. On en 
déduit que la suite 0 -> D\ MÔ P1 -> P1 —> Ms P1 -+ 0 est exacte si aucune 
des représentations de G ci-dessus n'admet de morceau fini dans sa décomposition 
de Jordan-Hôlder (ce qui est le cas général, mais nous renvoyons le lecteur au n° 7 
du § VII.4 pour des contrexemples). 

Lemme II.2.4. — Soient D G $r®*rs et S : Q* —• û^, un caractère continu. Si M est 
un sous-ÛL-module ouvert compact de D Ms P1, stable par G et contenant Ms P1, 
alors son orthogonal M1- est un sous-ÔL-module ouvert compact de DM$-i P1, stable 
par G et contenu dans M$-i P1. 

Démonstration. — M1- est stable par G et fermé car { , }pi est continu et G-équi-
variant. De plus, M C D$ Ms P1 d'après le (i) de la rem. II.2.3, et donc M1- contient 

M Zp. Comme il est stable par G, il contient aussi £>++ M Zp + w • (D++ M Zp), 
ce qui prouve que M1- est ouvert. Il ne reste donc plus qu'à prouver qu'il est contenu 
dans Mô-i P1. Or M contient D^ Mô P1 qui contient D+ M Zp, ce qui implique 
que tout élément z de M1- vérifie {Reszpz,x} = 0, pour tout x G D+. Cette dernière 
condition équivaut à Reszp2 G d'après la prop. 1.3.4, et M1- étant stable par G, 
on a ResZp(p0n \ )z e Ù\ pour tout n G N , et donc z G M6-i P1. Ceci permet de 
conclure. 

Lemme II.2.5. — Soient D G $r^rs et 6 : Q* -> û^, un caractère continu. Si DMsP1 
possède un sous-6\-module ouvert compact M stable par G, alors D^MsP1 est stable 
par G. 
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Démonstration. — Commençons par remarquer que l'image M' de M par ResQp est 
compacte et stable par P(QP) puisque M l'est. Comme de plus, M est ouvert dans 
D Ms P1, son image par Reszp engendre D. Il en résulte, d'après le th. 1.3.13, que M' 
contient D^ M Qp. Maintenant D^ Ms P1 est, par construction, stable par P(QP) ; il 
en est donc de même de M + (D^ Ms P1). Soit alors z G Ms P1. Il existe y e M 
tel que ResQp(z — y) = 0, ce qui signifie, d'après le (iv) de la prop. II.1.14, que z — y 
est de la forme (0,OJ), avec a G Dnr. On a alors w • z = (a, 0) + w • y, et comme 
(a, 0) G D11 Ms P1, on en déduit que M + (2^ H* P1) est stable par w, et donc aussi 
par G. Son orthogonal M' est alors un sous-^-module ouvert compact de DMs-i P1, 
qui est stable par G et inclus dans D^ lEÎ -I P1 d'après le lemme II.2.4. On déduit 
donc de ce qui précède, appliqué à M' et D au lieu de M et D, que £fi Ms-\ P1 
est un sous-ÛL-module ouvert compact de D Ms-\ P1, stable par G. En réitérant le 
raisonnement en partant de l'orthogonal de D^ M8-i P1 (inclus dans D^ K^P1 d'après 
le lemme II.2.4), on en déduit que D^ Ms P1 est un sous-^-module ouvert compact 
de D Ms P1, stable par G. 

Proposition IL2.6. — D^ Ms P1 est stable par G si et seulement si D$ Ms P1 l'est 

Démonstration. — Le cas D G <I>ret(<f) se déduit du cas D G $Tet(Gg) en tensorisant 
par L ; on suppose donc que D est un (<£>, r)-module étale sur G g dans ce qui suit. 

Commençons par supposer que D^MsP1 est stable par G et montrons que D^MgP1 
l'est. Il suffit de vérifier que D^ Ms P1 est stable par w. Soit P G GL[X], unitaire, tel 
que Pty) tue D*/DK Si a = (P"1 O ) , alors P(a) envoie D* M Qp dans D^ M Qp, et 
donc aussi D$ Mô P1 dans D^ Mô P1. Soit z G £>tt Mô P1. D'après ce qui précède, on 
a P ( a ) • 2 G IEI<5 P1, et comme D^ Ms P1 est, par hypothèse, stable par w, on a 
w • P(a) • z e D^Ms P1. Maintenant w • P ( a ) = Q(a_1) • w, où Q ( X ) = P(£(p)X) 
est un polynôme unitaire à coefficients dans GL, et on a w, où Q(X) = P(£(p)X)P(£(p)X 
D'après la prop. 1.3.16, cela implique w • z G .D^ Ms P1, ce qui permet de conclure. 

Supposons maintenant que D^MsP1 est stable par G. Si G N , soit D^ = D/pkD. 
L'image de lEl̂  P1 dans Dk Ms P1 est stable par G pour tout k. Or cette image est 
compacte puisque D$ Mô P1 l'est (rem. II.2.3) et ouverte car D$ Mô P1 contient £>++ 
qui se surjecte sur D~^+, ce qui fait qu'elle contient (D^+ M Zp) + w • ( £ ^ + Kl Zp). On 
est donc dans les conditions d'applications du lemme II.2.5 ; on en déduit la stabilité 
de D\ MS P1 par G et, en passant à la limite projective (si D G $Tet(Gg)), celle de 
(D^ M6 P1)™ et de son saturé D^ Ms P1. 

Ceci permet de conclure. 

2. La représentation conditionnelle II(D) de G. — On suppose que D* Ms P1 est 
stable par G, et on note H(D) le quotient de DIE^P1 par D^ MsP1. On renvoie au (iv) 
de la rem. II.2.3 pour des commentaires sur la (non)-exactitude d e D ^ 11(D), étant 
entendu que le foncteur D »-» D Ms P1 est, quant-à-lui, trivialement exact. 

On rappelle que l'on dispose d'une application réso : D M Qp —• D^/D^. 
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Lemme II.2.7. — Si z e D vérifie réso(z) = 0, alors il existe x G D+ et y e D tels 
que z = x + w • y. 

Démonstration. — D'après la prop. 1.3.23, on peut écrire z sous la forme x -f y', avec 
x G D+ et y' G D vérifiant Respnzpyf —> 0 p-adiquement, quand n —» +oo. D'après le 
lemme II. 1.17, il existe y G D tel que y' — w - y. Ceci permet de conclure. 

On définit résœ : D Mô P1 -* D t y ^ par r é s ^ z ) = rés0(ResQp(w • z)). 

Corollaire II.2.8. — (i) Tout élément de DMsP1 dans le noyau de rés^ peut s'écrire 
sous la forme z = x -f w • y, avec x e D, et y E D+. 

(ii) D ^ P 1 = D+ + wD+ [resp. (D*ïïô'P1)ns = D+ + wD+ si D e §Tet(Ûg)). 

Démonstration. — On peut écrire z sous la forme Respzpz+W'Reszpw-z. La condition 
résoo(z) = 0 équivaut à rés0 (Reszpw • z) = 0, ce qui permet d'utiliser le lemme II.2.7 
pour écrire Reszpw z £ D C D sous la forme x0 + w • yo, avec xo G D+ et y0 G D. Il 
suffit donc de poser y = xo et x = yo -f Respzp 2 pour démontrer le (i) . 

Pour démontrer le (ii), on commence par remarquer que l'on peut écrire tout élé
ment z = (zi,z2) de^47) D^IEI^P1, sous la forme Respzp(2i)+w-Z2, et comme z2 G D\ 

on a résoo(z) = 0. Il résulte alors du (i) qu'il existe y G D+ tel que x = z — w - y e D. 

Par ailleurs, 5 + C D^MÔV\ et donc w-D+ C D ^ P 1 . On en déduit l'appartenance 
de x à D D (Z^ P1) = D+, ce qui permet de conclure. 

Corollaire IL2.9. — (i) Si D G ^r®*rs, l'application rés^ est identiquement nulle sur 
D^ Ms^1 et induit la suite exacte suivante de B-modules : 

0 -> D/D+ -> n ( D ) £ > V ^ 0. 

(ii) 5z D est irréductible de rang > 2 sur 6§ ou S, alors l'injection naturelle 
de D/D+ dans H(D) est un isomorphisme de P(QP)-modules. 

Démonstration. — Le (i) suit directement du cor. II.2.8. Le (ii) est une conséquence 
du cor. II.2.8, de ce que D$/D^ est de torsion (resp. nul) si D G $Tet(ûg) [resp. si 
D G 3>ret(<f)] est irréductible de rang > 2, et de ce que D est saturé dans D ^ P 1 . 

Lemme IL2.10. — (i) Si D £ $r£rs, alors U(D) G ReptorsG. 
(ii) Si D E * r e t ( ^ ) , alors U(D) G R e p ^ G . 
(iii) Si D e $ret(<f), alors U(D) G RepLG. 

Démonstration. — Compte-tenu du (i) de la rem. II.0.6, la seule chose qui n'ait pas 
déjà été vérifiée pour le (i) est que 11(2?) est de longueur finie sur ÛL[G]. Or il est 
déjà de longueur finie sur ^L[-P(Qp)] d'après le cor. 1.3.22 et le cor. II.2.9. 

Si D e $ r e t ( ^ ) , alors U(D) est le quotient de (D №6 P 1 ) / ^ P1)^, qui est la 
limite projective des H(D/pkD)1 par son sous-^-module de torsion, ce qui permet 

(4?) Si D e 3>ret(̂ W), il faut remplacer №s P1 par (D* ^5 P1)NS dans tout ce qui suit. 
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de déduire le (ii) du ( i) . Le (iii) s'en déduisant en tensorisant par L, cela permet de 
conclure. 

3. Dualité. — On suppose encore que D^ Ms P1 est stable par G. 

Théorème IL2.11. — D^ MsP1 et D^ M8-\P1 sont les orthogonaux l'un de Vautre pour 

{ , } P -

Démonstration. — Notons simplement M P1 et D^ M P1 les espaces Mô P1 
et D* Mô-i P1. 

Commençons par supposer que D G ̂ r^rs. Comme D^MP1 est stable par w et que 
{ , }pi est équivariant sous l'action de il suffit, compte-tenu du (ii) du cor. II.2.8, de 
prouver que D^MP1 est orthogonal à D+, pour démontrer l'orthogonalité de D^MP1 
et ïfi BP1. Soit donc x = (xi,x2) G Ô ^ P 1 , et soit y G D+. On peut décomposer y 
sous la forme yo+y~*~, avec yo G DnT et y+ G On a alors {x, 2/ojp1 = {x\, yo} = 0 

puisque y0 G Dnr C D+, et xi G (cf. (i) de la prop. 1.3.4). 
Par ailleurs, y+ est la limite de Resp-nZpy+ dans D M P1. On en déduit que 

{#,?/+}pi est la limite, quand n —> -foo, de 

{x,Resp-nZ y+}Q = {Resp-nZ x,Resp-nZ 2/+}Q 

= {^n(Resp-.Zpx),^(Resp-.Zp2/+)} = {ResZp( (^ °)x),ttesZpy>n(î/+)}, 

et comme ResZp((pQn J)#) varie dans qui est compact, tandis que (pn{y~*~) tend 
vers 0, un passage à la limite montre que {#,2/+}pi = 0. On en déduit l'orthogonalité 
de D^ M P1 et D* M P1 dans le cas D G $T?ora. 

Les mêmes arguments montrent que {D^ lEIP1)^ et (D^ KIP1)^ sont orthogonaux, 
si D G $re t (^>) ; par linéarité, il en est de même de D^MP1 et D^MP1. Enfin, on peut 
déduire cette orthogonalité dans le cas D G $ret(<f) de celle du cas D G $Tet{ûg) 
en tensorisant par L. 

Maintenant, si D est de torsion, l'inclusion de (D^ MP1)1- dans D^ MP1 a déjà été 
démontrée (lemme II.2.4), ce qui permet de conclure, si D G $r®*rs. 

Supposons maintenant D G 3>ret(<^>), et posons Dk = D/pkD si G N . Alors 
dans le diagramme commutatif 

0 . nnr . ( D ^ M P 1 ) ^ ) N S D^MQP 0 

o - m!ù*$ D\MP' D\MQP 0 

- les lignes horizontales sont exactes (par le (ii) de la rem. II.2.3), 
- la flèche verticale de droite est surjective, 
- il existe c G N tel que pc tue le conoyau de DnT —> D™ pour tout k G N . 
On en déduit que l'image de (D^ M P1)ns contient pc{D\ I P 1 ) , et donc que si 

z G D M P1 est orthogonal à D^ M P1 (ce qui équivaut à ce que z soit orthogonal 
à (D^ M P1)ns qui est la limite projective des D\ M P1), alors pcz est orthogonal à 
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D\ M P1, pour tout A; e N . Il résulte donc du cas de torsion que, modulo pfe, on a 

pcz G Ù\ M P1, et donc que pcz G lim£>* M P1 = (D^ M P1)^ et z G D* M P1. D'où 

le résultat si D G $Tet(ûg) ; le cas D G 3>ret(^) s'en déduisant en tensorisant par L, 
cela permet de conclure. 

Corollaire II.2.12. — Mô-i P1 est stable par G, et si 11 = D Ms-i P 1 / ^ P1, 
a/ors Ms P1 es£ /e dwaZ de n tandis que Mô-i P1 es* /e dual de 11 = 11(D). 

Remarque IL2.13. — Si D G $r^rs, la représentation II de G apparaissant dans le 
corollaire est la contragrédiente de II (cf. prop. IV.4.16). 

4. Résultats en famille. — Soit S une ^-algèbre quotient de <^L[P^I> • • •, SANS 
p-torsion et de corps résiduel ki,. On note ms l'idéal maximal de 5. Alors S est la 
limite projective des Sn = S/xn1^ et Sn est une ^-algèbre finie pour tout n. On note 
3£ l'espace analytique sous-jacent au spectre formel de S : si M est une extension 
finie de L, alors 3C(OM) est l'ensemble des morphismes continus s : S —• ÛM de 
^-algèbres. Si s G 3£(ÇL), on note ms l'idéal premier de S lui correspondant. 

On note S<S>ûg la limite projective des Sn <S>^L 6g, que l'on munit d'actions S-liné
aires de (p et T, en faisant agir (p par 1 (g) (p et 7 G T par 1 (g) 7 sur chaque Sn <S>&L 6g. 

Un (<p, r)-module étale sur S®6g est un (5(g) 6g)-module libre (48) de rang fini, 
muni d'actions semi-linéaires commutant entre elles de (p et T, telles que <p(D) en
gendre D sur S® 6g. Un tel module peut être vu comme une famille de (<p, r)-modules 
étales sur 6g variant analytiquement sur : si 5 G 3£(6L), alors Ds = D<g>s (S/m8) 
est un (</?, r)-module étale sur 6g. 

Si D est un (</?, r)-module étale sur S®6g et si S G &(S), on définit le 
5[G]-module D Ms P1 par les formules du § II . l , et alors D Ms P1 est la limite 
projective des (Sn (g)s D) Ms P1, ce qui en fournit une définition alternative, les 
Sn ®s D pouvant être vus comme des objets de 3>r£ors en oubliant l'action de Sn. 

On définit D^ c D$ c D comme les limites projectives des (Sn®sL>)^ et (Sn<g)sD)K 
L'action de ip passant à la limite, on dispose des 5[P(Qp)]-modules D^MQP et D$MQP. 
On définit (D^MsP1)^ et D^MSPX comme les images inverses dans DMsP1 de D^MQP 
et D$ M Q„ par ResQp ; si s G 3£{6L), la. réduction modulo ms envoie (D^ Ms P1)NS 
et D* Mô P1 dans (D\ Ms P1)** et D\ M5 P1 respectivement. 

On définit D comme la limite projective des 6g ( g ) ^ (Sn <S>s D), et on note D++ 

l'ensemble des x e D tels que <pn(x) —• 0 quand n —• +00. 

Lemme 11.2.14. — La réduction modulo ms induit des surjections 

D*-*Dl D*^D\ et L>++^L>++. 

Démonstration. — Cela suit de la prop. 1.3.2 et de l'exactitude du foncteur D v-* 
(rem. I.3.5(i)). 

(48) La théorie marche aussi bien [34] avec « de type fini » au lieu de « libre de rang fini », mais nous 
n'en aurons pas besoin. De même, l'hypothèse « S sans p-torsion » n'est pas vraiment nécessaire. 
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Soient D un T)-module étale sur S®Gg, et S : Q* —> S* un caractère continu. 
On suppose que (D^ Ms P1)NS est stable par G, et on note 11(D) le 5[G]-module 
(D ^ P 1 ) / ^ ^ P 1 ) ^ . 

Proposition IL2.15. — Sis G 3£(GL), alors D\MSPx est stable par G, et l'application 
naturelle 11(D) -> II(DS) est surjective, où U(DS) = (Ds Ms P 1 ) / ^ Ms P1). 

Démonstration. — Si A est un quotient fini de 5 et si DA = A ®s D, l'image de 
D^ Ms P1 dans DA MS P1 est compacte, stable par G, et contient M = D\+ puisque 
D^ M s P1 contient D++ et que l'application naturelle D++ —• D\+ est surjective. 
Comme M + w-M est un ouvert de D^Ê^P1, on est dans les conditions d'application 
du lemme II.2.5, ce qui permet d'en déduire la stabilité de D\ MS P1. 

Si s G «2T(^L), si A = 5/ms (et donc A = <^L), et si An = Sn ®s A, alors An est 
fini pour tout n et A est la limite projective des An. Comme le module (Djj MS P1)NS 
est la limite projective des D\ MS P1, il est stable par G; il en est donc de même 
d e D ^ P 1 . 

Enfin, l'application z i—• (Reszp£, (p~1(Respzpw • z)) est un isomorphisme de 5-mo-
dules de DMô P1 sur D e D . On en déduit la surjectivité de (DMs P1) -> (Ds ^ P 1 ) , 
et donc celle de 11(D) -> II(DS). 

Lemme IL2.16. — Si D^ Ms P1 est stable par G, il en est de même de (D^ Ms P1)NS-

Démonstration. — Il résulte de la démonstration de la prop. II.2.15 que D\n Ë^P1 est 

stable par G, pour tout n. Il en est donc de même de la limite projective des D\ Ë^P1 

qui n'est autre que (D^ Ms P1)NS- D'où le résultat. 

II.3. (</?, r)-modules de rang 2 et représentations de GL2(QP) 

1. La représentation 11(D) attachée à un ((p,T)-module de rang 2. — Si D est un 
(</?, T)-module libre de rang 2 sur Gg, le module A2D est libre de rang 1 et donc de 
la forme G g <g) OLD » où OLD est un caractère continu de Q* dans G£. On note : 

• SD le caractère défini par SD(X) = (X\X\)~1CLD{X) (le choix d'un isomorphisme 
A2D = G g (g) 5'D fournit des isomorphismes x i—> x (g) ô^1 de D sur 6 et a; H x ® <JD 
de D sur D ) , 

• D IE! P1 le G-module D MsD P1 ; son caractère central est donc SD, 
• wD : DMZ* DMZ* l'involution WSD. 
Comme on est en dimension 2, l'irréductibilité de D équivaut à ce que 

H°(J#",V(D)) = 0, ou à ce que Dnr = 0, ou encore à ce que D*/D* soit de 
torsion sur GL ; elle implique que D$ M P1 = D^M P1. 

Théorème 113A. — (i) Le sous-module D^ M P1 de D Kl P1 est stable par G. 
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(ii) La représentation 11(D) = (D H P 1 ) / ^ Kl P1) est un objet de RepÛLG, et 

Kl P1 est isomorphe^ à 11(D)* ® SD- On a donc une suite exacte 

0 —y 11(D)* ®ôD —> D B P1 —> 11(D) —• 0. 

Remarque H.3.2. — (i) Le (i) du théorème implique les points (ii) et (iii) d'après le 
cor. II.2.12, à l'exception de l'isomorphisme Kl P1 = 11(D)* ® 5D. Celui-ci suit de 
ce que D = D ® ô^1, et donc que 11(D)* = 11(D)* (g) SD. 

(ii) La démonstration du (i) du théorème se fait par prolongement analytique à 
partir, au choix, du cas cristallin ou du cas triangulin (cf. note 7 pour les limites 
de cet argument) ; cela demande de montrer que la correspondance D i—• 11(D) se 
comporte bien en famille. C'est l'objet du th. II.3.3 ci-dessous. 

On reprend les notations du n° 4 du § II.2, et on suppose, dans toute la suite de 
ce §, que D est un ((p, r)-module étale de rang 2 sur S®âg. Le module A2D est 
libre de rang 1 et donc de la forme (S®âg) 0 a£>, où arj G &{S). On note, comme 
d'habitude, SD l'élément de &(S) défini par ôD(x) = (X\X\)~1OLD(X) et D IEI P1 le 
S[G]-module D MÔD P1. 

Théorème IL3.3. — (i) Le sous-module (D^ Kl P1)ns de D Kl P1 est stable par G. 
(ii) Si s G X(GL), alors Dg HP1 est stable par G, IL(Da) = (Da B P 1 ) / ^ HP1) 

est un objet de Rep^>LG et l'application naturelle 11(D) —• II(DS) est surjective. 

Démonstration. — On remarque que le (i) implique le reste en vertu de la prop. II.2.15. 
La démonstration du (i) se fait en trois étapes. 

- On commence par démontrer (n° 2) que si contient une suite zariski-dense 
(SN)NEN de points de &(ÛL) telle que le (i) soit vrai pour DSri pour tout N G N , 
alors le (i) est vrai pour D et pour Ds, pour tout s G 3£(&L). 

- On vérifie (n°3), en utilisant les résultats de [8], que le (i) est vrai pour un 
(y?, r)-module cristallin (et même cristabélin). (Les calculs permettant d'établir ce 
résultat sont un peu délicats ; ils peuvent être évités en utilisant les résultats du 
chap. IV (cf. cor. IV.4.13 où le résultat est étendu au cas triangulin grâce aux travaux 
de [8, 26, 32]).) 

- On montre (n° 4), en utilisant les résultats de [28, 55], que l'on peut incorporer 
n'importe (50) quel (y?, r)-module de rang 2 dans une famille analytique comportant 
une sous-suite zariski-dense de points cristallins. 

2. Réduction à une famille zariski-dense. — Dans tout ce qui suit, (sN)NEN est une 
suite de points de 3C(Çi), zariski-dense dans i2T, et si n G N , alors In = m5LF> • •nmSn. 
On suppose que le (i) du théorème est vrai pour DSn, quel que soit n G N , et notre 
but est de montrer qu'alors il est vrai pour D et, quel que soit s G 3£(@L), pour Ds. 

(49) L'isomorphisme dépend du choix de A2D = Ûg 0 ô'D ci-dessus. 
(50) Qf note 7 pour des restrictions temporaires 
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Lemme 113 A. — La suite d'idéaux ( /N)NEN tend vers 0 : quel que soit k G N , il existe 
N G N tel que In C m§, sin> N. 

Démonstration. — Supposons le contraire. Comme la suite In est décroissante, cela 
signifie qu'il existe A: G N tel que In <jL m^+1, quel que soit n G N . Soit donc, si 
n G N , un élément fn de In n'appartenant pas à m^+1. Comme S est compacte, 
quitte à extraire une sous-suite de la suite ( / N ) N E N , on peut supposer que cette suite 
a une limite / dans S. De plus, la topologie de 5/m^+1 étant discrète, la suite fn 
est stationnaire modulo m^+1 et / n'appartient pas à m^+1 ; en particulier, / ^ 0. 
Maintenant, par construction, fn(si) = 0 si i < n, et donc, par passage à la limite, 
f(si) = 0 quel que soit i G N , ce qui est contraire à la zariski-densité de (sN)NEN-
Ceci permet de conclure. 

LemmeIL3.5. — Si (x(FC))FCGN e DMQP est tel que (£(/C)(5N))FCEN G D\n M Qp, quel 

que soit n G N , alors (x(fc))fcGN e D$MQP. 

Démonstration. — Commençons par démontrer, par récurrence sur n, qu'il existe 
(a(nk))keK e D ^ Q p et (fc^HeN € (In • D) M Qp, tels que x<*> = a£° + b£\ quel 
que soit n G N . 

- Pour n = 0, cela résulte de la surjectivité de D^ M Qp —• D\o M Qp. 

- Si le résultat est vrai pour n — 1, on a par hypothèse (&^i(5n))fcGN G D\ M Qp 

et G In-i - D, pour tout A: G N . Soit /o G In-\ tel que vp(fo(sn)) réalise le 

minimum de vp(f(sn)), pour / G In-i- Alors (6^i(sn))fc€N appartient à la fois à 

(£>JN HQp) et à (f0(sn)DSn BQp), et donc à / 0 ( s n ) ( D ^ Q p ) puisque P H > D ^ Q p 

est un foncteur exact (th. 1.3.9). Maintenant, la surjectivité de D$ M Qp —• Dj^ M Qp 

nous fournit (2/(fc))fcGN G D^KlQp tel que fo(sn)yn\sn) = b^l^Sn), pour tout G N . 

En posant bn^ = - foVnk\ on a 

(^FE))NEN e ((/n_i • D) K QP) n ((m,n • 2?) B QP) = ((In • D) M Qp). 

(k) (k) (k) 
On obtient la décomposition voulue à l'ordre n, en posant an ' = aKn_1 + foyn , quel 
que soit G N . 

(k) 
Maintenant, il résulte du lemme II.3.4 que bn tend vers 0 dans D quand n tend 

vers +OO ; on a donc (x^)keN — LIMn_+00(ai^)fcEN dans D M Qp, et le résultat suit 
de ce que D$ M Qp est fermé dans D M Qp car compact. 
Lemme IL3.6. — (D* M P1)^ est stable par G. 

Démonstration. — D'après le lemme II.2.16, il suffit de prouver que D$ Ms P1 est 
stable par G. Soit donc z G D* Mô P1 et soit g G G. On a ResQpz(sn) G Djn M Qp et 
z(sn) G -Djjn Ms P1, pour tout n G N . Comme D\n Ms P1 est, par hypothèse, stable 
par G, il en est de même de D\ M s P1 d'après la prop. II. 2.6. On en déduit que 
g • z(sn) G D\ M5 P1 et ResQp(# • z(sn)) G Djn M Qp, pour tout n G N . D' après le 
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lemme IL3.5, cela implique l'appartenance de ResQp# • z à D» IEI Qp, et donc celle de 
g • z à D$ Ms P1. Ceci permet de conclure. 

S. Représentations cristallines. — On peut éviter le recours aux calculs explicites de 
ce numéro en utilisant les résultats du chap. IV (cf. cor. IV.4.13). D'un autre côté, il 
est assez rassurant de pouvoir mener ces calculs à bien... 

Soit k un entier > 2. Soient ¿21,0:2 € &(L) des caractères localement constants 
vérifiant aia^1 £ { 1 , |:r | , |#|-1}, et tels que — — vp(ai(p)) < 0, si i = 1,2, et 
ri + r2 = fc — 1. On note £>ai?a2, le (<p, N, G)-module filtré L • e\ 0 L • e2, avec 

(p(e1) = ai(p)ei, 

^(e2J = o2(p)e2, 

NVei = 0, 

)iVe2 = 0, 
et 

f#(ei) = ai(x(p))ei , 

#(e2) = a2(x(#))e2 
:!ù*$^$ù^klo 

FiPDai,a2 = 
^l!ù*$ù** si z < 1 — fc, 

L - ( G ( a i ) e i + G(a2)e2) si 1 - k < i < 0, 

0 si i > 0. 

Dans la formule ci-dessus pour la filtration, G (ai) et G(a2) sont des sommes de 
Gauss : si on a fixé un système compatible (Cp^)neN de racines primitives p^-ième 
de l'unité, et si S G alors G (S) ne dépend que de la restriction de S à Z*, et on a 
G (S) = 1 si cette restriction est triviale, et, si S est de conducteur pN, avec TV > 1, 
alors G(5) = EXG(ZP/P^Zp)* £(aOCpAT..En particulier, on a #(G(£)) = S-1(x(g))G(ô) 
si <7 G ^Qp, ce qui fait que la filtration est bien stable sous l'action de ^ Q P . 

Le ((p,TV,&QP)-module filtré est admissible et irréductible grâce aux conditions 
mises sur r\ = —vp(ai(p)) et r2 = — vp(a2(p)). Il existe donc Vai,a2 G RepL^Qp 
telle que Dpst(Vrai?a2) = Dai,a2, et le déterminant de Vaiia2 est xk~1a\OL2. On note 
Aai?a2 et A£ a2 respectivement les (ip,T)-modules D(Vai}0i2) et (Vaij0l2). On a 
donc AAIIA2 = S §§g\ A£l>0!2, et on peut décrire A£1>a2 comme un sous-^-module 
de £%e\ © ^e2 ; de manière précise, si £i,x2 G alors #iei + x2e2 G A£ 2 si et 
seulement si : 

• x\ est d'ordre r\ et x2 est d'ordre r2 ; 
• G(a1)a1(p)-niP-n(xl) - G(a2)a2(p)-n<f-n(x2) G t * " 1 / ^ ] ] , pour n > 0. 
En particulier, si ¿¿1 et /x2 sont des distributions sur Zp, alors 

(l + T ) ^ i ) e i + ( 
m!ù** 

(l + T)^2)c2€Atifaa 

si et seulement si ¿¿1 est d'ordre ri, //2 est d'ordre r2, et si 

2) eDxD, Resz*(* 

rZp 
Çnxl ^ = G(a2)a2(p)~n 

^:lmù$* 

:kjkmù*ù^m 

pour tous i G { 0 , . . . , k — 2}, et n G N assez grand. 
Soient 

I <*i,AI = ar 1a2, 

îl,a2 = X ûl» 

^2,Q! = û!i, 

*2,a2 = «2 , 

^1=^1,01*2,^(^1^1) 1=xk 2a2a11\x\ \ 

U = Siia2S2 (x\x\) 1=xk 2a1a2 \x\ x. 
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Si z G { 1 , 2 } , notons U(ai) la représentation n(o\5ai,o*2,AI5oo) de GL2(QP) dans les 
notations de [26]. Rappelons que II(o^) est un quotient de l'espace des fonctions </> de 
classe cé"ri sur Qp, telles que x >—> 6ai(x)<j>(l/x) se prolonge en 0 en une fonction de 
classe cé"ri, muni de l'action à droite de GL2(QP) définie par 

<t> * ( c d ) = Xi (ad - bc)ôai (ex + d)0l 
,ax + 6. 

Kcx + d" 
OÙ Xi = № | ) lÔlt0li> 

On note n(oji)* le dual topologique de Il(oji) que l'on munit de l'action à gauche 
définie par (g • 0) = (/i, 0 • g) . 

Soit ¿0 = det^AI,A2 = ( a ^ l ) - 1 ^ - 1 » ! ^ . Les caractères centraux 
de I I ( a i )* et n(a2)* sont tous deux égaux à SQ1. 

Le théorème principal de [8] peut se reformuler de la manière suivante. 

Théorème 113J. — Si z = (z^)nez est un élément de ( A ^ Q2 <S>S0 1)MQP, il existe 
Mz,i £ n(oji)* et //Z)2 G II(a2)* telles que, quel que soit n e Z, on ait 

ùmmhù^$ «i(p)n 
'p-"Z,P 

2) eDxD, Resz*(*2) = CL + «2(p)n 
:!mmù$*$ 

( l + T ) * " * / ^ ; j e , 

De pfazs, 2; 1—> et z 1—> /xz>2 sont des isomorphismes de ( A ^ A2 ®£0 * ) lEl̂ -I Qp stir 
II(oji)* et 11(0:2)* (7^ sont B-équivariants, et Vapplication composée /iZji 1—• z 1—• //z?2 
est tzn isomorphisme G-équivariant de II(oji)* sur n(oj2)*-

Proposition 113.8. — (i) Le sous-module A^LÏÛ!2 Ms0 P1 de AAIÎQ2 №s0 P1 est stable 
par G. 

(ii) ( A ^ a<2 (g) ^ô"1) Kl^-I P1 est isomorphe, en tant que G-module, à n ( a i )* 

etn(a2)*. 

Démonstration. — Le (i) se déduit du (ii) car les G-modules (AAI?A2 0 ô^1) MÔ-I P1 

et (AAIIA2 MsQ P1) ÇÇSQ1 sont isomorphes (cf. prop. I I . l . l l ) . Pour démontrer le (ii), il 
suffit, compte-tenu du th. IL3.7, de vérifier que w agit de la même manière des deux 
côtés, et les formules du squelette d'action montrent qu'il suffit de le vérifier sur Z*. 
L'isomorphisme ci-dessus nous ramène, d'après le (i) de la rem. IL 1.3, à démontrer le 
lemme II.3.13 ci-dessous. 

La démonstration de ce lemme demandant de jongler un peu avec les espaces fonc
tionnels, nous allons commencer par faire quelques rappels et démontrer un certain 
nombre de résultats techniques. 

- On note LAq l'espace des fonctions analytiques sur Zp. Un élément (j) de LAo est 
donc de la forme (j)(x) = J]fceN akXk, où ak G L tend vers 0 quand k —> +00. Si (f) est 
comme ci-dessus, on pose ^lao(0) — mifceN Vp(a>k)-

- Si u > 0, on note cé>u l'espace des fonctions de classe ^ sur Zp ; c'est un L-
banach pour une valuation v^u. De plus, LAo C ^n et il existe une constante Co(n) 
telle que v^((f>) > ^LAo(</>) + CQ(U), si (f) e LA0. 
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- Si r G Q* , et si / = J2keN akTk G on pose v{r}(f) = inffc€N vp(ak) -h rk ; 

on a aussi v<r>(/) = infx€CpjVp(x)=rvp(/(x)) et donc v^(fg) > v^(f) + v^{g). 

On remarquera que r i—> v^(f) est une fonction croissante. 
- Si u > 0, on note 3ê+ l'ensemble des éléments de ^ + d'ordre muni de la 

valuation vu(f) = inffc€NVpî k) + w ^ f ^ r ^ ' cest un L-harnach, et la transformée 
d'Amice induit un isomorphisme de L-banach de 3tu(Zp) sur En particulier, il 
existe une constante C\(u) telle que vp(Jz 4>fj,) > vu(Ap) H- v^u(cj)) + Ci(</>). 

Lemme IL3.9. — w e L. Si (j) est analytique sur Zp, si n > — inf(0, 

et six e Z*, alors x »-» (1 4- pnxi~1)w(j)( x+pnxi-i ) G LA0, e£ on a 

L̂AO ( l + p 7 1 ^ - 1 ) ^ ! a: 
1 H- onxi-1 ' 

-(j){x) ) > ^ L A O ( 0 ) + ^ ~ 
1 

p-1 
+ inf(0,t;p(îi;)), 

poizr n > — inf(0, vp(w)) et i G Z*. 

Démonstration. — Il suffit de prouver le résultat pour (p(x) = xk, auquel cas on a 

(1+Pnxr1r0{ 
x 

1 + pn:rz-1 
= (1 + pnxi 1)w kxk — xk = 

+ OO 

^*ù*$$ 

w — k 

3 
pnji~jxj+k, 

et le résultat suit de la minoration 

vp 
w — k\ 

j 

2) eDxD, z 
.7-1 

a=0 

vp(w - a) > -j{ 
1 

Kp-1 
- inf(0,vp(w))). 

Il existe no G N et W\, W2 G L tels que £Qj (1 -h x) = (1 + x ) ^ , si x G pn°Zp, et si 

¿ = 1,2. 

Corollaire IL3.10. — Si j = 1,2 et si £ E N , zZ e:ns£e ime constante Cj(£) telle que, 
pour tous n > n0 e t iG Z*, 

(d>i.<n,.ij) > n+Ci(£)i où <bj.n.ij.(x) = (L. (1 -h pnxz ) 
Resz*(*2) = w*(Res 

,;lmmù 

!mù 
mù 

Lemme II.3.11. — Soit f GResz*(*2) = w * ( R e s ^ r > ( / ) > 2M, pour tout r > M'1, alors 

fe(pM,TM2)6+. 

Démonstration. — Si / = X̂ fceN akTk, on a en particulier, vp(ajç) + M lk > 2M, 
pour tout k, et donc vp(ak) > M , si A: < M2. Ceci permet de conclure. 

Lemme 11.3.12. — // existe une constante M(u,C) telle que, si M > M(u,C), et si 
f = SfcGN akTh G est telle que vu(f) > C et vp(ak) > 4M2 pour tout k < M2, 
alorsv^(f) > 2M, pour tout r > M 1. 
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Démonstration. — L'hypothèse vu(f) > C implique vp(ak) + rk > C + rk — u ° p • 
L'expression ci-dessus est une fonction croissante de k, pour k > rl™gp- Donc, si 

r > M"1 et k > 4M2, on a vp(ak) + rk > C + 4M - uog{1+*pM2) > 2M, si M est 
assez grand. 

Rappelons que A^x tt2, qui est égal à a2 puisque Aaija2 est irréductible, est 
inclus dans âê+ex 0^+e2 . D'autre part, il existe m tel que ((1 + T)pTn - 1 ) * " ^ ^ 
soit inclus (cf. [8]) dans le sous-module A+i?a2 qui se trouve être un <?+-module de 
rang 2 car une représentation cristabéline de &QP est de hauteur finie. Il en résulte 
que A^x a2 est aussi libre de rang 2 sur S+. 

Lemme II.3.13. — Si z e A 1̂>a2 IEI Z*, la suite de terme général^ 

ie(zp/P"Zp)* 
znti, où znti = <5oH_1)(l + T)V_,2 • ^>NVn((l + Ty^z), 

converge dans AAIJCI2 vers z' = (? J) ' z 

Démonstration. — Il existe des distributions \±3- G @rj (Zp, L ) , pour j = 1,2, telles que 

z = Iz;(1+T)X £¿=1 Nej- Par ailleurs, on a z' G A ^ BZJ, image de A ^ par 

Reszj [en effet, z T—> /JLZ1 induit un isomorphisme de A ^ A2 IEIQP sur I I (a i )* , et Reszj 

induit une surjection de A ^ a2 IEI QP sur A ^ a2 IEI Z* ; cela permet de relever z en un 

élément z de I I ( A I ) * et z' n'est alors autre que la restriction à Z * d e ( 5 o ) - z G n ( A I ) * 

(identifié à A* A2 IEI Q P ) ] , et z' = / (1 + T)x £ 2 où Xj est, si j = 1,2, la 

distribution définie par 

;llmùù 
Mx) À? = 

JZ* 
v 

Xj(-^)Saj(x)(l>(l/x) fij. 

Si i G Z* et n > 1, soit 4?i = (1 + r ) V n ^ n ( ( l + T ) ~ V ) de telle sorte que l'on ait 

2' = SZ€Z;MODP^ zn,i- 11 existe des distributions Ajjn,» G ^rj.(Zp,L), pour j = 1,2, 

telles que(52) 

V>n((i + T ) " V ) = 
!*^§^ù 

r (1 + T)a 
2 

3 = 1 

\j,n,iCj et donc ^n((Dir_i * Aj)ej) = Xj^^ej. 

Soit un ^-réseau de Aai?a2, stable par ip et T, contenant z et z'. La stabilité 
de D par <p fait que t/>n((l + T ) _ V ) G D^, et comme D^ est compact, il existe Cj G R, 
pour j = 1,2, tel que v@r. (Xj,n,i) > Cj, pour tous n > 1 et i G Z*. 

(51) On a So(—i 1) au lieu de So(i 1) à cause de la torsion par SQ 1 (ne pas oublier que detw = —1). 
(52) Dir_j est la masse de Dirac en — i ; convoler avec Dir_̂  correspond à multiplier par (1 + T)~%. 
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Maintenant, comme O-pie^) = aj(—i2)ej, on a 

«n.i = « o ( - R 1 ) ( l + T)i 
2 

.7 = 1 
k^ù*$ 

JpnZp 
(1 4- T)x Dir_^-i * ^3\aj(-i2)ej 

et comme <50(—i i2) = Xj(—l)^aj(« ) , on obtient 

^ , = (1 + 27 
li-l+pTiZp 

(1 4- T1)-*2^-* *) 
2 

;lmù 

X j ( - 1 ) < M * )/Xjej 

= ( i + i y 
Ji+pnZp 

(1 + T1)"*2^ 1-i *) 

,ùm^pm 

Resz*(*2) = w*(Res 

= (1 + T ) * 
ùm!:: 

(1 _|_ JNIXCÎ+X) 1 

^$$^µù* 

2 
:mmùm l + xi )(Dir_j * Àj)ej 

= ( I + T ) V " i 
;;mlù$ 

(1 + J,)IX(*+PTLRC) 1 
2 

¿=1 
5a.(l +pnxr1)V;n((Dir_i * Ajjcj) 

= ( l + T ) V N 

;;m 

Resz*(*2) = w*(Res 
2 

ùm$* 

Resz*(*2) = w*(Res vcvg 

Notre problème est de montrer que JZÌGZ* modpn (zn,i — zn,i) ^end vers 0 dans Aai?a2 
quand n tend vers 4-oo. Or on peut écrire zUii — z'ni sous la forme (1 + T)lipn(ynii), 

et l'on a d'une part, 

yn,i = *>H_1)(*02 ») • </>"((! + T)*~ z) - + T ) " ' / ) € £>», 

et d'autre part. 

Resz*(*2) 
= w*(Res 

2 

.7 = 1 v 

{5ai{l+pnxi-1){\ + j,)ix(«+p"x)~1 _ (i + T)x) AJ>>iCi. 

Ecrivons 
2/N,Ï sous la forme ^^Jj=\Ftj,n,i£j-) avec Fjni — ^JT^N ^ Ê >RÏ' ^ 

j = 1,2. L'appartenance de yn^ à implique que vrj(Fj^n^) > Cj, pour tous i G Z* 
et ri > 1. Par ailleurs, on a aj,N,Î,fc — JZ ^j.n.i.k ̂ j,n,i, où (/>jin,i,k est la fonction 
apparaissant dans le cor. IL3.10. On déduit de ce corollaire la minoration vp(ajiTliiik) > 
n 4- Cj(k) 4- Cj 4- Ci(r^), pour tous n > no et i G Z*. Il en résulte, d'après le 
lemme II.3.12 que, pour tout M G N , il existe n(M) G N tel que v^(FjiU^) > 2M2 
pour tous r > M-1 et i G Z*, si n > n (M) . 

Soit maintenant / i , /2 une base de A£ a2 sur choisie de sorte à être aussi 
une base de D sur G#. On peut donc écrire yn^ sous la forme an^/i 4- FRN,Z/2, avec 
an,i^n,i £ ^ J . Par ailleurs, il existe des éléments ci,c2,03,04 de Prac(^+) tels que 
l'on ait fi = c\e\ 4- c2e2 et /2 = c3ei 4- c4e2. On a donc an^ = CiFi>n)i -h c3F2?n>j et 
&N,Z = c2Fi)Tl5i 4- C4F2?N .̂ Soit r G Q* tel que ci,c2,03,04 n'aient pas de pôle sur le 
cercle vp(T) = M-1 ; alors v^(ck) = inf^Cp,vp(x)=r vpick{x)) est fini, et si on note 
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Cr G R le minimum des v^(ck), pour k G {1 ,2 ,3 ,4} , on a v^(an^) > Cr + 2M2 
pour tout i G Z*, si M > r-1 et si n > n(M). Choisissons r de la forme iV_1, et 
prenons M assez grand pour que GR + 2M2 > 2N2. Alors, d'après le lemme II.3.11, on 
a an^,bN,I G (p^ ,TN)ÛG, si n > n(M). On en déduit la convergence vers 0 de yn^ 
dans uniformément pour i G Z*, et donc aussi celle de (1 + T)Vn(2/N,I) dans £>. 

Ceci permet de conclure. 

4. Déformation d'un ((p,T)-module. — Soit DQ un (<£>, r)-module étale sur @G, et 
soit Vb = V ( D q ) . Fixons une base e\,e2 de la représentation Vb de ^Qp, ce qui 
nous fournit un morphisme po : &QP —» GL2(<^L)- On note p : &QP —> GL2(&L) sa 
réduction modulo m^. Soient cri,..., ar des générateurs topologiques de ^Qp, et soit 
(AI,i,fc)i<IJ<2î pour k < r, la matrice de <7fc dans la base ei, e2- Si p : —• G L 2 ( ^ L ) 
a pour réduction p modulo TOL, il existe des XIJ^ £ HIL tels que, pour A: < r, on ait 
p(tf"fc) = + XI,J,K)I<I,J<2- Ceci permet de voir l'ensemble de ces représentations 

comme un sous-espace de m4r. Plus précisément, si on note S le quotient de ^ [ [ ^ Q J , * : ] ] 
par l'idéal engendré par les relations entre les p(o-fc), et 3C le spectre de 5, alors l'espace 
de ces représentations s'identifie aux points 3£(ÛL) de 3£ définis sur 6^. 

Par construction, on dispose d'une 5-représentation V de dimension 2 de &QP 
munie d'une base ei,e2 dans laquelle la matrice de est (DIJ^ + ^I,J,K)I<IJ<2, 

si 1 < k < r. Si s G 3C(GL), on note ms l'idéal de S correspondant et Vs la ré
duction de V modulo ms ; c'est une ^-représentation de dimension 2 de , et on 
obtient de cette manière toutes les ^-représentations de dimension 2 de @QP ayant 
pour réduction p (comme on a fixé une base de Vs, l'espace que l'on a construit est 
un fibre au-dessus du champs des représentations à isomorphisme près). On dit que 
s G f est cristallin (resp. semi-stable, resp. cristabélin, resp. triangulin) si Vs est 
cristalline (resp. semi-stable, resp. cristabéline, resp. trianguline), et on note ^Tcris 
et <5Ttr respectivement l'ensemble des points cristallins et celui des points triangulins 
de 3£ ; ce sont [28, 55] des sous-ensembles zariski-denses de 3£ (sauf peut-être dans 
des cas très spéciaux ; cf. note 7 pour des commentaires sur les cas non couverts par 
la littérature). 

Soit ms l'idéal maximal de S. Alors S est la limite projective des Sn = S/mg, et Sn 
est une ^-algèbre finie pour tout n. Soit D = D ( V ) . Alors D est la limite projective 
des D(5n (8)5 V), et est un S®ÛG = lim5n <G)&L ^-module libre de rang 2. 

Si s G 3C, la réduction Ds de D modulo ms s'identifie à D(V8). On déduit de la 
prop. II.3.8 que D\ IEI P1 est stable par G si 5 est cristallin. Comme l'ensemble des 
points cristallins est zariski-dense dans 3C, cela implique, d'après le lemme II.3.6, que 

El P1 est stable par G . La prop. II.2.15 permet alors d'en déduire que Dq IEI P1 
est stable par G , et Do étant quelconque, cela termine la démonstration du th. II.3.1. 
Le th. II.3.3 s'en déduit alors en utilisant le lemme II.3.6. 
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III . Représentations de GL2(QP) 

Ce chapitre rassemble un certain nombre de résultats de base concernant les repré
sentations de G = GIÎ2(Qp) . Le lecteur y trouvera en particulier une démonstration de 
l'existence d'une présentation standard pour les objets de ReptorsG, et deux descrip
tions du dual d'une telle représentation, qui serviront de modèles pour la construction 
du foncteur II i-> D ( I I ) du chap. IV. 

I I I . 1. Représentations lisses de GL»2(.F). — Ce § contient des résultats assez 
standard concernant les représentations localement constantes (plus couramment ap
pelées lisses) de GL2(F), où F est un corps local non archimédien. 

1. Gh2(F) et ses sous-groupes. — Soit F un corps complet pour une valuation 
discrète vp, soient Op l'anneau des entiers de F, n une uniformisante de F et 
kF = ûp/irûp le corps résiduel de F. 

Soit G = GL2(F). On note 
• Z le centre de G ; c'est l'ensemble des ( g ® ) > avec « € F* ; 
• B le borel standard de G ; c'est l'ensemble des ( g bd ) , avec a,d G F*, b G F ; 

• P = (FQ ^ ) le sous-groupe mirabolique, et P + le monoïde ( ÛF~{°} 

• U = (1*1) le sous-groupe des matrices unipotentes supérieures, U~ = (pi) 
le sous-groupe des matrices unipotentes inférieures; si n G Z, on note U(^n6p) 
et U-(nn0F) les sous-groupes ) et Ç) ; 

• A le sous-groupe des matrices diagonales, et A+ = (F0* i) et A~ = ( J ^ * ) ; 
• w la matrice ( ? ¿ ) ; 
• A le groupe diédral engendré par A et w ; 
• K = GL2(Ô'p) le sous-groupe compact maximal standard de G. Plus générale

ment, si n G N , on note Kn le sous-groupe de K des matrices congrues à 1 mod pn 
(on a donc Ko = K). 

• Si n > 1, on note In le sous-groupe de K des matrices triangulaires inférieures 
modulo 7rn. 

PropositionIII. 1.1. — (i) Le sous-groupe de G engendré par (lûf) et (&Fi) 
est SL2(ÛF). 

(ii) Le sous-groupe de G engendré par et (^-i1^ ?) est Sli2(F). 

Démonstration. — C'est un résultat parfaitement classique. Soit H le sous-groupe 
de G engendré par (¿ ^F ) et ( ¿F \ ) . C'est un sous-groupe de SL2(ûp). Par ailleurs, 
si b G 0$, si (acbd) G SL2(Ô>F), si y = b, si x = b~1(d- 1) et si z = b~l(a- 1), on a 
x,y,z G üp et 

/ 1 0 \ / l y \ / 1 0 \ _ / 1+2/2 V \ — (ab\ 
U l A o ï / U U — V x+z+xyz xy+l ) — le d)' 

On en déduit que H contient l'ensemble X des (acbd) G SL2(^>) vérifiant b G 

En particulier, (_° io) € et comme J ) G S L 2 ( ^ F ) implique ( j j ) e l o u 

( - i o ) ( c d) G X> cela démontre le (i) . 
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Four démontrer le (n), on peut utiliser le (i) et lidentite 

i Att"1 I A - i oj - U 7T-V' 

pour en déduire le fait que le sous-groupe H' de G engendré par (J a* ) et {n-i^F 1 ) 

contient SL2(^F) ^ { ( ^ o 7 r - n ) , ^ G Z } . L a théorie des diviseurs élémentaires permet 
alors de prouver que H' contient SL2(F), ce qui permet de conclure. 

2. L'arbre de PGL2(F). — Le groupe G agit sur F2 ; notons ei, e2 sa base canonique. 
On a alors g • e\ = ae\ + ce2, g • e2 — bei + de2, si g — (acbd) G G. L'action induite 
sur P1(F) envoie la droite de base ze\ + e2 sur celle de base ff+^ei + e2. En identifiant 
P1(F) k FU { o o } , cette action devient g(z) = f f ^ . 

Un ouvert élémentaire de P1(F) est un ouvert de la forme D(a,n) = a + -KU@F, 

avec a G F, n G Z, ou son complémentaire. Si n G Z, on note D(oo,n) l'ouvert 
complémentaire de Z)(0,1 — n) ; c'est l'image de £)(0,n) par w = (? I). 

Lemme III. 1.2. — Si g = ( " S ) € G, si u e F et si n € Z, les conditions suivantes 
sont équivalentes : 

(0 M £ 3 > 0 ; 
(ii) #(u + irnÛF) ne contient pas oo ; 
(iii) o(u + 7T™^F) = o(w) + nnq'(u)â'F, où g' est la dérivée de q (agissant sur 

F U { o o } ) 
(iv) g{*Z«)lZ=(*î\)lZ, avecv = g(u) et m = n + vF(g'(u)). 

Démonstration. — La condition vp(^l+d) > 0 équivaut à ce que eu + d + irncy ne 
s'annule pas pour y € ûp, où encore à ce que cx+d ne s'annule pas pour x € U+TT71^. 

On en déduit l'équivalence entre (i) et (ii). 
Maintenant, l'équation g(u + Trnx) = g{u) + nng'(u)y équivaut à y = h(x), où 

h = Resz*(*2) = w*(ResResz*(*2) = w*(ResResz*(*2) = w*(ResResz*(*2) = w*(Res 

0r 9{u) = f£a et 2 » = T ^ W - ° N OBTIENT DONC 

Resz*(*2) = w*(ResResz*(*2) = w*(ResResz*(*2) = w*(Res 

- v o i A C CU+d J v o i ; - v o cu+d ) v -̂R% i ; 

La condition (iii) étant équivalente à ce que h(ûF) = @F-> l'équivalence entre les condi

tions (i) et (iii) suit de l'expression ci-dessus pour h. Enfin, la condition (iv) est équiva

lente à l'appartenance de hx = (*Q ly^i^o Ï ) kIZ- 0R hi = ( ^ ^ V O X ) " 1 °)h, 

et l'appartenance de h\ à IZ est équivalente à celle de h, et donc à ^F(-^Z^) > 0, 

c'est-à-dire à la condition (i) . Ceci permet de conclure. 
Si /1, /2 forment une base de F2, on note (/1, /2) le ^-réseau ÛF/10 âFj2 de F2. 

Le groupe G agit sur l'ensemble des réseaux de F2 : si A = (/1, /2) est un tel réseau 
et g G G, alors g • A = (<7 • /1,0 • /2)- H agit aussi sur l'ensemble ^ des classes 
d'homothétie de réseaux de F2. Comme le stabilisateur de (ei, e2) est et comme G 
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agit transitivement sur l'ensemble des bases de F2, l'ensemble des réseaux de F2 est 
isomorphe, en tant que G-ensemble, à G/K, et l'ensemble des classes d'homothétie 
est isomorphe à G/KZ. 

Soit 2F Y arbre de PGL2(F ) . Les sommets de 2F sont les classes d'homothétie de 
réseaux de F2, et les arêtes orientées sont les paires [s,s'], avec d(s,sf) = 1. On note 
y 9é G/KZ l'ensemble des sommets de 2F. 

Soient s, s' G 5F. Si on choisit un réseau A dans la classe d'homothétie s, il existe A', 
unique dans la classe d'homothétie s'tel que A' C A et A / A ' soit un ^-module 
cyclique. Il existe alors n = d(s,s') G N unique tel que A/A7 = ÛF/^ÛF, et d(s,sf) 
est la distance de s as'. 

On note <To la classe du réseau (ei,e2), et, si n G Z, on note an celle du réseau 
(^o î ) ' °o ~ (7rnei,e2). On a d(crn, <rn+i) = 1 quel que soit n G Z. 

Si s, sf G il existe un unique segment orienté [s, s'] d'extrémités s et s'. Si A 
et A' sont des représentants de s et s' tels que A7 C A et A / A ' = GF/^ÛF, alors les 
sommets de 2F contenus dans [s, s'\ sont so = s, Si,. . . , sn = s', où Si est la classe du 
réseau A7 + 7rzA. Si i" = [s, s7] est un segment orienté de 2F, on définit sa longueur 1(1) 
par ¿(7) = d(s,s'). 

Le groupe G agit sur les segments orientés de 2F, et préserve la longueur. Par 
ailleurs, d'après la théorie des diviseurs élémentaires, si A et A' sont des réseaux de F2 
vérifiant A' C A et A/A7 = &F/^N&F, alors il existe une base /i,/2 de F2 telle que 
A = (/i, /2) et A7 = (7rn/i, /2). L'action de G sur les segments orientés de 2F de lon
gueur n est donc transitive, et comme le stabilisateur de la paire ((ei,e2), (7rnei,e2)) 
de réseaux est In, l'ensemble des segments de longueur n est isomorphe, en tant que 
G-ensemble, à G/InZ. 

Soit s e y . Il existe un unique réseau As dans la classe de 5 tel que la projection 
de As sur Fe2 parallèlement à Fe\ soit ÛF^2- Si As fi Fei = 7rn^?ei, une base de As 
sur ^ est alors 7rnei,e2 -h 6ei, et 6 est uniquement déterminé modulo T<N@F- Un 
choix de b étant fait, les arêtes [s, sx] partant de s sont paramétrées par # G P^fcjr). 
Si x = 00, alors sx est la classe du réseau (7rn~1ei, e2 + 6ei) ; si x G et si £ G 
relève x, alors sx est la classe du réseau (7rn+1ei, e2 + (6 + 7rnx)ei). A une arête [s, s7], 
on associe un ouvert élémentaire D[Si8^ de PX(F) grâce à la recette suivante suivante : 
si s7 = SQO, alors D[SiS/] est le complémentaire de b + ; si 5 = sx, avec x E kp, 
alors 7>[ss/] = 6 + 7rnx + 7rn+1^, et D[s)S/j ne dépend d'aucun des choix que l'on a 
faits. On obtient de la sorte une bijection entre l'ensemble des arêtes orientées de 2F 
et l'ensemble des ouverts élémentaires de P1(F). De plus, si on fixe s, alors PX(F) est 
la réunion disjointe des -D[S)S/j, où [s, s7] décrit les arêtes orientées d'origine s. 

Si [50, si] est une arête de 2F, on note $\SOjSl) le sous-arbre de 2F issu de [s0, si]. Ses 
sommets sont les sommets 5 de 2F tels que s\ G [so, s]. Si C/ est un ouvert élémentaire 
de P1(F), et si [SQ,SI] est l'arête de 2F qui lui correspond, on note aussi 2F\j le sous-
arbre ^So,Sl) de On a donc ^b[a j = ^s0,Sl)5 si [so,si] est une arête de 2F. 

Si ^ est un sous-arbre de 2F, un sommet 5 de si est extrémal si «ê  — {5} est encore 
un arbre ou est vide; une arête [so?si] de si est une extrémité de s/ si si — {SQ} 
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est inclus dans ^So,Sl). Si [so,si] est une extrémité de srfalors so est un sommet 
extremal de si, et si \srf\ > 2, de tout sommet extremal so part une extrémité [so, si] 
et une seule (si < 1, il n'y a pas d'extrémité, mais « tous » les sommets sont 
extrémaux). 

Si s G ¿7, une demi-droite d'origine s est un sous-arbre de ¿7", réunion croissante 
de segments Jn d'origine s, avec -£(Jn) —• +oo quand n tend vers +oo. Si A est une 
demi-droite d'origine s, ses sommets sont de la forme sn, pour n G N , avec so = s 
et d(sn,sm) = |n — ra|, si n, m G N . La suite d'ouverts -D[Sn,s ] est alors une suite 
d'ouverts emboités dont l'intersection est un point de l'ouvert Z>[SOjSlj. On obtient de 
la sorte une bijection entre l'ensemble des demi-droites d'extrémité [so,«i] et l'ou
vert D[SQjSl] de P1(F), et donc aussi entre l'ensemble des demi-droites d'origine so 
et P1(F)\ 

Si srf\ et sont des sous-arbres de 3T, on définit la distance d («e^ i , ^ ) comme 
le minimum des distances d(si,s2), où Si (resp. s2) parcourt les sommets de srf\ 
(resp. «2*2). Alors d(«e^i,«2^2) = 0 si et seulement si srf\ D £/2 7̂  0, et si 4 H 4 - 0? il 
existe un unique couple (51, s2), avec si G &4\ et s2 G ^/2, tel que d($i, s2) = d(«e^i, ^ 2 ) . 

Représentations de G. — Soit A un anneau commutatif. Une A-représentation II 
de G est un A-module muni d'une action A-linéaire à gauche de G. On dit que : 

• II est de caractère central ôn, où Su ' Z —•> A* est un caractère, si g G Z agit par 
multiplication par on(#)- (Si II est tué par pn, on peut multiplier Su par un caractère 
à valeurs dans 1 +pnZp ; il n'y a donc pas unicité du caractère central dans le cas de 
torsion.) 

• II est localement constante (ou lisse), si le stabilisateur de tout élément v de II 
est ouvert dans G ; 

• II est admissible si IiKn est de type fini sur A quel que soit n G N ; 
On note ReptorsG la catégorie des ^-représentations de G admettant un caractère 

central, localement constantes, admissibles, de longueur finie. Si S : F* —> Û"l est un 
caractère continu, on note Rep^orsG la sous-catégorie de ReptorsG des représentations 
sur lesquelles g e Z agit par multiplication par ô(g). 

Remarque III.1.3. — Si F = Qp, l'admissibilité est une conséquence des autres condi
tions [2, 13]. 

Lemme IIL1.4. — Si M est un 0^-module de longueur finie muni d'une action conti
nue de U, alors U agit trivialement sur M. 

Démonstration. — Si n G Z, comme U{Ku6F) est un pro-p-groupe, l'action de 
XJ{TÏu0F) sur M est unipotente. Ceci implique que, si £ est la longueur de M sur &L, 
alors (u — 1)^ = 0 sur M quel que soit u G U(TïnûF). Soit k le plus petit entier 
vérifiant pk > £. On a alors pkM = 0, et 

P2K 
- 1 = 

P2K 

2=1 

p2k 

l 
(u - If = 0, 
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car vp((p. )) > k si i < pk, et (u - l)1 = 0 si i > pk. On en déduit que U(-KN+2KÛF) 

agit trivialement sur M quel que soit n G Z, ce qui permet de conclure. 

Lemme III. 1.5. — Soit II G ReptorsG. Si M C II est un sous-ÛL-module de longueur 
finie stable par le sous-groupe diédral A, alors M est stable par G et fixe par SLi2(F). 

Démonstration. — Comme M est de longueur finie sur <^L, il existe A; G N tel que M 
soit fixe par U(itkÛF)- Maintenant, comme M est de longueur finie sur ÛL et stable 
par (P~N quel que soit n G Z, on a M = (p~Qn • M quel que soit n G Z, et M 
est fixe par ( * ~ n \ ) U ( > K K Û F ) ( ^ \ ) = U(7rK-NÛF), quel que soit n G Z. On en déduit 
que M est fixe par U. Comme G est engendré par U et A , cela montre que M est 
stable par G et fixe par le sous-groupe distingué de G engendré par U, c'est-à-dire 
par SI/2 ( F ) . Ceci permet de conclure. 

4- Présentation d'une représentation de G 

Lemme III.1.6. — Si II E ReptorsG; il existe W C U de type fini sur ÛL, stable 

par KZ, engendrant II comme G-module. 

Démonstration. — Comme II est localement constante et de longueur finie, il existe 
n G N tel que II soit engendrée par HKn. Comme Kn est distingué dans KZ, cela im
plique que IiKn est stable par KZ, et comme II est admissible, cela implique que IiKn 
est de type fini sur ÛL. On peut donc prendre W = HKn, pour n ^> 0. 

Si II G ReptorsG, on note W(U) l'ensemble des sous-^-modules w de type fini 
de II, stables par KZ, engendrant II comme G-module. Si W G W{U), on note I(W) 
Vinduite compacte c — Ind^zPF, c'est-à-dire l'ensemble des fonctions (j) : G —• W, à 
support fini modulo KZ, telles que (j)(kh) = k • (j)(h) si G KZ et h G G, sur lequel 
on fait agir g G par translation à droite sur la variable (i.e. {g • (j)){h) = (f)(hg)). On 
dispose alors d'une application G-équivariante surjective de I(W) sur II, envoyant (j) 
sur ^g^G/KZ 9 ' (/)(5F~1)? et on n°te R(W, II) la sous-représentation de G noyau de 
cette application. On a donc la suite exacte 

0 —• R{W, n ) —• I(W) —• n —-> 0, quel que soit W G W(U). 

Si v e W et g e G, on note [g, v] l'élément de I(W) défini par 

l9,v](h) = 
\ hg • v si hg G KZ, 

0 si ^ ^ KZ. 

On a, [g,v] = g - [l,v], et l'image de [g,v] dans II est g • v. Si # G G, on note [p, W] 
l'ensemble des [g,v], pour v G VF. C'est un sous-^-module de I{W) qui ne dépend 
que de la classe de g dans G/KZ = 2Ï. Son image dans II est le translaté g • W de W 
par g. 

Comme [g, W] ne dépend que de la classe de g dans G/KZ = 5?, cela permet de 
donner un sens à [s, W], si s £ 3? (on identifie l'arbre à l'ensemble de ses sommets). 
On a alors I(W) = (Bse&[s, W]. Si est un sous-arbre de 3F, et si x G I{W), on 
dit que x = ]Cse5"Xs' avec xs € I5?^]? eŝ  à support dans srf, si on a xs = 0 quel 
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que soit s £ s/. On définit le support de x comme le plus petit sous-arbre si de ^ 
tel que x soit à support dans si (c'est l'enveloppe convexe de ce qui est généralement 
appelé le support). 

Remarque IIL1J. — Si W C II est stable par et si n G N , notons W (n) le 
^-module X^(s,a0)<n s ' Comme o~o est fixe par K, et comme G préserve la 
distance, W[n] est stable par K. De plus, (W^ni])^ = W^ni+n^ quels que soient m, 
n2 G N . 

On dit que I(W)/R(W, II) est une présentation standard de II, si i?(W, II) est 
engendré, comme ÛL[G]-module, par l'inclusion deW(l[l^)-W dans W et ( 0 î ) • W. 
Autrement dit, J (W)/ i ï (W, II) est une présentation standard de II si et seulement 
si R(W, II) est engendré, comme ÛT\G\-module, par 

Rm(W,U) = {[(^1),x]-[(l°1),y], avec y e W n ( V ?) • ^ et s = (5 ? ) • » } . 

Les représentations admettant une présentation standard sont stables par sous-
quotient et par extension, comme nous le verrons plus loin (prop. III. 1.16). 

5. Construction de représentations admettant une présentation standard 

Lemme III.1.8. — Soient Ii G ReptorsG, W G W(U) et W = W n ( \ 1 ? ) • W. Alors 

(i) ( î o ) , ^ / = ( o i ) ' ^ ' » , e n particulier, ( S ? ) • W est inclus dans W. 

(ii) W est stable par /+(1) = \TTÛF ÛF et par (2 o) 

Démonstration. — Comme W est stable par ( ? J ) ê  Par ^ » on a 

( o i ) . ^ = W n ( ? â ) ( % - 1 î ) ( i â ) - ^ = ^n(J7r0_1)-^ = ^ n ( 5 î ) - ^ = ( 5 ? ) . W ' . 

Ceci démontre le (i) . On en déduit la stabilité de W par ( ? J ) ( o i ) = ( £ o ) - Enfin, 
W est stable par K n ° ) X ( S S), et ?)M2(^F)(S ?) = (f^ ce 

qui fait que le groupe i f PI ( ^ J ) ^ ( o i ) eŝ  constitué des matrices ( ac bd ) de K avec 
c divisible par p, c'est-à-dire /+ (1 ) . Ceci permet de conclure. 

Soit i:W —> (oi)-W défini par t(v) = ( 5 ? ) *v- D'après le lemme III.1.8, * induit 
un isomorphisme de W' sur ( Ç J ) - VF', et un petit calcul montre que, pour tous a: G W7 
e t ^ G / + ( l ) , o n a ^ . x ) = ( 5 ? ) ^ ( - - 1 o ) . ^ ) , e t *(( ? J ) - ^ ) ) = ( J 5 )-v, pour tout 
v G W . De plus, fî(°)(W,n) est l'ensemble des [(5 5),v] - [ ( J ? ) , ^ ) ] , pour v G W7, 
ce qui fait que I(W)/R(W, II) est une présentation standard de II si et seulement si 
le <^L[G]-module est engendré par les [(5 ?),î;] - [( J ? ) , t(t>)], pour f G W7. 
Ce qui précède admet une réciproque sous la forme de la proposition suivante. 

Proposition III.1.9. — Soient : 
• un ÛL-module de type fini W muni dyune action de KZ, 

• un sous-ÛL-module W de W stable par J+( l ) = (^JF @* ) et par ( J) , 

• un isomorphisme L : W —• (? J) • W ^ ¿(0 ' x) ~ ( 0 1 ) â r ( ? ) ' ¿0*0 <Ẑ eZs 
g^e soient x eW et g e /+ (1 ) , e£ ¿((5 J ) • = ( J g) • v quel que soit v G W, 
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• R(W, W, i) le sous-ûL[G]-module de I(W) engendré par [( g ? ) , v] - [( J ? ) , t(v)}, 
pour v G W, 

• U = I(W)/R(W,W',L), 

• WetW les images respectives de W et W dans IL 
Alors I(W)/R(W,U) est une présentation standard de II, et W = W D f̂71""1 Ç) • W . 

Démonstration. — La surjection VF —• VF induit une surjection I(W) —> / (VF), et 
la surjection naturelle I(W) —> II se factorise à travers /(VF), et donc nous fournit 
une surjection I(W) —» II. Comme l'image de R(W, Wf,t) dans /(VF) n'est autre 
que R(W, W , ¿), on a aussi II = I(W)/R(W, W ,t). Autrement dit, on peut rempla
cer W et W par W et W , et donc imposer à VF d'être inclus dans II ; c'est alors un 
élément de W(U) et R(W9U) = R(W,W',L). 

Pour démontrer la proposition, il suffit alors de prouver que W = WD ( J) • VF. 
En effet, si ceci est le cas, R(W,W ,L) n'est autre que le ^[GJ-module engendré 
par 

L'inclusion VF' C W FI f̂71""1 Ç) • W est immédiate. Pour démontrer l'autre, nous 
aurons besoin du lemme suivant. 

Lemme III. 1.10. — Soit H le sous-groupe de G engendré par Z, I~(l) = ( ^ 

et la matrice (? o ) - Si un système de représentants de G/H dans G est fixé, alors 
tout élément R de R(W,W',L) peut s'écrire de manière unique sous la forme d'une 
somme finie du type 

R = 

geG/H 
M [ ( s î ) ^ ] - [ ( è ? ) > * M ) -

Démonstration. — Remarquons que H est le stabilisateur de l'arête non orientée 
[^OÎ^I] de & (car ZI~(1) est le stabilisateur de l'arête orientée et (? Q ) échange ses 
deux sommets). Si g G(SS),t(t;) et si v G W, on a 

ff-([(S?),t;]-[(SS),t(t;)]) = [ ( S ? ) , ( S ? M - o " 1 S ) - « ] - [ ( à ? ) ^ ( ( S S M % 1 ? ) • « ) ] • 

Donc R(W, VF', L) est stable par le sous-groupe I (1) de G. De même, 

( ? S ) - ( [ ( 5 ? ) . « ] - [ ( & ? ) . * ( « ) ] ) = [ ( à î ) . ( 2 S ) - « ] - [ ( S Î ) . ( S à ) - ^ ) ] , 

et comme ¿((10) • i(v)) = (S o ) ' v» ce*a montre que iï(VF, VF', t) est stable par H. 
Cela permet d'écrire tout élément R de iï(VF, VF',6) sous la forme voulue. Il reste à 
montrer qu'une telle écriture est unique et, par linéarité, il suffit de prouver que si 

geG/H 
9-{[{ZÏ),v9}-l(î>ï)^(v9)})=0, où v9eW, 

alors vg — 0 quel que soit geG/H. Si tel n'est pas le cas, on peut choisir, parmi les 
sommets g(l J) ou g, pour geG/H avec vg ̂  0, un sommet 5 à distance maximale 
de 0o- Mais alors, H étant le stabilisateur de l'arête non orientée [oo,0"i] de 2F, la 
projection de la somme ci-dessus sur [s, VF] est réduite (suivant les cas) à [g(oi),vg] 
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ou à [g, i(vg)}. Comme on a supposé vg ^ 0, cela prouve que cette projection n'est pas 
nulle, ce qui conduit à une contradiction. On en déduit le résultat. 

Revenons à la démonstration de la prop. III. 1.9. L'unicité de l'écriture dans le 
lemme IIL1.10 implique, en particulier, que si [(o ~~ [ ( o i ) ' ^ ' ] ^ R(W,Wf, L), 
alors v G W et v' = t(v). Ceci permet de conclure. 

RemarqueIILl.il. — On peut voir la proposition ci-dessus comme un procédé de 
construction de représentations de G admettant une présentation standard à partir 
d'objets « finis » . 

6. Quelques propriétés des présentations standard. — On note le sous-
ensemble de W(U) des W tels que I(W)/R(W,Tl) soit une présentation standard 
de n . 

Lemme III. 1.12. — Si W G W(IÏ), les conditions suivantes sont équivalentes. 
(i) WeW^(U); 
(ii) pour tout sous-arbre si de 3F, toute extrémité [SQ,S\] de si et toute relation 

R = J2sestf[s, xs] G R(W, IV), de support inclus dans si', on a s\-xSl G so • W dans II . 

Démonstration. — Commençons par remarquer que la décomposition de R sous la 
forme R = Y2se£/lsixs] suppose que l'on a choisi un système de représentants de 
si c & = G/KZ dans G. Par contre la condition s\ -xSl G so • W ne dépend pas du 
système de représentants choisis, ce qui fait que l'on peut supposer que si = so(o ?)• 
Si maintenant, W G alors d'après le lemme III.1.10, le choix d'un système 
de représentants de G/H dans G permet d'écrire R, de manière unique, sous la forme 

R = 
geG/H 

^ • ( [ ( 5 ? ) . ^ ] - [ ( à S ) , ( S ? ) - ^ 

avec vg E W C\ (^Q1 Ç) • W. On peut imposer à SQ de faire partie du système de 
représentants de G/H dans G, auquel cas, on a xSl = vSl G W fl ( Ç ) • W, et donc 
si- xSl G so ( o ? ) ( 1 i ) • W = so • W. On en déduit l'implication (i)=>(ii). 

Passons à la démonstration de (ii)=>(i). Soit R G i?(W, I I ) , et soient si le 
support de R, et [so,si] une extrémité de si. On peut, comme ci-dessus, suppo
ser que si = s 0 ( o i ) . On peut alors écrire R sous la forme R = Y^se^ls^vs]^ 
et comme si • xSl G SQ • W dans II, cela implique que x8l e W Ci (^Q1 Ç) • W. 
Mais alors R0 = [(S?),*Sl] - [ ( o i M o i ) ' e RW(W,IL), et R - R0 est à 
support dans si — {si}. Comme une relation de support de cardinal < 1 est nulle, 
une récurrence immédiate sur le cardinal du support de R permet alors de prouver 
que R G R(°\W,Il), et donc que W G >^(0)(II). Ceci permet de conclure. 

Si si est un sous-arbre de , soit I^(W, II) = J]s€^ s -W CH. 

Lemme IIL1.13. — Soient si\ et ¿#2 des sous-arbres de 2?'. 

(i) Si 4 n ^ 2 / 0; alors /M (W, n) H I*2 (W, U) = 7M rw2 (W, U). 
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(ii) Si 4n^2 = 0, alors 1^(W,II) H ( W , I I ) = si • W Os2 • W, où (s1,s2) est 
l'unique couple de 4 x ^ vérifiant d(si,s2) = d(s/i,si2). 

Démonstration. — Soit x G I^1(W,H) n I^2(W,II). On a donc une relation du type 
x = Ylse^i s ' vs = Y2t£^21 ' Vt' ^ ê suPP°rt de cette relation. Soit [ro,ri] une 
extrémité de si, telle que ro £ L^in^2(W,lV) ; il existe donc i = 1, 2, bien déterminé, 
tel que ro € ^ (les sommets de si ne sont pas forcément tous inclus dans si\ U si2, 
si ¿#1 fi = 0> mais les extrémités le sont). Supposons que [r*o,ri] C sii : c'est 
automatique si si\ D si2 ^ 0 (en effet, si e G si\ D «G^, le segment [ro,e] est inclus 
dans M et contient l'extrémité [ro,ri] de sii); si ^ D ̂  = 0, c'est le cas sauf 
si ro est le sommet de sii le plus proche de si^-i. Comme W G W^°\ il résulte 
du lemme III.1.12, qu'il existe wri G W tel que ro • vro — r± • wri. En supprimant, 
dans la somme du côté de sii, le terme correspondant à ro et en remplaçant celui 
correspondant à r i par r i • (vri + wri ) , on obtient une égalité entre deux écritures 
de x dont le support est strictement inclus dans si. Une récurrence immédiate permet 
d'en déduire les (i) et (ii). 

7. Stabilité par extensions et sous-quotients 

Lemme 111.1.14. — SiW G alors G W^{U). 

Démonstration. — Soit R G i2 (W^ , I I ) , et soit si le support de R. On peut donc 
écrire R de manière unique sous la forme R = ^2ses^[s, xs], avec xs G W^. Si \s/\ < 1, 
alors R = 0, et si \si\ = 2, il existe ^ G G tel que g - si = {cr0,<7i}, ce qui implique 
ReR^(W^,U). 

On veut écrire # sous la forme Y^geG 9' ([( o î ) > xsl ~~ [( o î ) > 2/sl)> avec x9^Vg e w^ > 
nul pour presque tout # G êf. Ceci va se faire par récurrence sur le cardinal de «e^, 
et d'après ce qui précède, il suffit de considérer le cas \s/\ > 3. L'arbre si contient 
alors un segment [50,51,82], de longueur 2, tel que [SQ,SI] soit une extrémité de si, 
et, quitte à changer les représentants so,si,s2, on peut supposer que s\ = So(o 1 ) 
et s2 = so(?). 

Maintenant, on peut écrire xs, pour s G si, de manière non unique, sous la forme 

xs = s • ws + 

((èi)-l) 
((èi)-l)P-X' 

avec ws,vsj G VF, si z G P 1 ^ ) , et où g^ = (^Q1 J ) et ^ = (g j ) , où l'on a choisi 
un relèvement de i dans si z G Mais alors 

R' = 
lùm^p 

{[s,w8] + 

ieP1{kF) 
[sgi,v8,i] 

est un élément de R(W,U) de support inclus dans si' = {s G ¿7, d(s,si) < 1}. 
Comme [so,si] eŝ  une extrémité de si et 81 = so<7o> cela implique que les [so^ij^o], 
pour i G Px(A:i?) — { 0 } , sont des extrémités de si'. De plus, si i G P1(kp) — { 0 } , on 
a #¿#0 = 9js-> avec s G ^ si et seulement si s = s$ et i = j . Ceci implique, que si on 
écrit R' sous la forme R' = Ylse^' x'si avec x's ^ on a xSQ9i = [s0&, #s0,*] si 
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i G P1(fci?) — { 0 } . Il résulte donc du lemme III. 1.12, que sogi-xSQj G s^gi-W C SO'W'1'» 

si z G P1(/?F) — { 0 } , et on peut donc écrire xSo sous la forme so • wfs + so#o• xs0,o, avec 
ws0 ^ W. Or u^o = go<7oo • wfSo £ 9o ' W^l\ ce qui prouve que xSQ peut s'écrire sous la 
forme 50(Q ? ) ' 2/s05 avec ?/So G W[1] . La relation = R' - [s0,x0] + [*o(o i)>2/*o] a 
un support inclus dans l'arbre si — {so}? ce qui permet, par récurrence, de conclure. 

Corollaire III.l.15. — Si II admet une présentation standard, alors quel que soit 
W G ̂ (U), il existe W" G W^(TÏ) contenant W. 

Démonstration. — Soit W G W^°\U). Comme V^n+1l = (T^W)!1! et comme 
contient W si n est assez grand, le lemme précédent permet de conclure. 

Proposition III.l. 16. — Soit 0 —• Iii —• II —> II2 —»0 une suite exacte d'éléments de 
ReptorsG. 

(i) Si II admet une présentation standard, il en est de même de Iii et II2. 
(ii) Si Iii et II2 admettent des présentations standard, il en est de même de II . 

Démonstration. — (i) Soit W G >T(0)(II), et soit W2 C n2 l'image de W. Alors 
R(W2,H2) est l'image de R(W,II) dans I(W2), et on peut prendre pour générateurs 
de R(W2,I12) les images d'une famille de générateurs de i?(II, W). Ceci permet de 
montrer que I(W2)/R(W2,H2) est une présentation standard de II2. Maintenant, 
soit Wi = W D II i , et soit R G i2(Wi,II i ) . Soit si le support de R. On peut 
alors écrire R, de manière unique, sous la forme ^2se^xs, avec xs G [s, Wi] . Soit 
[s0,si] une extrémité de si. Comme R(Wi,Ui) C R(W,Il), et comme I(W)/R{W,U) 

est une présentation standard de II, on a «o * xSQ G si • W. Comme par ailleurs, 
- xSQ G I i i , et s^1 • Iii = I i i , on a so * %s0 G si • W\. Le lemme III. 1.12 permet d'en 

conclure que I(Wi)/R(Wi,Iii) est une présentation standard de I i i , ce qui termine 
la démonstration du (i) . 

(ii) Soit W2 G W^(U2). Soient i G I fini, des générateurs de W2 sur GL, et 
soient [ ( Q } ) , X J ] — [ ( 0 ?)>%]> i ^ ^ finl? ^ ^2> des générateurs de R(W2,U2). 
Soient Vi, i G I et XJ, yJ5 j G J, des relèvements de ^ , i G 7 et XJ, y^ j G J dans II, 
et, si j G J, soit ^ = ^ - ( 0 1 ) ' Soit alors W le sous if-module de II engendré 
par les Vi, i £ I, les Xjy y^ j G J, et les Zj, j G J. La surjection de II sur II2 induit 
une surjection de W sur W2, et on note W[ le noyau de cette surjection. D'après le 
cor. III.l.15, on peut trouver Wi G ^ ° ) ( I I i ) , contenant W{. Soit W = W ' + W^. Par 
construction, W G W(U), et la suite 0 —• VTi —> W —> W2 —• 0 est exacte. Il en est 
donc de même de la suite 0 -> # ( W i , I I i ) R(W,U) R{W2lU2) -> 0, et # ( W , I I ) 
est engendré par les [(J — 2̂ ] — [(g ?) ,%], j G J, et par i î ( W i , I I i ) . Comme 
I(Wi)/R(Wi,Ui) est une présentation standard de I i i , cela implique que R(W,U) 
admet une famille de générateurs de la forme [(0 — [(0 i ) ' ? / ] ' avec x,y e W, ce 
qu'il fallait démontrer. 

Remarque IIL1.17. — On a construit en passant W G >T(0)(II), Wx G W(0)(Ui) et 
W2 G W^\ll2) tels que la suite 0^Wi^W^W2-^0 soit exacte. De plus, il 
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résulte de la démonstration que R(°\W, II) se surjecte sur R(°\W2,Tl2) et donc que 
la suite 0 R^iW^Ur) R^(W,U) -> ^° ) (W2,n2) -+ 0 est exacte. 

III.2. Duaux 

1. Le dual IIV d'une ÛL-représentation U de G. — Si II est un objet de ReptorsG, 
soit IIV = Hom(II, L/ÛL), le dual de Pontryagin de II. Si /x G IIV et v G II, on note 
(/x, v) la valeur de \x sur On fait agir G sur IIv à gauche, en envoyant /x sur g • 
défini par (g -/i,t;) = (/x, • v ) . 

On munit IIV de la topologie de la convergence faible, ce qui en fait un ^-module 
compact. Si II est de la forme I(W), où W est un ^-module de longueur finie muni 
d'une action de KZ, alors IIV est le produit des [s, W]v, pour s G et la topologie 
de la convergence faible n'est autre que la topologie produit. 

On suppose dans tout ce qui suit que II admet une présentation standard et que 
W G ^ ( ° ) ( n ) . On pose G • Raffili) = {g-v, g e G, ve iî(0>(W,n)} ; ce n'est pas 
un ^-module : le ^-module engendré par G • i?(°)(W, II) n'est autre que R(W, I I ) . 

Si si est un sous-arbre de 2F, on définit T(si, &(W, I I)) comme étant l'ensemble 
des /x G riseci5' tels que ( a ^ ) = 0 pour tout x e G - R(°\W, II) de support 
dans ^ . Comme G • i ^ ° ) (W, I I ) engendre # ( W , I I ) , on a T(2F ,&(W,J1)) = IIV. On 
obtient donc de la sorte, pour tout W G Y ^ ° ) ( I I ) , une description de IIV comme les 
sections globales sur 2F d'un certain faisceau &(W, I I ) . 

Lemme IIL2.1. — Si si est un sous-arbre de 2F, alors 

I^(W,Uy = T(si^(W,U)). 

Démonstration. — On a la suite exacte 

Resz*(*2) = w*(ResResz*(*2) = w*(ResResz*(*2) = w*(Res 

Resz*(*2) 

s • W 0. 

Donc I^(W,U)V = (J2se^s ' W) est l'ensemble des éléments de ILe^[s> W]V 
annulant l'ensemble des éléments de R(W, II) à support dans si. Comme cet ensemble 
est engendré par les éléments de G • R^ (W, II) à support dans si (cela résulte du (ii) 
du lemme III. 1.12), cela permet de conclure, au vu de la définition de Y (si, ^"(W, I I ) ) . 

Lemme IIL2.2. — Soient si\ et si2 des sous-arbres de 2F', et soit /x̂  G I^W, II)V, 
pour 2 = 1,2. 

(i) Si si\ FI si2 0, et si fi\ et ji2 ont même restriction à I^ins^2(W,îl), il existe 
№ € 7^lU^2(W,n)v (unique) dont les restrictions à 7^ (IV, II) et I^2(W,Yl) sont 
respectivement /xi et /x2. 

(ii) Si si\Ç\sé2 — 0, si s\ G si\, s2 G si2 sont les sommets à distance minimale, et 
si si est le plus petit arbre contenant si\ et si2, alors il existe /x G I^(W, II)v dont les 
restrictions à I^1(W,U) et (W, II) sont respectivement /xi et [x2, si et seulement si 
Hi et /x2 coïncident sur s\ • W FL s2 • W. 

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate du lemme III.1.13. 
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Lemme 111.23. — Soient 4 c ^ 2 des sous-arbres de Zï. Si fi G IJ2/1(W, II)v s'annule 
sur s • W pour tout sommet extremal s de srf\, alors \x se prolonge de manière unique 
en fi G Ist2(W,II)v nul sur s • W, pour tout 5 € ^ 2 - 4 -

Démonstration. — Cela suit du (ii) du lemme III.2.2 en décomposant ^ - M en 
composantes connexes. 

2. L'isomorphisme IIv = 7 3 ^ ( 1 1 ) Ms P1. — On suppose dorénavant F = Qp. (Les 
résultats s'étendent sans problème au cas général à condition de choisir une uniformi
sante de F . ) 

Si U est un ouvert compact de Qp, soit Iu(W) le sous-^-module de I(W) engendré 
par les W] , avec a G Qp et n G Z tels que a -h pnZp C t/, et soit I%(W) 
l'image de Jc/(W) dans II. Si C/ est un ouvert standard, on a Ijj(W) = I^-U(W1IÏ) et 
I$(wy = r(2u,#{W,n))). 

On note Ru,w • nv —> l[}(VF)v l'application naturelle (de restriction). 

Lemme III.2.4. — Sï (7 es£ ouvert compact de Qp, et si g € G est tel que gU ne 
contienne pas oo, alors : 

( i ) 5 ( I ^ ( W ) ) = I ° T / ( W ) ; 

(ii) l'application g : 1^(W)W —» I^[/(VF)V définie par (g • /i, = (/i, • est im 
isomorphisme rendant commutati/ le diagramme 

nv lpo 

Resz*(*2) ml^ùù^p 

Resz*(*2) = w*(Res 9 ,#{W,n)) 

Démonstration. — Le (i) suit de l'équivalence entre les (iii) et (iv) du lemme I I I . 1.2, 
et de ce que W G W^0\U) est stable par KZ et donc aussi, a fortiori, par IZ. Le (ii) 
est immédiat. 

Le module I § (W)y', qui va jouer un rôle important dans la suite, est noté ( I I ) . 

On note R! l'application de restriction à JU{W) = I§;(W0 + ( o î ) ' ^ Comme W, 

5z* et cr0 sont stables par ( ? J ) , l'action de ( 5 J ) sur Hv induit une action sur Jn(W) 

et sur son dual. 

Proposition 111.2.5. — L'application \i (Rzp,w(^)^zp,w{(i o) ' A * ) ) induit un iso

morphisme de I IV sur l'ensemble D\V(U)M'P1 des couples (/¿1, /¿2) de j D ^ ( I I ) vérifiant 

#(M2) = ( 5 è ) - # ( M I ) -

Démonstration. — On a 5zp U (? J)«5zp = ST et ^Zp H (? 1)&LP = 0̂ U 5z ; . Ceci 
nous fournit, grâce au lemme I I I . 1.13, une suite exacte 

0 -> JU(W) iS (w) e i5 (W) -> n 0, 
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la première flèche étant v i-> ( v , - (? et la seconde (^i,v2) i>i + (? 0)̂ 2- Le 
résultat s'en déduit par dualité. 

3. L'isomorphisme IIv = D^ÇH) Ms Qp. — Comme Zp est stable par le groupe 

P(ZP) = (^p z1p), il résulte du lemme III.2.4 que D ^ ( I I ) est naturellement muni 

d'une structure de P(Zp)-module. Comme de plus, Zp est stable par (Q J) , cela mu_ 

nit D ^ ( I I ) d'une action d'un opérateur ipw induite par celle de (PQ1 J) sur IIV. Cette 

action commute à celle de ( zp J ) 

Lemme III.2.6. — ipw D\v(R) -* Dw№) est surjectif. 

Démonstration. — Par définition, on a (IJJW(P),V) — (/i, (g J) • v), et comme 

(01) • Jzp(^) C lgp(W0, l'application naturelle de D^U) = (lgp(W))v sur 

((0 î ) 'lzp(w))V est surjective. On en déduit que, si À G £>V(II), il existe p G £>!^(II) 

dont la restriction à (g * Izp(W) est donnée Par W i y ^ ) = (À, (PQ J) • v ) . On a 

alors ipw(p) = A, ce qui permet de conclure. 

L'algèbre de groupe complétée de (JpZp) agit continûment sur II et IIv. Par 
ailleurs, g i-> (P"1 J)p(o 1) induit un isomorphisme de (Jp^p) sur ( J 2 / ) , isomor
phisme qui se prolonge naturellement en un isomorphisme entre les algèbres de groupe 
complétées. 

LemmeIIL2.7. — ipw(\ • p) = (PQ ° ) A ( g ! / ) • ^w{p), pour tous p G D^{U), et 

A ^ L [ [ ( ; I P ) ] ] ' 

Démonstration. — Il suffit de prouver que ipw((l F ) • p) = (01)" ̂ wip) puisque 

(l***) est topologiquement engendré par ( J * ) et{W,n) î ) ( g ?) = ( S O - 0r 

on a, si v G Ig (VF), 

< M ( S 0 - M ) , « > = < ( i î ) - M , ( g ï ) - t ; > = ( / . , ( i 7 ) ( g ; ) - « > 

= < / * . ( s ; ) ( j - I i ) - f ) = < ^ ) . ( j - I i ) - f ) = < ( â î ) - ^ ( M ) , « ) 

Ceci permet de conclure. 

Lemme HI.2.8. — On a Rzp,w 0 (^o* 1 ) ~ 0 ^zp,w-

Démonstration. — Si G IIV, et si I? G I§ (VF), alors 

(il>woRzPMt*),v) = <Rzpiw(M),(S;)v) = < M , ( S » , Puis<lue (0 > €lgp(W), 

<Rzp,nro(p-1o)M|f;> = <(p-lo)Aijf;>= (Mj(go)i;>. 

Ceci permet de conclure. 
Il résulte du lemme III.2.7 que D{y(II) est un (P(ZP),^-module (pour -0 = ^vv)» 

ce qui permet de construire, pour tout caractère 5 de Q*, le 23-module D^Çtt) Ms Qp. 
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Proposition III.2.9. — Si S = Jjj1, Vapplication /j, \-> t(fi) = (RZP,W{(PQ î)/x))nGN 

est un isomorphisme B-équivariant de IIV sur 7D^(II) Ms Qp. 

Démonstration. — Soit ¡1 G IIV, et si n G N , soit ¡1^ = RZp,w((p^ {W,n) Alors, 
d'après le lemme III.2.8, on a 

<M/*(n+1)) = (i>w o RZP,W o 0)) . ̂  = (R^ o (P" o)) • M = 

ce qui prouve que £ est à valeurs dans Dj^(II) Qp. Maintenant, on a : 

• (("o ?)"**) = M("+fc). si fc € Z et n > -fc (évident sur la définition) ; 

• ( ( 0 a ) • M ) = S(a)fi(n), si a € Q ; (immédiat) ; 

• ( ( 0 1 ) • M)W = ( g ? ) • M(n), si a € Z ; , (car RZp,w et ( ? ) commutent à ( g ? ) ) 

• ( ( a ) - M ) w = ( R z P , w o ( P ; ; ) o ( j o ) - M = ( R z P ; l v o ( j ^ ) o ( p 0 " o ) ) . M = 
(J p^) • / /W, si n + vp(b) > 0 (car alors ( J commute à RZp,w). 

11 sumt ae comparer les iormuies ci-aessus avec cènes ae ia prop. 1.0.0 pour conclure 
à la 5-équivariance de t. Maintenant, si ¡1 G Ker t, alors (PQ J ) -fi est nulle sur I§ (W), 

et donc est nulle sur Ç-nZ (VF), pour tout n G N . Comme la réunion des Ip-nZ ( W ) , 
pour n G N , est II tout entier, cela prouve que /jl = 0. On en déduit l'injectivité de l. 
Enfin, si (/x(n))nGN G D\y (II) H Q p, si v G II, et si n G N est assez grand pour que 
v G Ç-nZ ( W ) , alors {W,n) v et (p^1 °)-v appartiennent à IZp(W), et on a : 

,#{W,n))Zp,w((p^ ?) ' /-0 = A^Zp,w((p^ ?) ' /-0 = A^Zp,w((p^ ?) {W,n)' 

Ceci montre que \fjSn\ (p0 " ) • est indépendant de n assez grand. On note ¡1 l'élé
ment de IIV ainsi défini. Si v G I§ ( W ) , on a, par construction de /x, 

Zp,w((p^ ?) ' /-0 = A^Zp,w((p^ ?) ' /-0 = A^Zp 

Ceci prouve que RZp,w((p^ ?) ' /-0 = A^n\ pour tout n G N . On en déduit la surjec
tivité de ,̂ ce qui permet de conclure. 

III.3. Représentations de GL2(QP). — Le but de ce § est de démontrer le ré
sultat suivant. 

Théorème 1113.1. — Toute objet de ReptorsGL2(Qp) admet une présentation stan
dard. 

Démonstration. — D'après la prop. III. 1.16, il suffit de prouver que, si II est ir
réductible, alors II admet une présentation standard. Or d'après le th. IIL3.2 et 
la rem. III.3.4 ci dessous, qui regroupent des résultats de Barthel-Livné [2, 3] et 
Breuil [13], une représentation irréductible est, soit supersingulière, soit un sous-objet 
d'une série principale, et il suffit donc de montrer que ces deux types de représenta
tions admettent une présentation standard. Pour les supersingulières, cela fait l'objet 
de la prop. III.3.12, et la série principale est traitée dans la prop. III.3.8. 
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1. Les objets irréductibles de ReptorsG. — Les objets irréductibles de ReptorsG ont 
été classifiés par Barthel-Livné [2, 3] et Breuil [13]. 

Si 0 < r < p — 1, et si x : Qp ~* ^1 est un caractère, on note Wr>x le KZ-module 
(Symrfc£/)®(x°det), où K agit à travers son quotient GL2(FP). C'est un ifZ-module 
irréductible. 

On identifiera Symrfc2 au sous-espace de ICL[X] des polynômes de degré < r, muni 
de l'action à gauche de GL2(FP) donnée par (ACBD) • P(X) = (a + c X ) r P ( ^ f ) . Le 
module Wr,x admet alors comme base les polynômes 

Xr,(i\)-XR = (X + i)r,...,(ll)-Xr = (X + r)r, 

et l'action de GL2(FP) est décrite par les relations : 

( ( è i ) - l ) P - X ' = x ( - l ) r ! ( ? J ) - X ' -

(°<l).Xr = x(a)Xr, s i a G Z ; . 

Si P est un élément de WrjX, on définit P(oo) G &L comme le coefficient de XR 
dans P. Si 0 < r < p - 1, et si x : Qp — Barthel et Livné ont montré l'existence 
d'un opérateur Tp : I(WrjX) —• I(WrjX), commutant à l'action de G, et tel que, si 
g G G et P G Wr,x, l'on ait 

TP(\g,P]) = 

p-1 

m*ùù* 
((èi)-l)P-X' = x(-l)r!(?J)-X'-{W,n) 

Si A G fcLî soit n ( r ,A,x) = /(Wr,x)/(Tp-A)-/(Wr)X) et, si A G soit /xA G <T(A;L) 
le caractère défini par /xa(#) = XVp^. 

Théorème IIL3.2. — (i) La représentation II(r, A, x ) est irréductible à part dans les 
cas suivants : 

• r = 0 et A = ±1 , auquel cas II(r, A,x) est une extension d'une représentation 
St (g) (xAU ° det) irréductible, de dimension infinie, par le caractère XAU ° det, 

m r = p — 1 e¿ A = ± 1 , auquel cas II(r, A,x) est une extension de XMa ° det par 
St®(x/ iÀ°de t ) . 

(ii) Tout objet absolument^ irréductible de Rep^G est isomorphe à un consti
tuant de Jordan-Hôlder d'une représentation II(r, A,x)-

Soit A un anneau. Si W est un A-module muni d'une action localement constante 
de B, soit Ind^ W l'ensemble des fonctions localement constantes sur G, telles que 
(j)(bx) = b-(f)(g) si x G G et b G B. On fait agir G (à gauche) sur Ind# W par translation 
à droite sur la variable. 

Si v G Ind# VF, on définit </>v : Qp —> W par la formule </>v(x) — v((-i l))- On 

obtient de la sorte un isomorphisme de Ind¡g W sur l'ensemble des <¡> : Qp —• VF, 

(53) II est dite absolument irréductible, si <S>kL n est irréductible (sur fci,[G]) 
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localement constantes, telles que x i—> (x ^ _1 ) • 4>(x 1) se prolonge en une fonction 

constante sur un voisinage de 0. Les formules ( ac hd ) 1 = adibc ( ab ) et 

1 
ad — bc 

< O I \ 
v -1 X y 

' D -B \ 
—C A / 

1 
ad — bc 

— c a 
— cx — d AX+6 

' l/(cx+d) 
0 

c/(ad—bc) 
cxJrd)/{ad—bc) 

0 1 
-1 (ax+b)/(cx+d) 

fournissent le résultat suivant. 

Lemme III.3.3. — L'action de G sur Ind# W, identifié à un sous-espace de fonctions 
</> Qp —+ W, est donnée par g • 0 = <j> • g~l, avec 

> * ( S S ) Î ( * ) = ) l/(cx+d) 
U 

c/(ad—bc) 
cx+d)/(ad—bc] 

ù*ù$ a:r -h b 

Kcx + d 

Remarque 1113A. — Si 6\,6% € on note ¿1 0 ¿2 le caractère de B défini par 
(0 d) ~* ^i(a)^2(^)5 que l'on voit aussi comme une /^-représentation de dimension 1 
de B (à gauche). Une représentation de G de la forme Ind# ¿10^2, avec 61,62 G ^ ( & L ) , 
est dite de la série principale. Barthel et Livné ont démontré que II(r, À, x) a même 
semi-simplifiée que Ind^x/x^-i 0XMA^r)î si À 7̂  0. Donc toute représentation irréduc
tible de G qui n'est pas de la forme II(r, 0, x) est un sous-objet d'une représentation 
de la série principale. Les II(r, 0, x ) sont dites super singulières. Nous verrons plus 
loin (discussion précédant la prop. III.3.7) une description plus explicite des séries 
principales. 

Proposition IIL3.5. — (i) Les seuls entrelacements entre supersingulières sont 

n(r, 0, x ) = n(r, 0, x/x-i) = n(p - 1 - r, 0, X"r) = n(p - 1 - r, 0, x « / > - i ) -

(ii) II n'y a pas d'entrelacements entre les supersingulières et les sous-objets des 
séries principales, ni entre les composantes de Jordan-Holder de Ind# ¿1 0 62 et 
de Indgá; ®6'2, si (61,62) ^ №,52). 

2. Quelques représentations de B. — On note LCc(¿i <g>62) l'espace LCC(QP, &L) des 
fonctions localement constantes, à support compact dans Qp et à valeurs dans k^, 
muni de l'action de B (à gauche) donnée par 

( a by 
KO d, 0 j W = 6i{a)62{d)(t){ 

(dx — b 

a 

et l'action à droite correspondante étant donnée par 

0*í!®í2 (0 * ) ) ( * ) = S^iafàWft 
,ax -h b. 

d 

Si i e Zp/pZp, soit fa = li+pzp G LCC(QP, A;L). Soit Y(6i,62) le fc^-espace vec
toriel Ç&iezp/pZpkL ' fa, muni de l'action de ZB(ZP) obtenue par restriction de celle 
sur LCJôi 0 62)' 
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Proposition 1113.6. — LCc(¿i <S>62) est le quotient de IndfB(zp)Y(àii 2̂) VaT Ie sous-
kL[B]-module engendré par Rslls2l0, avec 

«*i,*2,o = [(èS),0o]-
iezp/pzp 

{p0°1),61(p)-i<i>i] 

Démonstration. — Soit J un système de représentants de Qp/Zp dans Qp. 
• Les (pQn p^c), avec n e Z, c e J, forment une famille de représentants de G/KZ. 

• (P0 * & = ^(P)71 lp»(i + c)+pn + lZp. 
• Les pn(i + c), avec c G J et z G {0,1 , • • • ,p — 1} forment un système de représen

tants de Qp/pn+1Zp. 
• En tant que /^-espace vectoriel, LCC(QP, &L) est égal à 

((èi)-l)P-X' 

/CL- b+p^i+p^Zp 
nez beQp/pnzp 

• (lb+pnZp -
p-1 

i=0 

lb+pn¿+pn+LZp)J. 

• l&+p»zp - YA=O ^b+p^i+p^Zp = ^i(P)1 n(pnQ 1 J) • -Rii,i2,0 
Ceci permet de conclure. 

5. La sene principale en caractéristique p. — Remarquons que, k^ étant d'ordre 
premier à p, et 1 H- pZp étant un pro-p-groupe, on a = 1 si x G 1 + pZp et 
£ G ¿?(kh)- Soit : Q* —» F* la réduction modulo p du caractère x 1—> On 

a donc = 1. Si ¿1,̂ 2 € «^"(&L)Î on n°te -B(¿i,¿2) l'espace des fonctions 0, à 
valeurs dans localement constantes sur Qp, telles que a: h-» (cj_1^1J¿~1)(a;) -<fi(l/x) 
se prolonge en 0 en une fonction localement constante sur Qp. Si </>oo est la fonction 
définie sur Qp par 

0OOO) = 
(o; áiío )(^) si a: é Zv, 

0 si x G Zp, 

alors B(6i,62) = LCc(Qp, kz,) 0 ki, • (f>oo- On munit B(61,62) d'une action *<s1)(s2 de G 
à droite, définie par, 

((èi)-l)P-X' = x(-l)r!(?J)-X'-((èi)-l)P-X' = x( 
ax + b 

ycx + d 

Comme d'habitude, cela permet de munir B(6\,62) d'une action à gauche -slls2 de G 
définie par g -ôltS2 (j) = <t>*8uô2 9~l-

Si v G Ind^ ¿1 0 ¿2, on définit <j>v : Qp —• &L par la formule 0V(# ) = v ( ( _?x * ) ) . Le 
lemme III.3.3 montre que ceci définit un isomorphisme G-équivariant de Ind# 61 0 ô2 

sur B(62w, 6\) (et donc B(6\, 62) = Ind# ^ ^ î ^ - 1 ) - Par ailleurs, l'évaluation en (J 
fournit une application 5-équivariante surjective Ind# 62 0 6\uj~1 —> 52 ® 6iuj~x. 
Traduit en termes de l'isomorphisme B(6\, 62) = Ind# 62 0 6\u~1, il est facile de voir 
que le noyau n'est autre que \JCc(6\uj~1 0 ¿2)- On en déduit les résultats suivants. 

PropositionHI.3.7. — (i) B(ôi,62) est un objet de ReptorsG; son caractère central 
est w~16iô2. 
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(ii) LCC(QP,A:L) est stable sous l'action du borei B, et on a une suite exacte de 
[B]-modules 

0 - » LCc^iu;-1 (g) 62) - » B(6X,62) ^S2® S^'1 -+ 0. 

Proposition IIL3.8. — Si i e Zp/pZp, soit fc = li+pzp, et soit W(61,62) le sous-
k^-espace vectoriel de B(6\,62) engendré par c/)^ et les fc, pour i G Zp/pZp. 
Alors W(6\,62) G 1f(B(6\,62)), et R(W(6i,62),B(6i,62)) est engendré, comme 
&L[G]-module, par 

^,¿2,0 = ?),</>()]-
iezp/pzp 

( g ; ) , « I ( p ) - V I 

FLÎLA,OO = [ ( S ? ) A ( P ) - V O O ] - [(à L).^oo 
i€(Zp/pZp)-

[ ( J û ) , ^ 1 ^ - 1 ) ^ ] 

Corollaire IIL3.9. — I(W(6\,62))/R(W(6\,62),B(6i,62)) est une présentation stan
dard de B(8i,62). 

Démonstration. — Pour déduire le corollaire de la proposition, il suffit d'utiliser la 
prop. III.1.9. 

Passons à la démonstration de la prop. III.3.8. Pour simplifier les notations, posons 
II = B(6i,62), W = W(6i,62) et 6 = LJ~16I62~1, et notons • au lieu de l'action 
de G sur II. 

Des calculs immédiats montrent que 

u n • fc = fc+i si z G Zp/pZp, 

( è ì ) -0oo (x ) = 
'6(x - 1) = 6(x)6(l - x'1) = 6(x) si X £ Zp, 

0 si x G Zp, 
= </>oo(#), 

si a G (Zp/pZp)*, alors 
[ o i ) ' ^ i = w 1(a)61(a)fci si i G Zp/pZp, 

| o î ) ^ o o = 62(a)(j)QO 

{0110)'fc = 6l(-l)6(i)-1fc-,siie(Zp/pZpr, (Ç J) -00 = 0c», ( î à ) '0oc = 0O. 

On en déduit la stabilité de W par KZ. 

Maintenant, on a < W ) - 1 ( o 1) * </>% = ^pi+p2zp, et 

5i(p)-1(îî)'ïoo(x) = ïoo(x/p) = \ 
6(x), si a; ^ pZp, 

0, si x G Zp, 
: </>oo(#) + 

ie(zp/Pzp)* 

6(i)fc(x). 

On en déduit l'appartenance de i?0 = î,<52,o et R^ = Rslys2,oo à R(W,U). 
En tant que B-module, II est, modulo LCc(5io;~1 (g> 62), engendré par l'image 

^ de ôo, et Roo devient [(g ? ) , ^ ( p ) " 1 ^ J - [ ( J ? ) , ^ J . Soit le 
sous-A^-Bj-module de iï(W, II) engendré par RQ et R^. Le quotient de I(W) par 
i?'(W^, II) peut, grâce à la prop. III.3.6, se dévisser par la suite exacte de &L[B]-modules 

0 -+ LCe^io;-1 ® «2) -> /(WO/^'W n) -> fcL • ̂  0. 
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Comme N = I(W)/R(W,U) est un quotient de I(W)/R'(W,II) qui, d'après la 
prop. III.3.7, s'inscrit dans la même suite exacte de kz,[B]-modules, on en déduit 
que l'application naturelle de I(W)/R'(W,ÏÏ) sur I I est un isomorphisme, et donc 
que W G W(U) et #(^,11) = Rf(W,U). Ceci permet de conclure. 

Remarque 1113AO. — Soit LCC(Q*, k^) l'espace des fonctions localement constantes 
sur Qp, à valeurs dans ^ et à support compact dans Q*. C'est un sous-fc^-espace 
vectoriel de codimension 1 de LCC(QP, &L) , stable par le sous-groupe diédral A de G . 
Le quotient B(Si, S2)/LCC(Q*, &L) est donc une représentation de A , de dimension 2, 
engendrée par les images (j)^ et </>0 de (f)^ et 0o qui sont échangées par ( î J ) • Par 
ailleurs (Q 2) a&^ Par multiplication par à'\uo~l(a)S2(d) sur (j)0 et par multiplication 
par Siuj~1(d)S2(a) sur >̂OQ. On en déduit, qu'en tant que /c^iA]-module, 

B(SUS2)/LCC(Q;M) = Ind̂  Ô^-1 ® ¿2, 

où l'on a noté 5\üü 1 <g> S2 le caractère (§ 2) ^lUJ 1(a)^2(d) de A. En particulier, 
si 5\52l T¿ CJ, ce k¿[ A]-module est irréductible, ce qui nous sera utile plus loin. 

4- La Steinberg. — Si Si = u et S2 = 1, on a 0^ = lpi_zp> et B(w, 1) est l'espace 
L C ( P 1 , A : L ) des fonctions localement constantes sur P 1 = P 1 ( Q P ) , muni de l'action 
à gauche de G définie par g • <j> = <f> • g-1, où l'action * à droite de G est donnée par 

= <Kffqr^)- Le sous-espace des fonctions constantes est stable par G , et 
on note St le quotient : c'est la Steinberg. Comme lpi = ̂ OO+X̂ eZp/PZ, 

4>i G W(cu, 1), 
on peut définir le ifZ-module WQ(UJ, 1) = W(u, 1)/&L • lp i . De manière explicite, on 
a WQ(UJ, 1) = (BieZp/pZpkL * 0-¿7 avec action triviale de Z et 

B(SUS2)B(SUS2) 

n ,o i) <¡>i = <j>i+i si i G Zp/pZp, 

k o i ; • 0i = <t>ai si a G Z * et si z G Zp/pZv, 

*$ù 0i = si i G (Zp/pZp)*, 
(o i 
U o ¿>n = -

iezp/pzp 
<t>i-

On déduit de la prop. III.3.8 le résultat suivant. 

Proposition 1113.11. — La représentation St admet une présentation standard 
et, plus précisément, Wo(u,l) G W^(Si) et R(WQ(U, l),St) est engendré par 

[ ( è S ) > * o ] - E ? = o [ ( S ? M i ] -

5. Les supersingulières. — Le but de ce numéro est de démontrer que les représenta
tions supersingulières de G L 2 ( Q P ) admettent une présentation standard (ceci a aussi 
été démontré par Breuil et Paskunas [17], par Vignéras [71], et par Ollivier [57]). De 
manière précise, on a le résultat suivant. 

Proposition 1113.12. — Si 0 < r < p — 1, et si x : Qp ^> on a des isomorphismes 

II(r,0,x)£ 
I(Wra)®J(Wp^raur) 

(Ro, RI) 
^ N ( p - L - r , 0 , X w r ) , 
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de kL[G}-modules, avec 

Ro = (i?),(o,y*'-1-'-) [ (£?) , (1 ,0) 

Ri = (S? . (o , i ) - i x(p)2[(è?).(*r>o)] 

Démonstration. — La démonstration de la proposition va demander un peu de pré
paration. 

Lemme III.3.13. — Soit 0 < r < p - 1, et soit Pr(X) = (~X+1)H,(~X+r). Alors, 

dans Fp, on a Pr(oo) = et 

Pr(-i) = 
:-mp-\-r) si 0 < i < p — 1 — r, 

0 si p — r < i < p — 1. 

Démonstration. — Le résultat est clair si p — r < i < p — 1 ou si i = co. Maintenant, 
modulo » , on a, si 0 < i < v — 1 — r. 

p — l — R> 

i 

(p — 1 — r) • • • (p — i — r) 

il 
l-iy 

(r + 1) • • • (r + *) 
il 

-1 > + *)! 

R! • il 
(-l)*Pr(-i). 

Ceci permet de conclure 

LemmeIIL3.14. — 5oi£ / ( r , x ) = (Q ï ) * 1 ^ n(r, 0, x) - le sous-KZ-module de 
n(r, 0, x ) engendré par / ( r , x ) est isomorphe à Wp-i-r,xu;r. 

Démonstration. — Comme ( J j ) • 1 est invariant par { pz P i+pPz ) ' ê vec^eur / ( r , x ) 

est invariant par 1^Zp)(Po i) contient^1+*ZJ £%p ) . De plus, 

(iu)-/(^x) = (Jp)(ÎJ)-i = x(-i)(â?)-^r 
( § î ) ' /(r, x) = ( g ? ) ( 8 ? ) • 1 = x(«K/(r, X) = № (a))/(r, x) 

((èî)-i)p"1"p-/(r,x) = 
aosps 

¿=0 
(_l)p-1-r-* V — 1 — r 

2 
(s i ) - i 

= (-îr1-
p-1 

¿=0 
PR(-I) Sï -1 

= _(_i)P-i-RPR(OO)( i o) . r = - - ( J 0 ) . r = (_ir(p _ i -r ) ! (J0) .r , 

la dernière égalité venant de ce que, d'après le théorème de Wilson, 

rl(p - 1 - r)\ = i-iy-^iv - D! = - ( - l ^ - 1 - " = - ( - l ) r . 

(On remarquera que la formule (—l)p 1 = 1 est aussi valable pour p = 2.) On peut 
réécrire la dernière relation sous la forme 

( ( ¿ 1 ) - l ) " " 1 - - • f(r,x) = x ( - l ) ( - l ) r ( p - 1 - r ) ! ( 5 è ) • f(r,X). 

Il n'y a plus qu'à comparer les formules ci-dessus avec celles pour Wp_i_r)XWr pour 
conclure. 
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Soit alors W = Wr?x 0 Wp_i_r>xwr. On peut représenter un élément de W sous 
la forme (P, Q) , où P est un polynôme de degré < R en X et Q est un polynôme 
de degré < P — 1 — r en Y. D'après ce qui précède, on dispose d'une application 
G-équivariante de I(W) dans II(r, 0, x ) envoyant \g, (Xr, 0)] sur g-Xr et [0, (0, Yp-1~r)] 

S U T J K s ; ) - ! . 

LemmeIH.3.15. — L'espace R(W,II(r,0,x)) contient les relations Ro et R\ de la 
prop. III. 3.12. 

Démonstration. — Pour P0 = [(0 î ) , (0,yp_1~r)] - [(g ? ) , (1,0)], le résultat est 
évident. Par ailleurs, dans I(W), on a 

[ ( è î ) , ( O , I ) ] = [ ( ? è ) , ( ? è ) - ^ [ ( è î ) , ( O , I ) ] = [(?è),(?è)-^[(èî),(O,I) 

Le membre de droite a pour image x ( - l ) ( - l ) r ( î 0)(0 ï ) * 1 = ( " ^ ( o p ) • * r 
dans II(r, 0,x). On en déduit le fait que R(W, n(r, 0, x ) ) contient aussi 

ù$^*! è ï ) , ( O , I ) ] - ( - I ) r [ ( è 2 ) , ( ^ R , O ) ] . 

Emfin, en multipliant la relation ci-dessus par ( g ? ) , on V01^ que R(W,Il(r,0,x)) 
contient 

«1 = [ S ï ) . ( ° . !)1 - ( - I ) r x ( P ) 1 ( J î ) , (^r , 0)]. 

Lemme IIL3.16. — Le ûL[G\-MODULE ENGENDRÉ PAR LES RELATIONS RQ,R\ CONTIENT LE 
SOUS-Ô?L[G]-MODULE (Tp-I(Wra), 0)0(0,Tp-I(Wp-i-riXU,r)) COMME SOUS-MODULE STRICT. 

Démonstration. — Si P est un polynôme de degré < r, on a 

p-i 

i=0 
P(-I) \i)'Rn = 

p-i 

i=0 
> H ) [ ( è ? ) . (è i ) • ( O . Y - 1 - - ) ] - P H ) [ ( g î ) - ( I . O ) ] 

On a de plus 

p-i 

¿=0 

((èi)-l)P-X' = x(-l)r!(?J)-X'-[(èî),(O,I[(èî),(O,I)) 
p-1 

i=0 
P(-i)(0,(Y + ir-l-r)} 

= - ( - l ) p P ( o o ) [ ( è î ) , ( 0 , l ) ] , 

la dernière identité venant de ce que le polynôme I 1-» P(—I)(Y + I)P R 1 est de 
degré < P — 1, de terme de degré P — 1 égal à (—l)rP(oo), car P est de degré < r, et 
de ce que ^ = 0 *fc = 0 si 0 < fc < p - 2, et ^ X o IV~X = - 1 . On en déduit l'identité 

(-L)RP(oo)I?l + 
p-i 

¿=0 
P ( - 0 ( è î ) - f l o = 

p-i 

i=0 
P ( -0 [ (S 0 ' (L0)] + p(°°)[(J S), (*r ,o)] ) 

= - ( r p ( [ ( j ; ) . - P ] ) , O ) . 
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De même, ^ = ( ^ ) . R0 = [(J ° ) , (0,Y^~R)} - xip)2[(l î)> (1,0)] appartient 
à (f io , f i i ) , et un calcul similaire à celui effectué ci-dessus montre que, si Q est un 
polynôme de degré < p — 1 — r, alors 

p-i 

i=0 
Q ( - t ) ( è ï ) - A i + Q ( ° 0 K = 

p-1 

1=0 
3(-*)[(o i ) . (o» !)] + Q M [ ( â S), (o, ^p-r-1)] 

= (0,T„([(JS))Q])) . 

On en déduit que les &L[G]-modules (TP • /(WrjX),0) et (0,Tp • I(Wp-\-r^XUJr)) sont 
inclus dans (fio,f i i) et la somme directe de ces deux modules est un sous-module 
strict de (RQ,RI) car ni RQ ni Ri n'en sont éléments. Ceci permet de conclure. 

Revenons à la démonstration de la proposition III.3.12. On déduit du lemme III.3.15 
l'existence d'une application G-équivariante non injective 

mù*^$* 
i{wriX)ei(wp^-raur) 

[TP . i(WR,x),o) e ( O , T „ • i(wp^r,XUJr)) 

/(wriX)e/(Wi,_i_r,x<l,r) 

(Ro, RI) 

Le membre de gauche n'est autre que II(r, 0, x ) 0 l l ( r — 1,0, x, u)r). Comme par ailleurs 
fi(Wr?x 0 Wp_i_r?XCt,r,II(r,0,x)) contient (f io , f i i ) , on en déduit l'existence d'une 
annlication (7-éaui variante suriective 

9 ' 
((èi)-l)P-X' = x(-l)r!(?J)-X'-

(fi0, fii) 
n(r ,0,x) 

telle que la composée g o f soit l'identité de II(r, 0, x ) , et induise une application non 
nulle de U(r - l , 0 ,x ,^ r ) sur II(r ,0,x) (l'image de (JÇ) T P - 1 ^ est ( g ° ) • 1 ̂  0). 
Comme II(r — 1,0, x, ̂ r ) et II(r, 0, x) sont irréductibles, cela implique que 

• g o f induit un isomorphisme de II(r — 1,0, x, ur) sur II(r, 0, x ) 5 
• le noyau de / est isomorphe à II(r — 1, 0, x, ur) = II(r, 0, x ) ; 
• g est un isomorphisme ; 

• fi(Wr,x0 Wp_i_r ,x^,n(r ,0,x)) = (f io , f i i ) . 
Ceci permet de conclure. 

IV . Le (<£, r)-module attaché à une représentation de GL2(QP) 

Ce § contient la définition du (cp, r)-module D ( I I ) attaché à une représentation 
de GL2(QP). La définition est en définitive très simple (elle correspond à couper 
l'arbre de PGL2(QP) au milieu de l'arête correspondant à Zp), et se généralise (moins 
simplement [68]) à d'autres groupes que GL2(QP). Il faut quand-même vérifier que 
le foncteur II i—• D ( I I ) ainsi obtenu donne bien les résultats voulus; c'est l'objet du 
th. IV.2.1 qui fournit des résultats de finitude et du th. IV.4.1 et du cor. IV.4.11 qui 
montrent que les foncteurs II i—> D ( I I ) et D \-> Tl(D) sont essentiellement inverses 
l'un de l'autre. 
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I V . 1. Le foncteur II I-> D( I I ) 

1. P+-modules et (<p,T)-modules. — Notons P+ le semi-groupe ( Z P ~ { ° } Z P ) . Si M 

est un ^£-module topologique (sous-entendu complet) muni d'une action continue 
de P + , alors M est aussi muni d'une action continue de l'algèbre de groupe complétée 

Z{ )]] àe(lz{). Comme l'application A » Ax = JZp(l + T)x A(( J f ) ) induit 
un isomorphisme de ^z,[[(J Z{) ] ] sur on peut aussi voir M comme un module 
sur ou, de manière pédante, on peut considérer le ^J-module Dped(M) défini par 

Dped(M) = ^*$ù 
^ [ [ ( ¿ 7 ) ] ] 

M. 

Les ^-modules M et Dped(M) sont naturellement isomorphes; notons cet isomor
phisme ¿ : M —• Dped(M). Il existe un opérateur y? : Dped(M) —> Dped(M), et 
si a G Z*, un opérateur o~a : Dped(^) —> Dped(M), vérifiant, si v G M , les relations 
suivantes : 

¥>W»)) = * ( ( ? ; ) • « ) et aa(t(v)) = * ( ( 8 ? ) • « ) 

Rappelons par ailleurs que l'on a muni û# d'une action de y? et T, avec 

y>(T) = (1 + TY - 1 et aa(T) = (l + T)a-l. 

Lemme IV.1.1. — Si \ e , et si x e M, alors 

<P(\L(V)) = <p(\)i(v) et aA(\L(v)) = o-a(A)^(v), si a G Z* 

e£ /es actions de (p et T commutent entre elles. Autrement dit, Dped(M) est muni 
d'une structure de (<p,T)-module sur ûg. 

Démonstration. — C'est une simple traduction de l'identité ( § i ) ( o i ) = ( o T ) ( o î ) » 
et de la commutativité de ( ̂  J ) . 

2. Le âg-module D( I I ) . — Soit n G ReptorsG, et soit W G W^(U). On rappelle 
que, si U est un ouvert compact de Qp, on note Iu(W) le sous-^-module de I(W) 

engendré par les [(pQn W] , pour a G Qp et n G Z vérifiant a + pnZp C C/, et que 
l'on note I ^ ( W ) l'image de Iu(W) dans II. Le module Izp(W)V> Qui va jouer un rôle 
fondamental dans la suite, est le plus souvent noté D^(U). 

LemmeIK1.2. — Soient W2 C Wi des éléments de W^(U). 
(i) Izp(^2) est un sous-ûL-module d'indice fini de I§ (Wi)-

(ii) L'application naturelle (de restriction) pwltw2 : ^^(11) —> £^ (11 ) est sur-
jective et son noyau est fini. 

Démonstration. — Comme Wx C W2[n] si n > 0, et comme W^n+1^ = ( W ^ ) W , il 

suffit de vérifier le résultat pour Wx = wj1]. Mais alors, Wx C Ig (W2) + ° ) • W2, 

et ( £ Ï H ^ ?) = (PV i ) ^ ^ + si n > 1, ce qui prouve que l g p ( ^ i ) / l g p ( ^ 2 ) est 

un quotient de (P'1 ° ) • W2. Ceci démontre le ( i) . Le (ii) s'en déduit par dualité. 
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Il résulte du (ii) du lemme IV. 1.2 que pw!,w2 induit un isomorphisme 

Pwuw2 : 6g ®û+ D*Wi(IL) *É 6g D^U) 

de ^-modules. On définit D ( I I ) comme la limite projective des 6g <S>^+ -0^(11), 

pour W G V ^ ° ) ( n ) , relativement aux isomorphismes pw!,w2-

3. La structure de (ip, T)-module sur D ( I I ) . — Soit I ^ ( W ) Q l'ensemble des fi G I IV 

nuls sur (pQn i ) • W, pour tous a G Qp et n G Z tels que a+pnZp çL U. On remarquera 
que si U C V, alors I%(W)% C I$(W)%. Le module I%p(W)% est le plus souvent 
noté Z ) ^ ( I I ) . Le résultat suivant, complément du lemme III.2.4, est immédiat. 

Lemme IV. 1.3. — Si U est un ouvert compact de Qp, et si g E G est tel que gU ne 

contienne pas oc, alors # ( l [ / (W)o) = ^u(W)o-

En particulier, Zp étant stable par P(ZP) , le module D ^ ( I I ) est muni d'une ac
tion de P(Zp) . Comme de plus, ( g J ) Z p = pZp C Zp, le module D ^ ( I I ) est un 
P+-module ; il est donc muni naturellement d'une structure de ((/?, T)-module sur 6g. 

L'application naturelle Ru,w nv —• I ^ ( i y ) v induit une injection de If/(W)o 
dans l^(W)v (un élément de l£(W)o est nul sur (*£ ° ) • W, si a + pnZp £ U, et un 
élément du noyau est aussi nul sur W, si a + pnZp C U, et donc est identi
quement nul). En particulier, Rzp,w induit une injection de D^(Ii) dans 1)^(11). 

Lemme IV. 1.4. — L'image de D ^ ( I I ) parRzp,w est d'indice fini dans D ^ ( I I ) . 

Démonstration. — Si ¡1 G £^(11) est nul sur ( J ? ) * ^ alors ¡1 peut, d'après 
le lemme III.2.3, s'étendre en un élément de £ ) ^ ( I I ) . Ceci implique que l'image 
de £ ) ^ ( I I ) dans £^(11) contient tous les fi nuls sur ( J ? ) W, et donc est d'indice 
inférieur ou égal à la longueur de W sur 6^. Ceci permet de conclure. 

Lemme IV.1.5. — L'application naturelle 6g (g)̂ >+ D ^ ( I I ) —• 6g ® >̂+ £)!^(n) est un 

isomorphisme de 6g-modules. 

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate du lemme IV. 1.4. 
Comme £ ) ^ ( I I ) est muni d'une structure de (<p, T)-module sur 6g, cela permet de 

munir le ^-module D(I I ) d'une structure de (<p, r)-module sur 6g. 

Remarque IV.l.6. — Si Wi C W2, alors £>^2(II) est d'indice fini dans £ ^ ( 1 1 ) , d'où 

un isomorphisme t\v2,w1 • 6« D^2(U) — @8 ^wS^ de ^-modules com

mutant à l'action de P + . Comme 6g <g>̂ + £>^(II) = 6g £>^(II) , on aurait 

pu définir le ^-module D( I I ) , avec sa structure de (<p,T)-module, comme la limite 

inductive des 6g ® >̂+ Z ) ^ ( I I ) relativement aux isomorphismes iw2,wx-
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4. Le morphisme ßZp : nv D(II) . — On dispose pour tout W G W^Çli) d'une 
application naturelle 

aZp,w : D*W(IL) - D (n) = ^ <8>*+ ¿ 4 ( 1 1 ) , 

envoyant x sur 1 (g) x, et la composée azp,w 0 Rzp,w : nv —> D(I I ) ne dépend, par 
définition de D( I I ) , pas du choix de W. On note cette application /?Zp. 

On note simplement D le (cp, T)-module D( I I ) . Il est muni (cf. n° 4 du § 1.3) d'une 
action de P(ZP) définie par (g \) • z = (1 + T)b <7A(*). 

Proposition IV.1.7. — On a /?Zp 0 9 = 9° ßzp, si g e P{ZP). 

Démonstration. — Notons aZp)^ : Dw№) D = Gg <g>̂ + D ^ ( I I ) , l'application 
x \-> 1 <8> x. Par définition de la structure de (cp, T)-module sur G g ® >̂+ 2 } ^ ( I I ) , on 

a # o ^ = ocZpW o g, si g e P + , et donc, a fortiori, si g e P{ZP). De plus, 

Rz ,w • ö t ( n ) —• 2 ) ^ ( n ) induit un isomorphisme 

Rzp,^ : 0* D+r(TI) = Gê D*w(Il), 

et on a Rzp,vy 0 <*zp,w = azp,w 0 Rzp,w sur Z)^(II) . Enfin, g o RZp,w = Rzp,w 0 9, 
pour tout p G -P(Zp), par définition. 

Maintenant, soient g = (g J ) G P(ZP) et /i G IIV. Si 6 G Zp, soit 1/(6) = ( J J ) - 1. 
Alors, si n est assez grand, v{apn) o RZP>W(aO est dans l'image de D ^ ( I I ) . Or on a 
i/(apn) = gv(pn)g~1. On obtient donc 

i/(apn) ogoß7ip(n)= go v(pn) o aZp,w 0 RZP,W(m) 

= 9 0 o>zpiw ° v(pn) °Rzp,w(v) 

= 90 RzPiw 0 <AvîW o RZp1^(^(pri) o RZp,w(/i)) 

= RzP)woa°z r y o R - 1 ^ ^ ) ^ 1 oRZp)Wr(5./i)) 

= i/(apn) o ojZp,v̂  0 Rzp,w(# • aO = "(aPn) 0 ßzp{g • ß) 

On a donc démontré que u(apn) ogo fizp(//) = v{apn) o/3Zp(p • ¡1) dans D. On conclut 
en utilisant le fait que v(apn) agit par multiplication par (1 + T)apn — 1 sur D, et 
que (1 + T)apn - 1 est inversible dans Gg. 

5. L'opérateur sur D ( I I ) 

Lemme IV.1.8. — L'application (/i0, • •,Mp-i) ^ Ylï=o (01) '^* de (IIV)P dans IIV 
induit une injection de (D^V(H))P dans D^ÇH), et le conoyau est de longueur finie 
sur GL,. 

Démonstration. — L'image de £ ^ ( 1 1 ) par \i (g \ ) • / / est lJ^pZ ( W ) Q , et Finjectivité 

de la restriction de (//0, • • •, Mp-i) • J2ï=o (01) ' ^ a (^ ïy (^))p surt de ce que les 
i -f pZp sont disjoints deux à deux. 
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Maintenant, d'après le lemme III.2.3, si \x G lf+pzpiWY est nul sur [(o i ) ' W ^ 
alors \x peut se prolonger par 0 en un élément de IIV, auquel cas = • Mi > 

avec \ii G D ^ ( I I ) . On en déduit le fait que l'image de (/xo> • • • » Mp-i) 1-4 X^=o ( o i ) * № 
contient les /i G Z } ^ ( I I ) nuls sur W et (g \ ) • VF pour 0 < i < p — 1. Le conoyau de 
l'application est donc un quotient de VF + f̂zTo1 ( o i ) ' ^ » ê  Par su^e eŝ  de longueur 
finie sur ÛL, ce qu'il fallait démontrer. 

Proposition IV.l.9. — D(II ) es£ un ((f,T)-module étale. 

Démonstration. — Le lemme IV. 1.8 se traduit, après tensorisation par ûg, par le fait 
que l'application (xo,..., xp-\) i—• Y2ï=~o0- + T)l(p(xi) est un isomorphisme de D(II)P 
sur D( I I ) , ce qui permet de conclure. 

Rappelons que l'on a défini un opérateur ipw : Dw(R) ~~* ^^(U). Par ailleurs 
le ((p, r)-module D(I I ) étant étale, il est muni d'un opérateur îp. La prop. IV.1.1] 
ci-dessous permet de relier ces deux opérateurs, ce qui nous permettra (prop. IV.3.2 
de donner une description de IIv en termes de D( I I ) . 

Soit M C £>+(II) l'image de (D+,(H))* par (/x0,..., Mp-i) » E?=o ( o î ) " ^ 

Lemme IV.l.10. — Si ¡1 G M, alors OLZP,W(^W{^)) = ip{&zp,w{n))-

Démonstration. — Si v G 7^(11), alors 

ù*$ù 
p-i 

i=0 
(si)[(èî),(O,I) 

p-1 

i=0 
: S ï ) - M i , ( g î ) - t ; > 

p-1 

i=0 

((èi)-l)P-X' 

Or fii est identiquement nul sur I1!* (WO, si i G Z*. On en déduit que tous les termes 

de la somme ci-dessus sont nuls, sauf celui correspondant à i — 0 qui vaut (fio,v) ; on 
a donc 

tpw 

p-i 

i=0 

< p i 
^0 1. • Mi) = Mo-

Par ailleurs, par définition de la structure de (<p, T)-module sur D( I I ) , on a 

((èi)-l)P-X' 
p-i 

1=0 
<0l) ' 

p-1 

i=0 
(l + T ) V ( a z 0 ^ ( ^ ) ) , 

et donc 

^{pizpyv 

p-i 

i=0 

p i x 
0 1 > *Mi) ((èi)-l)P-X' = x(-l[(èî),(O,I) 

p-1 

i=0 

p i 
0 1 •Mi)) 

Ceci permet de conclure. 

Proposition IV.l.11. — Si ¡1 G -D^( I I ) , a/ors azp,w{^w{^)) = V^Zp.w^M))-
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Démonstration. — D'après le lemme IV.1.8, le module Z ) ^ ( I I ) / M est de longueur 
finie sur ÛL- H existe donc n G N tel que ( ( J ^ ) - l)JD^(n) C M . Soit alors 
p G Dyy ( I I ) . En utilisant la définition de la structure de (<£>, r)-module sur D(U), puis 
le lemme III.2.7, puis le lemme IV. 1.10, et de nouveau la définition de la structure de 

r)-module sur D(U), on obtient : 

( ( 1 + I T " " 1 - L)AZPM1>WM) = azp,w(((10pn'1 ) - 1 ) • i M / 0 ) 

= « z ^ ( ^ ( ( ( i ^ ) - 1 ) •»))=H^M((IP:) - 1 ) - m))[(èî),(O,I) 

= V ( ( ( l + Tfn - l W . w K / 0 ) = ( ( 1 + Tyn~" - L)il>(AZp,w(n)) 

Ceci permet de conclure. 

Proposition IV.1.12. — On a f3Zpo (PQ o ) = V ° fizp• 

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate du lemme III.2.8 et de la 
prop. IV. 1.11. 

IV.2. Propriétés de finitude du foncteur II H-> D(I I ) 

1. Calcul des (ip^T)-modules attachés aux irréductibles de ReptorsG. — Si À G et 
s i 0 < r < p — 1 , on pose II(r, À) = II(r, À, 1). D'après les résultats de Barthel-Livné 
et Breuil rappelés au n° 1 du § III.3, toute /^-représentation absolument irréductible 
de dimension infinie de G est isomorphe (à un espace près de dimension au plus 1) à 
une tordue d'une II(r, À) pour un choix convenable de r et À. 

Théorème IK2.1. — Si 0 < r < p — 1, et si A G k^, alors en tant que ûg -modules, 
on a 

Dlr(U(r,X))^ 
k~g (D ẐJ* si \ — 0j 

k~g (D Z^J* si \ 

Démonstration. — Le module (II(r, À)) étant un /cj-module compact, l'énoncé 
ci-dessus est équivalent à 

dimfcL D*Wr (n(r, À ) ) / T = 2 et dim^ Ker 
>VR(N(r,A)) 

|0 siA = 0, 

1 si A / 0. 

Comme T = (J î ) — 1, cet énoncé est aussi équivalent, par dualité, à 

d i m , L / ^ A ) ( W r ) U J = 1 = 2 et dïmkLI^X\wr)/((l\)-iy = 
0 si A = 0, 

1 si A ̂  0. 

Le calcul de la dimension du premier (resp. second) de ces espaces fait l'objet du 
cor. IV.2.9 (resp. IV.2.11). L'ingrédient principal est l'étude des invariants et des 
co-invariants de l'action de ( J \ ) sur les deux premiers termes de la suite exacte 

0 - YrtX - IZp(Wr) - Izlr'X)(Wr) - 0, 
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où si À G kL, on a noté Yri\ = Izp(Wr) D (Tp — À) • I(Wr) le noyau de l'application 
naturelle de Izp(Wr) dans II(r ,À) . 

Remarque IV.2.2. — (i) La démonstration qui suit traite sur le même pied les séries 
principales et les supersingulières. Dans le cas des séries principales, il y a une dé
monstration nettement plus directe (cf. prop. IV.4.17). 

(ii) Les calculs ne sont pas sans rappeler ceux de Breuil [13] menant à l'irréducti
bilité de n(r ,0 ,x) . 

(iii) Le théorème ne dit rien sur les actions de (p et F ; ceci fait l'objet des 
prop. VII.4.2 et IV.4.17. (Cf. aussi [6].) 

(1 1)=i 
Lemme IV.2.3. — Si 0 < r < p — 1, alors Wr 1 est le k^-espace vectoriel de di
mension 1 engendré par 1, et Wr/ ( (J \ ) — 1) est un k^-espace vectoriel de dimension 1 
engendré par l'image de Xr. 

Démonstration. — On a ( ( \ \ ) - 1) • Xk = J2j=o (]j)XJ^ et comme (*) n'est pas nul 
modulo ps\k<r<p — 1, cela permet de conclure. 

Comme l'intersection du semi-groupe P + avec K est ( zp z? ) , et comme 

p+i 0 1 
!**ù** 

( o Í ) : avec 0 < i <pn - 1} , 

on a une décomposition naturelle de Izp(Wr) sous la forme 

Izp{Wr) = eneN/(n)(Wr), avec I^(Wr) = ®pi=^[{p¡[),Wr] 

et, si n G N , on note 7rn : Izp(Wr) —• I^n\Wr) la projection naturelle. 

Lemme IV.2.4. — Sin > 1, alors I^(Wr) est le kL-espace vectoriel de dimen

sion 1 engendré par fn = Y^P=ô KPo i ) ' * ] * et I^n\Wr)/(( J i ) ~~ 1) est un kL-espace 

vectoriel de dimension 1 engendré par l'image de ^ ) , X r ] . 

Démonstration. — Le (J -module I^n\Wr) étant induit à partir de Wr, on peut, 

comme me l'a fait remarquer le rapporteur, utiliser le lemme de Shapiro pour déduire 

le résultat du lemme précédent. On peut aussi procéder directement comme suit. 

Comme ( J \ ) ( £ * ) = ( £ *+1 ) , cela implique que <f> = ECO'I^O ï ) » pi\ est fixe Par 

(h\) si et seulement si = si 0 < i < pn"2, et si [ ( £ ^ P o ] = [ ( £ °) ,P0] . 

En faisant agir (pQn sur cette dernière égalité, on voit qu'elle est équivalente à 

(o i ) ' Po — dans Wr. D'après le lemme IV.2.3, cela implique que Po est constant. 

On en déduit que I^n\Wr)((èi)-l)P-X est le kL-espace vectoriel de dimension 1 engen

dré par /n, et, l(n\Wr) étant de dimension finie, que i " ^ ( W r ) / ( ( o î ) — -0 est un 
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ki,-espace vectoriel de dimension 1. Pour conclure, il suffit donc de prouver que 

[(Po 1 ) '^] nest Pas ^ans l'ima&e de (J X) — 1. Or 

( U î ) - i ) 

p -1 

2 = 0 
f i M l ( P o " î ) . ^ 

équivaut à = si 0 < i < pn~2, et [ ( £ Pn),P0] - [(p0" °) ,P0] = [ ( ^ ? ) . ^ P ] -
Cette dernière relation est équivalente à ((J — .1) - PQ = XR dans WR, et ceci n'est 
pas possible, d'après le lemme IV.2.3. Ceci permet de conclure. 

Lemme IV.2.5. — Si 0 < r < p — 1, et si X e kL, alors 

$^^m*^$^$^* e+r0*L • (/n+i - A/n) si r ^ O, 

® n ^ L • (/n+i - A/n 4- /n_i) sz r = 0. 

Démonstration. — L'argument est un peu différent suivant que r est nul ou pas. 
• Si r ^ 0, on a (Tp — À) • fn = /n+i — À/n, et on est donc ramené à prouver que 

/o ^ (Tp — À) • I(Wr), ce qui est clair car un élément de (Tp — À) • I(Wr) a au moins 
deux composantes non nulles. 

• Si r = 0, alors (Tp — X) • fn = /n+i — Xfn + /n-i> si ra > 1. On est donc ramené 
à prouver que (kL • /o © fcL • / i ) n ((Tp - A) • I(Wr)) = 0. Or, 

a/o + 6/1 = -ò[((JO)5i] + (a + AÒ)[ ( i ? ) , l ] + ( T p - A ) . / o , 

et comme un élément de (Tp — X) • I(Wr) a au moins deux composantes non nulles à 
distance > 2, l'appartenance de afo -f bfi à (Tp — À) • L(Wr) implique b = a + Xb = 0, 
ce qui permet de conclure. 

Corollaire IV.2.6. — Si 0 < r < p — 1, et si X G kL, alors 

àimkL j 
((èi)-l)P-X' = x(-l)r!(?m*ùù*J) 1 sir ^Q, 

2 si r = 0. 

Lemme 7K2.7. — (i) nn+1{Tp(<P)) € ((JJ) - l)P" • l(n+1\Wr), si <j> G I<n>(WP). 
(ii) 5i n > 1, si </> e I{n)(Wr), et si jr„_i(rp(0)) 6 ((J i ) - l ) • I^-^(Wr), alors 

4>e({h\)-l)-lW{Wr). 

Démonstration. — Pour démontrer le ( i) , il suffit, par linéarité, il suffit de traiter le 
cas de 0 = [(PQ j ) , P ] , et on a alors 

7Tn+i(Tp(0)) = 
p-1 

¿=0 
((èi)-l)P-X' = x(-l 

p-i 

2 = 0 

p^pùùp((èi)-l)P-X' = x( 

Il y a alors deux cas. 
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• Si r ^ 0, alors l =((èi)-l)P-X' =et donc 

: ( C I R O . I ] = [ ( C I + R I ) . ( ( À Ì ) - I ) - J N 

((èi)-l)P-X' = x(-l)r!(?J)-X'-((èi)-l)P-X' = x(-l)r!(((èi)-l)P-X' 

• Si r = 0, alors P est constant et 

p-i 

i=0 

P ; + L J T ) , i ] = - ( ( J p ; ) - i ) -
*ù$^*ùù 

!ù*$ùm$ 

* [ ( P ; + L I + R ) - i ] ) E ( ( J L ) - i ) P - I ( " + 1 ) ( ^ ) . 

Ceci termine la preuve du (i) . Passons à celle du (ii). L'action de (J \ ) commute à 
celles de TP et 7rn_i. L'énoncé à démontrer est donc équivalent à l'injectivité de 

"n—i °TP •. / ^ ( w R ) / ( ( È 0 - 1 ) - / ( " - ^ ( W G / A J Ì ) - 1 ) : 

et comme les deux espaces sont de dimension 1 sur 1ÎL (cf. lemme IV.2.4), cette énoncé 
est aussi équivalent à la surjectivité de 7rn_i OTP. Or on a 

((èi)-l)P-X' = x(-l)r!(?J)-X'-((èi)-l)P-X' = x(-l)r!(?((èi)-l)P-X' 

ce qui permet, grâce au lemme IV.2.4, de conclure. 

Lemme IV.2.8. — Si 0 < r < p — 1, et si X e alors 

dimkL {YR,x H ( ( J 0 - 1 ) • / z p ( W r ) ) / ( ( J 0 - 1 ) • yr,A 
1 si r ^ 0, 

0 52 T = 0, 

e£ l'espace ci-dessus est engendré par ((J i ) — l ) • (Tp — A) • ([(J 5),-AT]) dans tous 
les cas. 

Démonstration. — Une comparaison des supports de <\> et TP • (j> montre que l'appli
cation (j) H-> (TP — A) • </> est injective, et que (TP — À) • 0 G i zP(WR) si et seulement si 
</> e JzpW.) et 7TO(0) = [(J ? ) , P ] , avec P(oo) = 0. 

Soit (p G i zP(WR)- Si ^ G N , soit <\>i = 7Tt((j)). Il existe alors n G N tel que 
</> = Yll=o fa- Supposons dorénavant (j) G YR,\ N ( ( J Î ) ~ l ) • Izp(Wr), ce qui implique 
7r (̂(Tp - A) • (f)) G ( (L \) - 1 ) • J W ( ^ R ) quel que soit £ G N . Il y a deux cas. 

- Si À 7̂  0, on peut écrire <f>n sous la forme 

K = -A"1 7TN((TP - A) • ( />) - 7Tn(Tp • 0)1 

et le (i) du lemme IV.2.7 permet d'en déduire que K G ((\\) ~ 1 ) -I{n)(Wr), et, 
grâce à une récurrence descendante immédiate, que $ £ ( ( L \ ) — l) • Izp(Wr). 

- Si A = 0, on a 7rE(TP • 0) G ((J - l ) • / W ( W r ) quel que soit £ G N . On en 
déduit, grâce au (i) du lemme IV.2.7, l'appartenance de 

7Tn_i(Xp • (j)n) = 7Tn_i(Tp • (j)) - 7Tn_i(Xp • <t>n-2) 

à ((L \) — l ) • TN ^(WR), et donc, grâce au (ii) du lemme IV.2.7, celles de </>n 

à ((J J) - 1 ) • lW(Wr) et de ^ à ((J Ì ) - 1 ) • JZp(Wr). 
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En conclusion, dans tous les cas 

Yr,x n (( J J) - 1) • IZp(Wr) = ((J \) - 1) • (Tp - A) • IZp(Wr). 

Comme (Tp — A) • [1, Xr] est un supplémentaire de YTj\ dans (Tp — À) • Izp ( Wr ) , l'espace 
qui nous intéresse est donc engendré par 

((hl)-i)-(Tp-\).[(l°),xr} = (Tp-\).((i\)-i).[(l<l),xr}, 

et sa dimension est donc 0 ou 1 suivant que (Tp — A) • ( ( J î ) — l ) • [( J ï ) ? Xr] appartient 
ou pas à ((J \) - 1) • yr,A. 

- Si r = 0, on a (Tp - A) • ( ( I \ ) - 1) • [( I \ ) , Xr) = 0, et cette dimension est nulle. 
- Si r ? 0, l'appartenance de (Tp - A) • ((J J) - l ) • [(J ? ) , X r ] à ((J } ) - l ) • rr,A 

est équivalente, car Tp — A est injectif, a r existence de ç G i z p ) tel que 1 on ait 
M4>) = [ ( à S ) . n avec P(oo) = 0, et tel que ( ( ¿ 1 ) - l ) • (<f> - [(J ° ) , JT]) = 0. 
Ceci est impossible car, en appliquant TTO à cette relation, on tombe sur la relation 
( ( J J ) — l ) - ( P — Xr) = 0 dans Wr, et celle-ci implique P — Xr constant, en contra
diction avec l'hypothèse P(oo) = 0. 

Ceci permet de conclure. 

Corollaire IV.2.9. — Le k^-espace vectoriel ((èi)-l)P-X' est de dimension 2, 

engendré par ( J ? ) • 1 et A( J ? ) • - E U H ) ^ î ) • 1 = ( o °P )-Xr, si 0 < r < p - 1 
et si X E ki,. 

Démonstration. — La suite exacte 

0 - YriX - /Zp(Wr) - /zp(r'A)(^r) - 0 

induit, en prenant les invariants et les co-invariants sous l'action de (J î ) ' â su^e 
exacte 

0 -> 
(Jzp(Wr))(Si)=1 

((èi)-l)P-X' 
C A ) ( ^ ) ( à l ) = 1 Kei 

^p$*ù 

( ¿ 0 - 1 

*ù*ù**ùml 

( è l ) - i 
O. 

On conclut en utilisant le cor. IV.2.6 et le lemme IV.2.8 et l'isomorphisme 

Ker 
Yr,x 

( à i ) - i 

((èi)-l)P-

( à i ) - i -
= (n ,A n ((J Ì) - 1) • Jzp(WP))/((è î ) " 1) • Y ^ ) -

Lemme IV.2.10. — SiO <r <p — 1 e£ A G a/ors 

dimfci {lzp(Wr)/(YrtX + ((J 0 - 1)P • / z p ( ^ ) ) ) = 
1 siX^O, 

[0 siX = 0. 

Démonstration. — Commençons par traiter le cas A = 0. Soit <j> = [(pQn * ) , X ? ] , avec 
0 < j < r, n G N et 0 < i < pn — 1. Si j < r — 1, il existe Q de degré j + 1 < r tel 
que Q(X + 1) - Q ( X ) = X ' . On a alors 

((èi)-l)P-X' = x(-l)r!(?J)-X'-((èi)-l)P-X' = x(-l)r!(?J)-X'-((èi)-l)P-X' 
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ce qui prouve que [ ( * j ) , X ' ' ] G Fr,0 + ( (J î ) - l ) • JZp(Wr)). Par ailleurs, 

((èi)-l)P-X' = x(-l)r!(?J)-X'-((èi)-l)P-X' = x(-l)r!(?J)-X'-

et le lemme IV.2.7 permet de montrer que [(p0 [ ) , Xr] G Fr,0 + (( J î ) ~ l ) • ^zp(Wr)). 
Ceci permet de conclure dans le cas À = 0. 

Supposons maintenant A ̂  0. Considérons la forme linéaire sur Izp{Wr) envoyant 
[(PQ \),P] sur À_nP(oo). Un calcul immédiat montre que cette forme linéaire est 
identiquement nulle sur Yr?A + ( ( o î ) — l ) - IZp(Wr), et donc que la dimension de 
/zp(Wr)/(yr,A + ( (â 0 - l)P • Izp(Wr)) est > 1. Par ailleurs, si 0 G I^(Wr) et si 
n > 1, alors, d'après le (i) du lemme IV.2.7, 

7Tn+1(Tp - (j)) = (Tp - X) • (j) - 7Tn_i(Tp • <f>) + A0 G ( ( J \) - 1)P . /(n+1)(Wr). 

On en déduit que, modulo ^r ,A+((o î ) ~~ l)P*^zp(Wr), on a (j) = X~17rn-i(TP'(j)), ce qui 
prouve que IZp(Wr)/(Yr,x + ((lQ\)-l)P-IZp(Wr)) est un quotient de kL • [( J ? ) , X r ] . 
Ceci permet de conclure. 

Corollaire IV.2.11. — Si 0 < r < p — 1 et X £ kL, alors 

dimkL 
((èi)-l)P-X' = x(-l 1 A ̂  0, 

[O A = 0. 

Démonstration. — Il suffit d'utiliser le lemme précédent et l'isomorphisme 

j£p,A)(wP)/(U D - i)P = ^ ( W r ) / ( n , A + ( ( è î ) - i)P • K(Wr)). 

2. Exactitude du fondeur II i—• D(I I ) 

Proposition IV.2.12. — Si 0 —> Iii —> Il —> II2 —> 0 es£ ?me smte exacte d'éléments de 
ReptorsG, a/ors /a smte 

0 -> D(n2) -> D(n) -> D (n i ) -* 0 

est exacte. 

Démonstration. — Comme I i i , I I 2 ont des présentations standard, la rem. III.1.17 
nous fournit W G W(°\ll), Wx G 2 ^ ° ) ( I i i ) et W2 G W^(U2) tels que les suites 

0->W1-+W-+W2^>0 et 0 ^ i2(0)(Wi,ni) -> P(0)(W,II) -> P(0)(^2,n2) 0 

soient exactes. 

Soit R+(W, n ) le noyau de IZp(W) /gp(W0- D'après le lemme III.1.10, R+(W, U) 

est la somme directe des h • R(°\W, I I ) , pour /i G P+ /(KZ D P + ) , et donc la suite 

0 -* P + ( ^ i , n i ) -> P+(W,n) P+(W2,n2) 0 

est exacte. La suite 0 —» ^ ( ^ 1 ) * ̂ zp^W) ~~* ̂ zp(W^) ~^ ® est elle-aussi exacte. 
Par dualité, il en est de même de la suite 0 —> JD^2(n2) —> D ^ ( I I ) —» DjJ^II i) —• 0. 
Pour conclure à l'exactitude de la suite 0 —• D(II2) —> D(I1) —> D ( I I i ) —> 0, il suffit 
de remarquer que ûg est plat au-dessus de G g en tant que complété d'un localisé. 
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Théorème IV.2.13. — L'application II »->• D ( I I ) est un fondeur exact contravariant de 
R e p t o r s G dans ®T?ors. 

Démonstration. — Étant données les prop. I V . 1 . 9 et I V . 2 . 1 2 , il suffit de prouver 
que D(II) est de longueur finie, si II est irréductible. Cela résulte du th. I V . 2 . 1 . 

On étend le foncteur D aux objets de R e p ^ > L G et R e p L G de la manière suivante : 
- si II G R e p ^ G , alors D(II) est la limite projective des D(II/pfeII), 
- si II G R e p L G , et si n0 G R e p ^ L G est un ^ - réseau de II, alors D(II) = L-D(n0). 
On obtient ainsi des foncteurs exacts contravariants de R e p ^ L G dans $ret(ûg) 

et R e p L G dans $ret(<?). De plus, en passant au module de Tate (si II G Rep^L G) et 
en tensorisant par L (si II G R e p L G ) , on obtient une application (3zp : n* —> D(II) 
vérifiant les propriétés de commutation des prop. IV. 1.7 et IV. 1.12. 

S. Le joncteur II i-> V(II). — On définit V(II) comme le dual de Tate de V(D(II)). 
Ce qui précède se traduit alors, grâce à l'équivalence de catégories de Fontaine, en 
l'énoncé suivant. 

Théorème IV.2.14. — L'application II »-> V(II) est un joncteur exact covariant 
- de ReptorsG dans ReptorsSfQp, 
- de Rep^LG dans RepÛL^QP, 
- de RepLG dans RepL^Qp. 

IV.3. Compléments 

1. Le morphisme /3Qp : IIV D ( n ) B Qp. — Soient n G R e p t o r s G et W G W^ÇH). 

L'application azp,w(%) de D^(II) dans D(II) n'est pas, en général, injective (son 

noyau est le sous-^-module de torsion de 1)^(11)), mais on a le résultat suivant. 

LemmeIV.3.1. — Le noyau de &zp,w : D(II) est un ^L-module de lon
gueur finie. 

Démonstration. — Il suit du lemme IV.1.2 que, si W C W', alors Kerazp,w est de 
longueur finie sur ÛL si et seulement si Ker azp,w l'est. On en déduit la stabilité de 
la propriété « Kevazp,w est de longueur finie sur ÛL » par extensions; le th. IV.2.1 
permet alors de conclure puisqu'il montre que le T-module de torsion de D^(II) est 
de longueur finie sur ÛL, si II est irréductible. 

On note JV(II) le ÛL[A]-module (ïlv)u ; c'est le dual du module de Jacquet J(U) 
introduit au § 1 du § VII. 1 

Proposition IV.3.2. — Soient 6 = 6^ etD = B(U). 
(i) L'application fi H-» /?QP(/X) = ((/3zp 0 (PQ ?)) * i^)neN définit un morphisme 

B-équivariant de IIV dans D Qp. 
(ii) Le noyau de /3QP est JV(II) et est de longueur finie sur &L. 
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(iii) L'image de /3Qp est incluse dans D$ Qp, contient * QP)) - KE Qp qui est Vimage 

par (3Qp de l'orthogonal de n S L 2 ( Q p ) . 

Démonstration. — Le (i) est une conséquence des prop. IV. 1.7 et IV. 1.12. 
On a (D Mô Qp)u = 0 car D est sans T-torsion ; d'où l'inclusion JV(II) C Ker /3Qp. 

Par ailleurs, le noyau de D^ÇH) —> D est de longueur finie sur ÛL d'après le 
lemme IV.3.1. Cela implique que 

Ker (IIV —> DM Q P ) = Ker ((Z?V(n) ® Q P ) "> (D R* QP)) - KE (Dw(U) - D) 

est, lui-aussi, de longueur finie sur ÛL. Comme il est stable par ( J Q / ) , l e lemme III. 1.4 

montre que ( J agit trivialement, ce qui démontre le (ii). 
Passons à la démonstration du (iii). Comme IIv est compact, son image par fizp 

est bornée et donc l'image de (3QP est constituée de suites bornées; elle est donc 
incluse dans D$ Q P , et comme elle est stable par B, elle contient D^ Qp d'après 
le th. 1.3.13 puisque azp,w(£*{y(II)) est un treillis de D par construction, et donc 
engendre D. De plus, D^ Ms Qp est d'indice fini dans D$ Ms Qp. Soit M C IIV l'image 
inverse de D^ M6 Qp dans nv . C'est un sous-module d'indice fini de IIv stable par B. 
L'orthogonal M1- de M est donc un sous-^-module de longueur finie de II stable 
par JB, et est fixe par ( J ^p ) d'après le lemme III.1.4. Par ailleurs, comme M x est de 
longueur finie sur ÛL,ÎI existe n G N tel que M1- soit fixe par 1 +pnM2(Zp). Comme 
le sous-groupe de G engendré par ^ ) et 1 + pnM2(Zp) contient S L 2 ( Q P ) , on en 
déduit l'inclusion M1- C n S L 2 ( Q p ) et celle de l'image de l'orthogonal de nSL2(cW 
dans D^ №8 Qp. 

Pour montrer l'inclusion inverse, constatons que nSL2(Qp) étant de longueur finie 

sur ÛL, il existe P G ÛL[X] non nul modulo p , tel que P ( ( g ? ) ) annule nSL2(Q*>). 

Ceci implique que (P((g ? • M, v) = 0 pour tout v G nSL2^Q^ et tout /i G nv . On 

en déduit que l'image de l'orthogonal de n S L 2 ( Q p ) contient celle de P ( ( g ° ) -1) l Iv. 

On conclut en utilisant le fait que (3QP commute à P ( ( g *) et que - P ( ( o î ) *) 

induit une surjection de D^ Qp sur lui-même (prop. 1.3.16). 

Remarque IV.3.3. — La définition de (3Q s'étend telle quelle aux cas II G Rep^>LG et 
II G RepLG ; on obtient de la sorte un morphisme P-équivariant de II* dans D Qp 
(et même dans (D QP)&, si II G RepLG). 

2. L'application pu : IIV D(II) MU. — Si a G Q P , et si A: G N, on définit 
/3a,fc :I1V -> DM(a + pkZp) par 

/ 3 a , f c = ( ^ ) o / ? Z p o ( p ^ ) - . 

Lemme IV.3.4. — Si £ > k > 0, et si b e Qp, alors 

c=(^)o/?Zpo(mù* JO sib + p£Zp<£a+pkZp, 

J3bie sib + p£Zp c a + pkZp. 
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Démonstration. — Comme l'image de (3a,k est incluse dans D M (a + phZp) qui est tué 
par Resb+p£Zp, si (b+peZp)n(a+pkZp) = 0 , et comme £ > k, on a Resb+p£Zpo/?a?fe = 0 
si b + peZp (jL a + pkZp. 

Si b + peZp C a H- pfcZp, on peut écrire b sous la forme a + pkc. En partant de la 
formule 

R e W Z p = ( i ì ) 0 ^ ° r ° ( J - 1 6 ) , 

on obtient 

res +pezp oBa,k = (1 b o l o v o pk p o1 ) oc=(^)o/?Zpo(c=(^)o/? 

Maintenant, d'après les prop. IV.1.7 et IV.1.12, on a 

(è î h ( 3 z P = h A i î ) . ^ - f c ° / 3 Z p = / f e p o ( v î ) . ^ H i ? ) = ^ = ( p o ;: 

ce qui nous donne 

R « W z , o/3Blfc = ( à î ) o H o) 0/3Zp o o) 0 ( J P - ' M ) ( P ; . p 

= pl bo 1 ) c=(^)o/?Zpo(c=(^) 

Ceci permet de conclure. 

Corollaire IV.3.5. — On a (3a,k = Pb,k, si a + pkZp = b + pkZp. 

Démonstration. — On a f3aìk = Resa+pfcZp ° Pa,k = Resò+pfcZp o /3ajk = f3htk. 

Ce corollaire permet de définir /3a+pkzp ' IIv —» D M (a + pkZp) par la formule 
Pa+pkzp — A>,fc pour n'importe quel b G a-\-pkZp. Le lemme IV.3.4 se reformule alors 
de manière plus parlante sous la forme : 

Lemme IV.3.6. — Si £ > k > 0, et si b e Qp, alors 

Resò+p£Zp o (3a+pkZp = 
fo sib + peZp (£a + pkZp, 

[ P b + P t z p sib + p£Zp Ca+pkZp. 

Corollaire IV.3.7. — Si a G Qp et si k E N , alors Y%=o Ax+tP*+P*+izp = AH-P*ZP-

Démonstration. — On a J^f=o R e s a + i p f c + p f c + i Z p = Resa+pfcZp ; on en déduit le résultat 
en composant avec / ? a + p f c z p -

Soit U un ouvert compact de Q P , soit A; G N assez grand pour que U soit stable 
par translation par pkZp, et soit i + pkZp, pour i € I (fini), une partition de U. 
Le cor. IV.3.7 montre que X^e/^+pfezp ne dépend pas des choix de A: et de I. On 
note Pu : IIV —*• D M U l'application ainsi obtenue ; /3Zp est l'application dont on est 
parti pour faire toutes nos constructions. 
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Lemme IV.3.8. — Soient U, V des ouverts compacts de Qp. 
(i) Resjy o pv = Resy o pv = (3UnV. 

(ii) Pu+py = puuv + Punv-
(iii) pu°g = goPg-iu, si g G P(QP). 

Démonstration. — Les deux premiers points se démontrent par linéarité, en prenant 
k assez grand pour que U et V soient invariants par translation par pkZp, et en 
prenant des partitions de U et V par des translatés de pkZp. Pour le dernier, il 
suffit, par linéarité, de le démontrer pour U = a H- pkZp et k assez grand. On peut 
en particulier supposer que k > 0 et que, si = ( P * J ) , alors i + k > 0. Alors 
S"1 (a + pkZp) = b + pla + pi+kZp, et 

0 1 ° P a + P * Z p ° 9 = 9 l o ( p o î ) ° f e p o ( ^ ) o<? 

c=(^)o/?Zpo(c=(^)o/?Zpo(c=(^)o/?Zpo(cvg 

Ceci permet de conclure. 

IV.4. La contragrédiente d'une représentation de GL2(QP). — Notre but 
est de reconstruire la représentation II à partir de D(II). Pour énoncer le résultat, 
remarquons que les opérations suivantes ne changent par D(II) : 

- prendre une sous-représentation d'indice fini de II ou faire une extension d'une 
représentation finie par II, 

- prendre un quotient ou faire une extension de II par une représentation finie. 
On dit que II et IT sont équivalentes si on peut passer de l'une à l'autre par une 
suite finie d'opérations du type ci-dessus; on a donc D(II) = D(IT) si II et II' sont 
équivalentes. 

Dans toute la suite de ce §, on fixe II G ReptorsG de caractère central S, et on pose 
D = D ( n ) . L'énoncé suivant, destiné à illustrer les résultats de ce §, est une version 
affaiblie du th. IV.4.7. 

Théorème IV.4.L — Soit D* №ô P1 = {z G D Mô P1 , ResQpz G D^ Mô Qp}. Alors 
D^ lEl^P1 est un ouvert compact de D I S ^ P 1 , stable par G, et dont le dual est un objet 
de ReptorsG équivalent à II. 

1. L'action de w sur D(II) IEI Z*. — On a défini ci-dessus, pour tout ouvert compact 
U de Qp, un morphisme Pu : IIv —> D M U. Le résultat suivant est le point crucial de 
la reconstruction du G-module IIv à partir de D. 

Proposition IV.4.2. — On a Pz* ow = wso pz* 

Démonstration. — Nous aurons besoin d'un certain nombre de lemmes préparatoires. 
On note M C D M Z* le treillis engendré par les (g \ )D+, pour 1 < i < p — 1. On 
fixe aussi W £^°HU). 
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Lemme IV.4.3. — Soit n > 1. Si \i G i g - W o est nulle sur (Po î ) * w> Pour 

tout r < n et tout b £ Z*, alors ¡1 peut s'écrire de manière unique sous la forme 

M = X^ez ; modp- Pij ou M< € Igj (W)o est d support dans i + pnZp. 

Démonstration. — L'unicité suit de ce que les supports des \i{ sont disjoints deux 

à deux. Maintenant, la restriction de \x à l[+pnZ (W) s'annule, par hypothèse, en 

l'extrémité (pQn j) de ^+pnZp ; elle se prolonge donc de manière unique en un élé

ment ¡11 de Iz*(W)o a support dans i + pnZp (lemme III.2.3). Il est alors immédiat 

que l'on a \i = X^ez* modPn sur I§* W) tout en^ier car les deux membres sont nuls 

sur (Pq i) ' W, si r < n. Ceci permet de conclure. 

Lemme IV.4.4. — // existe ko G N tel que, si ¡1 G 1)^(11) est nul sur (Pq -W pour 

tous j < k0 et a £ Zp, alors ¡1 G ( ( J î ) - l)Djy(II). 

Démonstration. — Soit Uk l'ensemble des ¡1 G Z)J^(II) nuls sur (PJ - W pour 
tous j < k et a G Zp. Par définition de la topologie faible, les Uk forment une 
base décroissante de voisinages de 0 dans D^IL). Or X = ( ( J J ) - l)D^(U) est 
d'indice fini dans D^ÇR) [sa longueur sur ÛL est inférieure ou égale à la somme 
des longueurs de Ker/3Zp, de D^W(U)/D^(U) et de f3Zp(D^(U))/T(3Zp(D^(U))}. 
Son orthogonal X1- dans IZp(W) est donc de longueur finie. Comme l'application 
¡1 h-> est continue pour tout v £ X par définition de la topologie faible, et 

comme l'ensemble des valeurs de (//, v) est discret, l'orthogonal v1- de v est ouvert 
dans D{y(II) ; il en est donc de même de X = (X^1- puisque (X-1)1- est l'intersection 
des vf- pour toute famille génératrice de X-1, et que l'on peut choisir une telle famille 
finie. On en déduit que X contient Uk, pour k assez grand. Ceci permet de conclure. 

Lemme IV.4.5. — existe ko G N, tel que si fi G I§*(W)o es^ nu^ sur (Po ï). W pour 
tous j G { 1 , . . . , n + k0} et a £ Z*, alors /3Z* (/z) G (pn(T)M. 

Démonstration. — Il résulte du lemme IV.4.3 que l'on peut écrire // sous la forme 

M = X^ez;modp" Mis avec ^ de la forme (pQn *)A;, où à* G -D^(II) est nul sur 

(*o 1) ' Pour tous j < ko et a £ Zp. D'après le lemme IV.4.4, cela implique 

que Xi G ( ( ¿0 - l ) D j r ( n ) , et donc que (3z;(\i) G £>+ et ( £ j)/?z;(A*) G M. 

L'identité 

+»nzAwâ(z)) - (-i/i2Mesi+vnZ(z) G u>n+b^(+»nzAwâ(z)) - (-i/i2Mesipnù$*ùùg 

permet de conclure. 

Lemme IV.4.6. — // existe b : N —> N; tendant vers +00 en +00, £eZ/e gwe, pour towt 
z G Z* et tout z G M, on ait 

Xt*i-i+»nzAwâ(z)) - (-i/i2Mesi+vnZ(z) G u>n+b^(T)M. 
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Démonstration. — C'est, module- le (ii) de la rem. II. 1.3, une conséquence de la 
prop. 1.4.1. 

Revenons à la démonstration de la prop. IV.4.2. Soit m G N tel que Km agisse 
trivialement sur W. Si ji G l9*(V^)v, et si n G N, soit 

p 

Un = a 
_r)n+rn 

1+pn+m 
u, où a(u) — ( o ï ) — 15 si u G pZp. 

Si v G II, si b G Z* et si r > 1, on a 

(Un , (pr o +»nzAwâ(z)) - (-i/i2Mesi+vnZ(z) G u>n+b^(+»nzAwâ(z)) - (-i/i2Memm;b 

Comme (( m pm _̂  rfe) — l) • = 0, si r < n et si î? G W, on en déduit que /in est 

nulle sur (PQ D - W, si r < n. Il résulte du lemme IV.4.3 que l'on peut écrire / in, de 

manière unique, sous la forme fin — J ^ ^ z * modpn M n , 2 J &vec /in?i G ig . ( W ) ^ à support 

dans i + pnZp. On a alors 

Resi+pnZp(/?z*(/in)) = /?z;( /V*) et ReSi-i+pnZp (Pz; O W ( a O ) = pZ; o w ( n n , i ) . 

On déduit de la première identité, en utilisant le lemme IV.4.6, que 

Resi-1+pnz(ws o/?z.(/.„)) - 2)/3z-(Mn,i) G ^+b(li)(T)M, 

pour tout i G Z!. 

Si 0 = ( V * 1\lpnb), soient 

+»nzAwâ(z)) - (-i/i2Mesi+vnZ(z 92 = (Sà) ^ = (p°ùù*ù$$^mù* 

i, _ „ - l „ 0 _ / -i-xV-k p-k(l-pnib) \( 0 1 ^ _ f 1 - P n i 6 -p^n-* ib2 \ 

Soit An,i = ( (? è) " ("oA • )) *m*$ù$$ùSi ^ G on a 

( A N , 2 , 9-v) = (/xn>i, (02 - 01 ) • = <A*n,i> 0i(h - 1) • v) = 0, 

si k > m et 2n — k > m, car h G ifm et donc (h — 1) - v = 0. Par ailleurs, Àn^ est 

à support dans i -1 + pnZp puisque iin^ est à support dans i + pnZp et que (? J ) 

et ( " ^ 2) envoient i + pnZp dans z-1 + pnZp. Donc An?i est nulle sur (P*l)-W. 
si A: < n — 1 ou si a £ i~x -f pnZp. Il en résulte que \nj est nulle sur (Pq • W\ 
si k < 2n - m. D'après le lemme IV.4.5, cela implique Pz;{K,i) G y?2n"m-fc°(T)M. 

On en déduit que 

0 z ; ( ( i o) ' - ( " ^ ? ) • / i n , i ) e ¥>n+6<n>(T)M, si n est assez grand 

Ce résultat, couplé avec le lemme IV.4.6 (ou, plus exactement, le résultat qui en 
découle ci-dessus), implique que 

Res , - i+pnzp ((ws o Pz; - Pz; o w) • fin) G ^n+6^(T)M, pour tout i G Z*p. 
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Or l'opérateur a(u) commute à R e s ^ - i + p n Z p et à Pz;, si u G pnZp. Si de plus n est 
assez grand pour que 6(1 -f u) — 1 tue D, cet opérateur vérifie en outre les relations 
a(u) ow = wo a(f^) et a(u) o w$ = w$ o a( f^)> On en déduit que 

a(pn+rn) • R e s , - i + p n Z p ((ws o Pz; ~ Pz; o w) • fi) G ^n+6(n)(T)M, pour tout i G Z£, 

si n est assez grand. D'après la prop. 1.5.1, cela implique que, si n est asez grand, 

Resi-i+pnzp o /?z; - /?z; o w) • /x) G 
<pn+6(n)(T) 

Td' ipn{T)c(pn+rn{T) 
-M, pour tout i e Z*, 

où c, c' G N ne dépendent que de M. Il en résulte que, pour tout n assez grand, 

(ws o pz* - pz* o w) • /i G 
^ + 6 ( n ) / T N 

TcVn (T)cv?n+m (T) M. Soit l G N tel que II (et donc aussi D) 

soit tue par pr. Comme b[n) —> -foo, on a 
y , n + b ( n ) ( T ) 

TcVn(T1)c¥?n+m(r) 
-> 0 dans < ^ J / / et 

comme M est un âg -module compact, cela implique que (w$ o pz; — Pz* ow) - fx = 0, 
ce que l'on cherchait à démontrer. 

2. Le morphisme pj>i : IIV D ( I I ) P1. — On note /?Pi : IIV -> D 0 D l'applica
tion définie par 

»nzAwâ(z)) - (-i/i2Mesi+vnZ 

ThéorèmeIV.4.7. — (i) L'image de IIV par /?Pi est incluse dans D P1, et 
ySpi : IIV —> jD E3<y P1 est G-équivariante. 

(ii) L'application composée ResQp o /?pi coïncide avec P q p . 
(iii) Le noyau de pPi est (U^)^2^. 
(iv) D$ P1 et lEIs P1 sont stables par G et contiennent respectivement les 

images par /?Pi de IIV et de l'orthogonal de HSL,2(QP) 

Démonstration. — L'inclusion /3Pi(IIv) C D P1 suit de ce que Resz* o pZp = Pz; 
(lemme IV.3.8) et de ce que Pz; o w = ws o pZ; (prop. IV.4.2). La G-équivariance 
de Ppi suit formellement (cf. ci-dessous) des formules du squelette d'action, et des 
propriétés suivantes : 

(a) Pu ° g = g ° Pg-iui si 9 € et si U est un ouvert compact de Qp (cf. (iii) du 
lemme IV.3.8) ; 

(b) Resf/ o pv = Punv, si C/ et F sont des ouverts compacts de Qp (cf. (i) du 
lemme IV.3.8) ; 

(c) Pzp o (i*"1 = </> o /JZp (prop. IV.1.12) ; 
(d) pZ;ow = wôo pZ; et /?i+pZp ow = wso Pi+pZp ; 
La première identité de (d) est la prop. IV.4.2 ; la seconde s'en déduit en lui appli

quant Resi+pzp> et en utilisant le fait que Resi+Pzp et w$ commutent (cf. rem. 1.4.4). 

- Si g = w ou si g = ( § 2 ) » avec a ^ Qp > 011 A /^P1 ° <7 = 9° Pp1 de manière évidente. 
- S i < 7 = ( g ? ) , avec a G Z*, pour démontrer /3Pi o g = g o /3Pi, il s'agit de vérifier 

que Pzp(g») = 9Pzp(v)> ce qui suit du (a), et que pZp(wg • /i) = 5(a) (a^ o)/?Zp(/i), 

ce qui suit de l'identité gw = (g 2) î)1^ ê  du (a)-
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- Pour démontrer que foi o g = g o /3pi, si # = ( g J ) , il s'agit de vérifier que 

RespZp(Pzp(g -v)) = 9' P z p ( v ) et ResZp{w(foi o #(/x)) = <%)^(/3Zp(w/x)). 

La première égalité suit des (b) et (a), et la seconde suit de la commutation de w 
et foi, de la formule ResZp o foi = /?Zp, de l'identité gw = ( J j ) (PQ1 ^)to et du (c). 

- Pour démontrer que /3Pi o g = g o /?Pi, si 0 = ( ¿ 1 ) et si b G pZp, il s'agit de 
vérifier que # Z p ( # - a O = 9'Pzp(v>) et que RespZp(/?Zp(w#-/i)) = ub(RespZp(/3Zp(w fi))). 
La première égalité suit du (a). Pour démontrer la seconde, rappelons que 

wg = ( 1 + 6 ) - 1 

0 
0 ï b\wb2wb3w et ub = A 61 o w$ o b2 o ^ o 63, 

avec A = ¿(1 + b)'1, &i = ( J l 1 ) , 6 2 = ((1+0fc)2 ) et 63 = ( J t 1 ^ " ' ) • 

Comme RespZp o /3Zp = /?pZp d'après la propriété (b), on est ramené à comparer 

h = Ppzp ° (( ( 1 + 5 ) - i )b\wb2wb3) et ub o (3pZp. Or on a 

h = XPpzp ° (hwb2wb3) 

= A 61 o fii+pZp o (wb2wb3), d'après le (a), car fr^pZp) = 1 + p Z p , 

= A 61 o o 0i+pZp o (b2wb3), d'après le (d), 

= A bi o wô o b2 o /?i+pZp o (w&3), d'après le (a), car ^ ( l + pZp) = 1 + pZp, 

= A 61 o ws o b2 o ws o /?i+pZp o 63, d'après le (d), 

= A 61 o o b2 o o b3 o /3pZp, d'après le (a), car fc^l + pZp) = pZp. 

Comme la dernière expression est égale à ^ o /?pZp, cela termine la preuve du (i). 
Comme ResQp o foi = /3Qp, le noyau de foi est inclus dans celui de /3QP, à 

savoir (Ilv)c/. Par ailleurs, il est apparent sur la définition de foi que /?Pi( / i ) = 0 
implique foi (w • /2) = 0. On en déduit l'inclusion du noyau de foi dans celui de 
PQP ° W qui n'est autre que (ji^^wUwm Comme U et wUw engendrent S L 2 ( Q P ) , cela 
démontre le (iii). 

Reste le (iv) à démontrer. L'inclusion de foi(Uv) dans D$ P 1 suit juste de ce 
que l'image de IIV par (3QP est incluse dans D$№QP, et comme celle de l'orthogonal M 
de nSL2(Q*>) est Kl Qp , cela prouve que №5 P 1 contient foi (M). La stabilité 
de №ô P 1 et D$ №5 P 1 par G suit alors, grâce au lemme II.2.5, de ce que /?Pi(Ilv) 
est un sous-^L-:module ouvert compact de D P 1 qui est stable par G. 

Ceci conclut la démonstration du th. IV.4.7. 

Remarque IV.4.8. — Si II n'a pas de quotient fini, alors foi est injective d'après le (iii) 
du th. I V . 4 . 7 , et IIV s'identifie à un sous-^-module compact de D P 1 . 

Remarque IVA.9. — (i) On définit de même un morphisme G-équivariant 
foi : n* -> D №s P 1 si II G R e p ^ G ou si n G RepLG. 

(ii) Si II G Rep^LG, on déduit du (iv) du th. I V . 4 . 7 appliqué à U/pkU, pour k G N, 
que №ô P 1 et D$ Eô P 1 sont stables par G. Ce résultat s'étend à II G RepLG en 
inversant p . 
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3. Unicité de ws- — Soient D G 3>r®£rs et S : Q* —• 6^ un caractère continu. Soit 
¿ : D IE1 Z* —» D IEI Z* une involution continue. On suppose que le squelette d'action 
(cf. n° 2 du § ILI) définit une action de G sur D №s,i P1, et que D №Ô,L P1 possède 
un sous-module ouvert compact M stable par G. Notre but est de prouver que cela 
détermine ¿, ce qui interviendra de manière cruciale pour démontrer que les vecteurs 
algébriques ne dépendent pas de la filtration (cf. démonstration de la prop. VI.6.41). 

Proposition IV.4.10. — Sous les hypothèses précédentes, on a : 

(i) II = (D ^S,L P1)/M est un objet de ReptorsG, de caractère central ö. 

(ii) D ( n ) est naturellement isomorphe à D en tant que (<£, T)-module. 

(iii) i = ws, et donc D №ôjL P1 = D №ô P1. 

Démonstration. — Comme M est ouvert dans D №s,L P1, l'action de G sur II est 
localement constante ; il suffit donc de vérifier que II est admissible. Pour cela, choi
sissons une famille génératrice finie vi,...,vr de D sur 6g. Si k est assez grand, 
les (pn(T~kVi), pour n G N et 1 < i < r, engendrent D vu comme ^ - m o d u l e . Il 
existe donc k G N tel que les T~kVi engendrent topologiquement le P+-module et 
comme D Kl^ P1 = D + w • D, cela montre que D №s,L P1 est de longueur finie comme 
G-module topologique. On en déduit le (i). 

Soit W G W(Jl) et soit W G D №s,L P1 se projetant surjectivement sur W mo-
dulo M. Quitte à augmenter W et W, on peut supposer que W contient les T~kVi ci-
dessus. Alors le sous-P+-module Izp(W), topologiquement engendré par W, contient 
D = D № Zp. Comme M est ouvert et stable par B, il se surjecte sur £3 Qp 
(th. 1.3.13), et comme le noyau de ResQp est (0, DnT) (prop. II.1.14) qui, de même 
que D^/D^, est de longueur finie sur 6L, il résulte du cor. II.2.9 que D/D+ est d'indice 
fini dans II. Comme D/D+ est la réunion des (p~n(D)/(p~n(D+), cela implique que 
Izp(W)/D est de longueur finie sur 6L. On en déduit l'existence d'une suite exacte 
0 (Izp(W) H M) X 0 (D K Zp) I%p(W) 0, où X = IZp(W) H w(D m pZp) 

est de longueur finie sur 6^. 
Par ailleurs, le dual de D №s,L P1 est naturellement D K l ^ - i ^ P1, où l'involution 

L' : D K ZI -> D m Z* est la transposée de ¿. Le dual D^W(U) de I%p(W) s'identifie 
donc à un treillis de î) ® Xv, et comme Xw est de longueur finie sur 6L, tensoriser 
par 6g le fait disparaître, ce qui montre que D(II) s'identifie naturellement à D. On 
en déduit, en utilisant la prop. IV.4.2, que u' = w$-i, et donc que t = ws, ce qui 
termine la démonstration de la proposition. 

CorollairelVA.il. — Si D G $ret(6g) est libre de rang 2, alors D(II(L>)) = D. 

Démonstration. — Il suffit d'appliquer la prop. IV.4.10 à Mk = (D/pkD)^ MP1 et de 
passer à la limite projective. 

4- Série principale et (if, F)-modules triangulins. — Rappelons [28, 30] que l'on a 

défini un espace S^\TT paramétrant les représentations triangulines irréductibles de 
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dimension 2, et attaché à tout élément s de ^ r r un (<p, r ) -module A(s), étale de 
rang 2 sur <o, et une représentation unitaire admissible 11(5) de G. 

Théorème IV.4.12. — (i) Les P(QP)-modules topologiques U(s)* et (Â(s)1' E3QP)& sont 
naturellement isomorphes. 

(ii) Les ((f,T)-modules D ( I I ( s ) ) et A(s) sont naturellement isomorphes. 
(iii) Â(s)b Kl P1 est stable par G et les G-modules U(s)* et A(s)^ K P1 sont natu

rellement isomorphes. 
(iv) On a une suite exacte naturelle de G-modules 

0 —> A(s)tl Kl P1 —• A(s) Kl P1 —> U{s) —• 0. 

Démonstration. — Le (i) est une traduction de [30, th. 0.6]. On en déduit, en passant 
à la limite projective et en inversant p dans la prop. IV.3.2, que les P(Qp)-modules 
( D ( I I ( s ) ) ^ IHIQp)b et (A(s)tl KIQp)b sont topologiquement isomorphes et donc, d'après 
le th. 1.3.15, que les (y?, r)-modules D ( I I ( s ) ) et A(s) sont isomorphes. Le (iii) se déduit 
alors du (ii) de la rem. IV.4.9 et le (iv) du cor. II.2.12. 

Corollaire IVA.13. — Si D £ §Tet(ûg) est tel que L • D est triangulin (de dimen
sion 2), alors D^ Kl P1 est stable par G. 

Démonstration. — El P1 est l'intersection de D K P1 et de (L • D)^ Kl P1 qui sont 
tous deux stables par G (c'est évident pour le premier, et pour le second cela suit 
du (iii) du th. IV.4.12). 

5. La contragrédiente. — Si II G ReptorsG est de caractère central S, la contragré-
diente de II est la représentation fi de G définie par 

n = mon H A - I pM/zwm. 

Remarque IV.4.14. — (i) La contragrédiente de II <g> S est II <S> S"1. 
(ii) Comme ni D ( I I ) , ni /3Pi(IIv) ne changent si on remplace II par son plus grand 

sous-objet d'indice fini, il est naturel de ne considérer que des II n'ayant pas de 
quotient fini. 

(iii) On a une suite exacte 0 ( n v ) S L 2 ( Q p ) IIV -> D ( I I ) №s P1 -> A -> 0, et le 
lemme du serpent montre que, si 0 —> Iii —> II —• n2 —> 0 est une suite exacte dans 
ReptorsG, où Iii n'a pas de quotient fini, alors 0 —• II2 —> II —» ÏIi —* 0 est exacte. 

Théorème IV.4.15. — Soit U G ReptorsG, sans quotient fini, de caractère central S, et 
soit D = B{U). 

(i) n est un objet de ReptorsG sans quotient fini, de caractère central S~x. 
(ii) D ( n ) s'identifie naturellement à D en tant que ((p,F)-module. 
(iii) ÏIV est l'orthogonal de /?Pi(IIv) dans D ^ P 1 . 
(iv) La contragrédiente de II est naturellement isomorphe à IL 

Démonstration. — Les (i) et (ii) sont des conséquences directes de la prop. IV.4.10 
à part le fait que II n'a pas de quotient fini, mais comme un quotient fini de n est 
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aussi un quotient fini de D E^-i P1, ce dernier fait découle, par dualité, de ce que 
D IE1<5 P1 n'a pas de sous-module fini stable par G. (Un tel sous-module serait inclus 
dans le noyau (0, Dnr) de ResQp car D M Qp n'a pas de sous-module fini stable par B, 
ni même par U. On conclut en remarquant que (0, Dnr) D w • (0, Dnr) = 0.) Le reste 
s'en déduit en utilisant la dualité entre D P1 et D K^-i P1. 

Proposition IV.4.16. — Soient D G $r^ ; rs et 6 : Q* —• un caractère continu. Si 

№s P1 est stable par G, alors U = (D №5 PX)/(D^ №6 P1) est un objet de ReptorsG 
et P1 est le dual de II. De plus, on a la suite exacte suivante de G-modules : 

0 №6-i P1 -> D Ms-i P1 -h- II -> 0. 

Démonstration. — Il résulte de la prop. IV.4.10 que II G ReptorsG et que D(II) 
est naturellement isomorphe à D. L'image de IIV par /?pi est donc l'orthogonal 
de M5 P1, c'est-à-dire №s-i P1, d'après le th. II.2.11. On en déduit que II 
est le quotient de D №s-i P1 par & Ms-i P1, et que son dual est Ms P1, ce qui 
permet de conclure. 

6. Exemples 
Proposition IV.4.17. — Si Si, 62 sont des caractères continus de Q* à valeurs dans k^, 

alors T>(B(Si,Ô2)) s'identifie naturellement à kg(uj6^1), et /?pi induit un isomor-

phisme G-équivariant de B(6\,62)y sur kg(tu6^1)^ lEI^-i P1, où 6 — LJ~1SIÔ2 est le 

caractère central de B (61,62)-

Démonstration. — On reprend les notations de la prop. III.3.8. Soient II = B(6i,62) 
et W = W(61,62), et notons • et • les actions '5lts2 et *ôlts2 de G. On note Diro G IIV 
la masse de Dirac en 0, et Diroo = w • Dir0 la masse de Dirac en 00 ; c'est l'élément 
de IIV dont le noyau est LCC(QP, &L) C II et qui vaut LJ6^ 1(—1) sur </>oo. 

Soient n G N et a G Zp. Si i G Zp/pZp, alors 

((£ l)-4>i)(x) = (</>;*(%" -\na))(x) = {8^){pn)li+pZp{p-n{x-a)) 

On en déduit la formule 

61uj~l)(pn) (616ô1uj~1)(p-n(x -a)) six£a + ù*$ 

Le même calcul montre que 

( K ? ) ^ o o ) ( x ) = 
0 si a: G a + pnZv 

(61uj~l)(pn) (616ô1uj~1)(p-n(x -a)) six£a + pnZp. 

On a l'identité (6lu-1)(pn)(616^1uj-1)(p-n(x - a)) = 62(pn) (616^1UJ-1)(X - a). 

Or G 1 + pZp, si x £ ZP , et comme 6162ù *^$*ù est trivial sur 1 + pZp, on 

a (6I62~1UJ~1)(X — a) = (6I62~1UJ~1)(X) = (j)oo(%), si x £ Zp. On en déduit que 
(Po 1 ) ' = ^ 2 ( ^ n ) 0 o o modulo L C ( Z p , / u l ) - Comme le /ûL-module engendré par 
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les l a + p ^ + p ^ Z p * P°ur n G N , a G Zp et i G Zp/pZpi est LC(ZP, fc^), cela nous 
fournit une suite exacte de P+-modules 

0 - LC(ZP, feL) - 4Ap(W) - fcL0oo - 0, 

dont on déduit, par dualité, une suite exacte 

0 -* fcLDiroo D ^ ( n ) ^ o ( Z p , fcL) -+ 0. 

En fait, si on ne s'intéresse qu'à l'action de ( J Z1P)J les suites exactes ci-dessus se 

scindent, et on a .0^(11) = @Q(Zp, &l) ® &LDiroo5 l'action de zxp ) sur Dir^ étant 

triviale, et celle sur @Q(Zp, &£,) donnée par la formule /z 0 ( J ï ) " M = / z 00e + M 

habituelle . 

Par ailleurs, D ^ ( n ) = {/x G £ > t ( n ) nuls sur ( J ? ) • W H (P"1 » ) • W}. Or le 

A;L-module ( J ?) • W fl ( P " 1 J) . W est décrit par les relations ( P " 1 J) • RsU62lo et 

(^o* 1 ) '^1^2 ,00 de la prop. III.3.8. On en déduit que /x G Z)j^(II) appartient à £>^(II) 

si et seulement si /x annule </>oo (seconde relation) et X^ezp/pZp fa = ẑp (première 

relation). Autrement dit 

DUm = iue%(Zv,kL), 
ù*ù 

/x = 0}. 

Or /x 1—• = Jz (1 -h T^/x induit un isomorphisme de J Zp )]]-modules de 
@O(ZP,KL) sur fcj, l'action de ( ¿ 1 ) sur ^ o ( Z p , / c l ) étant celle définie ci-dessus, et 
celle sur fcj étant la multiplication par (1 + T)b. L'application /x 1—• AM induit donc 
un isomorphisme de &l[[( J Zp )]] — fcj-modules de D^(II) sur T/cJ =ù*$ù 
*$ù et la 
structure de r)-module que l'on obtient sur Tkg est donnée par 
ù*$$^$^$ 

:m* 
( l + T ) * ( g ; ) M = 

ù*$ù 
[u6^){p) (i + r r m = MI_1)(p) + ï y - 1 ) , 

O-aiA^) = 
'Zp 

(i + ir(8?)M = 
17 Zp 

M f ^ a ) (1 + T)"5 M = ( w O t o Mil + TT - 1)-

On en déduit que l'application /x 1—> AM induit un isomorphisme de (y?, T)-modules 
de £>^(II) sur ( f c ^ ( c j < J f 1))++, ce qui implique que D(II) = kg(uôï*). 

L'application azp,w D^y(JI) —> kg(uôï1) a pour noyau A ^ D i r o o et coïncide avec la 
transformée d'Amice / i ^ AM sur ^ o ( Z p , L'application /?zp est donc la composée 
de Reszp : IIV —• ^0(Zp ,A : l ) et de /x \—> A^. On en déduit que /?pi est l'application 
envoyant /x G IIV sur 4̂M2), où ¿¿1 = Reszp/x et /x2 = Reszpw • /x. Or l'application 
/ I H (/xi, /X2) induit un isomorphisme de fc^-modules de IIv sur l'ensemble des couples 
d'éléments de f^o (Zp ,&£) vérifiant Reszj/i2 = w • (ReszjMi). En tenant compte de 
l'action de G , cela nous fournit un isomorphisme de fc^ [G]-modules 

nv s (%(zP,KL) su-IW2 p 1 ) ®^r1 = ( 4 KL->«!*a p 1 ) ®««r1. 

On conclut en utilisant l'isomorphisme de G-modules ( j D I ^ P 1 ) ® ^ = ( D (g) 77) 13^2 P 1 . 
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Proposition IV.4.18. — (i) Û 9* S(52 ,* i ) ® ̂ nS n = B(<$i,<J2) « *i,<*2 G « ^ ( f o ) . 
(ii) St es£ une extension non triviale de B(1,LJ) par 1 . 
(iii) 5z II est supersingulière, alors ft = U <S> ô^j1. 

Démonstration. — (i) Soient II = B(Si,52) et D = D(II). On a donc D = kg^S^1) 
et <5n = u~l5iÔ2' Si IIo = B (62,61) ® S^1, alors, d'après la prop. IV.4.17, 

D(IIo) = htiuSî1) <8> ôn = M " ^ 1 " " 1 ^ ) = M * i ) = D. 

De plus 6Uo = 6^26u = ô^1. Il suit de la prop. IV.4.17 et du th. II.2.11 que D^Mô-i P 1 

est le dual de ft0. Or №6-i P 1 = kg(uj6^ Mô-i P 1 est aussi le dual de n d'après 

la prop. IV.4.17. On a donc n = IIo, et donc aussi II = IIo, ce qui démontre le (i). 
(ii) Comme on a une suite exacte 0 —> 1 —> B(u, 1) —> St —> 0, on en déduit que la 

suite 0 —» Stv —>• B(u, l)v —» 1 —> 0 est exacte. Comme St et B(LJ, 1) = 5 ( 1 , a;) sont 
les quotients respectifs de kg P 1 par Stv et 5 (u; , l )v , le lemme du serpent nous 
fournit une suite exacte 0 —> 1 —• St —> 5 ( 1 , o;) —* 0. Comme St n'a pas de quotient 
fini (cf. (i) du th. IV.4.15), cette suite n'est pas scindée, ce qui démontre le (ii). 

(iii) Supposons maintenant que II est supersingulière, et soit D — D(II). On a 
D = D (g) oft1, puisque D est de dimension 2 sur Il résulte du th. IV.4.7 que /?pi 
induit un isomorphisme de IIV sur lEI^-i P 1 . Comme /3pi induit un isomorphisme 

de ftv sur l'orthogonal de / ? P i ( I I v ) dans D Ekn P 1 , et comme celui-ci est №ôu P 1 
d'après le th. II.2.11, on a 

ftv * /3Pi(nv) = ®ôn P 1 ^ (D* ® an) H*n P 1 = ^ - 1 P 1 ) 0 = nv 0 *n. 

On en déduit l'isomorphisme ft = II (g) ô^1 souhaité. 

V. Sur convergence et analyticité locale 

Ce chapitre est consacré à la détermination de l'espace IIan des vecteurs localement 
analytiques de II = H(D), si D G 3>ret (<f) . On sait a priori, grâce à Schneider et 
Teitelbaum [66 ] , que nan ^ 0; leur démonstration fournit même, par dualité, une 
construction assez explicite de nan, et notre étude de IIan (th. V.2.20) suit d'assez 
près la construction de Schneider et Teitelbaum. Guidé par le dictionnaire d'analyse 
p-adique, on est amené à penser que IIan doit être lié aux éléments surconvergents 
de D, ce qui s'avère être le cas, et nous conduit à consacrer le § V.l à des rappels 
et des compléments sur le sous-module de D. En particulier, le th. V.l. 12 et son 
corollaire permettent de comparer les actions de ( J pn^p ) et ( 1+PNZP J ) sur M Z*, 
ce qui joue un rôle très important pour l'étude des vecteurs localement analytiques. 

V . l . Sur convergence 

1. ((p, T)-modules surconvergents. — Soit D G 9Tet(ûg). Si n G N, soit D^n le 
plus grand sous-^'n-module M de type fini de D tel que <p(M) soit inclus dans 
le sous-&yn+l-module de D engendré par M (cf. [19] ou rem. V.l.2). Comme tout 
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(<p, r ) -module étale sur 6g est surconvergent [9, 20], il existe un entier mo(D) > 1 tel 

que D t .moW soit libre de rang d sur 6^rno{D) et D*>n = ££,n®^t,m0(D) D^m°^D\ pour 

tout n > mo(D). Cette propriété montre que les modules ci-dessous ne dépendent pas 

du choix de mo(D) (les produits tensoriels sont tous au-dessus de < ^ L ' m ° ^ ) : 

• Z>(°'r^ = 6$'rn] 0 Di>m°(D\ pour n > m0(D), 

• £)[r«'r"l = 6%aiTn] 0 Dt'mo(^)5 pour a > n > mo(/ j) j 

• £>]0,rn] = ^]0,rn] 0 j5t,m0(C)J POUR n > m ^ D ) , 

• i?t = t ® £>t,m0(D) et £>rig = ^ 0 i j t .moW, 

De plus, D̂ 0,rTl̂  est l'intersection, pour a > n, des L • Z}[r">r**]J et et _Drig sont 
les réunions respectives, pour n > mo(D), des L • D^°iTn^ et des i)l0'r"]. 

Tous les modules définis ci-dessus sont munis d'une action de T, le module DTlg est 
aussi muni d'une action de <p commutant à celle de T ; par contre, (p ne préserve pas 
les autres modules : il envoie D^n dans £>t'n+1, dans D^a+^Tn+1\ et D^r^ 
dans £ > ] ° ' r " + i ] . 

Il existe i(D) tel que ^(Z>t.™o(£>)) c r-^(D)L)t,m0(D) Qn en déduit que ^ envoie 

D t , n+ i dang T-£(D)Dt,n^ si n > mo(£>), envoie D ^ ' ^ + i ] et £ ) ] ° . r n + i ] dans £K0'r"l 

et I)]0'rri], si n > mo(D), et préserve jDrig. On en déduit, en utilisant la formule 
Resi+pnZp(z) = (1 + T ) V n o ipn((l + T ) - ^ ) , le résultat suivant. 

Lemme V.l.l. — (i) Si m < n -m0(D), alors D^r^ et L • D^r-\ sont 

stables par ReSi+pmZp) pour tout i G Zp. 

(ii) et Drig sont stables par ReSâ+pmZp, pour tout i G Zp et tout m G N . 

Si U est un ouvert compact de Zp, et si X est un des modules D^^\ D^r^ 
et L • D^ra,rn\ on définit X MU comme l'intersection de X et de Drig IE1 U (qui est, 
quant-à-lui, défini comme d'habitude, à partir de cp et ip). Il résulte du lemme V.l. l 
que X IE1 U = ®ieumodPmX M (i + pmZp), si U est stable par translation par pmZp, 
et si m < n — mo(D). 

On a défini, à partir de 6g, des anneaux 6gn et 6g'Vn^ = 6gn[^}, pour n > 1, des 

anneaux 6ga,Tn\ pour a > n > 1, des anneaux S>^0,Tn\ pour n > 1, et des anneaux 6g, 

é?^, âê, et On peut faire les mêmes constructions [24] en partant de 6g, ce qui 

nous fournit des anneaux 6g71 et 6g,Tn^ = 6gU[^] pour n > 1, des anneaux 6ga,rn\ 

pour a > n > 1, des anneaux S^'rn\ pour n > 1, et des anneaux 6g, é> \ et 

On en déduit des modules : 
• £>t,n = 0 flt,mo(D)j pour n > m o p ) , 

• Z)(°'r^ = 6(g'rn] 0 2?t,m0(D) pour n > m ^ D ) , 
• g[ra,rn] = ^ a , r n ] (g, £)t,m0 (£>)? pour a>n> mQ(l 

• £>]0,rn] = ^]0,rn] 0 2jt,mo№) pour n > ra0(£>), 

• 5 t = <?t (g) £)t,m0(£>) et K . = @ (g) £)t,mo(£>). 

Remarque V.1.2. — Les modules définis ci-dessus peuvent aussi se décrire en termes 
d'anneaux de Fontaine, ce qui est souvent très utile pour comprendre ce qui se passe. 
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Le procédé fournissant, à partir de les anneaux û^71 et ûgtTn^ = 6^n[^] pour 

n > 1, les anneaux ûga'rn\ pour a > n > 1, les anneaux <?R'r»l, pour n > 1, et les 

anneaux <?t, et ^ + permet [9, 24] de construire : 

- des anneaux A^n et <54) A ^ 0 ^ = At»»^], pour n > 1, des anneaux A^~a^~n\ 

pour a > n > 1, des anneaux (55) B^0^p~n\ pour n > 1, et des anneaux Af, B+, Brig 

et ËJg, en partant de A+, 

- des anneaux A^n et A(0>p~nï = At?n[^], pour n > 1, des anneaux Afr~a'p~n}, 

pour a > n > 1, des anneaux B]°'p~n^, pour n > 1, et des anneaux A1", B*, Brig 

et B+g, en partant de A+. 

Maintenant, si V = V(D) de telle sorte que D = (A (g)Zp F ) ^ , alors : 
• £>t,n = (At,n ^ y ) ^ et g t ,n = fò,n ®z V)-*, si n > m0(D), 

. = (A*0*""""] ®Zp V)-* et = (A(° 'P"N] ®Zp V ) ^ , si n > m0(D), 
• D[ra,rn] = (Ab"A-P"N] (g,Zp F)^7, si a > n > m0(£>), 
• 5]o,rn] = (g]o,p-*] 0Zp y ) ^ 5 si n > m0(D), 

• 5 t = (Bt ®Zp V)*^ et 5rig = (Brig ®Zp F ) ^ . 

Remarque V.1.3. — Le sous-anneau A^'6 de A est le complété de Â + [ ^ ^ ] pour la 
topologie p-adique. On en déduit les résultats suivants. 

(i) Si le € N, on a l'inclusion TknbA^b C (Tnb,p)feÂ++ + pkA. On en déduit 
que si z G TknbD^b, l'image de z dans D/pkD appartient à (Tnb,p)k(D/pkD)++, 
et l'exactitude du foncteur D i—• montre que l'on peut écrire z sous la forme 
z = x +pky, avec x G (Tnb,p)kD+ et y e D. 

(ii) Si £, k G N, on a T~£nbA^b 0pkA C p[V2]r-*n6+1£t l&+i! D'où les inclusions 

ji-enbjjï,b ftpkjj ç- p[k/2]ji-£nb+1pi,b+l ej. ji-£nbjj\,u6^){p) (i + rr m 

2. Le module D^lg. — On dispose d'un morphisme d'anneaux 6 : A+ —* ûcp surjectif, 

dont le noyau est un idéal principal engendré par co = ^-T^ = 2f=o [(1 T)l/p]. 

On note BjR le complété de A+[^] pour la topologie u;-adique, et Amax le complété 

de A+[^] pour la topologie p-adique. Alors Amax s'identifie à un sous anneau de B~[~R, 

et 6 s'étend, par linéarité et continuité en un morphisme 6 : BjR —> Cp. L'action de <p 

s'étend par continuité à Amax et on a B^g = nnGN<£n(Amax[^]). 

Soit A++ = W(Ê++), et soit r : Â+ -> W(FP) la réduction modulo A++. 

Si x G E+, et si a G Fp est la réduction de x modulo E++, on a x — a G E++ 

et [x] — [a] G A++, et donc r([x]) = [a]. On en déduit que r(u) = p . 

Lemme V.l A. — On a A++ n Ker 6 = u;Â++. 

<54) Ce regrettable décalage vient de ce que vE(T) = ^ ; on a (ÛL • A ^ P N ^ = û%'rn], 
(ÛL • A \ p - \ p - b ] ) ^ = &r*>">\ etc. 
(55) par̂ ir de A ou A donne la même chose car A+ est dense dans A+ pour la topologie faible. 
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Démonstration. — Cela suit de ce que Ker# est engendré par u et r(cj) = p n'est pas 
un diviseur de 0. 

On rappelle que tout élément x de B JR admet des écritures minimales : si kn G Z 
est le plus petit entier tel que x G p~knA+ + (Ker0)n+1, alors (fcn)neN est une suite 
croissante et x peut s'écrire sous la forme ^n=oP~knxn^n, où les xn sont des éléments 
de A+ (une telle écriture est loin d'être unique). Le lemme ci-dessus décrit les sous-
anneaux Amax et B^g = Oi^s(pt(Amax[p^\) de BjR via l'écriture minimale de leurs 
éléments. On dit qu'une suite d'entiers ( & n ) n e N est sous-linéaire si rn — kn —> + 0 0 , 

pour tout r > 0. 

Lemme Kl.5. — Soient x G BjR et J2n=oP~knxn^n une écriture minimale de x. 
(i) x G Amax si et seulement si kn < n pour tout n et n — kn —> + 0 0 . 

(ii) x G B^g si et seulement si kn est sous-linéaire. 

Démonstration. — Pour le (i), cf. [23, n° 8.5]. Passons à la démonstration 

du (ii). Comme B^g = nie^(pl(Amax[^}), on peut écrire x, pour tout i, sous 

la forme p~miy>%i), avec y{ G Amax et m< G N. Soit YZ=o P~^nVi,nUn 

une écriture minimale de yi. Comme ^(w) = ujp% + pui, avec ui G A+, on a 

x = p~mi ^^=0 ^(Vi.n) ^Ppfc7T^ > et comme ui et les y > * ( 2 / i , n ) sont éléments de A+, 

et k{ n ^ n, on en déduit la majoration kn < " + m j , pour tout i. La suite kn est 
donc sous-linéaire, ce qui démontre une des deux implications du (ii). L'autre suit 
de ce que J2n=oP~kn(P~1'(xn)(P~1'(UJ)n converge dans Amax[^] pour tout z, si la suite 
(fcn)nGN est sous-linéaire. 

Lemme V.1.6. — (i) r : A+[^] —• W(FP)[^] s'étend par continuité à Bjg. 

(ii) Le noyau B ^ de r est fermé dans B+g, est constitué des x G B^g tels que 

<p*(x) - 0, et on a B+g = W(F„)[±] 0 B++. 

Démonstration. — Comme r(cj) = p, le (i) du lemme V.1.5 montre que r s'étend par 

continuité à Amax, et donc aussi à Amax[^], à <^(Amax[^]), pour tout i, et enfin à B^g. 

Le (ii) est alors immédiat à part le fait que x G B^j" entraine ^{x) —> 0. En écrivant 

uj sous la forme (u — p) + p, on peut écrire x sous la forme Yln=oP~kn'^rX^ ~ P)n-
Or r(x) = 0 si et seulement si r(^o) = 0, et comme <pl(u — p) —> 0, on a (pl(x) —> 0 
si et seulement si y>*(a;0) ~* 0- Ceci permet de déduire le résultat cherché de l'énoncé 
correspondant pour A+. 

Soit V = V(D). On note DSen le module (ûCp <8> V ) ^ \ et D££ le sous-module 

( t r i C p ® V ) ^ de Dsen- Comme ûcp est la somme directe des ^Qp-modules mcp 

et W(FP), on a 5SEN = 5 + + 0 £>nr. 
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Lemme V.1.7. — 6 induit une surjection de D+ sur D^en. 

Démonstration. - O n a D + = £>++ 0 DnT et DSen = D££ 0 DnT. Il suffit donc de 
prouver que 6 induit une surjection de D++ = (A++ <g>V)^ sur £>g~e+ = {vcicp®V)M?. 
Or, d'après le lemme V.1.4, on a une suite exacte 

0 -* A++ <g> V -> A++ 0 V" -+ mCp <g> V 0, 

où la première flèche est x i—> a;a;. On conclut grâce à la nullité de H1(Jlf, A++ (g) F) , 
elle-même conséquence de la nullité de E++ (g) F) (cf. [22]). 

Soit D^ig = (B^g (g) V)*^\ On peut aussi caractériser , de manière intrinsèque, 

comme l'ensemble des x G DT[g = &<8>&DTig tels que la suite ((pn(x))ne]si soit bornée. 

Lemme V.l.8. — Tout élément x de D^lg peut s'écrire, au choix, sous l'une des deux 

formes x=J2n=oP~knxn^netn=oP~knxn(u~P)n(&n)neN est une suite 
sous-linéaire croissante, et les xn,x'n sont des éléments de D+. 

Démonstration. — On passe d'une écriture à l'autre en développant (o;—p)n ou 
((u — p) + p)n ; on peut donc se contenter de démontrer l'existence d'une écriture 
sous la première forme. D'après le (ii) du lemme V.1.5, on peut écrire x sous la 
forme x = J2n=oP~knanUn, où (&n)neN es^ sous-linéaire croissante, et les an sont des 
éléments de A+ (g) V. On a alors 0(ao) G £>sen, et la surjectivité de 6 : —> Dsen 

(cf. lemme V.1.7), nous fournit bo G A+ (g) V, et XQ G D+, tels que XQ — OQ = oubo. On 
a donc x = p~h°xo + (ai + pkl~k°bo)^- + J2n>2 a n ^ r 5 et on peut réitérer le procédé 

pour écrire a± + pkl~k°bo sous la forme x\ + biu>, avec bi G A+ 0 V et x\ G . Un 
passage à la limite nous fournit le résultat. 

Lemme V.l.9. — (i) Yjna*i <P~n(T)£>+ est dense dans £>++. 

(ii) E n e N ^ " n ( ? № g est dense dans £>++. 

Démonstration. — Soit Xo G D++. La réduction XQ de #o modulo TUL appartient 
à D++(V/mL). Il existe donc n0 G N tel que x0 G ( ^ - n ° ( r ) 5 + + ( F / m L ) , et le foncteur 
D i—y D++ étant un foncteur exact, on peut écrire XQ SOUS la forme (p~n°(T)yo +px\, 

avec yo G Z}++. Mais alors (fn(xi) —> 0, et donc #i G ce qui permet de réitérer 

le procédé. On en déduit que x G H n € N ^ _ 1 ( ^ ) ^ + modulo pkD+, pour tout k, ce 
qui démontre le (i). 

Pour démontrer le (ii), écrivons x G D^[g sous la forme Y^n=Qxn—- Comme 

u — p est divisible par [(1 + T)P 1] — 1 = <£-1(T) dans A+, l'appartenance de x à D^ig 

équivaut à ce que ipn(xo) —» 0, et donc aussi à l'appartenance de xç> à D++. Ceci 
permet de déduire le (ii) du (i). 
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3. L'anneau &(T) et ses sous-anneaux. — Si C est un pro-p-groupe cyclique (donc 

isomorphe à Z p ) , et si c est un générateur de C, l'algèbre de groupe complétée AQ de C 
est isomorphe à ~ 1]]- Ceci permet de définir des anneaux û^b(C), ûglTb\C), 

0#a,rb](C), S^^{C), @(C) et <^+(C) en remplaçant par c - 1 la variable T inter

venant dans la définition de @frb\ â>[Ja,rb\ & et à partir de û+ 

(cf. n° 2 du § 1). Explicitement (avec n& = (p — l ) p b _ 1 et = ^ ) : 

• si b > 1, alors &gb(C) est le complété de A c [ / c _ L b ] pour la topologie p-adique 

e t 4 0 ^ ( C ) = 4 ' V ) [ ^ î ] , 
• si a > b > 1, alors ûgaiTb\C) est le complété de Ac[^—^—, ( c __i )n b ] pour la 

topologie p-adique, 
• si b > 1, alors <f ]° ' r ^(C) , est l'intersection des ^ £ a , r & ] P o u r a > b , 

• âg(C) est la réunion des ^ 0 ' r ^ ( C ) , pour b > 1, 
• <^ + (C) est l'ensemble des éléments de &(C) sans puissances négatives de (c — 1) ; 

c'est aussi l'algèbre des distributions sur C. 

Remarque V.1.10— On peut définir [67] des anneaux ^ , n ( C ) , ^ a ' r b ] ( C ) , 
<f]°'r&](C), &(C) et ^ + ( C ) pour tout pro-p-groupe analytique, non nécessaire
ment commutatif. 

Lemme V.l.ll. — Si Cn est le sous-groupe fermé de C d'indice p n , on a des isomor-
phismes^ : 

• Ac <8> âyb-n{Cn) * ^/(C) et Ac <8> ̂ rh](Cn) = ûfrh\C), s i b > n + l , 

• Ac 0 ^£a-n'rb-n](C„) = ^a,rb](C), s i a > b > n + l, 

• AC ® <?]°'rb-»](Cn) ^ (f]°^](C), 52 6 > n + 1, 
• Ac (8) âliCn) ^ &(C) et A c <8> ^+(Cn) ^ ^ + ( C ) 

Démonstration. — Cela suit du lemme 1.1.1. 

Soit H un groupe isomorphe à Z* (comme T, par exemple). On note Hd le sous-
groupe de H correspondant à 1 -j- pdZp, et on choisit d de telle sorte que Hd soit 
procyclique (donc on peut prendre d = 1, si p ^ 2, et d = 2, si p = 2). On défi
nit alors les anneaux <^'6(#), 0l£a'rb](H), <^°^ ( t f ) , ^ ( t f ) et ^ + ( i f ) par<57) (le 
lemme V. l . l l montre que cette définition ne dépend pas du choix de d) : 

. âf{E) = AH® 0]/-d(Hd) et âfrb\H) = AH 0 û^rb~d](Hd), si b > d + 1, 

• 4r*'rb](tf) = Ah <8> 4ra"d'rb"d]№)> si a > 6 > d + 1, 
• <?]°'r>](JÏ) = AH ® ^]0'rb-d]№), si 6 > d + 1, 
• ^ ( f f ) = AH®@{Hd) et ^+(jff) = AH®âê+{Hd). 

(56) Tous les produits tensoriels sont au-dessus de Acn 

(57) Tous les produits tensoriels sont au-dessus de A/fd 
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Comme d'habitude, S^rb\H) est l'intersection, pour a > b, des 0#a'rb](H)[±], 

et &(H) est la réunion, pour 6 G N, des ^°^(H). 

4. Le T-module D IEI Z*. — La continuité de l'action de T implique l'existence de 
'TO'i(D) > mo(D) tel que 

(aa - l)D^m°(D) C T2D^m^D\ pour tout a G 1 + pmi(D)Zp. 

On a alors 

(aa ~ l)D^m C T D*,m, pour tout a G 1 + pmi{D)Zp et tout m > m0(D). 

Rappelons que D ^ - 1 , qui est contenu dans est inclus dans D 0̂,rroo(D)̂  puisque Dt 
l'est ([32, cor. II.6.2]). Il en résulte que <*f = (l-(p)-D^=1 est inclus dans D^r^MZ*, 
pour tout m > mo(D). Le th. 1.5.2 peut se raffiner sous la forme du th. V.l. 12 ci-
dessous et de son corollaire. 

Théorème V.l.12. — (i) Si b > 2m1(D), alors D^r^ M Z* est un ûfrb]{T)-module 

libre de rang d engendré par D^0,r2rni^D^ Z*. 

(ii) Si b > 2m1(D), alors D^0^ M Z* est un û]^rb](T)-module libre de rang d 

engendré par D^r2m^D^ M Z*. 

(iii) Drig Kl Z* est un âg(T)-module libre de rang d engendré par D^'r2rn^D^ El Z*. 

Corollaire V.l.13. — (i) // existe 777,2 (£>) > 2mi(D) tel que l'inclusion de dans 

D&'^ÏÏZ* induise un isomorphisme ^° ' rb] ( r ) ® A ( r ) <*f ^ D ^ ° ' r b ^ Z * , si b > m2(D). 

(ii) Sib> rri2(D), alors l'inclusion de dans D^0^ IEZ* induit un isomorphisme 

de Û]^rh\T) (8)A(r) sur D^rbî M ZJ . 
(iii) L'inclusion C -Drig ^ Z* induit un isomorphisme âê(T) <8>A(r) ^ — Drig ^ Z*. 

Démonstration. — Le corollaire se démontre en utilisant le fait que ^ est un 
Ar-module libre de rang d et D B Z* = Û&ÇT) ®Ar (cf. th. 1.5.2). Ceci implique, 

en vertu du (i) du théorème, que (D^r^i^ K Z*)/(û#'r2miiD)](T) ®A(r) ^ ) est 

un < ^ ° ' r 2 m i ( ^ ( r ) - m o d u l e de torsion; il est donc tué par tensorisation par <^?'r^(r), 
pour tout b suffisamment grand. Ceci démontre le (i) du corollaire, et comme les (ii) 
et (iii) en sont des conséquences immédiates en vertu des (ii) et (iii) du théorème, 
cela démontre le corollaire. 

Passons à la démonstration du théorème. Soit n > 1. Si X est jDrig ou bien un des 
modules Z>(°'r*], D^r^rb\ D^rb\ si b > n + m(D), alors l'application a{ <8> x ^ a{ • x 
induit un isomorphisme 

0 L [ [ T } } ®ÛL[[TN]] (X H (l+pnZp)) = X № Z* 

où X K (1 +pnZp) = Xil (Drig B (1 +pnZp)). (L'isomorphisme réciproque est 

x 1—> 

i modpn 

ai (g) (Resi+PNZPCR^ • x) 
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et, d'après le lemme V.l . l , Resi+î>nZpcr^ 1 -x G X.) Maintenant, si a: G X№(l+pnZp), 
on a x = (1 + T)ipn(y), où y = ^n(( l + T)_1a;) . Comme ^ n ( I ) ( 0 ' r ^ ) = £ ) ( 0 ^ - n ] j 

^(Dlo.rb]) = £>]o,rb_n] et </,"(£>.) = £) . on est conduit à définir les modules : 

• Mkm = (l + T)<pn(D^m) 

• M[na,rb] = (1 + T)<pn(£>[r»'rbl; 

• Ad0,rbl = ( l + r ) ^ n ( D ] ° ^ ] ) , 
• Mrigfn = ( l + r)^n(2?rig). 

Le th. V.1.12 est alors une conséquence de la prop. V.1.14 ci-dessous. (Le (i) s'ob
tient, via l'isomorphisme M^~m ^ ^ 6 " m ( r m ) / i , m © • • • 0 (Tm)fd^ avec 
m = mi(£>), que l'on déduit du premier point de cette proposition, en tensorisant 
par û$'rb\r). Les (ii) et (iii) se démontrent de même.) 

Soient e i , . . . , ed une base de Dt,rm(£>) sur ^ ' m i ( D \ et /i>n = (1 -h T)^n(e*), si 
1 < i < d et n G N. 

Proposition V.1.14. — fini — -<ifdn e§t une base de : 
• Mt'm sur ûym(Tn), sim>n> mi(D), 

• Adra'rb] sur ^£tt,rb](rn), a > b > n > mi(£>), 

• M i ° ' r b l sur ^0,rb'(rn), si b > n > mi(£>), 
• Mrigjn s^r ^ ( r n ) . 

Démonstration. — Soit M = M^n. Soit 7 = c r 1 + p n ; c'est un générateur de Tn. Soit 
x G M. Il existe y G £>tn tel que l'on ait x = (1 + T)(pn(y), et on a 

(7 - l)x = (1 + T ) 1 + * V ( 7 ( î / ) ) - (1 + 7 > n ( y ) 

= (1 + T ) ^ ( ( l + T)7(y) - y) = (1 + T)pn(Ty + (1 + T)(7 - 1)2/), 

ce qui fait qu'étudier l'application 7 — 1 sur M revient à étudier G : D^n —• £>tn 
définie par G(y) = T(y+ (l-hT)T_1(7 — l)y). Nous aurons besoin du résultat suivant. 

Lemme V.1.15. — (i) G est inversible sur D^r^ = D^n[^]. 
(ii) Gk induit une bijection de TaD^n surTa+kD^n, quels que soient a,k G Z,qui 

coïncide modulo Tk+a+1D^n avec la multiplication par Tk. 

Démonstration. — On a 

( 7 - 1 ) 1 
d 

i=l 
mù*$ù$ 

d 

i=l 

{(j - l)xi)ei + Xi((7 - l)e*), 

et (7 - l)Taûyn C Ta+2û^n, quel que soit a G Z ; on en déduit, pour tout a G Z, 
l'inclusion (7- l)Ta£>t 'n C Ta+2D^n, puisque ( 7 - 1 ) ^ G T2D^n grâce à l'hypothèse 
n > mi(D). Ceci implique que h(y) = (1 + T)T -1 (7 — l)y est strictement contractante 
puisqu'elle envoie TaD^n dans Ta+1Dt'n, quel que soit a G Z, et que les TaD^n 
forment une base de voisinages de 0 e t \ J a e z T n = D(°'r*]. L'application G admet 
donc comme inverse G'1 définie par G_1(*) = T~xz - hlT^z) + ^ ( T - 1 * ) + • • •. 
Ceci démontre le (i). 
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Le (ii) se démontre par récurrence, les cas k = 1 et k = — l s e déduisant de ce qui 
précède. 

Lemme V.1.16. — (i) Si f = J2kezakTk G û^™, et si e G D t m , alors pour tout 
k G Z, on a akGk(e) G D ^ ' m , et akGk(e) —> 0 dans Z)t' n quand k —> oo, ce qui permet 
de définir f(G)(e) comme la somme de la série des akGk(e). 

(ii) L'application ( i*\ , . . . ,Fd) Fi(G)(ei) + h Fd(G)(ed) induit une bijection 

de (ffym)d
 surD^m. 

Démonstration. — Le (i) est une conséquence directe du lemme précédent, et de ce 
que <8> t̂,n D^n = D^m. Pour démontrer le (ii), il suffit de vérifier le résultat 
modulo T puisque les deux modules en présence sont séparés et complets pour la 
topologie T-adique. Or, d'après le lemme V I . 17 ci-dessous, on a Ô^F1 jT = (ÛL/P)\Y] 

et Di>m/TDi>m = (ûL/p)\y]ei + ' • - + (ûL/p)[Y]ed, avec Y = et le lemme V.1.15 
montre que, modulo T, l'application (Fi,... ,Fd) »-+ Fi(G){e\) + ••• + Fd(G)(ed) 
devient juste ( F i , . . . , Fd) • F\e\ + h i^e^ qui est trivialement bijective. 

Ceci démontre le premier point de la prop. V.1.14. La démonstration du second est 
quasiment identique, et le quatrième étant une conséquence immédiate du troisième 
qui lui-même est une conséquence immédiate du second, cela permet de conclure. 

Lemme V.1.17. — On a û%b/TÛ*/ = (ûL/p)[Y]f si Y est l'image de pT~nb dans 
AcI^^-, (c_^*$* 

Démonstration. — Le cas L quelconque se déduit du cas L = Qp en tensorisant 
par eL. Dans le cas L = Q p , si paTk G <^L'b, alors pa^Tk G T ^ ' 6 , pour tout k G Z, 
et p a Tk G TÛ]/ sauf si k = —ont. On en déduit le résultat. 

Proposition Kl.18. — Si <*?rig = (1 - </?)£>rtr\ alors D^1 = â?+(T) 0 A D^=1 et 

Kig =^ + ( r ) 0 A ^ . 

Démonstration. — Il résulte du th. 1.5.2 et du cor. V.1.13 que ^ est un A-module 
libre de rang d et que si e i , . . . , e ^ en est une base, alors c'est aussi une base de 
Dr[g IE1 Z* sur âê(T). Soit donc x G ^ r i g . On peut écrire x de manière unique sous la 
forme x = Àiei + • • • + Xd^d, avec Ai , . . . , G &(T). Décomposons À* sous la forme 
Xi = À+ + m, avec Xi G M+{T) et ^ = <?t(r). On a £?=i Ate* G ^ + ( r ) ®A  

e^ V — Sf=i A^e* ^ ^ n ^rigj et il existe z G (A-ig)^= 1 tel que y = ((f — l)z. Soit 
alors F = V(-D), et soit v i , . . . ,Vd une base de V sur Z p ; c'est aussi une base de 
Brig 0 ^ DTlg = B r i g ® z p V' sur B r i g ainsi qu'une base de B"*" 0 ^ t -D* = B^ ® z p V' 
sur B*. Soient 2 / 1 , . . . , et z±,..., Zd les coordonnées de y et z dans cette base. On a 
donc yi G B"f et ^ G B r i g , et la relation y = (cp — l)z se traduit par yi = ((p — l)zi, pour 
tout i. Maintenant, ip — l est surjectif sur B^ et son noyau dans B r i g est réduit à Q p qui 
est inclus dans B*. On en déduit l'appartenance de zi à B^, puis celle de z à D [ ^ ] ^ = 1 , 
et enfin celle de y = (ip — l)z à cé>[^\- On a donc démontré que x G âê+(T) 0 A ^ \ 
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d'où l'inclusion ^-ig C 3%+(Y) <8>A L'inclusion inverse se démontre en constatant 
que DT[g est un âê+ (r)-module [4] et, comme ^ commute à T, l'application naturelle 
^ + ( r ) 0 A D^=1 —> Z)rig a son image incluse dans Df{~x. 

5. {(p, Y)-modules sur M. — Un (^-module D sur âê est un ^-module de type fini, 
muni d'un opérateur semi-linéaire tel que l'application naturelle &®^ô$}(p(D) —> D 
soit un isomorphisme. 

Comme tout élément x de âê peut s'écrire, de manière unique, sous la forme 
x = Y%=o <f(xi)(l + T)\ où Xi = ip((l + T)-lx), l'isomorphisme 3t ®<p(&) <p(D) = D 
fait que tout élément a: de peut, de même, s'écrire de manière unique sous la forme 
X)?=o + Ty. Ceci permet d'étendre la construction de l'opérateur ^ à un 
(^-module sur âê, en posant ip(J2ï=o v(xi)Q + ^T) — xo- H est alors immédiat que 
si D est un (cp, r)-module, V commute à l'action de Y. Cela permet de définir le 
T-module D IEI Z*, et ses sous-modules D^0,r^ M Z*, pour r > 0 assez petit, pour tout 
((p, r)-module sur âê. 

Proposition V.1.19. — Si D est un ((p. Y)-module de rang d sur âê, alors : 
(i) D IEI Z* est un &{Y)-module libre de rang d; 

(ii) Z}]°'r] IEI Z* est un ^ 0 , ^ ( r ) - m o t t libre de rang d, si r > 0 est assez petit. 

Démonstration. — Commençons par supposer D isocline. Il existe alors un unique 
sous-^t-espace vectoriel A de dimension d stable par (p, et l'action de (p est isocline ; 
on peut donc la rendre étale en multipliant <p par un élément ayant la bonne valuation 
(ce qui demande éventuellement de remplacer L par une extension finie). Le résultat 
dans ce cas est alors une conséquence du th. V.1.12. 

Maintenant, si 0 —> D\ —> D —» D2 —> 0 une suite exacte de (<p, r)-modules libres 
sur 3$, et si D\ et D2 vérifient les conclusions de la proposition, il en est de même 
de D, ce qui permet de déduire le cas général du cas isocline par dévissage, en utilisant 
la filtration de Kedlaya. 

V.2. Vecteurs localement analytiques. — On suppose maintenant que D est 
libre de rang 2 sur ûg et irréductible (58\ et on note II la représentation 11(D) de G, 
ce qui fait de II un réseau du L-banach L • II. On fixe une base ei,e2 de Z ) t ^ i ( ^ ) 
sur ûgmi^D\ ce qui permet d'utiliser les résultats du n° 4 du § V.l, et en particulier 
de disposer de m2(D) > rm(D) tel que D^r^ M Z* = Û^rn](Y) (g) pour tout 
n > 7712(D). 

1. L'action de WD sur D^ IEI P1. — Le résultat suivant est la clé permettant de 
contourner la pauvre convergence des formules définissant l'action de G. On rappelle 
que # = (1 - (p)D^=1 ; on note le module (1 - ôD{p)~ 1iP)D'tJj=ÔD^~1. 

Proposition V.2.1. — Si D est irréductible, alors WD{^) = cê' et W D ^ ' ) = % 

(58) Cela permet d'utiliser la prop. V.2.1. On pourrait, en étant plus soigneux, inclure le cas non 
irréductible, mais ce cas peut aussi se traiter directement car alors T1(D) est une extension de deux 
induites de caractères unitaires du borei. 
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Démonstration. — Soient x G fé7 et x G D^~x tel que x — (\ — <p)x = Reszj£. On peut 
prolonger x de manière unique en un élément de MQp fixe par (Q î ) - Maintenant, 
l'hypothèse D irréductible équivaut à ce que Dnr — 0, et donc, d'après la prop. II. 1.14, 
à ce que /3Qp induise un isomorphisme 5-équivariant de M P1 sur №QP. On 
peut donc voir x comme un élément de P1 fixe par ( Q ? ) • Alors w • x G E3 P1 
est fixe par SD (p) ~ 1 ( Q î ) > et donc Reszp (w • #) G D^=ÔD ̂  1, et la restriction de w • x 
à Z* appartient à c€'. Comme cette restriction est w • Resz*x = WD(X), on en déduit 
l'inclusion W D ^ ) C fé". Les mêmes calculs montrent que w C ^ , et comme u>£> 
est une involution, cela permet de conclure. 

On a iy(g ?) = (g et donc wD(aa • = ôD(a)o~a-iwD(x), pour tout 
x G D IE1 Z*. Si ^ : A —> A est l'involution définie par ^ ( ^ a ) = fefûK-1) on Peut 
reformuler ce qui précède de la manière suivante. 

Lemme V.2.2. — WD : D M Z * —» D M Z * es* A-antilinéaire pour ir>. 

Si m > 1, soit rm = cr1+pm - 1 G ^ i , [ [ r m ] ] . 

Lemme V.2.3. — (i) // existe m%(D) > 1712(D) tel que r~ tD^m) soit une unité 

de ^ , 1 ( r m ) pour tout m > m3(D). 

(ii) L'involution LD se prolonge en une involution de û^n(T), ûg'rn\r) 

et < ^ 0 , r n J ( r ) , si n > 1713(D) + 1, ainsi qu'en une involution de &(T). 

Démonstration. — On a r~16i)(rm) = —cri_j_pm(l — ^~1). Or il existe un entier 

^s(D) > 1712(D) tel que o*£>(l + pm) = 1 mod p, pour tout m > m$(D), et il suit 

de l'expression ci-dessus que r~16^(rm) est une unité de ûg^fîm), si m > m3(D). 

En particulier, ^~l^D^D(Tm3(D)) est une unité de û^1 (rm3(jD)) ; c'est donc aussi une 

unité de <^'m3(D)+1(r). Le (ii) s'en déduit. 

Lemme V.2.4. — (i) II existe 1714(D) > m3(D) + 1 tel que, pour tout n > 1714(D), on 

ait D^r^ №Z* = ûfrn](T) (g) <T. 

(ii) 5z n > m4(jD), a/ors D^0^ m Z* est stable parwD. 

Démonstration. — Le (i) se déduit du th. V.l. 12 appliqué au (tp, r ) -module D' obtenu 
en tordant l'action de (p sur D par So(p)~1- Le (ii) est alors une conséquence de ce que 
wofâ) = fé7', de l'antilinéarité de WD, de ce que ID est une involution de ^°'rn^(r), 
et de ce que 

£>(o,rn] %z; = ûfrn](Y) ®V' = ûprn](T) ® if. 

On rappelle que, si b G pZp, l'action de ( \ \ ) sur D MpZp se fait par l'opérateur 

ub = SD(l + b) 1giowDog2owDog3, 

où 91 = (J - ,1) , 92 =AcI^^-, ( c _ ^ * W ) et 93 = (J 1 / ( 1 + 6 ) ) . 
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Lemme V.2.5. — Soit m = 1714(D), et soient r = o~i+p™ — 1 et LU — (pm(T). Soit aussi 
M^m = (l + 7>m(£t ,™). 

(i) rfcM^m = ujkM^m, pour tout keZ. 
(ii) II existe a0 G N tel que wD(M^rn) C r - °°M^m. 

(iii) JZ existe a G N te/ que Von ait ub(x) G (pm(T-aD^m), si x £ iprn(D^7n), et 
sibepmZp. 

Démonstration. — Le (i) est une réécriture du (ii) du lemme V.1.15. Maintenant, 
la stabilité de D^^ IEI Z* par wD implique celle de D^r2m^ IEI (1 + pmZp) = 
(1 + T)(pm(D(°>r™}) : en effet, comme m > rai(£>), le module D^r2^ H (1 + pmZp) 
est aussi l'image de D^0,r2Tn^ IEI Z* par l'application Resi+pmZp. Il en résulte que sî 
fx = (1 + T)<^m(ei), /2 = (1 + T)^m(e2) est la base usuelle (cf. prop.V.1.14) de M^m 
sur ^ ' m ( r m ) , alors il existe ao tel que w^ifi) et WD{Î2) appartiennent à T - 0 0 ^ ^ ™ . 

Comme W£>(M^m) est le < ^ ' m ( r m ) - m o d u l e engendré par wnifi) et ^ ( / 2 ) par an
tilinéarité de WD, cela démontre le (ii). Enfin, le (iii) suit du diagramme 

AcI^^-, (c_^ 93 ^ Mt,m 
lvlm 

wD T-aoMt,m =u-aoMUn 92 AcI^^-, (c_^ 

AcI^^-, (c_^ 

AcI^^-, (c_^AcI 
91 

•u-2a°Mkm = r-2a°Mlim W D iD(T)-a°Mkm 

qui montre que l'on peut prendre a = 2a$. 

Lemme V.2.6. — // existe un entier m^(D) > m^D) tel que e[ = (pm~(D) °i)ei e^ 

e'2 = ( ~s\D) \ )e2 forment une base de £>t>m*(D) sur ̂ m ^ D \ 

Démonstration. — Soit m = m4(D). On a aussi (pi °) = (pQm J ) w ( J Pn_™ )w(p™ °). 
Il résulte du (iii) du lemme V.2.5, appliqué à (p™ \ )ei = </?m(ei) et b = p71-171, qu'il 

existe a G N tel que e[ G T pour i — 1,2 et tout n > 2m. Par ailleurs, 

ê  n tend vers <r_i • e*. De plus, D"*"'771 est stable par cr_i, et donc e'{ = cr_i • ei et 

e'2' = (7 - i • e2 forment une base de D^m sur <̂ L'm. Soit Pn G M 2 ( T - a ^ ' m ) la matrice 

de (e[ n,e2 n) dans la base e'{,e2. Alors Pn tend vers 1 dans M 2 ( ^ ) . Comme 

(r 1)- • (r*Mt^) = rn+*Mt;6,(r 1)- • (r*Mt^) = rn+*Mt;6, a + 1 

(P - 1 ) V™-1 ' 
on a Pn G 1 + T M 2 ( ^ ' m + 1 ) , si n est assez grand. On conclut en remarquant que 

1 + T M 2 ( 4 ' m + 1 ) C GL2(^'n), pour tout n > m + 1. 

Proposition V.2.7. — Soit m = m$(D), et soient r = cri+prn — 1 G ^ [ [ r m ] ] ; 

a+ = ( ^ î ) , a " = ( J ^ ) , u+ = ( J ^ ) et = î ) . Sait b > m. 

(i) Mtj6 = (1 + T)^™^1"'6) est stafc/e parwD. 
(ii) O n a ( r 1)- • (r*Mt^) = rn+*Mt;6, si g £ {a+, a" , u+, ti~ }, potir tous fceZ 

et n G N . 
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Démonstration. — Si e^e^ est la base de D^m sur û^171 fournie par le lemme V.2.6, 
et si /{ = (1 + T ) ^ ( e i ) , f2 = (1 + 7>™(e'2), alors /{ = wD( / i ) et = w D ( / 2 ) 

(cela suit de l'identité (p™ }) (~ i °) = w(p™ })). Or, d'après la prop. V.l.14, fuf2 
(resp. / { , / 2 ) sont des bases de M^b sur ^ , 6 ( r m ) pour tout b > m. On en déduit 
le (i) grâce à l'antilinéarité de WD-

Passons à la démonstration du (ii). Pour g = a+, cela suit de ce que a+ — 1 agit 
comme r, et pour g — c'est une traduction du (i) du lemme V.2.5. Mainte
nant, w - M^b = M^b et t~1wtw = t~1lo{t) est une unité de ^ ' m ( r m ) , et donc 
¿£)(rfc)Mr̂ ¿> = rkM^b, pour tout k e Z. On en déduit que, si g = a+ ou g = it+, alors 

(titfti; - l)n • (rfcM^) = wfo - 1)- • (iD(r)kw • M ^ ) 

= t % - l ) n • (rfcw • M}*) = ti;rn+fcîi; • M+;b = rn+/cM^b. 

Comme am = wa^w et um = wu^w, cela permet de conclure. 

2. LeG-moduleD^mP1. — On note D ^ l H P 1 , si n > ra2(L>) + 2, (resp. K P 1 ) 
l'ensemble des ( 2 1 , s 2 ) e D I P 1 vérifiant zuz2 G £>(°' r^ (resp. z i , z 2 G D1"). 

Proposition V.2.8. — (i) D^0,Tn^ M P 1 es£ s£a&/e scms l'action de GL 2(Z»), po^r 
n > ra2(£>) + 2. 

(ii) L>t 13 P 1 est stable sous l'action de GL 2 (Q P ) . 

Démonstration. — Compte-tenu des lemmes V.2.4 et V. 1.1, le (i) suit du lemme II. 1.10 
appliqué à M = D , t = wD, 6 = SD, M0 = D^r^ et M1 = £>(°' r»-i]. 

En passant à la limite inductive sur n, on déduit du lemme V.2.4 la stabilité 
de D^ IE1 Z* sous l'action de w^. Le (ii) se déduit alors, en utilisant la prop. II. 1.9, de 
la stabilité de D^ par P{ZP) et ip. 

On a D rig K Z* = &(T) <8)^t(r) D^ IEI Z*, ce qui permet d'étendre l'action de K;D 
sur D^ Z* à Dri g K Z* par T-antilinéarité en posant WD(X (g) x) = LDW ® WD(X). 
On peut alors recopier la définition de D K P 1 pour définir D r i g IKI P 1 par : 

D ^ K P 1 = {(zi,z2) e Drig x D ^ , Res Z ;£2 = W£>(Resz;2i)}. 

On note D ' ^ ' K I P 1 le sous-L-espace vectoriel de Drig IE1P1 des z = (z\,z<i), vérifiant 
zuz2 G f l l W . 

Proposition K2.9. — (i) L'action de G sur IEI P 1 s'étend en une action continue 
de G sur A - i g ^ P 1 . 

(ii) Si n > m2(D) + 2, alors D^r^ M P 1 est stable par GL2(ZP). 

Démonstration. — On définit, en utilisant les formules (cf. n° 2 du § II. 1) du squelette 
d'action de G, une action d'un groupe G, produit libre des différents sous-groupes 
de G intervenant dans le squelette d'action, sur Drig IEI P 1 , et il est apparent sur 
ces formules que g £ G agit continûment. Or cette action se factorise à travers G 
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sur IEI P1 , et comme cet espace est dense dans Drig IEI P1 , elle se factorise aussi à 
travers G sur DTlg IEI P1 . 

Le (ii) se démontrant comme le (i) de la prop. V.2.8, cela permet de conclure. 

Il résulte de la prop. 1.1.5, et de ce que / i—• cr_i • / est un isomorphisme d'espaces 
vectoriels topologiques de âê sur que l'accouplement { , }, défini par la formule 
habituelle {/, g} = rés0((cr_i • f)g 3 ^ ) , identifie 2& à son dual topologique. 

Soient alors D G $ret(<^V), et e i , . . . , ed une base de sur 0 \ , et soit e* , . . . , e*j 

la base de sur û# duale de cr_i • e i , . . . ,cr_i • ed pour l'accouplement naturel 
( , ) : JE)1" xD1 -> 0gYpr (i.e. (e* ,<7_i-ei ) = j ^ ) . Alors e i , . . . ,ed et e*, . . . sont 

des bases de D r i g et Dr[g sur et l'accouplement (#, ?/) 1—• { X , 2/} = réso((cr_i-£, y)) de 
Z)rig x L>rig dans L, est donné, dans ces bases, par %ie*,J2i Viei} — Vi}- H 

en résulte que l'accouplement { , } est parfait (i.e. il identifie Dr[g au dual topologique 
de DTlg et D r i g au dual topologique de A-ig)- On en déduit qu'il en est de même de 
l'accouplement { , }Pi : (Drig IEI P1) x ( £ > r i g IEI P1) -» L défini par 

{(z1,Z2),(z'1,z'2)}I>i = {^i , z i} + {ReSpzP^2,ReSpZp4}-

Proposition K2.10. — L'accouplement { , }Pi : (J9rig Kl P1) x (Drig M P1) -> L est 

G-équiv ariani. 

Démonstration. — Sa restriction à (D^ IEIP1) x (D^ IEIP1) coïncide avec la restriction 
de l'accouplement { , }pi existant sur (î) IEI P1) x (D IEI P1). Comme ce dernier est 
G-équivariant (th. IL 1.13), il en est de même de sa restriction, et on conclut en 
utilisant la densité de (D* M P1) x (L>t ^ p i ) dans (£>rig ^ p i ) x (£>rig B P1). 

3. Caractérisation des vecteurs localement analytiques. — Si m > 1 (ou m > 2, 

si p = 2), le groupe Km = 1 + pmM.2(Zp) est un p-groupe sans p-torsion. De plus, 
c'est un p-groupe analytique : si a+ = (1+pm ° ) , a" = (1+pm ° ) , u+ = ( J p™ ) et 
wm = ( p - ï ) , alors (x i , . . . ,x4) (a+)Xl{an)X2(u+)x*(u-)x* est une bijection de Z* 
sur ifm. 

On note AKm = lim ûL[Km/Km+n] la ^-a lgèbre de groupe complétée de Km ; 

elle peut aussi s'interpréter comme l'algèbre des ^-mesures sur Km. Tout élément À 

de Axm peut s'écrire de manière unique sous la forme 

A = 
fei,...,fc4€N 

Afcl,...,fc4 ( 0 + - l ) f c l « - l ) f c 2 « - l)fe3fe - I)*4. avec Afcl,...,fc4 € ÛL. 

Si h G N, on note A ^ l'ensemble des À comme ci-dessus, où les Àfclv..,/e4 sont 

des éléments de L tels que vp(Xklì...ìk4) + [fcl+ph+fc4] > 0 pour tous fci,..., £4 et tend 

vers +00 quand k\ + • • • + £4 —• +00. On peut aussi voir Aj£' comme le complété, 

pour la topologie p-adique, de A^m [p-1/p/l], où / est l'idéal d'augmentation. Cette 

interprétation montre que A ^ est un anneau. 
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On note @(Km) l'intersection des [^], pour h G N. C'est l'algèbre des L-distri-
butions sur Km, et tout élément À de @(Km) peut s'écrire de manière unique sous la 
forme 

A = 
fci,...,fc4GN 

Afcll...|fc4 ( a + -(r 1)- • (r*Mt^) = rn+*Mt;6,- l ) f c 2 « - l)fe3fc - l)k\ avec Afcl,...,,4 G L, 

et limfcl+.. .+fc4->+0ot;p(Afclï . . . , fc4) + kl+ph+k* = -foo pour tout ft G N . 

Si II G RepLG, on dit [65, 66] que v G II est localement analytique si g h-> g • v 

est localement analytique sur G (à valeurs dans II). On note IIan l'ensemble des 
vecteurs localement analytiques de II. En tant qu'espace vectoriel topologique, IIan 
est une limite inductive compacte de L-banach dont le dual (IIan)* est le L-fréchet 
@(Km) <S>AXm n*, où m > 1 (ou m > 2, si p = 2) peut être choisi arbitrairement. 
(Il n'y a pas besoin de compléter le produit tensoriel car II* est de type fini sur 
Axm puisque II est admissible.) On peut donc aussi caractériser IIan comme le dual 
de @(Km) ®AKrn n * ou encore comme l'ensemble des v G II tels que A i—• (A, v) 
s'étende par continuité à @(Km) <8>AKm n* (dont L • II* est un sous-espace dense). 

4- Estimées préliminaires. — Nous nous proposons de décrire (nan)* comme un sous-
module de DTig E P 1 , ce qui va demander un peu de préparation. On fixe m = 777,5(D), 
et on note K le groupe Km. 

Lemme V.2.11. — Soit b > m. 
(i) (fm(T)kM^b est stable par K, pour tout k e Z. 

(ii) 1% • (<pm(T)kMkh) C ym(T)n+kMhb, pour tout m G N . 

Démonstration. — Cela suit de la prop. Y.2.1. 

Soit J = {(¿0' 0 < z <pm-l}u{iy(5pi-1), 0<i<pm~l -1} de telle sorte 
que les g • (1 + pmZp), pour g G J , forment une partition de P1 . Si b > 2m, soient 

(r 1)- • (r*Mt^) 

geJ 

(r 1)- • (r*Mt^) et !ù*$^ù 

:!mù*$ 

g, (rknbMkh~m), si k G Z. 

On a Xl'b C D^b E P1 , si k > 0, et UkeZXl'b = L>(0'rb] B P1 . De plus, les A^6, 
pour G N, forment une base de voisinages ouverts de 0 dans D^0,rb^ E P 1 . Enfin, on 
remarquera que l'on a aussi X^ = ®geJg • (^ (T) fcnb_mMt , 6 -m^ (car T-Pm(pm(T) 

est une unité de <̂ L'b), ce qui permet de déduire du (ii) du lemme V.2.11, et de ce que 
K est distingué dans G L 2 ( Z p ) (et donc g~xlK9 = Ir pour tout g G J ) , l'inclusion 

4'nb-m • X^6 C Xl* pour tous A/ G N et A; G Z, 

Lemme K2.12. — Il existe < G N tel que D^ IE P1 C «xt'£, pour b > 2m. 

Démonstration. — On a IEI P1 c D^r^ E P1 c D^r2^ E P1 . Or D^ El P1 

est compact et les X^'2*1, pour G Z forment un recouvrement ouvert décroissant 
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de 2j(o,r2m] E p i . a existe donc e e N tel que D\ g |pi c x*j$m. Comme X^J!m C XÎ.'J, 

pour tout b > 2m (car = û^b 0^t,2m Z}t'2m), cela permet de conclure. 

Le/w/we K2.15. — Soit k>£. 
(i) Tout z G X^'b peut s'écrire sous la forme z = xi + w • x2 + Pky, où xi,x2,y 

vérifient xux2 e (Tnb,p)kD+ ety e DMP1. 

(ii) Tout z G i2kUh-rn . x^b peut s'écrire sous la forme z = x\ + w • x2 + p ^ / 2 ^ 

oùx1,x2,y vérifient xux2 eTkrïbD+ et y G r^nfe+1JDt'b+1 Kl P 1 . 

(iii) Tout z G j^nb"m . (Z^ IEI P1) peut s'écrire sous la forme z = #i + w • £2, 

avec x±,x2 G (Tnb,p)fc-^D+. 

Démonstration. — On peut décomposer z sous la forme z\ + w • z2, avec 21 = Reszp 2 
et ¿2 = RESPZPW • z. La définition de X\?b fait que 21,22 G TknbD^,b, ce qui permet 
de déduire le (i) du (i) de la rem. V.1.3. 

Comme j2̂ ™6-™ . x^b C X\'£, on peut, d'après le (i), décomposer z sous la 
forme z = xi + w • x2 + p*V, avec £i,x2 G TknbD+ et yf e D № P1 . Par ailleurs, 
comme 5+ C D* K P1 C T'£nbD^b IEI P1 (lemme V.2.12), l'appartenance de pV 
àp[ fc / 2 ]T-^nb+1231 ,6+1 g | p i guit de l'inclusion T-inbD^bnpkD C p ^ / 2 ] ^ - ^ 5 + i ^ t ^ + i 

du (ii) de la rem. V.1.3. 

Comme D ^ P 1 C X^, on a j£nfa-m • (D1" IEI P1) C X^bv ce qui permet, en 
utilisant le (i), d'écrire z G J^nb-m . (D^ IEI P1) sous la forme z = x\ + w • x2 +pk~ey, 
avec #1,2:2 G (Tnb ,p)k~£D+ et y G D IEI P1 . De plus, 2, #1,0:2 sont des éléments 
de D ^ P 1 et^donc ymssi [car IEIP1 C\pk~e(D№'P1) = p ^ ^ D ^ P 1 ) ] , et comme 
£)b Kl P1 = Z}+ + wD+ (cor. II.2.8), cela démontre le (iii) et permet de conclure la 
preuve du lemme. 

5. L'injection de (f[an)* dans Drig IEIP1. — Si a > 6 > 2m, soient 

X^,rb] = 0 ^ . ( ^ 1 ^ — ^ — ] ) et X[^rb] = 0<?- (TknbMfr-m'r>—]), si /c G Z. 

Lemme V.2.14. — Soient £,k,N G N . 

(i) p " 4 - ' ^ n p - * r - * ^ t , > = ZUonPNT^^/. 

(ii) p ^ M ^ - ' r b - ] n p - f c r - ^ M ^ = Y*Ï£PN^MÙ 

(iii) ^ x ^ — n p - f c x i ' , b = E ^ ^ - ^ ì t , . 

Démonstration. — Les (ii) et (iii) sont des conséquences du (i), et le cas N quelconque 
se déduit du cas N = 0 en divisant par pN. Maintenant, si N = 0, notons c(i), si i G Z, 
le plus petit c G Z tel que pcTl appartienne à l'intersection. On a : 

• c(i) = sup(—[ira], — fc), si 2 > 0, 
• c(i) = sup([-irt], — fc) = [—¿77,], si —£nfe < i < — 1 , 

• c(z) = sup([-irb], [-irb] - k - £) — [-irb], si i < -£nb - 1 . 
On en déduit le résultat. 
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Lemme V.2.15. — Soit b > 2m. 
(i) Si a>b, si v e Xk', et si X e A^ , alors X • v converge dans Xka,rb. 
(ii) Si X £ @{K), et si v e D(°'rb] El P 1 , alors X • v converge dans D M l P 1 . 

Démonstration. — Le (i) suit de ce que J^nb-m -Xkb C X\^_k,, quels que soient k e Z 
et k' G N . On en déduit le (ii) en inversant p et en prenant l'intersection pour a > 6, 
et en utilisant l'existence de k0 G N tel que X^bko C D^b El P1 C X^b. 

Ce lemme nous fournit des applications 

®{K)®Kk(D^MP1) - ^rig^P1 et A[Z~b][-\®AKXl>b - L-4ra'rb] = L - D ^ ^ P 1 

Par ailleurs, on dipose d'un isomorphisme ¿ : ft* = El P1 , et on note encore ¿ les 
applications 

AÏT H ^AK n * L • £>[r-r*l El P1 et (ftan)* = @(K) 0A/C fi* L>rig H P: 

qui s'en déduisent. 

Lemme V.2.16. — (i) Size pNA[^~b] ®Ak ft*; alors i(z) G p ^ X ^ - ^ . 

(ii) Size A£~b][i] (g)A/c ft* et si i(z) G p ^ X l ^ ^ l , alors z G pNA£~b] ®Ak ft*. 

(iii) La restriction de t à (ftan)* = @(K) 0 A K (D^ E 1 P 1 ) est un homéomorphisme 
sur son image. 

Démonstration. — On déduit le (i) des inclusions IKnb m • Xk C Xk+k, et 

L(îi*) c x!:b£ c p-exir-a>rbl 

Passons au (ii). Tout élément de A ^ J[^] pouvant s'écrire sous la forme Ai + A2, 

avec Ai G A^[^] et A2 G pN+eA^~b\ on peut décomposer z sous la forme z = z\ -f z2, 

avec z1 G L • ft* et z2 G pN^A[^~b] <g)ÂK ft*. Comme t(z2) G pNX^^ d'après 
le (i), on peut, quitte à remplacer z par z\, supposer que z G L • ft*. Soit alors 
/c G N tel que pkz G ft*. On a donc i(z) G pNX^^ P i j T * * ! ' * = E f ^ P ^ ^ - b 
(cf. lemme V.2.14). Par ailleurs, il résulte du (i) du lemme V.2.13, de l'inclusion 
D+ c D^m P1 = ¿(11*), et de ce que (pm{T) agit comme u+ - 1, que 

x]i_b c (C"m,p)ipa" ^(ft*)+pipa_ (D M P1) c ( ^ ^ ^ r m + ^ K P 1 ) . 

Il s'ensuit que l'on peut écrire i(z) sous la forme y + Ya=o^ où y e pND El P1 et 

xi ^ PN pi ' ¿(11*). Comme t(z) et les X{ sont des éléments de ¿(11*), il en est 

de même de y , et donc y G ^¿(11*), ce qui permet d'en déduire le résultat annoncé 
(Ca~m,py ^ K[a-b] 

car — L c A ^ J. 
Enfin, le (iii) est une simple traduction des (i) et (ii), ce qui permet de conclure. 
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Lemme V.2.17. — L'injection de D+ dans II* se prolonge par continuité en une in

jection de D^ig dans (f[an)*. 

Démonstration. — Tout élément x de D+ig peut, d'après le lemme V.1.8, s'écrire (de 

manière non unique) sous la forme x = J2n=o ^ x n , où lj = P+YAZl{[(l+T)i/p}-l), 

les xn sont des éléments de D+, et kn est une suite sous-linéaire d'éléments de N. 

En appliquant ceci à cp~2(x) et en appliquant (p2 au résultat, on voit que l'on peut 

aussi écrire x sous la forme x = ^2^=0 ^ptfJ x n (les &n et les x n ne sont plus les 

mêmes mais vérifient les mêmes conditions que précédemment). On peut voir cette 

série comme une série d'éléments de L • II*, l'action de (f2(uj) coïncidant avec celle 

de A = p + (ut - l ) (£?=o (P - 1 - i)(ut)% où u+ = ( ; ? ) . Comme A G (p,IKl), la 

suite de terme général p~knXn tend vers 0 dans @(Ki), vu les conditions satisfaites 

par les kn. La série J2neNP~kn^n ' x n converge donc dans (nan)*. Par ailleurs, on 

a A+ fi (f2(lunAmax) = (p2(tv)NA~j~ (en effet, pour JV = 1, cela suit, après avoir 

appliqué <^~2, de ce que lo est un générateur de ker0; le cas général s'en déduit 

par récurrence). Il en résulte que la nullité de Yln=o *pk} %n entraîne l'appartenance 

de Y , n = o * x n àp~knLp2(<jû)ND+, et donc celle de son image kp~kN(p, IKl)N-II* ; 

il s'ensuit que J2^=o ^ r ^ n = 0 dans (f[an)*, ce qui prouve que le résultat ne dépend 

pas de l'écriture de x sous la forme J2n=o p^xn, et permet de prolonger l'injection 

de D+ dans n* par continuité en une application de dans (nan)*. 
Il reste à vérifier que cette application est injective. Or sa composée avec L est 

l'identité sur £)+, et donc aussi, par continuité, sur . Ceci permet de conclure. 

Les lemmes V.2.16 et V.2.17 permettent de considérer D^ig comme un sous-L-espace 

vectoriel de Dvlg Kl P1 . La proposition suivante permet d'en faire autant de (IIan)*. 

Proposition V.2.18. — L'application i induit un homéomorphisme de (ïïan)* sur 

D+. + w • D+. . 

Démonstration. — Commençons par vérifier que A • z G D^ig + w(D^~ig), si z G II* 

et A G @(K). On peut écrire A sous la forme ^J^Q P~kj, où (kj)j^ est une suite 

d'entiers croissante et sous-linéaire, et Xj G I ^m. D'après le (iii) du lemme V.2.13, 

on peut écrire Xj • z sous la forme 

Xy z — (pj-£yij + TU-£>n™zltj) + w ( p i - £ y 2 , j + T « - £ ^ z 2 J ) , ù * $ ^ $ 

avec yitj,y2tj,zijj,z2tj G D+. Or les séries J2j^oP P3 Vîji Pour ^ = 1,2, 

convergent dans C D^igi tandis que les séries ^£^p~fejT(J'~^J'myi,.7î pour 

¿ = 1,2, convergent dans D*lg. ^ n en déduit, en notant yi et Zi les sommes respectives 

de ces séries, que l'on a A • z = (y\ + z\) + w • (y2 4- z2), ce qui prouve que l'image 

de @(K) 0Ak f[* par t est incluse dans D^lg + w • . Par ailleurs, il résulte de 
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la prop. V.2.17 que cette image contient £Ttg, et donc aussi D*ig + w • D+ig par 
stabilité sous l'action de G. Le fait que ce soit un homéomorphisme ayant été établi 
au lemme V.2.16, cela termine la démonstration. 

Remarque V.2.19. — Si a > ò, on a 

(r 1)- • (r*Mt^) = rn+*Mt;6,(r 1)- • (r*Mt^) = rn+*Mt;6,(r 1)- • (r*Mt^) = rn+*Mt;6,(r 1)- • (r* 

et donc 

(r 1)- • (r*Mt^) = rn+*Mt;6,(r 1)- • (r*Mt^) = rn+*Mt;6,(r 1)- • (r*Mt^) = rn+*Mt;6, 

Si A e AK\p-xIp ], et si v G M^b, on peut donc écrire À • v sous la forme 

E j = i ( ^ / ( r ) + Fj~(T))fji ou h et /2 sont ês éléments de D El Z* utilisés dans la 

démonstration du lemme V.2.5, F+(r ) G ^ L I p " 1 ^ 0 " 6 ] et f r ( r ) G ^ , 6 ( r m ) . En 

particulier, x = £*=1 F3~(r)fj e et \ ® v = 1 ® x + £*=1 - 1) ® /j 

dans A#[^] <g)Ax M^6. On en déduit que À <8> v 1—• À • v induit un isomorphisme 

(r 1)- • (r*Mt^) = rn+*Mt;6,(r 1)- • (r*Mt^) = rn+*Mt;6,(r 1)- • (r*Mt 

En complétant pour la topologie p-adique, en symétrisant sous l'action des g G J , 
puis en inversant p et en passant à la limite projective sur a et inductive sur 6, on en 
déduit des isomorphismes 

j=i(^/(r) + Fj~(T))fji j=i(^/(r) + Fj~(T))fji j=i(^/(r) + Fj~(T)) 

&K~B][-]®*KXTB ~ L ' DIRA,RB] H P l e t ^ W S A K ^ t S P1) = £>rig El P1 

6. Description des vecteurs localement analytiques de II(D). — On note D^ig El P1 

le sous-L-espace vectoriel D^g H- w • de Dvlg El P1, et on définit de même le sous-

espace Ù\> El P1 de Z}rig El P1. Il résulte de la prop. V.2.18 et de la complétude de 

(Ûan)* et (IIan)* que DJ^EIP1 et L^EIP1 sont des sous-espaces fermés de D^MP1 

et Z)rig IEP1, homéomorphes naturellement à (f[ai1)* et (nan)* respectivement. 
Par ailleurs, ft* et II* étant denses dans (ftan)* et (IIan)* et orthogonaux pour 

{ , }pi, il en résulte que D^ig El P1 et Z)j!ig El P1 sont orthogonaux pour { , }Pi, par 
continuité de cet accouplement. 

Théorème K2.20. — (i) nan = ( Z ? t E Px)/L • (D^ M P1) et D)lg El P1 = (ftan)*. 

(ii) L'application naturelle (£>+ E P1)/!, • (L>* EP1) -> (£>rig EP1)/(Djig EIP1) es* 
lin isomorphisme. 

Démonstration. — Commençons par prouver le (ii). La surjectivité de l'application 
naturelle est une conséquence immédiate du (iii) du lemme V.2.13. Son injectivité suit 
de ce qu'un élément du noyau est orthogonal à l)Jig Kl P1 et donc à L • D^ IEI P1, et 
donc appartient à L • (D* El P1). 
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Passons à la preuve du (i), et notons M et M' les modules (Drig 1 3 P 1 ) / ^ . EIP1) 
et (JDrigKP1)/(I)5igl3P1) (provisoirement). L'orthogonalité de D^MP1 et Ô ^ K P 1 
induit un morphisme continu de M dans le dual de EIP1 qui n'est autre que IIan. 
Or ce morphisme est surjectif puisque { , }Pi met en dualité parfaite les espaces 
A-ig El P 1 et I)rig IEI P 1 , et injectif car un élément du noyau, vu comme élément de 
(Z>t[I] B Pl)/(D\±] M P1) grâce au (ii), est orthogonal à № P 1 , et donc est nul 
(i.e. appartient à L • (D^ IEI P1) ) . 

Ceci permet de conclure. 

Remarque V.2.21. — (i) Il ressort de la démonstration que D\g K P 1 et Ù\g M P 1 
sont les orthogonaux l'un de l'autre. On aurait donc aussi pu les définir comme les 
orthogonaux respectifs de î)^ El P 1 et El P 1 pour { , }Pi. 

(ii) On a Djig EIP1 = (ÏIan)* = &(K) ®Ak IL*, et comme II* = P 1 est inclus 

dans D^r^ El P 1 , il résulte du lemme V.2.15 que L>Jig E P 1 C D^r^ El P 1 . 

VI. Correspondances de Langlands p-adique et classique 

Ce chapitre est consacré à l'étude de l'espace IIalg des vecteurs localement al
gébriques de II = IL(D), où D est supposé irréductible (59). Le § VI.2 étend, aux 
représentations localement algébriques, la théorie classique du modèle de Kirillov; 
cette extension repose sur la définition d'une transformée de Fourier p-adique pour 
les fonctions localement polynomiales à support compact dans Qp. Les § VI.3 et VI.4 
contiennent des rappels de théorie de Hodge p-adique, et des compléments. En par
ticulier, le lecteur trouvera dans le § VI.3 un calcul de résidu (prop. VI.3.4), crucial 
pour la détermination des vecteurs localement algébriques, qui étend à une représen
tation arbitraire de &QP une loi de réciprocité de Kato (pour les représentations de 
de Rham). Le § VI.5 explore les propriétés de IIalg, sous l'hypothèse IIals ^ 0; il y 
est en particulier montré que cette hypothèse implique que D est presque de Rham à 
poids de Hodge-Tate distincts (prop. VI.5.1) et que IIalg est presque automatiquement 
irréductible (th. VI.5.7; ce dernier résultat repose sur la description, à partir de D, 
du modèle de Kirillov de IIalg). Le § VI.6 est, quant à lui, consacré à la description 
de IIalg en termes de la correspondance classique. On commence par montrer, grâce à 
l'étude de l'action de WD sur la restriction à Z* des vecteurs localement algébriques 
potentiels, que IIalg ^ 0 si et seulement si D est de Rham (th. VI.6.13 et VI.6.18). 
L'étude de cette action de WD est très indirecte à cause de la pauvre convergence de 
la formule définissant WD ; elle repose sur les deux lois de réciprocité explicites (celle 
mentionnée ci-dessus et celle du th. 1.5.5, qui généralise la loi de Perrin-Riou). On dé
termine ensuite le module de Jacquet de IIalg en termes du Dpst de la représentation 
de ^Qp attachée à D (th. VI.6.30). Ceci permet de déterminer complètement IIalg 
à partir de la représentation Dpst du groupe de Weil-Deligne de Qp dans le cas où 

(59) Le cas non irréductible peut se traiter directement en utilisant le fait que IT(D) est une extension 
de deux induites de caractères unitaires du borel. 
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celle-ci n'est pas irréductible (th. VI.6.50). Dans le cas où cette représentation est 
irréductible, on montre que IIalg est supercuspidale et (th. VI.6.42) ne dépend pas de 
la filtration sur Dpst (qui, rappelons-le, permet de reconstruire D). 

VI. 1. Préliminaires 

1. Notations. — Choisissons un système compatible ( ( P ™ ) N E N de racines de l'unité : 
£pn est une racine primitive pn-ième de l'unité et Çn+i = Cpn> pour tout n G N. 
Si n G N, soit Fn = Q p ( ( p n ) , et soient Ln = L • Fn et = U N G N ^ n -

Si n > 1 et i G N, on note TrFn+i/Fn : Ln+i —> Ln l'application TrJPN+I/JPTi0id. Alors 
p~lTrF /Fn : Ln+i —» Ln est un projecteur commutant à l'action de T; de plus, la 
restriction dep~jTrFn+j/Fn à Ln+i est p~%TrFn+i/Fn, si j > i, et donc lesp~lTrFn+i/Fn 
définissent un projecteur Resp-nZp : —• Ln qui commute à l'action de T. Ce 
projecteur est appelé trace de Tate normalisée ; il s'étend par continuité à L = L-
dans lequel est dense. 

On note, t = log(l + T) le 2m de Fontaine : si a G Z*, alors aa(t) = at. Le 

sous-anneau ( B j R ) ^ de BjR est le complété de Agp[^] pour la topologie a;-adique, 

où LJ = T/tp-^T). Soit î#}] = L • (B+R)^ [resp. = L • (BdR)^] ; c'est un 
anneau muni d'une action de T dans lequel l'anneau UN€N^n[M] [resP- UneNLn((t))] 
est dense. Le morphisme naturel 0 : B JR —> Cp correspond à la réduction modulo UJ ; 
sur £n [[£]]> c'est tout simplement l'application J2t^oa^k ^ ao-

On note, comme ci-dessus, TrFn+i/Fn l'application TrFn+i/Fn <g> id de Ln+i[[t]] 
dans I/n[[£]] ou de Ln+i((t)) dans Ln((t)). Alors les p~'lTrFri+i/Fri définissent des pro
jecteurs Resp-nZp sur UNGN^n[M] et \Jne^Ln((t)), ^ s'étendent par continuité en 
des projecteurs L[[t]]-linéaires (appelés traces de Tate normalisées) : 

Resp-nZp : L[[t}} -> Ln[[t}} et Resp-nZp : L((t)) -+ Ln((t)). 

L'anneau L[[t]] est aussi le complété de (o + = 6g [^] pour la topologie cj-adique, et 

la restriction de Resp-nZp à 6g coïncide avec le projecteur Resp-nZp, de 6g dans 
6g №p~nZp, déjà défini (c'est d'ailleurs ce qui permet de prouver [22] que Resp-nZp 

s'étend par continuité à £[[£]]). 

2. Transformée de Fourier. — Rappelons que l'on dispose en p-adique de plusieurs 
analogues (cf. note 16) de x \-> e2l7rx. Le premier est la fonction x H [(1 + T)x], 
pour x G Qp, où [(1 + T)x] G 6g désigne le représentant de Teichmiïller de l'élément 
(1 + T)x de k~. Cette fonction est localement analytique, à valeurs dans 6g, et on a 
[(l + T)*+2>] = [(l + T)x] [(1 + T)v], pour tous x,ye Qp. En composant x H-> [(1-f T)x] 
avec 6 : 6g —> 6cp1 on obtient un morphisme de groupes x i—• e(x) de Qp dans fjLpoc, 
qui est localement constant. De plus, on a [(1 + T)X] = e(x)etx, pour tout x G Qp, où 
t = log(l + T) est le 2m de Fontaine. 

On a déjà utilisé l'analogue x \—> [(1 + T)x] pour définir la transformée de Fourier 
d'une mesure sur Qp (prop. 1.1.8). L'application x i—• e(x) permet de définir une 
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transformée de Fourier algébrique & : LCC(QP, L ^ ) —> LCC(QP, L^) sur les fonctions 
localement constantes à support compact dans Qp. En effet, si (f> est une telle fonction, 
et si y G Qp, la suite de terme général p~k YsxmodPk £(xv)(f)(x) est constante pour k 
assez grand (si 0 est constante modulo paZp, la suite est constante pour k > a—vp(y)); 
on note (f)(y) = Jn e{xy)(j){x) dx ou <^4>(y) sa limite. Cette transformée de Fourier 
vérifie les formules usuelles : 

• &(</>(x + a))(2/) - e(-ay)<t>(y), si a G Qp, 
• &{e(ax)(j)(x))(y) = <¡>(y + a), si a G Qp, 

• ^ ( 0 ( c x ) ) ( y ) = I c l - ^ c - ^ ) , si c G Q; , 
• &(&<j>){x) = <^(-x). 
En particulier, la transformée de Fourier inverse & est définie par la formule ha

bituelle <^(f)(y) = #"</>(—y) = JQ e{—xy)(j){x) dx. 
Comme aa(e(x)) = e(ax), si a G Z* et x G Qp, on voit que Ĵ * envoie les fonctions 

à valeurs dans L dans les fonctions à valeurs dans Loo vérifiant aa((j)(x)) = (j){ax). En 
munissant LCC(QP,L00) de l'action de Y définie par (aa • </>)(x) = cra(0(a_1x)), cela 
se traduit par le fait que ^ induit un isomorphisme 

^ : L C c ( Q p , L ) ^ L C c ( Q p , L o o ) r . 

Soit LPC(QP,L) l'espace des fonctions localement polynomiales sur Qp, à sup
port compact, et à valeurs dans L. Soit ((£))" = L00((t))/L00[[t]], et soit 
LP~(QP, L00((t))~dt) l'espace des fonctions à support compact dans Qp, à valeurs 
dans L o o ( ( t ) ) _ d t , et qui sont localement de la forme Y l i = o a i y ~ l i ou a* ^ ^ o o ( C 0 ) ~ 

(une telle fonction n'est donc pas forcément définie en 0). On fait agir T, comme 
ci-dessus, par la formule (aa • <f>)(y) = <ro(0(a-12/)), où cra(dt) = adt. On étend la 
transformée de Fourier algébrique en un isomorphisme 

& : LPC(QP,L) - LP-(Qp,L00((í))-dí)r, 

en imposant la règle naturelle (^(/>f)(y) = —ty(f)(y). De manière explicite, 

si les <f>i sont des éléments de LCC(QP,L), et </>(x) = X ^ = o ff> alors 

^<l>(y) — Y^i=o ^§Ay)(—ty)~%ir - La transformée de Fourier inverse 

? : L P - Í Q ^ L o o í m ) - * ) 1 , - LPC(QP,L) 

est donc donnée par ^ ( E ? = o 0 i ( ï / ) ( * î / ) " t ) W = E Î = o ^ ( - ^ ) j = i ( ^ / ( r ) 

On a alors &(<Kx + a))(y) = [(l + T ) - ^ ] ^ ^ ) . En effet, si 0(a?) = Zi=o fn 

alors 0(x + a) = ] T ) j L 0 ^}=o + a ) ^ ^ ^ - , et donc ^ " ( 0 ( r r + a))(y) est égal à 

*$ù 

i=o : 

*$ù* 

*$ù* 
ei-ayÛMi-tyy-1' 

aj dt 
ù*^$ù 

k 

i=0 
j=i(^/(r) + Fj~(T))fji 

i 

7=0 

mù*$^ù a' 

j !7 ' 7 

Or, modulo L o o [ [ i ] ] d i , on a 

t V( -ay) 
i 

3=0 

-tyf-
, ai dt 

ù*$ù 
= rie(-ay)e-aty 

.dt 

t 
j=i(^/(r) + Fj~(T))fji 
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d'où le résultat. 
On a encore ^(<t>(cx))(y) = \c\~1(f)(c~1y), si c E Q * , comme le montre un calcul 

immédiat. 
On déduit des deux points ci-dessus que & vérifie les deux lois de transformation : 
• J^([(l + T)-ay](j>(y))(x) = &<j>{x + a), 
• &(<t>{cy))(x) = Ici"1 ^ ( c " 1 * ) , si c G Q ; . 

3. Transformées de Fourier et de Mellin, et résidus. — Si y G Q * , on fait agir 
( o ? ) sur dt = 3 ^ par la formule ( Q ? ) ' dt = ydt. Il est alors naturel de faire 
agir ^ sur Mdt par i/j(fdt=tp(f), et on obtient de la sorte une structure 
de (JP(Zp),<£,^-module sur âêdt, en faisant agir, comme d'habitude, (p par ( Q ? ) 
(i.e. (p(f dt) = p(f(f) dt) et ( J ï ) Par multiplication par (1 -h T)b. On dispose donc des 
P(Qp)-modules (âêdt Kl Qp)c C âêdt M Qp. 

Si R E (&d№Qp)c est tel qu'il existe A:, m G N tels que (pm(T)kR G (<^+o№QP)C, 
on définit une fonction (pR : Q * —> L00((t))~dt en prenant pour </>R(y) l'image de 
(g J ) -tfmodulo Loo[[t]]dt. 

Proposition VL1.1. — (i) <fo G LP^(Qp,L00(( t ) )"^)r 
(ii) ^ ( x ) = réso([(l + T ) - ] i ? ) . 

Démonstration. — L'invariance de C/)R par T suit juste de ce que, par définition, l'action 
de (g ?) sur (âSdt IEI QP)C est celle de <ra, ce qui fait que aa((j)R(x)) = 4>R(AX)- Multi
plier R par [(1+T)a] revient à multiplier (/)R par la fonction [(l+T)ay], et remplacer R 
par <p(i?) = (Q î ) transforme (J)R en ^(J)R(PX) (ne pas oublier que (Q î ) multiplie dt 
par p). Comme est identiquement nulle si R E (&+dt QP)C, cela permet, pour 
vérifier le (i), de se ramener au cas au cas où R = ^dt et k G N. Or, dans ce cas, <f)R 
est nulle en dehors de Zp et vaut ^tl^k modulo L[[t]]dt, si y G Zp. Si J2i=o ®it~'L~1 
est la partie polaire de (et^1)fc, on a alors (f>R(y) = lzp(y)(YLÏ=o ai(ty)~')f), ce qui 
permet de conclure. 

Pour démontrer le (ii), on commence par constater que les deux membres de 
l'égalité à vérifier se comportent de la même manière si on multiplie R par [(1 + T)_a] 
ou si on applique (p k R. Comme de plus, les deux membres sont identiquement 
nuls si R £ (&+dt №Qp)c, cela permet de se ramener au cas au cas où R = ^dt 

et A; G N. On a alors &<\)R{X) = lzp(x)(^¿=0 a^~^ )• Si x G ZP , la somme 

YLI=o ai^~$~ es^ aussi Ie résidu en 0 de e_tx( J^fco OLit~l~l)dt et donc aussi celui 

de e~tx (etl\)fc • Le changement de variable t = log(l+T) montre que ce résidu est aussi 

rés0([(l + T)~x}^ ^ ). Pour conclure, il suffit de vérifier que rés0([(l + T)'*]^^) = 0, 

si x £ Zp, ce qui suit de ce que Reszp([(l + T)~x]^) = f^Reszp[(l + T)~x] = 0, si 

x £ Zp. 
On note rés£ : Loo((£))d£ —» L la composée de la trace de Tate normalisée 

limn^+00 ^rTrLn/L avec rés0 application résidu en 0 (qui est à valeurs dans LQO)-
On aurait aussi pu définir rés^ en prenant la composée de l'application résidu avec la 
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trace de Tate normalisée Loc((t))dt —• L((t))dt, ce qui donne le même résultat. Cette 
seconde description a l'avantage de montrer que rés^ s'étend par continuité en une 
application rés^ : L((i))dt —> L. 

Lemme VL1.2. — réso (<£(#)) dx = résL(0(l)), si 4> G LP~(QP, Loo((t))~dt)r. 

Démonstration. — On a réso(0(l)) G Ln pour n assez grand. De plus, réso commute 
à l'action de T, et l'invariance de 0 sous T se traduit par 4>{a) = aA(4>{l)), pour tout 
a G Z*. On a donc 

*$ù*$$ 
réso (</>(#)) dx = 

z* 
ax-réso(0(l))da; = 

1 
p7l 

a G Z ; / ( l + p ^ Z p ) 

cra • réso(0(l)) 

*$ù 1 
fIrLn/Lréso(0(l)) = résL(0(l)). 

Proposition VI.1.3. — (i) Si R e El Qp)c est tel qu'il existe k,m G N te/s ç^e 
(fm{T)kR G ( ^ + El Qp)c , alors TésoiÏRdtip1)) = 0, si i < 0, rés0(<?W(̂ )) es* 
constant pour i ^> 0, et 

résnfi? 
d r 

1 + T" ù*ù 
p *résL(0fldt(pi)), 

oà, par convention naturelle, J2t^o P % — ^ î * 

(ii) Si Re 8% est tel qu'il existe k,m G N et a G Z te/s awe i2 G ^ J ^ f e ^ + , al°r< 
<t>Rdt est à support compact dans Q*, et 

rés0 ù*$ù 
dT 
+ T 

ù*$ 

p lrésL(<j)Rdt(p*)) 
iez 

>ésL dt). 

Démonstration. — Le (ii) se déduit du (i) par passage à la limite pour Resp-nZpR, en 
tenant compte du fait que rés^,(<£*(#) dt) = 0, si i £ [1 — m,—a]. Démontrons donc 
le (i). D'après la prop. VI.1.1, on a rés0(# = ^<j>Rdt(0)- Or 

^ f l d t ( O ) = 
ù*$ 

rés0((t)Rdt{x))dx = 
ù*$ù* 

$ù*$ 
*$ù$ 

réso(0i?dt(p'x))dx. 

On conclut en utilisant la formule fz+ Téso((f)Rdt(plx)) dx = résiJ((f)Rdt(p'1)) du 

lemme VI.1.2. 

VI.2. Représentations localement algébriques. — L'objet de ce § est l'étude 
des représentations localement algébriques de G. Les résultats qui nous seront utiles 
par la suite sont : 

- la prop. VI.2.3 qui donne un critère portant sur l'action du sous-groupe A de G 
pour qu'une représentation soit localement algébrique, 

- la prop. VI.2.12 qui fournit une classification des représentations localement al
gébriques de G possédant un modèle de Kirillov. 
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1. Caractérisation. — Une fonction <j> : G —• L est algébrique si </>(" ̂ ) est un poly
nôme en a, b, c, d et (ad — bc)~x ; elle est localement algébrique si tout g E G possède 
un voisinage sur lequel elle est algébrique. Le lemme suivant montre qu'il suffit de 
vérifier ceci « pour chaque variable séparément » 

Lemme VI.2.1. — Soit(f> une fonction de Kn = l+pnM.2(Zp) dans L. Si les fonctions 

j=i(^/(r) + Fj~(T))fji j=i(^/(r) + Fj~(T))f 
j=i(^/(r) + Fj~(T))fji j=i(^/(r) + Fj~( 

sont, pour tout g G Kn, polynomiales de degré < D sur pnZp, alors <j>(acbd) est un 

polynôme en a, b, c, d et (ad — 6c)-1. 

Démonstration. — Soit c/)o(a,b,c,d) = 5) de telle sorte que les fonctions 

x 0O(Û(1 - f x), b(l + x), c, d), x t-> </>o(a, b, c(l + x), d(l + x)), 

x i—• <fro(a + (a + c)x, b + (b - f d)x, c, d), x (f)o(a, b, c + (a - f c ) x , d + (6 - f d ) x ) , 

sont polynomiales sur pnZp. Soit ^ la fonction définie par 

ip(zi,z2,z3,Z4) = (j)o(zi,z2zi,Z3Z4:,Z4) et donc (f)ç)(a,b,c,d) = ip(a,a xb,d 1c,d). 

Alors 

0o(a(l + x), 6(1 + x), c, d) = tp(a(l H- a 1b, c, d) 

0o (a , 6, c(l -f x), d(l -h x)) = V>(a> 6, d 1c, d(l + x)) 

sont polynomiales en x, de degré < D, ce qui montre que ^ est polynomiale en z\ 
et 24, de degré < D en chacune de ces variables. De plus, les fonctions 

(f>o(a + (a + c):r, 6 + (6 + d)x, c, d) = i/>(a + (a -f c)», (a + (a + c ) x ) _ 1 ( 6 + (6 + d)x), d~1c, d) 

0o (a, b,c+(a + c)x, d + (b + d)x) = ip(a, a~xb, (d + (b + d)^)-1 (c + (a + c)x), d + (6 + d)z), 

sont polynomiales en x de degré < D. Soit u = ^ ( t + t f ë Pour <lue x = p+d)-Z(a+c) • 
Alors ((6 + d) - tt(a + c))Dip(a + (a + c) (b+d^~(bQ+c), tt, d~1c, d) est polynomiale en t/, 
de degré < D, et aussi en a et 6 puisque ^ est polynomiale en z\. En prenant x = 0 
de telle sorte que u = a-16, on en déduit que 

aD((b + d) - a~H(a + c))D^(«, d~lc, d) = (ad - bc)D(j)0(a, b, c, d) 

est polynomiale en a et b. Pour les mêmes raisons, (ad — bc)D(/)o(a, b, c, d) est polyno
miale en c et d, et donc (j>o(a, b, c, d) est de la forme (ad — bc)~DP(a, b, c, d), où P est 
un polynôme. Ceci permet de conclure. 
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2. Vecteurs localement algébriques. — Une représentation algébrique de G est un 
L-espace vectoriel W de dimension finie, muni d'une action linéaire de G telle que 
g i—> g • v soit une fonction algébrique sur G (à valeurs dans W), pour tout v G W. 
Une telle représentation est une somme directe de représentations irréductibles et les 
représentations algébriques irréductibles de G sont exactement les W^k, où £ e Z, 
k G N — {0}, et Wttk — det^ <S> Sym*5-1, où Symfc_1 est la puissance symétrique 
(k — l)-ième de la représentation standard de G. 

Soit II un L-espace vectoriel muni d'une action linéaire de G. Suivant Prasad [64], 
on dit que v G II est localement algébrique s'il existe un sous-groupe ouvert compact K' 
de G tel que L[K'] • v soit de dimension finie sur L et si la représentation de K' 
sur L\K'} • v est la restriction d'une représentation algébrique de G. Comme g • v est 
algébrique pour gK'g~x, si v l'est pour K', l'ensemble IIalg des vecteurs localement 
algébriques est stable par G. 

Lemme VI.2.2. — Les conditions suivantes sont équivalentes pour v Eli : 

(i) v G IIals ; 
(ii) L[K] - v est de dimension finie et pour tout^ ¡1 G (L[K] • v)*, la fonction 

9 (M> <7 ' v) est localement algébrique sur K. 

Démonstration. — Si v G IIalg, il existe n > 1 tel que L[ifn] • v soit de dimension finie ; 
il en est donc de même de L[K] • v puisque Kn est d'indice fini dans K. L'algébricité 
locale de g i—> (/x, g • v) suit alors de la classification des représentations algébriques 
de G. D'où l'implication (i)=>(ii). 

Réciproquement, si (ii) est vérifié, et si / ¿ 1 , . . . est une base de (L[K] • v)*, il 
existe n tel que g 1—• (fii,g • v) soit algébrique sur Kn, pour tout 1 < i < d. Mais 
alors g \-^> g • v est algébrique sur Kn et donc Z,[jRTn] • v est la restriction à Kn d'une 
représentation algébrique de G. On en déduit l'implication (ii)=>(i), ce qui permet de 
conclure. 

Proposition VL2.3. — Soit M un sous-L-espace vectoriel de U stable par K. Si pour 
tout v G M, la fonction x »—> (1 QX I)v es^ localement polynomiale sur pZp, alors 
M c nalg. 

Démonstration. — Soit v G M. L'hypothèse selon laquelle x (—• ®)v est loca
lement polynomiale implique en particulier que L[(1+^Zp J)] • v est de dimension 
finie. Maintenant, tout élément de K\ est le produit d'au plus 12 termes appar-
tenant à ° ) U {«,, (J J), l 1 ) , ( ï î ) , î ) } car ( J ^ ) = ™ ( T Î H 

On en déduit que L[Ki] - v est de dimension finie et donc que L[K] - v est de dimension 
finie. 

Soit alors /xi , . . . une base de (L[K] • v)*. Si 1 < i < d, notons 0 ^ la fonction 
g 1—• {ni,g - v). Soient h,g e K. En utilisant l'hypothèse, on obtient que pour tous 

(6°) Ici K = GL2(ZP) et Kn = 1 + pnM2(Zp). 
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g,h e K, la fonction x i-> (/>ijV(h'1 ( J ) h g ) = (h • ( 1 QX i)hg-v) est localement 
algébrique. En utilisant ceci pour h = w, h = ( ¿ 1 ) et /1 = (1 î ) w , on voit que <\>̂v 
vérifie les hypothèses du lemme VI.2.1. On en déduit que <\>̂v est localement algébrique 
sur K, pour tout i, et donc que g (fj,,g - v) est localement algébrique sur K pour 
tout [i G {L[K} - v)*, ce qui permet, grâce au lemme VI.2.2, de conclure. 

Comme une fonction localement algébrique sur G est localement analytique, on a 
IIalg C nan. Comme on l'a déjà mentionné, Schneider et Teitelbaum ont démontré 
que IIan n'est jamais nul, si II G RepLG. Par contraste, IIalg est le plus souvent nul : 
une condition nécessaire (mais pas du tout suffisante) pour que IIalg ^ 0 est que le 
caractère central de II soit localement algébrique (i.e. de la forme xkSo, où k G Z et 
¿0 est localement constant). Sous cette condition, v est localement algébrique si v est 
U(g)-û.m au sens de [64], où U(q) est l'algèbre enveloppante de S L 2 : cela résulte de 
la prop. 3.2 de [64], dont on tire, en outre, l'énoncé suivant. 

Proposition V1.2A. — Si U e RepLG, on peut décomposer IIalg sous la forme 

nalg = 0/ffcnjJf, où : 
• na;f = witk ® L n¿,fc? 
• Il^fc est une représentation de G qui est lisse, admissible, de longueur finie, nulle 

pour presque tout couple (£, k). 

On dit qu'une représentation de G est localement algébrique, admissible, si elle est 
de la forme S ^ ^ I I ^ où 1 1 ^ est une représentation de G qui est lisse, admissible, 
de longueur finie, nulle pour presque tout couple (£, k). On peut donc paraphraser 
la prop. VI.2.4 sous la forme : si II G RepLG7 alors IIalg est localement algébrique, 
admissible. 

S. L'action du mirabolique sur les fonctions localement polynomiales. — On note 
LCc(Q*,L00)r le sous-L-espace vectoriel des fonctions de LCc(Qp,L00)r à support 
compact dans Q*. On munit cet espace d'une action de P(QP) grâce à la formule 

((%ì)</>)(x) = e(bx)(f)(ax). 

Lemme VL2.5. — L C c ( Q * , L o o ) r est un L[P(QP)]-module irréductible. 

Démonstration. — L C c ( Q * , I / o o ) est la réunion croissante des En, où En est l'espace 
des fonctions à support dans {x, —n < vp(x) < n}, constantes modulo pn+1Zp. 
Comme En est un L o o - e s p a c e vectoriel de dimension finie sur lequel T = A u t ( L o o / L ) 
agit à travers un quotient fini, il résulte du théorème de Hubert 90 que l'application 
naturelle de L^ (S>L L C c ( Q * , L o o ) r dans LCc(Q*,Loc) est un isomorphisme. Il suf
fit donc de prouver que L C c ( Q * , L o o ) est un L00[P(Qp)]-module irréductible. C'est 
parfaitement classique, mais nous allons rappeler la démonstration pour le confort du 
lecteur. 

Soit (j) G LCC(Q;, Loo) - {0}. On veut prouver que Loo[P(Qp)] • 0 = LCC(Q;,L^) 
et, quitte à remplacer (f) par ( g î ) * ̂ > avec a G Q* et À G L, on peut supposer que 
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0(1) = 1. Il existe alors £, m G N tels que 0 = 1 sur 1 + prnZp et 0 = 0 en dehors 

de p~iZp. Soit n > m. La fonction an(x) = Y^Ï=o ~X z(p~ni{x ~ 1)) vaut 1 

sur 1 -fpnZp et 0 sur p~^Zp — (1 +pnZp). On a donc an(j) — li+pnZp. Or on a aussi 

an0 = ^ n r E I = O ' _ 1 e(-p"n*)(J p~1ni)^ G ioo[P(Qp)]-^, et donc L I+P"ZP appartient 
à L o o [ P ( Q p ) ] • 0. Il s'ensuit que La+p-zp = ("ô* ? ) • 1 I + P » - « p ( « ) z p G £oo[^(QP)] • 
pour tout a G Q* et tout n > m + vp(a), et comme ces fonctions forment une famille 
génératrice du L o o - e s p a c e vectoriel LCC(Q*, Loo), cela permet de conclure. 

On note L P - ( Q ; , L o o ( ( t ) ) - ^ ) r le sous-L-espace vectoriel des fonctions de 
LP~(Qp,L00((t))~dt)T à support compact dans Q*. On munit cet espace d'une 
action de P(QP) grâce à la formule 

((8î)*)(*) = [ ( I + r)taM<WO-

Si k G N — {0}, on note t~kLQO[i\~ le s o u s - L o o [ [ £ ] ] - m o d u l e de L o o ( ( t ) ) _ engendré 
par t~k, et on note LP~(Q*, t~kLOQ[t]~dt)r le sous-espace de LP~(Q*,L00((i))~~dt)r 
des fonctions à valeurs dans t~kL00[t]~dt. Il est clair sur la formule donnant l'action 
de P(QP) que LP~(Q; , t'kL^t]-dt)T est stable par P(QP), pour tout k G N - {0}, 
car [(1 + T)bx] = e{bx)etbx G £«,[[*]]. 

Proposition VI.2.6. — LPC ( Q * , I / o o ( ( t ) ) dt)T n'a pour sous-L[P(Qp)]-modules stricts 
que les LP" (Q*, t~k L^t]-dt)T, pour k > N - {0}. 

Démonstration. — Notons simplement Xk l'espace LP~(Q*,t~kL00\t}~dt)T. Un élé
ment de Xk est donc localement un polynôme de degré < k — 1 en x-1 à cause de 
l'invariance sous l'action de T. Il en résulte que X^/X^-i est isomorphe, en tant 
que L[P(Qp)]-module à l'espace L C C ( Q * , I / o o ) r tordu par le caractère (g J) i—• o}~k 
de P(QP), car (g ?) • t~kdt = a ^ H ^ d t , si a e Q*. 

Par ailleurs, ( J *n ) - 1 envoie 0 G dans si n est assez grand, et le 
degré de ( ( J3^) — 1)0 en x-1 est alors exactement i — 1 si celui de 0 est i Soit 
maintenant M un sous-L[P(Qp)]-module de LP~(Q*,LOQ((t))~dt)r. Il résulte de ce 
qui précède et du lemme VI.2.5 que si M contient un élément de degré fc — l'en x - 1 , 
alors M contient Xk- On en déduit le résultat. 

4. Modèle de Kirillov d'une représentation lisse. — Si II est une représentation de G, 
admissible, lisse, de caractère central £n, un modèle de Kirillov pour II est une injection 
P-équivariante de II dans l'espace LCrc(Q*, Loo)r des fonctions localement constantes 
sur Q*, à support compact dans Qp (l'adhérence de {x G Q*, f(x) ^ 0} dans Qp est 
compact), muni de l'action de B définie par 

((8 S) •/)(*) = *n(D)e(D_1M fid^ax). 

(Les espaces LCrc(Q*, Loo)r et L C c ( Q * , L o o ) r seront notés respectivement X et Xc 
dans les démonstrations qui suivent, mais pas dans les énoncés.) Un tel modèle n'existe 
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pas forcément, mais si II est irréductible et de dimension infinie, alors II a un modèle 
de Kirillov (voir ci-dessous pour un énoncé plus précis). 

On rappelle que le module de Jacquet J(U) de II est le quotient de II par le sous-
espace Uu engendré par les (u — 1) • v, pour v G II, et u e U = ( J ̂  )• 

Lemme VL2.7. — Si II admet un modèle de Kirillov, alors : 

(i) Uu = 0, et donc n S L 2 ( ^ ) = 0 ; 

(ii) Uu = LCc(Q; ,Loo)r et J(U) = n / L C c ( Q ; , Loo)r . 

Démonstration. — Soit 0 G II, non nulle. On a ( ( J \) • 0 — <fi)(x) = (e(bx) — l)(j)(x), 

et comme (e(bx) — 1)</>(X) ̂  0, si (j)(x) ^ 0 et vp(b) < —vp(x), cela prouve que 

( o ï ) * 0 ̂  si vp(b) ^ °- 0n en déduit le (O-
Maintenant, comme e(bx) = 1, si vp(x) > —vp(b), on a Uu C Xc. Par ailleurs, 

Uu est stable par B et non nul d'après le (i). L'irréductibilité de Xc comme L[B] (et 
même L[P])-module implique donc que Uu = Xc. On en déduit le (ii), ce qui permet 
de conclure. 

Proposition VI.2.8. — Soit U une représentation irréductible de G, admissible et lisse, 

de dimension infinie. 

(i) II admet un modèle de Kirillov. 

(ii) J(II) est de dimension 0 (si II est supercuspidale), 1 (si II est spéciale), ou 2 
(si II est de la série principale). De plus : 

- si J{U) est de dimension 2, et si x est un caractère de B apparaissant en 

quotient de J(U), alors \ n'est ni de la forme 5 0 5, ni de la forme S\ \ <8> S\ et 

u = i n d ( i x ; 
- si J(U) est de dimension 1, alors J(U) est un caractère de B de la forme 

S\ | 0 S\ I"1, et on a une suite exacte 0 —• II —• Ind^ S\ \ 0 ô\ |_1 —> S o det —• 0; de 
G-modules, et U — St 0 (ô o det); où St est la Steinberg. 

Démonstration. — Le (i) est [48, th. 2.23]. Pour le (ii), dans le cas super cuspidal, 
cf. [48, prop. 2.16] ; le reste découle de l'analyse de la série principale [48, th. 3.3]. 

Lemme VL2.9. — Soit U$ une représentation irréductible de G, admissible et lisse, 

de dimension infinie, et soit d G N. Si U est une extension de ld par Uo admettant 

un modèle de Kirillov, alors de deux choses l'une : 

• d = 0 et donc U = UQ est irréductible ; 

• d = 1, auquel cas Uo est la Steinberg et U = Ind^ | | 0 | 

Démonstration. — Si d > 1, en prenant l'image inverse II' d'une copie de 1, on obtient 
une extension de 1 par n0, qui est non triviale puisque USLl2^^ = 0, d'après le (i) 
du lemme V I . 2 . 7 . D'après le (ii) du même lemme, les modules de Jacquet de IIQ 
et II' sont respectivement U0/Xc et W/Xc, ce qui fait que l'on a une suite exacte 
0 —> J(IIo) —> ^(n ' ) —> 1 —> 0. La discussion est légèrement différente suivant que 
J(n0) est de dimension 0, 1 ou 2. 
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- Si J(IIo) = 0 (i.e. si IIo est cuspidale), alors IIo = Xc, tandis que II' contient 
une fonction (J> vérifiant, modulo Xc, ( ^ J ) 0 = 0 e t ( g i ) 0 — 0> Pour tout a € Z*, ce 
qui se traduit le fait que (J)(x) ne dépend que de vp(x) et 4>(px) = 0 ( x ) , si vp(x) ^> 0. 

Or il y a, modulo Xc, une seule telle fonction, à savoir <J> — lZp. On en déduit que II7 
est le sous-espace LCc(Qp,L00)r de X. Soit maintenant 0 = fGLi2^z • lzp dg, où 
la mesure de Haar sur GL^Zp) est normalisée. Alors 0 est invariante par GL.2(Zp) 
par construction, et est de la forme lZp + 0o> avec 0o G Xc, car est normalisée. 
En particulier 0 est à support dans Zp car 0 est fixé par ( J i ) • ^ e mênie, (F>(x) ne 
dépend que de vp(x) car 0 est fixé par (ZP J ) . Maintenant, n^L2^Zp^ = 0, puisque IIo 
est cuspidale. On en déduit le fait que (n')GL2(Zp) est de dimension 1, et donc que 0 
est vecteur propre de l'opérateur de Hecke Tp (pour la valeur propre 1 puisque 

Tp agit par multiplication par 1 sur la représentation triviale). Ceci se traduit 
par l'identité 

1 

P IEZP/PZP 

e(ix)(J)(px) + 
1 

P 
*$ù* 
*ù* 

(1 +-)</>(* 
P 

pour tout x G Q*. 

En utilisant le fait que 0 est à support dans Zp, et en normalisant 0 par 0 ( 0 ) = 1, on 

en déduit que 4>{x) = ^Z^-i SUR PnZp. On aboutit à une contradiction puisque cette 

fonction n'est constante sur pkZp pour aucun k G N, et donc n'appartient pas à II'. 

On a donc d = 0, si IIo est cuspidale. 
- Si J(IIo) est de dimension 1 ou 2, et si x est un caractère de B apparaissant 

comme quotient de J(IIo), alors x apparaît aussi comme quotient de J ( n ' ) , car \ 
n'est pas trivial d'après la prop. VI.2.8. On en déduit l'existence d'un morphisme 
G-équivariant non trivial de II' dans Ind^x. Comme l'extension dont on est parti 
n'est pas scindée, et comme I I Q est irréductible, cela implique que D7 = Ind^x, et 
comme 1 est un quotient de II', il s'ensuit que x — I I ® I l_1 et IIo = St. 

Pour conclure, il reste à vérifier que l'on ne peut pas avoir d > 2, dans le cas 
IIo = St. Supposons le contraire, et soit II7 une extension de 1 0 1 par St admettant un 
modèle de Kirillov. Comme StGL2^Zp^ = 0, on en déduit, comme dans le cas cuspidal, 
que (n')GL2(Zp) est de dimension 2, et que Tp agit par multiplication par 1 sur 
cet espace. On aboutit à une contradiction car il n'y a, à multiplication près par une 
constante, qu'une seule fonction de X à support dans Zp, propre pour Tp pour cette 
valeur propre, à savoir la fonction rencontrée plus haut. 

Ceci permet de conclure. 

Proposition VL2.10. — Soit U une représentation de G, admissible, lisse, admettant 

un caractère central, et possédant un modèle de Kirillov. Alors U est irréductible ou 

bien II est de la forme Ind^ô\ \ (g) ô\ et donc est une extension de 6 o det par 

St<8> (ôodet). 

Démonstration. — Comme II possède un modèle de Kirillov, on peut voir II comme 
un sous-espace de X, qui, d'après le (ii) du lemme VI.2.7, contient Xc. Soit IIo l'inter
section de toutes les sous-représentations de II contenant Xc. Alors I I Q est irréductible 
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(une sous-représentation stricte de IIo serait d'intersection nulle avec Xc car Xc est 
irréductible (lemme V I . 2 . 5 ) , et donc serait constituée d'éléments fixes par U, et donc 
serait nulle puisque Xu = 0), et admissible puisque II l'est. 

Si II = I IQ , on a gagné. Supposons donc que II/IIo ^ 0. Comme n0 contient Xc 
par construction, il contient l'ensemble des (u — 1)0, pour 0 G X et u G U, et donc, a 
fortiori, l'ensemble des (u — 1)0, pour 0 G II et u G £/. Il en résulte que /7 agit trivia
lement sur n / n 0 et donc que SL»2(QP) agit trivialement sur II/IIo puisque SL2 (QP) 
est engendré par U et wUw. Comme II a un caractère central, il en est de même 
de II/IIo, ce qui permet de découper II/IIo en un nombre fini de morceaux correspon
dant aux racines carrées du caractère central. Choisissons un morceau As non nul sur 
lequel G agit par S o det. Quitte à tordre par (S o det)-1, on peut supposer que G agit 
trivialement. Soit v e As non nul, et soit II7 l'image inverse de dans II, de telle 
sorte que l'on a une extension 0 — » IIo —• II' —> 1 —• 0 qui est non scindée puisque 
Xu = 0 comme on l'a déjà remarqué. On en déduit, en utilisant le lemme V I . 2 . 9 , que 
n0 = St, et que n = Indg | | 0 | I " 1 . 

Ceci permet de conclure. 

5. Modèle de Kirillov d'une représentation localement algébrique. — Ce qui précède 
s'étend aux représentations localement algébriques, admissibles, Une telle représenta
tion II est la somme directe de représentations W^k 0 n ^ f c , où W^k — det^ 0Symfc-1 
et Il^fc est une représentation admissible lisse de G admettant un caractère central. 
On dit que II est de type (£,k) si Ue^k' = 0 pour tout (£',k') ^ (£,k). Alors, d'après 
Prasad [64], II est irréductible si et seulement si elle est de type (£, k) pour un certain 
couple (£,k) (déterminé de manière unique), et si 11^ est irréductible. 

Soit II = W f̂c 0 n0 une représentation de type (£, k). Le caractère central (Jn de II 
est relié à celui de I IQ par la formule 

Sn(a) = a2e+k-1Sn0(a). 

Si ei,e2 désigne la base canonique de sur Q P , on a (cd)ei ~ aei + ce<2 e^ 
( c d )e2 = + de2, et donc dans la base e\e\~1~l', pour 0 < i < k — 1, de Symfc_1, 
l'action de G est donnée par bd)e\e2z~1~'1 = (ae\ + ce2y(bei -f de2)k~1~i. 

On peut écrire tout z G II, de manière unique, sous la forme z = Yli=o z^e^e^-1-* , 
où les Z{ sont des éléments de I IQ . Si IIo possède un modèle de Kirillov, on utilise 
la décomposition de z sous la forme ci-dessus pour lui associer une fonction <WZ, 
localement polynomiale, à valeurs dans t^L^t]/^1 (plus précisément, élément de 
Lp[^+fc-1](Q; ,^L00[t]/^+fc)), en posant 

JfTAx) = (txY 
k-i 

i = 0 

i!JT2i(x)(te)fe-1-i, 

où JfZi désigne la fonction associée à Z{ dans le modèle de Kirillov de I IQ . La pro
position suivante montre que {Jffz, z G 11} peut être considéré comme un modèle de 
Kirillov pour I I . 
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Proposition VI.2.11. — Si z G II et (g G B, alors 

j=i(^/(r) + Fj~(T))fji j=i(^/(r) + Fj~(T))fji 

Démonstration. — Il suffit de le vérifier pour z = Zi (g) e\e\ avec 0 < i < k — 1. 
Or on a 

(8 UK* ® 4e?"1 - i ) = ( « * ) < ( g * ) * , ® (de2 + fceOVi)*-1-' 

j=i(^/(r) + Fj~(T))fji j=i(^/(r) + 
:mùù* 

!ù*ù* 

t! 

/ ! ( < - j ) l v 
{ d - l b ) j e i - j e \ - 1 - i ^ f Z i f Z i 

et comme J£ 
<0 d)Z 

(x) = ôu0{d)e(d 1bx)J(fZi(d 1ax), on obtient 

fZi 
a b 
0 d) 

0 ) = i\(tx)i{adYak-1-idiSUo(d)XZi(d-1ax)e(d-1bx) 
i 

j=0 

fZifZi 

fZi 
(tx)k-1~i+j 

= i\6u{d)(d-1atx)e{d-1a)k-1-ijeZi(d-1ax)e(d-1bx 
1 

3=0 

fZifZi 

fZi 
{tx)1*-1-^, 

et le résultat suit de ce que e(d~lbx) £}=0 ^^Lfa^-i-i+j =fZifZifZiHx^^k-i-i 

dans Loo[t]/tfc. 
On dit qu'une représentation II, localement algébrique de type (£, k), admettant 

un caractère central, possède un modèle de Kirillov, s'il existe une injection B-
équivariante de n dans LP^'^+fc-1](Q;,^L00[t]/^+fc) (muni de l'action de B défi
nie par ( ( g â ) 0 ) ( s ) = <*n(d)[(l + T)d~lbx](j)(d~1ax)). On déduit facilement de la 
prop. VI.2.11 que, si II = Wg^ ® IIo, alors II admet un modèle de Kirillov si et 
seulement si n0 en admet un. Le résultat suivant est donc une conséquence de la 
prop. VI.2.10. 

Proposition VL2.12. — Soit II une représentation de G, localement algébrique de 
type (£,k), admissible, admettant un caractère central et possédant un modèle de 
Kirillov. Alors II est irréductible ou bien est une extension de W^k ® (¿0 ° det) par 
We^k ® (St (g> (SQ O det)), où SQ est un caractère localement constant de Q*. 

VI.3. (<£, r ) - m o d u l e s et théorie de Hodge p-adique. — Ce § vise à introduire 
un certain nombre d'invariants associés à un objet de 3 > r e t ( # ) . Les résultats qui nous 
seront utiles par la suite sont les suivants. 

- La prop. VI.3.2 fournit un critère permettant de distinguer, parmi les 
(<£>, r )-modules Hodge-Tate de dimension 2, ceux qui sont de Rham des autres. 

- La prop. VI.3.4, qui généralise une loi de réciprocité explicite de Kato (§ VIII.2), 
joue un rôle crucial pour l'étude de l'action de w sur DIlg IEI Z* (cf. lemme VI.6.7, qui 
admet pour conséquence le th VI.6.8, clef de voûte de l'étude de IIalg). 
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1. Les modules Aiif, D$en, A I R . . . — L'anneau (61) B^0'1^ apparaissant dans la 
rem. V.1.2 est constitué de l'ensemble des éléments de Brig convergeant dans B^R, 
ce qui se traduit par l'existence d'une injection naturelle t de B^0'1^ dans B~[~R. 
Si n G N, on dispose d'un morphisme d'anneaux in : B^°'p n̂  —» B~["R « de localisation 
en £ p n — 1 » qui est injectif et commute à l'action de &QP . Le morphisme tn est obtenu 
en composant l'injection naturelle i de B^0'1^ dans B~["R avec (p~n : 
L'image du sous-anneau é>^0,rn^ de B^°'p n̂  par in est incluse dans Ln [[£]], l'applica
tion Ln envoyant f(T) sur /(Cpne£/pn — 1). 

Soit D G $ r e t ( < f ) de rang d, et soit V = V(D) de sorte que D = (A <g>Zp V)^. 

Soit 5+f = (B+R 0 10-* (resP- Aiif = (BDR ® V)3^). C'est un L[M] (resp. L((t)))-

module libre de rang d. Le morphisme de localisation in : B^°'p n̂  —• BjR induit 

une application de localisation en (pn — 1, encore noté £n, de L)J0'rTlJ dans L^if qui 

commute à l'action de T. On note D^i{ n le sous-Ln[[£]]-module de D^ï{ engendré par 

¿n(£>]0'rn]), et Ddif,n = n[j] (c'est un sous-Ln((t))-espace vectoriel de Ddif). On 

choisit un entier m(D) suffisamment grand (62\ Si n > m(D), ce module est de rang d 

sur Ln [[£]], et ne dépend pas de n en le sens que D~[~if n est le sous-Ln[[£]]-module 

de D~["if engendré par D+f m^Dy Comme ¿n = £ o <p~n, on dispose, si n > m(D), de 
diagrammes commutatifs 

£)]0,RN] -
¿71 

L>tf 
dif,n 

fZi 

£)]0,RN + L] 
fZi 

^ d i f , n + l 

J 0 ] 0 , R N ] 

fZi 

£)]0,RN + L] 

fZi 

fZi 
- ^ d i f . n + l 

^ d i f > » 

où l'application D~["if n —• D~|"if n+1 du premier diagramme est juste l'inclusion tandis 
que l'application D^iïn+1 —» L>Jif n du second est induite par pLTrLn+1/Ln, et donc est 
une projection commutant à l'action de T. 

On aurait pu définir directement les objets ci-dessus sans passer par V : si on 
voit < f ] ° ' r ™ ] comme un sous-anneau de Ln[[£]] grâce à tn, alors on a : 

^dif,n = in[W]^]o,rnlD]°'r»] et Ddi{in = Ln((t)ù)^]0,rn]D^\ 

£>dif = ®*]o,rn, ^]°'rn] et Ddif = £((*)) ®^]o.rnli?'0'r»l. 

Soit Dsen = (Cp 0zp V)**^ ; D'APRÈS Sen [69], c'est UN L-MODULE LIBRE de RANG D; 

ON a AUSSI DSen = #dif A^dif' Si 71 ^ mC°)> 011 P0Se ^Sen.n = ^dif,n A^dif ,rT Alors 
^ S e n , n est UN LN-ESPACE VECTORIEL de DIMENSION D, M U N I D'UNE ACTION SEMI-LINÉAIRE 

(61) Le lecteur est renvoyé à [24] pour une présentation plus détaillée de ce qui suit. 
(62) pour une partie de ce qui suit, il suffit que m(D) soit supérieur ou égal à l'entier mo(D) du 
n° 1 du § V.l, mais dans les applications à la correspondance de Langlands locale p-adique, on aura 
besoin que m(D) > m 5 ( D ) , et pour que l'action de F sur soit agréable (note 63), on peut être 
amené à augmenter encore m(D). 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010 



422 P. COLMEZ 

de T, qui ne dépend pas de n au sens ci-dessus et qui engendre £>sen- Si n est assez 
grand (63\ et si a G 1 + pnZp, alors aa agit linéairement, et il existe K \ , . . . , Kd G Qp 
(les poids de Hodge-Tate de D) tels que les valeurs propres de o~a soient a*1 , . . . ,aKd 
pour tout a G 1 + pnZp. 

2. ((p,T)-modules presque de Rham. — En s'inspirant des techniques de Sen [69], 
Fontaine [41] a défini les notions de représentation presque de Rham ou presque Hodge-
Tate de ^Qp et montré que ces deux notions coïncident. Ces résultats se traduisent, 
via l'équivalence de catégories RepL^Qp = $ret(<?), en termes de (ip, T)-modules. 
Dans tout ce qui suit, D G 3 > r e t ( < f ) est de dimension d, et V = V(D) est l'objet de 
RepL^Q qui lui correspond. 

On définit un anneau BpdR en adjoignant à BdR une variable notée log£ 
(i.e. BpdR = BdRpogt]) sur laquelle &Qp agit par g{\ogt) = logt + l o g x ( f l O , ou 
X &QP —> Z* est, comme d'habitude, le caractère cyclotomique (on rappelle que 
g(t) = %(#)£, ce qui explique la notation logt). De même, on définit un anneau B p HT 
par BpHT = C[£,£_1,log£], avec les actions ci-dessus de &QP sur t et logt. 

Les L-espace vectoriels 

D P H T ( T O = (BpHT ®Qp Vf«> et D ; d R ( V ) = (BpdR ®Qp V)*«* 

sont de dimension < d. On dit que V est presque Hodge-Tate (resp. presque de Rham) 
s'il y a égalité. 

Si n > mo(D), on peut récupérer D p HT(^0 et D p d R ( V ) à partir de J9, sans passer 
par les anneaux de Fontaine : on a 

DpHT(V) - (Ln[M~\logt] ®Ln L > s e n , n ) r , D ' P D R ( L O = (Ln((t))[logt] ®L „((«)) Ddit 

Par ailleurs, on dispose sur Ddif,n d'une connexion V définie par V = lim7_i 

(on a aussi V = i p g ^ ) pour tout 7 G T d'ordre infini). Cette connexion respecte la 

filtration de Ddif.n par les tlD^ï{n et induit, sur DSen,n = D^ifn/tD^i{n1 l'opérateur 

de Sen ; ses valeurs propres sur le Ln-espace vectoriel tlD~^{î nAz+1£*dîf n sont les r3; -M, 

où les Tj sont les poids de Hodge-Tate de D (ce sont aussi ceux de V). 
On a alors le résultat suivant [41]. 

Proposition VL3.1. — Soit V G RepL^Qp. 
(i) Les conditions suivantes sont équivalentes : 

• V est presque de Rham, 
• V est presque Hodge- Tate, 
• les poids de Hodge-Tate de V sont des entiers, 
• V est unipotente. 
De plus, si les poids de Hodge-Tate sont distincts, alors V est de Hodge-Tate. 

(ii) Les conditions suivantes sont équivalentes : 
• V est de Rham, 

(63) Quitte à augmenter m(D), on peut supposer, ce que nous ferons, que c'est le cas pour tout 
n > m(D). 
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• V est triviale. 

On dit que D est presque de Rham (cela équivaut à V presque de Rham et donc 
aussi à V presque Hodge-Tate d'après la prop. VI.3.1) si ses poids de Hodge-Tate 
sont entiers; on dit que D est Hodge-Tate, si D est presque de Rham et si l'action 
de aa sur Dsen,n est semi-simple pour n > m(D) (ce qui équivaut à ce que V soit 
Hodge-Tate), ce qui est automatique si les poids de Hodge-Tate de D sont distincts. 

On note I}pdR,n l'ensemble des x G .Ddif — (BdR 0 ^ tués par une puissance 
de 7n — 1, où 7n est un générateur de Tn (si p = 2 et n < 1, on demande que x soit tué 
par une puissance de 72 — 1 et soit fixe par le sous-groupe de torsion de T). On note 
DpdR le Qp-espace vectoriel DpdR,o, et on a DpdR,n = Fn <g)QP DpdR, pour tout n. Par 
construction, -DpdR est muni d'une action unipotente de T, et on note DdR l'espace 
des points fixes de -DpdR sous l'action de T. De plus DpdR est de dimension < d, avec 
égalité si et seulement si D est presque de Rham. On dit que D est de Rham si DdR est 
de dimension d ; cela équivaut à ce que D est presque de Rham et T agit trivialement 
sur DpdR. On note D+dRn ou Fil°DpdR,n l'intersection de L>pdR,n avec £>Jif. 

Si n > m(D), alors Dpd^n est aussi le noyau de Vd agissant sur Aiif> et le noyau 
de V est le sous-espace Ln(S>L A i r de DpdR,n-

On passe facilement de -DpdR à T)'pdji(V). Tout élément x de D p d R ( ^ ) Peut s'écrire, 
de manière unique, sous la forme Px(log£), où PX est à coefficients dans BdR <8>QP V. 
L'invariance de x par &QP implique que PX est en fait à coefficients dans Dpdr? et 
l'application x H-» P x ( 0 ) est un isomorphisme de ^PDR(V) sur -DpdR, l'isomorphisme 

inverse étant x »—> J2tS ^"^f^ Vlx, et la somme est finie car V agit de manière 
nilpotente sur -DpdR . 

S. Le cas de la dimension 2. — En dimension 2, qui est le cas qui va nous intéresser, 
le critère suivant permet de faire la distinction entre les cas de Rham et presque de 
Rham mais pas de Rham. Ceci va jouer un rôle fondamental dans la suite. 

Proposition VL3.2. — Soit D G $ret(<^), de dimension 2, presque de Rham, à poids 
de Hodge-Tate distincts 0 et k > 0. Alors DpdR possède une base e\,e2 sur L telle 
que e\,tke2 soit une base de D~["if n sur Ln[[£]], pour tout n > m(D), et dans laquelle 
Vaction de 7 G Tn est donnée par : 

• 7(^1) = e\ et 7(62) = e2, si D est de Rham, 
• 7(^1) = ei et j(e2) = e2 + logx(7)ei? si D n'est pas de Rham. 

Démonstration. — Si -D est de Rham, le résultat est immédiat. Si D n'est pas de Rham, 
alors Z)pdR possède une base ei, e2 dans laquelle dans laquelle l'action de 7 G Tn est 
donnée par j(ei) = e\ et 7^2) = e2 + logx(7)ei, puisqu'elle est unipotente. Le 
problème est donc de prouver que e\ qui, à multiplication près par un élément de L*, 
est le seul élément de Ddif,n tué par V, appartient à D^i{ n. Les poids de Hodge-Tate 
étant 0 et k > 0, il existe / 0 G D~["if n, d'image non nulle dans r>sen,n5 tel que V/o = 0 
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modulo tDd[{ . Maintenant, les valeurs propres de V sur tlDdi{ n/t
l+1Ddïi n sont i 

et i + k, et donc ne sont jamais nulles si i > 1. Il en résulte que V est surjective 
sur t%Ddïî n A * + 1 £ * d i f n '

 c e <lu* permet de construire, par récurrence à partir de /0, une 
suite ( / i ) i G N d'éléments de D d i f n , vérifiant : 

• /i - /i-i e t*££if,„, 
• V/ , € « < + 12>J I F I N. 
La limite / de la suite (fi)iei nous fournit donc un élément non nul de D d i f tué 

par V ; c'est donc un multiple de ei, ce qui permet de conclure. 

4- Résidus et dualité. — On rappelle que V = Hom(V, L dt) est le dual de Tate de V. 
L'accouplement naturel V x V —> Ldt est parfait et ^Q p-équivariant ; il induit donc 
des accouplements parfaits et ^Q p-équivariants 

( B d R ® V) x (B dR <8> V) —• (L • B d R ) A et (B+ R ® F) x (B+ R <g> V) —> (L • B d R ) dt. 

Comme B + R ® L n [ [ t ] ] L>+ f ? n — B d R <g> V et B + R ® L n [ [ t ] ] Ô+ f j f l = B + R ® F , si n > m(L>), 
les restrictions des accouplement ci-dessus nous définissent des accouplements parfaits 
et T-équivariants 

, : £>dif,„ x Dd,f,n -> Ln{(t)) dt et , : D7it „ x m , „ -> £„ t di. 
En composant cet accouplement avec l'application T-équivariante x h-> réso(x) 

de Ln((t))dt dans L n , puis avec p - n T r F N / Q , cela nous fournit un accouplement 
T-équivariant 

( , )dif • -Ddif,n x £>dif>n —• L, 
qui est indépendant de n > m(D). Alors ( , ) d i f induit une dualité parfaite 
dans laquelle Z) d i f et D d i f n sont les orthogonaux l'un de l'autre (cela résulte du 
lemme VI.3.3 ci-dessous dont la démonstration est laissée au lecteur). 

Lemme VI.3.3. — L'application, qui à g G Ln((t)) fait correspondre la forme linéaire 
f 1—• réso(gf), induit un isomorphisme de Ln((t)) sur le dual topologique de Ln((t)) dt, 
et l'orthogonal de Ln[[t]]dt est Ln[[£]]. 

Si n > m(D), alors jD p dR,n est aussi l'ensemble des x G Aiif,n tués par une puis
sance de 7 n — 1, et l'accouplement ( , )dif induit une dualité parfaite entre I ) p d R , n 

et £ > p d R , n pour tout n. Comme D p d R n est aussi l'intersection de D p d R , n avec D d i f n , 
l'accouplement ( , )dif induit une dualité parfaite entre D^dRn et ^ P d R , n / ^ p d R , n

 e t 

donc aussi, puisqu'il est T-équivariant, entre D+dRn/(yn - 1) et (DpdR,n/D+dRn)
Tn. 

5. Un calcul de résidu. — On note encore { , } : Dr[g x DVIZ —> L l'accouple
ment (x,y) i-> réso((^_i • x,y)) introduit pour définir l'accouplement { , } P i de 
la prop. V.2.10. 

Proposition VI.3.4. — Soient z G (D^})^1 et z1 G Ùf^1. 
(i) Si (1 — ip)z G DT\%, la suite de terme général (in(z'), Ln(z))dn est stationnaire et 

sa limite (zf, z)dif,oo est égale à {<r_i • z', (1 — <p)z}. 
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(ii) S'il existe P G L[X] non nul, avec P(pf)-z G DTlg, alors la suite de terme général 

(in(z'), Ln(z))dif est stationnaire et sa limite (zf, z)dif,oo est égale à {<r_i - z', (l — cp)z}. 

Démonstration. — Pour déduire le (ii) du (i), on remarque que P{i)z G Df^1 implique 
P(7)((l - <p)z) G DTi8 El Z; . Par ailleurs, (1 - <p)z G (£>rig[£]) M Z*. Or P(7) est 
inversible (prop. V.1.19) sur (Drig[^])EIZ* et sur DrigË3Z*, et donc (l — ip)z appartient 
à£>rigH z ; c D r i g . 

La démonstration du (i) se fait en plusieurs étapes. On commence par montrer 
l'existence de la limite (z', z)dif,oo, puis on prouve que « (z\ )̂dif,oo = 0 » implique 
« {cr_i • z', (1 — <p)z} = 0 ». On en déduit l'existence d'une constante a ne dépendant 
pas de D, telle que {a-i • z'(1 — (p)z} = a{z', z)dif,oo- Enfin, on montre que a = 1 
dans le cas D = 6g ® x-

- E t a p e i , existence de (z', 2)dif,oo-
L'invariance de par ip se traduit par le fait que ^TrFn+1/Fn(in+i(zf)) = Ln(zf), 

si n > m(D), et son appartenance à DT[g par tn(zf) G l)~[~if n, si n > m(D). 
L'appartenance de (1 — (p)z à DTlg, se traduit par l'existence d'un entier no tel 

que t~((l — (p)z) = 0, si n > UQ -f 1 (on rappelle que t~(z) est l'image de tn(z) 
modulo £V}"if n). On a alors i~ (z) = L~Q (Z), pour tout n > n0, et comme 6n(z/) G Ô îf n, 
on en déduit que 

(tn(z,)ìtn(z))dì{ = {Ln(z'),Ln (z))di{ = (Ln{z'),LnQ{z))àiî, 

pour tout n > UQ. On a donc 

(in(z ),in{z))dif=P nr^FN/Qp(TésQ({tn(z ),Ln(z))dt) 

p-"°TïFVQp(rés0(^fZifZi"°TïFVQp(rés0(^fZ 
= p-n°TïFnQ/Qp{rêsv{{LnQ{z'), Ln0(z)) dt). 

ce qui prouve que la suite {in{z'), Ln{z))da est stationnaire. 

- Étape 2, {z', z)di{j00 = 0 => {cr_i • z*(1 - <p)z} = 0. 

Si (z', 2:)dif,oo = 0, alors pour tout n > no, on a TrFn/QP (réso(tn((zf, z)) dt) = 0. 
Soit k G N tel que tkz' G Drïg (et donc (z', z) G t~k&). Soit V = tft. Alors 

V + l = 
log(y(7)7) 
logx(7) 

(X(7)7"l) + fir(7) 
logx(7) 

où #(7) 
+00 

J=2 

( - I R 1 

3 
( x ( 7 ) 7 - I R 2 . 

Soit Afc l'opérateur AK = l £ § ^ ^ y i l ( V + 2) • • • (V + fc). Cet opérateur a la vertu de 
tuer t~JFoo, si 2 < j < k ainsi que tout élément de t~1Fn de trace nulle sur t_1Qp. La 
nullité de Tr Fn / Qp (réso (tn((z', z)) dt) pour n > no se traduit donc par l'appartenance 
de A = Ak(z', z) à Si, Soient alors B = Afc • (z', (1 - et C = Afc • (((p - 1)*', z). 
Comme AK commute à </?, on a B = (1 — y?)A + C Par hypothèse, (ip — l)z G DTlg, 
et donc B E <f et C E ^ puisque A e & d'après ce qui précède. Rappelons que 
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Tés0(^(x) jïpr) = rés0((p(x) j^f) = r^So(^ ï ^ ) > si x G En particulier, on a 

rés0((l - <p)A -^j) = 0. Maintenant i>{{y - l)z') = 0, et donc ip({((p- l)z',ip(z))) = 
(^(((f — l)z'),z) = 0 ; on en déduit que i/>(C) = 0, et donc rés0(C j^f) = ®m ^ec* 
implique que rés0(£ y ç t ) ~ 0- ^ r r^so((x(7)7 _ 1)# T+f) = 0, si x G et comme 

Afc = (k — 1)! + (x(7)7 — 1)^1(7)5 on en déduit que 

rés0 
dT 

1 + TJ 
:(k-l)llé8o((z',(l-<p)z) 

dT 

1 + Ty 
= ( f c - l ) ! { a _ i - ^ ( l - " ° T ï 

et donc que {cr_i • zf, (1 — (p)z) = 0, ce que l'on cherchait à démontrer. 

- Étape 3, réduction au cas D = 0g (g) x-
Notons E l'ensemble des z G (Dv[g[j])^=1 tels que (1 — ip)z G A-ig et posons 

E ' = Ôf=\ Soient JB(*',s) = {z',z)diioo et B'(z',z) = • s7,*}. Alors jB et B' 
sont des formes bilinéaires sur E' x E , et on vient de montrer que B(x, y) = 0 implique 
B'(x,y) = 0. On en déduit l'existence de a(D) tel que B = a(D)Bf. 

Maintenant, si Di,D2 sont deux (<p,T)-modules étales sur on peut appliquer 
ce qui précède à D = D\ 0 D2, et on a B = B\ 0 £2 et B' = B[ 0 5^ avec des 
notations évidentes. On en déduit que a(Di) = a(D2) = ol(D) (tout du moins dans 
le cas où les formes bilinéaires B et B' ne sont pas identiquement nulles). Il suffit 
donc de prouver que les formes bilinéaires ( , )dïî00 et { , } coïncident dans le cas 
de 0g (g) x> 

- Étape 4, étude du cas D = 0g <g> x-
Commençons par construire des z G (\& (g) x)^=1 tels que (1 — (p)z G & (g) X-

Pour cela, partons d'un élément u = (un)n>i de la limite projective des 0p* pour les 
applications normes, et notons g G ZP[[T]]* la série de Coleman associée, et posons 
G = log g G ^ + . Rappelons que : 

• g est caractérisée par le fait que g(7Tn) = un, pour tout n > 1, où 7rn = Çpn — 1, 

• ^ G ZP[[T\]*=1 et \G G ( \ ^ = \ 

• L~(\G) = (pnlogun)\, la relation ±TrFn+l/Fn((^+1 lognn+1)f) = (pn\ogun)\, 
rencontrée au cours de l'étape 1, traduit juste le fait que NFn+1/Fn (^n+i) = un. 

Soit alors 71 un générateur de Ti, et soit z = * (( \@) ® x)> ou désigne 

l'opérateur J]fc^o ^fc+î  G ^ ( ^ 1 ) . Comme l'action de 71 sur \ (g) x est triviale, on a 

aussi 2 = ( J ^ T T -G)(8)x, et comme ^ g ^ ) = ^ sur ^ , on obtient, si a = (71 - l)z, 

a = ( J log7i-G)®x = l o g x ( 7 i ) T O ® x = logx (7 i )—®X G ( Z p [ [ r ] ] 0X )^=1 C ^ g = 1 . 

On en déduit que (1 - (p)z = (71 - 1)_1((1 - <p)a) G Drig IEI Z* C £>rig. 
L'appartenance de (1 — (p)z à DTlg peut aussi se démontrer en remarquant que 

log 71 

7 i - l 
lim pl~n T f 1 - ! 

71 - 1 
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agit par p1 nTrFn/Fl sur \D+ïin/D+{i n = ±Fn®x'- ceci implique que 

{<J_I • z', (1 - <^)z} ={<J_I • z', (1 - <^)z} ={<J_I • z', (1 - <^)z} 

pour tout n > 1, et donc que *<n ((1 — <p)z) = 0, pour n > 2. Comme par ailleurs, 

(1 — ip)z G ® x> cela implique, plus précisément, que (1 — (p)z G (^fy<^+) 0 X-

On peut donc écrire (1 — <p)z sous la forme (^fy + H(T)) ® x, où P G QP[T] est 

de degré < p — 1 et H G De plus, comme I/J(Z) = z, on a ^((1 — cp)z) = 0, et 

donc < / > ( J f y ) = ~^(H(T)) e Comme V( J f y ) = 2&i^îîi, et comme ^(P(T)) 
est de degré 0, puisque P est de degré < p — 1, on a ^(P(T)) = 0. On en déduit, si 

= p(T) G"°TïFVQp( C Ùf=\ la formule 

{<J_I • z', (1 - <^)z} = rés0 
F(T)P(T) dT 

<p(T) 1 + TJ 
•• rés0 (V> 

F(T)P(T) 

*$ùù$* 

*$ùù 

y 1 + r y 

= rés0 
• ̂ (F(T)P(T)) 

T 1 + T Y 
= ^ ( P P ) ( 0 ) = 

1 

P 
çp=i 

F(Ç - 1 ) P ( C - 1) 

ù* 
mù 0)P(0) + ÌTVFl/Qp(F(7R1)P(7r1)). 

Il nous reste à comparer le résultat obtenu avec 

(z', *)dif,oo = n Hm^ — TrFn/Qp ( r é s 0 ( M * ' ) > *n ( * ) } dt)) 

= lim - T r F r i / Q p ( r é s o ( ( P ( 7 R n ) p G ( 7 R 1 ) - ) ) = T r F l / Q p ( P ( 7 R 1 ) G ( 7 R 1 ) ) . 
71 • -pOO 7/ J 

Pour cela, on remarque que Li((l—(p)z) est égal à (pG{ir-\) — G(0))|(g)x, modulo Z)Jif 1? 
et aussi à P{^\) \ ® x [cela suit de l'égalité (1 - (p)z = (^Jy + H(T)) (g) x]- On en 

déduit que P(m) = pG(TTI) - G(0). Par ailleurs, on a P(0) = (1 - ^ ) G ( O ) ; cela 

peut se voir soit, comme ci-dessus, en calculant de deux manières l'image de (1 —.<p)z 
modulo Z)~j~if 0, soit en remarquant que ip(P) = 0 implique que 

P ( 0 ) = -TrLl/Qp{P(*i)) = ( p - 1 ) G ( 0 ) - p T ^ / Q ^ G f a ) ) , 

et que l'on a T T L I / Q P ( G ( 7 T I ) ) = log(NLL/Qpui) = 0 car ui est une norme universelle. 
Enfin, le fait que I/J(F) = F se traduit par 

F ( 0 ) = i ( F ( 0 ) + T ^ / q ^ F f a ) ) ) et T ^ / Q ^ F f a ) ) = (p - 1 ) F ( 0 ) . 
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On obtient donc, en remarquant que G(0) G Qp, 

TiFl/Qp(F(n1)G(7r1)) = -Trr1/Q|((F(7r1)P(7r1) + F(7r1)G(0)) 

= lTrFl/Qp(F(n1)P(n1)) + ?-±G(0)F(0) 

= jTrF^FMPfa)) + £ i > ( 0 ) F ( 0 ) = • z', (1 - <p)z} 

Pour montrer que a(6g (g) x) = 1 ê  donc terminer la démonstration de la 
prop. VI.3.4, il reste à vérifier que l'on peut choisir u = (un)n>i et F G ZP[[T]]^=1, 
de telle sorte que TrFl/Qp(F(7Ti) logi^i) ^ 0, ce qui ne pose aucune difficulté, 
l'application F *-> F (ni) induisant une surjection sur Fi une fois qu'on a inversé p . 

VI.4. (cp, r)-modules presque de Rham de dimension 2. — Ce § est consacré à 
une comparaison des actions infinitésimales de ( zp J ) (qui agit comme T) et de ( J z* ) 
(qui agit comme ûg) sur un (</?, r)-module presque de Rham de dimension 2, à poids 
de Hodge-Tate distincts (à torsion près, on peut se ramener au cas où les poids sont 0 
et k > 1, ce que nous supposerons être le cas). On utilise la filtration sur DpdR pour 
construire des objets A ^ n , Nrig, etc. qui ont toujours une relation du même genre 
avec l'objet correspondant pour D. Par exemple : 

— ATdif}n D £>+f|n D tkNdiîin et N^n/D^în *Ê D+fn/tkNdîf,n = Ln[[t]]/tk 
JSF]0,RA] D J)]0,ra] D FKN]0,RA] et jy]0,ro] /£)}0,RA] ^ 2)]0,ra]/TKJY]0,RA] ^ £>]0,RA] J^K^ 

- A partir de N^Ta\ on fabrique deux sous-^+(r)-modules M]e0,ra] et M]^] 

de D^0,Ta^ Z*, si a > m(D), le premier en utilisant l'action infinitésimale de (z* 

et le second celle de ( J z*). Le lemme VI.4.8, la prop. VI.4.9 et le cor. VI.4.10, qui 

décrivent les relations entre Af]0'7^, M p ° ^ et D^0,Va^ IEIZ*, seront utilisés de manière 
cruciale dans les nos 2, 3, 4 et 5 du § VI.6 pour l'étude de l'action de w sur Drig IEI Z* 
(prop. VI.6.11 et VI.6.15) dont découle celle des vecteurs localement algébriques 
de n = U(D) (th. VI.6.13 et VI.6.18). 

- L'étude du module AH"g servira à caractériser l'orthogonal de IIalg dans (IIarl)* 

(prop. VI.6.21, qui repose sur la prop. VI.5.14 qui s'appuie sur l'étude de ATtg). 

- L'étude du module N^"1 (prop. VI.4.15) intervient dans celle de l'action de w 
sur A-ig IEI Z* (lemmes VI.6.6 et VI.6.7 dont découle la prop. VI.6.11 mentionnée 
ci-dessus), et dans l'étude directe de IIalg (démonstration du lemme VI.6.12). 

1. Compléments sur Vaction de Y. — Dans tout ce qui suit, k est un entier > 1. 
Choisissons un générateur topologique 7n de Yn tel que 7n+i = 7^, pour tout n > 1 

(resp. n > 2, si p = 2). Soit 

{<J_I • z', (1 -
ù*$ù 

j=0 

S x ( I N ) - J I N - i ) e û L [ [ T } } . ù * $ ù * 
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On remarquera que XkiU divise \k,n+i dans ^z , [ [r]] ; on note /ifc,n+i le quotient; les 
Mfc,n+i sont alors premiers entre eux deux à deux. 

Soit V = lim7^i x(77 î1 € âl+ÇT). On a aussi V = j^^log^, Pour 

tout 7 G T d'ordre infini. Si k > 1, soit Vfc = n j = o ( ^ — J)- ^ n a aussi 

Vfc = hmn^+00 iogx(7n)fc**,n. 

On déduit de la factorisation log(l + T) = Tf[n^o ^ ( 7 ? DANS QUE 

*ù$ùù$ 
1 

(logX(7a)f 
{<J_I • z 

n>a 

p Vfc,n+i), si a > 1. 

Comme (et donc aussi ^ + ( r ) ) est de Fréchet-Stein, on dispose du théorème des 
restes chinois, et 

^ + ( D / V f c s (^+(r)/Afc>0) x 

n>a 

( ^ + ( r ) / ^ ù * $ ù 

Soit D un (ip, r ) -module étale de rang 2 sur 6g, presque de Rham à poids de 
Hodge-Tate 0 et k > 1. Si n > m(D), soit iVdif,n le sous-Ln[[£]]-module de Aiif,n 
engendré par DvdR. Alors 

tkNdì£,n C D+f?n C ATdif,n et Nw^/D+^n = D^JtkNdiftn Ln[t]/tk. 

De même, notons Afdif le sous-L[[£]]-module de Ddlf endendré par DpdR. Alors on 

a ATdif = L[[t]] ®Ln[[t]] Ndif,n, pour tout n G N, et aussi tkNdi{ C D+{ C iVdif et 

ATdif/5+f = D+f/tkNdii - L[M]/t*. 

Proposition VI.4.1. — On a \k,n(Ndii,n) C Ddïî,n et Xk,n(Ddïf,n) C ^ d i f . n . Plus 
précisément : 

(i) si D est de Rham, Àfc>n(iVdif,n) = tkNdif,n et D^ittJXkin(Ndi{in) ^ Ln[t]/tk, 
(ii) si D n'est pas de Rham, Afc,n(iVdif,n) = D^iîn et Xk,n(D^lïn) = tkNdi^n. 

Démonstration. — Soit e\, e2 la base de £>pdR fournie par la prop. VI.3.2. Alors Ndn,n 
(resp. £>dif n) est le Ln[[£]]-module engendré par e\ et e2 (resp. e\ et tke2). 

- Si D est de Rham, 7n(ei) — ei et 7n(e2) = e2, et le résultat suit de ce que 

Afc.n^e*) = n,to1(x(7n)i-j - l)t*e*, si i G N. 
- Si D n'est pas de Rham, jn(ei) = e\ et 7n(e2) = e2 + logx(7n) ei. On a donc 

Afc,n(^ei) = 
!ù*$ 

j=o 

t x ( 7 n ) l - J ~ l)tle1 et XkJfe2) = 
k-i 

3=0 

( x ( 7 n r J ' - l ) ^ e 2 + / 3 n , M f e 1 , 

où /?n>fcji e Q et, si 0 < 2 < fc - 1, est égal à logx(7n) ]lo<j<fc-i, j / i(x(7n)i j - 1), 
et donc est non nul. On en déduit le (ii). 

Proposition VI.4.2. — On a Vk(NdiUn) c D+{n et Vk(D+fn) C tkNdi^n. Plus pré
cisément : 

(i) si D est de Rham, alors Vk(Ndi^n) = tkNdi^n et D+{n/Vk(Ndi{,n) ^ Ln[t]/tk, 
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(ii) si D n'est pas de Rham, alors Vk(Ndi^n) = D^ifn et ^k(Ddifn) = tkNdi^n. 

Démonstration. — On reprend les notations de la démonstration de la prop. VI.4.1. 
- Si D est de Rham, alors Vfc(£2e )̂ = nJ=o(^ ~~ j)t*e£i et *e résultat s'en déduit 

sans problème. 
- Si D n'est pas de Rham, alors 

{<J_I • z', (1 - <^)z} = 
k-l 

3=0 

(i-j)fei et Vfc(t*e2) = 
k-i 

3=0 

{<J_I • z', (1 - <^)z} ={<J_I • z', 

où f3'ki e Q et, si 0 < i < k - 1, est égal à Y \ o < j < k - i , j^S ~ i)> et est donc non nul. 
On en déduit le (ii). 

On rappelle que WD : A i g El Z* —• A i g IEI Z* est la restriction de l'action de ( \ J ) , 
et que WD ° o~a = 5p(a) oa-\ OWD (cf. lemme V.2.2). 

Lemme VI.4.3. — (i) Si n est assez grand, alors WD • Xk,n = un\k,n - WD, où un est 
une unité de ^ z , [ [ r ] ] . 

(ii) wD • V = ((k - 1) - V) • wD wD • = (-l)fcVfc • wD. 

Démonstration. — On a wD^n = S D ( x { l n ) ) l n 1 " et <Mx(7n)) = x (7n)fc~\ si n 
est assez grand. Ceci nous donne, 

{<J_I • z', (1 - <^)z} = 
fc-i 

!ù*$ù 

[ ( X ( 7 n ) - J 7 n - 1 ) = 
fc-i 

mù^$* 
. (x(7n)*-1- ; '7n1-l ) -«'D. 

Le changement de variable j • A; — 1 — j , montre que WD • ̂ k,n = v>n^k,n * ̂ £>, avec 
= rij=o(—x(lnVln 1)' ce Qui permet de démontrer le (i). 

L'égalité l o g x ^ w p ' (7n - 1) = iogx(7n) (x(7n)fc-17n 1 - 1) • nous fournit, en 
passant à la limite, la première identité du (ii). La seconde s'en déduit en remarquant 
que i i—• k — 1 — i est une permutation de { 0 , 1 . . . , k — 1}. 

2. Les Y-modules X+ El Qp e£ X~ El Qp. — On rappelle que, si n > 1, on a défini 
au n° 1 du § VI. 1 un projecteur ^TrFn+1/Fn de Ln+i[[£]] sur Ln[[£]]. Ce projecteur 
commute à l'action de Y et respecte les filtrations. 

Lemme VIA A. — La limite projective lim Ln[[t]]/tk relativement aux applications 

^TrFn+1/Fn est un âê+ (Y)/V\-module libre de rang 1. 

Démonstration. — On a 

limL„[[*]]Afc = e*-0VlimLn et ^+( r ) /Vfc = © ^ ( ^ ( ^ / ( V - j)). 

Il suffit donc de prouver que tJlim Ln = &+(Y)/ÇV— j ) , et comme (V— j)(tJ x) = tJVx, 

on est ramené à prouver le résultat pour j = 0. Or V = lim , et comme 

divise x77nn++1î l1 dans ^ + ( r ) , on a ^ + ( r ) / V = l i m ^ + ( r ) / ( 7 n - l ) . Le résultat suit de 
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ce que Ln est isomorphe à L[Gal(Fn/Qp)] = âê+(T)/(yn — 1) comme L[Gal(Fn/Qp)]-
module et donc aussi comme ^ + ( r ) - m o d u l e . 

Si n > m(D), on note ^TrFn+1/Fn : A i i f , n + i —* A i i f , n , l'application envoyant 

Ylï=o en+ixi sur x0i si xo,-..,Xi G A i i f , n - Cette application est une incarnation 

de -0 : si x G D^°'rn+1\ alors 

^TrFN+L/FN(Ln+1(x)) = in^)(x)\ 

comme on peut le voir sur la formule définissant ip : on a ^(^2^Zo[£]t(P{xi)) — xo-
L'application ^TrFn+1/Fn est un projecteur de A i i f , n + i sur A i i f , n commutant à l'ac
tion de T et respectant les filtrations. 

Si n G N, on pose 

X- = Ndif,n/D^n et X+ = D+{JtkN+îtn. 

Alors X+ = U n G N ^ n et ^ o o = unGN-ATn sont denses dans X+ = Ddi{/tkNd[f et 
dans X~ = iVdif/£>dif respectivement. De plus, on a des suites exactes 

0 X+ -+ Nd[{,n/tkNdif,n X " -> 0, si n G N, 

0 - -+Ndif,oo/tkNdu,00 - -> 0 et 0 - X+ - , Ndïf/tkNdii - X~ - 0. 

On note X+ IEI Qp (resp. X IEI Qp) la limite projective des X+ (resp. Xn ) relati
vement aux applications -Trp /p . Si y G et si n > m(D), on note 

R e s p - n Z p : Y M Qp - Y®p~nZp = Yn 

la projection naturelle; sa restriction à Y est la trace de Tate normalisée. Si 
n > m(D) + 1, on note Y M p~nZ* le noyau de T^Fn/Fn_1 sur Y M p~nZp. Si 
a > ra(D), l'application (xn) i—> {xa,xa+i —xa,...) induit un isomorphisme de 
T-modules 

Y®Qp^(YMp-aZp)x J J (Y®p-nZ*p) 

Lemme VI.4.5. — Si Y G {X+,X~}, et si n > m(D), alors : 
(i) \ k , n est identiquement nul sur Y Mp~nZp et inversible sur Y №p~lZ*, pour 

tout i > n -h 1. 
(ii) A^Vfc est inversible surY№p~nZp. 

Démonstration. — Le (i) suit de ce que, en tant que L [ r ] - m o d u l e , 

YMp-nZp^ekZ^L'(Fntj) et r ^ ^ z ^ e ^ ^ P / ^ - i ) ^ ) -

Le (ii) suit de la factorisation de et de l'isomorphisme de L[r] -modules ci-dessus. 

Lemme VL4.6. — X+IElQp et X~№QP sont des (T)/V\-modules libres de rang 1. 
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Démonstration. — Choisissons une base e±, e2 de DpdR sur L telle que ei,tke2 soit une 
base de Dd[i sur L[[t]]. Alors ei,e2 est une base de ATdifn sur Ln[[£]], pour tout n G N , 
et de plus, e\ et e2 sont fixes par T modulo tkNd[^n. On en déduit que les deux 
^ + ( r ) - m o d u l e s considérés sont isomorphes à lim (Ln[[£]]/£fc). Le lemme VI.4.4 permet 
de conclure. 

3. Le module NT-lg. — Ce qui suit est inspiré de [4, 5]. Si a > m(D), soit 

N]0,ra] ={xe £>]0,ra][_]5 e N d i { ^ gi n > a ^ 

et soit NT[g la réunion des W0,Va\ de telle sorte que 

Nrig = {x G A-ig[^], t n ( x ) G JVdif>n, pour n » 0} 

Alors A^0'7^ est un sous ^°'r^-module fermé de £>]0'ral[j], contenant A ° ' r ^ et 
contenu dans t~kD^0,ra^ ; c'est donc un ^0,ra^-module de rang 2. De même, ATrig est 
un ^-module de rang 2, et on a 

iVrig = SU ®^]o,ra] ATJU'raJ, pour tout a > m(D). 

Remarque VI.4.7. — (i) On a D^r^ = {x G N^ra\ in{x) G Djif?n, si n > a}. En 

effet, si a; G N^0,Ta\ il existe m tel que t^x G A ° ' r a ] ; l'appartenance de £n(£mx) 

à t^D^fn implique que (p(^n^T^)mtmx G Dl0'7**]. Si ceci est vrai pour tout n > a, 

on déduit du fait que ^°'ra^ est de Préchet-Stein, et de ce que t Y\n>a P V ^ n est 

une unité de S>^'Ta\ que x G D^0,Ta^ comme annoncé. 
(ii) On déduit du théorème des restes chinois que x i—• (tn(x))n>a induit des iso-

morphismes 
* QP)) - KE* QP)) - KE 

n>a 

(X-®p-nZv) et £>]<V°]/tfcJV]°'r°] S 
n>a 

( X + H p - " Z P ) . 

De même, cette application induit un isomorphisme <?l°'r°J/tfc = n n > a ( ^ n [ * ] / * f c ) j ce 
qui fait que l'on a des isomorphismes N^r^/D^r^ D l o . r d / j f c j v ] 0 ^ ! = <?]0'ra]/tk 
de ^]°'r«]-modules. 

Lemme VI.4.8. — Si a > m{D), les {Y)-modules N^r^ E Z*/D^°'r^ Kl Z ; ei 

Dio.*-»] Kl Z;/(tfcATlo^l K Z p sont Zi&res de ran5 1 sur ^°'r^(r)/Vk. 

Démonstration. — La formule ^Trpn+1/pn o tn+1 = in o ip montre que, si a > m(D), 

l'application x H-> {in{x))n>a induit des morphismes de T-modules : 

N]o,r«] ^ z*/£)io,rai g z ; J J ( a - EI P~"z ; ) , 

* QP)) - KE«)i z; JJ (a- EI P~"z«] ^ z*/£)io,rai g z; JJ (a-
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Ces morphismes sont injectifs par définition de X+ et X et parce que 
£>]0,r.] 

est 
l'ensemble des z G N^0,Ta^ tels que Ln(z) G D^i{ n, pour tout n > a. Le théorème 
des restes chinois (pour l'anneau ^0'ra-1l) permet de montrer que ces morphismes 
sont surjectifs (on écrit un élément de N^0,Ta^ El Z* sous la forme £ ^ ( 1 + T)V(*i), 
avec Z{ G N^0,ra-l\ et on est ramené à prouver que z i—> (^n(^))n>a - i est surjectif 
de Tvlo^a-i] sur ]^|n>a_1 X~, ce qui suit du théorème des restes chinois (cf. démons
tration du lemme VI.4.11 pour des techniques intervenant dans la démonstration de 
ce théorème)). Le résultat suit donc du lemme VI.4.6, une fois que l'on a remarqué 
que, si F G {X+,X~}, alors ^ ] ° ^ ] ( r ) <8>*+(r) (F^QP) = 

n>a 

(YMp-nZ*p), 

car l'isomorphisme r i Q p ^ (Y \Elp1~aZp) x Y[n>a(Y B p_nZ*) est induit par la 
décomposition 

^+(D/vfc s ( ^ (n /Afc^ -O x 
n>a 

( ^ ( r V A ^ A f c . n ) , 

conséquence de la factorisation de V^. 

Soient M]p0lrea] = tkN^r«î M Z ; et M]°'ra] = Vfc • (AT]°'r^ El Z*). 

Proposition VI.4.9. — (i) M ^ a ] et Mi°'ra] sont des 5o^5-^0'r^(r)-mo^/e5 de 
jy]0,ra] _ £)]0,ra] ^ 

(ii) « D est de flftam, a/ors AfJ°^al = Mra] 
(iii) £z n'est pas de Rham, alors 

M]p°lrea] + M ] 0 ^ = M l ° ^ ] et M]p°lrea] H M ] 0 ' ^ = Vk • 

Démonstration. — Notons simplement B l'anneau <?]°'r-](r) et M, Me,Mp_e les mo
dules D M B Z J , M]°'ra], Mj°^al. Notons aussi M'le ^-module T V ^ K Z ; , de telle 
sorte que Me = Vfc • M'. 

L'inclusion de Me dans M résulte de la prop. VI.4.2, et celle de Mp_e est une évi
dence. La stabilité de Me sous B est une évidence ; celle de Mp_e suit du lemme VI.4.8. 
On en déduit le (i). 

Si D est de Rham, il résulte du (i) de la prop. VI.4.2 que Me c Mp_e. Par 
ailleurs, d'après le lemme VI.4.8, le £?-module M'/Mp_e est une extension de deux 
#/Vfc-modules de rang 1, et comme M'/Me = M'/Vu-M' est isomorphe à (B/Vk)2, 
la surjection M'/Me M'/Mp-e est un isomorphisme. Ceci démontre le (ii). 

Si D n'est pas de Rham, alors x \-> (tn(x))n>a induit une surjection de Me sur 
Y = [ ]n>a( I+ Elp~nZ*), d'après le (ii) de la prop. VI.4.2 et le théorème des restes 
chinois. Or, d'après le lemme VI.4.8, cette même application induit un isomorphisme 
de M/Mp_e sur Y, et donc Me + Mp_e = M. 
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Maintenant, Vk • M c Me car Me = Vfc • M ' et M c M', et Vfc • M C Mp_e 
d'après la prop. VI.4.2 ; on a donc Vk • M C Me D Mp_e. Par ailleurs, on a une suite 
exacte 0 M/Me -+ M'/Me M'/M 0 dans laquelle M'/Me = M'/Vk • M ' est 
un (jB/Vfc)-module libre de rang 2 et M'/M est un (£?/Vfc)-module libre de rang 1 
d'après le lemme VI.4.8. On en déduit que M/Me est aussi un (B/V k)-mod\ûe libre 
de rang 1. Comme Me + Mp_e = M, on a M/(Me n Mp_e) = (M/Me) 0 (M/Mp_e), 
et M/(Me D Mp_e) est un (5/Vfc)-module libre de rang 2. Comme il en est de même 
de M/Vfc • M, la surjection M/Vk • M —• M/(Me D Mp_e) est un isomorphisme, 
et Me H Mp_e = Vfc • M. 

Ceci permet de conclure. 

On a démontré en passant le résultat suivant. 

Corollaire VI.4.10. — Sia> m(D), le <g^r«\T)-module D^r^ K Z;/Me°'ra] est libre 

de rang 1 sur S^ra\T)/Vk. 

4. Le module AH"g. — Comme (p est bijectif sur D^lg, il l'est aussi sur ZTtg[|]. Par 

ailleurs, D^ig s'injecte naturellement dans D^i{ (car B^g est un sous-anneau de BjR 

et que l'on dispose de la description de Dfig du (ii) de la rem. V.l.2). On dispose 

donc, pour tout i G Z , d'une injection ^ (obtenue en composant <p~l avec l'injection 

ci-dessus) de ¿ ^ [ 7 ] dans Aiif- Soit 

JVrt ={xe Dflg[jl ti(x) G JVdif pour tout i G Z}. 

Comme Ndiijl t~kD+v on a JVi^C t~k£+g. 

Soit L+ : D^lg/tkNdif —• n^GZ ^ d i f / ^ - ^ d i f l'application envoyant z sur la collection 

des images des ii(z) modulo tkNd[{. 

Lemme VI.4.11. — L'application 1+ induit, pour tout io G Z, un isomorphisme 

9i0-\T)kD+ig/tkN+ig 
i<ÏQ 

(0} )x 
i>iQ 

[D+(/tkNdi{). 

Démonstration. — L'inclusion de l'image de ipl°~1(T)kD^ig/tkN^g par £+ dans 

(rL<ïo{0}) x (Y\i>i0 D^f/^Ndif) est immédiate. L'injectivité de l'application 

induite par 6+ suit juste de la définition de iV t . 

Il n'y a donc que la surjectivité à prouver. Quitte à remplacer z par (p~î0 (z), on peut 
se contenter de montrer le résultat pour ÎQ = 0. Soit donc (a^)IEN une suite d'éléments 
de Ddif/^Ndif. Choisissons, pour chaque i G N, un relèvement yi de (£^+1) — l)~kXi 

dans et un entier ki > 0 tel que pkiyi G D+. 
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Soit, par ailleurs, P G QP[T] tel que pTlo^T)P(T) = 1 mod (T~xy(T))k&+ et, 

si i G N, soit qi = (pi-1(pTlo^T)P(T))k. Alors ijiqi) = 0 mod si j ^ z, 

tandis que ii(qi) = 1 mod tfcL[[t]]. 

Maintenant, le p1 qui apparaît dans qi quand on applique ip%~1 fait que la série 

X^>o converge dans D^lg. Notons z' la somme de cette série. Alors, mo

dulo tkNdif, on a la congruence tj(zf) = ^2i>o h-iivôhi^Y^ = ¿0(2/7), si j > 0 et 

¿¿(2/) = 0, si j < 0. On en déduit que l'image de z = (p~1(T)kzf par ¿+ est 

( . . . , 0, x0,xi,... ). Comme (p~1(T)kz/ G cp~l(T)kD+ig, cela permet de conclure. 

On démontre de même le résultat suivant. 

Lemme VL4.12. — Si i0 G Z, l'image de ipt0 1(T)ktkN^g par l'application qui à z 

associe la suite des ti(z) modulo tkD^i{, est égale ( rL<i0 W ) x ( I\i>i0 tkNdif /tkDdïî) • 

5. Le module N^1. — Soient D un r ) -module étale sur S et V — W{D). 
Si n G N, on note Mdif n le sous-Z/n [[t]]-module de Ddi{,n engendre par l'image inverse 
de (DpdR/D+dR)r dans Dd*,n/D+ftn. 

Si a > m0(D), soit M^0'7^ l'ensemble des x G D]0'r^[|] tels que ¿„(0;) G Mdif,n, 
pour tout n > a. Si x G Z^0 ' ^^ ] et si i > a, on note t^{x) l'image de ti(x) mo-
dulo D+{i. 

Proposition VL4.13. — Si n > a > mo(D), et si x G (Dp<m/DpdR)Tn, M existe 

x G M^'ra\ vérifiant I/J(X) — x G D^Ti Fn et £~ (£) = x, pour tout m> n. 

Démonstration. — La surjectivité de B^"1 —• BdR/B~["R fournit c G B^~1 0 V dont 
l'image modulo B~[~R 0 V est x . La suite exacte 0 —> Qp —> B^~1 —• BdR/BjR —• 0 
(fondamentale) et l'invariance de x par cSFn montrent que le £fpn-cocycle g \-> cg, 
avec cg = (g — 1) • c, est à valeurs dans V. On déduit alors (cf. [21]), de la description 
de Hl(yFn,V) en termes de (y>, r)-modules (prop. VIII. 1.4), l'existence de z G D^r^ 
et de 6 G A^0^~n^ 0 V tels que cg = r n ( 7 n ) ^ I • z - (g - 1) • 6, pour tout # G Sfj?n. 

Soit /c G N tel que x G (r-fcB+R/B+R)0F. Alors c G t"fcB+g(8)Vr C r f e B ° ^ n ] ® 7 . 

Par ailleurs, D^r^ C A ^ 0 ^ (8) V C J-*®0*""] 0 V, ce qui permet de voir z,b,c 

comme des éléments de t~kW0,p n^ 0 V. On a donc, pour tout g G £fpn, 

Tn(7n) 
0 - 1 

7n - 1 
. z = (g - 1) • (6 + c), dans *-*B10'p "] 0 F . 

En particulier, comme z est fixe par Jif, il en est de même de x = b + c. Autrement 
dit, on a 

5 G (t-kB^p~nî 0 F ) ^ = rfc£>]°'r»] = t-k$°>r»l ® (̂o,rn] £>(0'r< 

De plus, en prenant pour # un relèvement de 7n dans £fp , on obtient 7t) \ • x = z, 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010 



436 P. COLMEZ 

Maintenant, tout élément x de t kD^0,Tn^ peut se décomposer de manière unique 
sous la forme x = Reszp(x) + (p/n — l)x', où la trace de Tate normalisée Reszp 
(de £-fc£)]0'r™] dans t~kD^0tVn^) est le projecteur ^°'rn^-linéaire continu, commutant 
à l'action de T, dont la restriction à coïncide avec l'opérateur Reszp : D+ —> 
déjà défini, et Reszp(^/) = 0 (cela résulte de [27, prop. 9.10] par exemple). On en 
déduit l'appartenance de x à t~kD^°'rn^ (i.e. l'égalité Reszp(x) = x). De plus, comme 
b G A(°'p nl (g) V, on a t~ (x) = 6^"((^_rn(c)) = LQ(C) = pour tout m > n. On en 
déduit que £~ (ip(x) — x) = 0 pour tout m > n, et donc que a = ip(x) — x appartient 
à J^Jjg = DçTis Fn. Enfin, comme x = tp(x) — a, avec a G £ ^ i s Fn, et comme ^ améliore 
la convergence [25], on en déduit l'appartenance de x à t~kD^'ra\ Ceci permet de 
conclure. 

Remarque VI.4.14. — Si Dnr = 0 (i.e. si H*(3ti",V) = 0), ou même si H°(&Fn,V) = 
0, alors ij) — 1 est injectif, et donc surjectif, sur D^[g. Ceci permet, en rajoutant un 
élément de D^ig à x, de s'arranger pour que tp(x) = x. 

Dans le cas qui nous intéresse, où D est de dimension 2, absolument irréductible, 
presque de Rham à poids de Hodge-Tate 0 et k > 1, la prop. VI.4.13 fournit le résultat 
suivant. 

Proposition VI.4.15. — (i) Si 0 < i < k — 1, et si n > m(D), l'application 
z {Lm{x(~fny-1ï<yn-i ' z))m>n ^duit une surjection de N^g1 sur le sous-Ln-espace 
vectoriel Ln <g> (VD^/D+d~) de X~ ^ X~№p-nZp. 

(ii) z i—• (^n (2:))n»o induit un isomorphisme A^"1 /Df^1 = X~ El Qp. 

Démonstration. — Comme on a supposé D absolument irréductible, de dimension 2, 
on a Dnr = 0, et le (i) suit directement de la prop. VI.4.13 (en utilisant la rem. VI.4.14) 
pour le (</?, T)-module D (g) x ~ \ 

Maintenant, l'application x i—> (^n(^))n>o envoie A^"1 dans limATdifn (cela suit 

de ce que pLTrFn+1/Fn est une incarnation de I/J). En composant avec la projection 

modulo lim£TJ"if n, cela nous fournit une application i~ : A^"1 —• X~ El Qp dont 

le noyau est AT^"1 n DTlg — Df{~x. Par ailleurs, il résulte du (i) que l'image de i~ 

contient X^. Il en résulte que si (xn)ne^ G X~ El Q P , il existe y ^ D ) £ ^rtg"1 

tel que t~(ym(D)) — xm(D), et pour tout n > m(D) + 1, il existe yn G Nf{~1 tel 

que t~(yn) = Xn — Xn-i- Maintenant, Nr[g est, de manière naturelle, un âê+(T)-

module, et tp commutant à T, il en est de même de N^1. On déduit des tech

niques standard pour les anneaux de Préchet-Stein, l'existence de y G AT^"1, tel que 

V ~ ym(D) e A - ^ ( D ) V f c J V r f g = 1 et y - yn G *h^VkN*=\ pour tout n > m(D) + 1. 
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Mais alors (64\ t (y) = (xn)neN, ce qui prouve que i est surjective. Ceci permet de 
conclure. 

6. Dualité. — Fixons un isomorphisme A2D =i €?g(l) 0 ôp, ce qui fixe aussi un 
isomorphisme D = D ® S^1 envoyant x 0 Sp1 sur la forme linéaire y (x A y) 0 Sq1. 
On en déduit des isomorphismes Z)dif ,n — Aiif>n 0 Sp1 et Ddi{ n = Ddi{ n 0 Sp1 de 
T-modules. 

Lemme VI.4.16. — (i) Sin G N, Vapplication x i—• tkx®8^* induit un isomorphisme 
de iVdif,n sur son Ln[[t]]-réseau dual dans Aiif,n-

(ii) Si a > m(D), l'application x »—• tkx 0 S^1 induit un isomorphisme de N^0,ra^ 
sur son g№>r«l-dual dans &°^\\]. 

(iii) L'application x i—> tkx 0 S^1 induit un isomorphisme de Nr[g sur son Si-dual 
dans DT'lg[\\. 

Démonstration. — Soit ei,e2 une base de £>pdR sur L telle que ei,tke2 soit une base 
de D~f~if n sur Ln[[£]], pour un (et donc tout) n G N. Comme x i—• x 0 Sp1 est un 
isomorphisme de Ddi{ n sur son dual Dd[{ n, le dual de A^dif,n est l'image de l'ensemble 
des Xiei + x2tke2, avec Xi,x2 G Ln((£)), tels que x A e\ et x A e2 appartiennent 
à Ln[[t]](ei Atke2) = tkLn[[t]](ei Ae2). Comme ceci équivaut à Xi,x2 G £feLn [[£]], cela 
démontre le (i). 

On a x A y G ^ ° ' r a ] (g) SD si et seulement si £n(x) A £n(y) € ^n[[£]] 0 pour 
tout n > a. Comme l'application 2/ |—• (^n(2/))n>a de A ^ 0 ' ^ dans Yln>aNdiî,n a une 
image dense, et comme le réseau dual de iVdif,n est £fciVdif,n d'après le (i), on voit 
que « tn(x) A in{y) £ ^n[[£]] 0 pour tout n > a et tout G iV^0'ra^ » équivaut 
à « un(x) G tkNdi^n, pour tout n > a ». Comme ceci équivaut à x G N^0,Ta\ cela 
démontre le (ii). Le (iii) s'en déduisant par limite inductive, cela permet de conclure. 

L'accouplement (x,y) 1—• rés^((c-i-(x^ô^1 ),y)) sur Ddif, où rés^ : Loo((£))d£ —» L 
est l'application définie juste avant le lemme VI. 1.2, fournit des accouplements non 
dégénérés 

[ , ]dif : x X~ —> L, [ , ]dif : x X " - L et [ , ]dif : X+ x X~ —> L. 

On a aussi [x,2/]dif = (tf-i • 0 f^1), 2/)dif, où ( , )dif est l'accouplement induit 
par celui du n° 4 du § VI.3. L'accouplement [ , ]dif étant non dégénéré, il induit 
un isomorphisme de X+ sur (X~)*, et donc aussi un isomorphisme de X+ IEI Qp 
sur (X^)*. Comme [ , ]dif induit une injection de X+ dans (X^)*, on en déduit 
une injection naturelle de X+ dans X+ El Qp. Cette injection peut encore se décrire 

(64) On rappelle que X Qp est isomorphe, en tant que L[r]-module, à (X K p aZp) x 
I l n > o + i ( ^ ~ ^P_nZp), pour tout a > m(D), et que cet isomorphisme est induit (cf. dém. du 
lemme VI.4.8) par la factorisation de Vfc. 
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en termes de traces de Tate normalisées : elle est induite par l'application de Ddif 
dans limZ}dif,n envoyant x sur (Resp-nZp#)n>i. 

VI.5. Irréductibilité de IIalg. — Ce § explore les renseignements que l'on peut 
obtenir concernant IIalg en n'utilisant que l'action du mirabolique. On définit l'en
semble np_alg des vecteurs localement algébriques pour l'action du mirabolique ; cet 
ensemble contient IIalg et n'est pas loin de lui être égal si IIalg ^ 0. 

1. Une condition d'existence de vecteurs localement algébriques. — Dans tout ce nu
méro, D est un (</?, r ) -module étale sur < f , irréductible, de rang 2. On note II la 
représentation H(D) de G, et IIalg l'espace de ses vecteurs localement algébriques. 
Comme II est admissible d'après le lemme II.2.10, il résulte de la prop. VI.2.4 que 
IIalg se décompose sous la forme IIalg = 0 ^ ^ n ^ | et Tiff. = W^k ® ^£,k, où Ue^ est 
une représentation lisse, admissible, de G. 

Proposition VI.5.1. — Si nalg ^ 0, alors D est presque de Rham à poids de Hodge-
Tate distincts (et donc, en particulier, est Hodge-Tate). De plus, si £ < £-\- k sont les 
poids de Hodge-Tate de D, alors nalg = Tiff.. 

Démonstration. — Soit (£, k) tel que IÇ1^ ^ 0. Quitte à tordre D par x-^, on peut 

supposer £ = 0 ; le caractère central de n , qui est égal à celui de ^ 0, est alors de 

la forme xk~1a, où a est localement constant. Comme ce caractère central est aussi 

égal à 5D , la somme des poids de Hodge-Tate généralisés de D est k. 

Soit v' G n ^ f c , non nul. Il existe m G N tel que v' soit fixe par ( J p™ ), et alors 

v = °)v est fixe par ?) T ) °) = (J î ) . Soit n > 1 tel que °) 

fixe v. Maintenant, Symfc_1 contient un vecteur e fixe par ( J ), tué par (( J f ) — l) 

pour tout x G Qp, mais pas par ( ( J f ) — l)k 1, si x ^ 0. Il en résulte que v (g) e est 

tué par ((J J) - l)fc et par ( ( i + f °) - l ) , mais pas par ( ( J \ ) - l )*"1 . 
Maintenant, il résulte du cor. II.2.9 et de la nullité de D$/D^ (conséquence de 

l'irréductibilité de D) que l'injection de D dans D M P1 induit un isomorphisme de 
jB-modules de D/D+ sur n . On peut donc choisir un relèvement z de v (g) e dans D, 
et les propriétés de v (g) e énoncées ci-dessus se traduisent par : 

• Tkz G £>+ et (cr i+pn - l)z G 5 + , 

• Tk~xz £ D+. _ _ 
Comme Tk~lz £ £>+, il existe m G N tel que (pm(Tkz) £ tD+{ (cf. lemme VI.5.2 

ci-dessous). Choisissons un tel m. Alors l'image de (fm(z) dans £~fc^dif/^"^dif est 
non nulle. Par ailleurs, elle est tuée par 0 " i + p n — 1 car ( c r1+pn — l)z G J9+ et c r i+pn — 1 
commute à (fm. On en déduit que l'un des poids de Hodge-Tate de t~kD est 0 et 
donc que l'un des poids de Hodge-Tate de D est k. Comme la somme des poids de 
Hodge-Tate est fc, cela prouve que les deux poids de Hodge-Tate de D sont 0 et fc, et 
donc que D est presque de Rham, à poids 0 et fc. On a donc démontré que liff. ^ 0 
implique que D est presque de Rham à poids de Hodge-Tate £ et £ + k. Il en résulte 
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qu'il existe au plus un couple (£, k) tel que Tiff. ^ 0, et que l'on a alors IIalg = Iï^f. 
Ceci permet de conclure. 

Lemme VI.5.2. — Si x e ipn{T)~kD+ et si (pm(x) G Ddi{, pour tout m G N , alors 

x G D+. 

Démonstration. — Cela suit de ce que D+ = (A+ <S>zp V) et qu'un élément de A+ 

tel que (pm(x) G Ker0 pour tout m G N est divisible par T dans A+ (c'est un des 

résultats de base de la théorie). 

2. Le modèle de Kirillov de IIalg. — On suppose dorénavant que D est presque de 
Rham à poids 0 et k. On note Du~alg l'ensemble des z e D tels qu'il existe n G N 
avec (pn(T)kz G et on note Uu~alg l'image de Du~alg dans II via l'isomorphisme 

^ n utilisé plus haut. On note Dp~alg l'ensemble des z G Du~alg tels qu'il 
existe n G N avec \k,nz G D+, où l'on a posé Xk,n = Yli^oi&i+p71 — (1 + Pn)*)« Enfin, 
on note np-alg l'image de Dp~alg dans n . 

Lemme VI.5.3. — IIalg c n p " a l g C TIF-***. 

Démonstration. — L'inclusion rr ~alg c n ^ - 3 ^ est une évidence. Maintenant, 
si v G IIalg, il existe n tel que X H (QI)V soit polynomiale de degré < k — 1 sur pnZp, 
et x »-> (QI)V soit polynomiale de degré < k — 1 sur 1 + pnZp, ce qui implique 

que v est tué par ( ( J*" ) - l )* et par n t o ((1+cf ?) ~ U + Pn)i)- 0 n en déduit 
que si on relève v en z e D, alors ipn(T)kz G D+ et A^n • z G D+. D'où l'inclusion 
IIalg C np_alg qui permet de conclure. 

Le module Du alg est stable par B de manière évidente. Par ailleurs, comme 
A+ s'injecte dans B~["R (qui est, rappelons-le, le complété de A+[^] pour la topologie 

^ J T ( T ) - a d i q u e ) , le module D+ = (A+ <S)V)^ s'injecte dans 5~j~if = (B+R®Qp V)^, et 

comme (pn(T)k divise tk pour tout n, on dispose d'une injection naturelle de Du~alë> 

dans t~kDdiî. La composée de cette injection avec la projection modulo Z>~j~if est 

identiquement nulle sur D+, et donc induit une application 

- . yrtz-aig +-kn+ / n + 
L0 . 11 —> l ^ d i f / ^ d i f 

qui commute à l'action de r . Si z G Uu alg, on note <j>z : Q* —> t kDdï{/Ddiî la 

fonction définie par (j)z(x) = LQ ((g • z). 

Lemme VL5.4. — (i) L'application z i—> <j>z est injectivt 

De plus : 

(ii) (j)z est a support compact dans Qp. 

(iii) ea((j)z{x)) = (f)z(ax), pour tous a G Z* etxeQ*. 

(iv) <j)9Z(x) = 5D(d)[(l + T)d~lbx}(j)z(d-lax), pour tous g = ( g * ) eB etxeQ;. 

(v) (j)(u-i)kz est a support compact dans Q* pour tout u G U. 
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Démonstration. — L'injectivité de z i—• (j)z suit du lemme VI.5.2. 
Maintenant, (fm(x) G B+R, si x G ^n(T)-feÂ+ et m < - n , car ip~s(T) G B+R: 

pour tout 5 > 1. On a donc 

^ ( ( p ? ? ) ^ ) = ^ 0 - ( ^ m W ) ) = o, 

si a G Z;, si z G ipn (T)~k D+/D+ et m < - n . On en déduit le (ii). 

Le (iii) suit juste de ce que ( g î ) et cra agissent de la même manière et donc que 

°« (4>z (X) ) = Va ( ( 0 ? ) " * ) ) = h K ( ( 0 î ) ' *) ) = h ( ( 0 ? ) ( 0 ï ) " *) = <t>z M . 

Le (iv) suit du calcul ci-dessous : 

h ( ( o ? ) ( o bd ) • z) = 6D ( d W ( ( i ) ( o ) . z) 

Enfin, ^m((^J(T))fc) £ BjR, si m > -vp(b). On en déduit que (t>(u-i)kz = 0 

sur pMZP, size (pn(T)-kD+/£>+, si u = ( i î ) , et si m = 1 - v„(6). 

Lemme VI.5.5. — (i) Soit z G IÎ 7 alg. Alors z G IIp alg si et seulement si (f)z est à 
valeurs dans . 

(ii) np~a lg est stable par B. 

Démonstration. — Par définition, un élément de U17-^ appartient à np_alg si et 
seulement si il est tué par \k,m pour un certain n. Or (j)\k nZ = \k^n - (j)z, et comme 
z \-> 4>Z est injective, on voit que z G np-alg si et seulement si 4>z(x) est tué, 
pour tout x, par Àfc?n. Comme le noyau de Xk,n sur t~kDdif/Ddi{ (et même sur 
Â i i f / ^ d ï f ) est [ce^a résulte de ce que Ddif/D^i{ est la réunion des t~1'~1Ddi{/Dd[{ » 

et t-^D^/t^D^ = t'^Dsen = Cp(-i - 1) 0 Cp(k - i - 1)], cela démontre le (i). 
Le (ii) s'en déduit en utilisant l'injectivité de z i—• 0Z et le (iv) du lemme VI.5.4. 

On choisit une base de Dp^/D^dR sur L, ce qui fait que a \-> afr> induit 

un isomorphisme de L^ltl/t sur X~. Si z G nalg, on note Xz : Qp* -* A » la 

fonction définie par (l'existence de Jfz(x) découle du (i) du lemme VI.5.5) 

<XZ(x)fD = h((%ï)'z)=<l>z(x). 

Proposition VI.5.6. — Soit z G nalg. 

(i) Ga{Xz{x)) = JTRz{ax), si a E ZIP et x £ Q ; . 

(ii) Si on écrit JFZ sous la forme JTZ(x) = Yli=o <%Z,i(%) avec JFZli(x) G L^, 
alors Jf?Zj est localement constante sur Qp, à support compact dans Qp. 

(iii) L'application z i—• J(fz est une bisection de IIalg sur son modèle de Kirillov. 

(iv) Sib G Qp et y = ( ( J J ) — l)fc • z, alors J(fy est à support compact dans Q * . 
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Démonstration. — Le (i) est une conséquence du (iii) du lemme VI.5.4. Que Jèzj soit 
localement constante suit du (i) et de ce que Jè^j est à valeurs dans ; qu'elle soit 
à support compact dans Qp suit du (ii) du lemme VI.5.4. Le (iii) est une conséquence 
des (i) (pour la bijectivité) et (iv) du lemme VI.5.4, et le (iv) suit du (v) de ce même 
lemme. 

Théorème VI.5.7. — Si D est presque de Rham à poids de Hodge-Tate £ < £ + k, et 
si IIalg ^ 0, alors nalg est de type (£, k) et est irréductible ou bien on est dans le cas 

spécial où Halg est une extension de We,h ® (So o det) par Wetk 0 St 0 (So o det), où So 
est un caractère localement constant de Q*. 

Démonstration. — Que IIalg soit de type (£, k) suit de la prop. VI.5.1. Le reste se déduit 
donc, via la prop. VI.2.12, de l'existence d'un modèle de Kirillov (prop. VI.5.6). 

3. Vecteurs P-algébriques à support compact. — On note LPC(Q*,X^) les fonctions 

localement polynomiales, à support compact dans Q*, à valeurs dans et IIP_alg 

l'ensemble des éléments z de np~alg tels que c/)z G LPC(Q*,X^). 

On rappelle que, si i G Z, l'on a défini ii : £ ^ [ 7 ] —• Ddif en composant l'injection 

naturelle avec ip~%. On note, comme d'habitude, ¿~ l'image de ii modulo Ddi{ (notons 

que <£n(T)-feJ5+ C £>rig[?]> et donc i{ et t~ sont aussi définies sur (pn(T)-kD+). 

Si z G IIP-alg, et si z G D est un relèvement de z, on a (j)z(p~'1) = t,~(z), quel que 
soit i G Z, comme on peut le constater en revenant à la définition de <t>z. 

Proposition VI.5.8. — L'application z </>z induit un isomorphisme de L[B]-modules 
de n f - a l * surLPc(Q;,X-)r. 

Démonstration. — La seule chose non évidente est la surjectivité de z 1—> (j)z et, 
compte-tenu de la prop. VI.2.6, il suffit d'exhiber z G IIP_alg tel que <j>z ne soit pas 
à valeurs dans tX^. Soit n G N, et soit a G X~ — tX~. On peut relever a en un 
élément à de -/Vdif,n. Soient alors x G D+ tel que LQ(X) ait même image que (y_^T^)fcâ 

dans tkNdif/tkDdiï, et soit z = (y r^T^)kx. Alors, par construction, LQ(z) = a et 
i~(z) = 0, si i ^ 0. Comme L~[(Z) est tué par Àfc)Tl, pour tout i G Z, on a \k,n(z) € D+. 

On en déduit que z est P-algébrique et, si z désigne son image dans IIp_alg, que 
<t>z(pl) — LT(z) = 0, si z 7^ 0, et </>z(l) = i>Q~(z) = ot. Ceci permet de conclure. 

Corollaire VL5.9. — Si IIalg + 0, alors nP"a lg c IIalg. 

Démonstration. — Si IIalg ^ 0, alors IIalg = Wo,k ® IIQ , où IIo est lisse, et il existe 
v' G IIALG, non nul, tel que (g 1 ) agit par multiplication par ak~l sur v', pour tout 
a G Z* assez proche de 1. Il en résulte que <pv' n'est pas à valeurs dans tX^. 

Si n ^> 0, et si v = ( ( J ? n ) — l)k • v', alors (f>v est à support compact d'après le (v) 
du lemme VI.5.4, et n'est pas à valeurs dans tX^ car <j>v{p%) = y%~n(T)k(j)v>(p1), 
et (pl~n(T) £ £BjR, si n > i. On en déduit, en utilisant la prop. VI.2.6, que l'image 
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de IIalg par z H-> <f)z contient LPC(Q*, X^)1". On conclut, en utilisant la prop. VI.5.8 
et l'injectivité de z <t>z. 

On a, par construction, (j)z(p~l) = L~(Z), si z G np-alg, et si z est un relève
ment de z dans ATtg. Par ailleurs, l'application <j> i—• (0(p*))iez est un isomorphisme 
de LPC(Q*, X ^ ) r sur 0i€z-X"̂ >» l'isomorphisme inverse associant à une suite presque 
nulle (af)iez d'éléments de X ^ , la fonction coïncidant avec x i—> t7p-ia.(ai) sur p *Z* . 

Il en résulte, d'après la prop. VI.5.9, que : 

Lemme VL5.10. — z i—• {ui (z))iez induit un isomorphisme IIP alg = 0 iez^oo-

On dispose, pour chaque i G Z , d'une application ^ = tQ o (p~l de D^îg dans Ddi{. 

On note t+ : Z>+g —• X+ IEI Qp la composée de l'injection naturelle X+ —• X+ El Q P , 

de la projection naturelle Ddi{ —• X+ et de On note 6+ : D^ig —> r L e z ( ^ + ^ Q P ) 

la collection des pour z G Z . 

Cette construction s'étend à D\ig El P1 de la manière suivante. D'après la 

rem. V.2.21, on a Z>Jig El P1 C L>]0'r] El P1 . Il en résulte que, si z G i)Jig IEI P1 , alors 

ii,n(z) = un(Reszp(pUQ 1 ®)z) est un élément bien défini de Ddi{ n, si n > m(D). On 

définit alors ti(z) G limD^if n comme la collection des ¿¿^(2), pour n > m(D), et 

on a iiin{z) = Resp-nzpLo((p~% °)z). On note t^n{z) l'image de t^n(z) dans X+, et 

¿¡'"(2;) G X+ El QP la collection des tfn(z), pour n G N . 
On pose [x,y] = {x ® On définit de même les accouplements [ , ]Q et 

[ , ]P i . On a donc [g • x,g • y] = Ô£)(detg)[x,y]. On rappelle que l'on a aussi défini, 
par essentiellement la même formule, des accouplements [ , ]dif (cf. n° 6 du § VI.4). 

Lemme VI.5.11. — Soient a < m e Z. Si z G D^ig et y e ^m^k D^g, ou si 

z G ^ r ^ ^ t et y G (pa{T)HkN+ig, alors [z,y]Qp = J2iez àD{pi)[ii{z), a{y)}dïi, où 
la somme est finie. 

Démonstration. — Cela suit du (ii) de la prop. VI. 1.3, grâce à l'appartenance de 
(a-i(z <g> ^ 1 ) , 2 / ) à ^ + dt, si 2,2/ G D+[g1 où si z G iVrjg et y G tkN^g (ce second cas 
demande d'utiliser le (i) du lemme VI.4.16). 

Proposition VL5.12. — (i) nf"alg est inclus dans Uan. 

(ii) Size DÎigEIP1, et si y e nf jalg, alors [z,y]Pi = £ ,€Z SD(p%t ( * W ( y ) ] d i f • 

(iii) Si a e N, si z e ip~a(T)kD+g, et si y e np~alg, alors [tf (z), t~(y)]di{ = 0, 

sauf pour un nombre fini de i e Z, et [z,y]pi = Y^iez ^ D i p ^ V t (z)> ^ ( y ) ] d i f • 

Démonstration. — Soit y G Ilf alg. On peut relever y en y e (^n(Tj) £*+> si <f>y 

est à support dans U_n<i<i_ap*Z*. Maintenant, si z G on déduit de ce que y 
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et z sont les limites respectives de Resp-mZpy et Resp-mZpz dans DTlg M P , et du 
lemme VI.5.11, 

[ ^ , y ] p i = [*,2/]QP 
I 6 Z 

^D(P*)[^(^),^(2/)]dif. 

Comme [¿¿(2)? ^(î/)]dif = [¿¿"(2),^ (2/)]dif? la formule du (ii) est valable pour tout 
z G D+. Or cette formule définit une forme linéaire continue sur (fian)* = D\ IEI P1 , 

dans lequel D+ est dense (car il l'est dans fi*), car il n'y a qu'un nombre fini de termes 
non nuls étant donné que i~ (y) = 0 sauf pour un nombre fini de i grâce à l'hypothèse 
y G np_alg. On en déduit l'appartenance de y à fian, ce qui démontre le (i). Le (ii) a 
été démontré en passant. 

Passons au (iii). On a [if(z), t^(y)]dïf = 0 si tf(z) = 0 (ce qui est le cas si i < —a) 
ou si t^(y) = 0 (ce qui est le cas si <f>y est à support dans p1~'lZp). On en déduit la 
nullité de [i>i~(z), i~ (2/)]dif — 05 sauf pour un nombre fini de i. La formule se déduit alors 
du (ii), en utilisant l'inclusion de D^lg dans D^IEIP1, l'appartenance de a-i(^pa(T)k)y 
à nP_alg, et les formules 

[ X z , y ) P i = [ z , < 7 _ i ( A ) î / ] p i et [ L i ( X z ) , L Î ( y ) ] d i { = [ t f ( z ) , L r ( a - 1 ( X ) y ) ] d i u 

si À = (fa(T)k (pour la première, cela suit de ce que ipa(T)k agit comme une combi

naison linéaire finie de (J 1)» avec b £ Zp, et de l'équivariance de [ , ]Pi sous l'action 

de U ; pour la seconde, c'est immédiat sur la définition). 

Lemme VI.5.13. — Si z G IIan D Uu~a'lg, et si z G D est un relèvement de z, les 
conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) z G n F " ^ g ? 

(ii) ii(z) G Nda, pour tov>t i e Z. 

(iii) z G iVrt 

Démonstration. — L'équivalence entre (ii) et (iii) est juste la définition de ATtg. L'im
plication (i)=>(ii) suit du lemme VI.5.5 ; montrons la réciproque. Comme z G IIan, 
la fonction x (g • z est analytique sur 1 -fpnZp, si n est assez grand. Il en est 
donc de même de x ^ o~x(Li{z)) modulo Ddii, et comme L%(Z) G iVdif par hypothèse, 
cela implique que ¿¿(2) G ATdifn modulo Ddif- Il en résulte, d'après la prop. VI.4.1, 
que Li(Xk,n ' z) appartient à Ddïi pour tout i, et donc, d'après le lemme VI.5.2, que 
ÀjfcjTl • z G D+. On en déduit l'appartenance de z à np_alg, ce qui permet de conclure. 

Proposition VL5.14. — L'orthogonal de tkN^g dans fian est égal à fian fl fip"alg. 

Démonstration. — Soient z\ G tkN^g et z2 G ^^ fc D+ dont l'image dans II appartient 

à I ï a n n n p ~ a l g . On a alors [zi, z2]pi = [ZI,Z2]QP car z\ et z2 sont les limites respectives 

de Resp-mZpzi et Resp-mZpz2 dans DT[g El P1 . Or z\ G tkN^g par hypothèse, et 

z2 G iVr|g, d'après le lemme VI.5.13, ce qui permet d'utiliser le lemme VI.5.11 pour en 

déduire que [ZUZ2]QP = 0. On en déduit l'inclusion de fian fl fip"alg dans (^Nf)-1. 
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Réciproquement, tkN^g contient tkD+lg et D+lg est dense(65) dans (ÏIai1)*, et donc 

tout élément z2 de (tkN^g)± est tué par tk. Ceci se traduit par le fait que la fonction 

x (o î ) * 2̂ est tuée par ( ^ ) * \ et comme elle est localement analytique, c'est un 

polynôme de degré < k — 1 sur pnZp qui est donc tué par ( ( J ^ ) — l)fc, pour n assez 

grand. On en déduit l'appartenance de z2 à jjU-^s et, plus précisément, l'existence 

d'un relèvement z2 de z2 dans ^ n ^ f c ^ + . Maintenant, si 21 G <£Î0_1(T) ViVtg, on a, 

grâce au lemme V I . 5 . 1 1 , 

0 = [zi,z2]pi = [ZI,Z2]QP 5D{p%)Vi{zi),n{z2)}diî. 

On a ¿¿(¿2) € -Ddlf' si z > n + 1, et comme ii(zi) G tkNd^ c £>Jif, cela implique que 
[¿¿(21), Li(z2)]dif — 0? pour tout i > n + 1. Par ailleurs, il résulte du lemme VI.4.12, 
que si (oi)i<n est une suite d'éléments de tkNda/tkDdïi nulle pour i < i0, il existe 
z\ G tpio~1(T)ktkN£g tel que ¿¿(21) = a* modulo tkD~^i{, pour tout i < n. On en 
déduit que X^GZ ^£>(P*)[ai5 ^ ( ^ 2 ) ] d i f = 0, pour toute famille (ai)i<n comme ci-dessus, 
et donc que ¿¿(¿2) G iVdif pour tout ¿0 < i < n, et donc aussi pour tout z G Z, 
étant donné que ¿0 peut être choisi arbitrairement. Comme ceci implique, d'après le 
lemme V I . 5 . 1 3 , que z2 G np~alg, on en déduit l'inclusion (^N^)1- C np~alg, ce qui 
permet de conclure. 

4- Compléments sur les vecteurs localement analytiques. — On peut adapter les dé
monstrations du (i) de la prop. V I . 5 . 1 2 et du lemme V I . 5 . 1 3 pour obtenir des infor
mations sur IIan dans le cas général. On ne suppose donc pas que D est presque de 
Rham dans ce n°. On définit les objets suivants : 

• Du-&ni (resp. D^-fini), ensemble des z G D tels qu'il existe des entiers n, k G N 
(resp. n, A: G N et a G Z) avec (pn (T)kz G D+ (resp. ipn(T)kz G (pa{T)kD+). 

• Uu-Ûni et n^"fini, images de Du~ûni et D^~ûni par D/D+ -> II; alors nu~ûni 
est aussi l'ensemble des z G II tués par une puissance de ( J p^ ) — 1, pour n ^> 0. 

• Dp~ûn\ ensemble des z G Du~^ni, tués par un polynôme non nul en 7 et 
£)P—fini _ ^P—fini pi £)U—fini 

• np~fini et nf"fini, images de Dp~ûni et 5P"FINI par 5 / 5 + -> II; alors np"fini 
est aussi l'ensemble des 2 G nc/_fini tués par un polynôme en ( 1_tQp J), pour n ^> 0. 

• = Ddif/D^f et, si n G N, yn~ = Aiif,n/-Ddif,n- Alors yn~ est la somme 

directe des t~kDda^n/tl~kDdïi n, pour A: > 1. On pose Y^ = Un^NY^, ce qui fait 

d e F " un S O U S - Z / Q O [[t]]-module dense de Y (isomorphe a (Z/00((t))/Z/00[[t]])^) obtenu 

en décomplétant Y~ à la Sen : Y^ est l'ensemble des éléments de Y~ tués par un 

polynôme en 7. 

• Si z G Du~ûn\ on définit une fonction <\>z : Q* F " par <^(x) = ¿¿"((5 Ç) • z), 

où ¿0 est la composée de l'injection naturelle de D+[y?n1^] dans Dda avec la projection 

(65) Car D+ est dense dans (D^ E Qp)b et donc dans II* (car DnT = 0). 
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sur Y~. Cette fonction est invariante par T, à support compact si z G D^~ûm, et 
l'application z i—• <\>z se factorise à travers nc/-fini. De plus, si z G np_fim, alors 0^ 
est à valeurs dans . 

• On note LPC(Q*, Y^)r l'ensemble des fonctions </> : Q* —• Y^, à support com
pact, invariantes par T (ce qui implique qu'elles sont « localement polynomiales », 
les degrés étant de la forme K — fc, où K est un poids de Hodge-Tate de D et k 
un entier > 1, avec en outre un terme en log#, si les espaces caractéristiques de la 
connexion V sur Y~ ne sont pas des espaces propres (ce qui ne peut se produire que 
si les deux poids de Hodge-Tate de D diffèrent par un entier)). 

On démontre alors les résultats suivants. 

Proposition VL5.15. — (i) nan H n ^ 1 1 1 = np"fini. 
(ii) z *-* </>z induit un isomorphisme nP_fim = LPC(Q*, Y^)r . 

On remarquera que l'action infinitésimale de ( p " ) sur n p fini peut se lire sur 

l'action de la connexion V sur Y^. 

VI.6. Détermination des vecteurs localement algébriques. — L'ingrédient 
principal pour l'étude des vecteurs localement algébriques est la prop. VI.6.11 selon 
laquelle les modules M]0'7^ et Mp°l^ introduits au § VI.4 sont échangés par w. 
Compte-tenu de ce que l'on a déjà démontré sur ces modules (prop. VI.4.9), cela 
permet d'en déduire que nalg = 0 si D n'est pas de Rham (th. VI.6.13). Dans le cas 
de Rham, cela fournit (prop. VI.6.15) des sous-espaces de Drig IEIP1 à partir desquels 
on peut exhiber des vecteurs localement algébriques non nuls (lemme VI.6.19). La 
démonstration de la prop. VI.6.11 est un peu acrobatique; elle utilise : 

• la loi de réciprocité de la prop. VI.3.4 qui permet de montrer (lemme VI.6.7) que 
% = M]e0,ra] H %[g et ^ _ e = M]°lrea] H %g sont les orthogonaux l'un de l'autre pour 
l'accouplement [ , ]iw modulo 

• l'antisymétrie de l'accouplement [ , ]iw (cor. VI.6.2) dont la source est la formule 
de réciprocité explicite du th. 1.5.5 généralisant celle de Perrin-Riou, et dont on déduit 
(th. VI.6.8) que ^e et ^p_e sont échangés par w, 

• les liens entre tous les T-modules ci-dessus (cor. V.1.13, prop. V.1.18, 
lemme VI.6.6, cor. VI.6.9, lemme VI.6.10). 

1. L'accouplement antisymétrique [ , ]iw. — On note Azj l'accouplement 
^ ( r ) - b i l i n é a i r e (D El Z * ) x (£> El Z * ) - > (A2D) El Z J obtenu par convolution 
multiplicative à partir de A : D x D —> A2D (cf. prop. 1.4.6). On note aussi 6 le 
caractère J^1, de telle sorte que WD • D 13 Z * —• D El Z * est aussi égal à ms o w*, 
où w : Z * —> Z * est le difféomorphisme x i—> x'1. Enfin, on rappelle que l'on dispose 
d'un accouplement ( , )ïw : (D El Z * ) x (D El Z*) -> S(T) induisant une dualité 
parfaite entre ^ et ^ (cf. prop. 1.5.3 et th. 1.5.5). 

Lemme VI.6.1. — (i) Si x,y G D, alors (ms(x) 0 S,y)z* = ms(x Az* y) 0 S. 

(ii) w*(wD(z) ®S)= (S(-l)mô(z)) 0 S. 
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(iii) d({ws(x)®6,y)iw) = -(ô(-l)mô(x AZ; y)) <S>S-

Démonstration. — Le (i) est une conséquence immédiate du lemme 1.4.9. Le (ii) suit 
du cor. 1.4.8, dont on déduit la formule 

w*(wD(z) <g>6) = (S(-l)mÔ2 o w*(ms o w+(z))) 0 S. 

Or w* o ms = m<5-i o w* (conséquence imédiate du (ii) de la prop. 1.4.3), et donc 

m¿2 o w* o ms o w* = (m ¿2 o mô~i) o {w* o w*) = m$. 

On en déduit le (ii). Le (iii) suit des (i) et (ii), et du th. 1.5.5, par le calcul suivant : 

-d((wô{x)®ô,y)iw) = (w*{wô-i{x)®ô),y)z; 

= (6(-l)ms(x), y)z* = (ô(-l) m6(x AZ; y)) 0 S. 

Corollaire VI.6.2. — L'accouplement (x,y) t—• [x,y]iw = (WD(X) 0 <5,2/)iw est 
6?g(T)-bilinéaire et antisymétrique sur DMZ*. 

Démonstration. — La bilinéarité de [ , ]iw suit de ce que : 
• Azj est ^ ( r ) - b i l i n é a i r e , 
• 2 H ms(z) 0 S est ^ ( r ) - l i n é a i r e (utiliser le (i) du lemme 1.5.3 et le (iii) de la 

prop. 1.4.3 (pour / = (g Ç) et a = S)). 
• d : 6g El Z* -> ffgj^f IEI Z* est un isomorphisme ^ ( r ) - l i n é a i r e , 

• d([x,y]iw) = —(ô(—l)ms(x Azj y)) 0 d'après le lemme VI.6.1. 
L'antisymétrie de [ , ]iw étant une conséquence de celle de Az j , cela permet de 

conclure. 

Remarque VL6.3. — x I—• WD{X) 0 ô induit un isomorphisme de fé7 sur ^ (cf. dé
monstration de la prop. V.2.1 et lemme V.2.2) et on a Drig El Z* = âê(T) 0A(r) ^ 
et Drig IEI Z* = âê(T) 0A(r) ^ (ProP- V.l. 13), ce qui permet d'étendre la forme bili-
néaire [ , ]iw sur C D El Z* en une forme bilinéaire antisymétrique sur Drig IEI Z* 
(à valeurs dans âë(T)). 

2. Action de WD sur DTlg El Z* et ses sous-modules. — Soient %ig = (1 — ^Df^1 

et ^r'ig = (1 — Ô£>(p)~1(p)Df[~ÔD^ de telle sorte que x I—• a; 0 à^1 induise un 

isomorphisme = %-lg = (1 - ^ D ^ " 1 . 

Lemme VI.6.4. — (i) % g et ^r'ig sont des ^^(T)-modules libres de rang 2. 

(h) wD(%ig) = V;IG et wD(V;ÏG) = %IG. 

Démonstration. — Le (i) résulte de la prop. V.l. 18 (utilisée pour D e t D 0 ^ 1 ) . L e (ii) 
s'en déduit en utilisant la prop. V.l. 18 et le fait que w& induit un isomorphisme de fé7 
sur (prop. V.2.1), qui est ££)-antilinéaire (où ip : ^ + ( r ) —> &+(T) est l'involution 
habituelle : LD{&O) — ^ ( û ) c r a - i ) . 
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Remarque VL6.5. — (i) Comme %ig = &+(T) <8>A et %ig = &+(T) <g>A on peut 
étendre l'accouplement ( , )iw de la prop. 1.5.3 par linéarité en un accouplement de 
^rig x ^ . i g dans ^ + ( r ) . Cet accouplement est antilinéaire en la première variable et 
linéaire en la seconde et parfait d'après les (iii) et (iv) de la prop. 1.5.3. De plus, la 
formule 

-Tnirtn) 

r){ln)ln ~ 
-y) 

de la prop. 1.5.4 reste valable (par continuité). 
(ii) Traduit en termes de l'accouplement, [ , ]iw de la rem. VI.6.3, on obtient que 

[, ]iw est un accouplement, à valeurs dans <^+(r), bilinéaire, antisymétrique et parfait 
sur ^ r i g . De plus, si rj : T —» û£ est un caractère continu, et si n > 1, on a 

7] [X,y]iw = \WD(x), 
minhn - 1 

-Tn(7n) 
-y\-

Soit <*?p_e C %ie l'image de {tkNTig)^=1 par l-<p, et soit % l'image de ( ^ - Î J J V ^ 1 
par Vfe. On a ^ e C % g grâce à la prop. VI.4.2. 

De même, soit C %xg l'image de ( ^ A ^ g ) ^ 1 ^ " 1 par (1 - < S D ( p ) " V ) , et 

soit ^ l'image par Vfc de (l-ôD(p)- 1(f)N^g=ÔD{prl. On a <*fe' C ^ comme ci-dessus. 

Lemme VL6.6. — (i) Les (T)-modules % g / ^ e e£ ^ e / V ^ ^ r i g sora£ isomorphes à 

;ii) Les &+(T)-modules ^r'iff/^e' ^ ^/^k^L sont isomorphes à &+(T)/Vk. 

Démonstration. — D'après la prop. VI.4.15, le ^ + ( r ) - m o d u l e iV̂ j 1 /Df{ 1 est iso
morphe à X~ l E Q p . Comme a;i-»Vfc(l — induit un isomorphisme de /Dfig~l 
sur ^e/Vfc^rig, et comme X " Kl Q p = ^+(r)/Vfc d'après le lemme VI.4.6, on a 
^e /V / c^r ig = ^+(r)/Vfc- On conclut la démonstration du (i) en utilisant le fait que 
K i g / V f c ^ - i g = (^+(r)/Vfc)2, puisque %ig est un ^ + ( r ) - m o d u l e libre de rang 2. 

Le (ii) se déduit du (i) appliqué à D = D ® S^1. 

Lemme VI.6.7. — (i) Si zf G fédg; les conditions suivantes sont équivalentes : 
(a) [z1, z ] iw G Vfc^+(r), pour tout z G % ; 
(b) u ,^* ' ) e %_e. 

(ii) L'image dans &+(T) de wD(^_e) x <*fe par [ , ]Iw es* Vk&+(T). 

Démonstration. — On a [^',^]iw £ Vfc«^+(r), si et seulement si, pour tout n ^> 0, 
tout i G {0 , . . . , k - 1} et tout a G T, on a *]iw = 0. Or / ^ ^ x* *]iw 
est égal à x (c r ) -2 L ^ G • [z'jjzliw, et comme G • [z',z]iw = [,2/,crz]iw, on voit que 

n 
[z',2:]iw G Vfc^+(r), si et seulement si Jr [^'j^liw — 0, pour tout n ^> 0, tout 
i G {0 , . . . , k — 1} et tout cr G T. Or d'après la rem. VI.6.5, 

X1 [Z',GZ]îw = [wD(z'), 
X(7n)_i7n ~ 1 

-Tnjln) 
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Maintenant, comme a • z G ^ il existe y G N^[g 1 tel que az = Vfc(<£ — 1)?/. De 

même, il existe y' G D^~ÔD^ tel que WD(Z') = (1 — 5 D ( p ) ~ V ) 2 / ' - Par ailleurs, 

l'appartenance de x(7 - 1 à ^ + ( r ) , implique que 

Tn(7n) 

X(7n)~'7n ~ 1 
0-2 = (v? - l)yn,i, avec ynii 

- T n ( 7 n ) Vfc 

X(7n)-i7n - 1 

On est donc sous les conditions d'application de la prop. VI.3.4 ; on en déduit que 

\wD(z ) , -
-rn(7n) 

X(7n)-*7n - 1 J = (cr-l(Ln(y) ®SD1),Ln(yn,i))dif = SD(p)n[in(y), tn(yn,i)]dif' 

Or z H in(yn,i) induit une surjection de ^e sur Ln (g) ( ^ ^ p d R / ^ p d R ) d'après la 
prop. VI.4.15 et in(y') £ ^dîf n- On en déduit que z1 vérifie la condition (a) si et 
seulement si tn{y') appartient à l'orthogonal de ATdifn dans Aiif,n5 pour tout n ^> 0. 
Comme cet orthogonal est tkNda^n (cf. lemme VI.4.16), cette condition équivaut à 
y' e (tkNrig)^=ÔD^~\ et donc aussi à wD(z') = (1 - M p ) ~ W G ^ _ e . Ceci 
démontre le (i). 

L'inclusion de l'image de wni^p-e) x ^e dans Vfc^+(r) suit du (i). Maintenant 
[ , ]iw est un accouplement parfait de ^rig x ^rig dans &+(Y). Comme ^ r i g / ^ e 

est isomorphe à ^+(r)/Vfc, et comme &+(T) est de Bézout, on peut trouver une 
base e\,e2 de telle que e\,Vke2 soit une base de ^e sur ^ + ( r ) , et comme 
[ , ]iw est parfait, on peut trouver / G ^rig tel que [/, e2)\w = 1- On a alors 
^D(Vfc/) G et donc Vfc/ G ^ D O ^ - J (cela suit de la prop. VI.4.2 et de ce que 
W£>°Vfc = (—l)fc VfcOu>£> d'après le lemme VI.4.3), et [V^/, e2]iw = (par linéarité). 
On en déduit l'inclusion inverse, ce qui permet de conclure. 

Théorème VI.6.8. — (i) On a wD{^Q) = %_e et wD(%-*) = 
(ii) On a wD(^) = ^p_e et wD{%_e) = tfe. 

Démonstration. — Comme ^ - i g / ^ e — <^+(r)/Vfc, la théorie des diviseurs élémentaires 
montre qu'il existe une base ei,e2 de % g sur âë+(T) telle que Vkei,e2 soit une 
base de ^e sur âë+(T). L'accouplement [ , ]iw étant parfait et antisymétrique, on a 
[ e i , e i ] i w = 0, [e2,e2]iw = 0 et [ei,e2]iw est une unité de ^ + ( r ) . Ceci implique que 
les conditions suivantes sont équivalentes : 

• z' G wD(%), 
• WD{Z') appartient au sous-<^+ ( r ) - m o d u l e de ^rig engendré par e\ et e2, 
• [WD(Z'),Z]ÏW G Vfc^+(r), pour tout ze%. 
Comme cette dernière condition équivaut à WD(VÛD{Z')) = z' G ^p_e d'après le 

lemme VI.6.7, on en déduit la première des égalités à démontrer. Les autres s'en 
déduisent en utilisant le fait que WD est une involution et en échangeant les rôles 
de D et î) = D^Sp1. 

Corollaire VI.6.9. — (i) Les &+(T)-modules %ig/%>-e et %>-e/^k%ig sont iso
morphes à ^+(r ) /Vfc . 

(ii) Les &+(T)-modules et %-JVi&lïz sont isomorphes à âg+(T)/Vk. 
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Démonstration. — C'est, compte-tenu du th. VI.6.8, une conséquence du lemme VI.6.6. 

Lemme VL6.10. — Soit a > m(D). 

(i) On a M]p°f:] = ^ ] o . r . ] ( r ) ^ + ( r ) %_e et MJ°^j - ^ J ( r ) ^ + ( r ) ^ _ e . 

(ii) On a M]0'ra] = <?]°'r«](r) ®^+(r) ^e c* M]°'ra] = <f]°^l(r) ®^+(r) 

Démonstration. — Un élément z de (tkNr{g)^=1 vérifie (p~n(z) G tkNd[f,n (c'est vrai 
pour tout 2 G tkNT-îg), si n est assez grand, et son invariance par -0, qui se traduit 
par la relation ^ " " ( z ) = ±TrFri/Fn_1(p-n(z), implique <p~n{z) G tfei\Tdif,n, pour 

tout n > m0(D) . On en déduit %_e C M]°lrea], et ^ ° ^ ] ( r ) <8>^+(r) ^ - e C M]°lrea] ; 
l'inclusion inverse suit des lemmes VI.4.8 et VI.6.6. L'argument étant le même 
pour ^ _ e , cela démontre le (i). Le (ii) se démontrant de même, en remplaçant les 
lemmes VI.4.8 et VI.6.6 par les cor. VI.4.10 et VI.6.9, cela permet de conclure. 

Proposition VL6.11. - wD(M]°_fe"]) = Ml°'r°] et wD(MÏ°'r']) = M]X]-

Démonstration. — Cela découle de la combinaison du th. VI.6.8 et du lemme VI.6.10, 
en utilisant, comme d'habitude, l'antilinéarité de l'action de T. 

S. Une condition nécessaire pour la non nullité de IIalg. — Soit r = rm(£>), et soit 

Me = (Z)J°'r] IEI Z*) + (UnGisrAfc ̂ ^e)> où la réunion est croissante puisque \ k l n di

vise À f c > n + i î et tous les termes (et donc Me aussi) sont inclus dans DTlg El Z* qui 

est un ^ ( r ) - m o d u l e . Comme % est l'image de (iy]°,r])^=1 par x i—> Vfc(Reszj#), et 

comme \k,n divise Vk, le module U n e N ^ ^ e est inclus dans N^0^. On en déduit, 

si a: G U n £ N A ^ ^ e > l'appartenance de ii(x) à iVdif Elp~2Z*, pour tout i > m(D) + 1. 

L'image ij(x) de ti(x) modulo D^ï{ i appartient donc à X~ Elp~*Z*. De plus, si 

x G A ^ ^ e , alors t~(x) = 0 si i > n + 1 car i~[(x) est tué par Afc>n, et \k,n est injectif 

sur X~ E3p-iZ*, si i > n H-1 (lemme VI.4.5). Ceci nous fournit une application 

t : Me -> 0 i > m ( D ) + i ( ^ Hp *ZJ) «vect (x) = (ii(x))i>m(D)+1, 

dont le noyau est D^ IEI Z*. 

Le/urne F/.6.72. — (i) r : M e / ( r > ] 0 ' r J El ZJ) e i > m ( D ) + i ( ^ " ^ P _ i Z p es* un iso
morphisme. 

(ii) Si z £ Dp-^y alors ResZ;2 G Me. 

(iii) Si nalg ^ 0, a/ors ResZ; induit une surjection de Iïalg sur Afe/(Z?I0'r] El Z*). 

Démonstration. — (i) Il suffit de prouver la surjectivité de r . Soit donc C ^ ) i > m ( D ) + i 

appartenant à © i > m ( L > ) + 1 ( ^ ~ Elp_iZ*). Il existe n tel que 2» = 0, pour tout i > n. 

Soit z = Yd=m{D)+i Zi e X~. Comme A ^ V * est inversible sur X~ (lemme VI.4.5), 

il existe x G X~ tel que A ^ V ^ x = z. Par ailleurs, d'après la prop. VI.4.15, il existe 

x G ( J V ] ° ' r l ) ^ = 1 , tel que L~(X) = x. Soit x' = A^Vfcx et soit x = ResZ;xf. Par 

construction, on a \k,nxf G VfciV^1, ce qui fait que x G X^n%. De plus, on a 
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ii(x) = Resp-iZ*(ii(xf)) = Resp-iZ*(¿rn(^/)) pour tout m > i (la première égalité 
vient de ce que x = Resz*x', et la seconde de ce que x' est fixe par V? et donc 
ii{x') = Resp-iZp(im(xf))). On en déduit que 

h (x) = R e s p - I Z J ^ (x )) = Resp-iZ;(XknVkLn{x)) 

= Resp-iZ*(z) = 
I Zi si m(D) + 1 < i < n, 

[0 s i i > r a + l . 

Ceci prouve la surjectivité de t et termine la démonstration du (i). 

(ii) Si z G (£>rig El Q p ) p ~ a l g , il existe n G N tel que (pn(T)kz G 5 + et Afc,nz G 2 5 + . 

Alors ResZp(z) G ̂ ^ y ^ et Resz;(z) = (1 - ^)z G - ^ ( D ^ El ZJ), et donc 

^(Resz;(z)) G t-fcD+f Elp-^Z;. Or Afc,n est injective sur (t-feD+f/iVdif) K p-»z ; , 

pour tout i (les poids de Hodge-Tate de t~kD^if/Nd[f sont < 0), et sur X~ Elp-*Z*, 

si i > n 4- 1 (lemme VI.4.5). On en déduit que ^(Resz* (z)) G iVdif Elp~*Z*, pour 

tout z, et £~(z) = 0, si i > n + 1. L'appartenance de Resz*z à Me suit alors du (i). 

(iii) Grâce au (i), il suffit de prouver que i~ oResz* induit une surjection de IIalg sur 

® 2 > m ( D ) + i ( ^ ~ ^P~lZp). Or on a £;(Resz*2) = R e s P - Z Z * ( ( P 0 * \) - z). On en déduit, 

en regardant modulo D^ïîv la relation 6~(Resz*2) = R e s P - Z Z * ( c j ) z { p ~ 1 ) ) . Le résultat 

suit de ce que l'image de z »-» cf)z contient L P c ( Q * , X ^ ) r d'après le cor. VI.5.9. 

Théorème VI.6.13. — Si D n'est pas de Rham, alors IIalg = 0. 

Démonstration. — Si IIalg ^ 0, alors D est presque de Rham à poids de Hodge-
Tate distincts (prop. VI.5.1), et on peut, quitte à tordre par un caractère algébrique, 
supposer que les poids de Hodge-Tate sont 0 et k > 1. 

Soit alors (Aig El p!)alg l'image inverse de nalg dans Drig IEI P 1 . Il résulte du (ii) 
du lemme VI.6.12 que l'image Y de (i}rig IEI P 1 ) 3 ^ par Resz* est incluse dans Me. 

Notons, comme pour la prop. VI.4.9, M]0'r^ et Mp°^ respectivement, les modules 

Vfc • (ATlM S Z p et t * W l M El Z*. On a : 

• Vfc(Y) C M]°'r] car F C Me C El ZJJ, 

• (y) C Mj^1, car Y est stable par WD puisque (DTigEIP1)3,18 est stable par w, 

et que V(Me°'r]) = ÀfJ^1, d'après la prop. VI.6.11. 

On en déduit, grâce à la prop. VI.4.9, que Y C D^0^ El Z* (ce qui implique 
que i~{Y) = 0), si D n'est pas de Rham. On conclut à la nullité de nalg en utilisant 
le (iii) du lemme VI.6.12. 

4- Dévissage du module Drig IEIP1. — On suppose dorénavant que D est de Rham à 

poids de Hodge-Tate 0 et k > 1. On a alors DpdR = A I R -

Lemme VL6.14. — % = %-e et % = %_e. 
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Démonstration. — On a ^ C ^ p - e (cela suit du (i) de la prop. VI.4.2), et comme 
férig/^e et ^ r i g / ^ p - e sont tous deux isomorphes à ^ + ( r ) / V f c , la surjection naturelle 
de ^ r i g / ^ e et ^ r i g / ^ p - e est un isomorphisme, ce qui permet de prouver la première 
égalité. La seconde se démontrant de la même manière, cela permet de conclure. 

Proposition VL6.15. — (i) tkN^r^ MZ;= M]p°lrea], pour a > m(D), et tkNrig M Z* 
sont stables par WD-

(ii) tkN^r^ M P 1 est stable par GL2(ZP), pour tout a > m(D). 
(iii) tkNrig El P 1 est stable par G. 

Démonstration. — Le (i) suit de la prop. VI.6.11 et du (ii) de la prop. VI.4.9. 
Le (ii) suit, grâce au lemme II.1.10, de ce que ^(**N]0'ra]) = tkN^^a^\ et 

y(tkN^r«-à) C tkN^r«\ si a > m(D) - 1. 
Le (iii) est une conséquence du (i) et de ce que tkNT-lg est stable par cp et ip, ce qui 

permet d'utiliser la prop. II. 1.9. 

Lemme VL6.16. — (i) Si a > m(D), Vopérateur Vfc induit un isomorphisme de 
^°^(T)-modules de N^r^ K ZJJ sur tkN^r^ El Z*. 

(ii) L'opérateur induit un isomorphisme de &(T)-modules de NTig Z* sur 

(tkNrig)Mz;. 

Démonstration. — Le (i) est une réécriture du (ii) de la prop. VI.4.9. Le (ii) s'en 
déduisant par limite inductive, cela permet de conclure. 

Le lemme VI.6.16 permet de prolonger l'opérateur wp à ATrig El Z*, grâce à la 
formule WD(X) = (—l)kV^1(wD(^k • x)), ce qui a un sens car (tkNrig) El Z* est 
stable par wp d'après la prop. VI.6.15, et est bien un prolongement de WD puisque 
WD o Vfc = (—l)kVk ° WD sur Drig El Z* d'après le lemme VI.4.3. Par ailleurs, il 
résulte du (iii) du lemme VI.4.16 que A r̂ig IEI P 1 est le dual de tkNrig El P 1 , et comme 
tkNr-lg El P 1 est muni d'une action de G ((iii) de la prop. VI.6.15), cela munit, par 
dualité, ATrig El P 1 d'une action de G. Cette action est décrite par les formules du 
squelette d'action à partir de l'action sur iVrig El Z*. Or w agit T-antilinéairement ; on 
en déduit que son action sur NT-lg El Z* est précisément celle que l'on vient de définir. 
En résumé, on a le résultat suivant. 

Lemme VI.6.17. — L'action de G sur A^^gElP1 qui se déduit, par dualité, de l'action 
de G sur tkNT[g EIP1 est celle que l'on obtient, via les formules du squelette d'action, 
en utilisant l'action de WD ci-dessus. 

5. Existence de vecteurs localement algébriques. — Dans tout ce qui suit, Vfc désigne 
indifféremment l'élément de ^ + ( r ) , où celui de @{(z0* ?)) qui lui correspond via 
l'isomorphisme aa i—• (g ?)• L'action de sur (z\,z2) G DTlg EI P 1 est donc donnée 
par la formule 

V* • (zuz2) = (Vfc • zi , ( - l f V f c • z2). 
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Théorème VL6.18. — Si D est de Rham, à poids de Hodge-Tate distincts, alors 
n(D)alg ^ 0. 

Démonstration. — Quitte à tordre par une puissance du caractère cyclotomique, on 
peut supposer que les poids de Hodge-Tate sont 0 et k. Par ailleurs, si on note n 
la représentation II(D), la non vacuité de nalg équivaut à celle de nalg, puisque 
z i—> z SD est un isomorphisme de n sur II qui préserve les vecteurs localement 
algébriques étant donné que SD est un caractère localement algébrique. Le théorème 
est donc une conséquence du lemme V I . 6 . 1 9 ci-dessous. 

Si a > m(D), soit Wa = (f[an)* H (tkN^r^ IEI P1). 

Lemme VI.6.19. — Si a> m(D), alors : 
(i) Wa est fermé et strictement inclus dans (nan)*. 
(ii) Wa contient Vit • (f[an)*. 
(iii) L'orthogonal W^ C nan de Wa est inclus dans nalg et n'est pas réduit à 0. 

Démonstration. — Wa est l'ensemble des (zuz2) G (fian)* c D^0^ EIP1 vérifiant 

Ln(zi) G tfcArdifn pour tout n > a, si iî = 1 ou 2. C'est donc un fermé en tant 
qu'intersection de fermés (les applications tn sont continues ainsi z \—• Zi). Il n'est pas 
égal à (flan)* car z »-> z\ = ResZp£ induit une surjection de de f[* C (f[an)* sur D^, 
tn induit une surjection de sur D~[~if n et tfcATdif?n est strictement inclus dans £>dif n. 

(ii) Vfc envoie D^i{ n dans tkN^^n (cf. prop. VI.4.2) et commute (au signe près) 
avec ( i o)- On déduit de la première propriété que V^z G tkN^0,Ta\ si z G D^°'ra\ 
et de la seconde, via le (ii) de la prop. VI.6.15, que si z G D^'r<^ El P 1 , alors 
ResZp(w(ykz)) = (-l)fcVfc(ResZp(w • z) G tkN^ral Ceci implique que l'on a l'inclu
sion Vfc(£>]0'ra] El P1) C tkN^r^ M P1 . Par ailleurs, Vfc G @(Km) pour tout m G N 
puisque Vfc est la limite, quand x tend vers 1, de l'opérateur n t o " ( ^ ï ( ( o î ) — x*))> 
et donc V f c ( ( n a n ) * ) c (lïan)*. Comme (ÏIan)* C £>]0'r*] IEI P1 (rem. V.2.21), on a 
Vfc • (nan)* C (lïan)* H (tkN^r^ El P1) = Wa, ce qui démontre le (ii). 

(iii) W£- n'est pas réduit à 0 car Wa est un fermé strict de (IIan)*. De plus, il est 
stable par GL2(ZP) puisque Wa l'est (prop. VI.6.15 (ii)). Enfin, comme Wa contient 
Vfc(ïïai1)*, cela implique que tout élément de W^ est tué par Maintenant, si 
on note ^ ^ ( x ) , pour fi G (nan)*, et z e nan, la fonction x i—• (//, î ) ^ ) , on 

a <t>n,vkz{?) = (1 + x)k(£)k(f)^z(x) (on a V = lima_>i ^ - ( ( g ?) - l ) , et comme 
lima_>i ^z j ( / ( a ( l + x)) — / (1 -h x)) = (1 + + x), on en déduit la formule 

par une récurrence immédiate sur k). On en déduit que si z G W^~, alors (/>M,z(a;) 
est tuée par ( ^ ) , et comme elle est localement analytique, cela implique qu'elle 
est localement polynomiale. Ceci permet d'utiliser la prop. VI.2.3 pour conclure que 
Wa est constitué de vecteurs localement algébriques, et donc inclus dans n a i g . Ceci 
termine la démonstration du (iii) et donc du lemme. 
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6. Description des vecteurs localement algébriques. — On note IIalg l'image inverse 
de LPC(Q*, X^)r dans IIalg par z i-> c/>z. On a donc une suite exacte (cf. lemme VI.2.7) 

o -+ nalg -+ nalg -+ J(nalg) 0, 

où le module de Jacquet J(nalg) de IIalg est de la forme Symfc_1 <g> J0(nalg), et 
J0(nalg) = {z G J(IIalg), Vz = 0} est un L[J3]-module de dimension 0, 1 ou 2 
sur L. 

Remarque VI.6.20. — Si on note ÏI^lg le sous-5-module de IIalg engendré par les 
( (o ï ) ~ ! ) * avec b e Qp et v e nalg, alors II^lg contient IIalg et l'application 
naturelle J0(IIalg) nalg/n^lg qui s'en déduit est un isomorphisme. 

On a tkN^ C Z?t et comme Z)t est un sous-module de (fïan)* (lemme V.2.17), 

le L[£]-module tkN^g est inclus dans (flan)*. On note tkN*ig El P1 l'adhérence <66) 

dans (f[an)* du L [G]-module engendré par tkN^g. 

Proposition VI.6.21. — tkN^ig M P1 est Vorthogonal de ÏIalg. 

Démonstration. — D'après la prop. VI.5.14, tkN^g est orthogonal à nalg (et même 
à np"alg) ; on en déduit l'inclusion tkN*ig IEI P1 C (fi*1*)-1-. 

Montrons l'inclusion dans l'autre sens. On a (^N^)1- = np_alg (prop. VI.5.14), 
donc (tkN*ig H P1)-1 C np"alg, et comme np"alg est tué par Vfc, il en est de même 
de (tkN*ig HP1)-1. Comme d'autre part, ( t ^ ^ P 1 ) 1 est stable par G, il est inclus 
dans ÏIalg d'après la démonstration du lemme VI.6.19 (une stabilité par un sous-groupe 
ouvert compact de G suffirait). Enfin, comme tkN^lg El P1 est fermé par construction, 
il est égal à son biorthogonal d'après le théorème de Hahn-Banach (cf. (ii) de la 
rem. 1.1.5) ; il contient donc l'orthogonal de f[alg d'après ce qui précède, ce qui permet 
de conclure. 

On a tkN*ig ^ P 1 c tkNrig KP1 (cela suit de son orthogonalité à IIalg = nf"alg, et 
de la formule du (ii) de la prop. VI.5.12) ; on peut donc considérer son orthogonal (6?) 
dans 7Vrig El P1 , que l'on note JVA El P1 , et on a 

nalg = ((£>rig El P1) H (7Vr*ig El P 1 ) ) / ^ El P1 . 

En effet, si v G DTXg El P1 , les conditions suivantes sont équivalentes : 
(ï)veN\g®P\ 

(ii) v est orthogonal à tkN*{ H P 1 , 

<66) Il est probable que t ^ ^ H P 1 = tkN+^+w(tkNÌ) de la meme manière que (nan)* = MgEP1 

est égal à £>tg + w • £>tg. 

<67) Il est probable que 7Vrig B P1 = Art + w • AT+ 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010 



454 P. COLMEZ 

(iii) l'image de v dans IIan est orthogonale à tkN^-lg El P1, 
(iv) l'image de v dans IPn appartient à IIalg. 

(On a (i)^(ii) par définition de J V ^ B P 1 ; (ii)^(iii) car nan = D^MP1 / D^MP1 
et D^MP1 est orthogonal à ^ H P 1 (et même à D \ g K P 1 ) ; enfin (iii)^(iv) suit 

de la prop. VI.6.21 par dualité.) 

Théorème VI.6.22. — Le sous-module 

((tkNTig El P1) H (JVjig El P1))/((tfciVrig IEI P1) H (D*rig m P1)) 

de nan est égal à IIalg 

Démonstration. — Nous allons avoir besoin d'un peu de préparation 

Lemme VI.6.23. — Drig E3 P1 est dense dans Nrig El P 1 . 

Démonstration. — Cela suit de ce que tkâê est dense dans âê. En effet, si x G et 
si xn = (y,n(r))ff? alors xn G t2% et xn —• x puisque tend vers 1 dans 

Si x G JVrigBP1, on a Vfc - x G ̂ JVrigKIP1 (cela suit du (i) de la prop. V I . 4 . 2 ) . Ceci 
permet, grâce au lemme V I . 4 . 1 6 , de définir [Vfc • x, y] et [x, Vfc • y], si x, y G iVrig El P1. 

Lemme VI.6.24. — On a [Vfc • x, y] = (—l)fc[x, Vfc • y] pour tous x, y G 7Vrig El P1. 

Démonstration. — Si x,y e Drig El P1 , on a 

[Va;, 2/] = { Vx (g> S^1, j/} = { V(x (g) O + (/c - l)x 0 , y} 

= {x <8> ((k - 1) - V M = [x, ((fe - 1) - W)y}. 

Comme Vfc = n f c o ( ^ ~ ~ 0 > on en déduit la formule pour x , y G A-igEIP1. Le résultat 
s'en déduit grâce à la densité de DTlg EIP1 dans ATrig EIP1, et à la continuité de toutes 
les applications en présence. 

Lemme VI.6.25. — (i) Vfc • {D\g El P1) c tkN\g El P1 

(ii) V r l i V j ^ P ^ c D ^ P 1 . 

Démonstration. — Comme (L>Jig El P 1 ) / ^ * ^ B P1) = (ïïalg)*, le (i) suit de ce 

que ïïalg est tué par Vfc et donc son dual aussi. 

Maintenant, si x G i V ^ S P 1 et y e £>5igBP\ on a [Vk-x,y] = (-l)fc[x, Vfc-y] = 0, 

puisque Vfc • y G tkN*{ K P1 d'après le (i), et que tkN*ig K P1 est, par définition, 

orthogonal à iV^EIP1. Il s'ensuit que Vfc -x, qui appartient à ^AT^gEIP1 C A-igEIP1, 

est orthogonal à £>Jj S P 1 , et donc appartient à J D ^ E I P 1 (rem. V .2 .21) . Ceci permet 

de conclure. 
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Lemme VI.6.26. — Si n G N, et si u+ = (* p" ) et un = ( A J ), a/ors 

. ( A T r i g ^ P 1 ) c ^ iVpigKIP1. 

Démonstration. — On a 7Vrig El P 1 = (7Vrig El Zp) 0 w(7Vrig E lpZp) . 

Notons A + (resp. A ~ ) l'opérateur (*°+ U^[)k (resp. ( ^ - ^ )fc)- Alors A + agit par 

multiplication par ^"^fc sur iVrig et donc envoie iVrig dans t*NT-lg ainsi que iVrig M Zp 

dans tkNT[g El Zp. Comme tkNTig El P 1 est stable par @(Kn), et donc par A ~ , on 
obtient l'inclusion A " A + • (Nrig K Zp) c tkNTig El P 1 . 

Par ailleurs, laisse stable w(pZp) donc A + -w(NTig ElpZp) C w(Nr-lg ElpZp), et 
comme A~w = wA+, on obtient 

A~w • (iVrig B pZp) = wA+ • (NTig MpZp) c w(tkNrig El Zp) c tkNTig El P 1 , 

puisque tkNT[g El P 1 est stable par w. Ceci permet de conclure. 

Lemme VI.6.27. — (i) (tkNrig El P 1 ) n ( ^ i g El P 1 ) es* dense dans D\g El P 1 . 

(ii) (**Wrig K P 1 ) H (iV^ El P 1 ) est dense dans N^[g El P 1 . 

Démonstration. — Si z G D\lg El P 1 , alors z est la limite de la suite de terme général 

( ^-U-i )k ( ̂  + _î ) * ' z dont t°us les termes appartiennent à tkNT-lg El P 1 d'après le 

lemme VI.6.26, et à D^ig El P 1 qui est stable par S>(Kn). Ceci démontre le (i), et la 
démonstration du (ii) étant identique, cela permet de conclure. 

Revenons à la démonstration du th. VI.6.22. Soit 

Y = ((tkNTig K P 1 ) H (iVr\g El P1))/((tfc7Vrig El P 1 ) n ( M El P 1 ) ) . 

Alors Y est tué par Vk puisque N*ig E I P 1 / ^ ^ P 1 l'est (lemme VI.6.25). Comme Y 
est stable par G, cela implique (démonstration du (iii) du lemme VI.6.19) que Y est 
une représentation localement algébrique de G, et donc que Y C IIalg. Par ailleurs, 
(^7VrigKP1)n(iV1?ig^P1) est dense dans N^MP1 (lemme VI.6.27) ; on en déduit que 

Y contient des éléments qui ne sont pas tués par n t i * ^ ~~ = V-1 et donc que 
Y contient Ilalg, puisque Y est stable par B. Pour conclure, il suffit donc de prouver 
que Y —> J(IIalg) est surjective, ce qui suit de la démonstration du (ii) du th. VI.6.30 
ci-dessous . (En fait, comme Y est stable par G, et comme IIalg est irréductible sauf 
dans le cas spécial, on peut, en général, conclure directement que Y = IIalg.) 

7. Le module de Jacquet de IIalg. — D'après [4], si V = V(D), le L-espace vectoriel 

iV^g est égal à Dcris(V), où V est vue comme représentation de ^qp(m ). On note 

£*crab la limite inductive des N^[g. Le résultat suivant est alors immédiat. 

Proposition VI.6.28. — (i) dimDcrab = 2 si et seulement si V devient cristalline sur 
une extension abélienne de Qp. 
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(ii) d i m j D c r a b = 1 si V est tordue d'une représentation semi-stable par un caractère 
localement algébrique de Q*. 

(iii) dim Arab = 0 dans tous les autres cas. 

Le L-espace vectoriel Arab est stable par (p et T; on peut donc le munir d'une 

action de en faisant agir (g par &D(à)ip%au, où i = vp(d~1a) et u = p~%d~la. 

Par ailleurs, on a D C r a b C Afr~t"g, ce qui permet d'attacher à tout élément de D C r a b une 

fonction (f)z : Q* —• LP(Q*, X ^ ) r par la formule habituelle, à savoir, <j>z{x) — (g J) -z 

modulo î djf. 

Lemme VI.6.29. — (i) 2 0Z est injective. 
(ii) ^ n'est à support compact dans Qp que si z = 0. 

Démonstration. — Cela suit de ce que D est irréductible, et donc F i l 0 D c r a b ne contient 
pas de droite stable par ip. 

Théorème VI.6.30. — (i) Si z e £>Crab; alors lzp<l>z € nalg; et son image dans J(IIalg) 
appartient à J o ( I I a l g ) . 

(ii) L'application z »-> \zv<\>z induit un isomorphisme de L[B]-modules de -Dcrab 
sur J0(Iïalg). 

Démonstration. — La démonstration va demander un petit peu de préparation. 
On note Dpst le module Dpst(F) = U[K:Qp]<00(Br^g[log[T], \ ] ® Q P V ) * * . Comme D 

est de Rham et comme toute représentation de de Rham est potentiellement semi-
stable (cf. [27], par exemple, pour une démonstration de ce résultat, ou [24] pour 
un résumé des travaux de Berger, André, Mebkhout et Kedlaya ayant conduit à sa 
démonstration), Dpst est un L • Q£r-module libre de rang 2 qui contient DCrab et 
est muni d'actions semi-linéaires de <p et ^Qp , et d'un opérateur N induit par la 
dérivation dl*[T] ; de plus, 

B+g[log[T], - ] 0Qn, Dpst = B+g[log[T], - ] 0 Q P V. 

On déduit de l'isomorphisme ci-dessus que JVtg = (B^g[log[T]] <8>Qnr Dpst)N=0^. En 

notant E le module (Dpst <g>£ L[log[T]])iV=0, qui est de rang 2 sur L • Q£r, on voit 

que l'on a aussi JVtg = (B^g <g> E)^. On note ÌVtg+ le sous-module (B++ <g> E)3* 

de iVtg (cf. lemme V.1.6). On a JVtg = JV+g+ 0 E3*, et il résulte du lemme V.1.9 que 

£ n € N < r n ( T ) A f t g est dense dans 

K/.6J1. — On a A T + + C i V ^ M P1. 

Démonstration. — Soit z G Afr~t~g+. On rappelle que l'on dispose, pour tout i G Z, d'une 

application ¿7" : A T t g + —• X~, et que z G £>+g si et seulement si t~(z) = 0, pour tout 

i G Z. Maintenant, i~ induisant une bijection de Ilalg sur (B^zX^ (lemme V I . 5 . 1 0 ) , 

il existe, pour chaque i G Z, une suite (a^,n)n>i d'éléments de IIalg vérifiant 
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t>j ( x i , n ) = 0, si j ^ i, ¿. = Resp-iZp(^- (2?)) et bi (xijn) = Resp-nZ;( t - (z)), si 

n > 2. On peut relever a ,̂n en un élément x^n de iV+g D ( ^^^ ) f c jP+[^ ] , et comme 

Resp-nZ*(6~(z ) ) tend vers 0 (pour la topologie p-adique) quand n tend vers + 0 0 , on 

peut imposer à x^n de tendre aussi vers 0. Soit xi la somme de la série Y l n > i ^*,n- Par 

construction, Xi appartient à JVtg D (^ i ( ^ ) f cD+[^ ] , est orthogonal à tkN^lg El P1 

puisque chaque x^n l'est, et vérifie L^(XÎ) = e* LJ(^i) = 0, si j ^ i. 

Soit &i G N tel que pkiXi G ( ^ i f f ) ^ + - D'après la démonstration du 

lemme VI.4.11, dont nous reprenons les notations, X)£?0 Qi+ki^i converge dans iV+g. 

La somme x de cette série est orthogonale à tkN^ig E1P1, donc appartient à EIP1, 

et vérifie £~(#) = ^{z), pour tout z > ¿0, et t~(x) = 0, si i < i$. Il en résulte que, si 

z G y?io(T)JVtg, alors 2? - £ G £fcJVtg c 5+g c N*ig S P1 . Comme x G iV^ K P1, on a 

prouvé que N^ig El P1 contient ]T^eN (P~l(T)N^g. On conclut en utilisant la densité 

de ^2ieN </?~*(T)Artg dans N t + et la continuité de [ , ]P i . 

Lemme VI.6.32. — (i) zn = (j£^z,0) G (D El P 1 ) ^ , sz z G £>Crab etn>l. 

(ii) D c r a b C ^ K P 1 . 

nfc .fc L 

Démonstration. — On déduit que 

( ^ W 2 ' °) 6 ^ r ig^P1 du lemme VI.6.31. Comme, 

de plus, on a (^^)kz, 0) € *fciVrig IEI P1 , le th. VI.6.22 permet de démontrer le (i). 

Le (ii) s'en déduit en remarquant que z est la limite de {Jn^k z, 0), et donc est 

orthogonal à tkN^lg El P1 , puisque tous les termes de la suite le sont. 
Revenons à la démonstration du th. VI.6.30. Si z G £>crab, et si zn est l'élément 

de (D EIP1)3,18 ci-dessus, on a </>Zn = lp-nZ (/>z, et comme Vz = 0, on en déduit le (i) 
du théorème. La 5-équivariance de z i—• lzp(f>z est immédiate. La nullité de lzp<fiz 
dans J(IIalg) équivaut à ce que (pn(z) G Fil°(JDcrab), pour tout n assez grand, ce 
qui implique z = 0. L'application z *->• lZp</>z est donc injective. Pour démontrer sa 
surjectivité et terminer ainsi la démonstration du th. VI.6.30, il suffit donc, pour des 
questions de dimension, de prouver le résultat suivant. 

Proposition VL6.33. — (i) Si dim J0(IIalg) = 2, alors Arab est de dimension 2. 

(ii) Si dim J0(nalg) = 1, alors dim£>crab > 1. 

Démonstration. — D'après la prop. VI.2.8, si dim Jo(IIalg) = 2, alors Jo(IIalg) admet 
Si<^S2\ |_1 comme quotient, avec ¿1 ^ S2\ et IIalg = (Ind# Si®ô2| \~1)®Symk~1. 
Il s'agit donc de prouver que DCTa\> = Si (& S2, si Si ^ S2, et que DCrab est l'extension 
non triviale de 5 par 5 si 5\ = ô2 = S. 
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Pour cela, commençons par remarquer que, comme IIalg admet un complété unitaire 
irréductible (à savoir II), on a, d'après [18, 35], 

vP(5i(p)) < 0, vp(ô2(p)) < 0 et i7p(Ji(p)) + vp(62(p)) = -k. 

Intéressons nous au cas ¿1 ^ S2. Alors Jo(IIalg) = (¿1 <g) 52\ | *) 0 (S2 (g) Si\ | 

Le modèle de Kirillov de IIalg contient donc les fonctions fa = Silzp et fa = S2lzp> 

On en déduit l'existence d'éléments z\,z2 de L)p~alg vérifiant <j>Zl = fa et (j)Z2 = (j)2. 

Comme fa est à support dans Zp, cela implique que Zi G i^D+. De plus, on a 

fa(ax) = Si(a)fa(x), si a G Z*, ce qui se traduit par l'appartenance de cra(zi) — ôi(à)zi 

à D+, pour tout a G Z*. Enfin, fa(px) — ôi(p)fa(x) est à support dans p~1Z*, ce 

qui se traduit par l'appartenance de ip(zi) — S{(p)zi à (^fy)*^"1"» et est localement 

constante et non nulle, ce qui implique que ip(zi) — 5i(p)zi fi (^^j)k 1 . 

Soit yi = (p(zi) - 5i(p)zi. Alors la série J2n=o ài(p)~n(Pn(yi) converge dans t~kD+ig 
car vp(Si(p)) < 0. Si on note ui la somme de cette série, alors z[ = zi — 5i{p)~lUi 
appartient à (t~kD^[g)^=ôi^p\ et est non nul car <j)z'(x) = S(x) sur tout Q*. De plus, 
on a <t>(aa-Si(a))z'. = 0 ; on en déduit que z[ G -DCrab5 et que la droite engendré par z[ 

est stable par WQP et isomorphe à S{. On a donc bien Z)crab = ¿ 1 © ^ -
Passons au cas 61 = S2 = ô. Alors J0(nalg) = (ô ® S\ | _ 1 ) 0 M^d)^ et le 

modèle de Kirillov contient les fonctions fa = ôlzp et fa = vpSlzp, ce qui nous 
fournit des éléments 21,2:2 de £)p-alg vérifiant <j>Zl = fa et <j)Z2 = fa. Comme ci-
dessus, on construit à partir de z\ une droite de -DCrab isomorphe à S. Par ailleurs, on 
a fa(p2x) — 2S(p)fa(px) 4- S(p)2fa(x) = J lz*. On vérifie comme précédemment que, 
si l'on pose y2 = y{z2) - 2ô{p)(p{z2) + ô{p)2zl et z'2 = z2- £+~0fa + 1)<*(P)~ Vn(2/2), 
alors z2 est un élément de £>Crab vérifiant <j)z'{x) = vp(x)S(x), pour tout x G Q*. 
On en déduit que -DCrab est l'extension non triviale de S par <5, ce qui termine la 
démonstration du (i). 

Maintenant, si dim Jo(IIalg) = 1, et si S est le caractère de Q* à travers lequel 
1) a ^ sur ^°(nalg)' les arguments ci-dessus produisent une droite de Dcra^ iso

morphe à S. Ceci permet de conclure. 

8. Une seconde copie des vecteurs localement algébriques. — DJ!ig IEI P1 /tkN^ig El P1 

s'identifie naturellement à (nalg)*, ce qui nous fournit une suite exacte 

0 (IIalg)* -> ((Drig S P1) H (TV ĝ El P1))/tkN^g IEI P1 —> nalg 0. 

Les vecteurs localement algébriques de (nalg)* s'identifient à la contragrédiente algé
brique de f[alg, qui est isomorphe à îlalg<g)ÔD = IIalg sauf dans le cas spécial où IIalg est 
une extension de W f̂c<8>£o par St® Ŵ fc<8>5o> où cette contragrédiente est B < S > S D , et B 

est une extension de St ® W^k ® ¿0 par Wetk ® ̂ 0 (cela suit de l'énoncé correspondant 
pour une représentation lisse [48, th. 2.18]). 

Théorème VI.6.34. — (i) Le sous-module ((tkNrig EP1) n (D\g B P 1 ) ) / ^ K P 1 ) 

de (ftalg)* est isomorphe à ((fialg)*)alg. 
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(ii) On a une suite exacte 

0 -+ ((nalg)*)alg -> ((tkNTig M P1) H (i\f?ig IEI P 1 ) ) / ^ ^ El P1) -> nalg 0. 

Démonstration. — Nous allons avoir besoin d'un peu de préparation. 

Lemme VI.6.35. — ÀM(( f K P1) n ( D ^ P 1 ) ) C B P 1 , si a > ra(£>). 

Démonstration. — Soit z G (tkN^r^ El P1) fl (£>Jig El P1). En particulier, 

zi = ResZp(z) G tfcAr]°'r^ et z2 = ResZp(w • z) G tkN^Val 

Si n > 0, on a RespnZ*2; = <pn(Resz*îpn(zi)), et si n < 0, alors R e s p nZ*2 est égal à 

w • R e s p - n Z ; * 2 = W(P~; ; ) R e s z ; ( ( £ °) • s*) = 5 D ( p ) - > n K ( R e s z ; ^ - n ( z 2 ) ) ) . 

Comme a > ra(£>), le module tfciV]0'r^ est stable par <ip, par Resz;, et tkN^r^ M Z* 

est stable par WD- On en déduit que RespnZ*z G tfc^n(iV^0'ra]), pour tout n G Z. 

Par ailleurs, l'appartenance de z à £)Jig El P1 permet de voir z comme un élé
ment de (f[an)*, et donc de considérer sa restriction à f[alg. D'après la prop. VI.5.12, 
cette restriction t+(z) est représentée par une suite (if(z))ieZ d'éléments ( ^ n ( z ) )NGN 
de X+ El Qp. De plus, 

Ltn(z) - Ltn-i(z) = <P~n(Respi-nZ*z) mod tkNdi^n, si n > m(D). 

Or ip-n(Respi-nZ*z) G tk(p-n(N^r^) a une image nulle modulo tkN^ n, pour tout 
n > a, par définition de JV^0'7 .̂ Il s'ensuit que if(z) G et donc est tué par \k,a, 
pour tout i G Z. Il en est donc de même de t^(z). 

Maintenant, on peut appliquer ce qui précède à w • z puisque w et Xk,a com
mutent à multiplication près par une unité de Apa. On en déduit que L~^~(\k,a • z) 
et t+(w • Xk,a • z) sont nuls. Or l'application z \-> (L+(Z),L+(W • z)) est injective sur 
(f[alg)*, puisque f[alg + w • ÏIalg = flalg (cela suit de l'énoncé correspondant pour une 
représentation lisse [48, prop. 2.9]). La nullité de ¿+(Afc>a • z) et L+(W • Xk,a ' z) entraîne 
donc l'appartenance de Àfc,G • z à thN^lg El P1 , ce qui permet de conclure. 

Revenons à la démonstration du th. VI.6.34. Notons Y le sous-module de (nan)* 
que l'on cherche à étudier : Y = ((tkNrig B P1) fl (£>5ig El P1))/(tfciV1?ig El P1). Si 
z G F , il résulte du lemme VI.6.35 que Àfc?n • z = 0, si n est assez grand, et donc que 
x *~* (o i ) ' z es^ localement polynomiale. Comme Y est stable par G, cela prouve 
(prop. VI.2.3) que Y est une représentation localement algébrique de G. On en déduit 
l'inclusion de Y dans l'espace des vecteurs localement algébriques de (nalg)*. Or 
ceux-ci n'ont pas de sous-L[G]-module strict de dimension infinie sur L. On termine 
la démonstration du (i) en remarquant que tkN^ig El P1 est fermé et de codimension 
infinie dans L ^ K P 1 , alors que (^N^MP^niD^MP1) est dense (lemme VI.6.27). 
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Soit Z = (tkNT[g IEI P1) fi (JVj-g IEI P1). On a une suite exacte 

0 Y Z/(tkN*ig M P1) -+ Z/((tkNTÏg M P1) H (D*ig El P1)) 0. 

Or, d'après le th. VI.6.22, le membre de droite est égal à IIalg. Le (ii) suit donc du (i), 
ce qui permet de conclure. 

9. Indépendance par rapport à la filtration. — Soit M un (</?,N,&QP)-module de 
rang 2 sur L • Q£r. Le module M est donc muni d'actions semi-linéaires (pour l'ac
tion de QpT) de (p et &QP (le sous-groupe d'inertie IQP agissant à travers un quo
tient fini), commutant entre elles, et d'un opérateur N commutant à &QP et tel que 
N o (p — p(p o N. 

Soit tjq{M) = vp(det<p) ; on suppose que tjsr(M) = —k, avec k > 1 entier, sinon 
la théorie est vide. Soit K une extension finie galoisienne de Qp telle que IK agisse 
trivialement. Le L-espace vectoriel Mdr = ((K • Q£r) <8>Qgr M)^Qp ; est alors, d'après 
le théorème de Hilbert 90, de dimension 2, et ne dépend pas du choix de K. 

On note & l'ensemble des filtrations admissibles sur MdR, dont les poids sont 0 
et —k. Ces filtrations sont paramétrées par l'ensemble des droites de Mdr auquel il 
faut éventuellement enlever (à cause de la condition d'admissibilité) les droites de MdR 
stables par les actions de ip, N et SfQp. On note Jèf € P1(MdT) le paramètre d'une 
telle filtration, et F i l^ la filtration correspondante sur MdR. 

Comme Fil^f est supposée admissible, il lui correspond [5, 23, 33] une représen
tation de de Rham à poids de Hodge-Tate 0 et A:, telle que Dpst(V^) = M , 
et DdR(V^f) soit égal à MdR muni de la filtration Fi l^ . Il lui correspond aussi un 
(<£, r ) -module = D(Vj£?), étale sur S. On note D^> l'ensemble des éléments sur
convergents de Dj£?, et on pose Dvlg^ = 3ê D^> et DTlg^[|] = &[\\ <8>& DTlg^. 
Le ((p, T)-module -Drig,̂ f [|] ne dépend pas du choix de JSf ; en effet, si K est l'extension 
galoisienne de Qp ci-dessus, il résulte de [4] (cf. aussi [24]) que^68) 

Le ((p, AT,^Qp)-module filtré admissible A2 M est de rang 1 et ne dépend pas de J5f 
(la filtration ne comporte qu'un saut qui est imposé par la condition d'admissibilité). 
On note 5'M le caractère de Q* tel que A2M = DPST(L(5fM)) et SM G £ï{V) défini par 
SM(X) = (X\X\)~1^M(X)- ^ résultat suivant est immédiat. 

Lemme VI.6.36. — On a 5^^ = àM pour tout «if. En particulier, 5^^ ne dépend pas 
de i f . 

(68) Koo désigne l'extension cyclotomique de K et BJ"OG K = B*riSjX[logT], où L • B*RIG K est l'ex
tension de 3ë attachée à l'extension de Foo ; l'opérateur AT est 1 (g) N + N (g) 1, où N sur BJ" K 
est fois la dérivation par rapport à logT. 
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L'espace N<af^n = Ln[[t]] <8>L MdR ne dépend pas non plus du choix de «if ; il en est 
donc de même de 

iVrig = {x G Drig^[]}> Ln{x) G iVdif,n, pour n » 0} = (B|ogK 0Qp M ) G a l ^ - / F - \ 

et donc aussi de tkNrig et ^ = (1 — (p)(tkNrig)^=1. 
On note : El Z* —> № Z* l'involution w,$M. Comme on l'a vu 

(lemme VI.6.17), cette involution s'étend à iVrig IEI Z*, et les formules du squelette 
d'action définissent, à partir de w^>, une action de G sur ATrig El P1 . Nous allons 
montrer que cette action ne dépend pas de Sf [pour que ceci ait un sens, on utilise 
l'isomorphisme de Afrig El P1 sur ATrig 0 (p(NT-lg) envoyant z sur (Reszpz, Respzpw • z)]. 
Cette indépendance est moralement évidente sur la formule (cf. rem. IL 1.3) définis
sant wç£ sur D<e Z* ; le problème est que El Z* et D&2 IEI Z* ne s'intersectent 
pas dans Nv\g El Z* et que la formule définissant w & converge dans D &, mais pas 
dans D^, ce qui la rend inutilisable. 

Si Jîf G soient %igtj? = ((f - l)Df^ et tfj? = (<p - l ) i ^ = 1 . Alors est un 
A[^]-module libre de rang 2 et ^rig,j*? = <g>A ^ contient le ^ + ( r ) - m o d u l e % 

pour tout Jzf. 
Notons ( , )iw,̂ f l'application de fée x ^ —> &+(T) de la rem. VI.6.5 (pour le 

(</?, r ) -module D&). 

Lemme VI.6.37. — ( , )iw,.s? ne dépend pas de j£f. 

Démonstration. — D'après la rem. VI.6.5, on a JTn{x,y)i^^ = {x, x^i^_1 -y}, si 
r\ : T —> est un caractère continu. Cette expression ne fait pas intervenir Jzf, ce qui 
permet de conclure puisque l'application // K-> (771—• / r 77/i) est une injection de ^ + ( r ) 
dans l'espace des fonctions sur l'ensemble des caractères de T (les x*, pour z G N, 
suffiraient). 

Le lemme VI.6.37 permet de noter simplement ( , )iw l'accouplement ( , )iw,̂ f-

Lemme VI.6.38. — L'image de ^ x ^ par (z, z') 1—• (^^(z) (8) â^1, z')iw est le sous-
-module Vk&+(T) de âg+(T) engendré Vk. 

Démonstration. — Cela suit du (ii) du lemme VI.6.7 et de ce que = ^ dans le 
cas de Rham (lemme VI.6.14). 

Fixons J??o £ &, et notons simplement D et WD (au lieu de D&0 et w^>0) les objets 
correspondants. Si j£f G J^*, on note g-& z, l'action de g G G ; si J*f = «ifo, cette action 
est simplement notée y • z. 

Corollaire VI.6.39. — // existe À G A* tel que Von ait w^>(z) = \WD(Z), pour tout 
zeNTigMz;. 

Démonstration. — Il suffit de le démontrer pour z G le reste s'en déduisant 
par T-antilinéarité. On note LD l'involution de A en voyant aa sur Ô M { o ) a a - i , si 
a G Z*. Comme ^ est libre de rang 2 sur ^ + ( r ) , et comme les formes bilinéaires 
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{z,z') h-> (z,z')o = (wD(z) ® 6M,Z')IW et (z,z') {z,z')1 = (wse(z) ® <5M\ z')iw 
sont antisymétriques (cor. VI.6.2) et non dégénérées, il existe À dans l'anneau total 
des fractions F r a c ( ^ + ( r ) ) tel que (z, z')\ = LD(X) (Z, Z')O, quels que soient z, z' G 
De plus, comme l'image de ^ x ^e par ces deux formes bilinéaires est V f c ^ + ( r ) 
d'après le lemme VI.6.38, on a ^D(A)V'kâê*'(T) = Vfc^+( r ) , ce qui prouve que ¿13(À) 
est une unité de ^ + ( r ) . Il en est donc de même de À, et comme <^+(r)* = A [ ^ ] * 
(cela se déduit du même énoncé pour <^+, à savoir (^+)* = (<^+)*, qui suit de 
ce qu'un élément de &+ dont les coefficients ne sont pas bornés admet, d'après la 
théorie des polygones de Newton, des zéros dans le disque unité ouvert et donc n'est 
pas inversible), on a À G A [ ^ ] * . On a alors ( ( X W D ( Z ) — w&(z)) <g> eS^1, z')iw — 0, pour 
tous z,z' G ^ et comme ( , ) T w est non dégénérée, cela implique w&(z) = XWD(Z), 

quel que soit z G Enfin, comme wp o WJJ = id et w& o w^> = id, on a A¿£>(A) = 1, 
ce qui implique, en particulier, que À est inversible dans A . On en déduit le résultat. 

On note Affig E l ^ P1 le module ATrig IEI P1 muni de l'action de G correspondant 
à Jèf. Les formules du squelette d'action montrent que cette action est entièrement 
déterminée par w& ; il suffit donc de prouver que À = 1 pour en déduire l'indépendance 
de l'action de G sur Nrig El P1 par rapport à «5?. 

Corollaire VI.6.40. — (i) Le sous-module El Z* de Nr[g El Z* est stable par 

(ii) Le module £>+ E l ^ P1 - (iVrig EUf P1) H (£>t © <p(Di)) est stable par G. 

(iii) L'action de G s'étend par continuité à D 0 ip(D) et le G-module ainsi obtenu 
est le module D E l ^ P1 du n° 2 du% II.l, avec S = 6M et L = W^>. 

Démonstration. — Le (i) suit de ce que D^ E1Z* est stable par WD et w^> = Xwp. On 
en déduit le (ii) en revenant aux formules du squelette d'action, et le (iii) en utilisant 
la densité de dans D et les formules du squelette d'action. 

Proposition VI.6.41. — L'action de G sur Nr-lg IEI P1 ne dépend pas de j£f. 

Démonstration. — Commençons par démontrer que l'on a (5 0) z ~ M? 0) ' z' 
pour tout z G D El P1 . On sait que c'est vrai pour tout z G El Z* (cf. (i) du 
cor. VI.6.40). Ce l'est donc, par continuité, pour tout z G D El Z*, et aussi, si n G Z, 
pour tout z G ( P " \){D K Z p = D K pnZ; (car A commute à °) et (P~W « ) ) . 
Soit alors z G D El P1 , et soit 2/ = (? J) ' & z — A ( } J ) * 2. D'après ce qui précède, 
RESPNZJ(2/), qui est égal à (? J) '^F ResP-NZ*(z) — A ( J J) • ResP-NZ*(z), est nul pour 
tout n. Cela implique que si l'on écrit y sous la forme (2/1,2/2), alors yi = Respnzpyi 
pour tout n G N , et donc yi G D N G N ^ N ( ^ ) = £*nr ; on a donc 2/ = 0 puisque, D étant 
irréductible, £>nr = 0. 

On en déduit que El^f P1 est stable par ( ? J ) • Comme et ( ? J ) engendrent G, 
on en déduit que D^ El^f P1 est stable pour l'action de G, ce qui permet d'utiliser 
la prop. IV.4.10 pour en tirer l'égalité w& = w$M = WD sur D El Z*, et en déduire 
que A = 1. Les formules du squelette d'action permettent de conclure. 
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Théorème VL6.42. — Yl(D^>)alg ne dépend, à isomorphisme près, pas de J£. 

Démonstration. — D'après le th. VI.6.34, on a pour tout , une suite exacte 

0 n ( D ^ ) a l g -> ((tkNrig 13 P1) n (iVr*ig m P 1 ) ) / ^ ^ M P1) -> n ( D ^ ) a l g 0. 

Or le terme du milieu ne dépend pas de J*f. Il en est donc de même de ses composants 
de Jordan-Hôlder, ce qui permet de conclure. 

10. Décomposition des vecteurs localement analytiques. — On garde les notations du 

numéro précédent. Le th. VI.6.43 ci-dessous montre que l'on fabrique H(D^)an à 
partir de deux morceaux ne dépendant pas de j£f et qu'il existe une représentation 
naturelle de G dont les Ii{D^)an sont des quotients. 

Notons n (M,0 , / c )an la représentation (tkNrig B P 1 ) / ^ * ^ E] P1) de G, et 
II(M, 0, k)alg la représentation U(D^f)alg, pour n'importe quel J£ G &'. Soient aussi 

II'{M, 0, k)an = (tkNTig M P1)/((^ATrig m P1) H (N*ig K P1)) 

II'(M, 0, fc)alg = {(tkNr[g m P1) H (JVj^ IEI P 1 ) ) / ^ ^ M P1) 

Théorème VI.6.43. — (i) n ' ( M , 0, k)alg est l'ensemble des vecteurs algébriques de 
II(M, 0,fc)an ; c'est la somme directe de deux copies de H(M, 0,k)alg sauf dans le cas 
spécial. 

(ii) n ' (M,0 , / c )an est le quotient de U(M,0,k)an parUf(M,0,k)alg. 
(iii) Si J2? G ^, alors Tl(D^>)an est le quotient de II(M, 0, fc)an par une copie 

de U(M, 0, k)alg ; c'est aussi une extension de II'(M, 0, k)an par U(M, 0, fc)alg. 

Démonstration. — Le (i) est une conséquence du th. VI.6.42, et du fait que l'extension 

entre les deux copies de II(M, 0, k)alg est scindée car deux ££ différents fournissent 

deux copiesdistinctes^e II(M, 0, k)alg dans II'(M, 0, k)alg. (En effet, si JSf2 ^ j£?2, alors 

•^dlf f̂i + -^dîf j&f2 = ^dif- ^ en ^sulte, en utilisant le lemme VI.4.11 et en divisant 

tout par tk dans le lemme VI.4.12, que D^lg^ + ^Hg^f2 es^ dense dans ATtg+. On 

en déduit que Y1 = (D^^ El P1) et F2 = iP\g^ E p l ) sont de codimension 

infinie dans Y\ + Y2, et donc que Yi D Y2 est de codimension infinie dans Y\ et Y2. 
Or Yi H Y2 contient Z = tkN^lg El P1 . Par ailleurs Y i /Z et Y2/Z sont des G-modules 

topologiquement irréductibles puisque égaux respectivement à ( f i ^ ) * et ( f t ^ F ) * et 

que îl'p et îfp sont irréductibles si on n'est pas dans le cas spécial. Il en résulte que 

Yi fl Y2 = Z et donc que (ft^?)* D (ffi^F)* = 0, ce qui implique le résultat annoncé.) 

Le (ii) est une évidence, et la prop. VI.6.45 ci-dessous montre que H(D^>)an est le 

quotient de U(M, 0, k)an par l'image de ( t / c A T r i g E I P 1 ) n ( D 5 i g ^ B P 1 ) dans II(M, 0, fc)an ; 

cette image est isomorphe à II(M, 0, k)alg d'après le th. VI.6.22. 

Remarque VI.6.44. — La même analyse montre que II(M, 0, A:)alg admet, dans le cas 
spécial, W — Wotk 0 5M comme sous objet et quotient, et que ce qui reste est la 
somme directe de deux copies de St (g) W. 
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On choisit j£f G et on note simplement Z), Dr[g et II les objets correspondants. 
Le résultat suivant est à rapprocher du th. VI.6.22. 

Proposition VI.6.45. — (i) (tkNrig M P1) + (L>*ig B P1) = L>rig El P 1 . 

(ii) L'application naturelle de tkNrig M PV((^rig ^ p l ) n (*fcjvrig E P1)) nan 
est un isomorphisme. 

Démonstration. — Comme IPn = Drig El P1/D^ig H P1 , le (ii) est une consequence 

du (i). Passons à la démonstration du (i). Soit z G DTlg El P1. Il existe a > m(D) 
tel que z G L>]0'r*] K P1, et zn = (pn(Resp-nZ;z) G D^r^ M Z*, pour tout n G N, 

d'après la démonstration du lemme VI.6.35, En particulier, £^+i(zn) G X^+i El Z* est 

bien défini si i > a. Maintenant, d'après le lemme VI.4.11, il existe y G D\g IEI P1 

tel que if (Resp-nZ*y) = t^(zn), pour tout i > a. On a alors, par construction, 

(pn(Resp-nZ*z -y) e tkNl°>rJ El Z*, pour tout n G N. 

Soit u = w - (z — y). On a 

R e S p n Z j w = w(Resp-nZ*(z - y)) = SD(p)~n(pn(wD • ^n(Resp-r>z*(z - y))), 

et comme WD laisse stable tfeJV"]°'ra] El Z*, on a RespnZ*?x G tkN^0ira+n\ quel que 
soit n G N. On peut donc écrire u sous la forme u = (pn(if;n(u)) + tkyn, avec 
2/n G *fcJV]°'r«H-»]. On a alors (p-n~a(y) = <p-a(ipn(u)) + p-fc(n+aV~"n~a(î/n), ce qui 
implique L++a(u) = 4(ip-a{ipn{u))) G X+, pour tout n G N. 

D'après le lemme VI.4.11, on peut trouver u' G D\{g El P1 tel que t^iu') = ^(^), 
si n > N(a), et ^ ( ^ ; ) = 0, si n < N(a), et quitte à modifier u' par un élé
ment de (Ù.alë)±, on peut de plus s'arranger pour que u' soit identiquement nul sur 
LP(p-N^Zp,X-)r H IIals. Alors ResZp(w • u') G t*Wrig, d'après le lemme VI.6.49 
ci-dessous, et donc ResZp(z — y — w - u') G tkNr\g. Comme on s'est d'autre part dé
brouillé pour que ResZp(w - (z — y) — u') G tkNT[g, on a z — (y + w • u') G tkNTig1 ce 
qui nous fournit une décomposition de z sous la forme voulue. 

On note Y~ C X ^ , le noyau de la trace de Tate normalisée Resp-nZp : X^ —> X~. 

Lemme VI.6.46. — On a X^ = X~ 0 Y~, et cette décomposition est stable par T. 
De plus, X~ est le noyau de \k,n, alors que Xk,n • Yn ~~> Y~ est bijective. 

Démonstration. — C'est standard. 

Lemme VI.6.47. — (i) L'image et le noyau de \k,n sur IIalg sont stables par w. 
(ii) Si n est assez grand, alors ImÀ/^ = LPC(Q*, Yn~)r et on a une suite exacte 

0 - LPc (Q; ,X" ) r - Ker Afcjn - J(IIals) -> 0. 

Démonstration. — Le (i) suit de ce que, d'après le lemme VI.4.3, Xk,n commute à w 
à multiplication près par une unité de Arn. Le (ii) suit du lemme VI.6.46, de la suite 
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exacte 0 -> LPc(Q; ,X") r -> IIalg -> J(IIalg) -> 0, et de ce que J(IIalg), étant de 
dimension finie, peut se relever dans LP(Zp,X~)r, si n est assez grand. 

Lemme VL6.48. — Si n^> 0, il existe N E N tel que, pour tout i E N : 
(i) Si (j) G LP(p~lZ*,X~)r, alors w • (/) est à support dans p~NZp. 

(ii) Si 0 E LP(p"iZj ; ,X-)r , a/ors (w • <t>)(p>) E yn", pour tout j <-N - 1. 

Démonstration. — L'espace LP(Z*,Xn)r étant de dimension finie, il existe 
TV E N tel que son image par w soit contenue dans LP(p~NZp, X~)r. Main
tenant LP(p-*Z*,X")r = (P~* J )LP(Z*,X") r ; son image par w est donc 
( P J ° ) W • LP(Z*,X")r , et est incluse dans LP(p-NZp,X~)r, pour tout i E N. 
On en déduit le (i). 

Pour démontrer le (ii), on décompose 0 en 0i + 02, avec 0i E LP(p_2Z*, X~)r et 
02 E LP(p~*Z*, Yn~)r. Comme u> • 02 est à valeurs dans Y~ d'après le lemme VI.6.47, 
le résultat suit du (i) appliqué à 0i . Ceci permet de conclure. 

Lemme VI.6.49. — Si z e D^ig vérifie tf{z) E X+, pour tout i e Z, et si z est 

orthogonal à LP(p-NZp, X~)T H IIalg, alors ResZp(w • z) E tkNrig. 

Démonstration. — L'hypothèse tf(z) E X+, pour tout i E Z, implique que z est 
orthogonal à LPC(Q£, Y^). L'hypothèse z orthogonal à LP(p~NZp, X~)T D IIalg, im
plique donc, d'après le lemme VI.6.48, que z est orthogonal à w • LP(p_îZ*, X ^ ) r , 
pour tout i E N. On en déduit que w • z est orthogonal à LP(p_îZ*, X ^ ) r , pour 
tout i E N, et donc que tf(w • z) = 0, si z > 0. Ceci permet de conclure. 

11. Lien avec la correspondance classique. — On note M \—> LL(M) la correspon
dance de Langlands locale classique, qui associe une représentation lisse LL(M) 
de GL2(QP), à une représentation M de dimension 2 de W D Q p , non tordue de la 
représentation triviale par un caractère. 

On rappelle qu'à un caractère ô : Q* —» L * est associé un caractère de WQ p donné 
par la formule S (g) = ô(p)~ deggS(x{g)), où x est le caractère cyclotomique. 

Si M est une représentation de dimension 2 de W D Q p , non irréductible, mais pas 
tordue de la représentation triviale par un caractère, alors elle est d'une des formes 
suivantes : 

• M = ôi © J2, avec ¿ i £ {S2,ô2\ \,ô2\ auquel cas LL(M) = Ind# Si <g>52| I - 1 
(isomorphe à Ind# ô2 0 ôi\ |_1) ; 

• M = S 0 S\ I comme représentation de WQp et N = 0, auquel cas LL(M), qui est 

égal à Ind^ ô\ | (g> ô\ est une extension de ô o det par St (g) (S o det) ; 
• M = 6 0 ¿| | comme représentation de WQp et N ^ 0, auquel cas LL(M) est égal 

à St (g) (ô o det) ; 

• M — S (g) ( J v* ) est l'extension non triviale de 5 par ¿, auquel cas LL(M) est égal 

à l n d f ¿<g> S\ I " 1 . 
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On étend la correspondance de Langlands locale aux représentations de W D Q P 

munies d'une filtration à poids distincts : si (M, Fil) est une telle représentation, et si 
les sauts de la filtration sont a < 6, on pose LL(M, Fil) = LL(M) (g) Wa^-a-

Théorème VL6.50. — (i) Si dim J0(IIalg) = 2, alors D est cristabélin et donc 
Dpst = Dcrah, et IIalg = LL(DpSt). 

(ii) Si dim Jo(IIalg) = 1, alors D est le tordu, par un caractère localement algé

brique, d'un module semi-stable non cristallin, et IIalg = LL(Dpst). 
(iii) Si dim Jo(Ilalg) = 0, alors D est de Rham mais ne devient semi-stable sur 

aucune extension abélienne de Qp. 

Démonstration. — En tordant par \ ~ a o n se ramène au cas où les poids de Hodge-
Tate sont 0 et k — 1. 

Si dim J0(nalg) = 2, alors dimDcrab = 2, d'après le (ii) du th. VI.6.30 (ou la 
prop. VI.6.33). L'isomorphisme IIalg = LL(Dcrab) a été établi au début de la démons
tration de la prop. VI.6.33. On en déduit le (i). 

Pour démontrer le (ii), on constate que DCrab est de dimension 1 d'après le (ii) du 
th. VI.6.30. Le (<£, r ) -module D est donc triangulin, mais pas cristabélin. Comme il 
est de Rham, cela implique que c'est le tordu, par un caractère localement algébrique, 
d'un module semi-stable non cristallin. L'isomorphisme IIalg = LL(_Dpst) se démontre 
alors en remarquant que si Jo(IIalg) = 0, alors IIalg est de la forme (St <S> Sym^-1) 0 ô, 
où S : Q* —» L* est le caractère lisse défini par DCrab-

Le (iii) est une conséquence du (ii) du th. VI.6.30. 

Remarque VI.6.51. — (i) Comme Jo(IIalg) est de dimension 0, 1 ou 2, il résulte du 
théorème et de [28] que IIalg est supersingulière si et seulement si V(D) n'est pas 
trianguline. 

(ii) Il doit être aussi possible de démontrer l'isomorphisme IIalg = LL(Dpst) dans le 
cas (iii) de manière purement locale, en extrayant, du module D^=1, les facteurs e de la 
représentation -Dpst de W D Q p . En attendant, on peut tricher en utilisant l'invariance 
de IIalg par rapport à la filtration (th. VI.6.42), ce qui permet, quitte à tordre par 
un caractère lisse, de choisir une filtration correspondant à une forme modulaire. On 
peut alors utiliser les travaux d'Emerton [36, 39] pour conclure. 

VII. Extensions de représentations de GL2(QP) 

Dans ce chapitre, on utilise le foncteur II i—> V(II) pour calculer certains groupes 
d'extensions (avec caractère central) entre représentations de torsion de G. On dé
montre assez de résultats pour permettre à la stratégie de Kisin [55] de marcher. 
Les Ext1 manquants ont été déterminés par Paskunas [59]. 

VII. 1. Le foncteur de Jacquet et ses variantes 

1. Le Joncteur de Jacquet II i-+ J(II). — Soit II G ReptorsG. On a déjà vu le 

module JV(II) = (If)17. On note II H Qp l'orthogonal de JV(II) dans II; c'est le 
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sous-^-module de II engendré par les ( ( o i ) - 1 ) ' ^ Pour f G II et 6 G Qp. On note 
J(II) le quotient de II par II El Qp ; c'est le module de Jacquet de II et JV(II) est son 
dual. 

D'après le lemme IV.3.1 et le (ii) de la prop. IV.3.2, le KL[B]-MODULE n IEI Qp est 
d'indice fini dans II et donc J(II) est de longueur finie. 

Remarque VILLI. — (i) Si 0 —» Iii —• II —» II2 —• 0 est exacte, alors II El Qp contient 
Iii El Qp et se surjecte sur n2 El Qp. (Cela suit de la description de II El Qp comme 
sous-^-module de II engendré par les (( J \ ) — l) • v, pour v G II et 6 G Qp.) 

(ii) Si n n'a pas de sous-objet fini, le module (II El Qp)v = IIV/JV(II) s'identifie 
à T>(U)^ El Qp, d'après les (ii) et (iii) de la prop. IV.3.2. 

Proposition VIL1.2. — (i) Si U = 6 o det, avec 6 G &(kL), alors JV(U) = IL 

(ii) Si 61,62 G S?(KH) et î̂&T1 7^ u> a^ors ^f{B(61,62)) = K^IR^, et, en tant que 

KL[A]-module, on a Jy(B(6\, 62)) = 6^X 0<5f1cj. 

(iii) Si 6 E &(KL), alors Jv(St 0 6) = 0. 
(iv) Si II est supersingulière, alors JV(II) = 0. 

Démonstration. — Le (i) est immédiat. Le (ii) et le (iii) suivent de ce qu'une mesure 
invariante sur Qp est identiquement nulle. Le (iv) est une traduction de l'injectivité 
de IIV —• D(II)tf IEI Qp qui suit de ce que D^(II) est sans T-torsion, si on choisit W 
comme dans le th. IV.2.1. 

Remarque VII.I.3. — Ce résultat était connu d'Emerton ; c'est ce qui lui avait permis 
de vérifier la nullité de certains groupes d'extensions au moment de la conférence de 
Montréal [37]. 

Corollaire VII.1.4. — Si Ii est irréductible, J(H) est de longueur < 1 sur 

Soit M un KL[B]-MODU\E de longueur finie sur KI, avec caractère central 6M- Comme 
on l'a vu au lemme III. 1.4, le sous-groupe U de B agit trivialement, et M peut 
aussi être considéré comme un KI,[A]-module, ce qui permet de le décomposer en 
composantes isotypiques suivant les caractères ¿1 0 62 de A, où 61,62 G 2f(KH) et 
6\ 0 ^ ( (0 d)) = ^i(a)^2(d). On note Ms1®s2 l'ensemble des x e M tels qu'il existe 
K(x) G N tel que (g — 61 0 62(g))k<<x>) • x — 0 quel que soit g e B. Alors M§1^s2 = 0 SI 
¿162 &M 1 et M = ®s162=ôMMs1®Ô2-

De plus, le KL [B]-module Ms1®s2 est une extension successive de fc^l-B]-modules de 
rang 1, tous isomorphes à 61 0 ¿2- On note M'Si^s le plus grand quotient de Ms1^s2 
isomorphe à une somme directe de 61 0 ¿2. Soit 

(Indg ¿ 1 0 (52)° 
Ind^Ji 0#2, si ¿1 ^ 62, 

5 o det, si 6\= 62 = 6, 

et définissons (lnd# A î(g)(52)0 comme (lnd# 6\ 0 52)° ® Msi®^' ou M$i<g>$2 est consi~ 

déré comme étant muni de l'action triviale de G. Finalement, soient (lnd# M^®^)0 
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l'image inverse de (Ind^ -W^®^)0 dans Ind^ M^®^, et 

(indg Af)° = ®O1S2=ÔM (Indg MÄ10Ä2)°. 

Proposition VILI.5. — Soit (lnd# M)° /e plus petit sous-k^G] -module II de Ind# M 

£eZ que Vapplication B-équivariante naturelle U C Ind# M —• M sotó surjective. Alors 

( indgM) es* /e sous-fc^Gj-raoGWe de Ind# M défini plus haut. 

Démonstration. — La démonstration se fait composante isotypique par composante 
isotypique, par récurrence sur la longueur. Le seul cas non trivial (où Ind# Si 0 S2 
n'est pas irréductible) est celui d'une composante de la forme Ms®s, pour lequel on 
utilise le lemme VIL 1.6 ci-dessous. 

Si r G Hom(Q*, &L) est non nul, on note YT le ki,[B]-module kj, • e\ 0 fcx, • e2 avec 
action de B donnée par 

(od)'ei=ei et (aobd)'e2 = e2 + r(ad-1)ei. 

Alors YT est une extension de 1 0 1 par 1 0 1, et toute ki\B\-extension non triviale 
de 1 0 1 par 1 0 1, possédant un caractère central, est isomorphe à YT pour un 
r G Hom(Q*, &L) — {0} (unique à multiplication près par un élément de fc£). 

Maintenant, on a une suite exacte de /^[Gl-modules 

0 -> (Indg 1 ® 1) • ei -> Indg YT -+ ( Ind | 1 <8> l) • ë2 -> 0, 

où l'on a noté e2 l'image de e2 dans YT/(kL-ei)- Par ailleurs, Ind# 1 0 1 est une exten
sion non triviale de St par 1, et on note ET l'image réciproque de 1 -ë2 dans Ind# YT. 

Lemme VII.1.6. — (i) La sous-extension 0 —* St • ei —» ET —> 1 • ë2 —> 0 de 1 par St 
est non triviale. 

(ii) S^z* II C Indi YT. Si Vapplication B-équivariante II —> YT, obtenue en com
posant Vinclusion avec Vapplication naturelle Ind^ YT —» Yr, est injective, alors II 

contient ET. 

Démonstration. — (i) Si 0 —> St-ei —• ET —> l-ë2 —• 0 est scindée, alors Ind# Yr admet 
comme sous-fcx, [G]-module une extension de 1 • e2 par 1 • e\. Par ailleurs, Ind# YT, vu 
comme kL [B]-module, admet un unique sous-quotient extension de 1 • e2 par 1 • ei, à 
savoir YT. Or YT ne s'étend pas en une représentation de G car B fl SL2(QP) n'agit 
pas trivialement ; on obtient donc une contradiction qui permet de conclure. 

Démontrons le (ii). Si II —• YT est surjective, alors II contient 1 • ei, et son image 
modulo (ind^ 1 0 l) • ei contient 1 • ê2, et comme l'extension St • ei —> ET —• 1 • e2 
est non triviale, cela implique que 11/1 • ei contient ET, et donc que II contient ET, 
ce que l'on cherchait à démontrer. 

Proposition VII.1.7. — Si II est un objet de ReptorsG7 alors II admet (Ind# J(II))0 
comme sous-quotient (plus exactement, comme sous-objet d'un quotient). 
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Démonstration. — Si v G II, on définit <\>v : G —> J(II) par (j)v(g) = g • v, où g • v 
désigne l'image de g • v dans J(II). Si h G G, on a <t>h-v(9) — <l>v(gh), et si b G B, on 
a <t>v(bg) — & ' <t>v(9)i ce qui montre que v i—• <j>v est une application G-équivariante de 
II dans Ind# J ( I I ) . Par ailleurs, l'application composée n I n d | J (n ) -> J (n ) est 
clairement surjective, ce qui permet d'utiliser la prop. VII. 1.5 pour conclure. 

2. Compléments sur le foncteur II i-* V(II). — On rappelle que si II G ReptorsG, on 
note V(II) le dual de Tate de la représentation V(D(II)) de ê?Qp, et que II —> V(II) 
est un foncteur covariant exact de ReptorsG dans Reptors^Qp. 

Proposition VII.1.8. — (i) Si II G ReptorsG, n'a pas de sous-objet fini, la suite 

0 -> J v ( n ) n v D ( n ) * K Qp -* H°(Jtf", V(II))* -* 0 

de kL[B]-modules est exacte (si n a un sous-objet fini, D ( n ) ^ Q p -> H0(Jt?', V(II))* 
n'est pas forcément surjective). 

(ii) Si 0 —> III —• II —* II2 —> 0 est ime suite exacte d'éléments de ReptorsG sans 
sous-objets finis, on dispose du diagramme commutati/ 

0- f ( n 2 ) ^ V ( n ) - ^ V № ) 

0-
r 

-n2v •0 

0 -D(n2)llIEIQ 
y 

^ D ( n ) ^ Q p 
y 

DCï ï i^KIQp 0 

d 
y 

ff0(^',v(n2))N - # 0 p r ' , V ( I i ) ) v 
y 

- # 0 ( ^ ' , V ( I I i ) ) v ^0 

de / ^ [ - B j - r a o G f a i / e s , , dans lequel les colonnes sont exactes, les deuxième et troisième 
lignes sont exactes, et la suite à 6 termes utilisant l'application de connexion d est 
aussi exacte. 

Démonstration. — Le (i) est la conjonction des (ii) et (iii) de la prop. IV.3.2, du (ii) de 
la prop. 1.3.4 et du (o) de la prop. 1.3.3. Le (ii) suit du (i), de l'exactitude (cf. th. 1.3.9) 
du foncteur D 1—> D$ El Qp et du lemme du serpent. 

Corollaire VII.1.9. — Si 0 —> Iii —> II —> II2 —» 0 est une suite exacte d'objets 
de ReptorsG sans sous-objets finis, et si d : Jv(IIi) —> H0(Jf?f, V ( l l 2 ) ) v est iden
tiquement nulle (en particulier, si Jv(IIi) = 0), alors les suites 

0 -* H ° W , V(IIi)) # ° ( ^ ' , V(II)) -+ H ° ( j e \ V ( U 2 ) ) 0 

0 -+ ^ ( V ( n 2 ) ) El Qp - ^ ( V ( n ) ) EIQp ^ ^ ( V ( ï ï i ) ) K Qp - 0 

sont exactes. 
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Démonstration. — C'est une conséquence du (ii) de la prop. VII. 1.8 et de ce que 
D* El Qp est le noyau de D* M Qp -> H°(J#", V(D))V, si D est un (<p, r ) -module . 

Remarque VILLI0. — Si la suite 0 V ( I I i ) -> V(II) -» V ( n 2 ) 0 est scindée, il 

en est de même de la suite 

0 -> tf°(^', V ( n 2 ) ) v -+ H°(J^f,V(U))v -> J T 0 ^ ' , V(IIi))v -* 0. 

Comme D ^ Q P = Ker (ZJ« § Q p ^ H ° ( ^ , V(D))V) si D est un (y>, r ) -module , on 
déduit de la prop. VII. 1.8 l'exactitude des lignes et colonnes du diagramme commutatif 
de ^ [^-représentations suivant : 

0 0 0 

0 ^V(n2; ^n2v- - № ^ Q P ) V 

o -
y 

- j v ( n ; 
y 

( n ^ Q / 

0 J v ( n x - ( n i ^ Q p ) v - 0 

0 0 0 

dans lequel la colonne de droite est scindée sur B. 

3. Le module JV(II) 

Proposition VILI Al. — Si U E ReptorsG, l'ensemble des s OUS-ÛL-modules de IIV de 

longueur finie, stables par ( ̂  J ) , admet un plus grand élément Jv (II). De plus, on 

a la suite exacte 

0 -+ J v ( n ) -+ J v ( n ) H°(J!?', V ( n ) v ( l ) ) -> 0 

de kL[A]-modules. 

Démonstration. — Soit M un sous-(^-module de IIv de longueur finie, stable 
par ( Qï ° ). On déduit de la suite exacte 0 -> JV(II) -+ nv D(n)11 El Qp -> 0 et de 
ce que, si V G Reptors^Qp, un sous-^-module de type fini de D ( V ) , stable par T, 
est inclus dans B(V)nr = H°(J?f, V), le fait que l'image de M dans D ( I I ) 1 ' M Qp est 
incluse dans H°(J#", V ( I I ) ) , et comme i / 0 ^ ' , V(II)) est de longueur finie sur <̂ L, 
cela permet de conclure. 

Proposition VIL1.12. — (i) SiU = 6o det, avec S G &(kL), alors JV( I I ) = n . 

(ii) Si 61,62 € ^(kL) et 61621 ^ u, alors JV(B(61,62)) = kLDirQ © fcLDiroo, et, 

en tant que ki[A]-module, on a Jy(B{6\, 62)) = Ind^(5f 1u 0 52~1). 
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(iii) Si S G S^(ki), alors Jv(St<g)J) = /^(Diro — Dir^) , etw agit par multiplication 
par - 1 et ( o d ) e A par S~x(ad). 

(iv) Si IL est supersingulière, alors JV(II) = 0. 

Démonstration. — La suite exacte de la proposition VIL 1.11 permet de relier JV(II) 
et JV(II). La proposition suit donc de ce que H° (J4?',V (IL)) est nul si II est de 
dimension finie ou supersingulière, et de dimension 1 si II est de la forme B(Si,52) 
ou St <8> S. 

Remarque VILLI3. — (i) Le module JV(II) est stable par (il), et il contient 
(nv)^ = JV(IL) ; il contient donc JV(II) + ( Ç J ) • JV(IL). 

(ii) Un élément de Jv (II) H ( 5 J ) * JV (H) est fixe par le sous-groupe de G engendré 
par ^p ) et (QP î ) , c'est-à-dire par SL2(QP). Si II n'a pas de quotient de longueur 
finie sur ÛL, cela implique que JW(IL) fl (? J) • Jv(IL) = 0. 

(iii) Les points (i) et (ii) montrent que, si II n'a pas de quotient de longueur finie 
sur ÛL, alors JV(II) contient J v ( I I ) 0 (J J) • JV(II) comme sous-A-module. L'exemple 
de la Steinberg montre que cette inclusion n'est pas toujours une égalité. 

Un objet n de R e p t o r s G est équilibré si JV(II) = JV(IL) 0 ( ? J ) • JV(IL). 

On note II IE! Q* l'orthogonal de Jv (II) dans II, et on note J(II) le quotient de II 
par IIEI Q*. D'après la prop. VII.1.11, le ^[AJ-module est de longueur finie sur û^. 

Remarque VIL1.14. — (i) On peut aussi définir II El Q* comme le plus petit 
sous-ÛL-module d'indice fini de II stable par J)- Si 0 —̂  Iii —» II —• II2 —• 0 est 
exacte, il en résulte que II El Q* contient Iii El Q* et se surjecte sur n2 El Q*. 

(ii) Le fait, pour II, d'être équilibré se traduit par l'exactitude de la suite 

0 Il El Q* —• (II El Qp) 0 w • (II El Qp) —• II, 

l'application II El Q* -* (II E3 Qp) 0 w • (IL El Qp) étant v i-> (v, -w - v). Si II n'a pas 
de quotient de longueur finie sur ÛL, la suite est aussi exacte à droite d'après le (ii) 
de la rem. VII.1.13. 

Proposition VILI.I5. — (i) Si 11 = 60 det, avec S G &(kL), alors U El Q* = 0. 

(ii) SiôuS2 G <?(kL) etô^î1 ^u, alors B(SUÔ2)MQ; =LCc(Q;,kL). 

(iii) Si ô G ST(kL), alors (St ® J) El Q ; = LCC(Q;, kL). 
(iv) Si II est super singulière, alors II El Q* = II 

Démonstration. — C'est immédiat à partir de la prop. VIL 1.12 en prenant les ortho
gonaux. 

Proposition VII.1.16. — Si v G niEl Qp, il existe n(v) tel que, si vp(b) < —n(v), alors 
( è i ) . r , e n i s i Q ; . 
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Démonstration. — Il suffit de vérifier l'énoncé pour v de la forme ((J î ) — l) * # car 

ces éléments engendrent II IEI Qp. Maintenant, si /i G JV(II) et x G II, on a 

M è î ) t t ï ) - * > = M T ? ) u w f ? ) - * > H ( t ? ) - M , u m t ? ) - > 

Par ailleurs, il existe ni tel que ( X + ^ 1 Z P 0 ) laisse fixe x. De même, JV(II) étant 

de longueur finie sur ÛL et stable par A, il existe n2 tel que (Í+P™22? O) agisse 

trivialement sur JV(II). Posons alors n(v) = vp(a) - sup(m,n2), de telle sorte que 

l'on ait vp{^- — 1) > sup(ni, n2), si vp(b) < —n(v). On déduit de la formule ci-dessus 

que M è î J U ? ) - x) = < / x , ( J Î ) - x), et donc que < / x , ( J Î ) - v) = 0, si fi e Jv(U) 
et vp(6) < — n(v). Compte-tenu de la définition de IIEIQ* comme orthogonal de JV(II), 

cela permet de conclure. 

VII.2. Extensions de représentations de GL2(QP). — Ce § est consacré à la 
question suivante : combien perd-on d'information en passant de GL2(QP) à son 
sous-groupe de Borel ? Les résultats obtenus sont abondamment utilisés dans la suite 
du chapitre. Des résultats plus généraux ont, depuis la rédaction de ce chapitre, été 
obtenus par Paskunas [58]. 

On note Reptors5 la catégorie des ^-représentations de B localement constantes, 
admettant un caractère central. La restriction à B nous fournit une application na
turelle de R e p t o r s G dans Reptorsi?. 

Si H e { £ ,G} , et si u i , Ï I 2 sont deux objets de Reptorsi7, on note Ext#(II2,IIi) 
le groupe des extensions de II2 par u i dans ReptOTSH (ce qui, par définition, implique 
l'existence d'un caractère central). Si n i , n 2 sont deux objets de R e p t o r s G , la restric
tion à B nous fournit une application naturelle de Ext^(II2,IIi) dans Ext^(II2,IIi). 

Théorème VII.2.1. — Si IIi G R e p t o r s G vérifie nfL2^p^ = 0; alors pour tout 
II2 G R e p t o r s G , Vapplication naturelle Extç(II2,IIi) —> Ext^(ÏI2,IIi) est injective. 

Remarque VII.2.2. — On montrera en fait un résultat plus précis : si l'application 
naturelle Ext^(II2,IIi) —• Ext^(II2, u i ) n'est pas injective, alors il existe % E <^(&L) 

tel que %odet soit un sous-objet de u i et S t ® ( x ° d e t ) soit un sous-quotient de II2. Cet 
énoncé est essentiellement optimal : 0 —• 1 —> L C ( P 1 ( Q P ) , UL) —• St —> 0 est scindée 
comme suite de ^-représentations puisque L C C ( Q P , & L ) est, dans L C ( P 1 ( Q P ) , / C L ) , 

un supplémentaire, stable par B, des fonctions constantes, mais cette suite n'est pas 
scindée en tant que suite de G-représentations (cf. [3]). 

Démonstration. — Nous allons nous placer dans un cadre un peu plus général que 
nécessaire (avec les notations ci-dessous, traiter le cas de M = N = II2 suffirait), mais 
cette généralité nous sera utile plus tard (prop. VII.2.12). 

Soit 0 —> u i —>II—>II2—>0 une suite exacte d'éléments de R e p t o r s G . Soient 
M D N des sous-^¿-modules de II2 vérifiant les propriétés suivantes : 

(Hl) M est stable par B et il existe un scindage E-équivariant i : M —• II ; 
(H2) N est stable par le sous-groupe diédral A de G ; 
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Les hypothèses (Hl) et (H2) impliquent l'existence de À : N —> IIi tel que l'on ait 
( î o)'L(v) = ^(V)+L((î o)-v).SiM est l'image réciproque de M dans II, on peut écrire 
tout élément v de M, de manière unique, sous la forme v = v\ + L(V2), avec vi € Hi 
et v2 G M. Pour simplifier un peu les formules, on notera plus simplement (^1 ,^2) 

l'élément v\ -h ¿(^2) de M. On a alors w • (vi, v2) = (w • vi + A(v2), w • ^2 ) , si V2 G A/", 
et 6 • (vi,v2) = (b • • v2), si (vi,v2) G M, et si 6 G 

Lemme VIL2.3. — (i) SiveN, on a 

( î è ) - A W + A ( ( ° à M = 0 et A ( ( 8 S M = ( g 2 ) - M « ) -

(ii) KerÀ et ImÀ sont stables par A. 

Démonstration. — Le (i) est une traduction des identité w2 = 1 et W(Q®) = ({{2)^, 
qui impliquent 

(0, z) = tu2 • (0, s) = w • (À(s), w • 2 ) = (w • A ( * ) + A(w • z), z) 

((0 2) * Kz)i (c>d)w ' z) = (od) ' (Kz)>w' z) = (od)w ' (°»^) 
- ^ g 2 ) - ( 0 ^ ) = ^ - ( 0 , ( g 2 ) ^ ) = (A((go) .2f) , t l , (do).z) 

Le (ii) est une conséquence immédiate du (i). 

On suppose à partir de maintenant qu'en sus de (Hl) et (H2), on a : 

(H3) quel que soit v G N, il existe n\(v) G N , tel que (\\) - v G N s\ vp(x) < —n\(v). 

La propriété (H3) alliée avec le fait que l'action de G est localement constante, 
implique que, si v G N, il existe n(v) tel que 

• ( 0 ï ) * v e N et ( 0 î )w ' v e N> SI VP(X) ^ 

• ( 0 1 ) "2 = 2 , si 2 E {v, K; • A(v), tu -v,w- X(w • v)}, et si vp(x) > n(v). 

Lemme VIL2.4. — Si v E N, et si vp(x) > n(v), alors A ( ( Q ) • v) = 0. 

Démonstration. — Soient 6 = ( * ) , ÎX = ( 0 1 ) et n' = ( j ^ 1 ) . Un petit calcul 
montre que u = w - u' - w - b - w. Par ailleurs, bw - z = ( J _ ^ - i ) (J ^ )w • z et 
u'wbw • z = • 2; sont éléments de AT, si vp(x) > n(z), ce qui permet d'utiliser, dans 
le calcul ci-dessous, la formule pour l'action de w donnée plus haut. 

(0, u - z) = wuwbw • (0, z) = wu'wb • (A(z), w • z) = wuw • (b • X(z), bw • z) 

= • (wo • A(z) -f X(bw - z),wbw • z) 

= w • (w'wo • X(z) + u' • X(bw • 2;), u'wbw • 2?) 

= (wu'wb - X(z) + wn/ • A (&w • z) + X(u'wbw • z), wuwbw • z) 

= (uw • A(z) -h w?/ • X(bw - z) + A(ww • 2?), 16 • 2?). 

Comme mu -A^) = w-X(z) et u-z — z, si vp(x) > n(z), et comme w • X(z) + X(w - z) = 0 
d'après le (i) du lemme VII.2.3, on en déduit la nullité de wu' • X(bw - z). Il suffit alors 
d'appliquer ce qui précède à z = w • v pour en déduire le résultat. 
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Si £ G N, on note pW l'ensemble des (g î)» avec vp(a) ^ vp(tf + £- Si v e U2, on 
note P ^ • v le sous-^-module de n2 engendré par les (g \ ) • pour (g G P ^ . 

Corollaire VII.2.5. — Ker À contient ptn(v)l • ç?/eZ #^e soit v G N. 

Démonstration. — Si v G N, alors Ker À contient ) - v, si vp(6) > n(v). Comme 

Ker À est stable par A, il contient aussi ( ob0_1 _Pb ) ( J _61_i ) • v = (g a6~1 ) • v quels que 

soient a G Q* et & G Q* vérifiant vp(b) > n(v). Ceci permet de conclure. 

On suppose maintenant, qu'en sus de (Hl) (H2) et (H3), on a : 

(H4) Il existe une famille finie (^)ZG / d'éléments de N telle que, pour tout £ G N, on 

ait l'inclusion N C ( PM • Vi) + w • ( £ iG/ PM • v*). 

VII.2.6. — (i) Ker A = N. 
(ii) t(iV) es* s£a&Ze par A. 

Démonstration. — Le (i) est une conséquence immédiate du cor. VII.2.5, de l'hypo
thèse (H4) et de la stabilité de Ker À par w. Le (ii) suit du (i), qui se traduit par la 
stabilité de t(N) par w, et du fait que t(N) est, par construction, stable par A. 

Considérons les propriétés suivantes : 
(PI) Il existe un ensemble fini {vi, i e 1} d'éléments de II tels que, pour tout l e N , 

on ait l'inclusion ( J^ieip[i] ' vi) + w ' ( E . e J pW ' = n-
(P2) Il existe un ensemble fini {vi, i G 1} d'éléments de II El Q* tels que, quel que 

soit £ G N, on ait l'inclusion J^iei p[£] • t>» D II El Q*. 

Remarque VII.2.7. — (i) (PI) se traduit par : « M = N = U vérifient (H4) ». 
(ii) (P2), alliée à la prop. VIL 1.16, se traduit par : « M = U M Qp et N = U M Q* 

vérifient (H3) et (H4) ». 

Lemme VH.2.8. — Soit U2 G ReptorsG. 
(i) Si II2 vérifie (PI), l'application naturelle E x t ç ( n 2 , H i ) —> E x t # ( n 2 , n i ) est 

injective, pour tout I I i G ReptorsG. 

(ii) Si II2 vérifie (P2), l'application naturelle Ext^(II2,IIi) —> E x t ^ ( I I 2 , n i ) est 

injective, quel que soit Iii G ReptorsG vérifiant n^L2^p^ = 0. 

Démonstration. — Soit II une extension de II2 par I I i qui est scindée sur B. Si II2 
vérifie (PI), alors M = N = U2 vérifient les propriétés (Hl), (H2), (H3) et (H4), 
et le (i) du lemme VIL2.6 montre que le scindage P-équivariant II2 —» II est en fait 
G-équivariant. On en déduit le (i). 

Maintenant, si II2 satisfait (P2), M = N = U2 vérifient (Hl), (H2) et (H3), ce qui 
nous fournit À : n2 —• n tel que w • (0,2;) = (X(z),w • z), et prouve (lemme VII.2.3) 
que Im A est stable par A. Par ailleurs, M = U2 et N = U2 EIQ* vérifient (Hl), (H2), 
(H3) et (H4), ce qui prouve (lemme VII.2.6) que Ker A contient n2 El Q*. Comme 
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ÏI2 El Q* est d'indice fini dans II2, cela implique que que ImÀ est de longueur finie 
sur @Li et comme ImÀ est stable par A (lemme VII.2.3), cela implique, d'après le 
lemme III.1.5, que ImÀ est inclus dans JJ^L2^P\ On en déduit le (ii). 

Lemme VIL2.9. — Les propriétés (PI) et (P2) sont stables par extensions. 

Démonstration. — C'est clair pour (PI) : si 0 —• Iii —• II —> n2 —• 0 est exacte, il suffit 
de prendre pour {vi, i G 1} la réunion d'une famille {vi,i G / 1 } (resp. {vi,i G 72}) 
d'éléments de Iii (resp. de II relevant une famille d'éléments de II2) dont la propriété 
affirme l'existence. 

Passons à la stabilité de (P2) par extensions. D'après la remarque VII. 1.14, 
si 0 —• Iii —• II —> II2 —• 0 est exacte, alors IIE1Q* se surjecte sur II2 E1Q* et contient 
Iii El Q*. Soit donc {vi,i G 1} réunion de familles {vi,i G / 1 } (resp. {vi,i G 72}) 
d'éléments de Iii (resp. de II relevant une famille d'éléments de II2) dont la propriété 
affirme l'existence. Si £ G N, soit 11^ = P[£] • v{. D'après la prop. VII.1.16, 
Y^iei P^ • ^ C II El Q*, si £ est assez grand. Par ailleurs, pW se surjecte sur II2 El Q* 
et contient Iii El Q* quel que soit £ G N, et comme II2 El Q* et Iii El Q* sont d'indice 
fini dans II2 et Iii respectivement, cela implique que 11^ est d'indice fini dans II. 
Finalement, comme pW est stable par multiplication à gauche par ( ^ p et comme 

II El Q* est le plus petit sous-^-module d'indice fini de II stable par ( ^ p J ) , on en 

déduit que 11^ = II El Q*, si £ > 0. Ceci permet de conclure. 

Lemme VIL2.10. — (i) Les x ° det, pour x e &(kL), vérifient (PI) et (P2). 
(ii) Les supersingulières vérifient (PI) et (P2). 

(iii) Si 61,82 G <^(&L) vérifient SiS^1 ^ w, alors P(#i, J2) vérifie (PI) et (P2). 
(iv) La steinberg vérifie (P2). 
(v) Tout élément de ReptorsG vérifie (P2). 

Démonstration. Le (i) est immédiat. 
- Soit II une représentation supersingulière. Il existe alors r G {0, . . . ,p — 1} et 

X £ ^(kL) tels que II = II(r,0,x). Soit alors W = Wr,x 0 Wp_i_r>xa,r. Un élément 
de W peut se représenter comme un couple (P, Q), avec P G fcz,[-X"] de degré < r 
et Q e kL[Y] de degré < p - l - r . D'après la proposition III.3.12, W G >T(0)(II) 
et R(W, II) est engendré par 

^o = [ ( â î ) , ( 0 , y p - 1 - r ) ] - [ ( g ? ) , ( l , 0 ) ] 

et Rt = [(J °) , (Xr,0)} - o [ ( g J ) , (0,1)], avec A = (-l)RX(P)-2-

Maintenant, si P G kj\Z\ est de degré < s < p — 1, on peut écrire P , de manière 
unique, sous la forme P = J2t=i Pi(p)(z + On a alors, si b G Z* et £ > 1, la 
formule 

r+l 

1=1 
W ( ^ ? ) ( a i ) - « i = [ ( ^? ) . (^o ) ] -« 

r+l 

i=l 
6+^).(o,i)]-
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On en déduit l'appartenance de ( ^ • (P,0) à P^+11 • W. On montre de même que 

(Po î ) * ( ° » Q) e • W> et donc <lue p[£] ' W = p[W] • W si £ > 1, en échangeant 
les rôles de X et y , de r et p — 1 — r, et de P0 et 

Maintenant, si r < p — 2, o n a r + 1 <p — 1 et, comme ci-dessus, 

r+1 

i = l 

/ 3 i ( P ) ( J 0 - ^ i = [ ( â î ) . ( - P - 0 ) ] - a 
1=1 

A ( P ) [ ( 8 I ) , ( o , i ) ] , 

ce qui prouve que ( J ?) • (P,0) G P[1] • W. 
Si r = p — 1, un petit calcul (tenant compte de ce que p — 1 — r = 0) montre que 

a/?p(P)(gï).Jlo + 
¿=1 

= [ ( J Î ) , ( P , 0 ) ] - a 
i = l 

P -1 

ce qui prouve, dans ce cas aussi, que (J ?) * (P?0) € P • 
On en déduit, comme ci-dessus, que l'on a, dans tous les cas, P ^ • W = pW . 

et donc PM • W = • W quel que soit * > 0. Comme p[°l . W = II = IIIEIQP, cela 
démontre le (ii). 

- Si II = P ( ô \ , o * 2 ) , on peut prendre <j>\ = l1+pzp G II IEI Q*, auquel cas P^ ' • v 
contient la fonction l(b^-pn)-\-pn+1zp Quel que soit b G Q* et n > vp(o) -h £ L'espace 
PM • W contient donc LCc(Q*,kL) = II Kl Q*, ce qui prouve que n vérifie (P2). 
De plus, l'image de (P™ J ) • (f)^ dans le k^[A]-module II/LCC(Q*, UL) est non nulle 
quel que soit n G N ; comme ce &L[A]-module est irréductible (cf. rem. III.3.10), 
si Siô^1 cela montre que ( P ^ • k^i + & L 0 O O ) + w • ( P ^ • /CL</>I + & L < / > O O ) ) = II, 
quel que soit £ G N, et donc que II vérifie (PI). Ceci démontre le (iii). 

- Si II est la Steinberg, la même démonstration que dans le cas de P(o\ , 62) montre 
que II vérifie (P2). 

- Les points (i)-(iv) montrent que tout objet irréductible de ReptorsG vérifie (P2). 
Le (v) est donc une conséquence de la stabilité de la propriété (P2) par extensions 
(lemme VII.2.9). 

Ceci permet de conclure. 

Remarque Vlh2.il. — (o) Le th. VII.2.1 est une conséquence de la conjonction du (v) 
du lemme VII.2.10 et du (ii) du lemme VII.2.8. 

(i) La stabilité de la propriété (PI) par extensions montre que si II2 n'a pas de 
sous-quotient isomorphe à St 0 (%odet), alors II2 vérifie (PI) ; par suite, l'application 
naturelle E x t ^ ( I l 2 , I I i ) —> E x t £ ( I l 2 , I I i ) est injective, quel que soit Iii G ReptorsG. 

(ii) St ne vérifie par (PI) car, quel que soit v G St, on a P^l • v C L C C ( Q * , / C L ) , 

si £ est assez grand, et, de plus, LCC(Q* ,A ;L ) est stable par w. En particulier, cela 

ne permet pas de conclure à l'injectivité de Ext^(St,IIi) —• Ext^(St,IIi) , en général 

(c'est rassurant vu qu'il y a des contrexemples...). Maintenant, l'action de Q * ) 
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sur le fc^-espace vectoriel St/LCC(Q*, &L), de dimension 1, est triviale, alors que (? J) 
agit par —1. En utilisant les formules (i) et (ii) du lemme VII.2.3, on voit que si E 
est une extension non triviale de St par IIi qui devient triviale quand on la restreint 
à B, alors Iii contient la représentation triviale. 

(iii) Les points (i) et (ii) ci-dessus entraînent le raffinement du th. VII.2.1 donné 
dans la rem. VII.2.2. 

Proposition VII.2.12. — Si II2 est équilibrée et sans quotient fini, alors, quel que soit 
Iii G ReptorsG, l'application naturelle E x t ^ ( n 2 , I I i ) —> E x t # ( n 2 13 Qp,IIi) est injec
tive. 

Démonstration. — Soit 0—• Iii —• II —> II2 —• 0 une extension de II2 par Iii 
dont l'image dans E x t # ( n 2 IEI Qp,IIi) est nulle. On peut donc identifier Il2 El Qp 
à un sous kL[B]-module de II. De plus, M = IL2 El Qp et N = U2 El Q* satisfont 
les propriétés (Hl) et (H2) de manière évidente, (H3) et (H4) d'après le (v) de la 
prop. VII.2.10 (cf. (i) de la rem. VII.2.7). Il en résulte, d'après le lemme VII.2.6, 
que n2 IE Q*, vu comme sous-^L-module de n , est stable par w. 

Par ailleurs, comme n2 est équilibrée, la suite 

0 -> n2 El Q* (n2 El Qp) 0 w • (n2 El Qp) n2 -> 0 

est exacte, ce qui permet d'identifier n2 au sous-^-module (n2 EIQP) + w • (n2 EIQP) 
de n , qui est stable par A par construction, et notre problème est de prouver que ce 
module est stable par G. 

Pour cela, écrivons un élément de n sous la forme {v\, v2), avec v\ G Hi et v2 G n2. 
Le kL[B]-modu\e U/(U2 El Qp) est une extension de n2 / (n2 El Qp) = J(U2) par n i 
et donc nous fournit un 1-cocycle g 1—» cg sur B à valeurs dans H o m ( J ( n 2 ) , n i ) . 
On note v l'image de v G n2 dans J(n2) . L'action de b e B sur { v \ , v 2 ) est alors 
donnée par b • (vi, v2) = (b • v\ + cb(v2)i b • v2), tandis que celle de w est donnée par 
w • ( v i , v 2 ) = (w • V i , w • v2). 

Il s'agit de vérifier que g »-> cg est identiquement nul. Comme J(n2) est de longueur 
finie sur ÛL, et comme l'action de B est localement constante, il existe n G N tel que 
cg = 0, si g G ( l^P0 Zp i+p^z ) • ^ e PMS5 ê centre agissant par un caractère, on a 
cg = 0, si g = (§ o) avec a ^ Qp- Finalement, considérons l'action de u = ( J f ), avec 
vp(x) < 0 de telle sorte que u' = ( J x~x ) agisse trivialement sur J(n2) . En utilisant 
l'identité u = wu'wbw, avec b = (Q *-I ), on obtient, si v G M, 

u - (0, v) = wu'wbw - (0, v) = wu'wb • (0, w • v) 

= wu'w - (ct,(w • v), bw - v) = (wuw - Cb(w • v),wu'w - bw • v), 

la dernière égalité venant de ce que cu> = 0 par l'hypothèse selon laquelle u' agit 
trivialement sur J (n2) . Maintenant, si v G n2 S Qp, o n a w - (0, v) = (0, u • v), ce qui 
implique que Cb(w • v) = 0 quel que soit v G n2 13 Qp, et comme w • (n2 El Qp) se 
surjecte sur J (n2) car n2 est supposée équilibrée, cela implique Q, = 0. Pour conclure, 
il suffit de constater que le sous-groupe engendré par ^1+P^ZP ), les (oa)> 
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avec a G Q*, et les (Q ), avec vp(x) <C 0, n'est autre que B, ce qui prouve que 
g H-» cg est identiquement nul. 

VII.3. Les atomes galoisiens et leurs ((p, r ) - m o d u l e s 

1. Atomes galoisiens. — Si 6 G Sfiki), on note ki,(6) la /^-représentation de dimen
sion 1 de ^Qp , sur laquelle g G &QP agit par multiplication par S(g). 

Un atome galoisien (sous-entendu : de dimension 2 pour Qp) est une k^-
représentation de &QP de dimension 2 qui n'est somme directe de deux caractères 
sur aucune extension de kj^ et n'est pas la tordue par un caractère d'une extension 
de / U L ( ^ ) par k^. 

Toute L-représentation irréductible V de ^Qp , de dimension 2, admet (quitte à 
faire une extension quadratique de L) un ^ - réseau V° tel que ^ (g iV0 ne soit pas 
somme de deux caractères. Si p > 5, toute L-représentation irréductible V de , de 
dimension 2, admet un ^ - réseau V° tel que (g) V° soit un atome galoisien. 

La raison pour éliminer les extensions de /^(CJ) par kL (et leurs tordues) est la 
suivante : si V est une L-représentation irréductible de &QP , de dimension 2, admettant 
un ^,-réseau V° tel que &L (g) V° soit une extension non triviale de k^oo) par 
alors V admet aussi un réseau V1 tel que k^ <S)V° soit une extension non triviale de kL 
par &L(U;), et une extension non triviale de kL par ki,(u) contient plus d'information 
qu'une extension non triviale de k^uj) par k L . Malheureusement, p = 2 et p = 3 
posent quelques problèmes car on a o;-1 = uo, et une extension non triviale de k^ 
par â;L(U>) est aussi, à torsion près, une extension non triviale de fez, (a;) par kL- Nous 
serons donc obligé de laisser quelques cas de côté, si p = 2 ou p = 3. 

Il est très facile de faire la liste des atomes galoisiens (cf. prop. VII.3.1). 
Soit Qp2 l'extension quadratique non ramifiée de Qp, et soit ZP2 l'anneau de ses 

entiers. Soit & le groupe de Lubin-Tate sur K associé à pX + Xp , et soit Tp(&) son 
module de Tate. Le Zp-module Tp(&) est libre de rang 2 et est muni d'une action 
continue de . La restriction de cette action à 2 est donnée par un caractère 

: ^Qp2 ~~> qui correspond, via la théorie locale du corps de classes, au caractère 
x i—• x\x\ de Q*2. En notant « ind » l'induction de ^QP2 à ^Qp , on déduit de ce qui 
précède un isomorphisme Tp(^) = ind(xjf) de représentations de Ŝ Q . La réduction 
modulo p de \& eŝ  ^2 (caractère fondamental de Serre de niveau 2). 

Si r G Z et 6 G Sfikh), on note V(r,6) la représentation ind(a;2+1) ® <J de ^Qp. 
S i 0 < r < p — 1 , la représentation V(r, (5) est irréductible, et toute /^-représentation 
absolument irréductible de dimension 2 de &QP est isomorphe kV(r,6) pour un couple 
convenable (r, 5), avec 0 < r < p — 1 et 6 E ^ ( & L ) -

Si ($i,<$2 € sont tels que (Ji^1 ^ {1,^}, alors H1(&Qp, kL(6i62~1)) est un 
fcz,-espace vectoriel de dimension 1. Il existe donc, à isomorphisme près, une unique 
extension non triviale V(61,62) de /^(^2) par fez,(¿2). 

On peut voir un élément de r de Hom(Q*,A), groupe des morphismes continus 
de Q* dans un Zp-module A, comme un élément de Hom(^Qp, A). 
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Si r G Hom(Q*, UL) est non nul, et si S G < 5 ^ ( & L ) > on note V(8,S,r) le 
espace vectoriel k^i 0 fct^, de dimension 2, muni de l'action de &QP donnée par 
g(ei) = 8(g)e\ et gfa) = <K#)(e2 + T(d)ei)- Alors V(Ô,S,r) est une extension non 

triviale de /^(u*) par qui est, à isomorphisme près, déterminé par la droite de 
Hom(Q*, k^) = i J1(^QP, ki,) engendrée par r . De plus, toute extension non triviale 
de kL(8) par est isomorphe à V(S, r) pour un certain r G Hom(Q*, & L ) — {0}. 

Si p ï 2, alors Hl(yQp,kL) = Hom(Q;,fcL) et Hl(^p,kL{uj)) sont des 
^L-espaces vectoriels de dimension 2, qui sont mis en dualité parfaite par le cup-
produit H\yQp,kL) x ^ ( % ^ L H ) - H2(WQp,kL(u;)) = kL. Si r G Hom(Q;,fcL) 
est non nul, on note V(u;, l jT-1-) l'extension de kL par k^uo) dont la classe dans 
-^1(^QP5 ^ L ( ^ ) ) engendre l'orthogonal de r . Plus généralement, si r G Hom(Q*, fc^) 
est non nul, et si S G ^(A^) , on note <J, r-1) la représentation V(u, l^r1-) <8> <$. 
Ceci fait de V(Su,ô, r-1) une extension de &£,(($) par k^ôuj), et toute extension 
non triviale de par k ^ u j ) est isomorphe à V ( & J , 5 , r - 1 ) pour un certain 
r e H o m ( Q ; , f c L ) - { 0 } . 

Proposition VII.3.1. — Un atome galoisien est isomorphe à une des représentations 
suivantes : 

• V{r,S), avec 0 < r <p-l et S £ ^{kL), 

• V ^ i , ^ ) , avec 61,62JE &(kL) et S^1 £ { l ^ u ; - 1 } , 

• V(ô, S, T), avec ô G &(kL) être Hom(Q;, kL) - {0}, 

• V X & J ^ T - 1 ) , avec S G &(kL) et r e Rom(Q*,kL) - {0} (si p ^ 2). 

Remarque VIL3.2. — On a V(r, 1) = F (p — 1 — r, u;r) et, à torsion près par un carac
tère, c'est le seul isomorphisme entre atomes galoisiens. 

2. Les (ip, T)-modules attachés aux atomes galoisiens 

- Atomes irréductibles Si r G Z, le ((p, T)-module D(ind(x^-r)) peut se décrire explici

tement de la manière suivante. Soit q = = Tp_1 +pTp~2 -\ h (£)T+p G ZP[T]. 

Si 7 G T, on a G 1 + TZP[[T]], ce qui fait que les produits infinis 

a+(7) = 
n=0 

i (^2n+1| -7W) 

9 
et « - ( 7 ) = 

+00 

n=0 Q 

convergent dans 1 -h TZP[[T]]. 

Proposition VII.3.3. — Sir eZ, D(ind(xj/")) = 6ge>r,\ ® ^s^r,2i l>e$ actions de (p et 
T é£an£ données par 

¥>(er,i) = Çrer,2, ^(^,2) = er,i 

7 (^ ,1) = a+(7) rer,i, 7(^,2) = « - ( 7 ) rer,2. 

Démonstration. — cf. [10]. 
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La réduction modulo p de \& est ^2 le caractère fondamental de Serre de ni
veau 2, et la réduction modulo p de i n d ( x ^ r ) est la représentation i n d ^ ^ ) , dont le 
((p, r ) -module est la réduction modulo p de celui de ind(x5T). 

Proposition VII.3.4. — (i) Si r G Z, alors D(ind(o;2~r)) = kger^i 0 kger,2, les actions 
de (p et Y étant données par 

(p(erd) = T{p 1)rer o, <p(er ,2) = er 1 

7(er,i) = a+(7) er,i, 7 (^ ,2) = a - ( 7 ) ^ , 2 -

(ii) Sz 1 < r < p , alors D«(ind(a;2-r)) = D ^ i n d ^ ) ) = k+^®k+^. 

Démonstration. — Le (i) est juste la réduction modulo p de la prop. VII.3.3. 
Maintenant, si x G kg, on a ip(x^-) = ip(T~rx<p(er,2)) = T~1ip(Tp~rx)er,2 et 

tp{x^) = ^(Tr-1xr-rp(^(er,1)) = T-r^(rr -1x )er , i . On en déduit le fait que ^ 
induit une surjection de M = kg^ÇBkg^?- sur lui-même. De plus, comme 1 < r < p, 
on a p — r > 1 ou r — 1 > 1, ce qui montre que ipn+1 (T~pn M) C M, et donc que 
M = Dti(ind(o;2~r))- De même, on a p — r < p — 2 ou r - 1 < p — 2, ce qui permet 
de montrer que tp(TM) = M, et donc que M = D^(ind(o;2~r)). Ceci termine la 
démonstration. 

Corollaire VII.3.5. — D l ' ( i n d ( a ; ^ r ) ) / r ^ eu'1 0 c j - r en £an£ gue k L [ r ] - m o d u l e . 

Démonstration. — C'est une conséquence de ce que «+(7) = « - ( 7 ) = 1 modulo T et 
de ce que ^ P - = 07(7) modulo T. 

- Extension de deux caractères génériques 

Proposition VII.3.6. — Si Si ^ 82 sont deux éléments de 2f{kh), et si V est une 
extension non triviale de kL(S2) par k^Ôi), alors D^(V) contient ^fcj(âi) 

Démonstration. — Comme D**(/^(J)) = ^ f c J ( J ) , si S G ^(ki)-, on a des suites exactes 

0 - > M - > D « ( V ) - > - * + ( * 2 ) - + 0 , 

0 —> M' —• B\V) -> k+{82) 0, 

où M contient et M ' contient Par ailleurs, D ^ V J / D ^ V ) est de 
dimension 1 sur kL (On a (V)(V) = H0(J4?', V)v et s'il était de dimension 2, 
cela impliquerait que ^Qp agit à travers sur V, et comme ¿1 ^ 52, on en déduirait 
que V est scindée). On en déduit que M = M'', ce qui permet de conclure. 

- Extensions de /CL(£) par &L(<5)-— Comme on l'a vu plus haut, une extension non tri
viale V de kL(à) par &L(<5) est isomorphe à V(S, ô, r ) pour un certain r G Hom(Q*, k^) 
(unique à multiplication près par un élément de &£). Il existe donc une base ei ,e2 
de V sur kL dans laquelle l'action de g G &QP est donnée par g • ei = 5(g)ei et 
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g. e2 = S(g)(e2 + T ( g ) e \ ) . Comme ô et r se factorisent à travers , le ((p, r ) -module 
T>(V) est très facile à calculer : il existe une base /1, / 2 de D(F) sur kg telle que 

7 - / i = * ( 7 ) / i , 7 - / 2 = * ( 7 ) ( / 2 + T ( 7 ) / I ) , ¥>( / I ) = *(p)/i , v ( / 2 ) = *(p)(/2 + T ( p ) / i ) . 

Il est alors immédiat que 

D h ( n = fc+-/1efc+-/2. 

En particulier, D^F) est stable par ip. 

- Extensions de kL p a r &£,(u;).— Dans cet alinéa, p ^ 2 (si p = 2, on a u — 1, et ce 
cas est traité au numéro précédent). Le groupe T = Z* est alors procyclique ce qui 
permet d'en choisir un générateur topologique 7. Le fc^-espace vectoriel Hom(Q*, A^) 
est de dimension 2 car r G Hom(Q*, &L) est uniquement déterminé par ses valeurs en 
p et X (7 ) . Si u,v G on note rUjV l'élément de Hom(Q*, &£,) vérifiant ru^v(p) = u 

et TUiV(x(n)) = *>T0(7), où 7-0(7) = ^ LOGX(7) appartient à Z* 

Proposition VII.3.7. — (i) / / existe c G Fp unique, tel que 1 ' + c) € 

De /a série F = Y l n > i ^ ( ^ f o ) " 1 ' (T ~^~C)) conver9e dans k~g vers une solution 

de l'équation (i/> — 1) • F = "^fc1 • + c). 

(ii) Si a,/3 e kL, l'équation "^(y)1 • s = (<p — 1) • t/a,/?, ûvec 2/Q)/3 = -h /?F a 
tine solution unique xajp dans kg. 

(iii) Le kg-module Da^ = kge\ 0 kge2, muni des actions de ^p et Y définies par 

= ei> ^ ( e 2 ) = e 2 + z a , / 3 e i , 

7 (e i ) = a;(7)ei, 7 (^2) = ^2 + T0(7)2/a,/3ei> 

es£ tm (cp,T)-module étale sur kg, extension de kg par kg(cj), et Daß —• (a,ß) induit 

un isomorphisme de Ext1 (kg, k g (a;)) swr 

(iv) On a i/>(e2) = e2 + ß(± + c)e1} et e2 = (e2 - n/?(± + c)ei)nGN G l£f/3 K Qp. 

De plus, (g J) • e2 - ê2 G El Qp, e^69> Res((g ?) • ê2 - ê2) = r_^>a(a), si 

Démonstration. — On a (a;(7)7 — 1) • ̂  = ao + a\T + • • • G fcj, ce qui fait que si on 
veut que (0^(7)7 — 1) • + c) G on peut (et doit) poser c = — (jJ^_1 • Le reste 
du (i) est alors immédiat. 

Maintenant, on a (cp - 1) • F = -"Iffi^"1 • p ( £ + c), et (y> — 1) • ̂  G A;<g> El Z* 
puisque ^ ( ^ ) = ^- L'existence de xa^ est donc une conséquence du fait que 7 — 1 est 
inversible sur DEIZ* pour tout (<p, T)-module étale D ; son unicité suit de Pinjectivité 
de (¿(7)7 - 1 sur kg. De plus, on a (^ (7)7 - 1) • xa^ = ((p - 1) • (r0(j)ya^) par 

<69) L'application Res : kg(u) Kl QP kL est définie par Res((a;(n) <8>a;)n€N) = rés0(x(°) 3 ^ ) , et 

on a Res((x<n) <8>o;)n€N) = r é s 0 ( x ( n ) 3 ^ ) , pour tout n G N . 
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construction, ce qui permet de vérifier la relation de commutativité nécessaire pour 
faire de £>a,/3 un (ip, r)-module sur kg qui, de manière évidente, est étale. 

On a V>(e2) = V;((^(e2) — #a,/3<^(ei)) = e2 — ^(xa^)e i . Or la démonstration de 

l'existence de x^p montre que xa^ = — (3(p(^+c) à un élément de kg№Z* près. On en 

déduit les formules ip(xa^) = — /3^ +c ) , et ip(e2) = e2 + /?(^ +c)e i . L'appartenance 

de ê2 = (e2 — n/3(^ -h c)ei)n6N a /3 ̂  Q P est alors immédiate. Comme Res : 

kg(u>) № Qp —> kL est équivariante sous l'action de (g ° ) , si a G Q * , l'application 

a i-» Res((g ?) • ê2 — ê2) est un 1-cocycle sur Q * à valeurs dans et donc de la 

forme a i—• r(a) , avec r G Hom(Q*, /c^). Maintenant, si x = (a?(N))NGN £ ^ /3 ^ Qp, 

on a (o î ) - x = (x^N+1^)NGN, ce qui nous donne 

Res(( o i) ê2 - ê2) = -Res(/?' 4 + 

De même, • x = (7 • x (N))NGN, et donc 

Res((*(07) °) • ê2 - ê2) = Res( r0(7)2/a , /3) = 70(7)0:. 

Ceci permet de conclure. 

Si D est un (</?, r)-moduie quelconque, il résulte de la prop. VIII. 1.4 que les groupes 
H^n{D) et H^_1(D) sont en dualité naturelle, cette dualité étant donnée par 

{(x, y), (x1, y')} = {x, y'} + {y, x'}, si (x, y) e H^(D) et (x', y') G H x v a - i (D). 

On peut spécialiser cet énoncé au cas de D = kg(uj) et D = kg. Comme on l'a vu 
plus haut, le groupe (D) est alors le /^-espace vectoriel de dimension 2 engendré 
par (^, 0) et (F, ^ +c), alors que le groupe 7_i (D) est le /^L-espace vectoriel de di
mension 2 engendré par (1,0) et (0,1) ; ce groupe est aussi isomorphe à Hom(Q*, &L) , 
l'isomorphisme envoyant rUiV sur (v,u) (le (ip, r)-module défini par (v,u) G #<J,7-i 
est une extension de kg par kg possédant une base ei,e2 vérifiant (p(ei) = ei, 
(p(e2) = e2 + uei, 7_1(ei) = ei et 7_1(e2) = e2 + T0(7_1)vei ; on reconnaît les 
formules de l'extension correspondant à TU,V). 

Proposition VII.3.8. — On a V(DA^) = V(LJ, 1, (r^ßiOL)^), si a,ß G kL ne sont pas 
tous les deux nuls. 

Démonstration. — La classe de A * , / 3 dans (Ji(u)) est (a^ + ßF, ß(^ 4- c)) ; son 
cup-produit avec ru v est donc 

{ ( a ^ + / ? F , / ? ( ^ + c ) ) , M = -ua-vß, 

et son orthogonale dans Hom(Q*, &L) est la droite engendrée par T_/3jCn ce qu'il fallait 
démontrer. 
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VII.4. Classification des atomes automorphes. — Ce § est consacré à la classi
fication des ^-représentations de GL2(QP) apparaissant comme réduction modulo p 
des représentations de la série principale unitaire, et au calcul des ((p, r)-modules qui 
leur sont associés. La situation la plus subtile (parmi celles considérées) est celle où 
la suite de Jordan-Hôlder a trois composantes. Comme expliqué dans l'introduction, 
son étude a grandement bénéficié de l'aide d'Emerton et Kisin. Le cas où la suite de 
Jordan-Hôlder a quatre composantes (ce qui ne peut se produire que si p = 2 ou si 
p — 3 ) a été prudemment ignoré. 

Remarque VII.4.1. — Dans ce qui suit, on se contente de faire une liste d'objets ; il 
n'est pas impossible que les objets que l'on obtient soient exactement les objets I I de 
RepfeLG vérifiant : 

• V ( I I ) est de dimension 2 sur 
• fl =i I I ® (J^1. 

1. Atomes irréductibles 

Proposition VII.4.2. — On a V ( l l ( r , 0 , < $ ) <g> ( - l ) w ) ) = V(r,ô), siO<r<p-l et 

5e3T{kL). 

Démonstration. — Quitte à tordre par on peut supposer S = 1 , ce que nous fe
rons. Posons alors I I = I I ( r , 0 , 1 ) et W = Wr. La démonstration consiste à commencer 
par vérifier que D ( I I ) est irréductible, et donc que V ( I I ) est de la forme V(s,S'). 
La détermination du couple (s,ôf) se fait alors en déterminant l'action de T sur 
Db(V(s,6'))/TD*(V(s,6')) = D ^ ( n ) / T D ^ ( n ) et en comparant les déterminants 
des deux membres. Ceci va demander un peu de préparation. 

Lemme VII.4.3. — (i) L'image de j D ^ ( I I ) dans £){y(II) est l'ensemble des ¡1 vérifiant 
(/i, e) = (//, / ) = 0, où 

* = [ ( è î ) , l ] 
et / = 

p-i 

i = 0 
> - [ ( S Î ) . i ] -

(ii) Z ? + ( n ) = ( ( J i ) - l ) . £ > V ( n ) 

Démonstration. — Soit \x G Dyy(U). Soit jl l'élément de I(W)V coïncidant avec ¡1 
sur JTzp(W)j et identiquement nul sur I~(W). Pour que \x soit dans l'image de . 0 ^ ( 1 1 ) , 

il faut et il suffit que (ji,gTp • [{l\),P\) = 0 , quels que soient P e W et g G G. 
Cette nullité est automatique si le support de gTp • [ ( J J ) , P ] est inclus dans Lzp(W) 
ou dans I~{W)\ les seuls couples (g,P) (à l'action près de GL2(ZP)) donnant une 
condition d'annulation non automatique, sont ceux de la forme g = (PQ J ) , P GW 
arbitraire, et g = (J 5) ET P = Xr. Le (i) s'en déduit en explicitant Tp. Quant au (ii), 
c'est une conséquence du (i) et de ce que, d'après le cor. I V . 2 . 9 , e et f forment une 
base de I^(W)U^ dont le dual est D^(U)/((l{) - l) • D^ÇTL). 
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Lemme VIL4.4. — En tant que kL[(z* ^-module, on a 

Démonstration. — £ » ^ ( n ) / T D ^ ( n ) est le dual de Izp(W)u{Zp). Or d'après le 

cor. IV.2.9, on a I\^(W)U^ = fcL(J °) • 1 e fc^ô* °) • Xr. Comme 

g ? ) - l = a r ( è ? ) - l et ( 8 S ) - ^ = ( J 0 ) . X r , 

si a G Fp, cela montre que ^ ( ^ 0 == &L®&L(^r) en tant que ? ")]-module. 
Ceci permet de conclure. 

Revenons à la démonstration de la prop. VII.4.2. Comme Z}jj^(II) est sans T-torsion, 
l'application naturelle DJ^(II) —• D(II)tl est un isomorphisme d'après le lemme IV.3.1 
et la prop. IV.3.2. Or il résulte du lemme VII.4.3 que T£>j^(II) = £>^(II) ; on en dé
duit que TD(n)* C D(II)++ car (pn(fi) —» 0, si // G (II). D'après la prop. VII.3.6, 
cela implique que V(II) n'est pas une extension de /^(£2) par &L(5I), avec Si ^ S2-
Si V(II) était de la forme k^Si) 0kL(S2) ou une extension de /CL(^) par &L(£), on au
rait D(n)^ = D(n)+, et donc ^(£>+(II)) C TPD^U). Or D\y(IL)/T*Dlv(IL) est le 
dual de 1% (W)u^pZp^, et on peut trouver e', fixe par ( J Ç ), non annulé par ^ (D^(I I ) ) , 

ce qui contredit l'inclusion <p(D^(II)) C TPJ9^(II) [si r ^ 0, on peut prendre 

e' = E f = o [ ( S Î ) - ï ] car on » ((Si) - ! ) • e ' = E & 1 [ ( S î ) . i ] = T P • [ ( è î ) . i ] ; 
si r = 0, on prend ef = Ylï=o Y^j=o ^[{PQ pitJ)' l̂» et un Petrt calcul montre que 
( ( è l ) - l ) - e ' = - E r o [ ( p 0 2 p 1 i ) , l ] = e - T p . [ ( g ; ) ) l ] , e t d o n c ( ( J O - l ) 2 - e ' = 0 
et ( ( è î ) - i r - e ' = ( ( o ï ) - l ) e ' = 0]. 

Il résulte de la discussion précédente que V(II) est irréductible (on aurait aussi 
pu utiliser le foncteur V 1—» II(V) pour arriver à cette conclusion), donc isomorphe 
à V(s,x), avec 0 < s < p - l e t x £ &(kL). On a donc D^(U) = D\V(s, x ) v ( l ) ) . 
Comme V ( s , x ) v ( l ) = ind(u;2~s-1) ®<^X-1> on déduit du cor. VII.3.5, que 

en tant que °)]-module. Comme on a D ^ ( n ) / r D ^ ( n ) = kL 0 M < * > ~ r ) > 

d'après le lemme VII.4.4, cela implique que { l ,u;_r} = { x ~ \ ^ ~ S X - 1 } - H y a alors 
a priori deux cas : soit x — 1 et s = r, soit x = wr et s = p — 1 — r, mais comme 
V(r, 1) = V(p — 1 — r,o;r), cela permet de conclure. 

2. Réduction modulo p d'éléments irréductibles de RepLG. — Si II G RepLG et 
si I IQ € Rep^>LG est un ^ - réseau de II, la semi-simplifiée de kL ® IIQ ne dépend que 
de II et pas du choix de n0 ; on la note IISS. 

Proposition VII.4.5. — Soit II G RepLG irréductible. 
(i) Si lfS = W\ 0 • • • 0 Wk, où les Wi sont irréductibles, il existe un ÛL-réseau Iii 

de H, stable par G, tel que kL 0 Iii soit indécomposable et admette W\ comme sous-
objet. 
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(ii) Si lfS = W\ 01^2; où les Wi sont irréductibles, il existe un û^-réseau Iii de II, 
stable par G, tel que kL ® Iii soit une extension non triviale de W2 par W\. 

(iii) Si ïîss = Wi 0 W2 0 W3, où les Wi sont irréductibles, et si ExtQ(W3, WI) = 0 
et Ext^(W2, Ws) — 0, il existe un ÛL-réseau Iii de II, stable par G, tel que kL <8> Iii 
admette W\ comme sous-objet, Ws comme quotient et les extensions intermédiaires 
0 ^ Wi E ^ W2 —> 0 et 0 ^ W2 —> E' ^ Ws —> 0 soient non scindées. 

Démonstration. — Soit W un sous-kL [G]-module de kL <8> I IQ tel que (kL ® HQ)/W 
admette W\ comme sous-objet, et soit I IQ l'image inverse de W' dans IIo- Alors I IQ 
est un réseau de II, stable par G, et kL ® IIQ admet W\ comme sous-objet. On peut 
donc, quitte à remplacer IIo par Iii , supposer que W\ est un sous-objet de kL ® IIQ. 

Soit Ai le plus grand sous-objet indécomposable de kL ® IIQ contenant W\. 
Si Ai = (g) I IQ , on a gagné ; sinon il existe A2 tel que (g) no = Ai 0 A2. Soit 
n i l'image inverse de A2 dans no ; alors kL ® n i est une extension (éventuellement 
scindée) de A 2 par Ai. Si elle est scindée, on réitère le procédé et on obtient un 
réseau Ii2 comme ci-dessus. Si le processus ne s'arrête pas au bout d'un nombre fini 
d'étapes, l'intersection n ^ des n^, est un ^[G]-module fermé de no dont l'image 
dans kL ® no est A2, ce qui prouve que H' = L • U'^ est un sous-objet strict de n ' 
en contradiction avec l'hypothèse n irréductible. Il existe donc un réseau Tl'n tel que 
le plus grand sous-objet indécomposable Ai de kL ® no contenant W\ soit stricte
ment plus grand que Ai. Ceci permet,par récurrence sur le nombre de composantes 
irréductibles de n , de démontrer le (i) 

Le (ii) est une conséquence immédiate du (i). 
Le (iii) suit aussi du (i) en remarquant que les hypothèses Ext^(W3, W\) = 0 et 

Ext\}(W2,Ws) = 0 implique qu'un objet indécomposable dont les composantes sont 
Wi, W2 et W3, et qui admet W\ comme sous-objet, doit avoir Ws comme quotient et 
des extensions intermédiaires 0 —> W\ —» E —• W2 —> 0 et 0 —> W2 —» E1 —• Ws —* 0 
non scindées. 

Ceci termine la démonstration. 

S. Atomes de longueur 2 

Proposition VII.4.6. — Soient Si, S2,ôs, 64 G ^(kL) vérifiant SiS^1 ^ v etSsS^1 ^ U;. 
Si (ôi,S2) i {(5s,S4),(S4,ôs)}, alors Ext1G(B(ôs,Ô4),B(Si,ô2)) =0. 

Démonstration. — Soit n une extension de £ ( ¿ 3 , ^ 4 ) par B(Si,ô2). D'après les 
prop. III.3.7 et VIL 1.8, on dispose du diagramme commutatif suivant 

0 — 
I 

JV(H) ~Ô2 1 ® LU 
d 

0 - B(63,ô±)v n v - ^B(Suô2y 0 

0 - kg(uô^ymQp-
1 

-D(II)*^QP- 0 

d 
$3 ® ¿4 U; — •H°(J4?',V(Il))v 

r 
0 
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de ki,[B]-modules. Comme (81,82) 7^ (84,83), l'application de connexion d est nulle, 
et comme (81,82) 7̂  (£3, £4) , la suite exacte 0 —> 8±l (gxS 1̂ —» JV(R) —> S^Qô^1 —> 0 
est scindée. Il résulte de la prop. VII. 1.7 que II admet lná(¿(S4<S>SsüJ~1082<S>8ILÜ~1) = 

^ ( £ 3 5 ^ 4 ) © B(61,62) comme quotient. Ceci permet de conclure. 

Proposition VII.4.7.— Si 61,62 G Sf(kh) vérifient 8\8^x £ { l , ^ , ^ - 1 } , alors 

E x t 1 G ( B ( 6 2 , 6 1 ) , B ( 6 1 , 6 2 ) ) est un k L-espace vectoriel de dimension 1, et V induit un 

isomorphisme de E x t Q ( B ( 6 2 , 8 1 ) , B(81,82)) surExt^Q (^1,(^2), ^ L ( ^ I ) ) -

Démonstration. — Reprenons le diagramme commutatif de -modules ci-dessus, 
avec (6^,64) = (62,61). Les assertions suivantes sont alors équivalentes : 

(i) la suite 0 —> fcz,(d*i) —• V(II) —• kL(62) —• 0 est scindée ; 
(ii) 0 = 0 ; 

(iii) J(U) = (61 (g) 62UJ-1) 0 (á2 0 áio;-1). 
Comme la dernière propriété implique, d'après la prop. VII. 1.7, que II admet 

B(62,61) 0 B(6i,Ô2) comme quotient, on en déduit que ExtG(B(6i,62),B(82,6\)) 

s'injecte dans Ext^Q (&L(^2)> &L(^I)) qui est un ^-espace vectoriel de dimension 1 
sous l'hypothèse ¿íá^1 ^ {1?^}- Pour conclure, il suffit donc de prouver que 
E x t 1 G ( B ( 6 2 , 6 1 ) , B ( 6 1 , 6 2 ) ) ¿ 0, si SJï1 i { l , ^ " 1 } . 

Pour cela, on utilise l'existence d'une représentation trianguline (70) irréductible V 
possédant un réseau Vo tel que (kL ® V°)ss = 6\ 0 ¿2- Cette représentation est alors 
de la forme V(s) pour s G S?lrv, et la représentation 11(5) est irréductible et admet 
un réseau n ( s ) ° tel que (kL <8> II(s)0)ss = B(61,62) 0 B(82,81) (cf. [7, 14 , 16]). En 

modifiant le réseau 11(5)°, on peut donc fabriquer (cf. (ii) de la prop. VII.4.5) des 
extensions non triviales de B(62,6\) par B(61,82) (et de B(61,62) par B(82,6i)). 

Définition VII.4.8. — D'après la prop. VII.4-7, il existe, à isomorphisme près, une 
unique extension non triviale de B(82,81) par B (61,62). On note 11(81,82) cette 
extension. Par ailleurs, V induit un isomorphisme de Ext^(B(5i, 82), B(82,81)) 
sur Ext^Q (kL(82),kL(8\)), ce qui prouve que 

V(n(81,82)) = V(61,82). 

Proposition VII.4.9. — Si 81,82 G ^(ki) vérifient £ { l ju; ,^-1}, et si U est 

une extension non triviale de B(82,8i) par B(81,82), alors JV(II) = Jv' (B(82,8\)) et 

JV(ÏI) = Jy(B(82,8\)). En particulier, II est équilibrée. 

Démonstration. — On a Y (B (61,82)) = kL(8i) et V(£(¿2,¿i)) = &L№)- Si l'applica
tion de connexion d : JY(B(5\, 82) —> H°(Jff, /CL(^) est nulle, la suite 0 —• ^ L ( ^ I ) —• 
H°(Jíf', V(II)) —> kL(82) —> 0 est exacte, et comme ái ^ 62, cela implique qu'elle 
est scindée, et que V(I1) = H°(Jíff, V(II)) pour des questions de dimension. D'après 
la prop. VII.4.7, cela signifie que la suite 0 —> B(8\,Ô2) B(82,81) —> 0 est 

(70) On pourrait aussi utiliser les représentations H(D), où D est une extension non triviale de 
kg (82) par kg (Si) ou une extension non triviale de kg (Si) par kg(Ô2)-
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scindée. Comme on a supposé que II est une extension non triviale de B(62,61) par 
D¿2), cela implique que d est un isomorphisme, et que JV(II) = JV(B(Ô2, 61)). En 
particulier, l'image de JV(II) —• Jy (B(6\, 62)) ne contient pas Jy (B(6\, 62)). Comme 
Jy (B(6\, 62)) est irréductible sous l'action de A (prop. VII.1.12 et rem. III .3.10), cela 
implique JV(II) = Jw (B (62,61)), ce qui permet de conclure. 

Proposition VII.4.10. — (i) Si p 7̂  2, alors U 1—> J(II) induit un isomorphisme 

ExtlL[G](B(6,6), B(6,6)) * ExtlL[B](6 ® 6LJ-1,6 ® 6LJ-1). 

(ii) Ext].L[B](6 ® 6uj~1,6 ® 6UJ~1) est naturellement isomorphe à Hom(Q*, A;̂ ). 

Démonstration. — Soit II une extension de B(6,6) par B(6,6). La représentation V ( I I ) 
est une extension de &L((5) par UL(6) et donc &QP agit à travers ^QP- Comme II n'a 
pas de sous-objets finis, la suite 0 —• J(B(6,6)) —• J(II) —* J(B(6,6)) —> 0 est exacte, 
d'après le (ii) de la prop. VII. 1.8. Comme, d'après la prop. VII. 1.7, II admet comme 
quotient Ind# J(II), et comme II et Ind# J(II) ont même suite de Jordan-Hôlder, cela 
implique que n = Ind# J(II), ce qui démontre le (i). 

Pour démontrer le (ii), on peut tordre par 6~x (g) 6~lw pour se ramener à montrer 
que ExtfcL[B](l® 1 ,1 ® 1 ) = Hom(Q*, fc^,), ce qui suit de ce que E x t j ^ ^ s'identifie au 
groupe des morphismes continus de B dans UL triviaux sur le centre ; un tel morphisme 
est de la forme (g 1—• r(a~1d), pour un unique r G Hom(Q*, UL)-

Remarque VII.4.11. — (i) Si p = 2, on a u = 1 et B(6,6) n'est pas irréductible. 

(ii) La démonstration ci-dessus fournit une construction de l'extension 11(6,6, r) 
de B(6,6) par B(6,6) correspondant à r G Hom (Q*, &£,). Si YT = kL • e\ 0 • e2 est 

la /^-représentation de dimension 2 de j B définie par 

(od)'ei=e^ (aobd)-e2 = e2 + T(a-1d)e1, 

alors 

n ( < J , S, T) = Indg (YT ® (* ® <^-1)) . 

Proposition VIL4.12. — V(U(6,6,r)) = V ( 6 , 6 , T ) . 

Démonstration. — On sait a priori que V(H(6,6, r)) est une extension de &£,(£) par 
&z,(£), et donc que &QP agit à travers ^ Q ^ . Comme £(£, £) est équilibrée, il en est de 

même de 11(6,6,r), et J V ( U ( 6 , 6 , r ) ) = J w ( T l ( 6 , 6 , T ) ) ® W J V ( U ( 6 , 6 , T ) ) . Par ailleurs, 
d'après la prop. VII .1.11, on a JV(U(6,6,r))/Jv(U(6,6,r)) ^ H°(Jï?f, V ( n ) v ( l ) ) en 

tant que ^[AJ-modules, et par construction, Jv(îl(6,6, r)) = w • (YT ® (6 ® &j-1))v. 
On en déduit un isomorphisme de A]-modules 

V ( n ( 5 , 6 , T)) = W {YT ® (Su) ® 6)) = (wYr®(8® 6UJ)), 

où w - YT s'obtient à partir de YT en échangeant les rôles de a et d. Pour en déduire 
l'action de sur V(II(<J,<$,T)) , il suffit de remarquer que, par définition, celle-ci 

correspond à l'action du sous-groupe (Q0*°) de il, et donc que l'on a g(ei) = 6(g)ei 
et g(e2) — 6(g)(e2 + r(g)ei). Ceci permet de conclure. 
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La même démonstration que ci-dessus permet d'obtenir le résultat suivant. 

Proposition VIL4.13. — Si Sx,S2 G Sf{kh) vérifient SxS^1 ^ u), alors 

(i) Il i—> J(II) induit un isomorphisme 

Ext1kL[G](B(ô1,62),B(S1,S2)) * ExtlL[B]{ô2®ô1u;-\62®ô1u;-1y, 

(ii) ExtlL[B](ô2 (g) ^lo;"1, S2 <g> ^a;"1) ^ Hom(Qp, kL) ; 

(iii) /e foncteur LE h-> V(II) induit un isomorphisme de ExtG(B(Sx1S2), B(Sx,S2)) 
sur Ext^ (kL (Sx), fcL (Sx)). 

Démonstration. — La seule chose qui ne suit pas directement des arguments ci-dessus 
est le (iii), car on considère Ext^ au lieu de Ext j^^j , mais on a la même suite exacte 
0 Ext\L[H](X,X) Ex t#(X,X) -> kL 0, du côté automorphe (H = G et 
X = - B ( 5 i , ¿2)) que du côté galoisien (H = &QP et X = &L(£I))> le kL correspondant 
à Hom#(X, X). (Pour prouver que l'on peut relever X modulo p2 et démontrer la 
surjectivité à droite, il suffit de relever S\ et S2 modulo p2.) 

4- Extensions de la représentation triviale par la Steinberg 

Proposition VII.4.14. — Si S,Sx,S2 G &(kL), et si (Sx,S2) ^ (w6,S), alors 
Ext1G(S,B(S1,S2)) = 0. 

Démonstration. — Soit E une extension de S o det par B(Sx,S2). Le diagramme com-
mutatif de la prop. VII.1.8 montre que la suite de £¿[1?]-modules 0 —> J(B(Sx, S2)) —> 
J(E) —» S (g) S —» 0 est exacte, et l'hypothèse (Sx,S2) ^ (UJS, S) implique qu'elle 
est scindée. Ceci permet d'utiliser la prop. VII. 1.7 pour montrer que E admet un 
quotient admettant B(Sx,S2) © (S o det) comme sous- kL [G]-module, et donc que 
E = B(Sx, S2) 0 (S o det). Ceci permet de conclure. 

Proposition VII.4.15. — (i) Homfî(l,St) = 0. 
(ii) HomG(l,St) - 0. 

Démonstration. — Il suffit de démontrer le (i). Or, en tant que ^-module, St s'identifie 
aux fonctions à support compact dans Qp et une telle fonction ne peut pas être 
invariante par translation par tout b G Qp (ce qui correspond à l'action de U C B). 

Lemme VIL4.16. — Soit A+ = (Q£ °). 

(i) (Stv)"4 est de dimension 1 engendré par Diro — Diroo. 

(ii) w • (Dir0 - Diroo) = - ( D i r 0 - Diroo). 

Démonstration. — Soit fi G ^ ( P 1 ? ^ ) invariante par . En particulier, ¡1 est in
variante par (zp J ) , et donc la restriction de /x à pnZ* est, quel que soit n G Z, 

invariante par ( zp J ). Comme il n'existe pas de distribution de Haar sur Z*, cela 
implique que la restriction de fi k pnZ* est nulle, quel que soit n G Z, et donc \i a un 
support concentré en 0 et 00, et donc est de la forme aDir0 + frDiroo, avec a, b G 
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Comme de plus, on doit avoir Jpl /x = 0 si /i € Stv, cela démontre le (i). Le (ii) étant 
immédiat, cela permet de conclure. 

Soit E une extension de 1 par St. Par dualité, cela nous fournit une extension de Stv 
par 1. Maintenant, comme on l'a vu plus haut, l'espace (Stv)A+ est de dimension 1 
sur Ail engendré par Diro — Dir^. L'image inverse de kL • (Diro — Dir^) est donc une 
A+-extension de 1 par 1, ce qui nous fournit une application naturelle 

vesA+ : E x t ^ ( l , S t ) Ext^+(1,1) = Hom(Q;,fcL). 

Explicitement, si e G Ey est un relèvement de D i r o — D i r o o , alors a n (o?)*e—e~ c(a) 
est un morphisme continu de Q* dans kL, et on a res^+(E') = c. 

Si r G Hom(Q*, kL) est un homomorphisme continu (et donc localement constant), 
on note T+ la fonction de Qp dans fc^ définie par 

r+(x) = « 
\T(X) si vp(x) < 0, 

[O si vp(x) > 0. 

Ceci fait de r+ une fonction localement constante sur Qp (mais pas à support com
pact). 

Lemme VII.4.17. — Si (acbd) G G, alors x </>(x) = r(cx + d) + r + ( f f ^ ) - T+{X) se 

prolonge par continuité en un élément de L C ( P 1 , A : l ) . 

Démonstration. — Il y a deux cas : 
- Si c — 0, alors <j>(x) est localement constante sur Qp, et vaut r(a + | ) = r(a) 

si vp(x) < 0. 
- Si c ^ 0, il faut regarder ce qui se passe en — ^ et oo. Si x tend vers — ^, alors 

^ tend oo et donc r + ( ^ ) = r ( f ^ ) et </>(x) = r(ax + b) - r+{x) est localement 
constante dans un voisinage de — ^. Par ailleurs, <j)(x) = r ( c+^)+r+(^ ) = T ( C ) + T + ( " ) 

dans un voisinage de oo. 
Ceci permet de conclure. 

Soit ET = L C ( P \ k L ) © kLr+. Si </> G LC(P1,/cL) et u G kL, on fait agir (acbd) à 
droite sur (j) + wr+ par la formule 

( 0 + UT+) . c d>/ (X) = </>( 
(ax -h 6 

ex + cr 
hi t 

ax -h 6> 

~vcx + cr 
f r ( c x + d)V 

Un calcul immédiat, utilisant le lemme précédent, montre que ceci définit bien une 
action à droite de G sur ET, mais le centre n'agit pas par un caractère étant donné 
que T + * ( o d ) = T + + r(d). (On peut remédier à ce problème en remplaçant r(cx + d) 

par - | T ( ^ ~ ^ 2 ) , mais cette recette ne marche pas si p = 2.) 

On définit ET comme le quotient de ET par les constantes, et on munit ET de 
l'action de G à gauche définie, comme d'habitude, par g - v = v * g'1. Comme on a 
quotienté par les constantes, le centre agit trivialement, et ET est un objet de ReptorsG. 
L'application </> + ur+ i—> u induit alors la suite exacte 0—»St—•£'T—•!—>(). En 
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utilisant l'identification de St à LCC(QP, &L), on peut décomposer ET sous la forme 
Er = LCC(QP,A:L ) © • r+. En passant au dual, on en déduit une décomposition 
E% = @o(Qp, &L) © * Ar, où Àr est identiquement nulle sur LCC(QP, k i ) et prend 
la valeur 1 sur r+. Par ailleurs, si a G Q*, alors T+ * ( g J ) — r+ — r(a) est un élément 
de LCC(Q„, fcx,) prenant la valeur — r(a) en 0. On en déduit les formules 

( g ? ) • Dir0 = Dir0 - r(a)XT et resA+ (ET) = -r. 

Théorème VII.4.18. — L'application naturelle (de restriction) res^+ de E x t ^ ( l , S t ) 
dans Ext \+(1,1) = Hom(Q* &L) est un isomorphisme. 

Démonstration. — La surjectivité est une conséquence de l'existence de ET et de ce que 
res^+(E,T) = —r. D'autre part, l'application de restriction E x t ^ ( l , St) —• E x t # ( l , St) 
est injective d'après le th. VII.2.1, puisque StSL,2̂ Qp̂  = 0. Il suffit donc, pour terminer 
la démonstration, de prouver que res^+ : E x t ^ ( l , S t ) —• Ext A+(1,1) est injective. 
Ceci va demander un peu de préparation. 

Lemme VII.4.19. — Si Tes^+(E) = 0, il existe un unique relèvement e# G Ev 
de Diro — Diroo ; fixe par A+, tel que ( J f ) ' e# ~~* 0 quand x G Q* tend vers oo. 

Démonstration. — Commençons par remarquer que, si res^+ (E) = 0, alors tout relè
vement de Diro — Diroo est fixe par A+. Maintenant, si x G Q*, on a 

( J f ) • (Dir0 - Diroo) = Dirx - Diroo = w • (D i r ^ - i - Dir0) 

w • ( ( J ) • (Dir0 - Diroo) - (Dir0 - Diroo) 

- ( i i (Dir0 - Diroo) + (Dir0 - Diroo) 

Ceci implique que, si e G Ey est au-dessus de Diro — Diroo, alors il existe ue(x) G kL 
tel que l'on ait 

( S î ) - e = txc (x )A- ( îB i i ; ) . e + e, 

où À G Ew est une base de lv et est donc fixe par G. Par ailleurs, comme on a 
( J °f ) = ( o î ) ( o ï ) ( a ô 1 î ) ' e t comme e est nxe Par 011 en déduit ue(ax) = ue(x), 
pour tous a,x G Q*. En résumé, il existe ue G kL tel que l'on ait 

(o î ) ' e = weA — (x-i • e -h e, quel que soit x G Q*. 

Quitte à remplacer e par e — ue\, on peut s'arranger pour que ue = 0, et comme 
( x'1 î ) ^eno- vers ( o î ) °*uand x tend vers oo, on a alors ( J \ ) • e —» 0 quand a; —• oo, 
ce qui prouve l'existence d'un e vérifiant les conditions du lemme. L'unicité suit de ce 
que, si u e kL, alors ( J f ) • (e + uÀ) = ( J f ) - e + î/A—>uA quand x —• oo. 

Lemme VIL4.20. — Si I est un système de représentants de Qp/Zp dans Qp, et si 
est une famille d'éléments de &£,[[( J Zi)}]> alors jii • ( J \ ) • CE —• 0 dans £"v 

quand i —» oo. 
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Démonstration. — Soit (j) G E. Il s'agit de prouver que (fii • ( J \ ) • eE, 0) = 0 sauf pour 
un nombre fini de i G / . Or on a (fii • ( J \ ) -eE,<\>) = ( ( J î ) 'eE,V>i où /i i—> /i6 est 
l'involution de kL[[(\ Zp)]] envoyant # G ( J Zp) sur g'1. Maintenant, comme Z1p) 
est compact, les p,\ • <t> varient dans un fc^-espace vectoriel V<t> de dimension finie, et 
comme ( J î ) • eE tend vers 0 dans Ev, cela implique que ( J \ ) • est identiquement 
nul sur sauf pour un nombre fini de i G I. Ceci permet de conclure. 

Revenons à la démonstration du th. VII.4.18. Soit donc E une £?-extension de 1 par 
St dont l'image par res^+ est nulle. Soit eE l'élément de Ey dont le lemme VII.4.19 
affirme l'existence, et soit I un système de représentants dans Qp de Qp/Zp. On peut 
écrire tout x G ̂ o(Qp5 de manière unique, sous la forme x = Yliei Vi ' ( o î ) * Diro, 
avec fii G Z1p)]]> ê  on peut relever x en x = Y^izi Vi ' (o î ) ' eE dans ^V 
(la convergence de la série est assurée par le lemme VII.4.20). De plus, comme Qp 
est commutatif, et comme la série converge quel que soit le choix de J, la somme ne 
dépend pas du choix de / , et on a g • x = g~^~x si g e U. Par ailleurs, si g G A+, on a 

g-x = 

iei 
9' Vi- (S i ) 

tei 

9' Vi' 
1 i 
0 1 Iff-1 (9' eE). 

Comme g • eE = eE par hypothèse, comme g normalise £/, et comme h • x = h - x 
si h e U, la dernière somme n'est autre que g^~x, ce qui prouve que x i—• x est un 
scindage 5-équivariant de Ey —> Stv. Ceci permet de conclure. 

Remarque VII.4.21. — On a fabriqué ci-dessus un scindage E-équivariant de l'ap
plication Ey —» Stv. Comme Hom#(l,St) = 0, ce scindage est unique, et comme 
Ext^r(l, St) —* Ext^( l , St) est injective, ce scindage est en fait G-équivariant, et on a 
w • eE = —eE. Ceci peut se vérifier directement en partant de l'identité 

i o 
-x'1 i 

' 1 X 

,0 1 
' 1 -x 
, 0 1 

x u 
, 0 -x'1 

)W. 

En effet, d'après le lemme VII.4.19 (ou plutôt d'après sa démonstration), le membre 
de gauche envoie eE sur 

i o\ 
-x'1 l) 

( 
eE-

< i o 
.x-1 1 

• eE ( i o • eE - eE. 

Par ailleurs, il existe u G kL tel que w • eE = —eE + uX. Le membre de droite envoie 
donc eE sur 

( o T ) ( S - °-0 • ( - e * + uX) = ( o T ) • ( - e * + «A) = ( J - x î ) • eE - eE + uX. 

On a donc u = 0, ce qu'on voulait vérifier. 

5. Atomes de longueur 3. — On suppose p > 5 de telle sorte que u ^ OJ 1. 

Proposition VII.4.22. — Ext^(S(l ,a;) ,St) = 0. 

Démonstration. — Soit 0 —> St —• II —> B(l,u) —> 0 une extension de B(l,u;) par St. 
On a Jv(St) = 0, et donc la suite 0 -> k L ( v ) ->,JT° V(II)) fcL 0 est exacte 
(cf. cor. VII.1.9). On en déduit que l'extension 0 —• kL(oj) —• V(II) —> &L —• 0 est 
scindée. L'image de II dans Ext1B(B(l,uj) Kl Qp,St) est donc nulle (rem. VILI.10). 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010 



492 P. COLMEZ 

Comme B(l,u>) est équilibrée et sans quotient fini, cela implique (cf. prop. VII.2.12) 
que l'extension 0 —• St —» II —> B(l,u>) —» 0 est scindée, ce qui permet de conclure. 

Lemme VH.4.23. — Si Ii est une extension non triviale de B(l,u) par ET, alors 
J v ( n ) = J v ( B ( l , u ; ) ) et J v ( n ) = J v ( £ ( l , o ; ) ) = o;"1 ® L U ; en particulier, U est 
équilibrée. 

Démonstration. — On part du diagramme commutatif suivant de k^B]-modules. 

0 — JV(H) 1 0 1 
d 

o- nv •0 

0 - ^ D(II)TL 13 Qp 0 

d_ •1(8)1 - J Ï 0 ( ^ ' , V ( I I ) ) V *• CJ 1 (g) u; - - 0 

Si l'application de connexion d est nulle, on a JV(II) = (1 (g) 1)0 (a;-10a;) en tant que 
ki[B]-module. D'après la prop. VII.1.7, cela implique que II admet l0 i? ( l ,o ; ) comme 
sous-quotient. On a donc Il/St = 1 0 B(l,w), et comme Ext^ (5 ( l , o;), St) = 0, cela 
implique que la suite 0 —• ET —>II—>J9(l,o>) —• 0 est scindée. Comme on a supposé 
que II est une extension non triviale de B(l,u) par ET, cela implique que d est un 
isomorphisme, et que JV(II) = o;-1 (g) o;. En particulier, l'image de JV(II) —> Jv (ET) 
ne contient pas Jy(ET) (cf. prop. VII. 1.11 pour le lien entre Jv et Jv) . Or, l'action 
de j 4 est unipotente sur JV(ET) et donc tout sous-kL [A]-module non nul de Jv (Er) 
contient Jv(Er). On a donc JV(II) = Jv(£(l ,o;)) et n est équilibrée. 

Proposition VII.4.24. — Si II est une extension non triviale de B(l,u) par ET, alors 
V(n) = F(a;,l,r-L) 

Démonstration. — Si / est un générateur de 1 (g) 1 C Ey , et si / G IIV a pour image / 
dans E?, alors t(f) G k s { u ) * K Q P C D (n )« K Qp, et <9(/) = Res(i(/)). 

Soit maintenant, (l)neN G /¡4 El Qp. Comme Res(l) = 0, il existe e G E^ vérifiant 
i(e) = (l)nGN- Par construction de ET, on peut choisir / G 1 (g) 1 tel que l'on ait 
(o î ) *e — e — T(a)/ quel que s°it a ^ Qp- Soient alors ë G IIv relevant e, et soit 
ê = *,(ê) l'image de ë dans D(n)tt IEI Qp ; c'est un relèvement de e dans D(II)^ IEI Qp, 
qui est bien déterminé à addition près d'un élément de kg(uj)t El Qp. Si a £ Q*, alors 
(g?) - ê - ê e M ^ B Q p . e t onaRes((gÇ) - ê-ê) = a((gS) - e - e ) = r(a)a(/). 
Une comparaison avec le (iv) de la prop. VII.3.7 permet, en utilisant la prop. VII.3.8, 
de conclure. 
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Proposition VII.4.25. — Si p ^ 2, si r G Hom(Q*, UL), et si ET est Vextension de 1 

par St habituelle, Extç(5(l ,o;) , 5 r ) est un k^-espace vectoriel de dimension 1. 

Démonstration. — Soit II une extension de 5 ( 1 , o;) par ET. On a JW(ET) = 1 0 1 
comme représentation de B, et Jv(5(l ,o;)) = o ; ( g ) o ; _ 1 . En recopiant la démonstration 
de la prop. VII.4.7, on montre que, si 0 —• fci,(u;) —> V(II) —> &L —» 0 est scindée, alors 
J(II) = OJ (g) OJ-1 0 1 (g) 1, et donc que II admet 5 ( 1 , o;) 0 1 comme quotient. Comme 
Ext^(B(l,a;),St) = 0, cela implique que B(1,OJ) est un sous-objet de II et donc 
que II est scindée. Ceci prouve que Ext^(5(1 ,0;) ' Er) s'injecte dans Ext^ (l,a;). 
Par ailleurs, il résulte de la prop. VII.4.24 que l'image est incluse dans la droite 
orthogonale à r . Pour conclure, il suffit donc de prouver que Ext£(5(l ,o;) , 5T) ^ 0. 

Pour cela, on utilise une représentation trianguline (71) irréductible V possé
dant un réseau V° tel que kL ® V° soit l'extension de 1 par OJ dont la classe 
dans H1(^Qp,kL(oj)) soit orthogonale à r . Cette représentation est alors de la forme 
V(s) pour s G c5 îrr, et la représentation 11(5) est irréductible et admet un réseau n(s)° 
tel que (fcL(g>II(s)0)ss = l 0 S t 0 5 ( l , o ; ) (cf. [7, 14, 16]). Comme Ext^(5(1 , OJ), St) = 0 
(prop. VII.4.22) et Ext^( l , 5 ( 1 , a;)) = 0 (prop. VII.4.14), quitte à modifier le ré
seau n ( 5 ) 0 , on peut se débrouiller (cf. (iii) de la prop. VII.4.5) pour que ^ 0 11(5)° 
admette 5 ( 1 , o;) comme quotient, St comme sous-objet, et que les extensions inter
médiaires 0 — » S t — » 1 — > 0 e t 0 — > 1 —>i?2—> 5(l,o;) —> 0 soient non scindées. 
Il existe donc À G Hom(Q*, kL) non nul, tel que Ei = E\. Mais alors V ( k L <g> n(s)°) 
est l'extension de 1 par OJ dont la classe dans H1(<&Qp,kL(oj)) est dans l'orthogonal 
de À. Comme V ( k L <S> II (s)0) est un sous-quotient de V, on a À = r, et on a construit 
une extension non triviale de 5 ( 1 , o;) par ET, ce qui termine la démonstration du (ii). 

Définition VII.4.26. — // résulte de la proposition VII.4-25 que, si r G Hom(Q*, &/,) 
est non nul, il existe, à isomorphisme près, une unique extension de 5 ( 1 , OJ) par ET. 
On note n ( l , o ; - 1 , r ) cette extension, et si ^ î ^ 1 = OJ, on note U(Si,S2,r) la repré
sentation II(l,a;_1,r) (g) Si. D'après la prop. VII.4-24, on a 

V ( U ( S I , S 2 , T ) ) = V ( S I , S 2 , T ± ) . 

6. Atomes de longueur 4. — Il n'y a d'atomes de longueur 4 que si p = 2, où on a 
OJ = 1, et si p — 3, où on a OJ = o;-1. Leur classification reste à faire... Ce sont des 
extensions de ETl par ET2 (g) OJ, avec r i , r2 G Hom(Q*, fc^). 

7. Non exactitude du joncteur D 1—> D^ IEI P1 . — On suppose p > 5. On note Di 
et D2 les ((p, r)-modules k # ( u ) et k g . On prend S = 1 dans tout ce qui suit, et on 
ne le fait pas apparaître dans les notations (i.e. on note D IEI P1 le module DMsP1). 
Il résulte de la prop. IV.4.17 que D\ Kl P1 est le dual de B(OJ, 1) et D\ B P1 celui 
de 5(l ,o;) . Par ailleurs, Di IEIP1 et D2 IEIP1 sont duaux l'un de l'autre et, dans cette 
dualité, D\ IEI P1 et D\ IEI P1 sont les orthogonaux l'un de l'autre. 

(71) On pourrait aussi utiliser la représentation II(jD), OÙ D est une extension non triviale de kg par 
kg{u)), cf. prop. VII.4.27. 
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Maintenant, B (u, 1) est une extension de St par 1. Il en résulte que Z^EIP1 possède 
un sous-module d'indice fini (D\ IEI P1)o stable par G, dual de St (tout ceci a déjà été 
utilisé dans la démonstration du (ii) de la prop. IV.4.18). L'orthogonal de (£>!j B P ^ o 
dans Di El P1 est D\ El P1 qui contient donc strictement D\ El P1, et le quotient 
est 1. Par contre, B(l,u) étant irréductible, on a D\M P1 - D\M P1. En notant E 
l'extension non triviale de B(l,w) par 1, on obtient des suites exactes. 

0 _> D\ M P1 -+ Dx B P1 -> B(LJ, 1 ) ^ 0 et 0 -> D\ B P1 -> Dx B P1 St -> 0, 

0 ^ El P1 —• D2 El P1 —• £ ( 1 , V ) 0 et 0 —• (D^ El P 1 ^ £>2 B P1 -» E 0. 

Proposition VII.4.27. — (i) Si r e Rom(Q*,kL) - {0}, e£ jDt est l'extension non 
triviale de D2 par Dx correspondant à la droite orthogonale de r dans H1(^Qp,kL(ou)), 
on a des suites exactes 

0 _> D\ M P1 D\№ P1 (Z^ m P 1 ^ ^ 0 et 0 -> St U{DT) —> £ —• 0, 

et l'extension intermédiaire de 1 par St apparaissant dans U(DT) est l'extension ET 
définie juste avant le th. VII.4-18. 

(ii) Si D est une extension non triviale de Dx par D2, on a des suites exactes 

0 D\ÏÏ P1 2?" H P1 -> K P1 0 et 0 -> w) -> I I ( £ > ) -> B(a;, 1) 0, 

et n (D) est une extension de St par B(l,u) 0 1. 

Démonstration. — On a DT = DT, et donc IEI P1 est son propre orthogonal, et 
comme l'image de D\ El P1 dans D2 El P1 est incluse dans Kl P1 (car Dj. s envoie 
dans D\), il y a a priori deux possibilités : 

- la suite 0 - > £>!} B P1 -> JD^B P1 B P1 -+ 0 est exacte, 
- la suite 0 -> £)} K P1 -> El P1 -> (D* K Px)0 -» 0 est exacte. 
Dans le premier cas, la suite 0 —> -B(CJ, 1) —> I I (.DR) —> J3(l,u;) —> 0 serait exacte. 

Or Ext^(i?(l,u;), St) = 0 (prop. VII.4.22), ce qui fait que Yl(DT) serait une extension 
de St 0 5(l ,o;) par 1, et que D ( I I ( j D t ) ) serait scindé car égal à D (S t ) © D ( B ( l , u ) ) . 
Comme ceci est en contradiction avec le fait que T>(H(Dr)) = DT = DT, cela prouve 
que l'on est dans le second cas. 

On a donc une suite exacte 0 —> St —> U(DT) —> E —> 0 où l'extension n'est pas 
scindée pour les mêmes raisons que ci-dessus. Comme Ext^(B(l,a;) , St) = 0, cela 
prouve que l'extension intermédiaire de 1 par St n'est pas scindée, et il résulte de la 
prop. VII.4.24 que cette extension est Er. 

Ceci démontre le (i). La démonstration du (ii) est identique à part le fait qu'il n'y 
a qu'un cas possible et qu'on utilise la nullité de E x t ^ ( l , B(l,ou)) (prop. VII.4.14) 
pour déterminer la structure de 11(D). 

Remarque VII.4.28. — Soit A G 3 > r e t ( < ? ) , irréductible de dimension 2, dont les com
posants de Jordan-Hôlder de la réduction sont Dx et D2. On peut alors trouver des 
^ - réseaux A Q et Ai de A tels que kL ® A Q soit une extension non triviale de D2 
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par Di tandis que KL 0 A I est une extension non triviale de D\ par D2. Les semi-
simplifiées de TKJÎL 0 A0) et TL(kL 0 Ai) sont bien les mêmes, mais la structure des 
extensions entre les morceaux est assez différente. C'est dû au fait que l'extension de 1 
par St apparaissant dans U(kL 0 Ao) contient l'information concernant l'extension 
de D2 par Di, et cette information disparaît dans U(kL 0 Ai). Il en résulte que : 

• IL(kL 0 Ai) n'est pas égal à kL 0 II(Ai) qui est une extension de St par l'exten
sion E de B(\,OJ) par 1 apparaissant ci-dessus. 

• (Ai Kl P1)ns n'est pas saturé. 

VII .5 . Extensions d'atomes automorphes. — Ce § contient la démonstration 
de Finjectivité de Ext1 (II, II) —» Ext1(V(II), V(II)) requise pour faire marcher la 
stratégie de Kisin. Le lecteur y trouvera aussi des calculs de groupes d'extensions de 
représentations de GL2(QP) dont beaucoup étaient déjà connus d'Emerton [37]. 

1. Injectivité de Ext1 (II,II) -> E x t ^ V ^ ) , V(II)) 

Lemme VILS.I. — Le joncteur V induit une injection de Ext^(St, B(l,OJ)) dans 

Ext^Qp(fcL(o;), kL) et de Ext^(St,St) dans Ext^Qp (kL(oj), kL(oj)). 

Démonstration. — On a Jv(St) = 0 d'après le (iii) de la prop. VIL 1.2. Ceci per
met d'en déduire (cf. rem. VII. 1.10) qu'une extension qui est dans le noyau de 
Extk(St,B(l,a;)) Ext^Qp(kL(oj),kL) (resp. Ext^(St, St) Ext^Qp(kL(oj), kL(oj))), 

est aussi dans le noyau de la restriction de G à B . On conclut en utilisant le 
th. VII.2.1. 

Théorème VILS.2. — Si II est un atome automorphe de longueur < 3, alors V induit 
une injection de Ext^(II,II) dans Ext^ (V(II), V(II)). 

Démonstration. — Soit 0—* II —* E —» II —• 0 une extension de II par n . Il s'agit de 
montrer que, si V(E) = V(II) © V(II), comme kL[&Qp}-module, alors E = II© II. La 
démonstration se fait cas par cas. 

- Si II est irréductible (et donc supersingulière), JV(II) = 0 d'après le (iv) de 
la prop. VIL 1.2. On déduit du diagramme commutatif de la rem. VII. 1.10 que que 
0 -> nv ~> EV -> nv 0 est scindée sur B , et donc q u e O - > I I - > £ - » I I - > 0 
est scindée sur B . Le th. VII.2.1 permet d'en déduire que 0 — > I I — > I I — » 0 e s t 
scindée sur G, ce qui permet de conclure dans ce cas. 

- Si II est de longueur 2, alors II est une extension de B(ô2,ôi) par B(61,62), 
avec 6x62l i {UJ,UJ-1}. L'injectivité de E x t ^ ( I I , n ) dans Ext^Q (V(II),V(II)), peut 
donc se déduire, par dévissage, du (iii) de la prop. VII.4.13, et de la prop. VII.4.7. 

- Si II est de longueur 3, on peut, quitte à tordre II par un caractère, supposer que II 
est une extension de B(l, OJ) par ET, avec r G Hom(Q*, fc^) non nul. La démonstration 
va encore se faire par dévissage, mais il faut faire un petit peu attention car V tue 
les morceaux de dimension finie. On peut écrire E sous la forme matricielle suivante 
(dans cette matrice a^^i est un élément de Ext^(St, B(1,OJ)) ; si a^^i = 0, alors «22,1 
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et a3?2 sont des éléments de Ext1c(St, 1) et Ext^( l , 5(l,u;)) respectivement, etc.) 

St r c U r ai?i ai52 «1,3 

0 1 c a2,i «2,2 «2,3 

0 0 «3,1 «3,2 «3,3 

0 0 0 St r cU? 
0 0 0 0 1 c 

0 0 0 0 0 5(1,o;) 

On cherche à annuler les a^-. Comme V (5 ) est scindée, la sous-extension 

B(l,u) 

U 

«3,1 

St 

est scindée d'après le lemme VII.5.1, puisque 0 -> V(5(l ,u;)) -> V(Ef) -> V(St) 0 
est scindée comme sous-extension de V (5 ) . On a donc ¿13,1 = 0. De plus, comme 
Ext^( l , 5 ( 1 , a;)) = 0 d'après la prop. VII.4.14, on a aussi a3,2 = 0. On en déduit 
que E contient la sous-extension 

B(l,u>) 

0 

«3,3 

B(l,u>) 

En utilisant le (iii) de la prop. VII.4.13 et les arguments ci-dessus, on en déduit que 
cette extension est aussi scindée, et donc que 03,3 = 0. En résumé, la sous-extension 
0 —> Ii/ET —> E/ET —• II —> 0 est scindée et donc E contient une sous extension 
0 -» ET -+ E^ -> II 0. Comme 0 V(5T) V ( 5 ^ ) -+ V ( n ) -+ 0 est scindée, 
on déduit de la rem. VII.1.10, que la suite 0 J v ( n ) -> Jv(£<3)) JV(ET) 0 est 
exacte. Comme JV(II) = a;-1(g)u; d'après le lemme VII.4.23, et comme Jv(Er) = 1(8)1, 
cette suite est scindée comme suite de kL [B]-modules. On en déduit, en utilisant la 
prop. VII.1.7, que E^ admet 1 0 5 ( 1 , a;) comme sous-objet d'un quotient. Il en est 
donc de même de 

E^/St = 

1 a2,i «2,2 «2,3 

0 St r c U r 

0 0 1 c 

0 0 0 5 ( 1 , u) 

et comme r et c ne sont pas triviaux, cela montre que «2,1 = «2,2 = «2,3 = 0- Comme 

Ext^(St,St) —• Ext^Q (fcz,(u;), fcz,(u;)) est injective d'après le lemme VII.5.1, on a 

aussi ai,! = 0. L'extension 0 —> St —• E^ —• 1 —• 0 déterminée par ai,2 est, d'après 

le th. VII.4.18, de la forme Er>, avec r ' G Hom(Q* kL). Or E contient 

St ai,2 «1,3 

0 1 c 

0 0 5 ( 1 , u) 
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comme sous-objet. Si r' = 0, on a gagné. Si r' ^ 0, alors V(5 ) contient, d'après 
la prop. VII.4.24, la représentation V(OJ, 1, (T')±). Comme, par ailleurs, V(E) est 
égale à V(OJ, l , ^ ) 0 V(OJ, l,r±), cela implique qu'il existe a G ̂  tel que r' = ar. 
L'espace E est la somme directe de II et s(II), où 5(11) est un relèvement du II en 
quotient, et s : II —• E est une section de la projection. En remplaçant s par s' définie 
par sf(v) — s(v) — av, cela fait disparaître le ar, et donc a\^2 = 0. Enfin, = 0 
puisque Ext1 (5(1, a;), St) = 0 d'après la prop. VII.4.22. Ceci permet de conclure. 

2. Calculs de groupes d'extensions de représentations de G 

Proposition VII.5.3. — Soient r G {0 , . . . ,p - 1} et 6 G &(kL). 
(i) Si 6' G &(kL), alors Extk(n(r,<S),<S;) = 0. 

(ii) Si 6i,62 G y(kL), avec 6\52 ^ OJ, alors 

Ext1G(U(r,6),B(61,62)) = 0 et ExtQ(B(6i,62),U(r,6)) = 0. 

(iii) Si 6' G «^(ÉL ) , a/ors Ext^(St ® <J',II(r,<S)) = 0. 

Démonstration. — Soit une extension de II par II(r, 6), où II est de la forme 
B(6\,62) , avec Si,S2 G S^(kh) et ^ î ^ 1 ^ 011 encore St (g) avec G ^ ( & L ) -

Comme J v ( n ( r , J ) ) = 0 et ff0^', V(II(r, <S))) = 0, il résulte du cor. VII.1.9 que 
l'application naturelle H°(Jf?f ,V(E)) H°(Jf',V(II)) est un isomorphisme, et 
donc que l'extension 0 —• V(II(r, 6)) —• V(i£) —» V(II) —> 0 est scindée puisque 
H°W,V(IL)) = v ( n ) . 

- Dans le cas, où II = St (g) <$', cela implique que 0 IIV -> EY -> II(r, £)v -> 0 
est scindée sur 5 puisque Jv(St (g) 5') = 0 et Jv(II(r,(5)) = 0. Le th. VII.2.1 montre 
que E est scindée sur G. On en déduit la trivialité de Ext^(St (g) 6', II(r, 6)). 

- Dans le cas II = B(61,62), cela implique que E a une image nulle dans 
Ext1B(B(61,62) M Qp,U(r, 6)) (rem. VII.1.10). Comme B(6X,62) est équilibrée et sans 
quotient fini, cela implique, d'après la prop. VII.2.12, que E est scindée sur G. On en 
déduit la trivialité de Ext1G(B(6i, 62),Ii(r, 6)). 

Soit maintenant E une extension de II(r, 6) par 6', avec S' G ^(ki) OM par 5 ( # i , £ 2 ) 5 
avec S^1 ^ OJ. Comme Jv(U(r,6)) = 0 et 5 ° p T , V(II(r, (5))) = 0, il résulte du (ii) 
de la prop. VII.1.8, que l'on a JV(E) = JV(II). En utilisant la prop. VIL 1.7, cela 
permet de montrer que E admet S' [resp. Ind# J(B(6\, 6)) = B (61,62)] comme quo
tient. L'extension E est donc scindée, ce qui prouve la trivialité de Ext^(II(r, 6), 6') 

et E x t ^ ( n ( r , * ) , B ( J i , ( Ï 2 ) ) . 
Ceci termine la démonstration de la proposition. 

Proposition VILS A. — Si r G Hom(Qp, fc^,), l'application naturelle de ExtG(l, ET) 

dans E x t ç ( l , 1) est identiquement nulle. 

Démonstration. — Soit II une extension de 1 par ET ; on doit prouver Ïl/St = 1 0 1. 
Rappelons que ET = LCC(QP, /CL)0À;L-T+. Soit e G II relevant 1 G 1. Si g G G, il existe 
otg £ ki, et (j)g G LCC(QP, kL), uniquement déterminés, tels que g - e — e = agr+ + (j)g. 
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Maintenant, comme H o m ( l , E ' r ) = 0, on a E x t ^ ( l , £ ? r ) = HX(G,ET), et il suffit de 
prouver que ag = 0 quel que soit g G G. 

On a 

aghr+ + (j)gh = gh • e - e = g • (he - e) + g * e - e = g • (ahr+ + 0^) + OJPT+ + </>G. 

Comme g - T+ — T+ G LCC(QP, &£,), cela implique = ag + a^, pour tous g, h G G. 
On en déduit l'existence de a G Hom(Qp, fc^,) tel que ag = a (det g), pour tout g G G. 
De plus, le 2-cocycle (#, /i) i-» a (det / i ) (^ • r+ — r+) est égal à 0 ^ — 9 - <\>h — <\>g\ c'est 
donc un 2-cobord, et sa restriction à ( J Q* ) est donc, a fortiori, un 2-cobord. 

Si<? = ( J S ) i O n a 

(c/ • r+ - r+) (x) = r+(va?) - T+(X) - r (v ) = 

—r(v) si G Zp. 

r ( x ) si x G Zp et vx £ Zp, 

—r(ra) si x £ Zp et G Zp 

I 0 si vx 4. Z» 

En évaluant en x = 1 la formule oj(det/i)(<7 • r+ — r+) = </>ph — g - <fih — <t>g, pour 

^ = ( N ) ' # = ( O S ) > 011 obtient, en notant, pour simplifier, (j)u la fonction (j>k, si 

^ = (O 2 ) ' 

a(d) • 
—r(v) si v G Z„ 

r(v) si v £ Zp 
= ^ d v ( l ) - (t>d(v) ~ 0V(1) . 

Remplaçant par x, cela nous fournit l'identité 

<t>d(x) = (t>dx(i) - 0 x ( l ) - a(d) • 
—r(x) si x G Zp 

T(X) si x f Zp 

Un petit calcul permet d'en déduire que, si x,vx £ Zp, alors 

<t>dv(x) - <t>d(vx) - 4>v(x) = -a(dv)r(x) + a(d)r(vx) + a(î;)r(a;) = a(d)r(v). 

Le membre de gauche étant à support compact dans Qp, on en déduit la nullité 
de a(d)r(v), pour tous d, v G Q*, et r n'étant pas identiquement nul, cela implique 
a = 0, ce qui permet de conclure. 

VIII. Annexe : ((p, r ) - m o d u l e s et cohomologie galoisienne 

VIII. 1. Compléments de théorie d'Iwasawa 

1. Cohomologie d'Iwasawa. — Soient G un groupe profini et Y un quotient de G. 
Si g G G, on note g l'image de g dans Y. On suppose que l'élément neutre de Y admet 
une base dénombrable de voisinages, et on fixe une suite décroissante ( r N ) N G N de 
sous-groupes ouverts distingués de Y formant une base dénombrable de voisinages de 
l'élément neutre. On impose que YQ = Y. On note Gn le sous-groupe de G image 
inverse de Tn ; on a donc un isomorphisme G/Gn = r / r n pour tout n. 
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On note A = ^z,[[r]] l'algèbre de groupe complétée de T : c'est la limite projective 
des ÛL\T/Yn\. On peut aussi voir A comme l'algèbre des mesures sur T, à valeurs dans 
Ûl, un élément a de T vu comme élément de A correspondant à la masse de Dirac 
en a. Si \x G A et si fin = J2aer/rn an,a a est l'image de p, dans ÛL[T/Tn], on définit 
la mesure p,(aTn) par fi(aTn) = an,a. Ceci permet de définir l'intégrale /r</>/i d'une 
fonction continue (/> : T —• ^ comme la limite des sommes de Riemann 

T 
</>/z = lim 

n—•-foc 
aer/rn 

n(aTn)(t)(a). 

On munit A d'actions de G et T commutant entre elles, en étendant par linéarité et 
continuité les actions (g, a) i—• g • a = ga et (7, a) 1—> 7 • a = a7-1, si # G G et a, 7 G T. 

Si V est un ^ -module muni d'une action continue de G (ce qui inclut les 
L-représentations de G), les actions ci-dessus de G et T sur A munissent naturelle
ment A 0^>L V d'une structure de A [G] module. De manière plus précise, si o G T est 
vu comme un élément de A et si v G V, les actions de g G G et 7 G T sur a 0 v sont 
données par g - (a ® v) = ga ® (g • v) et 7 • (a <8> v) = a7_1 0 

On peut aussi décrire ces actions en utilisant l'identification de A 0^L V avec les 
mesures sur Y à valeurs dans F . Si ¡1 est une telle mesure, et si </> : T —» Ûl est 
continue, on a 

./r 
(f>(x)g • fi = g - ( 0(0 x) /i) et <t>(x)l' V = 

r 
Si i G N et n G N, cela permet de considérer le groupe de cohomologie continue 

W(G,A (S>ûl V) comme un module sur A. 
Soit W un ^ -module ^e type £nj muni d'une action linéaire continue de T. En 

utilisant la projection de G sur T, cela munit aussi W d'une action linéaire continue 
de G. On peut donc considérer les A[G]-modules A(g)(V®W) (avec action de G sur W 
à travers F) et (A 0 V) 0 W (avec action triviale de G sur W). 

Proposition VIII.1.1. — L'application (a 0 v) 0 w i-> a 0 (v 0 a • u>) induit par linéarité 
un morphisme aw de A[G]-modules de (A 0 V) 0 VF sîzr A 0 (F 0 W). 

Démonstration. — Il s'agit de vérifier que l'application ci-dessus commute bien aux 
actions de G et T, et il suffit de regarder ces actions sur les tenseurs élémentaires. 
Si g G G, alors 

g(oLw{{p> ® v) 0 w) = g(a 0 (v 0 a • tu)) = ga® (gv ga - w), 

aw{g((a 0 ^ ) 0 = a\y{g a 0 flw) 0 w) =ga® (gv ®ga-w), 

ce qui prouve que aw commute à l'action de G. De même, 

7 ( O J W ((a 0 v) 0 w)) = 7 ( a 0 (v 0 a • w)) = 0 7 1 0 (v 0 a • w), 

° ! v ^ ( 7 ( ( û 0 0 w)) = aw(o>l 1 0 0 7U>) = 07 1 0 (v 0 a • w), 

ce qui prouve que aw commute à l'action de T. 
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Corollaire VIIL1.2. — Si i E N, alors a\y induit un morphisme de A-modules de 
if '(G, A (g) V) (g) W dans H1 (G, A (g) (V (g) W)). 

2. Théorie d'Iwasawa. — On s'intéresse au cas où G = &QP et F = Gal(Qp(/LiPOO)/Qp). 

On note FN le corps QP(FJIpn), ^FN C &QP son groupe de Galois absolu, et Tn le 
sous-groupe de Y fixant FN. Soit A = ^z,[[r]] l'algèbre d'Iwasawa. Si V est une ÛL-
représentation de ^Qp , on note H^W(V) le A-module i f1(^QP, A (g) V), l'action de &QP 
sur A (g) V étant l'action diagonale. En interprétant A (g) V comme l'ensemble des 
mesures sur T à valeurs dans V, l'action de &QP peut aussi se décrire par la formule 

Jr 
/ <f)(x)g •/J, = g( (j)(GX)fi), SIGE&QP. 

Si ¡1 G Hlw(V), et si n > 1 , on note cn(/x) l'élément Jr fi de H1(&Fn,V). Les cn(/i), 

pour n > 1 , forment un système compatible pour les applications de corestriction, 
et ¡1 H-> (cn(/x))n>i induit un isomorphisme de i f j^V) sur lim if1 (^pn, V), la limite 
projective étant relative aux applications de corestriction. 

Si r] : T —• û*l est un caractère, on note encore 77 le caractère de &QP composé 
de rj et de la projection &QP —> T. L'application : H^ÇV) (g) rj —> Hlw(V (g) rj) du 
cor. VIII.1.2 est un isomorphisme (l'isomorphisme inverse étant a^-i). Si /x G i f ^ V ) , 
on note CRJin(fx) l'élément cn(ar7(// (g) rj)) = (fr rj(x) fi) (g> rj de if 1(Éf̂ n, V (g) 77). 

Si W est une ^-représentation de &QP, et si /i G A (g) A (g) VF, alors pour tous 
4> : T —» ^ continue et # G ̂ Qp, on a (ne pas oublier que T est commutât if) : 

(p(x y)g-n = g( 
•TXL' 

<t>(x 1y)n) 

On en déduit le fait que, si (cr, r ) 1—> /v?r est un 2-cocycle (resp. 2-cobord) continu 
sur Ê?Qp, à valeurs dans A (g) A (g) alors (cr, r ) H-> JRXR c/)(x~1y)ti(7iT est un 2-cocycle 
(resp. 2-cobord) continu sur ̂ Qp , à valeurs dans W. D'où l'existence d'une application 
naturelle \i *-* M( /X ) de if 2(^Qp, A (g) A (g) W ) dans A (g) H2(&Qp,W). 

Si F est un objet de Rep^L^QP, on note V la représentation ~Rom(V,ûL ® x) 
(comme d'habitude). Comme H2((£QP,Ô>L (g) x) = ^L? cela permet, en utilisant la 
projection naturelle ( , ) : F (g) F —• ^ (g) x, et en composant les flèches 

HUV) X ///w(y) - H2(tfQp1A ® A » № ® x ) ) - A 0 # 2 ( 3 Q P , ® X) S A, 

de définir un accouplement 

( , )IW : # W ( 1 0 x HL(V) -+ A. 

Remarque VIII.1.3. — (i) L'accouplement ( , )iw est anti-linéaire en la première va
riable (pour l'involution 7 —> 7_1 de T prolongée en une involution À —> À* de A) et 
linéaire en la seconde. 

(ii) On note ( , )n l'accouplement naturel 
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Si r] est un caractère continu de Z*, si p! G H^ÇV*), et si p, G ifj^(F), un petit calcul 
montre que l'on a 

77 (/i', /i)iw = (c,,-i>n(//'), cT/,n(/x))n, quel que soit n G N. 

(iii) Si 7 G T, on a, dans H2WQ. Û L ® X ) > 

• / 7 l n 

( a * ' , a O I W = 
aer/rn 

/A cor£p ! /A 

et comme c o r ^ : H2(&Fri1ûL <g) x) -> H2(yQp,ûL <g) x) induit l'identité sur <̂ L, 
on obtient finalement J^r (fif,p,)iw = (cn(7 • /x'), cn(/i))n. On peut donc aussi défi
nir (/i7,/x)iw par la formule 

O A a O I W = 
n — + + 0 0 

7er/rn 
( c n ( 7 V ) > C n ( / * ) ) n 7 -

(iv) Tout ce qui précède s'étend aux objets de Reptors^Qp, en définissant V comme 
Hom(V,L/ûL®x)- Les accouplements ( , )n et ( , )iw sont alors à valeurs dans L/ÛL 
et L/ÛL 0 A respectivement. 

3. Théorie d'Iwasawa et (<p, T)-modules. — La théorie des (<p, r)-modules fournit une 
description agréable du module d'Iwasawa H^(V) (cf. [21, 46]). Soit D = D(V') ; 
on a donc £) = D(V'). Soit 7n un générateur topologique de IVn, et si / G {(p^tp}, 
soit C/,7n (V) le complexe (c'est un complexe car / et 7n commutent) 

D e i 

où rn(7n) = p n l o g x ( 7 n ) , si n > 1 et r0(7o) = ^ l o g x ( 7 o ) - Rappelons que l'on 

dispose d'un accouplement { , } qui induit une dualité parfaite entre D et D. Un 
petit calcul montre que, les complexes -i(V') et C(pNN(V) sont en dualité, si on 
munit (D 0 D) x (D 0 D) de l'accouplement {(a, 6), (a', &')} = {a, + {a', 6}. On a 
alors le résultat suivant. 

Proposition VIII.1.4. — (i) On a, pour tout i e N, des isomorphismes natu
rels H^C^V)) ^ fP(C^7n(V)) *é W ^ K ^ V ) , celui entre H^C^V)) et 
HZ(C^^N (V)) étant induit par le morphisme de complexes de C<̂ 7n (V) dans C^^N (V) 
dont la flèche du milieu est (a, b) »—• (—xp(a),b). 

(ii) La dualité induite entre les groupes H l ^ S p n , V) et H 2 ~ l ( ^ F n , y ) VAR 1>a dualité 
entre les complexes ^ - i ( V ) et C^^^V) est la dualité locale de Poitou-Tate. 

L'ingrédient principal pour démontrer le (i) est le fait que 7n — 1 admet un inverse 

continu sur D^=0 = D IEI Z*. Ceci permet, si z G D^=1, de construire pour tout 

n > 1 un élément cn(z) G i ï1 (5fpn, V) image de ( r ^ ^ - ((p — 1) • z, z) qui appartient 

à Z^C^vyJV)); c'est aussi l'image dans J E T ^ ^ V ) de (0,*) G Z ^ C ^ ^ J F ) ) (en 

particulier, il ne dépend que de n et pas du choix de 7 n ) . Les (cn(z))n>i forment un 
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système compatible pour les corestrictions et on obtient de la sorte un isomorphisme 
(Exp*)-1 : D^1 = H}W(V) qui est A-antilinéaire. 

Plus généralement, si rj est un caractère continu de Z*, on a T>(V <8> rj) = D 0 77, 
et si z G D^=1, alors z (8) 77 G D ( V 0 r/)^=1. On note ^ ^ ( z ) l'élément cn(2; (8) rj) 
de tf1^, F 0 77). 

Maintenant, si 2' G £>^=1 et 2: G D^=1, on peut utiliser la description de la dualité 
locale donnée au (ii) de la prop. VIII.1.4 pour calculer (cn(zf), cn(z))n. On obtient 

(Cn(z')iCn(z))n = 
f Tn(ln) 

l 7 n ~ l 
(V-l)-z',z} 

r Tn \fn ) 

L 7 n - 1 
Resz;(z ),*} 

r Tn (jn ) 

v 7 n ~ l 
,ResZ;(2?/),Resz;(^)}, 

et par symétrie, on a aussi 

{cn(z'),cn(z))n = {ResZ;(*' 
Tn(ln) 

In - 1 
•Resz;(2:)}. 

Plus généralement, si 77 est un caractère continu de Z*, on a 

,n(z ) 1 cn,n(,Z))n — 
Tniln) 

^ _ 1 ( x ( 7 n ) ) 7 n - 1 
-r - R e s z ^ A R e s z ; ^ ) } 

= {^esz;(^)5 
Tn(7n) 

^ ? ( x ( 7 n ) ) 7 n - 1 
- .Resz;(z)} . 

Remarque VIII.1.5. — En injectant la formule ci-dessus pour (cn(zr),cn(z)) dans la 
formule du (ii) de la rem. VIII. 1.3 pour ((Exp*)-1 (2/), (Exp*)_1(z))iw, et en compa
rant le résultat avec la prop. 1.5.3, on obtient : 

( ( E x p T V ) , ( E x p T ^ i w = ((1 - <p) • z', (l-<p). z)Iw. 

VIII.2. La loi de réciprocité explicite de Kato. — On a (le premier isomor
phisme vient des techniques de Tate et Sen (de descente presque étale et de décom-
plétion), le second suit de l'existence de la connexion de D^[^n(V) induite par V 
(cf. [41]) : £>difjn(V')/£)jif n(V) se décompose comme une somme directe d'espaces 
caractéristiques pour cette connexion et DP<m,n(V)/D^dR n(V) est l'espace caracté
ristique pour la valeur propre 0) : 

ff»№„,(BDR/B+R) ®V) = (Ddi{,n(V)/D+i{JV))r" = (DpdR,n(V)/D;dRJV))r*. 

On en déduit, via la suite exacte fondamentale 0 —> Q P —• B ^ 1 —» B ^ R / B " ^ —> 0, 
une application exponentielle de Bloch-Kato 

exp : (DpdR,n(V)/D;dRJV))r» -> H\#Fn,V), 

dont on note Hl (&FN > V) l'image. 
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Les techniques de Tate et Sen montrent aussi que, pour tout n > mo(D), on a 

= D ^ ( V ) / h n - 1) = D^n(V)/(7n -1) = D;dRìn(V)/(ln - 1), 

l'application de H1(Tn, (V)) dans Ddi{(V)/(^n-l) étant celle qui envoie le cocycle 
7 ^ c 7 sur Tn(7n)-1c7n. En composant cet isomorphisme avec l'application naturelle 
de H1((éFn,V) dans H1(i^Fni BjR®F), ceci nous fournit une application exponentielle 
duale de Bloch-Kato 

exp* : H\&Fn,V) - Rin(?)/(7„ - 1), 

dont on note Hp_e(&Fn,V) le noyau. 

Lemme VIII.2.1. — Si z' G D^~x, alors exp*(cn(z')) est l'image modulo jn — 1 de 

i"m{z')> Pour t°ut m > sup(n,mo(D)). 

Démonstration. — Si b G A <g> F est une solution de (ip — ï)b = ' ((<̂  — 1 ) - ^ O ? al°rs 
cn(z1) est représenté par le cocycle g H - » cn(z')g = rn(<yn)-^èi -zf — (g — l)'b.l\ est donc 
aussi représenté par le cocycle g \-> tm(cn(zf)g), pour tout m pour lequel ceci a un sens. 
Or tm(zf) a un sens si m > mo(D), et tm(b) a un sens pour tout m > sup(n, m0(£))), 
d'après [21]. Maintenant, g (g — l)tm(b) est un cobord dans BjR (g) V, et comme 
i<m{z') est fixe par Jf7, on voit que l'image de cn(z') dans if1 (£fpn,BjR (g) F) est 
obtenue par inflation à partir du cocycle 7 1—> r n ( 7 n ) ^ 1 1 • ^m(^;) sur Tn. On en 
déduit le résultat. 

Si F est de de Rham, on a 

(DpdR,n(V)/D+(V)f« = Ln ® (UdR(V)/£>+R(V)) 

^ p d R , „ ( ^ ) / ( 7 n - 1) = L„ ® ^ R ( V ) , 

et le théorème ci-dessous (dans lequel on suppose, pour simplifier l'énoncé, que 
H°{J^', V) = 0 et H°(Jt?', V) = 0) se spécialise en le théorème 1.4.1 de Kato [49]. 

Théorème VIIL2.2. — Les applications exp et exp* sont duales l'une de l'autre. 
Autrement dit, si x e H l { y F n , V ) et y e (DpdR,n(V)/D+dRn{V))Tn, alors 
(x,exp(y))n = (exp*(x),2/)dif. 

Démonstration. — L'hypothèse simplificatrice entraine que les applications naturelles 
Hiw(V) Hl(yFn,V) et H}W(V) -> EX(^F^V) sont surjectives et que Dnr = 0 
et DnT = 0. Il existe donc, en particulier, z1 G D^=1 tel que cn(zf) = x. 

Par ailleurs, il existe z G D^=1, avec cn(z) = exp(y) et, d'après la prop. VI.4.13 et 
la rem. VI.4.14, il existe d G Dr ig(F) [}]^=1 vérifiant -d = z ; de plus, t^(d) = y, 
pour tout m> n. 
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Maintenant, la formule décrivant l'accouplement ( , )n en termes de (y>, r)-modules 
nous donne 

Or,exp(î,))n = {z1, • ((1 - <p) • z)} = {z', (1 - y) • d}. 

On peut alors utiliser le (ii) de la prop. VI.3.4 pour en déduire que 

(X,exp(y))n = (Lm{z'),Lm(d))àiî, 

si m > 0. Or im(z') e D^m(V), et donc < t m ( ^ ) ^ m ( d ) ) d i f = ^ m O O » t>m(d))diî. De 

plus, comme (d) = y est fixe par Tn, on en déduit, en utilisant le lemme VIII.2.1, 

que l'on a (Lm(zf),y)dif = (exp*(x),y)dif, ce qui permet de conclure. 
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