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REPRESENTATIONS DE GLy(Q,) ET (¢,T)-MODULES
par

Pierre Colmez

Résumé. — Soit L une extension finie de Q. Nous construisons une correspondance
(de Langlands locale p-adique) associant a toute L-représentation V' de ¥q,,, irréduc-
tible de dimension 2, une représentation II(V) de GL2(Qjp), unitaire, admissible, et
irréductible. Nous identifions les vecteurs localement analytiques et localement algé-
briques de II(V), ce qui nous permet de montrer que cette correspondance encode la
correspondance de Langlands locale classique (pour GL2(Qp)).

Abstract. — Let L be a finite extension of Qp. We construct a (p-adic local Langlands)
correspondence attaching to any irreducible, 2-dimensional, L-representation of 9q_,,
a unitary, admissible, irreducible L-representation II(V) of GL2(Qp). We identify
the locally analytic and locally algebraic vectors of II(V), which allows us to show
that this correspondence encodes the classical local Langlands correspondence (for

GL2(Qp))-

Introduction

1. Notations. — On fixe une cléture algébrique —Qp de Q,, et on note Yq, le
groupe de Galois absolu Gal(ap/Qp) de Qp. On note x : Yq, — Zj le carac-
tére cyclotomique; il induit un isomorphisme de I' = Gal(Qp(py-)/Qp) sur Zj.
Si a € Zg, on note g, € I' 'élément défini par Xx(0s) = a. On note % le noyau
de x et S#' C S le groupe de Galois absolu de 'extension abélienne maximale
de Q,. Enfin, soit I''" = Gal(Qp’/Qp). Alors 9q, /" est 'abélianisé gg; de 9q,, T
et '™ g’identifient naturellement & des sous-groupes de Efat;, et %(3‘; =T x I,

On fixe aussi une extension finie L de Q, contenue dans Qp (on peut parfois se
permettre de remplacer L par une extension finie; L est donc variablement fixe...), et
on note &y, I'anneau de ses entiers, my, son idéal maximal et k;, = €1 /my, son corps
résiduel.

Classification mathématique par sujets (2000). — 11S** 11F**,
Mots clefs. — Correspondance de Langlands locale, (¢,I')-module, analyse fonctionnelle, théorie
d’Iwasawa.
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282 P. COLMEZ

Si M est un Z,-module, on note &, - M le &r-module &1, ®z, M, et si M est un
Or-module ou un Qg-espace vectoriel, on note L - M le L-espace vectoriel L ® ¢, M
ou L®q, M.

On note Og anneau des séries de Laurent f = 3" ,cz axT*, & coefficients dans 07,
et vérifiant limg_,_ocax = 0. On note ke = kr((T)) le corps résiduel de O et
& = ﬁg[%] son corps des fractions. Enfin, on note &} le sous-anneau € [[T]] de O,

&7 le sous-anneau 6’2.7[%] de &, et k} = k.[[T]] 'anneau des entiers de ke.

On munit &g, 6’;, ke, k}, & et & d’actions & -linéaires continues de I' et du
frobenius ¢, respectant les structures d’anneaux, en envoyant T sur ¢(T") = (14+7)P—1
et 0,(T) = (1+T)* — 1, si a € Z;. Ces actions commutent entre elles.

—_

Si A est un anneau topologique, soit 7 (A) ’ensemble des caractéres continus
6 : Qp — A*. L’abélianisé Wg; du groupe de Weil Wq, de Q, est isomorphe
a Qp d’apres la théorie locale du corps de classes, ce qui permet de voir un élément

—

de 7 (A) aussi comme un caracteére continu de Wgq,. De manieére explicite, si g € Wq,

—

et § € (A), alors 6(g) est défini par la formule
8(9) = 6(p)~ ¥ D5(x(9)),

eg(g)

ou deg(g) est 'entier défini par g(z) = % siz e F,. Sin — &(p") se prolonge par
continuité a 2, alors § se prolonge par continuité & ¥q,, ce qui permet aussi de voir §
comme un caractére de ¥q,. C’est en particulier le cas si A =k ousi A =L etsid
est unitaire (i.e. si vp(6(p)) = 0). En particulier, le caractére z — z|z| correspond au
caractere cyclotomique x et sa réduction modulo p, notée w, correspond au caractere

de Teichmiiller.

2. Cadre général. — Nous nous proposons d’établir une correspondance entre
(toutes (V) les L-représentations absolument irréductibles V de dimension 2 de 9q,
et (presque Ptoutes) les L-représentations absolument irréductibles unitaires admis-
sibles IT de GL2(Q,) admettant un caracteére central.

Cette correspondance repose sur :

— la construction d’un foncteur IT — V/(II) associant une représentation de %q,
(pas forcément de dimension 2) & toute représentation unitaire de longueur finie de
GL2(Q,) (pas forcément irréductible),

— la construction d’une représentation D(V) X5 P! de GL2(Q,) & partir de toute
représentation V' (pas forcément de dimension 2) de ¥q, et de tout caractére unitaire
6:Qp — 07

La représentation D(V) Ks P! est, topologiquement, I’extension d’un L-banach
par le dual d’'un L-banach, mais il semble raisonnable de penser qu’il n’existe, en

(1) Cf. note 7 pour des restrictions temporaires.

) Les sous-quotients des représentations induites par un caractére unitaire du borel n’apparaissent
pas : leur image par le foncteur IT — V(II) est de dimension 1 (ou 0 dans le cas d’un caractére) et
pas de dimension 2. Le fait que toutes les autres fournissent des représentations de dimension 2 (au
moins si p > 5) est un résultat récent de Paskunas [60].
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REPRESENTATIONS DE GL3(Q,) ET (p,T)-MODULES 283

général, pas de telle décomposition de D(V) X P! qui soit GL2(Q,)-équivariante.
Par contre, si V est de dimension 2, et si § = (z|z|)~1dy, oul dy est le caractere de Q;
correspondant & la représentation det V' par la théorie locale du corps de classes, alors
D(V)X;s P! est une extension d’une représentation unitaire admissible II(V') par son
dual (tordu par § o det). De plus, on a V(II(V)) = V, ce qui montre que les deux
constructions sont inverses 'une de l'autre. La correspondance de Langlands locale
p-adique V +— II(V) ainsi construite jouit de propriétés remarquables :

— elle est compatible & la réduction modulo p,

— elle se comporte bien en famille,

— elle encode la correspondance de Langlands locale classique.

Ce dernier résultat était le point de départ de Breuil [15] dans sa quéte d’une corres-
pondance de Langlands locale p-adique ; Emerton [39] et Kisin [54] savent en déduire
(egrace aux travaux de Khare et Wintenberger [51, 52| démontrant la conjecture de
Serre pour les représentations modulo p) la conjecture de Fontaine-Mazur pour la plu-
part des représentations de dimension 2 de ¢4q. Le premier point avait été vérifié par
Berger [7] pour les représentations de la série principale (aprés semi-simplification).

Dans I'appendice [55], Kisin explique comment déduire l’existence de la corres-
pondance 3 partir de la construction du seul foncteur IT — V(II) en utilisant les
représentations de la série principale unitaire [8, 30] de GL2(Q,) et l'injectivité de
Ext!(II, I) — Ext'(V(II), V(II)) (th. VIL.5.2 du présent article). La construction ex-
plicite de la représentation II(V') semble toutefois incontournable pour ’étude des
propriétés fines de la correspondance.

3. Dictionnaire d’analyse fonctionnelle p-adique. — Beaucoup des construc-
tions de ’article sont inspirées par le dictionnaire entre anneaux de séries formelles et
espaces fonctionnels p-adiques.

Fonctions analytiques sur des couronnes. — En sus des anneaux ¢ et & définis plus
haut, on dispose en particulier des anneaux suivants :

o anneau de Robba Z des f =Y, cz anT™ analytiques sur une couronne du type
0 < vp(T) <, ott 7 dépend de f et les a,, sont des éléments de L,

e le corps &', ensemble des éléments bornés de # (le corps & est alors le com-
plété de &1 pour la valuation v,(f) = inf,ez vp(an) et &1 peut aussi étre vu comme
Pensemble des éléments surconvergents de &),

o #t = %% = ZNL|[T)], anneau des fonctions analytiques sur le disque v,(T) > 0,

o &t = &% = &N L[[T)], sous-anneau de Z* des fonctions analytiques bornées sur
le disque v,(T") > 0.

Espaces fonctionnels et leurs duauz. — Voici un petit échantillon des espaces fonc-
tionnels que ’on peut considérer.

» ¢°(Z,), espace des ¢ : Z, — L continues (c’est un L-banach),

o LA(Z,), espace des ¢ : Z, — L localement analytiques (limite inductive compacte
de L-banach),

° LP[O”“'”(ZP), espace des ¢ : Z, — L localement polynomiales de degré < k — 1,

® 90(Z,) = €°(Z,)*, espace des mesures sur Z, (dual de banach),
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284 P. COLMEZ

® 9(Zy) = LA(Z,)*, espace des distributions sur Z, (c’est un fréchet).
Le dictionnaire. — A une mesure ou une distribution u, on associe sa transformée
d’Amice A, définie par

= [ £0 ) (o

n=0 “Zp
et & un élément f de & ou #, on associe la fonction ¢ : Z, — L, définie par

dr(z) = réso((l +T)°f l(j—_TT)

Les théoremes de Mahler et d’Amice décrivant les fonctions continues ou localement
analytiques en termes de leur développement de Mahler (cf. [29]) permettent de re-
formuler ’analyse sur Z, de maniére compacte.

Théoréme 0.1. — (i) L’application p — A, induit des isomorphismes Po(Z,) = & et
D(Zy) = R

(ii) L’inclusion & C Z induit un isomorphisme &1/&% = R/ %" et Vapplication
f — ¢y induit des isomorphismes &/&% 2 €°(Z,) et &1/ =2 R )R = LA(Zy).

(iii) f — ¢y induit un isomorphisme (t"*Z'NR) /%" = LP[O’k"l](Z,,), ou, comme
d’habitude, t = log(1+T).

(iv) fz,, bru = véso(Auf £5), si f € & et p € Do(Zp), ou si f € R et si
ne D(Lyp).

Remarque 0.2. — On déduit du th. 0.1 les suites exactes suivantes d’espaces vectoriels
topologiques :

0— €°%Zy)* - & — €°(Z,) >0 et 0— LA(Zp)* - % — LA(Z,) — 0.

4. Représentations de GL3(Q;), de Yq, et (y,I')-modules.— Nous aurons
affaire aux catégories suivantes de représentations de G = GL2(Qy) :

e Rep,.sG, catégorie des € [G]-modules II, lisses (I'action de G est localement
constante), admissibles ®) (IT¥ de longueur finie sur &1 pour tout sous-groupe ouvert
compact K de G), de longueur finie, et admettant un caractére central,

e Repy, G, catégorie des O [G]-modules II séparés et complets pour la topologie
p-adique, sans p-torsion, tels que II/p"II € Rep,,,G, pour tout n,

® Rep; G, catégorie des L[G]-modules munis d’un réseau appartenant & Rep,, G.

De méme, nous rencontrerons les catégories suivantes de représentations de ¥q, :

e Rep,,sYq,, catégorie des Op-représentations de torsion de Yq, (i.e. des
O-modules de longueur finie, munis d’une action linéaire continue de ¥9q,),

e Repy, 9q,, catégorie des Op-représentations sans torsion de Yq, (i.e. des
Or-modules V libres et de rang fini, tels que V/p"V € Rep,,,:%q,, pour tout n),

e Rep;9q,, catégorie des L-représentations de Yq, (i.e. des L-espaces vectoriels
de dimension finie admettant un réseau appartenant & Rep,, G).

(3) D’aprés [2, 18], cette condition est conséquence des autres.
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Enfin, la construction de la correspondance reposant sur la classification de Fon-
taine des représentations de %q, en termes de (i, I')-modules, nous aurons affaire aux
catégories suivantes de (¢, I')-modules :

o OI'¢t  catégorie des (¢, I')-modules, étales et de longueur finie sur Og,

o It (Oy), catégorie des (p,I')-modules, étales et libres de rang fini sur O,

o BI'°t(&), catégorie des (¢, ')-modules, étales et de dimension finie sur &,

o dTet(£1), catégorie des (o, I')-modules, étales et de dimension finie sur &7,

o ®I'**(Z), catégorie des (p,')-modules, de pente 0, libres et de rang fini sur %.

Un (p,T)-module étale sur O désigne un objet de ®I'¢E - ou de BT (Oy).

Théoréme 0.3. — (i) Les catégories @Iy et Rep,,Yq, sont équivalentes.

(ii) Les catégories ®T**(Og) et Repy, Yq, sont équivalentes.
(iii) Les catégories I (&), ®IH(&T), BT (Z) et Rep Yq, sont équivalentes.

Remarque 0.4. — (i) L’équivalence entre ®I'5s.. et Repy,¥4q,, due & Fontaine [40],

est le point de départ de la théorie. Les équivalences entre ®T*(0%) et Repys, Yq,,
et entre ®I'**(&) et Rep;,¥q, s’en déduisent de maniére formelle [40] en prenant des
limites projectives et en tensorisant par L. Si V' est un objet de Rep,,,s%q,, Reps, 9qQ,
ou Rep;4q,, on note D(V) le (¢, I')-module qui lui est attaché. Réciproquement, si D
est un objet de I (L), DI (Op) ou ®T(&), on note V(D) la représentation
de 9q, qui lui correspond.

(ii) L’équivalence entre ®I'°*(&) et ®TH(&T) (cf. [9, 20]) est la seconde étape
dans la théorie des (¢, I")-modules; elle s’exprime sous la forme : tout (¢, I')-module
étale sur & posséde des éléments surconvergents. Descendre de & a &' permet de
localiser un (¢, I')-module en ¢ — 1, si ¢ est une racine primitive p™-iéme de I'unité,
pour n assez grand, ce qui établit un pont avec la théorie de Hodge p-adique.
Si D € ®I'**(&), on note Dt I'objet de ®T'**(&1) qui lui correspond ; c’est 1’ensemble
des éléments surconvergents de D, et on a D = & ® g+ D1.

(iii) La troisitme étape consiste, aprés avoir descendu les coefficients de & & &1,
4 étendre les coefficients de &' & %, ce qui introduit des dénominateurs (en p).
Si D' est un objet de ®T'*(&1), alors Dyy = #Z ®4t D est un objet de ®I'°*(%), et
D' D,;, réalise 'équivalence entre ®T°! (&) et ®I'**(Z). Ceci permet (4, 24] de re-
trouver, & partir des (¢, I')-modules, tous les invariants fournis par la théorie de Hodge
p-adique. Le point délicat dans ’équivalence de catégories ci-dessus est la reconstruc-
tion de D' & partir de Dyig ; celle-ci repose sur la théorie des pentes de Kedlaya [50].
Elle est & la base de la construction [28] des représentations triangulines de ¥q, qui
correspondent [8, 25, 26], via la correspondance de Langlands locale p-adique, aux
représentations de la série principale unitaire pour GL3(Qp).

(iv) Les équivalences de catégories du théoréme permettent d’ignorer les représen-
tations de %q, et de les remplacer par des (i, I')-modules. L’un des intéréts de ce point
de vue est qu'un (¢, I')-module est naturellement muni d’une action du semi-groupe
Pt = (ZPB{O} le ), via les identifications

(§1) — 1+T, (82)*—’% et (8?)<—>aasia€Z;.
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11 suffit donc de rajouter une action de w = ((1) (1)) vérifiant certaines compatibilités
pour définir une action de G. Le cheminement de article consiste 3 reprendre celui
décrit ci-dessus pour la théorie des (p,I')-modules en rajoutant une telle action.

5. La représentation D X; P! de G. — Soit P = (1) le mirabolique de GLo,
et donc P(Q,) = (Q Q”) et P(Z,) = (ZO; le )-

Un (P(Zy), w)—module M est un Or-module muni d’une action de P(Z,), et d’un
opérateur @'p-linéaire 1, commutant & I’action de (Z(); (1’), et tel que, pour tous b € Z,
et z€ M, onait Y ((§7)2) = (3 %)v(2).

L’exemple le plus simple de tel objet est I'espace Zy(Zy, &) des mesures sur Z,
a valeurs dans Oy, laction de (&%) € P(Z,) sur p € Zo(Zy, O1) étant donnée

par [, ¢(§%) n= [, ¢laz +0b)p, et celle de ¢ par [, ¢9(n) = [, d(p~'z)pn
(1.e'1/J-( 0 1)oRespzp).

Comme il a été mentionné plus haut, un (¢,I')-module D est naturellement un
P(Z,)-module et méme un Pt-module. Maintenant, si D est étale, tout élément z
de D peut s'écrire de maniére unique sous la forme z = Y7~ (1 + T)%p(z;). On
pose ¥ (z) = xo, et I'opérateur ¥ : D — D ainsi défini est un inverse & gauche de ¢
commutant & I’action de I', et qui munit D d’une structure de (P(Z,), ¥)-module. Le
sous-module D¥=! joue un rdle central dans la théorie.

Si M est un (P(Z,),%)-module, on définit M X Q, comme I’ensemble des suites
(™) pen d’éléments de M, telles que ¥(z(™®*D) = z(™, pour tout n € N. Une
telle suite est complétement déterminée par (™, pour n assez grand, puisqu’on peut
récupérer les termes manquant en itérant .

Proposition 05 — Sur M X Qp, il existe une unique action de P(Q,) telle que
g (™)nen = (¥™)nen, avec :

(a) y(") =(29) 2™, pour tout n € N, si g = ( 9), ota€Zy;

(b) y™ = z(+k)  pour tout n > —k, si g = ( A 1), oukeZ;

(c) y™ = (ép;b) ~z™ | pour tout n > —v,(b), si g = (3%), oube Q.

Si M = 9y(Zp, 0L), alors M X Q,, n’est autre que Zp(Qp, &), muni de 'action
de P(Q,) donnée par pr o(8%) u= pr #(ax +b) p. C'est d’ailleurs & partir de cet
exemple que les formules ont été obtenues.

Soit D un (p,T")-module étale sur &, et soit § : Qp — OF un caractére unitaire
continu. On construit une représentation D Xs P! de G, en traduisant en termes de
(¢, T)-modules 'action suivante de G sur les mesures sur () P! : on note B(§) I’espace
des fonctions continues ¢ : Q, — L, telles que x — §(x)¢(1/x) soit continue en 0, et
on munit B(J) d’une action de G définie par g- ¢ = ¢px g~1, avec

@), (28 eGeaiost 2

(p*(25))(z) = 6(cx+d)¢>(cx+d

(4) Dans tout l’article, P! désigne I’espace P1(Qp).
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prolongée par continuité en ‘Td. Le dual topologique B(6)* de B(4) est donc aussi
muni d’une action de G. Comme P! s’obtient en recollant, via  — 1/z, deux copies
de Z, le long de Zj, 'application p — (Reszp i, Resz,w - p) induit un isomorphisme
d’espaces topologiques de B(§)* sur

Do(Zp) Bs P! = {(u1, p2) € Do(Zp) ® Do(Zyp), Reszypz = ws(Reszz 1)},

otr ws : Do(Zy;) — Po(Zy) est I'involution définie par
L Pws) = [ 8(z)¢(1/z) p

Maintenant, on peut traduire, via la transformée d’Amice, les opérations élémentaires
sur Zy(Zp) (restriction & un ouvert compact, multiplication par une fonction continue,
changement de variable...) en termes du (o, I')-module &' (par exemple Resyz, = ¢v).
L’action de G sur B(6)* donne alors naissance & une action de G sur &% K; P, et les
formules ainsi obtenues ayant un sens pour n’importe quel (¢, I')-module étale sur &,
cela nous fournit la représentation D Xs P! cherchée ainsi que, pour tout ouvert
compact U de Qp, un module D X U et une application Resy : D X P! - DRU
vérifiant les propriétés suggérées par la notation () ; en particulier, D X Z, = D et,
si z = (21,22) € DXs P, alors 21 = Resz,z et 22 = Resz,w - z. Le module D X Z7
n’est, quant & lui, autre que D¥=C. On définit aussi Resq, : D X P!> DK Q, par
Resq, (z) = (Resz, (% 9) - 2),en

De maniére explicite, la représentation D Xs P! est définie de la maniére suivante.
On montre que, si z € D K Z7, la suite de terme général

3 A+ T o (@™ (1+T)™ '2))

iEZ; mod p™

a une limite dans D X Z7, d’ou une application ws : D X Z7 — D K Z7 qui se trouve
étre une involution. Il est & noter que la convergence de la suite définissant ws est tres
mauvaise, ce qui rend la formule ci-dessus & peu prés inutilisable pour toute question
un peu fine. On définit alors D Ks P! comme I’ensemble des couples z = (21, 22)
d’éléments de D vérifiant la condition Reszx(22) = ws(Reszx(21)), et on le munit
d’un squelette d’action de G en posant, si z = (21, 22) :

hd ((1] (1)) z = (z27z1)

eSiace€ Qp, alors ( ) = (6(a)z1,d(a)z2).
e Sia € Zy, alors (aO) =((§9)21,6(a)( 5 1)*32)
eSiz' = (89)-2 alors Respzpz’ =(» (1’) z1 et Resz, w2’ = 6(p)y(22).

e SibepZy etsiz = (}?)- 2, alors
Resz,z' = (§%) 21 et Resyz,wz’ = up(Respz, (22)),

oltup =071 +b) (37 owso ((1"65)2 b1+ ) o ws o (§ /0 sur DR pZ,.

() 8i D = P9(Zp), I'application Resy est la restriction & U et DIRU est I'espace des mesures sur U.
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288 P. COLMEZ

Théoréme 0.6. — Les formules ci-dessus définissent une action de G.

6. Les foncteurs I — D(II) et II — V(II). — Si D est un objet de ®I'
ou ®I'**(O¢), on définit les sous-modules suivants de D.

e DT est le plus grand sous-ﬁ;-module compact de D stable par ¢,

e D" est le plus petit sous—ﬁ}—module compact de D, engendrant D, stable par 1,

o D! est le plus grand sous-ﬁ}—module compact de D sur lequel 1 est surjectif.

Si D € ®I'**(&), on choisit un réseau Dy de D stable par ¢ et I', et on pose
Dt=L-Df,Dt=1L- Dg et D! = L - D}. La construction du foncteur IT — D(II)
passe par la construction d’objets Dj, (II) et DE,V(H) jouant les réles de Dt et Db,

Si II € Rep,sG, on note # (II) 'ensemble des W C II, de longueur finie sur &,
stables par K = GL2(Z,), engendrant II comme & [G}-module. Si W € #/(II),
alors II est le quotient de 'induite & support compact I(W) = Indg zW, ce qui nous
fournit une présentation II = I(W)/R(W,II) de II. On dit que cette présentation
est standard, si R(W,II) est engendrée par des relations supportées par des arétes de
larbre de PGL2(Q,) (dont les sommets sont naturellement en bijection avec G/K Z).

Théoréme 0.7. — Tout II € Rep,,,,G admet des présentations standard.

Remarque 0.8. — (i) En caractéristique 0 ou £ # p, ce résultat est un cas particulier
de résultats généraux de Schneider-Stuhler [63] et de Vignéras [70].

(ii) Ce résultat a aussi été démontré par Breuil et Paskunas [17], Vignéras [71] et
Ollivier [57].

(iii) Les résultats de Breuil et Paskunas suggerent qu’en caractéristique p le résultat
devient faux si G = GL2(L), ol1 L est une extension finie non triviale de Q.

Soit W € #/(II) induisant une représentation standard. On note :

. Igp (W) le sous-&-module de II engendré par les (p(; ‘1’) ‘W, avec a+p"Z, C Zy,

e I1IV = Hom(II, L/ 6L) le dual de II, avec une action de G définie, comme d’habi-
tude, par (g - p,v) = (4,97 -v),

. DE,V (II) le dual de IEP(W) (c’est un quotient de IIV),

eRz, w:IIV — DE,V(H) I’application naturelle,

e D{f, (II) I'ensemble des . € IT¥ identiquement nuls sur (%’ ¢)-W, si a+p"Z, ¢ Zy.

Alors Rz, w induit une injection de Dff, (II) dans DE,V (IT), dont le conoyau est de
longueur finie sur &p,. De plus, DE,V (IT) et Dy}, (11) sont munis d’une action de P(Z,),
ce qui en fait des I-modules sur &}, ou T agit par (§1) — 1, et o, par (3 9). Enfin,
Dy, (T1) est stable aussi par (5 9), et donc est un (¢, T')-module sur &, 'action de ¢
étant celle de (5 9), tandis que D', (I1), qui est stable par vy = Rz, w © (If’;1 (1’),
est un (P(Z,),v)-module. Il en résulte que D(II) = O ®pt Dy, (I1) est muni d’une
structure de (¢,I')-module sur O, et que Rz, w induit un isomorphisme de D(II)
sur Op ® ot DE,V(H). On note fz, : ITY — D(II) la composée de I'inverse de l'isomor-
phisme précédent avec I’application z — 1® z. On vérifie facilement que D(II) et fz,
ne dépendent pas du choix de W, ce qui justifie la notation.
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Théoréme 0.9. — (i) Si Il € Rep,,, G, alors D(II) € ®TE (Os).
(ii) Le foncteur II — D(II) est contravariant et exact.

Le point délicat dans la démonstration de ce théoréme est de prouver que D(II) est
de longueur finie. L’exactitude du foncteur D permet de se ramener au cas ou II est
irréductible, et on utilise la classification des représentations irréductibles de Barthel-
Livné [2, 3] et Breuil [13]. Emerton [38] en a trouvé une démonstration plus directe.

Si IT € Repy, G, on définit D(II) comme la limite projective des D(I1/p"1II), et si
II € Rep G, on choisit un réseau I1° de II stable par G, et on pose D(II) = L-D(II°).

Dans tous les cas, on définit V(II) comme le dual de Tate de V(D(II)). Le foncteur
IT — V(II) est alors covariant et exact. De plus, on a V(II ® (6 o det)) = V(II) ® 4,
si 6 : Qp — OF est un caractére continu.

7. La représentation de ¥q, attachée a un atome automorphe. — Soit B =
{(g g) € G } le borel de G. Si 61,02 sont des caractéres continus de Q, a valeurs
dans k7, on note §; ® J; le caractére de B défini par (4; ® 52)(3 Z) = 41(a)d2(d).
On définit alors une représentation B(d1,02) de G, dite de la série principale, par
B(61,0;) = Ind$ 6, ® 6;w~ 1. D’apres Barthel et Livné [3], la représentation B(d;,82)
est un objet de Rep,,, G, de caractére central w=1§;ds, et est irréductible sauf s’il
existe § : Q — k] tel que §; = wd et Jz = §. Dans ce dernier cas, B(61,02) est une
extension de la représentation irréductible St ® (6 o det), ou St est la steinberyg, par la
kp-représentation ¢ o det, de dimension 1.

La classification compléte des objets irréductibles de Rep,,,G a été achevée par
Breuil [13] : aux représentations ci-dessus, il suffit de rajouter les représentations
supersingulieres de Barthel et Livné.

Théoréme 0.10. — (i) SiII est de la forme § o det, alors V(II) = 0.
(ii) Si II = St ® (d o det), alors V(II) = kr(wd).
(lll) Sill = B(51,62), alors V(H) = kL((s])
(iv) SiII est supersinguliére, alors V (II) est irréductible, de dimension 2 sur ky,.

Le lecteur ayant en téte la correspondance de Langlands locale classique sera proba-
blement surpris de constater que la correspondance p-adique envoie les représentations
de la série principale de GL2(Q)) sur des représentations de dimension 1 de %g, au
lieu des représentations de dimension 2 attendues. Le résultat suivant, inspiré par les
calculs de réductions modulo p de représentations de la série principale de Berger,
Breuil et Mézard [7, 14, 16], explique comment la correspondance p-adique se joue
de cette apparente incongruité. Particulierement remarquable est le role joué par le
petit morceau de dimension 1 dans le (iii) ; ce role m’a été expliqué par Emerton et
Kisin dans une série de courriels en janvier 2006.

Théoréme 0.11. — (i) Si 61 # 82, w*'8,, alors Exty(B(d2,61), B(01,82)) est un ky-
espace vectoriel de dimension 1, et si E est une extension non triviale de B(d3,01)
par B(81,02), alors V(II) est lextension non triviale de ki (82) par ki (81).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



290 P. COLMEZ

(ii) Extg(1,St) s’identifie naturellement & Hom(Qj, kL) De plus, si T est un élé-
ment non nul de Hom(Q;, k), et si E, est ’extension de 1 par St qui lui correspond,
alors Ext,(B(1,w), E;) est un ky-espace vectoriel de dimension 1.

(iii) i IT est une extension non triviale de B(1,w) par E,, alors V(II) est l’exten-
sion non triviale de kr, par kr(w) attachée a lextension Q,(¥/a), ot a € Q3 /(Qy)?
engendre la kr-droite d’équation T(z) = 0.

8. La contragrédiente d’une représentation de G. — On peut se demander
comment reconstruire IT & partir de D(II). C’est 1'objet des résultats qui suivent, ou
'on a noté D le (¢,T')-module D(II) et § le caractére 6", ot 6y est le caractére
central de II. On suppose que II € Rep,,,, n’a pas de quotient fini. On étend I’action
de P sur D X Q, en une action de B en faisant agir un élément (g 3) du centre par
multiplication par §(d) ; la représentation de B ainsi obtenue est notée D X5 Q,. On
rappelle que I'on a défini, juste avant le th. 0.9, une application Bz, : v — D.

Proposition 0.12. — (i) Si g € P(Zy), alors Bz, 09 = go fBz,.

(ii) Bz, o (75 9) =¥ o Bz,

(iii) L’application p — PBq,(n) = (Bz,((% 9) - ”))neN est un morphisme
B-équivariant de IIV dans D X5 Q,, de noyau (V)Y d’image incluse dans D'® Q,
et contenant Df X Qp, avec égalité si Il n’a pas de sous-représentation finie.

Notons fp: : IIY — D x D Papplication u — (8z, (1), Bz, (w - u)).

Théoréme 0.13. — (i) L’image de TIV par Bp: est incluse dans D Ks P et Bp1 est
G-équivariante.

(ii) Resq, © fp1 = fBq,-

(iii) L’application Bp1 est injective et son image est incluse dans l’ensemble des
z € DXs P tels que Resq, (2) € D* K5 Q,.

(iv) Le sous-espace D" W5 P! des 2 € D ®; P! vérifiant Resq,(2) € D' Ks Q,
est stable par G et contient l’image de ’orthogonal de TIST2(Q») comme sous-module
d’indice fini.

On définit la représentation contragrédiente I1 de II par
I = (D X5 P')/Bp: (IY).

Théoréme 0.14. — (i) 11 est un objet de Rep,,, G sans quotient fini.
(ii) La contragrédiente (D(II) Ks-1 P1)/Bpi(I1V) de 11 est isomorphe a II.

Exemples 0.15. — (i) Si I = B(d1,85), alors IT = B(6,,6;) ® 6"
(ii) St est une extension non triviale de B(1,w) par 1.
(iii) Si IT est supersinguliere, alors T 2 I ® 65"

Remarque 0.16. — La restriction & B ne perd pratiquement pas d’information puisque
la construction de D n’utilise que I’action du mirabolique, et que la connaissance de
D et du caractére central permet de reconstruire II (& des morceaux finis prés dans
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certains cas particuliers). Ceci est assez surprenant si on se réfere a ce que ’on sait des
représentations lisses de G en caractéristique O : la restriction & B d’une supercuspidale
est entierement déterminée par son caractére central (théorie du modele de Kirillov).
Pour des résultats dans la méme veine, voir [7, 58].

9. La correspondance de Langlands locale p-adique. — On remarque que II
ne differe de (DX P!)/(D* X P') que par des modules finis. Cela suggere la définition
ci-dessous de II(D), le choix du caractére central étant dicté par le désir qu'’il soit 1ié
au déterminant de la représentation galoisienne V (D), comme dans le cas classique.

Dans tout ce qui suit, D est un objet de ®I'°*(£), de dimension 2 sur &. Son
déterminant est de la forme £®ap, pour un certain ap : Q; — 07, qui n’est autre que
le caractere de Qp associé, via la théorie locale du corps de classes, a la représentation
det V(D), et on définit un caractére dp par la formule 6p(z) = (z|z|) "*ap(z). Comme
on est en dimension 2, on a D = D ® 651, ou D = Homg(D,éal‘i—TT) est le dual de
Tate de D. On note simplement D X P! la représentation D K5, P!; son caractére
central est dp.

Théoréme 0.17. — Soit D € T (&), irréductible, de dimension 2.

(i) Le module D" P! = {z € DR P!, Resq,z € D" K Q,} est stable par G.

(ii) Le quotient II(D) de DX P! par D' KP! est un objet irréductible de Rep; G,
et D' R P! =~ II(D)* ® 6p, ot II(D)* est le dual topologique de TI(D); on a donc
une suite eracte

0 — II(D)* ® 6p —» DR P! - II(D) — 0.

(iii) D(TII(D)) = D.

Remarque 0.18. — (o) La correspondance V +— II(V) s’obtient en composant I’équi-
valence de catégories V — D(V') avec lapplication D — II(D) ci-dessus.

(i) La construction décrite dans le théoréme part d’objets de ®T'E ., puis s’étend
a ®I'°*(O¢) par limite projective, et finalement & ®I'°*(&) en tensorisant par L. Elle
est donc, par nature, compatible & la réduction modulo p (&4 des petits morceaux de
longueur finie sur &, prés dans certains cas particuliers, essentiellement celui ot V'
est, & torsion prés par un caractére, une extension non triviale de ky(w) par kr).

(ii) Comme & est, topologiquement, ’extension d’un banach par le dual d’un ba-
nach, il en est de méme de D Ks P!, pour tout &, mais il est probable que ép soit
le seul caractére de Qp pour lequel les morceaux composant cette extension soient
stables par G.
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(iii) La stabilité de D! X P! par G se démontre par prolongement analytique (6) &
partir, au choix, du cas cristabélin ou du cas triangulin (7). Une démonstration directe,
pour un (p,I')-module de torsion, « de type GL2 » serait souhaitable.

(iv) L’utilisation du prolongement analytique est rendue possible par le fait que
la construction de D Xs P! est analytique en D et § : si S est un quotient de
Opl[X1,.-.,X4]], si D est un (p,I')-module étale sur SRCs, et si b : Q — S
est un caractére continu, alors D X; P! est une S-représentation de G interpolant les
représentations Ds ®;, P!, pour s € Spec(S).

10. Vecteurs localement analytiques. — Si II est une représentation unitaire
admissible de G, on dit que v € II est localement analytique si g +— g - v est une
fonction localement analytique sur G (& valeurs dans IT). L’ensemble II*" des vecteurs
localement analytiques de II est stable par G, et Schneider et Teitelbaum [66] en ont
donné une description qui montre en particulier que II*" n’est jamais réduit a 0. Le
résultat de Schneider et Teitelbaum fait écho & l'existence d’éléments surconvergents
dans tout (¢,I')-module étale sur &. Le résultat qui suit montre qu’il ne s’agit pas
d’un simple écho.

Théoréme 0.19. — (i) L’ensemble DIXP! des z = (21, 22) € DRP?, avec 21, 29 € DT,
est stable par G.

(ii) Son image dans II(D) est égale & TI(D)>".

(iii) L’action de G s’étend par continuité a Dz X P, et on a une suite ezacte

0 — (II(D)*")* ® 6p — Dyg K P! — II(D)** — 0.

Les formules du squelette d’action montrent que, pour prouver le (i), il suffit de
vérifier que DT X Z; est stable par w. La piétre convergence de la formule définissant
Paction de w en rend impossible (du moins il semble) une démonstration directe. Pour
contourner le probleme, on utilise le module ¥ (D) = (1 —¢) - D¥=!, que Fontaine ap-
pelle le coeur de D. C’est un A[%]—module libre de rang 2 (o A = & [[I]] est Palgébre
d’Iwasawa), inclus dans D X Zy. On note ¢’(D) 'image de € (D) par l'application
z — z ® 6p. La stabilité de DT K Z; sous 'action de w suit, grace a l'antilinéarité
de w (i.e. wo 0, = 6p(a)a,—1 o w), des faits suivants (&) :

(6) Je dois & Kisin I’idée d’utiliser la topologie de Zariski pour attaquer ce genre de questions.

() Pour pouvoir utiliser cet argument, il faut savoir que les représentations en question sont zariski-
denses dans l’espace de toutes les représentations, ce qui se vérifie représentation résiduelle par
représentation résiduelle. Si p > 5 ou si p = 3 et V n’est pas, & torsion prés par un caractére,
une extension de kr par kr(w) ou ind w%, le résultat est démontré dans [28, 55]. Dans les deux
cas ci-dessus pour p = 3, le résultat suit de [12]. Sip = 2 et si V™ n’est pas la somme de deux
caractéres égaux, Chenevier a vérifié (communication personnelle) que I'espace des déformations
de V était la réunion de deux boules de dimension 5, correspondant aux deux valeurs possibles
(1 et —1) du déterminant (vu comme caractére de Q) en —1; on en déduit facilement, via les
méthodes habituelles, le résultat dans ce cas aussi. Il ne fait aucun doute que le résultat est encore
vrai dans le cas ot V' est la somme de deux caractéres égaux, mais cela reste & confirmer...

(8) Les anneaux &(T), &1(I") et Z(T") sont obtenus & partir de A de la méme manitre que &, &t et

Z sont obtenus a partir de ﬁg ; on remplace juste T par v — 1, ol <y est un générateur de I'.
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* w(?¢(D)) = ¢'(D),

e DIRZ} = £1(T) @ € (D) = &1(T) ®4 €' (D).
Notons que I’on a aussi () :

¢« DRZ: = &(T) @5 #(D) = &(T) 84 ¢'(D),

¢ Dyg W Z2 = Z(T) ® €(D) = Z(T) @ €'(D).

11. Correspondances p-adique et classique. — Si II est une représentation
unitaire admissible de G, on dit que v € II est localement algébrique si la fonction
g +— g-v est localement polynomiale (en a,b,c,d et (ad —bc)™!, & coefficients dans II)
sur G. L’espace IT8 des vecteurs localement algébriques de II est stable par G mais,
contrairement & celui des vecteurs localement analytiques, est nul en général.

Théoréme 0.20. — Si D est un (p,I')-module, étale sur &, irréductible, de dimen-
sion 2, alors II(D)*& # 0 si et seulement si D est de Rham & poids de Hodge-Tate
distincts a < b. De plus, II(D)?8 = II(D)* ® (Sym® *"! ® det*), ou II(D)" est
une représentation lisse et admissible de G, et Symb_"_1 est la puissance symétrique
(b —a — 1)-iéme de la représentation standard de G sur Q, & Q.

Le résultat suivant montre que la correspondance de Langlands locale p-adique
encode la correspondance classique. Rappelons que toute représentation de de Rham
est potentiellement semi-stable (1?) et donc que si D est de Rham, il lui est asso-
cié un (¢, N,9q,)-module Dps;, muni d’une filtration admissible permettant de re-
construire D. En utilisant ¢ pour rendre linéaire I'action de ¥q,, on transforme le
module Dpg en une représentation du groupe de Weil-Deligne de Q,, & laquelle la
correspondance de Langlands classique associe une représentation LL(Dps:), qui est
lisse, admissible, de dimension finie, irréductible en général (dans tous les cas sauf
celui ot N = 0 bien que I'action de Wq, rende possible la non nullité de N).

Théoréme 0.21. — On a TI(D)" = LL(Dpst)-

Dans le cas ou Dy est la somme de deux caracteres de Wq,, ce résultat est inclus
dans les travaux de Berger-Breuil [8]. On peut aussi le retrouver en décrivant le module
de Jacquet de II(D)!, ce qui & 'avantage de couvrir aussi le cas ot N # 0 et celui
ou Dyt n’est pas semi-simple comme représentation de Wq,. Dans les autres cas, on
montre que IT(D)!¢ est supercuspidale et ne dépend que du (p, N, 9q,)-module Dy,
et pas de la filtration, ce qui permet de choisir une filtration correspondant a une
forme modulaire et donc d’utiliser les travaux d’Emerton [36, 39] pour conclure. La
démonstration a donc recours a un argument global que je ne désespere pas de voir
disparaitre dans un futur proche.

(9 Le premier de ces résultats est un des ingrédients permettant de retrouver la formule d’Euler-
Poincaré de Tate & partir de la théorie des (yp,I')-modules [46].

(10) Berger [4] a réduit cet énoncé, conjecturé par Fontaine, a la conjecture de monodromie p-adique
de Crew démontrée peu apres, indépendamment, par André [1], Mebkhout [56] et Kedlaya [50]. On
pourra consulter [24] pour une présentation d’ensemble de ces travaux; une autre démonstration
peut se trouver dans [27].
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Remarque 0.22. — La démonstration de l'indépendance de TI(D) par rapport a la
filtration donne un résultat un peu plus fort. Soient M un (@, N,%q,)-module, et
a < b des entiers; on note LL(M, a,b) la représentation LL(M) ® (Sym®™*~! @ det®)
de G. On suppose que I'ensemble % des filtrations admissibles & poids a et b que
l’on peut mettre sur Myr = (Qp ®qu M )ng est non vide. Alors % est naturelle-
ment paramétré par P1(Mygr) privé de 0, 1 ou 2 points. Si £ € %, on note Dy le
(¢, T)-module étale sur & qui lui correspond via les résultats de [33] et ’équivalence
de catégories de Fontaine.

Il existe alors une représentation analytique II(M,a,b) de G, dont les vecteurs
algébriques TI(M,a,b)?# sont la somme de deux copies de LL(M,a,b), et dont
les TI(D.«)®" sont des quotients. De maniére plus précise, le choix de .# € P1(MyRr)
fournit un plongement de LL(M,a,b) dans II(M,a,b)*8, et TI(Dg)*" est le quo-
tient de II(M,a,b) par la copie de LL(M,a,b) correspondant & .#. De plus,
' (M, a,b) = II(M,a,b)/TI(M,a,b)®® est une représentation localement analytique
de G, et II(Dy)*® est une extension de II'(M,a,b) par LL(M,a,b). En d’autres
termes, les composantes de Jordan-Holder de II(Dg)®" ne dépendent pas de la
filtration ; celle-ci est encodée dans ’extension entre ces composantes.

12. Théorie d’Iwasawa et vecteurs localement algébriques. — La corres-
pondance de Langlands locale classique est normalisée via les facteurs locaux des
fonctions L, alors que la correspondance p-adique, décrite plus haut, repose sur une
construction directe. Les facteurs locaux des fonctions L p-adiques jouent toutefois
un roéle occulte tres important.

On note A = OL[[I']] 'algebre d’Iwasawa. Si V € Rep,¥q,, et si D = D(V) et
II = II(V) sont les objets qui lui sont attachés, alors ’application u +— Bz,(x) induit
un isomorphisme de {u € II*, (g ?) - = p} sur D¥=1. Or le A-module D¥=! est,
d’apres un résultat de Fontaine (non publié, mais voir [21]), naturellement isomorphe
au module V) d’Iwasawa H{, (V) = H'(9q,,A ® V). Si V est cristalline ou semi-
stable, on peut décrire D¥=! en termes de distributions sur Z,, et on obtient de la
sorte une machine (équivalente & celle de Perrin-Riou [62]) fabriquant des fonctions L
p-adiques & partir d’éléments de H{, (V) d’origine globale; en d’autres termes, I'iso-
morphisme Hj, (V) = D¥=! peut étre vu comme un analogue p-adique des facteurs
locaux des fonctions L p-adiques. On peut donc espérer que le module D¥=! va jouer
un role important dans la correspondance de Langlands locale p-adique. C’est effec-
tivement le cas, et les idées de théorie d’Iwasawa interviennent a plusieurs endroits
dans la détermination des vecteurs localement algébriques.

Si D est un objet de ®I'**(O4) de rang d sur O, le module €' (D) = (1—p)D¥=! est,
ce qui joue un rdle fondamental dans la théorie d’Iwasawa des représentations de ¥,

(11)  Ce module peut se décrire en termes plus traditionnels en choisissant un &r-réseau VO de V
stable par 9q, : le lemme de Shapiro fournit un isomorphisme Hl (V)= L -lmH YYF,, V), 1a

limite projective étant relative aux applications de corestriction, et Fi, = Qp(p,pn) étant le sous-corps
de Qp(ppoo) fixé par I'n 2 1+ p"Zp.
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libre de rang d sur A. La démonstration de ce fait repose sur la construction d’un
accouplement parfait { , )y : €(D) x €(D) — A, noté ainsi car on peut I’obtenir, via
I'isomorphisme D¥=! = H} (V), & partir d’un accouplement H} (V) x H} (V) — A
utilisé classiquement en théorie d’Iwasawa (rem. VIIL.1.5).

En exprimant en termes de (¢, I')-modules la convolution de deux mesures sur Zj,
on obtient une formule permettant de définir, & partir de toute application bilinéaire
M : Dy x Dy — D3 (ou D;, Dy, D3 sont des (¢, I')-modules), commutant aux actions
de I' et ¢, une application Mz (21,22) : (D1RZy) x (D2 ®Z7) — (D3N Z7). On peut
en particulier appliquer ceci & Paccouplement tautologique ( , ) : DxD— ﬁg%,
et donc obtenir un accouplement ( , )z» : (DR Z%) x (DR Z}) — O R Z;.

Théoréme 0.23. — Si 2z, € €(D), et si z, € €(D), alors

d(/ (1+T)X (21, 20)10) = —(wx21, 22) 23,
z;

ol wy : DX Z, — DK Z; est l'opération associée au difféomorphisme z — 1/z.

Remarque 0.24. — (i) Si D = D(V'), ou V est une représentation cristalline, on peut
décrire D en termes du module D¢is(V). Le membre de droite s’exprime alors au’
moyen de distributions sur Zj & valeurs dans Dis(V) et Dcris(f/), et le membre de
gauche, en termes de cohomologie galoisienne, comme il est expliqué plus haut. Un peu
de travail montre que I’on retombe alors sur la loi de réciprocité de Perrin-Riou [61],
telle qu’elle est démontrée dans [22].

(ii) Si D est de rang 2, alors z — = ® 65" induit un isomorphisme de D sur D. Il
est alors assez facile de voir que, si D est irréductible, z — (w-z) ® 6" induit un iso-
morphisme de ¥(D) sur €(D), et le théoréme permet de montrer que ’accouplement
(z,y) — (w-z) ®551, Y)1w est A-bilinéaire et, ce qui est fondamental, antisymétrique.

La maniere dont ce résultat est utilisé pour faire la chasse aux vecteurs locale-
ment algébriques repose sur une extension, & une représentation arbitraire, de la loi
de réciprocité explicite de Kato [49] (dualité entre ’ezponentielle de Bloch-Kato et
Vexponentielle duale de Kato). On suppose dans la discussion qui suit que D est
presque de Rham & poids 0 et k£ > 1 (comme les poids sont distincts, cela implique
que D est Hodge-Tate).

Soit €ig(D) I'image de Di’: ! par (¢ — 1) (comme on a supposé D irréductible,
¢ — 1 induit un isomorphisme de Df;g:l sur Grig(D)). On déduit des isomorphismes
(ot 2(T') = #*(T) est lalgebre des distributions sur I')

DYT' = 9(T) @ D¥=! = 9(T) @4 HL, (V) = H (Y, 2(T) @1 V),
que %ig(D) & H(9q,, 2(T) ®, V). De méme, %ig(D) HY(¥q,,2(T) ®, V). Par
ailleurs, on dispose, pour tous n € N et i € Z, d’une application pu ~— fI‘n X' p de
HY(Yq,,2(T)®LV) dans H (¥, ,V ®x*). On note ¢; »(2) I'image d’un élément z de
%iig(D) = H'(Yq,, 2(T) ®L V) par cette application. Enfin, on dispose, pour toute
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représentation W de 9q,, de sous-espaces H}(¥F,, W) (image de 'exponentielle de
Bloch-Kato [11]) et H}_,(%F,,W) (noyau de I'exponentielle duale de Kato [49]) de
H(9F,,W). Ceci nous permet, si D est presque de Rham & poids de Hode-Tate 0
et k > 1, de définir les sous-espaces suivants de €ig(D) et ‘frig(f)) :

6e(D) = {2z € Gig(D), cin(z) € Hi(%r,,V ®X"), pour tous 0 <i < k —1 et n € N},
Cp—e(D) = {2 € Giig(D), cin(2) € Hy_o(%r,,,V ® X*), pour tous 0 < i < k—1et n e N}.

On note enfin €_.(D) I'image de €,_.(D) par ¢ — = ® dp. Le résultat crucial est
alors le suivant.

Théoréme 0.25. — w(6.(D)) = €,_e(D).

La différence entre le cas de Rham et le cas non de Rham est que, dans le cas de
Rham, I'image de ’exponentielle de Bloch-Kato est égale au noyau de I’exponentielle
duale, alors que dans le cas non de Rham, ces deux espaces sont supplémentaires.
Ceci permet de traduire le théoréme de la maniére suivante.

Proposition 0.26. — Si D est de Rham, le sous-Z(T')-modules Z(T') @ G.(D) de
Dyig X Zy est stable par w, alors que si D n’est pas de Rham, il ne lUest pas.

Un vecteur localement algébrique pour I’action de G ’est en particulier pour celle
de P(Qp). Traduit en termes d’actions de T' et I', ceci permet de montrer que 'image
de I1*!8 par Resz; est incluse dans #(I') ®4 %e(D) et, avec l'aide de la théorie du
modele de Kirillov, que si II*'8 # 0, cette image engendre Z(I') ® %.(D). La propo-
sition permet donc de montrer que, si D n’est pas de Rham, il n’y a pas de vecteurs
localement algébriques, et avec un peu de travail supplémentaire, que I1*'® # 0, si D
est de Rham.

13. Geneése de Particle

1. La conférence de Montréal. — La correspondance de Langlands locale p-adique
pour les représentations triangulines [8, 25, 26], de dimension 2, de ¥q,, présentait
un aspect trés encourageant, comparée a la correspondance de Langlands locale clas-
sique : si V est une telle représentation, si II est la représentation de GL2(Q,) qui
lui correspond, et si D est le (p,I')-module qui lui est attaché par I’équivalence de
catégories de Fontaine [40], alors le dual topologique II* de II peut se décrire direc-
tement & partir de D. De maniére précise, on a un isomorphisme de P(Q,)-modules
I* =~ Dh Qp. La démonstration consiste a expliciter les deux membres et n’est
pas particuliérement éclairante... Par contre, I'isomorphisme ci-dessus rendait plau-
sible I’existence d’une correspondance pour toutes les représentations de dimension 2
de 9q,, et pas seulement pour les représentations géométriques (i.e. potentiellement
semi-stables).

Il est un peu difficile d’extraire le (¢, I')-module D du P(Q,)-module DX Q,, mais
en cherchant & le faire, je me suis apercu que ’on obtenait de la sorte un foncteur
IT — V(II) de la catégorie des L-représentations unitaires (admettant un caractére
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central), admissibles, de longueur finie, de GL2(Q,) dans celle des L-représentations
de dimension finie de ¥q,, avec II* = D(V(II)) X Qp, en tant que représentation
de P(Q,). La représentation V(II) n’a aucune raison d’étre de dimension 2 (ce qui est
un peu génant pour une correspondance de Langlands), mais si IT est superadmissible,
c’est-a-dire si la réduction IT de IT modulo my, est un atome automorphe (i.e. est la
réduction d’une représentation de GL2(Q,) attachée & une représentation trianguline
irréductible de dimension 2), alors V(II) est de dimension 2. J’ai annoncé ces résultats
lors de la conférence de Montréal de septembre 2005, en terminant mon exposé par
trois questions.

(Q1) Est-ce-que II — V(II) est injective, ou plutét, est-ce-qu’une représentation
superadmissible de GL2(Q,) est déterminée par sa restriction au borel ?

(Q2) Quelle est 'image de IT — V(II) ? Elle contient les triangulines, mais obtient-
on tout ?

(Q3) Est-ce-que dim V(II) < 2, si II est irréductible et admissible ?

Si (Q3) a une réponse négative (12) " cela suggere qu'il existe des extensions entre
kr-représentations de GL2(Q,) autres que celles fournies par les atomes automorphes
(dont les semi-simplifiés ont été déterminés par Berger [7], en utilisant des calculs de
réductions modulo p de Breuil [14] et de Breuil-Mézard [16]). Emerton a alors vérifié,
pendant la conférence, que les seules extensions entre séries principales modulo p
sont celles sortant des calculs de Breuil et Mézard, et qu’il n’y a pas d’extension non
triviale du type 0 — II; — E — II; — 0, ou II; est supersinguliere et II; est de la
série principale.

2. La premiére version de cet article. — Peu de temps apres la conférence, Kisin m’a
envoyé un courriel expliquant comment une réponse positive (et méme quelque chose
de beaucoup plus faible) & (Q1) impliquerait une réponse positive & (Q1) et (Q2)
en utilisant la zariski-densité (13) des triangulines dans l’espace des représentations
de Yq,. L’argument de Kisin est le suivant [55]. Si IT est un atome automorphe, le
foncteur V induit un morphisme Vi de l'espace des déformations (!*) de II dans
celui des déformations de V(II). Si V induit une injection de ExtaLQ(Qp)(ﬁ,ﬁ)
dans Extgngp (V(II), V(II)), alors Vi est une immersion fermée, et comme son image
contient les triangulines qui sont zariski-denses, Vi est un isomorphisme.

Avant de recevoir le courriel de Kisin, j’étais en train d’essayer de construire di-
rectement la représentation II(V) & partir du (¢, I')-module D(V), par la méthode
expliquée plus haut. Je me suis apercu, & mon grand effroi, que si ce que je cherchais

(12) Paskunas [60] a récemment prouvé que (Q3) admet une réponse positive, au moins si p > 5.
(13) Cette densité peut se vérifier [28, 55] par un argument adapté de la « fougere infinie » de
Gouvéa et Mazur [43], qui ont utilisé cet argument pour démontrer un résultat du méme type,
mais global (i.e. pour démontrer la zariski-densité des représentations de ¥q attachées aux formes
modulaires surconvergentes ; ces représentations sont précisément celles dont la restriction a ng est
trianguline [53]).

(14) Comme Paskunas 'a fait remarquer, il faut, pour faire marcher I’argument, fixer un caractére &
de Qj et regarder les déformations de TI de caractere central ((z|xz|)~16) o det, et les déformations
de Vg de déterminant 4.
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& faire marchait, on pouvait construire une représentation de GL2(Q,) & partir de
n’importe quel (¢, I')-module (de toute dimension), ce qui était clairement absurde.
De plus, les ingrédients topologiques nécessaires pour vérifier que la construction re-
donnait ce que 'on voulait dans le cas cristallin étaient un peu plus subtils que ce
que je pensais, d’ou un échec qui a achevé de me persuader que je faisais fausse route.
Je me suis donc rabattu sur la stratégie de Kisin, ce qui a abouti & la premiére ver-
sion [31] de cet article, qui contenait ce qu’il fallait pour faire marcher cette approche
(a quelques cas pres en caractéristiques résiduelles 2 et 3), & savoir :

— Une construction du foncteur II +— V(II) (bien simplifiée par rapport & celle
présentée & la conférence de Montréal).

— Une classification des atomes automorphes (& quelques exceptions prés si p = 2
oup=3).

~ Une preuve de linjectivité de Extgy, q,) (L) — Ext{ngp (V(II), V(II)) pour
les atomes automorphes dans la liste obtenue ci-dessus.

— Quelques calculs, utilisant le foncteur II — V(II) de Extl(Hl,Hz), pour des
kr-représentations irréductibles II;,II; de GL2(Qp). Emerton [37] a obtenu des ré-
sultats similaires par une autre méthode. Depuis la premiere version de cet article,
ces résultats ont été complétés par Paskunas [59].

8. L’étude de la correspondance. — Une fois 'existence d’une correspondance éta-
blie, on peut chercher & comprendre ce qu’elle cache (un de mes fantasmes récurrents
est d’arriver & décrire, de maniére purement locale, & partir des (¢,I')-modules,
la correspondance de Langlands locale classique [44, 45|, lespoir étant qu’un
(¢, I')-module encodant toutes les informations concernant la représentation galoi-
sienne qui lui est attachée, il doit étre possible d’y lire aussi la représentation de GL,,
correspondant, dans les bons cas, & cette représentation galoisienne). Pour cette
étude, je disposais d’un certain nombre de points d’appui comme le dictionnaire
reliant analyse fonctionnelle p-adique et anneaux de Fontaine (dont on peut, en
particulier, tirer le fait qu'un (p,I')-module « vit sur Z, », et donc qu’il faut le
dupliquer pour obtenir un objet vivant sur P! et sur lequel G a une chance d’agir),
la similitude entre le théoréeme de Schneider-Teitelbaum sur l'existence de vecteurs
localement analytiques et l’existence d’éléments surconvergents dans n’importe que
(¢, T')-module étale, ou la conviction que le triangle constitué des D¥=!, de H},, et de

(H*)('S?)=1 devait sle important. Le fait ie D¥=! dans D¥=1
jouer un roéle important. Le fait que w envoie ans

et le lien assez transparent entre exponentielle de Bloch-Kato et algébricité pour
le mirabolique (vecteurs P-algébriques) suggéraient fortement que la stabilité des
vecteurs P-algébriques sous I'action de w devait étre liée & ’équation fonctionnelle de
la fonction L classique (pour une représentation provenant d’une forme modulaire).
Comme celle-ci est équivalente & celle de la fonction L p-adique, qui découle de la
loi de réciprocité explicite de Perrin-Riou, il semblait raisonnable de penser qu’on
devait pouvoir étendre celle-ci par prolongement analytique & toute représentation,
et que ceci devrait étre la clef de 1’étude des vecteurs localement algébriques. Ceci
s’est révélé étre le cas, mais par des chemins plus tortueux que ceux que j’espérais.
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14. Organisation de D’article. — J’ai essayé, autant que possible, de minimiser
la dépendance entre les chapitres. Les constructions des foncteurs D — II(D) et
IT — D(II) sont complétement indépendantes. Celle de D — II(D), a laquelle le
chap. II est consacrée, s’appuie de maniére essentielle sur les résultats de [32] ; ceux-ci
sont, pour le confort du lecteur, résumés dans les §§ 1.2, 1.3 et 1.4. La construction
(chap. IV) du foncteur IT — D(II) est nettement plus élémentaire que celle du foncteur
D + TI(D); elle n’utilise le chap. I que comme inspiration et s’appuie un peu sur
les résultats généraux du chap. III portant sur les représentations lisses de GLy d’un
corps local. Par contre, la vérification du fait que les deux foncteurs sont inverses I'un
de V'autre (§ IV.4) utilise pleinement les résultats des chap. I, IT et IV.

Le chap. V, consacré & ’étude des vecteurs localement analytiques de II(D), est
un prolongement du chap. II, et est totalement indépendant des chap. III et IV; il
n’utilise que le § I.1 du chap. I. Par contre, il repose sur des résultats assez lourds
concernant la surconvergence ou l’existence de vecteurs localement analytiques qui ne
sont rappelés que succinctement.

Le chap. VI, consacré & 1’étude des vecteurs localement algébriques de II(D), est
indépendant du chap. III et dans une large mesure du chap. IV (dont il n’utilise que la
prop. IV.4.10 pour établir I'indépendance de II(D)2!¢ par rapport & la filtration (n° 9
du § VI.6)). Par contre, il utilise largement les résultats des autres chapitres ainsi que
la théorie classique du modele de Kirillov [48] et les résultats « & la Sen » de [41].

Le chap. VII est un prolongement du chap. IV et est totalement indépendant des
chap. I, V et VL

Enfin, le chap. VIII est un appendice faisant le lien entre certaines des construc-
tions de Darticle et des résultats classiques concernant la cohomologie galoisienne des
représentations de 9q, .
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I. Généralités sur les (¢,I')-modules

Ce chapitre est consacré & I’établissement d’un dictionnaire permettant de trans-
férer aux (¢,I')-modules les structures dont on dispose pour les mesures sur Z,. Il
se termine par une loi de réciprocité générale (th. 1.5.5), qui étend celle conjecturée
par Perrin-Riou [61] dans le cas cristallin, et qui joue un réle crucial dans I’étude des
vecteurs algébriques des représentations de G attachées aux (i, I')-modules.

I.1. Dictionnaire d’analyse fonctionnelle p-adique

1. Le corps &. — Le corps & défini dans I'introduction est I’ensemble des séries de
Laurent czaxT*, avec ar € L, telles que la suite (vp(ak))kez soit minorée et
vérifie limy_, _ oo vp(ag) = +00. Le corps & est complet pour la la valuation discréete
v{0} définie par v{%} (Y ez axT*) = infiez vp(ar). L'anneau Os des entiers de & est
’anneau des séries de Laurent 3 ,cz axT*, avec ay € Oy, telles que la suite vp(ax)
vérifie limy_, o vp(ar) = +00. Le corps résiduel ks de & est kr((T)).

On rappelle que l'on a noté &} le sous-anneau &L [[T]] de Og, & le sous-anneau
04[] de € et kf = ki[[T]] P'anneau des entiers de kg. Les anneaux g, &+ et ki
sont aussi parfois notés % , &N et ki, suivant le contexte.

La topologie naturelle sur € n’est pas celle définie par la valuation v{°} (topologie
forte) : c’est la topologie faible qui est la topologie d’anneau la plus faible rendant
continue la réduction & — kg modulo my, si kg est muni de la topologie induite par
la valuation vt ; cette topologie est obtenue en munissant &g de la base de voisinages
de 0 donnée par les p*@ +T"60F, pour k,n € N. On munit alors & = Upenp™ " Os
de la topologie de la limite inductive (&1 -linéaire).

2. Fonctions analytiques sur des couronnes. — Si h est un entier > 1, on pose
np=(p—1ptetr,= ﬁ de telle sorte que v,({ — 1) = 7p, si ¢ est une racine
primitive p*-ieme de 1'unité.

On définit, & partir de &}, les anneaux suivants.

—Si b > 1, on note ﬁ;’b le complété de ﬁ;[%] pour la topologie p-adique; c’est
Pensemble des séries de Laurent 3 cz axT*, ot ay, € &, vérifie 1) [v,(ax)] +kry > 0,
pour tout k € Z, et vp(ar)+kry — +0o quand k — —oo. Cet anneau est aussi complet
pour la topologie faible (i.e. T-adique) qui est moins fine que la topologie p-adique et
qui est celle que nous considérerons dans la suite.

(1) [up(ay)] désigne la partie entiére de vp(ak)-
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—Si b > 1, on note ﬁgj’”’] Panneau ﬁ;’b[%]. On note ﬁ} la réunion (croissante)
des 60 et &1 le corps ﬁ;[%].
—Sia>b>1, on note ﬁg“’"’] le complété de 0F [T~ -

Ta

, 795] pour la topologie
p-adique, et &l7+>™] anneau ﬁg“’rb][%].

—Si b> 1, on note &1 Pintersection des &™) pour a > b.

— Enfin, on note Z I'anneau de Robba, réunion croissante des &1%™! pour b > 1,
et on note Z* ou %' l'intersection de % et L[[T]].

Ces anneaux s’interpretent en termes de fonctions analytiques sur des couronnes :

° ﬁ;b est obtenu en tensorisant par ¢ 1’anneau des fonctions analytiques sur la
couronne 0 < v,(T) < 7 qui sont définies sur Q,, et & valeurs entiéres.

o &1 est 'ensemble des éléments surconvergents de &, c’est-a-dire les éléments f
de & tels qu'il existe une couronne 0 < v,(T) < r sur laquelle f converge.

e &lra:] egt 'anneau des fonctions analytiques sur la couronne r, < vp(T) < s

e &107¢]) est I’anneau des fonctions analytiques sur la couronne 0 < v,(T) < 75.

o #t = " est Panneau des fonctions analytiques sur le disque unité et Z est
lanneau des fonctions f telles qu’il existe une couronne 0 < v,(T') < r sur laquelle f
est analytique.

On déduit de la description de ﬁ;b en termes de fonctions analytiques le résultat
suivant.

Lemme L1.1. — Si m < n, alors T~?" o™ (T) est une unité de 6’;’".

8. L’action de T, les opérateurs ¢ et . — On munit Op d’actions O -linéaires
continues de ¢ et I', respectant la structure d’anneau, par

p(T)=1+T)P -1 et 0o(T)=(1+T)"~1, siacZ,.

Ces actions commutent entre elles, s’étendent par Qp-linéarité & & = ﬁg[%], laissent
stables le sous-corps &' de &, et s etendent par continuité & Z. Par contre, ¢ ne laisse
pas stable les anneaux ﬁf’b, ﬁ(o i ﬁg“’n’] et &0 il les envoie respectivement
dans ﬁ’}’b“, ﬁ’é?’r"“], 6’([;““’”’“] et éa]o*”’ﬂ]. Ces anneaux sont, en revanche, stables
sous ’action de I'.

Le corps & est une extension de degré p de p(&), ce qui permet de définir un inverse
& gauche ¢ de ¢ par la formule 9(f) = p~'o ™ (Trg () f). Alors 1 laisse stable O
et &1, s'étend par continuité & 2, et envoie les anneaux &5°+!, ﬁ’é?’r"“], ﬁg““’”’“]
et £10mo+1] dans O1°, ﬁ(o el 0([;“’”’] et &107] respectivement. De plus,

e ) commute a I‘

e (folg )) gu( f ), pour tous f, g dans un des anneaux considérés,

b 1/)( Z 1 + T 90 .f ) an

'¢(f)((1+T) 1) = 2 Y1 F(L+T) = 1), 51 f € 10,
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4. Résidus. — Si f =3 rcz axT* est un élément de & ou %, on définit le résidu de
la forme différentielle w = f dT" par la formule résg(w) = a_;. Un petit calcul montre
(cf. [47] ou [32, prop. 1.2.2]) que 'on a le résultat suivant.

Proposition1.1.2. — Si f € & ou si f € #, alors :
(i) réso(oa(f) {_iF—TT) = a lréso(f l‘i—TT), pour tout a € Zy,
(ii) réso(e(f) 147) = réso(¥(f) 157) = réso(f %7)-

L’application résy induit des dualités parfaites sur & et #Z (cf. rem. 1.1.5).
Enfin, remarquons que ’application résy envoie g l‘i—TT dans Oy ; elle induit donc

une application rés : &/0s {25 — L/ 0.

5. Espaces fonctionnels et séries de Laurent. — Si M est un &1-module topologique,
on note %O(ZP,M ) Lespace des fonctions continues de Z, dans M. Si M = L, cet
espace est noté simplement ¥°(Z,). On note LA(Z,) ’espace des fonctions localement
analytiques sur Z,. On renvoie a [29], par exemple, pour la démonstration du résultat
classique suivant.

Théoréme 1.1.3. — (i) Les (7), pour n € N, forment une base orthonormale
de €°(Z,); en particulier, ¢ € €°(Z,,OL) si et seulement si le développement
¢ = S nenan(®) () de ¢ dans cette base est tel que an(¢) € OL pour tout n et
an(¢) — 0.

(ii) ¢ € LA(Z,) si et seulement si il existe r > 0 tel que vp(an(¢)) —rn — +oo
quand n — +00.

On note Zy(Zp, M) V'espace des mesures sur Z, a valeurs dans M, c’est-a-dire
I'espace des applications linéaires de ¥°(Z,, &) dans M. Si M est un L-espace vec-
toriel, alors Zy(Z,, M) est aussi espace des applications linéaires continues de €°(Z,)
dans M. Si M = L, Vespace Dy(Z,, M) est simplement noté Zo(Zp).

On note 2(Z,) le dual topologique de LA(Z,); c’est I’espace des distributions
sur Z, & valeurs dans L. Comme une fonction localement analytique est a fortiori
continue, on a une application naturelle de 9y(Z,) dans Z(Z;), et cette application
est injective.

Si p € 9(Zy), on définit sa transformée d’Amice A, par la formule

aum) = [ a+Tru= 3 ( / (jj)u)T"eLnTu.

Z, neN
SifeZousife&,ondéfinit ¢f: Z, — L par la formule
dT

T
Théoréme 1.1.4. — (i) L’application p +— Au(T) induit des isomorphismes de
D0(Zy, O1) sur 6’2,, de Do(Z,) sur &% et de D(Zy) sur %°.

(it) L’application f — ¢y induit des isomorphismes de 0&/6’2» sur €°(Z,, O1), de
E|EY sur €°(Zy), et de /88 = R R" sur LA(Z,).

df(z) = réso((l +T)*f(T)
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(iii) fzp b =réso(Auf 15), sip € Do(Zp) et f € &, ousip € D(ZLy) et f € R

Démonstration. — Le (i) se déduit du th. 1.1.3 par dualité (cf. [29] pour une démons-
tration détaillée). Pour démontrer le (ii), considérons ¢4 (z) = réso ((1+7T)* f(T)dT)),
si f = Y kezaxT* appartient & O, & ou Z. Comme (1 + T)* = Y pen (5)TF, on
a ¥(z) = 3 ren a—1-k(3)- On en déduit, en utilisant la définition de g, & ou £,
et le th. I.1.3, que f — ¢y induit des isomorphismes de Og/ ﬁgo sur €°(2Z,, O1),
de &/&" sur €°(Z,), et de &T/&% 2 R /%" sur LA(Z,). Comme ¢¢(z) = ¢5(z — 1),
cela démontre le (ii). Le (iii) peut se réécrire sous la forme

réso /(1+T 1+T) /zréso( (TY1+T)* (iTT)u,

ce qui suit formellement de la linéarité de [, et de résp.
P

Remarque 1.1.5. — (i) On déduit des th. 1.1.3 et I.1.4 des suites exactes d’espaces
vectoriels topologiques

0— €%2Zy)* — & —€°Z,) >0 et 0— LA(Z,)* - % — LA(Z,) >0

La topologie induite sur ¥°(Z,)* par celle de & est la topologie faible pour laquelle la
boule unité, qui correspond & ﬁ} = OL[[T]], est compacte. Comme le dual topologique
du dual faible d’'un L-banach B est B lui-méme, on déduit du (iii) du th. I.1.4 que
(f,g) — résg ( fa1 +T) identifie & a son dual topologique.

De méme, la topologie induite par % sur LA(Z,)*, qui correspond & %, est la
topologie de Fréchet naturelle de LA(Z,)*, et comme un Fréchet est réflexif, I’accou-
plement (f, g) — résg ( fg1 +T) identifie Z & son dual topologique.

On déduit de ce qui précede que si D est un & ou #Z-module libre de rang fini,
alors le dual topologique D* de D est un & ou %Z-module libre de méme rang.

(ii) Comme les L-banach, leurs duaux faibles, les limites inductives compactes de
L-banach et les fréchet vérifient le théoreme de Hahn-Banach, il en est de méme de
& et Z. 1l en résulte que si M est un sous-L-espace vectoriel fermé de A = &, %, et
si M1 désigne 'orthogonal de M dans A, alors M+ est le dual topologique de A/M
et M est celui de A/M, et (M+)+ = M. Ceci s’étend & un module libre de rang fini
sur & ou Z%.

Proposition 1.1.6. — (i) L’application f — ¢ induit un isomorphisme de Wcﬁ"h /&8

sur espace LPg?’k_l](Zp) des fonctions localement polynomiales de degré < k — 1
sur Zyp, polynomiales sur a + p™Z, pour tout a € Z,.

(ii) f — ¢ induit un isomorphisme de (t *%% N R)/ %Y, ot t = log(1 + T), sur
l’espace LP[O”“_I](Z,,) des fonctions localement polynomiales de degré < k—1 sur Z,.

Démonstration. — Les deux espaces ont la méme dimension kp™ sur L, et comme
f — ¢y est injective, il suffit de prouver que 'image est incluse dans LP£? ’k"ll(Zp), et
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pour cela, il suffit de le vérifier pour f = %, pour ¢ € N (il suffirait de considérer
i1 < kp™ —1). On a alors

o4 (z) = réso ((1+T)“”+" dT )= réSO( ¢n((1+T)”‘+i) dT )

S TF 14T (T 14T
) (@+1)/p" ) )
_ reso(% l‘i—TT) siz € —i+ p"Zy,
0 sinon.
(@+i)/p™
On conclut la démonstration du (i) en remarquant que réso(% 1225) est un

polynéme de degré < k — 1 en x (de maniere explicite, c’est (kﬁl), avec y = l”pini —1).
Maintenant, si f € Z% et t*f € %, il existe n € N tel que t~*f soit analytique
pour 0 < v,(T) < Tpt1, ce qui implique que f est divisible par ¢™(T)~*t* dans 748
On en déduit que (t~*%2" N 92) /98" est la réunion (croissante) des (pT(lT—)—,;%h /0, et
comme —(;,,(IT),C,@V@“ =
Ceci permet de conclure

(T)’v &Y/&8, 1e (ii) est une conséquence du (i).

6. Eztension du dictionnaire d Q,. — Soit Aq, I’ensemble des f € O¢ a coefficients
dans Z,. Le corps résiduel Eq, de Aq, n’est autre que F,((T)), et on note INEQP le
complété de sa cloture radicielle; celui-ci est naturellement muni d’actions continues
de T' et ¢, commutant entre elles et coincidant avec celles précédemment définies
sur Eq, C k¢.

On note KQP = W(EQP) l’anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans fEQP ;
comme EQ est parfait tout élément de KQ s’écrit de manieére unique sous la forme
S 420 p*[zk], o les z sont des éléments de EQ et [z] désigne le representant de
Teichmiiller de = dans AQ ,siz € EQ Les actions de I' et ¢ sur EQ s’étendent
de maniére unique a AQp ‘action de ¢ devenant bijective, et Aq, (muni des actions
de ¢ et T') s’identifie naturellement au sous-anneau de Aq, engendré topologiquement
par [1 4+ T] — 1 (que 'on identifie &8 T € Aq,) et son inverse.

On note ﬁg I’anneau O, - AQ auquel on étend par &p-linéarité les actions de ¢
et I B N _
Soient Eap I'anneau des entiers de Eq, et E('S': son idéal maximal. Soient encore

AL =W(ES), A =WEE) et 0f=01-Af,, 6} =0L-Af}.

Alors ﬁ+ est un sous-anneau de ﬁg stable par ¢, ¢~ et I'; c’est aussi I’ensemble des
z € O tels que (¢™(x))nen est bornée dans Os. De méme, ﬁ++ est un idéal de ﬁ+

(le quotient est Op), stable par ¢, ¢! et I'; c’est aussi 'ensemble des z € ﬁg tels
que ¢™(z) — 0, quand n — +o0.
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On dispose [22, p. 526] d’un (!9 analogue p-adique z +— [(1 + T)%] de z > €27 :
si p"x € Zy, alors

+o00 n
n _ X
(1 +T)) =g+ TP =™ (3 (” ) T*).
k
k=0
Comme on a identifié 1 +7]—1aT,ona [(1+T)*]=(1+T)* siz € Zp. On fera
attention au fait que ce n’est pas le cas si z ¢ Z, : la série définissant (1 + T')* ne
converge pas dans Aap, et si on compléte Aap [%] pour obtenir un anneau dans lequel
cette série converge, on tombe sur la fonction x — '@ de la note de bas de page.
L’application résy a une extension naturelle & O —ld—_f;—w qui est continue et an .

Proposition 1.1.7. — L’application résg : 5@» % — O vérifie les propriétés sui-
vantes :
(i) réso(<p(z)l‘i—TT) = réso(z 1‘i—TT) et 1éso(04(2) l‘i—TT) =a~
(ii) réso est identiquement nul sur(®) ﬁg% KU, si U est un ouvert compact
de Q.
P

Proposition 1.1.8. — (i) La transformée de Fourier pu — pr (1 + T)*) p induit un

réso(z 125), sia € Zj.

isomorphisme de Uespace Do(Qp, OL)pc des mesure sur Qp, nulles a linfini sur g}

(ii) L’apgﬁicaﬁon 2 — ¢, définie par ¢,(z) = réso([(1+T)“”]z1‘i—TT) induit un isomor-
phisme de Og /0% sur Uespace €°(Qp, OL)o des fonctions continues sur Q, tendant
vers 0 & infini.

1.2. (¢,T')-modules étales

1. Catégories de (¢,I')-modules. — Si A est un anneau topologique muni d’actions
continues de ¢ et I' commutant entre elles, un (¢, I')-module D sur A est un A-module
de type fini muni d’actions semi-linéaires continues de ¢ et I' commutant entre elles.

Ce qui précede s’applique en particulier & O¢ et &.

— Un (p,T')-module D sur O est étale si p(D) engendre D comme &g-module;
I’action de ¢ est alors injective.

— Un (¢,I')-module sur & est étale s’il posséde un Og-réseau stable par ¢ et I' qui
est étale.

Nous aurons besoin des catégories suivantes :

o OI'¢t | catégorie des (p,I')-modules étales, de torsion sur Oy,

e OI'°*(0y), catégorie des (p,I')-modules étales, libres sur O,

o PI°t(&), catégorie des (p,I')-modules étales sur &.

(16) On a en fait trois tels analogues : en sus de « — [(1 4+ T)%], on peut considérer z — et*, ot
t = log(1 +T) est le 2im p-adique de Fontaine, ainsi que = — &(z) = e~**[(1 4 T)%] qui est & valeurs
dans p,00.

(17) La prop. 1.1.7, dont le (i) suffit & caractériser résg, correspond & la prop. IV.3.3 de [32], et les
(i) et (ii) de la prop. I.1.8 aux prop. IV.3.1 et IV.3.4 de [32].

(18) Cf. n° 4 du § 1.3 pour la signification de &g 1‘1—2 RU.
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Si D € ®I'**(Oy¢), alors D/p*D € @I, pour tout k € N, et D est la li-
mite projective des D/p*D. Par ailleurs, si D € ®I'**(&), alors D posséde un
sous-Og-réseau qui est un objet de ®IT'°*(LF¢). Dans la suite du texte,

— un (p,I')-module étale sur Op désigne un objet de ®I'EE . ou de BTt (Of),

— un (p,I')-module étale désigne un objet de BT | de Y (Og) ou de SBIH(L).

Un objet de ®I'**(&) est irréductible s’il ne posséde pas de sous-&-espace vectoriel
strict, stable par @ et I'. Un objet D de ®T°* () est irréductiblesi L-D est irréductible
comme objet de ®I'**(&£).

Si D est un (¢,I')-module etale, tout élément r de D peut s’écrire de maniére
unique sous la forme z = Y7, Y(1 + T)ip(x;). On définit un opérateur &-linéaire
¥ : D — D, par la formule

p—1
P(D (1 +T)p(x:)) = zo.
=0
Dans le cas D = O, on retombe sur 'opérateur défini précédemment. Cet opérateur
commute & 'action de I" et est un inverse & gauche de ¢. De plus, ¥(¢(a)z) = ayp(z),
et Y(ap(x)) = YP(a)z,sia € Og et z € D.

2. Le dual de Tate d’un (¢,T")-module. — Le module Qlﬁg des O -différentielles conti-
nues de Og est libre de rang 1 engendré, au choix, par dT" ou par l‘i—TT On le munit
d’une structure de (¢, I')-module étale en faisant agir I et ¢ sur ;22 par (19
T T dT
”"(1(1T) - a’lciT’ sla€Zy, e ‘p(lti—TT) TI4T
A partir de maintenant, on note :

° Up l‘-iO—TT le (¢, T)-module étale Qy_,

o &4 lobjet L-QL de @Fet(éa)

o &/0sH4L i +T le quotient de & -4 i +T par ﬁg% ; c’est la réunion croissante des

p %0505 4L 57 qui sont des objets de @I .

On définit le dual de Tate D d’un (p,T')-module étale D par :

e D =Homg, (D, &/0s %), si D € 9T,

e D =Homg, (D, Os %), si D € ®T°(0y),

e D = Homg(D, &%), si D € ®T°(&).

Si D € ®I'°*(Os), et si Dy = D/p*D, alors Home, (D, &/ 0s 1+T) est la limite in-
ductive des Dy, et D est le module de Tate de Homg, (D, &/Os i JrT) (lisomorphisme
implicite dans cet énoncé est celui qui envoie u € D sur (ux)reN, ot ux () est I'image
de p~*u(z) modulo O 1_'_T)

L’accouplement naturel sur D x D est noté ( , ). On munit D d’actions de T et ¢
en imposant que

(v(@),7(y)) = v({z,y)), siv €T, et {(p(x),o(y)) = ((z,y))

(19) La formule <p( AT ) = pi%, qui semblerait naturelle, ne fournit pas un (¢, I')-module étale.
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(La condition « D étale » est précisément ce qu’il faut pour garantir I’existence et
'unicité d’un tel ¢ sur D, si D est un (¢,T')-module sur F¢.) Alors D est un objet
de ®T'SE _ (resp. BT (%), resp. ®T°(£)), si D est un objet de BT | (resp. BT (Og),
resp. ®r(&£)).

Dans tous les cas, le dual de Tate de D est naturellement isomorphe, en tant que
(¢,T')-module, & D.

8. Dual de Tate et dual topologique. — La formule
{z,y} = réso({0-1 - z,9))

définit un accouplement @p-bilinéaire sur D x D & valeurs dans L/&, (resp. O,
resp. L), si D € ®I'¢t . (resp. D € ®I°*(O¢), resp. D € ®I°(&)).

Proposition1.2.1. — Siz € D ety € D, alors®®)

{e(@), o)} = {z,y}, {z,0(¥)} = {¥(2),y}, {e(@),y}={z, %)},
{(1 + T)bx’ (1 + T)by} = {.’II, y}7 sibe ZIH et {7(37)77(3/)} = {.77, y}7 sty € r.

Si M est un Op-module topologique, on note MV le dual de Pontryagin de M,
ensemble des applications €'r-linéaires continues de M dans L/0,.

Si M est un &p-module topologique, sans élément p-divisible, on note M™* le
O'1-dual de M, ensemble des applications &'r-linéaires continues de M dans €. Alors
M* est le module de Tate de M.

Si M est un L-espace vectoriel topologique, on note M™ son dual topologique,
ensemble des applications L-linéaires continues de M dans L. Si Mj est un &p-réseau
de M,ona M*=L-M;.

On munit ces duaux de la topologie faible (u, — p si et seulement si p,(v) — p(v)
pour tout v € M).

Si D est un (p,T')-module, et si z € D, on note () la forme linéaire y — {z,y}
sur D.

Proposition 1.2.2. — Si D € @Iy, (resp. D € @I°Y(Os), resp. D € OL*(&)),

alors ®Y) 4 induit un isomorphisme de D sur DV (resp. sur D*, resp. sur D*).

1.3. (¢,I')-modules et représentations du mirabolique

1. L’équivalence de catégories de Fontaine. — Si A est un anneau topologique, une
représentation de ¥q, sur A est un A-module de type fini muni d’une action A-linéaire
continue de ¥q,. Notons :

® Rep,,,s¥q, la catégorie des représentations de ¥q,, de longueur finie sur &7,

® Repy, ¥q, la catégorie des représentations de ¥q,, libres sur &,

® Rep;9q, la catégorie des représentations de ¥q, sur L.

(20) Crest la conjonction de la prop. 1.2.3 et du cor. I1.3.3 de [32].
(21) C’est la prop. 1.2.5 de [32].
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Si V est un objet de Repy, ¥q,, alors V/pFV est un objet de ReporsYq, pour
tout k, et V est la limite projective des V/p*V. Si V est un objet de Rep 19q,, alors
V posséde des & -réseaux stables par 9q, (par compacité de ¥q, ), et si Vp est un de
ces réseaux, on a V = L - Vj.

Dans la suite,

- une O -représentation de Yq, désigne un objet de Rep,,%q, ou Repys, Yq,,

— une représentation p-adique de Yq, désigne un objet de Rep,..s4q,, Repys, 9q,
ou Rep; 9q, -

Les (¢, I')-modules étales ont été introduits par Fontaine [40] qui a montré qu’ils
sont en équivalence de catégories avec les représentations p-adiques de 9q,. De ma-
niére plus précise, le complété (32) A, pour la topologie p-adique, de I’extension maxi-
male non ramifiée de Aq,, est muni d’une action de ¢ étendant celle existant sur Aq,
et, grace & la théorie du corps des normes [42, 72|, d’une action continue (pour
la topologie faible) de ¥q, commutant & celle de ¢. De plus, (O CA)P=L = Op
et (01 - A)? = Op, action résiduelle de ' = g, /# étant celle déja définie.

Théoréme 1.3.1. — (Fontaine)

(i) Si D est un (p,T')-module étale, V(D) = ((OL - A) ®p, D)¥=1, est une repré-
sentation p-adique de Yq, .

(i) Si V est une représentation p-adique de 9q,, alors D(V) = (A ®z, V)7 est
un (@, T')-module étale.

(iii) Les foncteurs V et D sont ezacts, inverses l'un de l'autre, et induisent des
équivalences de catégories

Repiors9q, = ¥, Repp,9q, = T (Os) et Repp9q, = OI°°(&).

On rappelle que x désigne le caractére cyclotomique. On définit le dual de Tate 1%
d’une représentation p-adique V' de ¥q, par :

e V=Hom(V,(L/0L) ® x), si V € Rep;rs¥q, ,

e V=Hom(V,0,®X),si V € Repy,¥%q,,

eV =Hom(V,L®Xx),siV € Rep;¥q,.

Si D est un (p,T')-module étale, et si V = V(D), alors V(D) = V.

2. Les modules D™, D*+ D+, D D! D, D* et D++
* Les modules D™, DT+, Dt Db et D¥. — Si D est un (¢, I')-module étale sur €¢, on
définit les sous-&-modules suivants de D (on renvoie & [32, Chap. II], pour I’existence
de D® et DY) :

e DT ={z€ D, (¢"(2))nen est bornée dans D},

e Dt ={z€ D, ¢"(z) —» 0, quand n — 400},

e D™ Yintersection des ¢™(D), pour n € N,

e D! le plus petit sous—ﬁz;-module compact de D stable par ¢ et engendrant D,

(22) Voir [24, 27], par exemple, pour les principales propriétés de cet anneau que Fontaine note

O—.
&nr
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e D! le plus grand sous-&,-module compact de D stable par 3, sur lequel 3 est
surjectif.

Si D est un (p,I')-module étale sur &, on choisit un Og-réseau A de D stable
par ¢ et T', et on pose Dt = L- AT, Dt+* = L. A+t D™ = [.A™ D! = [ . A}
et DV =L - Al
*x Ezemple®®). — Si D = & on a DY = D' = &, D** = T&+, D™ = L et
DY = T~1&*. Comme &% et /& s’identifient respectivement aux espaces Zy(Zy, L)
des mesures sur Z, et ¥°(Z,, L) des fonctions continues sur Z,, on voit que D
et D/D" sont en dualité dans le cas du module trivial.

* Principales propriétés. — L’opérateur ¢ a tendance & augmenter les dénominateurs
en T et son inverse & gauche 1 a tendance a les diminuer, ce qui explique pas mal des
propriétés des modules définis ci-dessus.

— On a les inclusions D*+ ¢ D* ¢ D" c D* ([32, prop. I1.5.14]).

—On a D" =D™@ D' ([32, prop. I1.2.2 (ii)]).

~ Si D est de torsion sur &g, alors (cf. [32, prop. 11.2.2 (iii)]) D**, D*, D et D*
sont ouverts dans D, mais si D € ®I'**(Og) ou si D € ®I'**(&), alors D+ et DT
sont, en général, nuls ?4), tandis que D' et D* sont assez gros pour engendrer D.

Les foncteurs D — D' et D — D* sont trés loin d’étre exacts, mais on a le résultat
suivant (25,

Proposition1.3.2. — Si f : D — Dy est un morphisme surjectif de (p,I")-modules
étales alors f induit des surjections de D® sur D'i et de D! sur Di.

Les résultats suivants (26), dans lesquels 7, #’, T et I'™ sont les groupes définis
dans l'introduction, montrent que D™ est petit et que D¥ et D" sont presque égaux.

Proposition 1.3.3. — (i) Si V = V(D), alors
D™ = (W(Fy) ®z, V)" = (W(Fp) ®z, V7)™

En particulier, si (37 v = 0, alors D™ = 0.
(ii) Si M est un sous-Or-module de type fini de D stable par ¢ ou par ', alors
M C D",

Proposition 1.3.4. — Soit D € 'S

(i) Dans la dualité entre D et D induite par { , }, l’orthogonal de D" est D* et
celui de D¥ est D++.
(ii) D¥, Db et D*/D"% sont les duauz respectifs de D/D++, D/D* et D™.

(23) C’est la conjonction des ex. I1.4.5 et 11.5.16 de [32].

(24) Si D* engendre D, on dit que D est de hauteur finie.

(25) Conjonction des prop. I1.4.6 et I1.5.17 de [32].

(26) Le (i) de la prop. 1.3.3 correspond au (i) de la rem. I1.2.4 de [82], le (ii) est la conjonction des
prop. I11.2.2 (i) et II1.4.8 de [32], tandis que la prop. 1.3.4 correspond & la prop. I1.5.19 de [32].

(27) Cest par exemple le cas, si D est irréductible, de dimension > 2 sur &.
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* Les modules D, Dt e¢ D**. —Si D est un (p,I')-module étale sur O, soit
D= ﬁg ®¢, D. Clest un (p,I")-module sur ﬁg Comme ¢ est bijectif sur Os et D
est étale sur O, Paction de ¢ est bijective sur D. On note :
e D* T’ensemble des z € 5 tels que la suite (¢™(2))nen soit bornée dans D,
e D** Tensemble des z € D tels ' que la suite (go"(z))neN tende vers 0 dans D.
Alors D*+ C D+ sont des sous-ﬁ+-modules de D stables par [, p et 1.

Remarque 1.3.5. — (i) Les foncteurs D — D et D ~» D+ sont exacts, mais pas
D — D* ([32, rem. IV.2.1]).

(ii) Les modules D** et DT, D, D++ et D* peuvent se décrire via les anneaux de
Fontaine.

— Le corps résiduel E de A est une clture séparable de Eq, = F,((T)). On note
Ele complete de sa cloture radicielle et A 'anneau des vecteurs de Witt & coefficients
dans E. Alors E et A sont munis d’actions de ¢ et %Q commutant entre elles, I’action
de ¢ étant bijective. De plus, E = Eva A = AQP et Ev=1 = =F,, AP=l = Z,.

— Le corps E est muni d’une valuation vE, et on note (28) E+ I'anneau de ses entiers
et E*+ I'idéal maximal de E+. Comme vg(¢(z)) = pvg(z), E* (resp. EtT) est aussi
l'ensemble des z € E tels que (¢™(z))nen est bornée (resp. o™ (z) — 0).

- On note A+ I’anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans E* et A+Jr 'idéal
W(E++) de A+, ce qui fait de AT (resp. ATT) lensemble des z € A tels que
(¢™(z))nen soit bornée (resp. ¢™(z) — 0). Comme E+* = F, ® Et*, on a de méme
A+t =W (F,) @ AtT.

— Enfin, on pose AT = ANAT et A*T = ANATT, ce qui fait de AT (resp. A*T+)
I’ensemble des z € A tels que (¢"(z))nen soit bornée (resp. ¢™(z) — 0). On a
AT =W(F,) @ AT,

Si V = V(D) de telle sorte que D = (A ®z, V)7, alors D=(A ®z, V),

Dt = (K+ ®z, V)*, Dt = (K++ ®z, V)# et Dt =D @ b’++’
Dt = (At ®z, V), D't =(A*T®z, V)* et DT =D"@D'

3. Construction de représentations du mirabolique

* (P(Z,),%)-modules et représentations de P(Qp). — On note P = (§ 1) le sous-
groupe mirabolique de GL3. Si A est un anneau, on note P(A) C GL2(A) le groupe
des éléments de P & coefficients dans A. On a donc, en particulier, P(Q,) = (QOP Ql”)

et P(Z,) = (ZO Zy »). Le groupe P(Q,) agit sur Q,, par (0 2 ) -z = ax+b; cette action
permute les ouverts compacts de Q.

(28) E+ g’identifie & ’anneau des suites (zn)nenN d’éléments de ﬁcp /p, vérifiant xﬁ+1 = z,, pour tout

n €N, et E est son corps des fractions (Fontaine note ces deux anneaux R et Fr R respectivement) ;
dans cette identification, T devient € — 1, oll € = (€n)neN €t €n est ('image d’)une racine primitive
p"-iéme de 'unité.

ASTERISQUE 330



REPRESENTATIONS DE GL3(Q,) ET (¢, [')-MODULES 311

Un (P(Zy,),¥)-module M est un &1 -module topologique muni d’une action continue
de P(Z,) et d’un opérateur 1, surjectif, &-linéaire, continu, commutant & ’action
de (z0; (1’), et tel que ¥ ((§7)2) = (§8)¥(2),sibeZ, et z€ M.

Si M est un (P(Z,),v)-module, on définit M X Q, comme ’ensemble des suites
(™) nen d’éléments de M, telles que (z(™+1)) = qv("), pour tout n € N. On a alors
([32, prop. I11.2.1}) :

Proposition 1.3.6. — Sur M X Q,, il eziste une unique action de P(Qp) telle que
g- (w(n))neN = (Y™ )nen, avec :

(a) y™ = (89) - 2™, pour toutn €N, sig=(39), ot a € Z};

(b) y™ = z(+E)  pour tout n > —k, si g = (P: 0), ok € Z;

(c) y™ = ((1) ”:b) 2™ pour tout n > —v,(b), sig=(}?), ot b€ Q.

On munit M X Q,, de la topologie induite par la topologie produit sur M N On
note (M X Q,)pc 'ensemble des éléments z de M X Q, nuls d l’infini, c’est-a-dire tels
que ((1) Il’) -z — 0 dans M ® Q, quand b — oo dans Q, ; c’est un sous-P(Q,)-module
de M X Q,.

* (P(Zp),p,¥)-modules et restriction d wun ouvert compact. — Un

(P(Z,), ¢,¢)-module est un (P(Zp),?¥)-module muni en plus d’un opérateur ¢,

injectif, Or-linéaire, continu, vérifiant les conditions suivantes :
epo(38)=(pB)op,sibeZy et po(g?)=(8%)op siacZy;
epo(3b)op=0,sibeZietpo(§t)op= (ép_llb),sibepzp;

T (3) opovo (i) =id

Notons que les conditions ¢ o (§4) = (§2)op et po (89) = (89) o sont
équivalentes & ce que l'action de P(Z,) se prolonge en une action du semi-groupe
Pt = (ZPB{O} le ), laction de (f)’ (1)) étant définie par (g (1)) -z = (2).

Si M est un (P(Z,), ¢, %)-module, et si z € M, alors ¢(z) = (¢™(2))nen € MKQ,.
On note M XZ, C M XQ, I'image de ¢ de telle sorte que ¢ devient un isomorphisme
de M sur M ®Z,. On dispose alors d’un projecteur Resz, : M X Q, — M X Z, qui
envoie (z(™),en sur o(z(©).

Plus, généralement, si U est un ouvert compact de Q,, on définit un sous-module
MXU de MXQ, et un projecteur Resy : M XQ, — M XU qui, dans le cas U = Z,
sont les objets définis ci-dessus. La proposition suivante (?%) résume les propriétés
principales de ces objets.

Proposition 1.3.7. — (i) Si U et V sont des ouverts compacts de Qp, alors
Resy + Resy = Resyuy + Resyny et Resy o Resy = Resy o Resy = Respny.

(ii) Si U est un ouvert compact de Qp, et si les U;, pour j € J, forment une
partition de U par des ouverts compacts, alors M RU = @M R U;.
(ili) Si U est un ouvert compact de Qp, et si g € P(Qp), alors goResy = Resgyog.

(29) Crest la prop. I11.1.9 de [32].
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Remarque 1.3.8. — (i) 11 est facile de vérifier que les propriétés de Resy et D K U
ci-dessus les déterminent de maniere unique & partir de M X Z, et Resz,.

(i) Si U est un ouvert compact de Z,, alors M ® U, qui est un sous-module
de M X Z,, s’identifie 4 un sous-module de M. Via cette identification, on a

e Resgypiz, = (§¢) 0P o9k o (§71%),siaeZ, et ke N ([32, cor. IIL1.4]),

e en particulier, Resyz, = ¢ o ¢ et M K Z» = M¥=0,

(iii) L’opérateur ¢ : M — M est relié & Paction de (Pgl (1)) :on a

¥ oResz, = (£2) " o Resyg, = Resz, o (7, 9).

01
(iv) Via lidentification de M X Z, et M, on a (™ = (2" 9) . Resy-ng z =
Reszp((”(;l 9)-z),siz= (2(™),ez est un élément de M K Q, et sin € Z.

On dit que z € M X Q,, est & support dans U, si x € M ®U. On note (M K Q,),
I’ensemble des éléments de M X Q,, d support compact dans Q,, (c’est la réunion des
M X p=*Z,, pour k € N). Alors (M ® Q,). est un sous-module de (M X Q,)p.. De
plus, siz € MXQ,, alors z est la limite de Res, -« z,% quand k — 400 ; en particulier,
(M X Qp). est dense dans M X Q,,.

Comme g € P(Q,) envoie M R U dans M K gU, d’apres le (iii) de la prop. 1.3.7,
le sous-module (M K Q,). de M X Q, est stable par P(Qp).

4. Les P(Qp)-modules DR Q,, D*K Q, et D"K Q,

* Définition.— Si D est un (p,I')-module étale sur &g, alors D et ses sous-modules
D* et D" sont naturellement des (P(Zy), %)-modules, 'action de 9 étant celle définie
plus haut, et (2%) € P(Z,) agissant par (&%) -2z = (1 + T)%0,(2). On peut donc
considérer le P(Q,)-module DX Q, et ses sous-P(Q,)-modules D X Q, et D' X Q,.

Les formules de la prop. 1.3.6 peuvent se traduire en termes de (¢,I')-modules : si
2= (2M),ez € DR Q,, alors

k
((% ¢
((59)- Z)(n) =04(2™) sia€Zy;
((6 11)) ’ Z)(n) =(1 +T)bpn2(") sibe Qpetn>—vp(h).

D est aussi muni d’une structure de (P(Z,), ¢, %)-module; on dispose donc, pour
tout ouvert compact U de Q,, d’'un sous-Or-module D XU de D X Q, et d’un
projecteur Resy : DRQ, — DRU, et d’un sous-P(Q,)-module (DXQ,). de DRQ,.
* Lien entre D' Q, et D" X Q,. — Les modules D et D" étant compacts, il en est
de méme de D¥ X Qp et D' Q, qui, rappelons le, sont munis de la topologie induite
par la topologie produit. Les résultats qui suivent 3%) facilitent grandement ’étude
de ces modules.

Théoréme 1.3.9. — Le foncteur D — D' Q, est ezact.

) -z)(n) =2("*k) gi k € Z, en particulier, ((Pgl (11) 'z)(o) =20 = w(z(o));

(30) Le th. 1.3.9, la prop. 1.3.10 et le cor. 1.3.11 correspondent au th. I11.3.5, & la prop. I11.3.1 et au
cor. 111.3.3 de [32].

ASTERISQUE 330



REPRESENTATIONS DE GL3(Q,) ET (¢,T)-MODULES 313

Si D est un (¢, I')-module étale sur &, on définit des sous-P(Q,)-modules (DXQ,)s,
(D" R Qp)y et (D¥RQ,), de DX Q,, D" X Q, et D X Q, respectivement, par

(DRQ,)s = L-(DoRQy), (D'RQ,)y = L-(DiRQ,) et (D'RQ,), = L-(DjRQ,),

ol Dy est n’importe quel réseau de D stable par ¢ et I'. On munit ces espaces de
la topologie de la limite inductive, ce qui fait de (D! & Qp)s un L-espace vectoriel
complet pour une topologie localement convexe et localement compacte.

Proposition 1.3.10. — Si D € ®I°*(O¢) (resp. si D € ®I**(&)), Uapplication Resz,
induit un isomorphisme de D! R Q,/D" R Q, (resp. (D* R Q,)s/(D' K Qp)p) sur
D¥/ Db,

Corollaire 1.3.11. — (i) D* R Q,/D! K Q, est fini, si D € ®I'**(Os) est irréductible,
de rang > 2.
(i) (D*RQ,)s = (D' R Qy,)s, si D € ®T°(&) est irréductidle, de dimension > 2.

* Sous-P(Qp)-modules de DRQ,. — La série de résultats 3! ci-dessous est consacrée
a l'action de P(Q,) sur D X Q,,.

Proposition 1.3.12. — Soit D un (p,I')-module étale sur Og. Si M est un
sous-Or,-module compact de DR Q,, stable par P(Q,), alors M C D'X Q,.

Théoréme 1.3.13. — Soit D un (¢, T')-module étale sur Og (resp. &). Si M est un sous-
O1-module (resp. L-espace vectoriel) fermé de DY X Q,, (resp. (D' R Q,)s), stable par
P(Qy), alors il existe un sous-(¢,I')-module D, de D tel que

D'RQ,cMcD!RQ, (resp. (D'RQ,),CMcC (DIRQ,)).

Corollaire 1.3.14. — Si D € ®TI(&) est irréductible, alors (D' ® Q,), est un
P(Qp)-module topologiquement irréductible.

Théoréme 1.3.15. — (i) Si D1,Dy sont des (p,I')-modules étales sur Og tels que
les P(Qp)-modules DE X Q, et Dg X Q, soient topologiquement isomorphes, alors
D, = D,.

(i) Si Dy, D, € ®I°Y(&) sont tels que les P(Qp)-modules (Dg MQp)s et (DgEQp)b
soient topologiquement isomorphes, alors Dy = Ds.

Proposition 1.3.16. — Soit P € 01,[X] non nul modulo my,.

(i) Si D est un (¢,T)-module étale sur Og (resp. &), alors P((% (1))_1) est surjectif
sur D" X Q,, (resp. (D' K Q,)s).

(i) Siz€ DRQ, (resp. z € (DWQy,)s) et si P((g ‘1))_1) -z appartient ¢ D*RQ,
(resp. (D*® Qy)s), alors z appartient @ D K Q, (resp. (D* K Q,)s).

(31) La prop. 1.3.12 correspond A la rem. I11.3.7 de [82], le th. 1.3.13 au th. I11.3.8, le cor. 1.3.14 au
cor. II1.3.9, le th. 1.3.15 au th. IV.0.1 et les (i) et (ii) de la prop. 1.3.16 aux prop. I11.3.13 et II1.3.14.
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* Dualité. — Siz € (DX Qp)c et y € (DR Q,)e, il existe n € N tel que

2, = (% 9) 2€DRZ,=D et y,=(%9) yeDRZ,=D.
Comme Zn,11 = @(Zn) €t Ynt1 = @(yn), il résulte de la prop. 1.2.1 que la quantité
{Zn,yn} ne dépend pas du choix de n comme ci-dessus. Ceci nous fournit un ac-
couplement sur (D K Q). x (DK Q). & valeurs dans L/6y, (resp. Of, resp. L), si
D € ¥, (resp. D € ®I**(O¢), resp. D € ®T°(&)). On le note { , }q, ; sa restric-
tiona D x D = (DX Z,) x (DR Z,) est accouplement { , } défini précédemment.

Proposition 1.3.17. — (i) Si U,V sont des ouverts compacts disjoints de Qp, et si
€ DRU etye DRV, alors {z,y}q, = 0.

(ii) Sig € P(Qp), alors {g-x,9-y}q, = {Z,¥}q,-

Remarque 1.3.18. — Le (i) de la proposition (3?) allié & la prop. 1.2.2 admet les consé-
quences suivantes pour un ouvert compact U de Q.

e Si U = [[;; Ui est une partition de U en ouverts compacts, et siz € DR U et
y € DXU, alors

{z,9}q, = Z{Resin,ResUiy}Qp.
iel

e DX U est le dual de D XU (de Pontryagin, &;-dual ou topologique, suivant
les cas).
* D vu comme sous-P(Qp)-module de DRQ,. — L’action de ¢ sur D étant bijective,

cela permet de munir D d’une action de P(Q,) en posant :

(72 0) -2 =[A+T)")¢"(0a(2)), sia€Zj beQpetkec.

Fixons un systéme I C Q, de représentants de Q,/Z,, Si n € N, on note I,
I'intersection de I et p~"Z,, et donc I est la réunion croissante des Ip,.

Lemme 1.3.19. — (i) Tout élément z de D peut s’écrire, de maniére unique, sous la
forme z=3,c;[(1+ T)% 2, ou z; € D tend vers 0 quand i — oo dans Q,.

(i) Siz =3 crl(14+T)2 € D, alors (Cier, [A+T)P 9™ (2;))nen est un élément
de DX Q,, et Uapplication de D dans DX Q, ainsi définie ne dépend pas du choiz
de I et est P(Qp)-équivariante.

Ce lemme 3% permet d’identifier D & un sous-P(Qp)-module de D X Q,. La des-
cription de 'image est un peu délicate car D est dense dans DX Q,. On remarquera
quand-méme que, si z = 3 ;¢;[(1 4+ T)%z € D, alors :

e Resiyz,2 = [(1+ 7)Yz, sii €1,

e Res,nz,2 = Y ier, [(14+T)|2i,sin € N, et Resp-nzaz = Y e, 1, [(1+T)]z;,
sin>1

(32) Elle correspond & la prop. I11.2.3 de [32].
(33) Le (i) est le lemme IV.1.2 de [32], le (ii) est le lemme IV.1.3; les (i) et (ii) de la prop. 1.3.20
correspondent au cor. IV.1.5 et & la prop. IV.2.3 de [32].
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e 2 est la limite des Res,-nz,2 dans D (le méme énoncé pour DXQ,, est immédiat),
° Resp-nz;z — 0 dans D et donc w"(Resp—nz; z) — 0 dans D.

e Réciproquement, si z € D X Q, est tel que Resp—nz;z — 0 dans 5, alors z € D.

Proposition 1.3.20. — (i) D est le sous-module (D ® Qp)pc de DX Q.

(ii)B+ est le sous-module (D" ® Qp)pc de D" R Q,; en particulier, Resz 2 € D¥,
size DT,
* Le P(Qp)-module D/D+.—Si D € ®T'¢t__, alors D est un ouvert de D, et donc
D/D+ est un module discret. Si D € ®T° (&), alors D/D* est séparé et complet
pour la topologie p-adique. Par ailleurs, ce module est sans p-torsion; c’est donc

naturellement la boule unité d’un L-banach. Si D € ®T'°(&), alors D/D* est un
L-banach. Les résultats suivants (34 s’intéressent a l'action de P(Q,).

Proposition 1.3.21. — (i) Si D € ®I'eE
de D/D*.

(ii) Si D € ®T (L), alors D" R Q,, est le O1-dual de D/D.

(iii) 8i D € ®T°(&), alors (D! K Q,), est le dual topologique de 5/5+

alors D' X Q, est le dual (de Pontryagin)

Corollaire 1.3.22. — (i) Si D € ®T¢ , alors D/D* est un OL[P(Qp)]-module de
longueur finie.

(i1)Si D est un (o, I")-module irréductible sur &, alors D/D* est un P(Q,)-module
topologiquement irréductible.

Enfin, on dispose d’une application résp : D X Q, — D! / D" qui commute & Pac-
tion 3% de (29), si a € Q3, et qui vérifie :

Proposition 1.3.23. — Si z € D K Qp, alors réso(z) = 0 si et seulement si il existe
x € Dt tel que Resynz, (2 — x) tende p-adiquement vers 0 quand n — +oo.

1.4. Opérations analytiques sur les (p,I')-modules. — Si U est un ouvert
compact de Qp, et si n est assez grand, la notation I,(U) désigne un systéme de
représentants de U modulo p"Z,.

Si D est de torsion, on dit qu’une suite de familles a; n, pour € X, d’éléments
de D, tend uniformément vers 0, s’il existe une suite décroissante (M, )nen de treillis
de D vérifiant NpenM,, = 0, telle que az , € M, pour tout z € X,.

Si D n’est pas de torsion, on dit qu’une suite de familles a, ,, pour z € X,,, d’élé-
ments de D, tend uniformément vers 0, si elle tend uniformément vers 0 modulo p*,
pour tout k € N.

* Image directe par un difféomorphisme local. — Si U,V sont deux ouverts de Q,
alors f : U — V est un difféomorphisme local si f est (uniformément) de classe €*

(34) La prop. 1.3.21 est la prop. IV.5.4 de [82], le cor. 1.3.22 est le cor. IV.5.6 et la prop. 1.3.23 est la
prop. IV.5.7.
(35) 1isomorphisme D! R Q,,/D" ® Qp = D!/D% munit D*/DY d’une action de P(Qy).
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(ce qui signifie que f(z + y) — f(z) — yf'(z) = ye(z,y), ot e(z,y) — 0 quand y — 0,
uniformément (en z) sur tout ouvert compact de U) et si f’ ne s’annule pas sur U. En
traduisant en termes de (g, I')-modules les formules définissant 1'image directe f.u
d’une mesure p par un difféomorphisme local f, on aboutit au résultat suivant (36,

Proposition 1.4.1. — Soient U,V deux ouverts compacts de Qp, et f : U — V, un
difféomorphisme local. Alors si z € DR U, la suite de terme général

un= D (S0 Resprz, ((57)2)
i€l (U)

converge dans (DRQ,). vers une limite f.z appartenant & DRV et ne dépendant pas
du choiz des I,(U). L’application f. : DRU — DRV ainsi définie est O -linéaire
continue. De plus, Res;yprz, (fez — Un), pour i € I,(U), tend uniformément vers 0,
quand n — +o00.

* Multiplication par une fonction continue. — En exprimant de méme la multiplication
M (1) d’une mesure p par une fonction continue a, on obtient 37 :

Proposition 1.4.2. — Soient U un ouvert compact de Q, et a« € €°(U, Or). Alors, si
z € DX U, la suite de terme général

Un = Y ofi)Resiipnz,(2)
€I, (U)

tend 38) wers une limite my(2) € DR U qui ne dépend pas du choiz des I,(U), et
Uapplication mq : DRIU — DR U ainst définie est O, -linéaire continue.

* Propriétés. — Ces opérations vérifient les propriétés que I’on est en droit d’espérer
par analogie avec le cas des mesures, a savoir (39) .

Proposition 1.4.3. — (i) Si U, V, W sont des ouverts compacts de Qp, et
sif:U—-Vetg:V — W sont des difféomorphismes locauz, alors

(go fx=guo fu
(ii) Si o, B8 € €°(U, OL), alors
Mg O Mg = Mg 0 Mgy = Mgg.

(iii) Soient U,V des ouverts compacts de Qp. Si f : U — V est un difféomorphisme
local, et si a € €(V, O), alors

f* OMaoof = Mq Of*-

(36) (’est la prop. V.1.3 de [32].

(37) C’est la prop. V.2.1 de [32].

(38) Si D est de torsion, la suite est stationnaire et Res;tpnz,Ma(2) = a(i)Res;ipnz,, pour tous
i € U et n assez grand.

(39) Les (i), (ii) et (iii) correspondent aux prop. V.1.6, V.2.3 et V.2.4 de [32].
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Remarque 1.4.4. — Un cas particulier intéressant est celui o o = 1y, auquel cas
me, = Resys. On obtient alors les résultats suivants, si U’ C U et V sont des ouverts
compact de Q.
(i) Si f: U — V est un difféomorphisme local, alors Resf(y+y o fu = fu o Resyr.
(i) Si a € ¥°(U, 61), alors m, o Resyr = Resyr o mg,.

* Dualité. — Le résultat qui suit (9 est une vaste généralisation de la prop. 1.3.17.

Proposition 1.4.5. — (i) Si U est un ouvert compact de Q,, si a € €°(U, O}), et si
€ DRU ety e DRU, alors {mqa(z),ma-1(y)}q, = {7,¥}q,-

(if) St f : U — V est un difféomorphisme entre deur ouverts compacts de Qp, et
siz€ DRU ety € DRU, alors {f«z, fxy}q, = {z,¥}q,-

* Convolution multiplicative. — En traduisant en termes de (¢, I")-modules les for-
mules définissant la convolution de deux mesures sur Zg, on est conduit & ’énoncé

suivant (41,

Proposition 1.4.6. — Soient Dy, D3, D3 des (¢,T')-modules étales sur Og, et
M : Dy x Dy — D3 une application Og-bilinéaire commutant*® ¢ ¢ et T.
(i) Siz e D1 RZy etz € Dy K2y, la suite de terme général

up= . (+D)"(M(oi-9"(L+T)2), 0; - " (1 +T)"'y)))

i,jEZ;'7 mod p™

converge dans D3 vers un élément Mz (z,y) € D3 ®Zy qui ne dépend pas du choiz
des systémes de représentants de Zy modulo p™.

(i) L’application Mzs : (Dy ® Z7) x (D2 ®Zy) — D3 X Zy ainsi définie est
Os(T)-bilinéaire.

(ili) Si D1 = Do, et si M est symétriqgue ou antisymétrique, il en est de méme
de MZ; .

* Torsion par un caractére*3. — Si D est un (¢,I')-module étale sur Og, et si
d:Qp — OF est un caractere continu, on définit un (o, I')-module D ® 4, isomorphe
a4 D en tant que Og-module (on note z — z®4 'isomorphisme de D sur D ® §), en
tordant les actions de ¢ et I' par 4, c’est-a-dire en posant :

7a(x®6) = (6(a) 0a(2))®F et p(z®) = (5(p) (x))®9.

Lemme 14.7. — (i) g- (2 ® 8) = (6(a)g - z) ® 8, pour tous g = (&%) € P(Qp) et
z€ DR Q,.

(40) [32, prop. V.3.1]

(41) C’est la prop. V.4.1 de [32].

“42) o(M(z,y)) = M(p(2), p(y)) et 0a(M(2,y)) = M(0a(),0a(y)), pour tous & € D1, y € Dy et
a€Zg.

(43) Les lemmes 1.4.7, 1.4.8 et 1.4.9 correspondent respectivement au lemme V.5.1, au cor. V.5.2 et
au lemme V.5.3 de [32].
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(ii) Si U est un ouvert compact de Q,, alors Resy(z® §) = (Resyz) ® §, pour tout
2€ DRQ,.

(ili) Si 2 € DRU et si o € €U, OL), alors ma(z ® §) = mq(2) ® 6.

(iv) Si U est un ouvert compact de Qp, si f : U — Q, est un difféomorphisme
local, et si z € DRU, alors fu(z ®68) = (fx 0o msos(2)) ® 8.

Corollaire 1.4.8. — St w : Zy; — Zy est le difféomorphisme x — z~1, alors
Wa(z®9) = (6(—1) msz o wi(2)) ® .

Si M : D; x Dy — D3 est une application &g-bilinéaire, commutant aux actions
de ¢ et I' comme dans la prop. 1.4.6, alors M induit une application bilinéaire

M : (D1 ® 51) X (D2 ® (52) — D3 ® 8102, avec M(x®51,y®52) = M(.’I), y)®61(52,

qui commute aussi aux actions de ¢ et I'.

Lemme 1.4.9. — Six € D, Z; et siy € Dy R Zy, alors

p’

Mz; (’rI’L(s1 (z)®d1, ms, (y)®62) = Mg, s, (Mz;7 (z, y))®5162.

I.5. (p,I')-modules et lois de réciprocité explicites
1. L’action de ' sur DK Z7. — (44) Soit D € ®T'et__, tué par p, et soit M un treillis

tors)

de D. Soient ¢, € N tels que D! ¢ T=¢D* et Dt c T~ M.

Proposition 1.5.1. — (i) v — 1 est inversible sur D X Zy, d’inverse continu pour la
topologie faible, si v € I' est d’ordre infini.

(ii) Plus précisément, il existe ni(M) € N tel que, sin > ni(M), si m € Z, si
a € Zy, et si x € DX Zy vérifie (014pra — 1)z € T"”’n“M, alors x appartient a
n+£

7™ M.

1
T ™ (T)e ™ tp(*)(T)

Sin >1(oun > 2, si p=2), le morphisme de groupes 7, : I' - Q,, défini
par Tp(0,) = p~"loga, induit un isomorphisme de I';, = Gal(Qp(ktp)/Qp(kpn))
sur Z,. Le choix d’un générateur topologique <, de I', fournit un isomorphisme
de 6’2,7 sur algebre de groupe complétée Ar  de I',, en envoyant T sur v, — 1.
L’anneau Ar, [(y, — 1)7!] ne dépend pas du choix de v, ; on note €(T';,) son séparé
complété pour la topologie p-adique ; I’isomorphisme ﬁ;; & Ar, ci-dessus se prolonge
en un isomorphisme Op = Og(I,) d’anneaux. Si n > m, lapplication A ® f — Af
induit un isomorphisme de Ar,, ®. Os(I'y) sur Og(I'y,); il en résulte que 'anneau
A®nr, Os(T'y), ot A = Ar est l'algebre d’Iwasawa, ne dépend pas du choix de n; on
le note O (T).

(44) Le (i) de la prop. 1.5.1 est le (ii) de la rem. I11.4.5 de [32], le (ii) est la prop. II1.4.4, et le th. 1.5.2
est le cor. VI.1.3.
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Théoréme 1.5.2. — Soit D € ®T*(Os), de rang d, et soit € = (1 — ) D¥=1.

(i) € est un sous-A-module de D W Zy, libre de rang d.

(ii) L’application naturelle O5(I') @7 € — DK Zy est un isomorphisme; en parti-
culier, DR Zy est un Og(I')-module libre de rang d.

2. L’accouplement { , ). — 9 Soient D € ®T*(Og) et € = (1 — ) D¥=1.

Proposition 1.5.3. — (i) Siz € €, siy € €, et sin € N, alors, modulo (v, — 1)A,
Tn\TYn) 0i
m= ¥ (T

1
i€Zy mod p™

ne dépend ni du choizx de v, ni de celui du systéme de représentants de Zy modulo p™.

(ii) On a vpt1 = v, modulo v, — 1; la suite (Vy)nen définit donc un élément
(z,y)1w de A.

(iii) Si o €T, alors (0 -z, y)1w = 071 - (z,Y)1w €t (T,0 - Y)1w = 0 - (T, Y)1w, POUT
tousz €€ ety € F.

(iv) L’accouplement { , )1, identifie € ¢ Homa (%, A).

Sin:T' — O7F est un caractére continu, on peut considérer le (¢, I')-module D ® n
dont le dual de Tate est D®n~!. Comme P’action de ¢ ne change pas par torsion par 7,
lapplication £ — z ® n induit un isomorphisme de & sur €(D ® n) et ’application
& — z ®n~! induit un isomorphisme de € sur €(D ® n~1). On peut donc, si z € €
et y € €, considérer (x @ ™1,y @ N)1w € A.

Proposition 1.5.4. — (i) On a (z @0 1,y @ n)1w = 1" H{Z, Y)1w-
(if) Sin € N, alors

/ n Nz, = {z _—Tnlm) y}.

"N(Yn) T — 1

n

On note ( , )zz : (D W Zy) x (DKZy) — Ot K Z} laccouplement
Os(T)-bilinéaire obtenu par convolution multiplicative (prop. 1.4.6) & partir de
’accouplement tautologique ( , ) : D x D — ﬁgl‘i—TT.

On étend, grace aux isomorphismes DXZy = Og(I) @A et DXIZ; ~ 0g(T)®AF,
I’accouplement { , )1, en un accouplement { , )1, : (D& Zy) x (DR Zy) — Os(T),
antilinéaire en la premiere variable et linéaire en la seconde.

On identifie Og(I') & Os K Z; en étendant, par linéarité, I'isomorphisme
T-équivariant de ¢ [[[]] sur 6% & Z* défini par p— [.(1+ )X p.

On remarque que f — df induit un isomorphisme I'-équivariant de O X Z7
sur ﬁgl‘i—TT XZ;.

Enfin, on note w : Z; — Zy le difffomorphisme z — 1/z.

(45) La prop. 1.5.3 est la prop. VI.1.2 de [32], les (i) et (ii) de la prop. 1.5.4 sont la prop. VI.1.4 et le
cor. VI.1.5, et le th. 1.5.5 est la rem. V1.2.2.
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Théoréme 1.5.5. — Siz € DX Z;, sty € DRZy, alors

d((2, Y)iw) = —(waz, y)zs.

II. La correspondance de Langlands locale p-adique pour GL3(Q,)

Dans ce chapitre, on définit la correspondance de Langlands locale p-adique pour
G = GL3(Qy) ; celle-ci associe & un objet de Rep;%q,, irréductible et de dimension 2,
une représentation unitaire II(V) de G. L’équivalence de catégories de Fontaine per-
met de remplacer les représentations p-adiques de ¥q, par des (¢, T')-modules étales,
et on commence par construire (th. II.1.4) une représentation D Ks P! de G & partir
de n’importe quel (¢, I')-module D et de n’importe quel caractére unitaire continu ¢
de Q. Cette représentation de G n’a aucune raison d’avoir de bonnes propriétés en
général, mais on montre par prolongement analytique & partir du cas cristabélin que
si D est irréductible de rang 2 (sur Og ou &) et si § est judicieusement choisi, alors
D X; P! vit dans une suite exacte

0—II(D)*®§ —» DXRs P* - II(D) — 0,

de représentations de G, ou II(D) est une représentation unitaire de G. La corres-
pondance cherchée est alors D +— II(D).

On note :

e Rep,,,.G la catégorie des &1 [G]-modules lisses, admissibles, de longueur finie,
admettant un caractere central,

¢ Repy, G la catégorie des &1-modules II, sans torsion, séparés et complets pour la
topologie p-adique, munis d’une action &-linéaire de G telle que II/p*II € Rep, G
pour tout k € N,

e Rep; G la catégorie des L-banach II munis d’une action de G et d'un & -réseau
stable par G qui est un objet de Rep,, G (une telle représentation est dite unitaire).

Dans la suite de ’article,

— une O -représentation de G désigne un objet de Repy,,G ou de Repg, G,

— une représentation p-adique de G désigne un objet de Rep;. G, Repgs, G
ou Rep;G.

Sié: Qp — OF est un caractere continu, on note respectivement RepforSG , Rep‘sﬁLG
et RepS G les sous-catégories de Rep,, G, Repg, G et Rep G constituées des objets
sur lesquels (8 9) € Z agit par multiplication par é(a).

Remarque I1.0.6. — (i) Un &1 [G]-module lisse, de longueur finie, admettant un ca-
ractére central, est automatiquement admissible [2].

(ii) Emerton [37] a montré que « de longueur finie » était équivalent & « engendré
par un nombre fini d’éléments » pour un & [G]-module de & -torsion, lisse, admissible
et admettant un caractére central.

ASTERISQUE 330



REPRESENTATIONS DE GL2(Q,) ET (¢, T)-MODULES 321

I1.1. La représentation D Xs P! de G. — Soient D un (¢, I')-module étale et
6 : Q} — Of un caractére continu. On dispose d’une action de P(Qj) sur le module
DX Q, (resp. (DX Qy)p si D € ®I'°*(&£)); on la prolonge en une action de B en
faisant agir un élément (g 2) du centre par multiplication par §(d). La représentation
de B ainsi obtenue est notée D K5 Q,, (resp. (D X5 Qp)s)-

Remarque I.1.1. — (i) En partant de %y(Z,), laction de B que ’on obtient sur
(20(Zp) Bs Qp)s = Z0(Qp) est celle définie par

[ o 50)-w= [ s@s( ) m

(ii) Soit II(d) Pespace des fonctions continues ¢ : Q, — L, telles que la fonction
z — 6(z)¢(1/x) se prolonge par continuité en 0. On munit II(§) d’une action de G,

avec g-dp=opxg ! et

(6% (28)(@) = 8(ex + o210,
1

Si p € II(6)*, soient p; = Resz, p et pa = Resz, (9 §)u les éléments de Zy(Z,) définis
par

/ ¢(x) p1 = (p,1z,0) / o(x)p2 = ((93) 1, 12,9).

Comme P! s’obtient en recollant, via = — (1 3)z, deux copies de Z,, le long de Z3,
lapplication p +— (u1, p2) induit un isomorphisme de II(6)* sur

Do(Zyp )5 Pl = {(11, b2) € Do(Zp) X Do(Zp), Reszy(u2) = ws(Reszy(11))},
avec fz* dws(A) = fz* d(z)ép(1/x) A\. On dispose de plus de Papplication B-équi-

varlante
IQBSQ‘7 : H(d)* = @O(Zp) Ks P! - @O(ZP) Xs Qp,

envoyant p sur (u(™),en, ot u(™ est défini par fz é(x) u™ = <(”J (l’)u, lzqu).

Nous allons imiter cette description de II(§)* & partir de Zy(Z,) pour construire

une représentation D X; P! de G, et une application Resq, : D X5 P! - DX; Q,,
B-équivariante, dont I'image est incluse dans (D X5 Q,)s, si D € ®T°(&).
1. Construction. — Si g = (‘; g) € G, et si U est un ouvert compact de Q, ne
contenant pas —%, on note oy € €°(U, 61) la fonction définie par a,y(z) = 6(cz + d).
Comme ¢ induit un difféomorphisrne de U sur gU qui est un ouvert compact de Q,
puisque U ne contient pas —3, on dispose des opérateurs my, : DRU — DU et
g« : DXU — DX gU et on note Hy : DXU — D X gU l’operateur gx © Mgy, .

Lemme I1.1.2. — (i) Sig = (29), alors Hy est la multiplication par §(d).
(i) Sig=(2Y) €G, et size DRU, alors

Hy(z)= lim 3 o(ci+d) (%P )Respnz, ((57')2).

i€l (U)
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Démonstration. — Le (i) est immédiat. Si D est de torsion, et si n est assez grand,
on a Res;yynz,Ma,(2) = 6(ci + d)Res; pnz,2, d’apres la note 38; la formule du (ii)
s’en déduit en revenant & la définition de g.. Le cas général en résultant par limite
projective, cela permet de conclure.

Soit ws : DX Zy; — D W Z7 la restriction de H,, et soit
DRs P! = {z=(21,22) € D x D, Reszx (22) = w(;(Resz;(zl))}.

Remarque 11.1.3. — (i) 11 résulte du lemme I1.1.2 que ws : D X Z; — DX Zy est
donné par la formule suivante :

ws(e) = lm 37 8(@)(~57 1 )Resprz, ((57°)2)-
1€Zy mod p»

(ii) On peut aussi utiliser la formule Respnz, o (§ 7°) = (
K3
0

W= i, 2 0 e ()
) » P

(iii) On peut enfin traduire la premiére formule purement en termes de
(¢, T)-modules ; on obtient (en ayant fait le changement de variable i — i~1) :

ws(z)= lm 37 ST+ TY o (L T) T 2) = mpmr owa(z).
i€Zy mod p™

Les trois expressions ci-dessus ont chacune leur utilité.

Si U est un ouvert compact de Q,, et si z = (21,22) € D K5 P!, on définit
Resy(z) e DR U, par :

Resy (z) = Resynz, (21) + Hw (Reswunpz, (22)) = Resynpz, (21) + Huw (Reswunz, (22)),

I’égalité des deux expressions résultant de la condition Resz» (z2) = ws (Resz; (zl)).

Théoréme I1.1.4. — I existe sur D K5 P! une unique action (g,z) — g -z de G telle
que

Resy(g-2) = Hy (Resg—lUnzp(zl)) + Hyy (ReS(gw)-lUnpzp (zz)),
pour tout ouvert compact U de Q.

Démonstration. — En appliquant la formule ci-dessus pour U = Z, et g = id, on voit
que 'on doit avoir Resz (z) = 21, et en faisant de méme pour U = Z, et g = w, on
obtient

Resz,(w-2) = Hw(Resz; (21)) + Respz, (22) = ReSz;(Zz) + Respz, (22) = 2.
On en déduit I'unicité car g - z doit étre égal a

(Resz, (g - 2), Resz, (w - (9 - 2))) = (Resz, (g - 2), Resz, (wg - 2))),
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si on veut une action de groupe, et que l’on a imposé
ReSzp (g ’ z) = Hg (Resg—Ianzp (zl)) + Hg'w (Res(gw)—lzpﬂpzp (Z2)) )
Resz, (wg - 2) = Hug (ReS(ug)-12,n2, (1)) + Hugw (ReS(uwgu) 12,0z, (22)) -

Vérifions que ceci définit bien une action de groupe. Nous aurons besoin des lemmes
suivants.

Lemme I1.1.5. — Sig1,92 € G, alors Hg, 4, : DRU — DXg;95U est égal a Hy, 0Hy,,
st ni goU, ni g19g2U, ne contiennent oo.
Démonstration. — En utilisant les (i), (ii) et (iii) de la prop. I.4.3, on obtient

Hg, o Hy, = (g1)x 0 Ma,, © (g2)x 0 Ma,, = (g1092)e 0 M(agy, 0g2)ag, s

et un calcul immédiat montre que g; © g2 = g192 et (ag, 0 g2)ag, = ag,q,, Ce qui
permet de conclure.

Lemme I1.1.6. — Si g='U ne contient pas oo, alors Resy o Hy = Hy o Resg-1y.

Démonstration. — On a Resy o H; = Resy o g« 0 mq, et, d’apres la prop. 1.4.4,
Resy © g« © Ma, = g« o Resg-1y7 0mg, = gu 0 Mo, o Resg-1y = Hg o Resy-1y.

Revenons & la démonstration du théoréme. Soient donc z = (21,22) € D K5 P1,
9,h € G et h-z=(x1,z2) € DX;sP'. D’apres ce qui précede, on a

Resz, (g (h-2)) = Hy(Resg-1z,0z, (21)) + Hgw (ReS(gu)-12,0pz, (€2))-
Comme
z1 = Hy(Resp-17,0z,(21)) + Hhw (ReS(hu)-12,mpz, (22))
@3 = Hyn(Res(wn)-12,nz, (21)) + Huwhw (Reswhw)-12,0pz, (22))

le terme H, (Resg—lzpnzp (:cl)) peut se réécrire en utilisant les lemmes 11.1.6 et II.1.5,
sous la forme

H, (Resg—lzpnz,, (Hh (Resp-12,nz, (21)) + Hhw (Res(hw)-12,0pz, (22))))

= Hgn (ReS(gh)—lz,,nh—lz,,nz,,(21)) + Hghuw (Res(gh’w)_1Zpﬂ(hw)_lzpﬂpzp(zz))

Il faut faire attention en appliquant ces lemmes car il ne faut pas tomber sur co en
cours de route; la formule

Hg o ReSg—lzpmzp oHpo RESh—lzpnzp = If1gp © ReS(gh)—lzpﬁh-—lzpnzp

qui fournit la moitié de la formule ci-dessus s’obtient via le calcul suivant, ou l'on
a appliqué successivement le lemme II.1.6, la formule Resy o Resy = Resynvy, le
lemme II1.1.6, et le lemme I1.1.5 :

HgoResy-1z,nz, o Hy o Resp-1z,nz, = HgoResg-17,nz, o Resz nnz, o Hp

= HgoResg-1z,nz,nnz, © Hn = Hgn o Resyn)-12,0n-12,n2,
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De méme, Hgy, (Res(gw)_l Z,MpZ, (z2)) peut se réécrire sous la forme

Hy, (Res(gw)‘lzpﬁpzp (Hwh (Res(wh)-12,nz, (21)) + Huwnw (ReS(whw)-12,npz, (22))))

= Hgn(ReS(gn)-12,0(wh)-1pZ,n2, (21)) + Hohw (RES(ghw)-12,0(whw)-1pZ,npZ, (22))
Or (gh)™'Z,Nh™1Z,NZ, et (gh)~1Z, N (wh)~'pZ, N Z, forment une partition de
(gh)‘IZpﬂZ,,, ce qui fait que la somme des deux termes faisant intervenir z; est égale

a Hgp (Res(gh)_lzpf-,zp (zl)) De méme, la somme des deux termes faisant intervenir zo
est égale & Hypy (ReS(ghw)—lzpnpzp (zz)), ce qui montre que ’on a

Resz,(g-(h-2)) = Resz, (gh- 2)).
En appliquant ceci au triplet (w, g, h - z) au lieu du triplet (g, h, 2), on en déduit que
Resz, (w - (g (k- 2))) = Resz, (wg - (h - 2))),
et en faisant de méme avec les triplets (wg, h, z), puis (w, gh, z), on obtient
Resz,(w- (g (h-2))) = Resz,(wgh - z) = Resz,(w - (gh - 2)).

Comme on a déja démontré plus haut que Resz, (g - (h - z)) = Resz,(gh - 2), on en
déduit ’égalité de g - (h - z) et gh - 2z, ce qui prouve que 'on a bien défini une action
de groupe.

11 reste & vérifier que Resy (g - z) est bien donné par la formule annoncée. Compte-
tenu de ce que g - z = (Resz,(g - 2),Resz,(wg - 2)), des formules ci-dessus pour
Resz,(g - z) et Resz,(wg - 2), et de la définition de Resy précédant le th. I1.1.4,
on obtient :

Resu(g - 2) = Resunz, (Hy (Res, 12,0z, (1)) + Hou (Res(gu) 12,002, (2)))

+ Hy o ReSWUﬂPZp (ng (Res(wg)—lzpﬁz,J (zl)) + Hyguw (Res(wgw)—1Z,[,r'1pZp (22)))

Comme Resynz, o Hy o Resg-1z nz, = Resunz,ngz, © Hg = Hg o Resg-1yng-12,nz,,
le premier des quatre termes de cette somme est Hy(Resg-1png-12,nz,(21)). Pour
les mémes raisons, les trois autres termes sont Hg, (Res(gw)_lUﬂ(g'w)_lzpﬂpZP(ZZ))7
Hy (Resg-10n(wg)-192,02, (1)) et Hgu(Res(gu)-10n(wgw)-1p2,npz, (22)). Comme
g UNg'Z,NZ, et 71U N (wg)"*pZ, N Z, forment une partition de g='U N Z,,
la somme des termes faisant intervenir z; est Hy(Resy-1pnz,(21)). De méme, celle
des termes faisant intervenir 2z, est Hgy (Res(guw)-10npz, (22))-
Ceci permet de conclure.

Remarque I1.1.7. — (i) On a établi en cours de route que si z = (21, 22) € D K5 P!,
alors z; = Resz,z et 20 = Resz, w - 2.

(ii) Si U,V sont des ouverts compacts de Q,, tels que U et wV forment une par-
tition de P!, avec U contenant 0, I'application z — (Resy(z), Resy (wz)) induit un
isomorphisme de D X P! sur (D X U) @ (D R V), 'isomorphisme réciproque étant

(y1,92) — (Resz,nuy1 + Huw(Reswz,nvy2), Resz,avyz + Hu(Reswz,nuy1))-
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Ceci s’applique & U = Z, et V = pZ,, ou a U = pZ, et V = Z,; en particulier, la
connaissance de Resz, z et Respz, wz, ou celle de Res,z,2 et Resz, wz, détermine z.

(iii) Si U est un ouvert compact de Q,, soit ¢y : D XU — D Ks P!, envoyant
z sur (Resz,nvz, Hy(Resyz,nvz)). On a Resy 0wy = id sur DX U, ce qui fait que
Res;; = 1y o Resy est un projecteur de D X5 P! sur vy (D ®U). Par construction de
Paction de G, on a 1y o Hy = goi,-1y sur DX g™ 1U, si g~ 'U ne contient pas co. Le
lemme I1.1.6 devient donc : Res; 0og=go Res;_IU, si g~1U ne contient pas cc.

(iv) On a Resy(g- 2) = g- Resy-1yny, 2 + gw - Res{g,y-1pny,w - 2, si Vi et whz
forment une partition de P*.

Dorénavant, on identifie D K U et (D R U), et on note simplement Resy I’ap-
plication Res;; de la rem. I1.1.7. Alors, via ces identifications, H, devient simplement
I’action de g sur D X U, si gU ne contient par oo.

2. Squelette de laction de G. — Siv: DX Z; — DX Zg est une involution, soit
DR, P! = {(21,22) € D x D, Reszx 22 = L(ReSz;Zl)}.

Si z = (21,22), on définit Resz,2 par Resz,z = 21. On remarquera qu’un élément
(21, 22) de DX, P! est entierement déterminé par la donnée de Resz, 21 et Resyz, 22,
ou celle de Respz,21 et Resz, 2a.

On définit un squelette d’action de G sur D K5, P! en posant, si z = (21, 22) :

e (98) 2= (22,21)

eSia€Q,alors (39) 2= (d(a)z1,0(a)22).

eSia€Zy alors (89)-2=((89)21,0(a)(2, 9)z2).

e Siz' = (59)2 alors Respz, 2’ = (5Y) - 21 et Resz, w2’ = 6(p)y(22).

e SibepZy etsiz = (§?) -z, alors

Resz, 2’ = (§%) - 21 et Respz, w2’ = up(Respz, (22)),
ot up =07 (1+b) (§ 1) oo (AED* 000 ) 00 (11/0+D)) sur D R pZ,,.

Il n’y a aucune raison pour que ceci définisse une action de G (une telle action serait
unique puisque G est engendré par w, le centre, les (3 (1’), pour a € Zg, (g (1)), et les
((1) ’1’), pour b € pZ,, mais pour obtenir une action de G, il faudrait que les relations
entre ces générateurs soient respectées). De fait, il ressort de la prop. IV.4.10 que la
seule involution ¢ fournissant une action intéressante de G est ¢« = ws. Nous allons
commencer par vérifier que ¢ = ws donne bien naissance & une action de G. Plus
précisément, on a le résultat suivant.

Proposition I1.1.8. — Si . = ws, les Op-modules D K5, P! & D K; P! sont munis
du méme squelette d’action de G. En particulier, le squelette d’action sur D K5, P!
supporte une action de G.

Démonstration. — 1l s’agit de vérifier que ’action de G sur D K5 P! est bien donnée
par les formules ci-dessus avec ¢ = ws.
Les deux premieres formules sont des évidences.
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La troisieme suit de ce que (3 (1’) commute a Resz,, si a € Zy, ce qui nous donne
Resz, (§9) 2= (§9)Resz,z = (§9)21, et de ce que w(§]) = (§2) (2 ¢)w, donc

Resz,w(39) -z = 6(a)Resz, (2, 9) - wz = &(a)( 2" 9)Resz,wz = 8(a)(a;" 9)22.

-1 9
0o 1
. p0).,_ (PO — (pO
Pour la quatrlemle on remarque que Respz (59) -z = (59)Resz,z = (£9)2, et
comme Resz, o (? 0 1) Y oResz,, on a

Resz,w((%9)z) = 6(p)Resz, (? 01 O)wz = 6(p)y (Resz,wz) = &(p)(z2).

Enfin, pour démontrer la derniére, on remarque que, si b € pZ,, alors (0 1) laisse
stable Z,, et w(pZy). On a donc Resz, (§%) - 2= (§¢)Resz,z = (§ %)z, et

Respz,w(§ %)z = (w(§?)w)Respz,wz = (w(} 8 )w)Respz, 2.

Or
by — (DT 0 1-1 b+1)2 b(b b4+1)~1

w(§w=(""y  -1) (0 1w PCD)w(F G+H™).
De plus, (} (’”‘;)_1 ) envoie pZ, dans 1+ pZ,, et w et ((bt)l)z b(b+1)) laissent stables
louvert 14pZ,. L’action de w se fait donc a travers ws chaque fois que w apparait dans
la formule ci-dessus pour w(§ %)w. On tombe donc bien sur la formule définissant uy,
ce qui permet de conclure.

Proposition IL1.9. — Si M est un sous-P*-module de D stable par v, et si M X z,
est stable par ws, alors M W5 P! = {(21, 22) € DRs P, 21,20 € M} est stable par G.

Démonstration. — C’est évident sur les formules du squelette d’action.

Lemme I1.1.10. — Soit M un (p,%, P(Zp))-module et « : M R Zy — M X Zy une
involution telle que le squelette d’action sur M X;, P! supporte une action de G.
Soient My D My des sous-O-modules de M vérifiant :

o My et My sont stables par P(Z,),

e My et My sont stables par Res,z, et Y(Mo) C My, (M) C My,

o My®WZy et M, X Z, sont stables par ¢.
Alors My ® P = {(21,22) € M K, Pl 21,20 € My} est stable par GL2(Z,).

Démonstration. — 11 est clair sur les formules du squelette d’action que My X P!
est stable par w et ( 1) ; il suffit donc de vérifier la stabilité par (1 Z»). Soient
donc b € Z, et z = (zl,zg) € My R P! On aaussi z = 2; + wRespzng et donc
(88)2=(3%)- 21+ (§2)w(B9) 9(22). Maintenant, (§%)2z1 = (1+T)°2; appartient
aMy=MyNXZ, C My X P!. 11 suffit donc de considérer le second terme qui se
réécrit sous la forme w(B w37 )w- (y1 + y2), ot y1 = Reszx (¥(22)) € My R Z;
et y2 = Resyz, (¥(22)) € My K pZ,. 1l résulte alors des hypotheses sur M; que l'on a
w(g P )w-y1 € M;RZY. On en déduit que (5 Dw (5 )w-y1 € Mo R pZ,, puis que

w(g ?)w((l) 7’1b )w y1 € My X P!. Enfin, on déduit de la formule du squelette d’action

pour (}7") agissant sur D K w(pZ,) 'appartenance de (g7’ )w - y2 & My R w(pZ,),
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et donc celle de w(59)w(P)w - y2 & My R w(pZ,) C My X P'. Ceci permet de
conclure.

8. Torsion par un caractére

Proposition I1.1.11. — Sin, 0 sont deuzr caractéres continus de Qy, alors
D(n) B,z P! = (D ®s P') ® (n o det).
Démonstration. — Si g = (2Y) € G, on note ay 4 la fonction = — n(cz + d) au lieu

de ag4. Si U est un ouvert compact de Qy, et si 2 € DX U, une application successive
des (iii), (iv) du lemme 1.4.7 et du (iii) de la prop. 1.4.3, nous donne :

Hsy2,g(2®1m) = gu (maanzyg (2® 77)) = 9« (maﬁnzyg (2)® 77)

= Myogiog—1 © Gx (m%n2,g (z)) ® N = gu © Moy’ (maanz,g (z)) .

Comme ¢'(z) = ((ng;db)cz’ on a
/ _ ﬂ(ad B bc) 2 _ _
(mog'(z)) M, ,(x) = o g dn*(cx + d) = n(ad — be)d(cz + d),

et donc myog © Mag 2 , = M(nogas2., = n(ad — bc)my, ,. Ceci permet de conclure.

4. Dualité
Lemme I1.1.12. — (i) Si h € G, si U est un ouvert compact de Qp tel que hU ne
contient pas oo, et si x € DRs-1 P! et y € D K5 P!, alors

{Respu(h - x),Respu(h - y)}q, = {Resu(z), Resy (v)}q, -

(i) Soit ([Tier Us) I (11 e Vi) une partition finie de P* en ouverts compacts tels
que oo nappartienne ¢ aucun des U; et 0 n’appartienne d aucun des V;. Alors, si
z € DRs-1 P! ety € DRs P!, la somme

Z{RGSUZ. (:B)v ReSUi (y)}Qp + Z{Reswv,- (w : 113), ReSij (w : y)}Qp
iel jeJ

ne dépend que de x et y et pas de la partition de PL.

Démonstration. — On a (cf. (iii) de la rem. II.1.7 pour la premiére égalité) :
{ReshU(h . SL'), ReShU(h . y)}Qp = {h . ResU (.’E), h- ResU (y)}Qp
= {ha(mg-1(Resy (2))), hu(ma,, (Resu (y))) }q, = {Resu(z), Resu (y)}q,,
la derniére égalité s’obtenant en appliquant le (ii) puis le (i) de la prop. 1.4.5. Ceci
démontre le (i).
Pour démontrer le (ii), il suffit de prouver que le résultat reste inchangé si on

raffine la partition, ce qui suit du (i) de la rem. 1.3.18, et qu'il reste aussi inchangé si
on transforme un U; en Vj, ce qui suit du (i) appliqué & h = w.

On note { , }p: Paccouplement sur (D Xs-1 P!) x (DX;sP') dont le (i) du lemme
précédent affirme ’existence (il est & valeurs dans L/ &, O}, ou L suivant que D est
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un objet de I, PT*(O5) ou ®I'**(£)). En partant de la partition Z, [ w(pZ,)
de P!, on obtient la formule

{(21, Zz), (zlla zé)}Pl = {Zl’ Zi} + {Respzp22, Respzpzé} = {21, Zi} + {1,[)(22),’(&(2:&)},
la derniére égalité venant de ce que Respz, = 9 et {¢(2), (')} = {2,2}.

Théoréme I1.1.13. — L’accouplement { , }p: est parfait et G-équivariant.

Démonstration. — {x,y}p1 = {Resz,(z),Resz,(y)} + {Respz,(w - x),Respz, (w - y)}.
On déduit la perfection de { , }p1 sur (D Ms-1 P) x (D K5 P!) de celle de { , } sur
(DR Z,) x (DR Z,) et sur (DX pZ,) x (DK pZ,) (rem. 1.3.18).

Pour montrer que { , }p1 est G-équivariant, on peut, si g € G, partitionner P!
sous la forme U; [JU2[[ U3 [[ Uy de telle sorte que :

e U; ne contienne pas oo et gU; ne contienne pas oo,

e U; ne contienne pas oo et gUs ne contienne pas 0,

e U3z ne contienne pas 0 et gUs ne contienne pas oo,

e U, ne contienne pas 0 et gU, ne contienne pas 0.
Alors {g-z,g-y}p: est égal &

{ReSgUl (g ' IL‘), ReSgUl (g : y)}Qp + {Resngz (wg : .’1:), Resngz (wy ' y)}Qp
+ {Resgu, (9 - 7), Resgu, (9 ¥) }q, + {Reswgu, (wg - 7), Reswgu, (w9 - y)}q,
et en appliquant le (i) du lemme I1.1.12 & h = g pour U;, h = wg pour Uy, h = gw
pour Uz et h = wgw pour Uy, on obtient que {g-z,g - y}p: est aussi égal &
{Resy, (z), Resy, (y)}q, + {Resu, (), Resu, (v) }q,
+{Resyu, (w - ), Reswu, (w - ¥) }q, + {Reswu, (w - x), Resyu, (w - y) }q,,
c’est-a-dire & {z,y}p1. Ceci permet de conclure.
5. Lien entre D Rs P! et D K; Qp- — Soit ¢ : DX Z; — D X Zy une involution.
On suppose que les formules du squelette d’action définissent une action de G sur
DXs, P! (c’est, d’apres la prop. I1.1.8, le cas si « = ws, et donc ce qui suit s’applique
a D X; P1).
Proposition IL1.14. — (i) Si z € D Rs, P, alors (Resz, (7 9)2),cn appartient d
DRQ,.
(ii) L’application Resq, : D K, P! - DX; Q, ainsi définie est B-équivariante.
(iii) Si U est un ouvert compact de Q,, alors Resy o Resq, = Resy.
(iv) Le noyau de Resq, est (0,D™) = {(0,a), a € D™}.

Démonstration. — En revenant aux formules du squelette d’action pour l’action
de (2 7), on obtient que Reszp((P;1 0) - z) est égal &
6(p) " 'Resz, (w(? %) wz) = 5(p)_1(6(p)1/)(Reszpw -wz)) = P(Resz, 2).

Autrement dit, Resz, o (1’;1 ‘1)) = 9 o Resz,, ce qui permet de démontrer le (i). La

commutation de Resq, & I'action de g € B suit alors formellement des formules du
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squelette d’action et de ce que, par hypothése, ces formules définissent une action
de G. Le (iii) est immédiat sur la définition, si U C Z,; le cas général s’en déduit
en utilisant le (ii). Enfin, si z = (21,22) € D K, P!, les propriétés suivantes sont
équivalentes (la derniére équivalence suit de la définition de D™) :

® Resq,z = 0;

® Resz,z = 0 et Res,-nz,_,z,2 =0, pour tout n € N;

e 23 =0 et Resz, pnz,22 = Resz, pnz,w - 2 = w(Res,-nz,_pz,2) = 0, pour tout
n€N;

o2 =0et 2o =Resynz, 22 € »™(D), pour tout n € N;

e 2 =0et 20 € D",

Ceci permet de conclure.

Remarque I1.1.15. — Si D € ®T'°(&£), I'image de DX, P! par Resq, est incluse dans
(D g& Qp)b-

Le module (D Xs Q,). s’identifie naturellement & un sous-B-module de D X;, P?
(si U est un ouvert compact de Q, et z € DRU, alors (Resz,nv 2, Resz, nwyw-z)) est
un élément bien défini de D X;, P!). Il n’en est pas de méme de D K5 Q,, (il y a une
condition & 'infini). Le résultat suivant permet de considérer D= (DX Qp)pc comme
un sous-P(Q,)-module de D K, P!, ce que nous ferons sans plus de commentaires.

Lemme I1.1.16. — (i) Si z € D, alors Res,-nz,(2) a une limite dans D ®;, P
(ii) L’application 1q, : D—D X5, P! qui s’en déduit est P(Q,)-équivariante.
(ili) On a Resq, o tq, = id sur D.

Démonstration. — Resp-nz, z—Respi-ng 2z = Respvnz;z s’écrit, dans D X, P!, sous
la forme

(O,w'Resp-nZ;z) = (O,w(l’;" (1’) -Resz;(”(;1 ‘l))z) = (O,J(p)_" ”: ?)L(ReSz; (”: (l’)z))
Or Resz» (PO" 9)z = ¢"(Resp-nzx2) tend vers 0 dans D (cf. les remarques suivant
le lemme 1.3.19). On en déduit que d(p) " (? O)L(Resz;(p 9)z), qui est égal a

01 01

d(p) "™ (L(ReSz; (”J ?)z)), tend aussi vers 0 dans D, et Res,-nz,2 — Res,i-nz 2

tend vers 0 dans D K5, P'. Ceci permet de démontrer le (i). Le reste suit, par conti-
nuité, de la prop. I1.1.14.

Lemme IL1.17. — Siz € D est tel que Respnz, z — 0 pour la topologie p-adique quand
n — 400, alorsw-z € D.

Démonstration. — Ecrivons z sous la forme z = (21,22) € D Ks, PL. Si
Resynz,z — 0 pour la topologie p-adique, alors w - z est somme de la série

zo+ 0 6(p)" ™" ((Reszs (¢ "Respnz, 21))), qui est une série convergeant dans D
car son terme général tend p-adiquement vers 0.
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I1.2. Les sous-modules D! X; P! et D" K P! de D K; P!

1. Propriétés conditionnées a la stabilité par G. — Si D est un (p,I')-module étale
et sid € J(0L), soit

D'R; P! = {2 € DR; P!, Resq,z € D'KQ,}.

Remarque I1.2.1. — (i) Si D € ®I'**(Oy), alors D* K Q,, est la limite projective des
D,”c X Q,, ot Dy = D/p*D, et donc D* W5 P! est la limite projective des Dﬁ ;s P!,
si D € ®T°4(&), alors D*Xs P! = L- (D‘i X5 P!), pour tout Og-réseau Dy de D stable
par p et I.

(ii) Si D € ®T*(0s), alors D¥ X Q, est un sous-&-module saturé de D X Q,, et
donc D¥X; P! est un sous-&r-module saturé de D X; P!. (La saturation de D* K Q,
suit de ce que D — D* X Q,, est un foncteur exact (th. 1.3.9) ; le module D* n’est, en
général, pas saturé dans D.)

On définit le sous-Or-module D X5 P! de D K5 P! de maniére un peu différente
suivant que D est un objet de ®I'¢t | ®I'**(Og) ou S (&) :
—si D est un objet de ®I'¢t . ou I'°*(&), on pose

tors
D'"®s P! = {z € DX;s P!, Resq,z € D"XQ,},
—si D € ®I'**(Oy), le sous-Or-module
(D*®s P')ys = {z € DRs P!, Resq,z € D" R Q,}

de DX P! n’est pas forcément saturé ; on note D'X; P! son saturé (46) (i.e. Pensemble
“des z € DX P! tels que pFz € (D" ®s5 P'), pour tout k assez grand).

Remarque 11.2.2. — (i) Si D € ®T°*(Os), alors (D" X5 P1),¢ est la limite projective
des (D/p*D)! ®; P! et D' X; P! est I'intersection de D X P! avec (L - D)" Ks P*.

(ii) Dans tous les cas, D" X5 P! est un sous-&r-module de D* X5 P! (c’est clair
si D est un objet de ®TSE  ou PI*(&); si D € PI'**(Og), cela suit de ce que
D! ®; P! est saturé dans D X5 P'). De plus, Db X5 P! contient (cf. prop. 1.3.20) le
sous-P(Q,)-module D 2 (D! ® Qp)pe de D = (DR Qp)pe-

(iii) Le module (D*X;P')/(D!R5P?!) s'injecte dans (D*XQ,)/(D'XQ,) = D*/D"
(resp. dans son quotient par son sous-Op-module de torsion) si D est un objet de
It . ou BT (&) (resp. si D € IY(O)). 1l en résulte que D¥ K5 P! = D K; P! si
D est irréductible de rang > 2 sur & ou sur Og.

(iv) Si D € @I (0g), alors (D! X5 P)/(D4 Ks Pl),s s’injecte dans le
sous-O-module de torsion de D#/D%; c’est donc un &r-module de longueur fi-
nie.

Comme Resq, est B-équivariante, D'"X; P! et D! K5 P! sont stables par B, mais

pas, a priori, par G.

(46) La raison pour saturer Df ®s5 P! est que l'on veut que II(D) = (D K5 P1)/(D! ®s P!) soit
un objet de Reps, G, et donc soit sans p-torsion. Il n’est pas siir que ce soit la maniére la plus
intelligente de procéder.
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Remarque I1.2.3. — Soit D un (¢, T')-module étale sur Og.

(i) Si Dt [R5 P! et D¥ X5 P! sont stables par G, alors ils sont compacts. En effet, ils
sont fermés dans D X5 P! (si D € Ot , cela suit de la continuité de Resq, ; dans le
cas D € ®T(Oy), il faut de plus utiliser le (iv) de la rem. I1.2.2), et si X € {D*¥, D"},
alors X X; P! est inclus dans {z € D K; P!, Resz,z € X et Resz,w -2z € X} qui
est compact. On en déduit que D* K5 P! est le plus grand sous-&-module compact
de DX P! stable par G : en effet, 'image d’un tel ensemble par Resq, est compacte
et stable par P(Q,), et donc est incluse dans D¥ X Q,, (cf. prop. 1.3.12).

(ii) Sous la méme hypothese, Resq, induit une surjection de D" X5 P! (resp. de
(D" ®5 Pl), si D € ®T°(O)) sur D! K Q,. En effet, 'image est compacte et donc
fermée et elle contient DT qui est dense dans D' K Q, (cela suit du th. 1.3.13). Par
contre, D¥ X5 P! n’a aucune raison, en général, de se surjecter sur D¥ X Q,,.

(iii) On déduit du lemme II.2.5 ci-dessous que si 0 — D; — D — Dy — 0 est une
suite exacte d’objets de ®T'Ct et si D" K5 P! est stable par G, il en est de méme
de D! ®; P! et Dg Xs PL. La réciproque est, en général, fausse.

(iv) Le foncteur D — D X Q, est exact. On déduit donc des points ci-dessus et

de la prop. I1.1.14 que, si 0 - D; — D — Dy — 0 est une suite exacte d’objets
de BT _ tels que D" K, P! soit stable par G, alors D ®; P! est d’indice fini dans le
noyau de D s P! — Dg X5 P! et le conoyau de D' X; P! — Dg X5 P! est fini. On en
déduit que la suite 0 — D;‘ X; P! - D'K; P! — Dg K5 P! — 0 est exacte si aucune
des représentations de G ci-dessus n’admet de morceau fini dans sa décomposition
de Jordan-Holder (ce qui est le cas général, mais nous renvoyons le lecteur au n®7
du § VII.4 pour des contrexemples).
Lemme I1.2.4. — Soient D € ®T¢, et 6 : Qp — OF, un caractére continu. Si M est
un sous-Or,-module ouvert compact de D Xz P, stable par G et contenant D" X5 P!,
alors son orthogonal M+ est un sous-Or-module ouvert compact de DRs-1 P!, stable
par G et contenu dans D" Ks_. PL.

Démonstration. — M~ est stable par G et fermé car { , }p: est continu et G-équi-
variant. De plus, M C D! X5 P! d’apres le (i) de la rem. 11.2.3, et donc M+ contient
Dtt* X Z,. Comme il est stable par G, il contient aussi D** KZ, +w - (D** K Z,),
ce qui prouve que M+ est ouvert. Il ne reste donc plus qu’a prouver qu’il est contenu
dans D" X;-1 P1. Or M contient D" K5 P! qui contient D+ X Z,, ce qui implique
que tout élément z de ML vérifie {Resz,z,z} = 0, pour tout € D*. Cette derniére
condition équivaut a Resz,z € Db d’apres la prop. 1.3.4, et ML étant stable par G,
on a Resz, (7' %)z € D" pour tout n € N, et donc z € D" Ks-1 P'. Ceci permet de
conclure.

Lemme I1.2.5. — Soient D € ®T'55 etd : Qp — OF, un caractére continu. Si DRsP!
posséde un sous-Or,-module ouvert compact M stable par G, alors D"X; P! est stable
par G.
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Démonstration. — Commencgons par remarquer que I'image M’ de M par Resq, est
compacte et stable par P(Q,) puisque M 1'est. Comme de plus, M est ouvert dans
D X5 P!, son image par Resz, engendre D. Il en résulte, d’apres le th. 1.3.13, que M’
contient D ® Q,. Maintenant D X; P! est, par construction, stable par P(Q,); il
en est donc de méme de M + (D" K5 P!). Soit alors z € D" Ks PL. 1l existe y € M
tel que Resq,(z — y) = 0, ce qui signifie, d’apres le (iv) de la prop. I1.1.14, que z — y
est de la forme (0, ), avec @ € D™. On a alors w - z = (e,0) + w - y, et comme
(a,0) € D" K5 P!, on en déduit que M + (D X5 P') est stable par w, et donc aussi
par G. Son orthogonal M’ est alors un sous-&;-module ouvert compact de DXs-1 P!,
qui est stable par G et inclus dans D% K;—1 P! d’aprés le lemme I1.2.4. On déduit
donc de ce qui précede, appliqué & M’ et D au lieu de M et D, que D! K;—: P!
est un sous-Or-module ouvert compact de D ;-1 P!, stable par G. En réitérant le
raisonnement en partant de I’orthogonal de D! ;-1 P! (inclus dans D"Xs P! d’aprés
le lemme 11.2.4), on en déduit que D% X5 P! est un sous-&-module ouvert compact
de D K; P!, stable par G.

Proposition 11.2.6. — D! Rs P! est stable par G si et seulement si D¥ K5 P est.

Démonstration. — Le cas D € ®I'**(&) se déduit du cas D € ®I'**(O¢) en tensorisant
par L; on suppose donc que D est un (¢, I')-module étale sur &¢ dans ce qui suit.

Commencons par supposer que D5 P! est stable par G et montrons que D!X; P!
Iest. Il suffit de vérifier que D¥ K5 P! est stable par w. Soit P € €1[X], unitaire, tel
que P(3) tue D*/Db. Si o = (1’;1 ‘1)), alors P(a) envoie D* K Q,, dans D" K Q,, et
donc aussi D¥ K5 P! dans D! K5 P!. Soit z € D! K5 P'. D’aprés ce qui précede, on
a Pla)-z € Di ®s5 P!, et comme D' X5 P! est, par hypothese, stable par w, on a
w- P(a) -z € D" K5 P1. Maintenant w - P(a) = Q(a™!) - w, ou Q(X) = P(6(p)X)
est un polynéme unitaire & coefficients dans €1, et on a Q(a™!) - (w - z) € D' K; P1.
D’apres la prop. 1.3.16, cela implique w - z € D¥ X5 P!, ce qui permet de conclure.

Supposons maintenant que D¥ X5 P! est stable par G. Si k € N, soit Dy = D/p*D.
L’image de D* X5 P! dans Dy X5 P! est stable par G pour tout k. Or cette image est
compacte puisque D* X5 P! I'est (rem. I1.2.3) et ouverte car D¥ K5 P! contient D*+
qui se surjecte sur D+, ce qui fait quelle contient (Dif * R Z,) +w- (D{ t ®Z,). On
est donc dans les conditions d’applications du lemme I1.2.5; on en déduit la stabilité
de Di Xs P! par G et, en passant & la limite projective (si D € ®I'°*(Ops)), celle de
(D% R5 P1),s et de son saturé D" X P

Ceci permet de conclure.

2. La représentation conditionnelle TI(D) de G. — On suppose que D" X5 P! est
stable par G, et on note II(D) le quotient de DX P! par D& P!. On renvoie au (iv)
de la rem. I1.2.3 pour des commentaires sur la (non)-exactitude de D — II(D), étant
entendu que le foncteur D — D X5 P! est, quant-a-lui, trivialement exact.

On rappelle que I’on dispose d’une application résy : DX Q, — D¥/D"b,
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Lemme IL2.7. — Si z € D vérifie téso(z) = 0, alors il eziste & € D* ety € D tels
que z =T+ w:-y.

Démonstration. — D’apres la prop. 1.3.23, on peut écrire z sous la forme z + y’, avec
zeDt ety € D vérifiant Resynz,y’ — 0 p-adiquement, quand n — +oc0. D’aprés le
lemme I1.1.17, il existe y € D tel que ¥y’ = w - y. Ceci permet de conclure.

On définit 1és,, : D s P! — D¥/D¥ par 1éso(2) = réso(Resq, (w - 2)).

Corollaire I1.2.8. — (i) Tout élément de D X5 P! dans le noyau de 1és., peut s’écrire

sous la forme z =z +w - y,avecmeD ety€D+ N
(ii) D"Rs P! = D+ +w- D+ [resp. (D' RsP)ps = D +w- D si D € ®T(O)].

Démonstration. — On peut écrire z sous la forme Res,z,2+w-Resz,w-z. La condition
1éso(z) = 0 équivaut & résg (Resz w - z) =0, ce qui permet d’ utiliser le lemme 11.2.7
pour écrire Resz, w-z € D C D sous la forme To + w - Yo, avec Ty € D+ et Yo € D.1l
suffit donc de poser y = o et = = yo + Res,z,2 pour démontrer le (i).

Pour démontrer le (ii), on commence par remarquer que ’on peut écrire tout élé-
ment z = (21, z2) de 7 D*RsP?, sous la forme Respz, (21)+w- 22, et comme z; € Db,
on a 1éss.(z) = 0. Il résulte alors du (i) qu il existe y € D+ tel qQuezr=z—w-y € D.
Par ailleurs, D+ C DR P!, et donc w-D* C D"®sP. On en déduit 'appartenance
dezaDn (D" Rs Pt = D"”, ce qui permet de conclure.

Corollaire I1.2.9. — (i) Si D € ®I'¢t , Uapplication rés., est identiquement nulle sur
D! ®s5 Pl et induit la suite exacte suivante de B-modules :

0— 5/5"' — II(D) — D*/D* — 0.

(ii) Si D est irréductible de rang > 2 sur Og ou &, alors linjection naturelle
de D/D% dans II(D) est un isomorphisme de P(Qp)-modules.

Démonstration. — Le (i) suit directement du cor. I1.2.8. Le (ii) est une conséquence
du cor. I1.2.8, de ce que D*/D" est de torsion (resp. nul) si D € ®T'**(O,) [resp. si
D € ®I'*(&)] est irréductible de rang > 2, et de ce que D est saturé dans D K P!,

Lemme I1.2.10. — (i) Si D € ISt , alors II(D) € Rep,q,sG.-
(ii) i D € ®I**(Og), alors II(D) € Repy, G.
(iii) Si D € ®T°*(&), alors II(D) € Rep; G.

Démonstration. — Compte-tenu du (i) de la rem. I1.0.6, la seule chose qui n’ait pas
déja été vérifiée pour le (i) est que II(D) est de longueur finie sur € [G]. Or il est
déja de longueur finie sur &[P(Q,)] d’apres le cor. 1.3.22 et le cor. I1.2.9.

Si D € ®I'*t(O), alors II(D) est le quotient de (D K5 P')/(D"XsP'),, qui est la
limite projective des II(D/p*D), par son sous-&p-module de torsion, ce qui permet

(47) Si D € ®I'*t(O), il faut remplacer D K5 P! par (D K5 P1),s dans tout ce qui suit.
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de déduire le (ii) du (i). Le (iii) s’en déduisant en tensorisant par L, cela permet de
conclure.

3. Dualité. — On suppose encore que D" K5 P! est stable par G.

Théoréme I1.2.11. — D"R;P! et D' K- P! sont les orthogonauz 'un de autre pour

{, }p.

Démonstration. — Notons simplement D! X P! et DU K P! les espaces D' K P!
et D" R;-. PL.

Commengons par supposer que D € ®I'¢ . Comme DERP! est stable par w et que
{, }p1 est équivariant sous I’action de w, il suffit, compte-tenu du (ii) du cor. I1.2.8, de
prouver que DX P? est orthogonal & 5’“, pour démontrer orthogonalité de DY P!
et DY P, Soit donc z = (z1,72) € DY K P, et soit y € D*. On peut décomposer y
sous la forme yo+y T, avec yo € D™ et y+ € D++. On a alors {z,y0}pr = {T1,%} =0
puisque yo € D™ C D%, et ; € D (cf. (i) de la prop. 1.3.4).

Par ailleurs, y* est la limite de Res,-nz y* dans D X P'. On en déduit que
{z,y*}p: est la limite, quand n — +oco, de

{z,Res,-nz,y" }q, = {Resp,-nz, 2, Res,-nz, y" }q,

= {¢"(Resp-nz,2), 9" (Resp-nz,y7)} = {Resz, ((% 7)z),Resz,¢"(y7)},
et comme Resgz p((p(;‘ ?)x) varie dans DY qui est compact, tandis que ©™(y*) tend
vers 0, un passage 2 la limite montre que {z,y* }p: = 0. On en déduit 'orthogonalité
de D" X P! et D' X P! dans le cas D € ®T'St ..

Les mémes arguments montrent que (D! XP1), et (DY K P?),q sont orthogonaux,
si D € ®T't(Og) ; par linéarité, il en est de méme de DVXP! et D!KP!. Enfin, on peut
déduire cette orthogonalité dans le cas D € ®I'**(&) de celle du cas D € ®I'**(Oy)
en tensorisant par L.

Maintenant, si D est de torsion, I'inclusion de (D! X P!)* dans DI K P! a déja été
démontrée (lemme I1.2.4), ce qui permet de conclure, si D € ®I'{ .

Supposons maintenant D € ®T°*(Os), et posons Dy = D/p*D si k € N. Alors
dans le diagramme commutatif

00— D» —— (D'RP'),, —= D' KQ, —=0

R

0 Dy D! R P! DiKQ, —0

— les lignes horizontales sont exactes (par le (ii) de la rem. I1.2.3),

— la fleche verticale de droite est surjective,

- il existe ¢ € N tel que p°® tue le conoyau de D** — D' pour tout k € N.

On en déduit que l'image de (D" X P'),, contient pc(Di X P!), et donc que si
z € DR P! est orthogonal & D' X P! (ce qui équivaut & ce que z soit orthogonal
3 (D' ®P),s qui est la limite projective des D! X P1), alors p°z est orthogonal &
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Dh X P!, pour tout k£ € N. Il résulte donc du cas de torsion que, modulo p*, on a
p°z € Dh X P!, et donc que p°z € hmDh XP! = (D!XP),, et z € DI XPL. D'on

le résultat si D € ®I*(Os); le cas D € oret (& ) s’en déduisant en tensorisant par L,
cela permet de conclure.

Corollaire I1.2.12. — D"X;_1 P! est stable par G, et si Il = D X;5_1 P1/Di K1 P?,
alors D! Rs P! est le dual de I tandis que D" Rs—1 P! est le dual de II = TI(D).

Remarque I1.2.13. — Si D € ®T'¢ | la représentation IT de G apparaissant dans le
corollaire est la contragrédiente de II (cf. prop. IV.4.16).

4. Résultats en famille. — Soit S une & -algebre quotient de O [[X7, ..., Xq]], sans
p-torsion et de corps résiduel kr. On note mg I'idéal maximal de S. Alors S est la
limite projective des S, = S/m% et S, est une &-algebre finie pour tout n. On note
Z Despace analytique sous-jacent au spectre formel de S : si M est une extension
finie de L, alors 2 (O)r) est 'ensemble des morphismes continus s : § — Oy de
Or-algebres. Si s € 2 (OL), on note m, 'idéal premier de S lui correspondant.

On note SR la limite projective des S, ® ¢, O, que I'on munit d’actions S-liné-
aires de ¢ et I, en faisant agir ¢ par 1® ¢ et v € I' par 1 ® v sur chaque S, ®¢, O¢.

Un (p,T)-module étale sur SR est un (S®Es)-module libre *®) de rang fini,
muni d’actions semi-linéaires commutant entre elles de ¢ et T', telles que (D) en-
gendre D sur S®0. Un tel module peut étre vu comme une famille de (¢, T')-modules
étales sur Op variant analytiquement sur 2 :si s € Z(0y), alors Ds = D®g (S/my)
est un (¢, ')-module étale sur Og.

Si D est un (¢,T)-module étale sur S®Os et si § € ?(S), on définit le
S[G]-module D K5 P! par les formules du § IL1, et alors D Xs P! est la limite
projective des (S, ®g D) s P!, ce qui en fournit une définition alternative, les
Sy ®s D pouvant étre vus comme des objets de ®I'S | en oubliant 1'action de S,,.

On définit D' C D* C D comme les limites projectives des (S, ®sD)" et (S,®sD)".
L’action de 1 passant & la limite, on dispose des S[P(Q,)]-modules D'XQ, et D!XQ,,.
On définit (D"XsP1),s et D*XsP! comme les images inverses dans DXs P! de D'RQ,,
et D* X Q, par Resq, ; si s € 2'(0L), la réduction modulo m, envoie (D" K5 P!),q
et D! K5 P! dans (Dh Xs Pl),s et D! K5 P! respectivement.

On définit D comme la limite projective des O ®0, (Sp ®s D), et on note D+
P’ensemble des z € D tels que ¢"(z) — 0 quand n — +oo0.

Lemme 11.2.14. — La réduction modulo mg induit des surjections

D! - D! D' D! et Dt Dit.

Démonstration. — Cela suit de la prop. 1.3.2 et de ’exactitude du foncteur D — D++
(rem. 1.3.5(i)).

(48) La théorie marche aussi bien [84] avec « de type fini » au lieu de « libre de rang fini », mais nous
n’en aurons pas besoin. De méme, I’hypothése « S sans p-torsion » n’est pas vraiment nécessaire.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



336 P. COLMEZ

Soient D un (i, T')-module étale sur S®0s, et § : Qp — S* un caractere continu.
On suppose que (D' X; P!),, est stable par G, et on note II(D) le S[G]-module
(D ®5 P')/(D" B P1)ss.

Proposition I1.2.15. — Si s € 2 (0L), alors DiX; P! est stable par G, et l’application
naturelle TI(D) — TI(Dy) est surjective, ou II(D,) = (D, Bs P')/(D! X5 P1).

Démonstration. — Si A est un quotient fini de S et si Dy = A ®g D, I'image de
D! X5 P! dans D4 X5 P! est compacte, stable par G, et contient M = Dj4‘+ puisque
D! K5 P! contient D+ et que l’application naturelle D+t - 5:{4' est surjective.
Comme M +w- M est un ouvert de D4 X;P?!, on est dans les conditions d’application
du lemme I1.2.5, ce qui permet d’en déduire la stabilité de Di‘ s Pt

Sise Z(0L),si A= S/m; (et donc A= O1), et si A, = S, ®s A, alors A, est
fini pour tout n et A est la limite projective des A,. Comme le module (D% K5 P1)
est la limite projective des Di‘n Xs P!, il est stable par G; il en est donc de méme
de D! ®; P1.

Enfin, ’application z — (Reszpz, <p_1(Respzpw . z)) est un isomorphisme de S-mo-
dules de DX;s P! sur D@ D. On en déduit la surjectivité de (DX;sP!) — (D, XsP1),
et donc celle de II(D) — II(D;).

Lemme I1.2.16. — Si D' X5 P! est stable par G, il en est de méme de (D" X5 P1),s.

Démonstration. — Il résulte de la démonstration de la prop. I1.2.15 que Dgn X5 P est
stable par GG, pour tout n. Il en est donc de méme de la limite projective des Dg" X P!
qui n’est autre que (Dh X5 P1),s. Dot le résultat.

I1.3. (p,I')-modules de rang 2 et représentations de GL2(Q;)

1. La représentation II(D) attachée ¢ un (p,I')-module de rang 2. — Si D est un
(¢, T')-module libre de rang 2 sur O, le module A2D est libre de rang 1 et donc de
la forme O ® ap, o ap est un caractere continu de Qp dans O7. On note :

e Jp le caractere défini par dp(z) = (z|z|) " 'ap(z) (le choix d’un isomorphisme
A2D = 04 ® &), fournit des isomorphismes = — 2 ® 6" de D sur D et = — 2 ® dp
de D sur D),

e DX P! le G-module D K;, P'; son caractere central est donc dp,

e wp : DXZ7 — DX Z7 Vinvolution ws,.

Comme on est en dimension 2, lirréductibilité de D équivaut a ce que
HO(#',V(D)) = 0, ou & ce que D™ = 0, ou encore & ce que D¥/D" soit de
torsion sur &7, ; elle implique que D! K P! = DI K P1,

Théoréme IL3.1. — (i) Le sous-module D' X P! de D X P! est stable par G.
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(ii) La représentation II(D) = (D R P')/(D" K P!) est un objet de Rep,, G, et
DU X P! est isomorphe *? 4 TI(D)* ® 6p. On a donc une suite ezacte

0 — I(D)* ®ép — DR P! — (D) — 0.

Remarque 11.3.2. — (i) Le (i) du théoréme implique les points (ii) et (iii) d’apres le
cor. 11.2.12, & V’exception de 'isomorphisme D% K P! 2 I1(D)* ® 6p. Celui-ci suit de
ceque D= D® 551, et donc que II(D)* = II(D)* ® ép.

(ii) La démonstration du (i) du théoréme se fait par prolongement analytique a
partir, au choix, du cas cristallin ou du cas triangulin (cf. note 7 pour les limites
de cet argument); cela demande de montrer que la correspondance D — II(D) se
comporte bien en famille. C’est 'objet du th. I1.3.3 ci-dessous.

On reprend les notations du n° 4 du § I1.2, et on suppose, dans toute la suite de

ce §, que D est un (¢, I')-module étale de rang 2 sur S®0s. Le module A2D est
libre de rang 1 et donc de la forme (S@ﬁg) ® ap, ot ap € Z(S). On note, comme

d’habitude, 6p 1’élément de 7 (S) défini par dp(z) = (z|z|)ap(z) et D K P! le
S[G]-module D K, P!.

Théoréme I1.3.3. — (i) Le sous-module (D' X P'),s de D X P est stable par G.
(i) Sis € X (OL), alors D'RP! est stable par G, II(D,) = (D; XP) /(DR P?)
est un objet de Rep,, G et Uapplication naturelle II(D) — II(D;) est surjective.

Démonstration. — On remarque que le (i) implique le reste en vertu de la prop. 11.2.15.
La démonstration du (i) se fait en trois étapes.

— On commence par démontrer (n°2) que si Z contient une suite zariski-dense
(sn)nen de points de Z°(€r) telle que le (i) soit vrai pour D5  pour tout n € N,
alors le (i) est vrai pour D et pour D;, pour tout s € Z(0L).

— On vérifie (n°3), en utilisant les résultats de [8], que le (i) est vrai pour un
(¢, ')-module cristallin (et méme cristabélin). (Les calculs permettant d’établir ce
résultat sont un peu délicats; ils peuvent étre évités en utilisant les résultats du
chap. IV (cf. cor. IV.4.13 ol le résultat est étendu au cas triangulin grice aux travaux
de [8, 26, 32]).)

— On montre (n° 4), en utilisant les résultats de [28, 55|, que ’on peut incorporer
n’importe ®® quel (¢, T')-module de rang 2 dans une famille analytique comportant
une sous-suite zariski-dense de points cristallins.

2. Réduction a une famille zariski-dense. — Dans tout ce qui suit, (s,)neN €st une
suite de points de 2" (0L ), zariski-dense dans 2, et sin € N, alors I,, = mg,N- - -Nmg__.
On suppose que le (i) du théoréme est vrai pour D;, , quel que soit n € N, et notre
but est de montrer qu’alors il est vrai pour D et, quel que soit s € Z2°(0L), pour D;.

(49) Lisomorphisme dépend du choix de A2D 2 g ® &7, ci-dessus.
(50) Cf. note 7 pour des restrictions temporaires
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Lemme 11.3.4. — La suite d’idéauz (I,)nen tend vers 0 : quel que soit k € N, il existe
N €N tel que I, Cmk, sin > N.

Démonstration. — Supposons le contraire. Comme la suite I,, est décroissante, cela
signifie qu’il existe k € N tel que I, ¢ m’§+1, quel que soit » € N. Soit donc, si
n € N, un élément f, de I, n’appartenant pas & m’g"'l. Comme S est compacte,
quitte & extraire une sous-suite de la suite (f,)nen, On peut supposer que cette suite

a une limite f dans S. De plus, la topologie de LS'/mlg.+1 étant discrete, la suite f,

est stationnaire modulo mg“ et f n’appartient pas a mg“; en particulier, f # 0.
Maintenant, par construction, f,(s;) = 0 si ¢ < n, et donc, par passage & la limite,
f(si) = 0 quel que soit ¢ € N, ce qui est contraire & la zariski-densité de (s, )neN-

Ceci permet de conclure.

Lemme I1.3.5. — Si (z®))en € DR Q, est tel que (z¥)(s,))ken € DE K Q,, quel
que soit n € N, alors (z®))ren € D¥ R Q,.

Démonstration. — Commengons par démontrer, par récurrence sur n, qu’il existe
(a%k))kEN € D'RQ, et (bﬁ,k))keN € (In - D) X Q,, tels que z(®) = alf + b, quel
que soit n € N.

— Pour n = 0, cela résulte de la surjectivité de D* Q, — Dgo X Qp.

— Si le résultat est vrai pour n — 1, on a par hypotheése (bglk_)l(sn))keN eD! XQ,
et bflk_)l € I,_1 - D, pour tout k € N. Soit fo € I,_1 tel que v,(fo(s,)) réalise le
minimum de v,(f(sy)), pour f € I,_;. Alors (bgk_)l(sn))keN appartient & la fois &
(D% ®Qp) et a (fo(sn)Ds, ®Qp), et donc & fo(s,)(Df RQy) puisque D — D¥RQ,
est un foncteur exact (th. 1.3.9). Maintenant, la surjectivité de DX Q, — D} KQ,
nous fournit (y*))ren € D¥RQ, tel que fo(sn)y,(lk)(sn) = bglk_)l(sn), pour tout k£ € N.
En posant bk = bilk_)l - foyﬁf), on a

(b)) nen € ((In-1 - D) B Q) N (s, - D)R Q) = (I - D) K Q).

On obtient la décomposition voulue a l’ordre n, en posant a%k) = aflk_)l + foy,(Lk), quel
que soit k € N.

Maintenant, il résulte du lemme I1.3.4 que bslk) tend vers 0 dans D quand n tend
vers +00; on a donc (w(k))keN = limn_,+oo(a$1k))k€N dans DX Q,, et le résultat suit
de ce que D! ® Q, est fermé dans D X Q, car compact.

Lemme I1.3.6. — (D" X P'), est stable par G.

Démonstration. — D’apres le lemme I1.2.16, il suffit de prouver que D! X; P! est
stable par G. Soit donc z € D¥ X5 P! et soit g € G. On a Resq,2(sn) € Dgn XQp et
z(sp) € D! s P!, pour tout n € N. Comme D% &; P! est, par hypothese, stable
par G, il en est de méme de Dgn X5 P! d’aprés la prop. I1.2.6. On en déduit que
g-2(sn) € D! X5 P! et Resq, (g - 2(sn)) € D! K Q,, pour tout n € N. D’apres le
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lemme II.3.5, cela implique ’appartenance de Resq,g - z & D'R Qp, et donc celle de
g-z a D¥X; P, Ceci permet de conclure.

8. Représentations cristallines. — On peut éviter le recours aux calculs explicites de
ce numéro en utilisant les résultats du chap. IV (cf. cor. IV.4.13). D’un autre c6té, il
est assez rassurant de pouvoir mener ces calculs a bien...

Soit k un entier > 2. Soient a;,as € T (L) des caractéres localement constants
vérifiant a1yt ¢ {1, |z|,|z|71}, et tels que —r; = vp(ai(p)) < 0, si i = 1,2, et
1 +72 =k — 1. On note Dy, 4,, le (¢, N,G)-module filtré L - e; & L - ez, avec

{so(el) = ai(p)er, {Nel =0, {g(el) =o(d@en, g
p(e2) = az(p)es, Nes =0, g(e2) = aa(x(9))ez ’
Do, oy sii<1—k,
Fil'Da, 0y = { L - (G(a1)er + Glag)ey) sil—k<i<O,
0 sii> 0.

Dans la formule ci-dessus pour la filtration, G(a) et G(aq) sont des sommes de
Gauss : si on a fixé un systéme compatible ((,~),en de racines primitives pV-ieme
de 'unité, et si 6 € é\, alors G(0) ne dépend que de la restriction de 0 & Z3, et on a
G(6) = 1 si cette restriction est triviale, et, si § est de conducteur p~, avec N > 1,
alors G(8) = 3 ;¢ (z,/pNz,)~ 0(2) v . En particulier, on a g(G(9)) = 5 Y (x(9))G(d)
si g € Yq,, ce qui fait que la filtration est bien stable sous I'action de 9q,.

Le (o, N,9q,)-module filtré est admissible et irréductible grace aux conditions
mises sur r; = —vp(a1(p)) et r2 = —vp(az(p)). 1l existe donc Vi, 0, € Repr9q,
telle que Dpst (Vo ,02) = Day,a,, €t le déterminant de Vg, o, est zFlajas. On note
Aq, 0 et Al respectivement les (p,I')-modules D(Vy, o,) et DT (Va4 4,). On a

1,02

donc Ay, 0, = € Qgt Al ., et on peut décrire A}, . comme un sous-&'-module
de Ze, ® Zes; de maniere précise, si z1,x9 € X, alors T1e7 + T2e5 € ALLQZ si et

seulement si :
e 17 est d’ordre r; et x5 est d’ordre 7o ;
e G(an)au(p) 9 ™ (21) — Gaz)az(p) "9~ (x2) € t* L, [[t]], pour n > 0.
En particulier, si p; et us sont des distributions sur Z,, alors

(/ 1+ T)zul)el + (/z 1+ T)I#Z)eZ € AIu,aQ

P P

si et seulement si py est d’ordre rq, po est d’ordre rq, et si
Glaan® ™ [ oot = Glan)as) ™ [ Goat
Z, z,

pour tous ¢ € {0,...,k — 2}, et n € N assez grand.
Soient

k-1 _ _ -1 -1 _ .k
{51,a1 =z" " "oy, {52,a1 = ay, {5a1 = 01,0105 o, (T]Z)) 7T =2
=z

61,(12 = mk_lal» 6042 = 61,0262_,;;2 ('lel)_l k=2

o0y el

02,0, = Q2, a1012_1|.z’|‘1.
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Si ¢ € {1,2}, notons II(a;) la représentation II(41,q,,d2,q,,00) de GL2(Q,) dans les
notations de [26]. Rappelons que II(a;) est un quotient de I’espace des fonctions ¢ de
classe €™ sur Qp, telles que = — d4,(x)¢(1/x) se prolonge en 0 en une fonction de
classe €, muni de I’action & droite de GL2(Q,) définie par
ab _1 ar+b . .
o*(28) = x; '(ad — bc)ba, (cz + d)p(——), o xi = (z|z|) 01,0,
cx+d

On note II(a;)* le dual topologique de II(c;) que 'on munit de l'action & gauche
définie par (g - p, ) = (1, ¢ * g).

Soit g = (z|z|)"'det Va0, = (z|z|) 2% lajas. Les caractéres centraux
de TI(a)* et II(az)* sont tous deux égaux & &; .

Le théoréme principal de [8] peut se reformuler de la maniére suivante.
Théoréme I1.3.7. — Si z = (2(M),cz est un élément de (Al ® 6, )R Q,, il existe

1,02

Mz € I(an)* et o € H(ag)* telles que, quel que soit n € Z, on ait

2™ = (al (P)n/ (1+T)P"® Hz,l)el + (az(P)n/ (1+T)P"® #z,z)ez‘

—nZ, p~"Zp
De plus, z — ;1 et 2 .3 sont des isomorphismes de (A% | ®65") ;-1 Qp sur
! o

II(0n)* et II(ag)* qui sont B-équivariants, et l’application composée pi, 1 — 2 — pi, 2
est un isomorphisme G-équivariant de II(aq)™* sur II{ag)*.

Proposition I1.3.8. — (i) Le sous-module Al . s, P! de Mg, o, M5, P! est stable
par G.
(ii) (AL, 4, ® & h &50_1 P! est isomorphe, en tant que G-module, ¢ II(a;)*

et IT(ag)™.

Démonstration. — Le (i) se déduit du (ii) car les G-modules (Aq, o, ® 05 ") X st P!
et (Aay,ap X5, P1) ® 85! sont isomorphes (cf. prop. I1.1.11). Pour démontrer le (ii), il
suffit, compte-tenu du th. I1.3.7, de vérifier que w agit de la méme maniere des deux
cotés, et les formules du squelette d’action montrent qu'il suffit de le vérifier sur Zj.
L’isomorphisme ci-dessus nous raméne, d’aprés le (i) de la rem. I1.1.3, & démontrer le
lemme II.3.13 ci-dessous.

La démonstration de ce lemme demandant de jongler un peu avec les espaces fonc-
tionnels, nous allons commencer par faire quelques rappels et démontrer un certain
nombre de résultats techniques.

— On note LA I’espace des fonctions analytiques sur Z,. Un élément ¢ de LA est
donc de la forme ¢(z) = 3 en axzF, ol ai, € L tend vers 0 quand k — +00. Si ¢ est
comme ci-dessus, on pose vpa,(¢) = infren vp(ak).

— Siu > 0, on note €* l'espace des fonctions de classe €* sur Z,; c’est un L-
banach pour une valuation vegw. De plus, LAy C € et il existe une constante Cp(u)
telle que vegu (@) > vpa, (@) + Co(u), si ¢ € LAo.
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~SireQk,etsi f=YrenarT* € ZF, on pose v} (f) = infren vp(ax) + rk;
on a aussi v{"}H(f) = infzec,, v, (2)=r Vp(f(z)) et donc {7} (fg) > vI7H(f) + vl (g).
On remarquera que r — vir} (f) est une fonction croissante.

- Si u > 0, on note Z} l'ensemble des éléments de Z* d’ordre w; muni de la
valuation v, (f) = infren vp(ak) + u%
d’Amice induit un isomorphisme de L-banach de 2,(Z,) sur %Z;. En particulier, il

existe une constante C;(u) telle que vp( fzp O p) > vy (Ay) + veu (@) + C1(9).

, c’est un L-banach, et la transformée

Lemme I1.3.9. — Soit w € L. Si ¢ est analytique sur Zy, sin > 17 — inf(0, vp(w))

et sii € Zy, alors x +— (1+ p"zi™!)"¢(s5w5=1) € LA, et on a
v (14772 0 (ot) = 6(2)) 2 via,(d) + 1 — —— +inf(0,vp(w))
0 14 prai—! = e p—1 PRI

pour tous n > ﬁ — inf(0, v, (w)) eti € Zj.

Démonstration. — 1l suffit de prouver le résultat pour ¢(z) = z*, auquel cas on a

+oo
_ —k A
1 n_.—lyw z _ =(1 n, —hw—k_k k: w nj.—j,.J+k
(A +9"ai ™) () — 9la) = (L4 p e )"t o ]_§=1: PR LAt

et le résultat suit de la minoration
w—k = 1
vp(( . )) > —u,(j!) — Z’up(w —a)> —j(——l— — inf(0, vp(w))).
j pors p-
Il existe ng € N et wy,wy € L tels que dq; (1 +2) = (1 + )"/, si x € p"0Z,, et si
j=1,2.

Corollaire I1.3.10. — Si j = 1,2 et si £ € N, il existe une constante C;(£) telle que,
pour tous n > ng et i € Z;,

. . n -1
Vgri (Djn,ie) = N+Ci(L), 0l @jnie(z) = ba, (1 + P"mi_l)<w(l +5 @) ) - (g;)

Lemme I1.3.11. — Soit f € OF. Si v{"}(f) > 2M, pour tout r > M, alors
fe@M, M) 0.

Démonstration. — Si f = 3 N arT*, on a en particulier, vplag) + M~k > 2M,
pour tout k, et donc vy(ax) > M, si k < M2. Ceci permet de conclure.

Lemme 11.3.12. — 1 eziste une constante M (u,C) telle que, si M > M(u,C), et si
=S kenaxTF € B} est telle que v, (f) > C et vy(ax) > 4M? pour tout k < M?,
alors viT}(f) > 2M, pour tout r > M1,
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log(1+k)

Démonstration. — L’hypothese v, (f) > C implique v,(ax) + 7k > C +rk — u=% op

L’expression ci-dessus est une fonction croissante de k, pour k > Tl;‘g e

r>M1etk>4M?, onavp(ak)+rkZC+4M—u%rg‘;L2) > 2M, si M est
assez grand.

Rappelons que A}, Lap» qQui est égal & A} Loz PUISque Ag, 4, est irréductible, est
inclus dans Z*e; ® Z*ey. D’autre part, il existe m tel que ((1+7T)?" — D*=1AL L,
soit inclus (cf. [8]) dans le sous-module Af, ,  qui se trouve étre un &*-module de
rang 2 car une représentation cristabéline de ¥q, est de hauteur finie. Il en résulte
que Al est aussi libre de rang 2 sur &+.

Lemme I13.13. — Siz € A} RZ>, la suite de terme général !

Z Znyiy 0l Zn = Bo(—i ) (1 +T)lo_sz - " (1 +T)™" 2),
1€(Zp /pmZp)*

converge dans Aq, o, vers 2’ = (93) - .

Démonstration. — 1l existe des distributions u; € %r,(Z,, L), pour j = 1,2, telles que
z= fz*(l +T)* E?:l pje;. Par ailleurs, on a 2’ € Al

1,002

XK Z?, image de Al par

1,02
Resz» [en effet, z — p, 1 induit un isomorphisme de Al XQ, sur II(a;)*, et Reszx
P l’l' ) 1,02 D p

induit une surjection de AE,W , X Q, sur AE,IYQZ Z; ; cela permet de relever z en un

élément Z de II(a1)* et 2’ n’est alors autre que la restriction & Zy de (98) -2 € O(ay)*

(identifi¢ & A% RQp)], et 2/ = [, (1+T)® 7_; Ajej, ol \; est, si j = 1,2, la
P

distribution définie par
L #@x = [ 0, @e0/m) u

Siie Zyetn>1,soit 2, ; = (1+T)'p"p™((1 4+ T)~*2’) de telle sorte que l'on ait
7' = Y ieZs modpn Zni- 1l existe des distributions A;ni € Zr,;(Zp, L), pour j = 1,2,
telles que (52

s+ = |

. (1 + T)I Z )\j,n,iej et donc 'l/)n((DiI‘_i * /\j)ej) = /\j,n,,-ej.

Jj=1

Soit D un Og-réseau de Ay, q,, stable par ¢ et T', contenant z et z’. La stabilité
de D par ¢ fait que 9" ((1+T)"%2') € D*, et comme D* est compact, il existe C; € R,
pour j = 1,2, tel que vg,, (Ajn,i) = Cj, pour tous n > 1 et i € Zg.

(51) On a 8g(—i~1) au lieu de §p(i~1) & cause de la torsion par 60—1 (ne pas oublier que det w = —1).
(52) Dir_; est la masse de Dirac en —i; convoler avec Dir_; correspond & multiplier par a+7)"
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Maintenant, comme o_;z(e;) = a;(—i?)e;, on a
2
Zng = 50(—7,_1)(1 + T)l Zo’_iz(/ (1 -+ T)z Dir_i_l * pj)aj(—i2)ej,
j=1 p"Zp

et comme 6o(—i~)a;(—i?) = x;(—1)da,(i7!), on obtient

2
=1+ T)i/ L+ )77 S i (~ 1), (T use;
i~14pnZ, j=1

2
— (1+T) / T Y e
i+p"Zy j=1

:(1+T)i/ (1 4 T)i=t+a) ™ Z«s (14 zi~)(Dir_; * \;)e;
P Zp

—1yen( [ aemysenra” 38, (1457207 7 (Dl 1))

P 7j=1
-1 2
— (1+T)1(pn(‘/z (1+T)m(z+P x) Zda_j(l +pnxi_l)Aj,n,i€j)
P j=1

Notre probléme est de montrer que 3 ;ez+ mod pn(2ni — 27, ;) tend vers 0 dans Ag, q,

quand 7 tend vers +o0. Or on peut écrire z, ; — 2;, ; sous la forme (1 + T) ™ (Yn,i),
et 'on a d’une part,

Yni = So(=i 1) (5 9) ™ (A+T)" 2) — 9™((1 + T) %) € D,
et d’autre part,

2
Yn,i = Z/ (Jaj(l +p".m'_1)(1 +T)iw(i+pna:)—1 —a +T)x) Ajmi€;-

Ecrivons y, ; sous la forme Z?.__l Fjniej, avec Fjni = Y en ik € %ﬁ;, si
j = 1,2. L’appartenance de y,; & D implique que Vr; (Fjn,i) = Cj, pour tous i € Zy
et n > 1. Par ailleurs, on a ajn:x = fz,, @jn,ik Ajn,iy OU @jnik est la fonction
apparaissant dans le cor. I1.3.10. On déduit de ce corollaire la minoration v,(a;n i) >
n + Cj(k) + Cj + Ci(r;), pour tous n > ng et i € Zy. Il en résulte, d’aprés le
lemme I1.3.12 que, pour tout M € N, il existe n(M) € N tel que v{"}(Fj,n,i) > 2M?
pour tous 7 > M~ letie€ Z;,sin>n(M).

Soit maintenant f;, fo une base de Aa1 ap SUr & * choisie de sorte & étre aussi
une base de D sur Og. On peut donc écrire y, ; sous la forme a, ;fi + b, i f2, avec
Gn iy bni € ﬁ}. Par ailleurs, il existe des éléments ¢y, cg, c3,c4 de Frac(Z™) tels que
lon ait fi = cie1 + cpep et fo = czeq + c4e2. On a donc an; = c1Fipn; + c3Fopn,; €t
bni = coF1n; + caFpni. Soit r € QY tel que c;,co,c3,c4 n'aient pas de péle sur le
cercle v,(T) = M~1; alors v{"}(¢x) = infzec,, vy (z)=r Up(ck(x)) est fini, et si on note
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C, € R le minimum des v{’}(ck), pour k € {1,2,3,4}, on a v{r}(anﬂ-) > C, +2M?

pour tout i € Zy, si M > r~1 et si n > n(M). Choisissons r de la forme N~1, et

prenons M assez grand pour que C, +2M? > 2N2. Alors, d’apres le lemme 11.3.11, on

& G, bn; € (pN2, TN)ﬁ;, sin > n(M). On en déduit la convergence vers 0 de yy ;

dans D*, uniformément pour i € Zj, et donc aussi celle de (1 + T)*¢"(yn;) dans D.
Ceci permet de conclure.

4. Déformation d’un (p,T')-module. — Soit Dy un (¢,I')-module étale sur Oy, et
soit Vo = V(Dy). Fixons une base e;,e; de la représentation Vy de %q , ce qui
nous fournit un morphisme po : 9q, — GL2(0L). On note p : 9q, — GLa(kL) sa
réduction modulo my. Soient o1, ...,0, des générateurs topologiques de ¥q,,, et soit
(i jk)1<i,j<2, pour k < 7, la matrice de o dans la base ey, e2. Si p : 9q, — GL2(0L)
a pour réduction p modulo my, il existe des x; ; , € my tels que, pour k < r, on ait
p(or) = (asjk + i jk)1<i,j<2- Ceci permet de voir I'ensemble de ces représentations
comme un sous-espace de m*". Plus précisément, si on note S le quotient de &, [[X; ; x]]
par 'idéal engendré par les relations entre les p(oy), et 2 le spectre de .S, alors ’espace
de ces représentations s’identifie aux points 2 (&) de £ définis sur 0.

Par construction, on dispose d’une S-représentation V' de dimension 2 de %q,
munie d’une base e;,e; dans laquelle la matrice de oy est (a;jk + Xijk)i<ij<2,
sil<k<r Sise Z(0L), on note my; I'idéal de S correspondant et V; la ré-
duction de V modulo m,; c’est une &'r-représentation de dimension 2 de 9q,, et on
obtient de cette maniere toutes les &r-représentations de dimension 2 de ¥q, ayant
pour réduction p (comme on a fixé une base de V5, ’espace que 1’on a construit est
un fibré au-dessus du champs des représentations & isomorphisme pres). On dit que
s € X est cristallin (resp. semi-stable, resp. cristabélin, resp. triangulin) si V; est
cristalline (resp. semi-stable, resp. cristabéline, resp. trianguline), et on note 2 °'is
et 2% respectivement ’ensemble des points cristallins et celui des points triangulins
de Z; ce sont [28, 55] des sous-ensembles zariski-denses de 2 (sauf peut-étre dans
des cas tres spéciaux ; cf. note 7 pour des commentaires sur les cas non couverts par
la littérature).

Soit mg I'idéal maximal de S. Alors S est la limite projective des S, = S/m%, et S,
est une O'-algebre finie pour tout n. Soit D = D(V'). Alors D est la limite projective
des D(S, ®s V), et est un S®O, = !iLnSn ®¢, Os-module libre de rang 2.

Si s € 4, la réduction Dy de D modulo m; s’identifie & D(V;). On déduit de la
prop. 11.3.8 que DE X P! est stable par G si s est cristallin. Comme l’ensemble des
points cristallins est zariski-dense dans Z’, cela implique, d’aprés le lemme 11.3.6, que
Dt P! est stable par G. La prop. 11.2.15 permet alors d’en déduire que Dg X P!
est stable par G, et Dy étant quelconque, cela termine la démonstration du th. I1.3.1.
Le th. I1.3.3 s’en déduit alors en utilisant le lemme II.3.6.
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II1. Représentations de GL2(Q,)

Ce chapitre rassemble un certain nombre de résultats de base concernant les repré-
sentations de G = GL2(Qj). Le lecteur y trouvera en particulier une démonstration de
Pexistence d’une présentation standard pour les objets de Rep,,,G, et deux descrip-
tions du dual d’une telle représentation, qui serviront de modeéles pour la construction
du foncteur II — D(II) du chap. IV.

II1.1. Représentations lisses de GLy(F). — Ce § contient des résultats assez
standard concernant les représentations localement constantes (plus couramment ap-
pelées lisses) de GLo(F), ou F' est un corps local non archimédien.

1. GLo(F) et ses sous-groupes. — Soit F' un corps complet pour une valuation
discréte vp, soient Op lanneau des entiers de F', m une uniformisante de F' et
kr = Op/nOF le corps résiduel de F'.

Soit G = GLy(F). On note

e Z le centre de G ; c’est 'ensemble des (& 9), avec a € F*;

e B le borel standard de G; c’est I'ensemble des (2 5), avec a,d € F*, b€ F;

e P = (E’ I') le sous-groupe mirabolique, et P+ le monoide (77 {0} r).

e U = (} 1) le sous-groupe des matrices unipotentes supérieures, U~ = (1 9)
le sous-groupe des matrices unipotentes inférieures; si n € Z, on note U(n"OF)
et U~ (7" OF) les sous-groupes (} ""lﬁF) et (pngp1);

e A le sous-groupe des matrices diagonales, et AT = (£ 9) et A= = (} %);

e w la matrice (9});

e A le groupe diédral engendré par A et w;

o K = GL3(6OF) le sous-groupe compact maximal standard de G. Plus générale-
ment, si n € N, on note K, le sous-groupe de K des matrices congrues a 1 mod p™
(on a donc Ky = K).

e Sin > 1, on note I, le sous-groupe de K des matrices triangulaires inférieures
modulo 7".

Proposition IIL.1.1. — (i) Le sous-groupe de G engendré par (}6F) et (4,.9)
est SLg(ﬁp)
(ii) Le sous-groupe de G engendré par (é ﬁlF) et (w—‘lé’p ?) est SLao(F).

Démonstration. — C’est un résultat parfaitement classique. Soit H le sous-groupe
de G engendré par (} 97 ) et (4, }). Clest un sous-groupe de SLy(&). Par ailleurs,

sibe Op,si (2Y) € SLy(OF),siy=b,siz=b"1(d—1)etsiz=b"'(a—1),ona

z,Y,2 € OF et

GGG = Galti: o) = (28):
On en déduit que H contient I'ensemble X des (24) € SLy(OF) vérifiant b € Op.
En particulier, (% §) € H, et comme (2%) € SLy(6F) implique (¢}) € X ou
(%8)(28) € X, cela démontre le (i).
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Pour démontrer le (ii), on peut utiliser le (i) et identité

(6 )G D) (F8) = (5 .2)s

pour en déduire le fait que le sous-groupe H' de G engendré par (} %) et (-1 or 9
contient SLo(OF) et {( 9.), ne€ Z} La théorie des diviseurs elementalres permet

alors de prouver que H’ contlent SLy(F), ce qui permet de conclure.

2. L’arbre de PGLy(F). — Le groupe G agit sur F2 ; notons e1, e sa base canonique.
On a alors g-e; = aey +cez, g- ez = bey +deg, si g = ( ) € G. L’action induite
sur P!(F) envoie la droite de base ze; + e sur celle de base ‘”“H’el +ez. En identifiant
P1(F) a F U {oo}, cette action devient g(z) = Z;j_'g

Un ouvert élémentaire de P1(F) est un ouvert de la forme D(a,n) = a + 7" O,
avec a € F, n € Z, ou son complémentaire. Si n € Z, on note D(oco,n) l'ouvert
complémentaire de D(0,1 — n); c’est I'image de D(0,n) par w = ($}).

Lemme IIL1.2. — Sig = (%Y) € G, siu € F et sin € Z, les conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) vF(cu+d) > 0

(ii) g(u + 7™ OF) ne contient pas oo ;

(i) gu + 7" OF) = g(u) + 7"g'(u)OF, ot ¢’ est la dérivée de g (agissant sur
FU{oo});

(iv) g(7 ¥)IZ = (7" v)1Z, avec v = g(u) et m =n+ vr(g'(u)).

Démonstration. — La condition UF(Cu -4) > 0 équivaut & ce que cu + d + 7"cy ne
s’annule pas pour y € O, ol encore a ce que cx+d ne s’annule pas pour z € u+7"Op.
On en déduit ’équivalence entre (i) et (ii).

Maintenant, 1’équation g(u + 7"z) = g(u) + 7"¢'(u)y équivaut & y = h(z), ol

h= ("4 90) (77 1) = (75" ) (1T o @ g (5 1) (7 Q).

Or g(u) = ‘c’gidb et g'(u) = (33;3;' On obtient donc

h= (7" ) (SIS SRR (1t (7 9)

_ (" +d 0 "0y _ (cutd O 10
- (WO ?)(cuc cu+d)(7r0 (1)) - (CuO cu+d)(-§—’u—+—ﬁi 1)
La condition (iii) étant équivalente & ce que h(0Fr) = OF, I’équivalence entre les condi-
tions (i) et (iii) suit de ’expression ci-dessus pour h. Enfin, la condition (1v) est equlva-
-1 avF (g’ (w) o
lente & appartenance de hy = (7" ¥) g(7 %) 4IZ.Or by = (*FY Ve (w)™ g O)h,
> 0,

et Pappartenance de h1 & IZ est équivalente a celle de h, et donc a vp(
c’est-a-dire & la condition (i). Ceci permet de conclure.

Si f1, f2 forment une base de F2, on note (f1, f2) le Op-résean Op f1 ® O f» de F2.
Le groupe G agit sur I’ensemble des réseaux de F? : si A = (f1, f2) est un tel réseau
et g € G, alors g-A = (g f1,9 - f2). 1l agit aussi sur I’ensemble .# des classes
d’homothétie de réseaux de F2. Comme le stabilisateur de (e;, e2) est K, et comme G

cu+d
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agit transitivement sur ’ensemble des bases de F2, 'ensemble des réseaux de F? est
isomorphe, en tant que G-ensemble, & G/K, et 'ensemble des classes d’homothétie
est isomorphe & G/K Z.

Soit Z l'arbre de PGL2(F'). Les sommets de 7 sont les classes d’homothétie de
réseaux de F2, et les arétes orientées sont les paires [s, s'|, avec d(s, s’) = 1. On note
& =2 G/KZ Vensemble des sommets de 7.

Soient s, s’ € .#. Si on choisit un réseau A dans la classe d’homothétie s, il existe A’,
unique dans la classe d’homothétie s', tel que A’ C A et A/A’ soit un &p-module
cyclique. 11 existe alors n = d(s, s’) € N unique tel que A/A' & Op /7" OF, et d(s,s)
est la distance de s d s'.

On note gy la classe du réseau (e1,ez), et, si n € Z, on note o, celle du réseau
(75 9) -0 = (n"e1,€2). On a d(on,0n41) = 1 quel que soit n € Z.

Si s, s’ € &, il existe un unique segment orienté [s, s'] d’extrémités s et s’. Si A
et A’ sont des représentants de s et s’ tels que A’ C A et A/A' 2 Op /7" O, alors les
sommets de J contenus dans [s, s'] sont s = s, 51,...,8, = &', ol s; est la classe du
réseau A’ +mA. Si I = [s, s'] est un segment orienté de 7, on définit sa longueur £(I)
par £(I) = d(s,s').

Le groupe G agit sur les segments orientés de ., et préserve la longueur. Par
ailleurs, d’apres la théorie des diviseurs élémentaires, si A et A’ sont des réseaux de F2
vérifiant A’ C A et A/A' = O /7" OF, alors il existe une base fi, fo de F? telle que
A = (f1, f2) et A" = (x™f1, f2). L’action de G sur les segments orientés de 7 de lon-
gueur n est donc transitive, et comme le stabilisateur de la paire ((e1, e2), (7"e1, e2))
de réseaux est I, I’ensemble des segments de longueur n est isomorphe, en tant que
G-ensemble, & G/I,Z.

Soit s € <. 1l existe un unique réseau A; dans la classe de s tel que la projection
de A, sur Fey parallélement & Fe; soit Opes. Si AsN Fe; = n"Orey, une base de A,
sur O est alors ey, ey + bey, et b est uniquement déterminé modulo 7" &r. Un
choix de b étant fait, les arétes [s, s,;] partant de s sont paramétrées par z € P!(kp).
Si z = o0, alors s, est la classe du réseau (7" lej, ez +be1);six € kp, et si & € Op
releve z, alors s, est la classe du réseau (7" le;, eg + (b+7"d)e1). A une aréte [s, s'],
on associe un ouvert élémentaire D, ;| de P!(F) grace a la recette suivante suivante :
si 8’ = 80, alors D, ¢ est le complémentaire de b+ 7" OF ; si s = s, avec z € kp,
alors Dy o) = b+ 7"& + 7"+ 0F, et D|, ) ne dépend d’aucun des choix que 'on a
faits. On obtient de la sorte une bijection entre ’ensemble des arétes orientées de 7
et 'ensemble des ouverts élémentaires de P(F'). De plus, si on fixe s, alors P!(F) est
la réunion disjointe des Dy, ., ot [s, s'] décrit les arétes orientées d’origine s.

Si [s0, s1] est une aréte de 7, on note J, ) le sous-arbre de 7 issu de [s, s1]. Ses
sommets sont les sommets s de J tels que s; € [so, s]. Si U est un ouvert élémentaire
de P1(F), et si [so, s1] est 'aréte de 7 qui lui correspond, on note aussi . le sous-
arbre s, 5,) de 7. On a donc ﬂplswl] = Jso,s1) Si [S0, 1] est une aréte de 7.

Si & est un sous-arbre de .7, un sommet s de & est extrémal si & — {s} est encore
un arbre ou est vide; une aréte [sg, s1] de &/ est une extrémité de o si & — {so}
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est inclus dans s, s,). Si [s0, s1] est une extrémité de 27, alors sy est un sommet
extrémal de &7, et si |27| > 2, de tout sommet extrémal sg part une extrémité [sq, s1]
et une seule (si |#/| < 1, il n’y a pas d’extrémité, mais « tous » les sommets sont
extrémaux).

Si s € Z, une demi-droite d’origine s est un sous-arbre de .7, réunion croissante
de segments J, d’origine s, avec £(J,) — +00 quand n tend vers +oo. Si A est une
demi-droite d’origine s, ses sommets sont de la forme s,, pour n € N, avec sg = s
et d(sn, Sm) = |[n —m|, si n,m € N. La suite d’ouverts Dy, ;... est alors une suite
d’ouverts emboités dont I'intersection est un point de I'ouvert D[4, 5,1- On obtient de
la sorte une bijection entre l'ensemble des demi-droites d’extrémité [sg,s;] et 1'ou-
vert Dy, 5,1 de P1(F), et donc aussi entre 'ensemble des demi-droites d’origine so
et P1(F).

Si o et a2 sont des sous-arbres de 7, on définit la distance d(<7, 2%) comme
le minimum des distances d(s1,s2), ou s; (resp. s3) parcourt les sommets de &4
(resp. #4). Alors d(ef, o) = 0 si et seulement si & N # &, et si ) Nt = 2, il
existe un unique couple (s1, 83), avec 81 € & et sy € o, tel que d(s1, s2) = d(2A, o).

3. Représentations de G. — BSoit A un anneau commutatif. Une A-représentation IT
de G est un A-module muni d’une action A-linéaire & gauche de G. On dit que :

o I est de caractére central oy, ou dr; : Z — A* est un caracteére, si g € Z agit par
multiplication par dr(g). (Si II est tué par p™, on peut multiplier dy par un caractere
a valeurs dans 14 p"Z, ; il n’y a donc pas unicité du caractére central dans le cas de
torsion.)

o II est localement constante (ou lisse), si le stabilisateur de tout élément v de IT
est ouvert dans G;

o IT est admissible si IIX~ est de type fini sur A quel que soit n € N;

On note Rep,, G la catégorie des & -représentations de G admettant un caractere
central, localement constantes, admissibles, de longueur finie. Si 6 : F* — 07T est un
caractére continu, on note Rep?, . G la sous-catégorie de Rep,,, G des représentations
sur lesquelles g € Z agit par multiplication par §(g).

Remarque I11.1.3. — Si F = Q,, ’'admissibilité est une conséquence des autres condi-
tions [2, 13].

Lemme II1.1.4. — Si M est un O -module de longueur finie muni d’une action conti-
nue de U, alors U agit trivialement sur M.

Démonstration. — Si n € Z, comme U(n™OFr) est un pro-p-groupe, l'action de
U(r™OF) sur M est unipotente. Ceci implique que, si £ est la longueur de M sur &7,
alors (u — 1)¢ = 0 sur M quel que soit u € U(n"OF). Soit k le plus petit entier
vérifiant p* > £. On a alors p*M = 0, et

2k

4 2k
up% _1=Z<pz )(u_l)i =07

i=1
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car vp((pzk)) >ksii<p* et(u—1)"=0sii>p*. On en déduit que U(r"+2*Op)
agit trivialement sur M quel que soit n € Z, ce qui permet de conclure.

Lemme I1I.1.5. — Soit II € Rep,,,G. Si M CII est un sous-Or-module de longueur
finie stable par le sous-groupe diédral A, alors M est stable par G et fize par SLo(F).

Démonstration. — Comme M est de longueur finie sur &, il existe k € N tel que M
soit fixe par U(n*Or). Maintenant, comme M est de longueur finie sur &, et stable
par (P;" ‘1)) quel que soit n € Z,on a M = (P;" ‘;) - M quel que soit n € Z, et M
est fixe par (7" ?)U(wkﬁp)(pon 9) = U(x*="OF), quel que soit n € Z. On en déduit
que M est fixe par U. Comme G est engendré par U et A, cela montre que M est
stable par G et fixe par le sous-groupe distingué de G engendré par U, c’est-a-dire

par SLo(F). Ceci permet de conclure.

4. Présentation d’une représentation de G

Lemme I11.1.6. — Si I1 € Rep,,, G, il existe W C II de type fini sur O, stable
par KZ, engendrant II comme G-module.

Démonstration. — Comme II est localement constante et de longueur finie, il existe
n € N tel que II soit engendrée par II%». Comme K, est distingué dans K Z, cela im-
plique que ITX~ est stable par K Z, et comme II est admissible, cela implique que IT¥~
est de type fini sur €. On peut donc prendre W = II¥» pour n > 0.

Si IT € Rep,,,sG, on note # (II) ensemble des sous-&-modules W de type fini
de II, stables par K Z, engendrant IT comme G-module. Si W € #'(II), on note I(W)
Vinduite compacte ¢ — Ind$ ,W, c'est-a-dire 'ensemble des fonctions ¢ : G — W, a
support fini modulo KZ, telles que ¢(kh) = k- ¢(h) si k € KZ et h € G, sur lequel
on fait agir g € ¢ par translation & droite sur la variable (i.e. (g-@)(h) = ¢(hg)). On
dispose alors d’une application G-équivariante surjective de I(W) sur II, envoyant ¢
SUr » ocq/kz 9" #(g™1), et on note R(W,II) la sous-représentation de G noyau de
cette application. On a donc la suite exacte

0 — R(W,II) — I(W) — II — 0, quel que soit W € #/(II).
Siv e W et g € G, on note [g,v] I'élément de I(W) défini par

hg-v sihge KZ,
g, v](R) = .
0 sihg¢ KZ.

On a [g,v] = g - [1,v], et 'image de [g,v] dans IT est g - v. Si g € G, on note [g, W]
Pensemble des [g, v], pour v € W. C’est un sous-&-module de I(W) qui ne dépend
que de la classe de g dans G/KZ = . Son image dans II est le translaté g- W de W
par g.

Comme [g, W] ne dépend que de la classe de g dans G/KZ = ., cela permet de
donner un sens & [s, W], si s € J (on identifie I’arbre & I’ensemble de ses sommets).
On a alors I(W) = @sez[s, W]. Si & est un sous-arbre de 7, et si z € I(W), on
dit que z = Y ,c 5 Ts, avec z, € s, W], est d support dans &/, si on a x5 = 0 quel
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que soit s ¢ &. On définit le support de x comme le plus petit sous-arbre &/ de 7
tel que z soit & support dans & (c’est 'enveloppe convexe de ce qui est généralement
appelé le support).

Remarque II.1.7. — Si W C TI est stable par K, et si n € N, notons W le
O'1-module Zd(s,ao)Sns - W. Comme o est fixe par K, et comme G préserve la
distance, W™ est stable par K. De plus, (Wlnihy[nal — W lritnal quels que soient nq,
ng € N.

On dit que I(W)/R(W,II) est une présentation standard de II, si R(W,TI) est
engendré, comme &'1,[G]-module, par 'inclusion de WN (75 9)-W dans W et (59)-W.
Autrement dit, I(W)/R(W,II) est une présentation standard de II si et seulement
si R(W,II) est engendré, comme & [G]-module, par

ROW,I) = {[(39),2] - [(§9),4], avecy e WN (7" 9) - Wetz=(59) y}.

Les représentations admettant une présentation standard sont stables par sous-

quotient et par extension, comme nous le verrons plus loin (prop. II1.1.16).

5. Construction de représentations admettant une présentation standard

Lemme II1.1.8. — Soient Il € Rep,., G, W € # () et W =W (7" 9)-W. Alors
(1) (98) W' = (59) -W’; en particulier, (59) - W’ est inclus dans w.

(ii) W’ est stable par I*t(1) = (72‘,1 gg) et par (23).

Démonstration. — Comme W est stable par (0 1) et par Z, on a

(28)-W =wn(25)(7 9)(28)- W =Wn(g %)W =Wn(59)W = (53)-W
Ceci démontre le (i). On en déduit la stabilité de W’ par (93 ( )= (%%). Enfin,
W' est stable par K N (7" 9)K(39), et ("_IO)Mg(ﬁp)(Ol) (% "_1 ), ce

qui fait que le groupe K N ( 1o )K (6’ ‘1)) est constitué des matrices ( a d) de K avec
¢ divisible par p, c’est-a-dire I +( ). Ceci permet de conclure.

Soit ¢ : W — (5 9)-W défini par t(v) = (§ 9)-v. D’aprés le lemme II1.1.8, ¢ induit
un isomorphisme de W' sur ( §)-W’, et un petit calcul montre que, pour tous ¢ € W’
etgeIt(1),ona(g-z)=(} ?)g(’fal 0)-1(z), et ¢((9§)-¢(v)) = (27) v, pour tout
v € W'. De plus, R©®) (W, II) est ’ensemble des [(79),v] — [(§9),¢(v)], pour v € W,
ce qui fait que I(W)/R(W,II) est une présentation standard de II si et seulement si
le O1[G]-module R(W,II) est engendré par les [(§ 9),v] — [(§9),¢(v)], pour v € W'.
Ce qui précéde admet une réciproque sous la forme de la proposition suivante.

Proposition I11.1.9. — Soient :
e un O -module de type fini W muni d’une action de KZ,

e un sous-Or-module W' de W stable par I (1) = (f; Zf) et par ( (1))

0
e un isomorphisme v : W' — (93) - W' tel que (g -z) = (5 9)g(™y" 9) - 1(x) quels
que soient x € W' et g € I (1), et 1,((1 §)uw) = (2%) v quel que soit v € W’,
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o R(W, W', 1) le sous-OL[G]-module de I(W) engendré par [(§9),v]-[(39),¢(v)],
pour v e W',

o II = I(W)/R(W,W',.),

oW et W les images respectives de W et W' dans II.
Alors I(W)/R(W,II) est une présentation standard de I1, et W =Wn ("61 ‘1’) W.

Démonstration. — La surjection W — W induit une surjection I(W) — I(W), et
la surjection naturelle I(W) — II se factorise & travers I(W), et donc nous fournit
une surjection I(W) — II. Comme l'image de R(W,W’,.) dans I(W) n’est autre
que R(W, W,, t), on a aussi II = I(W)/R(W, WI, t). Autrement dit, on peut rempla-
cer W et W’ par W et W,, et donc imposer & W d’étre inclus dans II; c’est alors un
élément de # (II) et R(W,II) = R(W, W', .).

Pour démontrer la proposition, il suffit alors de prouver que W/ = Wn (= " 9)-W.
En effet, si ceci est le cas, R(W,W’,.) n’est autre que le &1[G]-module engendré
par RO)(W,1I).

Linclusion W/ € W N (7,"9) - W est immédiate. Pour démontrer l'autre, nous
aurons besoin du lemme suivant.

Lemme I11.1.10. — Soit H le sous-groupe de G engendré par Z, I~ (1) = (Z; ";:)

et la matrice (1 0) Si un systéme de représentants de G/H dans G est fixé, alors
tout élément R de R(W, W' 1) peut s’écrire de maniére unique sous la forme d’une
somme finie du type

R=Y g-((59),0) = [(39),u(vy))-

9eG/H

Démonstration. — Remarquons que H est le stabilisateur de l'aréte non orientée
[00,01] de T (car ZI~(1) est le stabilisateur de ’aréte orientée et ({75 ) échange ses
deux sommets). Sige I~ (1), et sive W', on a

g-(1(88)w1=1(82),e@) = [(§9), (8 8)9(m" §)-21=[(52),((§3)9(5" §)-0)]:

Donc R(W, W’ 1) est stable par le sous-groupe I~ (1) de G. De méme,

(38) - (1(59), 0] = 1(89),e@D) =1(59),(25) -1 = [(59), (35) - e(w)],
et comme ¢((93) - ¢(v)) = (27) - v, cela montre que R(W,W’, ) est stable par H.

Cela permet d’écrire tout élément R de R(W, W', ) sous la forme voulue. Il reste &
montrer qu’une telle écriture est unique et, par linéarité, il suffit de prouver que si

> g (1(59),val — [(59),e(vg)]) =0, 0w vg € W,
geG/H

alors vy = 0 quel que soit g € G/H. Si tel n’est pas le cas, on peut choisir, parmi les
sommets g(59) ou g, pour g € G/H avec vy # 0, un sommet s & distance maximale
de 0¢. Mais alors, H étant le stabilisateur de P’aréte non orientée [0g,01] de 7, la
projection de la somme ci-dessus sur [s, W] est réduite (suivant les cas) & [g(F ), v,]
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ou 4 [g, t(vg)]. Comme on a supposé v, # 0, cela prouve que cette projection n’est pas
nulle, ce qui conduit & une contradiction. On en déduit le résultat.

Revenons a la démonstration de la prop. II1.1.9. L’unicité de D’écriture dans le
lemme III.1.10 implique, en particulier, que si [(§9),v] — [(39),v] € R(W,W’,1),
alors v € W’ et v/ = 1(v). Ceci permet de conclure.

Remarque I11.1.11. — On peut voir la proposition ci-dessus comme un procédé de
construction de représentations de G admettant une présentation standard & partir
d’objets « finis ».

6. Quelques propriétés des présentations standard. — On note # (O (II) le sous-
ensemble de #(II) des W tels que I(W)/R(W,II) soit une présentation standard
de II.

Lemme I11.1.12. — Si W € W (Il), les conditions suivantes sont équivalentes.

() W e wOm);

(ii) pour tout sous-arbre o/ de T, toute extrémité [sg,s1] de &/ et toute relation
R =3 ,culs,zs) € R(W,II), de support inclus dans &/, on a s1-x,, € so-W dans II.

Démonstration. — Commengons par remarquer que la décomposition de R sous la
forme R = 5 ,c[s,2s] suppose que 'on a choisi un systéme de représentants de
& C T = G/KZ dans G. Par contre la condition s; - x5, € so - W ne dépend pas du
systeme de représentants choisis, ce qui fait que ’on peut supposer que s; = s (g (1))
Si maintenant, W € # (®)(II), alors d’apres le lemme II1.1.10, le choix d’un systéme
de représentants de G/H dans G permet d’écrire R, de maniére unique, sous la forme

R=Y 0 ((59)v ~[(3D). (5) - us),

geG/H

avec vg € W N (7’6 ! (1’) - W. On peut imposer & sp de faire partie du systeme de

représentants de G/H dans G, auquel cas, on a x5, = v,, € WN ("61 ‘1)) - W, et donc

s1- s, € 50(3 (1’)("(_)1 9)-W =so- W. On en déduit 'implication (i)=(ii).

Passons & la démonstration de (ii)=(i). Soit R € R(W,II), et soient & le
support de R, et [so,s1] une extrémité de &/. On peut, comme ci-dessus, suppo-
ser que s = $o(59). On peut alors écrire R sous la forme R = Y, /[s,vs],
et comme $; - 5, € So - W dans II, cela implique que z;, € W N ("61 (1’) -W.
Mais alors Ry = [(59),2s,] — [(§9),(39) - zs,) € ROW,II), et R — Ry est &
support dans & — {s;}. Comme une relation de support de cardinal < 1 est nulle,
une récurrence immédiate sur le cardinal du support de R permet alors de prouver
que R € RO (W,II), et donc que W € # (O)(II). Ceci permet de conclure.

Si & est un sous-arbre de 7, soit Iy (W,II) =3 c,s - W CIL

Lemme II1.1.13. — Soient o/, et o5 des sous-arbres de 7.
(i) Si A Ny # B, alors Iy (W, 1) N Ioy,(W,II) = Iy, o, (W, II).
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(ii) St A Ny = &, alors Ly, (W, II) N I, (W,II) = 51 - WNs2- W, 0t (31, 82) est
l'unique couple de 2 X lo vérifiant d(s1,s2) = d(A, o).

Démonstration. — Soit z € I, (W,II) N I, (W,II). On a donc une relation du type
T=3 e, 5 Vs = Y tea,t Vs Soit & le support de cette relation. Soit [rg, ;] une
extrémité de &, telle que rg & Iy, (W,II); il existe donc ¢ = 1,2, bien déterminé,
tel que rg € & (les sommets de & ne sont pas forcément tous inclus dans &4 U o,
si & N o = I, mais les extrémités le sont). Supposons que [rg,m] C &% : Clest
automatique si & N 2% # @ (en effet, si e € & N o, le segment [rg, €] est inclus
dans & et contient I'extrémité [rg,r;] de &%); si &4 N o = &, c’est le cas sauf
si 7o est le sommet de < le plus proche de o_;. Comme W € #(O, il résulte
du lemme III.1.12, qu’il existe w,, € W tel que 7¢ - v,, = 71 - wy,. En supprimant,
dans la somme du c6té de <, le terme correspondant & 7y et en remplagant celui
correspondant & ry par r1 - (v,, + Wy, ), on obtient une égalité entre deux écritures
de z dont le support est strictement inclus dans 7. Une récurrence immédiate permet
d’en déduire les (i) et (ii).

7. Stabilité par extensions et sous-quotients
Lemme II1.1.14. — Si W € % (O(II), alors Wl € w O (11).

Démonstration. — Soit R € R(W! I), et soit 2/ le support de R. On peut donc
écrire R de maniére unique sous la forme R = 3", /[, 7], avec z, € W, Si || < 1,
alors R = 0, et si || = 2, il existe g € G tel que g - & = {09,001}, ce qui implique
R ¢ RO(WI 1I).

On veut écrire R sous la forme 3" e 9-([(89),24]—[(5 ) vgl), avec x4, y, € W,
nul pour presque tout g € ¢. Ceci va se faire par récurrence sur le cardinal de &,
et d’aprés ce qui précede, il suffit de considérer le cas |27| > 3. L’arbre & contient
alors un segment [so, s1, S2], de longueur 2, tel que [sg, s1] soit une extrémité de <,
et, quitte & changer les représentants sg, s1, S2, on peut supposer que s; = 30(70' [1’)
et sg = 30(7{)2 ?)

Maintenant, on peut écrire x,, pour s € &/, de maniére non unique, sous la forme

Tg =8 Ws+ Z 8Gi * Vs,iy
i€Pl(kp)
avec ws,vs; € W, si i € P(kp), et ott goo = (7, 9) et g; = (5 1), ott I'on a choisi

0 1
un relévement de ¢ dans O, si i € kr. Mais alors

R = Z ([s,ws] + Z [Sgi,vs,i])
s€l i€P!(kr)

est un élément de R(W,II) de support inclus dans &’ = {s € 7, d(s, &) < 1}.
Comme [sg, 51] est une extrémité de &7 et s; = sogo, cela implique que les [sog;, So),
pour i € P!(kr) — {0}, sont des extrémités de «/’. De plus, si i € P!(kr) — {0}, on
a giSo = g;s, avec s € & si et seulement si s = s¢ et ¢ = j. Ceci implique, que si on
écrit R’ sous la forme R’ = Y . . 2}, avec 2, € [s, W], on a 5., = [S09i, Zs,,:] S
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i € P!(kp)—{0}. Il résulte donc du lemme II1.1.12, que sog; T, ;i € S0g:'W C so- W,
sii € P!(kp)—{0}, et on peut donc écrire z, sous la forme so-w} + Sogo - Tsy,0, avec
wy, € W. Or wi = gogoo - Wy, € go - WU ce qui prouve que z,, peut s’écrire sous la
forme s9( 5 9) - yso, avec ys, € W La relation R” = R’ — [so, zo] + [50(5 9),¥so] 2
un support inclus dans Parbre & — {sg}, ce qui permet, par récurrence, de conclure.

Corollaive II1.1.15. — Si II admet une présentation standard, alors quel que soit
W' e w (W), il existe W" € # O () contenant W'.

Démonstration. — Soit W € # (O)(II). Comme W+l = (W)l et comme W™
contient W’ si n est assez grand, le lemme précédent permet de conclure.

Proposition II1.1.16. — Soit 0 — II; — II — II, — 0 une suite exacte d’éléments de
ReptorsG‘

(i) Si Il admet une présentation standard, il en est de méme de I, et Ils.

(ii) Si IIy et IIo admettent des présentations standard, il en est de méme de II.

Démonstration. — (i) Soit W € # (O(II), et soit Wy C II, 'image de W. Alors
R(W3,11,) est 'image de R(W,II) dans I(W5), et on peut prendre pour générateurs
de R(W5,II5) les images d’une famille de générateurs de R(II, W). Ceci permet de
montrer que [(Ws3)/R(W5,II;) est une présentation standard de IT,. Maintenant,
soit Wi, = W N1, et soit R € R(Wh,II;). Soit & le support de R. On peut
alors écrire R, de maniére unique, sous la forme ) ., z;, avec z, € [s, W1]. Soit
[S0, 81] une extrémité de /. Comme R(W;,1I;) C R(W,II), et comme I(W)/R(W,1I)
est une présentation standard de II, on a s¢ - 25, € s1 - W. Comme par ailleurs,
S0 - Ty €111, et 31_1 -II; =1I;, on a 59 - T, € 81 - Wi. Le lemme II1.1.12 permet d’en
conclure que I(W;)/R(W;,I1;) est une présentation standard de II;, ce qui termine
la démonstration du (i).

(ii) Soit Wy € #(O(IL,). Soient wv;, i € I fini, des générateurs de W, sur &y, et
soient [(39),z;] — [(§9),y;], 4 € J fini, zj,y; € W2, des générateurs de R(W2,II2).
Soient ¥;, @ € I et Z;, §;, j € J, des relevements de v;, i € I et x;, y;, 7 € J dans II,
et, si j € J, soit z; = Z; — (§ 9) - §;. Soit alors W’ le sous K-module de II engendré
par les ¥, ¢ € I, les &, §;, j € J, et les z;, j € J. La surjection de II sur II; induit
une surjection de W' sur Wy, et on note Wy le noyau de cette surjection. D’apres le
cor. II1.1.15, on peut trouver W; € W(O)(Hl), contenant WJ. Soit W = W’ + W;. Par
construction, W € # (II), et la suite 0 - W7, — W — W5 — 0 est exacte. Il en est
donc de méme de la suite 0 — R(Wy,II;) — R(W,II) —» R(W,,II3) — 0, et R(W,II)
est engendré par les [($9),Z; — 2] — [(59),95], 4 € J, et par R(W,1I;). Comme
I(W1)/R(W1,11;) est une présentation standard de II;, cela implique que R(W,II)
admet une famille de générateurs de la forme [(3 9),2] — [(59),], avec z,y € W, ce
qu’il fallait démontrer.

Remarque IIL.1.17. — On a construit en passant W € #/(O(I1), W; € # (O(IL) et
Wy € W(O)(Hg) tels que la suite 0 - Wy, — W — W, — 0 soit exacte. De plus, il
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résulte de la démonstration que R (W, II) se surjecte sur R(®)(Wy,II,) et donc que
la suite 0 — R©) (W7, 1I;) — RO (W, 1) — RO (W,,1I;) — 0 est exacte.

II1.2. Duaux

1. Le dual 11V d’une Op-représentation II de G. — Si II est un objet de Rep,,,sG,
soit IIY = Hom(II, L/ &), le dual de Pontryagin de II. Si p € IV et v € II, on note
(u,v) la valeur de p sur v. On fait agir G sur IIV & gauche, en envoyant u sur g - u
défini par (g - p,v) = (u,g7 1 - v).

On munit ITV de la topologie de la convergence faible, ce qui en fait un &'7-module
compact. Si II est de la forme I(W), ot W est un &r-module de longueur finie muni
d’une action de K Z, alors IIV est le produit des [s, W]V, pour s € 7, et la topologie
de la convergence faible n’est autre que la topologie produit.

On suppose dans tout ce qui suit que II admet une présentation standard et que
W € #O(II). On pose G- RO(W,II) = {g-v, g € G, v € RO(W,II)}; ce n’est pas
un Oy -module : le &-module engendré par G - R (W, II) n’est autre que R(W,II).

Si &/ est un sous-arbre de 7, on définit I'(«/, % (W,II)) comme étant ’ensemble
des p € [[sew(s, W]V tels que (u,z) = 0 pour tout z € G - R(O(W,II) de support
dans &/. Comme G - R(®)(W,I) engendre R(W,II), on a ['(7, #(W,II)) = IIV. On
obtient donc de la sorte, pour tout W € W(O)(H), une description de IV comme les
sections globales sur 7 d’un certain faisceau % (W, II).

Lemme IIL2.1. — Si &/ est un sous-arbre de 7, alors
I,(W,1)Y =I(«,F(W,II)).

Démonstration. — On a la suite exacte

O—»R(VV,H)O(EBSEQ/[S,W])—>®3€£¢s [s, W] — Zs W — 0.
sed
Donc Iy (W,II)V = (Y,ewrs- W)V est ’ensemble des éléments de [],c[s, W]V
annulant 'ensemble des éléments de R(W,1I) & support dans «/. Comme cet ensemble

est engendré par les éléments de G- R(®) (W, II) & support dans 7 (cela résulte du (ii)
du lemme II1.1.12), cela permet de conclure, au vu de la définition de I'(«, & (W, II)).

Lemme I11.2.2. — Soient o et ot des sous-arbres de T, et soit p; € I, (W,II)Y,
pouri=1,2.

(i) Si oh Nty # @, et si py et py ont méme restriction & I ner, (W, 11), il existe
B € Iua,(W,II)V (unique) dont les restrictions d I, (W,II) et Iz, (W,II) sont
respectivement (11 et pg.

(il) Si A Nats = B, si sy € S, so € oy sont les sommets & distance minimale, et
si &/ est le plus petit arbre contenant & et o, alors il existe p € I, (W,II)V dont les
restrictions & I, (W,I1) et I, (W,II) sont respectivement uy et us, si et seulement si
p1 et po coincident sur s; - WNsy WL

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du lemme I11.1.13.
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Lemme I11.2.3. — Soient o/ C s des sous-arbres de T . Sip € I (W, II)V s’annule
sur s - W pour tout sommet extrémal s de 1, alors p se prolonge de maniére unique
en fi € Iy, (W,II)V nul sur s- W, pour tout s € oo — .

Démonstration. — Cela suit du (ii) du lemme II1.2.2 en décomposant 2% — & en
composantes connexes.

2. L’isomorphisme IIV = DE,V(H) Xs P1. — On suppose dorénavant F' = Q. (Les
résultats s’étendent sans probléme au cas général a condition de choisir une uniformi-
sante de F.)

Si U est un ouvert compact de Q,, soit Iy (W) le sous-&-module de I(W) engendré
par les [(% %), W], avec a € Q, et n € Z tels que a + p"Z, C U, et soit I}(W)
I'image de I;;(W) dans II. Si U est un ouvert standard, on a If} (W) = Iz, (W,II) et
ITW)Y =T(Jy, (W, 1))).

On note Ryw : 1TV — (W)Y 'application naturelle (de restriction).

Lemme I11.2.4. — Si U est un ouvert compact de Q, et si g € G est tel que gU ne
contienne pas oo, alors :

(i) g(Ig(W)) = Iy (W) ;

(ii) Uapplication g : IL (W)Y — I?U(W)V définie par (g - p,v) = (u,g~ ! - v) est un
isomorphisme rendant commutatif le diagramme

g9

HV HV

LRU,W \LRQU’W

W)Y — I, (W)Y

Démonstration. — Le (i) suit de ’équivalence entre les (iii) et (iv) du lemme IIL.1.2,
et de ce que W € # (O)(II) est stable par K Z et donc aussi, a fortiori, par IZ. Le (ii)
est immeédiat.

Le module IEP(W)V, qui va jouer un role important dans la suite, est noté Dl“,[, (I1).

On note R’ I'application de restriction & J(W) = IH;(W) +(§9) - W. Comme W,
Tz et 0o sont stables par (9§ §), Paction de (9 §) sur II" induit une action sur J*'(W)
et sur son dual.

Proposition I11.2.5. — L’application p — (Raz,,w (1), Rz, w (($3)-n)) induit un iso-
morphisme de IIV sur l’ensemble Di‘,‘,(II)IXP1 des couples (p1, p2) de DE,V (1) vérifiant
R'(u2) = (35) - R (m)-

Démonstration. — On a Tz, U (93) Tz, = T et Tz, N (98) Tz, = oo U Tz Ceci
nous fournit, grace au lemme II1.1.13, une suite exacte

0 JNW) - Iz (W)@l (W) -1 -0,
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la premiére fleche étant v — (v, —(93)v) et la seconde (vy,v2) — vy + ($§)ve. Le
résultat s’en déduit par dualité.

3. L’isomorphisme TIV = DE,V(H) M5 Qp. — Comme Z, est stable par le groupe
P(Z,) = (ZO; le ), il résulte du lemme II1.2.4 que DY, (II) est naturellement muni
d’une structure de P(Z,)-module. Comme de plus, Z, est stable par (” 0) cela mu-

nit D? w (IT) d’une action d’un opérateur 1y induite par celle de ( 0 1 ) sur ITV. Cette
z; 0)

action commute & celle de ( 71

Lemme I11.2.6. — Yy : DE,V(H) — D?,V(H) est surjectif.

Démonstration. — Par définition, on a (Yw(p),v) = (u,(37) - v), et comme
(52) -1z (W) C Iz (W), l'application naturelle de D, () = 1z, (W))¥
((29)1% (W))V est surjective. On en déduit que, si A € DY, (II), il existe u € D, (IT)
dont la restriction & (§7) - I7 (W) est donnée par (Yw,v) = (A, (Pgl 9)-v). On a
alors Yw (p) = A, ce qui permet de conclure.

L’algebre de groupe complétée de (} ”ZP agit continiment sur II et IIV. Par
0

ailleurs, g — (P(_)l (1’) g({)’ (1)) induit un 1som0rphlsme de (1 pZp ) sur ((1) le ), isomor-

phisme qui se prolonge naturellement en un isomorphisme entre les algebres de groupe
complétées.

Lemme II1.2.7. — yw (X - p) = (Pgl (1’)/\(’5(1)) - bw(u), pour tous p € DE,V(H), et
xe OLl[(57%)]).

Démonstration. — 11 suffit de prouver que ¥w ((%) - 1)

1
ona,sive Igp(W),

(Ww((57) 1)) =((01) -1 (§Y) -0) = (w, (0 ) (8 1) -v)
= w6 1

Ceci permet de conclure.

(é pZp ) est topologiquement engendré par ((1) P ) et (Pgl (1)) (

Lemme II1.2.8. — On a Rzmw o (p;l 0) =Yw o RZP,W-

Démonstration. — Sip eIV, et siv € Ig (W), alors

(¥w o Rz,w(n),v) = (Rz,wW), (§3)v) = {(m (§
<RZP,W°( 0 1)'“”U> <( 01(1))'“"0>_ <'u’(g

Ceci permet de conclure.
1l résulte du lemme I11.2.7 que D" w(II) est un (P(Z,),¢)-module (pour ¢ = ¢w),
ce qui permet de construire, pour tout caractére § de Q;, le B-module Db (I w (D) X5 Qp.

9)v), puisque (59)v € IEP(W),
0
1
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Proposition I11.2.9. — Si § = 6", Vapplication p — 1(u) = (Rz,,w ((% M) en

est un isomorphisme B-équivariant de IV sur DE,V (I K5 Qp-

Démonstration. — Soit u € IV, et si n € N, soit u™ = Rz, w((% 9)u). Alors,
d’apres le lemme II1.2.8, on a

'l/JW(/J(n_H)) _ (¢W ° Rz W o (p"+1 ?)) = (Rzp,w ( )) Bw= #(")

ce qui prouve que ¢ est & valeurs dans DW (IT) X Q,. Maintenant, on a :

* ‘1)) - ) m _ p" k) sik € Z et n > —k (évident sur la définition);

0
29) . p) ) _ s(a)p™, sia € Q; (immédiat);
g?)-u)(n) =(89)-u™,sia€Zy, (car Rz, w et (7, 9) commutent & (§9));
(n) n

* ((52) W)™ = Rz,wo (5 7)o (§3)) - = Rz,wo (57") o (% 2)) »
(57] ) - 1™, sin+uv,(b) > 0 (car alors ((1) plb) commute & Rz, w).

11 suffit de comparer les formules ci-dessus avec celles de la prop. 1.3.6 pour conclure
4 la B-équivariance de ¢. Maintenant, si y € Ker, alors (2 9)-p est nulle sur I} (W),

et donc  est nulle sur I'* pnZ, (W), pour tout n € N. Comme la réunion des I'! — (W)
pour n € N, est II tout entler cela prouve que g = 0. On en déduit 1’1nJect1v1te de ¢.
Enfin, si (,u("))neN € DE‘,V(H) X Qyp, siv €ll, et si n € N est assez grand pour que

vE I;I_nzp(W), alors (”(;L (1’) v et (1""Jrl (1)) - v appartiennent & Ig (W), etona:

(pt 0, (P57 9) o) = (ow (), (77 9) o) = (6, (77 9) - o).

Ceci montre que (u(™, (%" 9) - v) est indépendant de n assez grand. On note  1'é1é-

ment de ITV ainsi défini. Si v € Ig (W), on a, par construction de p,

<(p O) Nv”) <,u,( _no) v> (") , V)

Ceci prouve que Rzpyw((po 1) . /,t) = u{™, pour tout n € N. On en déduit la surjec-
tivité de ¢, ce qui permet de conclure.

II1.3. Représentations de GL2(Q,). — Le but de ce § est de démontrer le ré-
sultat suivant.

Théoréme II1.3.1. — Toute objet de Rep,,.GL2(Qp) admet une présentation stan-
dard.

Démonstration. — D’apreés la prop. III.1.16, il suffit de prouver que, si II est ir-
réductible, alors II admet une présentation standard. Or d’apres le th. II1.3.2 et
la rem. II1.3.4 ci dessous, qui regroupent des résultats de Barthel-Livné [2, 3] et
Breuil [13], une représentation irréductible est, soit supersinguliére, soit un sous-objet
d’une série principale, et il suffit donc de montrer que ces deux types de représenta-
tions admettent une présentation standard. Pour les supersingulieres, cela fait 1’objet
de la prop. II1.3.12, et la série principale est traitée dans la prop. II1.3.8.
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1. Les objets irréductibles de Rep,.,;G. — Les objets irréductibles de Rep,,, G ont
été classifiés par Barthel-Livné [2, 3] et Breuil [13].

Sio<r<p-1l,etsix:Q; — k7 est un caractére, on note W, , le KZ-module
(Sym"k2)® (xodet), ot K agit & travers son quotient GL3(F;). C’est un K Z-module
irréductible.

On identifiera Sym"k? au sous-espace de kz[X] des polynomes de degré < r, muni
de 'action & gauche de GLy(F}) donnée par (24) - P(X) = (a+ cX)"P(&4X). Le
module W, , admet alors comme base les polynémes

X0, (31) X7 = (X417, (31) - X7 = (X 417,
et Paction de GLy(F,) est décrite par les relations :

((51) -1 X" =x(-)r!(95) - X7,
(89)-X"=x(a)X", siacZ.

Si P est un élément de W, ,, on définit P(oo) € kr comme le coefficient de X"
dans P. Si0 <r <p-—1,etsix:Qp— ki, Barthel et Livné ont montré I'existence
d’un opérateur T, : I(W, ) — I(W,,), commutant & 'action de G, et tel que, si
geGet PeW,,,'on ait

p—1

To(lg, Pl) = ) P(=0)lg(% ), 1]+ P(c0)[g (b 3), X"]-

=0

Si A€ kg, soit II(r, A\, x) = I(Wyx)/(Tp—A)-I(W;. 5 ) et, si X € kT, soit uy € 9( L)
le caractére défini par py(z) = X"P(x).

Théoréme I11.3.2. — (i) La représentation II(r, A, x) est irréductible & part dans les
cas suivants :

o7 =0 et A = +£1, auquel cas II(r, \, x) est une extension d’une représentation
St ® (xua o det) irréductible, de dimension infinie, par le caractére xuy o det,

er=p—1et = =1, auquel cas II(r,\, x) est une extension de xuy o det par
St ® (xua o det).

(i) Tout objet absolument®® irréductible de Rep,, G est isomorphe & un consti-
tuant de Jordan-Hélder d’une représentation Il(r, A, x).

Soit A un anneau. Si W est un A-module muni d’une action localement constante
de B, soit Indg W TYensemble des fonctions localement constantes sur G, telles que
¢(bx) = b-@(g) siz € G et b € B. On fait agir G (& gauche) sur Indg W par translation

a droite sur la, _variable.
Si v € Indg W, on définit ¢, : Q, — W par la formule ¢,(z) = v(( % 1)). On

obtient de la sorte un isomorphisme de Indg W sur I'ensemble des ¢ : Q, — W,

(53) 11 est dite absolument irréductible, si kz, ®x, II est irréductible (sur k1 [G]).
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localement constantes, telles que z — (m(;l :;) - ¢(z~1) se prolonge en une fonction

.. pY—1 _ 1 d —b
constante sur un voisinage de 0. Les formules (25) = 1 (4 7b) et
1 01 d b 1 - 1/(cz+d) /(ad—bc) 0 1
ad — be ( -lz ) ( —c a ) = ad — be ( —cxc—d a:c‘:-b) = ( cg (czi—d()l/(udc——bc) ) ( -1 (aw+b)/(cz+d))

fournissent le résultat suivant.

Lemme I11.3.3. — L’action de G sur Indg W, identifié a un sous-espace de fonctions

¢:Qp— W, est donnée par g- ¢ = px g1, avec

CcT C aa—oc aw+b
(6% (20)@ = (VG L aie) S )

Remarque I11.3.4. — Si 61,62 € T (kL), on note §; ® &2 le caractere de B défini par
(&%) — 61(a)d2(d), que 'on voit aussi comme une ky-représentation de dimension 1
de B (& gauche). Une représentation de G de la forme Ind$ 6; ®9,, avec 4y, 8, € T (kL),
est dite de la série principale. Barthel et Livné ont démontré que II(r, A, x) a méme
semi-simplifiée que Indg (xpa-1 ®@xurw™), si A # 0. Donc toute représentation irréduc-
tible de G qui n’est pas de la forme II(r, 0, x) est un sous-objet d’une représentation
de la série principale. Les II(r,0,x) sont dites supersinguliéres. Nous verrons plus
loin (discussion précédant la prop. II1.3.7) une description plus explicite des séries
principales.

Proposition I11.3.5. — (i) Les seuls entrelacements entre supersinguliéres sont
H(Tv Ov X) = H(T, 07 X:U/—l) = H(p -1- Ty 0’ pr) = H(p -1- T, 07 pru—l)'

(ii) Il n’y a pas d’entrelacements entre les supersinguliéres et les sous-objets des
séries principales, ni entre les composantes de Jordan-Holder de Indg 01 ® 0y et
de Ind$ &, ® 8%, si (01,082) # (8}, 05).

2. Quelques représentations de B. — On note LC.(d; ® d2) 'espace LC.(Qp, k) des
fonctions localement constantes, & support compact dans Q, et & valeurs dans ky,
muni de I’action de B (& gauche) donnée par

((58) 5186 9) (@) = br(a)Ba(d)d (=2

et Paction & droite correspondante étant donnée par

)

(b rsi05 (3)(®) = 57 (@5 @9(“E2),

Si i € Zp/pZy, soit ¢; = 1iypz, € LC(Qp,kr). Soit Y (41,02) le kr-espace vec-
toriel ¢z, /pz, kL - ¢i, muni de 'action de ZB(Z,) obtenue par restriction de celle
sur LC.(6; ® d2).
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Proposition II1.3.6. — LC.(5; ® &2) est le quotient de Ind B(z,)Y (61,02) par le sous-
kr[B]-module engendré par Rs, 5,0, avec

Rs, 500 =1(89),00l = D 1(59),6:(p) " 6il.

i€Zyp /pZp

Démonstration. — Soit J un systéme de représentants de Q,/Z, dans Q,.

o Les (p(; T’:c) avec n € Z, ¢ € J, forment une famille de représentants de G/ K Z.

[ ] (p p c) ¢l - 61( ) P"(i+6)+p"+lzp-
e Les p"(i+c), avec c € J et i € {0,1,-- ,p— 1} forment un systéme de représen-

tants de Q,/p" "' Z,.
e En tant que k-espace vectoriel, LC.(Qp, k1) est égal a

(B @ btrrn ) (B D ks, tuspini,).

n€ZbeQ,/pnt1Zy n€Z beQp/p"Zp

-1 — n—1
i 1b+p"Zp - f=0 1b+P"i+Pn+1zp = 61(}7)1 "(p 0 b) R61752,

Ceci permet de conclure.
3. La série principale en caractéristique p. — Remarquons que, ki étant d’ordre
premier & p, et 1 + pZ, étant un pro-p-groupe, on a é(z) = 1si ¢ € 1+ pZ, et
d € J(kr). Soit w: Qp — Fy la réduction modulo p du caractere z — z|z|. On
a donc w(p) = 1. Si 61,02 € ?(kL), on note B(d1,082) l'espace des fonctions ¢, &
valeurs dans kr, localement constantes sur Q,, telles que = — (w™16165 )(:1:) o(1/x)
se prolonge en 0 en une fonction localement constante sur Q. Si ¢ est la fonction
définie sur Q, par

boo() = (w6165 ") (z) siz ¢ Zy,

* 0 six € Zp,
alors B(d1,02) = LC.(Qp, kL) ® kL - poo- On munit B(d1,d2) d’une action x5, 5, de G
a droite, définie par,
azx + b)

(¢ %516, (22)) (@) = (w871) (ad — be) (w8165 1) (cz + d)¢(cw 3

Comme d’habitude, cela permet de munir B(d1,d2) d’une action & gauche -5, 5, de G
définic par g -5, 6, ¢ = ¢ *5,,6, 9

Si v € Ind§ &1 ® 62, on définit ¢, : Qp — ki, par la formule ¢y, (z) = v(( % 1)). Le
lemme II1.3.3 montre que ceci définit un isomorphisme G-équivariant de Indg 01 ® 6o
sur B(6aw, 81) (et donc B(d1,62) 2 Ind§ 6,@0,w™?). Par ailleurs, 'évaluation en (3 9)
fournit une application B-équivariante surjective Ind$ 8, ® d1w™! — 6, ® Sw™!
Traduit en termes de I'isomorphisme B(6y,d;) = Ind$ 6, ® 6w, il est facile de voir
que le noyau n’est autre que LC.(5;w™! ® 63). On en déduit les résultats suivants.

Proposition I11.3.7. — (i) B(d1,62) est un objet de Rep,,. G ; son caractére central
est w™18,05.
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(if) LC.(Qp, kL) est stable sous l’action du borel B, et on a une suite ezacte de
kr[B]-modules

0 — LC. (81w~ ® 85) — B(61,82) — 62 ® 1w — 0.

Proposition I11.3.8. — Si i € Z,/pZy, soit ¢; = 1iypz,, et soit W(61,02) le sous-
ki -espace wvectoriel de B(61,02) engendré par ¢ et les ¢;, pour i € Z,/pZy.
Alors W(61,02) € W(B(él,ég)), et R(W(61,082), B(61,02)) est engendré, comme
O1|G]-module, par

Rs,50=1[(89):%]— > [(59).6:(0) "]

1€Zy/pZy
Rs, 5300 = [(89),61(0) ool — [(39):00c) = D [(§9), (w6185 7) (6)¢hil.
1€(2Zp /pZp)*

Corollaire 111.3.9. — 1(W (61,02))/R(W (41, 62), B(61,02)) est une présentation stan-
dard de B(6;,02).

Démonstration. — Pour déduire le corollaire de la proposition, il suffit d’utiliser la
prop. III.1.9.

Passons a la démonstration de la prop. I11.3.8. Pour simplifier les notations, posons
Il = B(61,02), W = W(41,62) et § = w‘16152_1, et notons - au lieu de -5, 5, I’action
de G sur II.

Des calculs immédiats montrent que

(81) - ¢i = pip1 sii€ Z,/pZ,
11y _Jé@-1)=68=)0(1—z"")=6(x) siz¢Zy,
(01) Poo(T) = {0 siz e Z,, = ¢oo(2),
(1’) i =w Ha)d1(a)pa: sii€ Zy/pZy,
(? (ll) ' ¢i = 61(—1)6(i)_1¢i_1 sii€ (Zp/pzp)*v ((1)(1)) : ¢0 = ¢oo, ((1)(1)) : ¢oo = ¢0-
On en déduit la stabilité de W par KZ.

Maintenant, on a 61(;0)_1(8 (1’) ¢ = lpiyp2z,, €t

6($)7 siz ¢ pzp)
0, six € Zyp,

sia € (Z,/pZ,)*, alors {(

=doo(@)+ Y 8(i)gi(z
ZG(Zp/PZp)*
On en déduit 'appartenance de Ry = Rs, 5,0 €t Roo = Rs, 65,00 & R(W,II).
En tant que B-module, II est, modulo LC.(0;w™! ® &2), engendré par 'image
boo de doo, €t Roo devient [(g(l)) 1(0) " Bss] — [(39),000)- Soit R'(W,II) le
sous-kz[B]-module de R(W,II) engendré par Ry et R.. Le quotient de I(W) par

R'(W,11) peut, grace a la prop. I11.3.6, se dévisser par la suite exacte de kz [B]-modules
0 — LC. (61wt ® 83) —» I(W)/R (W, TI) — kL, - ¢, — O.

51(0) 71 (2 Y) - boo (@) = Poo(/p) = {
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Comme II = I(W)/R(W,II) est un quotient de I(W)/R'(W,II) qui, d’aprés la
prop. I11.3.7, s’inscrit dans la méme suite exacte de kp[B]-modules, on en déduit
que lapplication naturelle de I(W)/R'(W,II) sur Il est un isomorphisme, et donc
que W € # (Il) et R(W,II) = R'(W,II). Ceci permet de conclure.

Remarque 111.3.10. — Soit LC.(Qy, kL) 'espace des fonctions localement constantes
sur Qp, & valeurs dans ki, et a support compact dans Q. C’est un sous-kr-espace
vectoriel de codimension 1 de LC.(Qp, k1), stable par le sous-groupe diédral A de G.
Le quotient B(d1,d2)/LC.(Qy, kL) est donc une représentation de A, de dimension 2,
engendrée par les images ¢oo et ¢0 de ¢ et ¢ qui sont échangées par ( ) Par
ailleurs (& 9) agit par multiplication par §;w™'(a)d(d) sur ¢, et par multiplication
par §;w™!(d)da(a) sur ¢.,. On en déduit, qu'en tant que kr,[A]-module,

B(61,082)/LC(Q}, k) = Ind} 61w ® 6,

ou l'on a noté §1w=' ® &, le caractere (&9) — 1w~ '(a)d2(d) de A. En particulier,
si 6105 # w, ce kr[A]-module est irréductible, ce qui nous sera utile plus loin.

4. La steinberg. — Sid1 = w et §3 = 1, on a ¢oo = 1pi_z,, et B(w, 1) est 'espace
LC(P1,kz) des fonctions localement constantes sur P! = P!(Q,), muni de I’action
3 gauche de G définie par g- ¢ = ¢ x g~1, o1 'action * & droite de G est donnée par
(¢>* (‘; 3)) (z) = qS(%). Le sous-espace des fonctions constantes est stable par G, et
on note St le quotient : c’est la steinberg. Comme 1p1 = ¢00+Ziezp/pzp ¢ € W(w,1),
on peut définir le K Z-module Wy(w,1) = W(w,1)/kr - 1p1. De maniére explicite, on
a Wo(w,1) = ®iez,/pz, kL - ¢i, avec action triviale de Z et

) ¢i+1 sig € Zp/pr,
) - qS, bai sia€Zyetsii€Zy,/ply,
)i =i sii€ (Zp/pZy)*, (98) do=— D, &

i1€Zy,/pZy

(33
(8¢
(9%

On déduit de la prop. II1.3.8 le résultat suivant.

Proposition I11.3.11. — La représentation St admet wune présentation standard

et, plus précisément, Wy(w,1) € # (O (St) et R(Wy(w,1),St) est engendré par
-1 0

[(69), 0] = V=0 1(57), 4il-

5. Les supersinguliéres. — Le but de ce numéro est de démontrer que les représenta-

tions supersingulieres de GL2(Q,) admettent une présentation standard (ceci a aussi

été démontré par Breuil et Paskunas [17], par Vignéras [71], et par Ollivier [57]). De
maniere précise, on a le résultat suivant.

Proposition I11.3.12. — Si0<r <p-—1, et si x:Qp — ki, on a des isomorphismes

I(an) ® ‘I(Wp—l—r,xw’)
(Ro, R1)

H(T’, 07 X) = = H(p -1- T, 07 pr)>
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de ki [G]-modules, avec

Ro=1[(39), 0.Y* )] - [(§7),(1,0)]
Ri=[(59),0,1)] = (-1)"x®)*[(59), (X", 0)]

Démonstration. — La démonstration de la proposition va demander un peu de pré-
paration.

Lemme I11.3.13. — Soit 0 < r < p—1, et soit P.(X) = M Alors,
dans Fp, on a P.(o0) = ST et

—1)¢(P—1-7 i 0<i<p-1-
pr(—i)z{f) PO si0sispolem

sip—r<i:<p-—1.

Démonstration. — Le résultat est clair sip — 7 < i < p— 1 ou si 4 = co. Maintenant,
modulo p,on a,si0<i<p—-1-r7,
(p—l—r) _p=1-7)--(p-i=-r)

% i!

= (_1)i(_r__tp_'i;!'_(r_+_i) = (-1)

R )

Ceci permet de conclure.

x) = (89)-1€I(r,0,x). Alors le sous-K Z-module de
II(r,0, x) engendré par f(r,x) est isomorphe & Wp_1_r yor-

Démonstration. — Comme (§ 9)-1 est invariant par (I;Z;z 1 +zpz ), le vecteur f(r,x)

est invariant par (g (1)) ( 1:;3 1+zp"zp ) (pgl 1 ) qui contient (1+pz" 1ifz ) De plus,

(98)-Frx) = (59)(98) - 1=x(-D)(53) - X
(89) - fr,x) = (29)(39) -1 =x(a)a" f(r,x) = (xw"(a)) £ (7, x)
(D) =g = e () g

7

= Op_1
=(=1)P7" N P(-i)(Bi)-1
=0
= (1P P(0)(B9) X7 =~ (39) - X" = (-1 (p—1-)(35) - X,

la derniére égalité venant de ce que, d’apres le théoreme de Wilson,

lp— 1)l = (<1~ (p— 1) = ~(~1)P7" = ~(=1)".
(On remarquera que la formule (—1)P~1 = 1 est aussi valable pour p = 2.) On peut
réécrire la derniére relation sous la forme

((§1) = VP77 f(rx) = x(-1)(=1)"(p =1 =) (5) - £(r,x)-
Il n’y a plus qu’a comparer les formules ci-dessus avec celles pour Wj,_1_, v~ pour
conclure.
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Soit alors W = W, , @ Wp_1_r ywr- On peut représenter un élément de W sous
la forme (P,Q), ou P est un polynéme de degré < r en X et @ est un polynéme
de degré < p—1—1r en Y. D’aprés ce qui précede, on dispose d’une application
G-équivariante de I(W) dans II(r, 0, x) envoyant [g, (X",0)] sur g-X" et [g, (0, YP~'7)]
sur g(29) - 1.

Lemme I11.3.15. — L’espace R(W,1I(r,0,x)) contient les relations Ry et Ry de la
prop. 111.3.12.

Démonstration. — Pour Ry = [(39),(0,YP=2=")] — [(59),(1,0)], le résultat est
évident. Par ailleurs, dans I(W), on a

[(39): 0,11 =1[(%5), (25) - (0, D] = x(-1)(-1)"(§

Le membre de droite a pour image x(—1)(—=1)"(93)(
dans II(r, 0, x). On en déduit le fait que R(W,II(r,0,x))
(X"

Ry =1[(59),(0,1)] = (-1)"[(0 )
(57)

Emfin, en multipliant la relation ci-dessus par
contient

)16 0,770
)1 = (1r(39) - X"
O

P
0
contient aussi

,0)].
, on voit que R(W,II(r,0,x))

)

pO
01

Rl = [(g (1))7 (0’ 1)] - (_1)TX(p)2[(C1) (1))7 (Xrao)]

Lemme I11.3.16. — Le O1[G]-module engendré par les relations Rg, R contient le
sous-0|G]-module (Tp-I(Wy ), 0)®(0, Tp-I(Wp_1_r xur)) comme sous-module strict.

Démonstration. — Si P est un polynéme de degré < r, on a
gP(—i)(a i) Ro= z:; (P0I(9), (31) - 0, Y71 = P(=0)[(31),(1,0)]).
(;Oa de plus -

S8, 4 011695 P00 )

U Po(3), 0.1

la derniére identité venant de ce que le polynéme i — P(=i)(Y +i)P~""1 est de
degré < p — 1, de terme de degré p — 1 égal & (—1)"P(o0), car P est de degré < r, et

de ce que Y03 i* =0si0< k <p—2,et 70" = —1. On en déduit I'identité
p—1

(=1)" P(c0) RI+ZP )(31) - Ro=—(D_P=9)I(51) (1,0)] + P(e0)[(32), (X", 0)])
G =0
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De méme, Ry = (39) - Ro = ((52),(0,Y>"=7)] = x(®)[(42), (1,0)] appartient
a (Ro, Ry), et un calcul similaire & celui effectué ci-dessus montre que, si Q est un
polynoéme de degré < p— 1 —r, alors

p—1 p—1
2 Q(31) - R+ Qeo)Ry = 3 Q(=9I(81), (0, 1]+ Q(0)I(37), (0, Y7~
=0 =0

= (0’ Tp([((l) ?)’ Q]))

On en déduit que les kz[G]-modules (T}, - I(Wr,y),0) et (0,7, - I(Wp_1—r,xwr)) sont
inclus dans (R, R1) et la somme directe de ces deux modules est un sous-module
strict de (Rg, R1) car ni Ry ni Ry n’en sont éléments. Ceci permet de conclure.

Revenons a la démonstration de la proposition IT1.3.12. On déduit du lemme II1.3.15
Pexistence d’une application G-équivariante non injective

. I(Wr,x) D I(Wp—l—r,xwr) N I(Wr,x) D I(Wp—l—nxw’) )
(Tp ' I(WT,x)a 0) ® (0’ Tp ' I(Wp—l—r,xw’)) (ROa Rl)

f

Le membre de gauche n’est autre que II(r, 0, x) ®II(r—1,0, x,w"). Comme par ailleurs
R(W,x & Wp_1—rywr,I(r,0,x)) contient (Ro,R;), on en déduit lexistence d’une
application G-équivariante surjective

. I(Wr,x) @ I(Wp—l—r,xw")
(ROa Rl)

telle que la composée g o f soit I'identité de II(r, 0, x), et induise une application non
nulle de II(r — 1,0, x,w") sur II(r,0,x) ('image de ((1, (1’) SYPTITT est (g (1’) -1 #£0).
Comme II(r — 1,0, x,w") et II(r, 0, x) sont irréductibles, cela implique que

e g o f induit un isomorphisme de II(r — 1,0, x,w") sur II(r, 0, x) ;

e le noyau de f est isomorphe & II(r — 1,0, x,w”) = II(r,0, x) ;

e g est un isomorphisme;

L4 R(Wr,x @ Wp—l—r,xw'a H(T) 0, X)) = (R07 Rl)

Ceci permet de conclure.

— II(r, 0, x)

IV. Le (¢,I')-module attaché & une représentation de GL2(Q,)

Ce § contient la définition du (¢, ')-module D(II) attaché & une représentation
de GL2(Qp). La définition est en définitive trés simple (elle correspond & couper
Parbre de PGL2(Q,) au milieu de ’aréte correspondant & Z,), et se généralise (moins
simplement [68]) & d’autres groupes que GL2(Qp). Il faut quand-méme vérifier que
le foncteur IT — D(II) ainsi obtenu donne bien les résultats voulus; c’est 'objet du
th. IV.2.1 qui fournit des résultats de finitude et du th. IV.4.1 et du cor. IV.4.11 qui
montrent que les foncteurs II — D(II) et D — II(D) sont essentiellement inverses
I'un de 'autre.

ASTERISQUE 330



REPRESENTATIONS DE GL2(Q,) ET (¢,I)-MODULES 367

IV.1. Le foncteur II — D(II)

1. P*-modules et (¢,I')-modules. — Notons P* le semi-groupe (ZPB{O} Zr). SiM
est un Or-module topologique (sous-entendu complet) muni d’une action continue
de P*, alors M est aussi muni d’une action continue de I'algébre de groupe complétée
OL[[(§ % )]l de (§ % ). Comme l'application A — Ay = fzp(l +T)* A((3 7)) induit
un isomorphisme de &1 [[(; ZI" )]] sur €7, on peut aussi voir M comme un module
sur ﬁ} ou, de maniere pédante, on peut considérer le ﬁ;.f-module Dpea (M) défini par

— pt
Dpea(M) = ¢ ®ou1(2 %)y M-

Les Or-modules M et Dyq(M) sont naturellement isomorphes; notons cet isomor-
phisme ¢ : M — Dpeqa(M). 11 existe un opérateur ¢ : Dpeq(M) — Dpea(M), et
si a € Zy, un opérateur o, : Dpeq(M) — Dped(M), vérifiant, si v € M, les relations
suivantes :

o) = 1((32)v) et oalu®) = u((39) -v).

Rappelons par ailleurs que ’on a muni 6’2.7 d’une action de ¢ et T', avec
(M) =AQ+T)P -1 et o, (T)=01+T)*-1.
Lemme IV.1.1. — Si A € O}, et six € M, alors
p(A(v)) = p(A)e(v) et aa(Ae(v)) = da(N)e(v), sia € Zy,

et les actions de ¢ et I' commutent entre elles. Autrement dit, Dpeq(M) est muni
d’une structure de (p,T')-module sur OF.

Démonstration. — C’est une simple traduction de l'identité (& 9)(3¢) = (§ %) (a9),
et de la commutativité de (%; (1’)

2. Le Og-module D(II). — Soit II € Rep,,, G, et soit W € # (O (II). On rappelle
que, si U est un ouvert compact de Q,, on note Iyy(W) le sous-&-module de I(W)
engendré par les [("’0n ‘;),W], pour a € Q, et n € Z vérifiant a + p"Z, C U, et que
'on note I} (W) 'image de Iy(W) dans II. Le module IEP(W)V, qui va jouer un role

fondamental dans la suite, est le plus souvent noté D?,V (I1).
Lemme 1V.1.2. — Soient Wy C Wy des éléments de % () (1I).
(1) IEP(WQ) est un sous-Or,-module d’indice fini de Igp (W1).

(i) L’application naturelle (de restriction) pw, w, : D?,Vl I — DE,V2 (IT) est sur-
jective et son noyau est fini.

Démonstration. — Comme Wy C Wi si n > 0, et comme W+l = (wrh j)
suffit de vérifier le résultat pour W, = 2[1]. Mais alors, W7 C IIZIP (Wa)+ (”_1 0) -Wa,

0 1
et (7 ;)(1’01 0) = (»"," i) € P* sin > 1, ce qui prouve que Iz, (Wh) /17 (W2) est
un quotient de (P;I %) - Wa. Ceci démontre le (i). Le (ii) s’en déduit par dualité.
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Il résulte du (ii) du lemme IV.1.2 que pw, w, induit un isomorphisme
Pwyw, : O ®62.’ D'tq/Vl (II) = O ®52: DE’V; (1)

de Og-modules. On définit D(II) comme la limite projective des Og ® ot D%V (I1),

pour W € # (O(II), relativement aux isomorphismes DWW, -

3. La structure de (¢,T')-module sur D(II). — Soit I} (W) 'ensemble des p € IIV
nuls sur (77 ¢)-W, pour tous a € Q, et n € Z tels que a+p"Z, ¢ U. On remarquera
que si U C V, alors If(W)g C IJ(W)y. Le module I (W)y est le plus souvent
noté Dii,(IT). Le résultat suivant, complément du lemme II1.2.4, est immédiat.

Lemme IV.1.3. — Si U est un ouvert compact de Qp, et si g € G est tel que gU ne

contienne pas oo, alors g(If(W)y) = Iy, (W)y .

En particulier, Z, étant stable par P(Z,), le module Dy, (II) est muni d’une ac-
tion de P(Z,). Comme de plus, (29)Z, = pZ, C Z,, le module D (II) est un
P*-module; il est donc muni naturellement d’une structure de (¢, I')-module sur 6’2.7.

L’application naturelle Ry w : IV — I} (W)Y induit une injection de I (W)Y
dans I(W)V (un élément de I} (W)y est nul sur (p(; “)-W,sia+p"Z, ¢ U, et un
élément du noyau est aussi nul sur (%’ 2)-W, si a +p"Z, C U, et donc est identi-
quement nul). En particulier, Rz, w induit une injection de Djj, (II) dans DE,V (1I1).

Lemme IV.1.4. — L’image de D}, (I) par Rz, w est d’indice fini dans DE,V(H).

Démonstration. — Si p € DE/V(H) est nul sur (39) - W, alors p peut, d’apres
le lemme III1.2.3, s’étendre en un élément de D;“V(H). Ceci implique que l’image
de D, (II) dans DY, (IT) contient tous les u nuls sur (§9) - W, et donc est d’indice
inférieur ou égal a la longueur de W sur &,. Ceci permet de conclure.

Lemme IV.1.5. — L’application naturelle Og ®pt Di,(Il) — O¢ ®pt DE,V(H) est un
isomorphisme de Og-modules.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du lemme IV.1.4.
Comme Dj},(IT) est muni d’une structure de (¢, I')-module sur &}, cela permet de
munir le &g-module D(II) d’une structure de (¢, I')-module sur O¢.

Remarque IV.1.6. — Si W; C Wy, alors D;FV:) (IT) est d’indice fini dans D{,*Vl (I1), d’ou
un isomorphisme tyw, w, : O¢ ® ot D;’V:)(H) 2 0sQ ot D{fVl (I1) de Og-modules com-
mutant & Paction de P*. Comme O ® gt D, (Il) = O¢ ®pt DE,V(H), on aurait
pu définir le Og-module D(IT), avec sa structure de (¢, I')-module, comme la limite
inductive des O ® ot Dy, (TI) relativement aux isomorphismes tw,,w, .
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4. Le morphisme Pz, : IIY — D(II). — On dispose pour tout W € # O(I1) d’une
application naturelle

az,w : Diy (1) — D(II) = O ® 5+ Dy (ID),

envoyant x sur 1 ® x, et la composée az, w o Rz, w : IV — D(II) ne dépend, par
définition de D(II), pas du choix de W. On note cette application Bz, .

On note simplement D le (¢, ')-module D(II). Il est muni (cf. n°4 du § 1.3) d’une
action de P(Z,) définie par (3%) -z = (14 T)°0q(2).

Proposition IV1.7. — On a f3z,09 = go Pz,, si g € P(Zy).

Démonstration. — Notons af y : Diy(I) = D = Os ®4+ Dy, (11), l'application
z +— 1 ® z. Par définition de la structure de (¢, ')-module sur O ® ot Dy, (11), on
agoay w =ay wog sig€ P, etdonc, a fortiori, si g € P(Zp). De plus,
Rz, w : Di,(I) — Dh w (IT) induit un isomorphisme

Rz, w : Os ® g Dy (1) = 05 @ 5 Db, (1),

et on aﬁzp,w oa%pyw = az,w o Rz, w sur D w (IT). Enfin, gORz W= Rz wodg,
pour tout g € P(Z,), par définition.

Maintenant, soient g = (§ %) € P(Z,) et p € I1V. Si b € Zy, soit v(b) = (§ %) — 1.
Alors, si n est assez grand, v(ap™) o Rz, w(p) est dans I'image de Dj,(II). Or on a
v(ap™) = gv(p™)g~'. On obtient donc

v(ap™) o go Pz, (u) = gov(p")oaz,woRz, w(k)
= goaz,wov(p")oRz, w(k)
= goRg,woag, woRgz w(¥(®")oRz,wk)
= Rz, woay, woRz w(gwv(®")g™" o Rz, w(g-n)
= v(ap") o az, w o Rz, w(g-p) =v(ap") o Bz, (91
On a donc démontré que v(ap™) o go Bz, (1) = v(ap™) o Bz,(g- 1) dans D. On conclut
en utilisant le fait que v(ap™) agit par multiplication par (1 + T)‘”’" —1sur D, et
que (14 T)%" — 1 est inversible dans O.
5. L’opérateur v sur D(II)
Lemme 1V.1.8. — L’application (o, - - -, fip—1) — S-0"p (B%) - ps de (TIV)P dans I1Y

induit une injection de (Dy,(I1))P dans D, (I), et le conoyau est de longueur finie

sur O,.

Démonstration. — L’image de D+ ) par u — (g ) L est IZ +pZ, (W){, et injectivité
de la restriction de (o, ..., gp-1) = Si0g (B1) - pi & (Df,(I1)P suit de ce que les
i + pZ, sont disjoints deux a deux.
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Maintenant, d’apres le lemme II1.2.3, si p € I_,_pz (W)Y est nul sur [(21),W],
alors u peut se prolonger par 0 en un élément )\; de IIV, auquel cas \; = ( ) PN
avec p; € Dy, (IT). On en déduit le fait que 'image de (ko - - - , pp-1) — Zz_o PY) i
contient les y € Dif;,(IT) nuls sur W et (2¢) . W pour 0 <i < p—1. Le conoyau de
Papplication est donc un quotient de W+Zf=_(} ( S {) -W , et par suite est de longueur
finie sur &', ce qu’il fallait démontrer.

Proposition IV.1.9. — D(II) est un (p,T')-module étale.

Démonstration. — Le lemme IV.1.8 se traduit, aprés tensorisation par g, par le fait
que application (zo,...,Zp—1) — Zf;ol (14+T)*p(x;) est un isomorphisme de D(II)?
sur D(II), ce qui permet de conclure.

Rappelons que l'on a défini un opérateur ¢y : D?,V (Im) — DE,V (IT). Par ailleurs,
le (¢,I')-module D(II) étant étale, il est muni d’un opérateur . La prop. IV.1.11
ci-dessous permet de relier ces deux opérateurs, ce qui nous permettra (prop. IV.3.2)
de donner une description de IIV en termes de D(II).

Soit M C D3, (IT) 'image de (D5, (I))? par (Ko, .- -, tp—1) = Sbrg (B F) - p.

Lemme IV.1.10. — Si p € M, alors az, w(@¥w(n)) = ¢(az, wu)).

Démonstration. — Si v € Iz (II), alors

(S (510 0 = (D) s (52) ) = e (3 4) )

Or u; est identiquement nul sur I_z +2, (W), sii € Zy. On en déduit que tous les termes

de la somme ci-dessus sont nuls, sauf celui correspondant & ¢ = 0 qui vaut (ug,v); on

a donc
p—1
bw (D (51) m) = ho
=0
Par ailleurs, par définition de la structure de (¢, I')-module sur D(II), on a

p—1 p—1
oz, w (D (B1)-m) =Y (1+ D) ploz,wk)),
i=0 i=0
et donc
p—1 p—1 '
Yoz, w (D (B1) ) = az,w(m) = az,w (¥w (Y (51) - mi))-
i=0 i=0

Ceci permet de conclure.

Proposition IV.1.11. — Si p € De,V(II), alors az, w(Yvw(n)) = ¢(az, w(u))-
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Démonstration. — D’apres le lemme IV.1.8, le module DI{',V(H) /M est de longueur
finie sur Op. I existe donc n € N tel que ((37) — 1) D, (II) ¢ M. Soit alors
uE DE,V (II). En utilisant la définition de la structure de (@, I')-module sur D(II), puis
le lemme II1.2.7, puis le lemme IV.1.10, et de nouveau la définition de la structure de

(¢, T')-module sur D(II), on obtient :

(L+ TP = Vag,w@ww) = az,w ((17"") = 1) - Yw(w))
= az,w(@Ww(((3%) —1) 1) =¥(az,w(((§7) —1) - )

n n—1
= Y((A+ T - Dag,wkw) = (1+T)" - 1)¢(az,w(k)
Ceci permet de conclure.
Proposition IV.1.12. — On a Bz, o (p;l 0) =4 ofz,.
Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du lemme II1.2.8 et de la

prop. IV.1.11.

IV.2. Propriétés de finitude du foncteur II — D(II)

1. Calcul des (¢,T')-modules attachés auz irréductibles de Rep,o,G. — Si A € kr, et
si0 <r <p-1,on pose II(r,\) = II(r, A\, 1). D’apres les résultats de Barthel-Livné
et Breuil rappelés au n° 1 du § II1.3, toute ky-représentation absolument irréductible
de dimension infinie de G est isomorphe (& un espace prés de dimension au plus 1) &
une tordue d’une II(r, A\) pour un choix convenable de r et \.

Théoréme IV.2.1. — Si0 < r <p-—1, et si A € kr, alors en tant que ﬁ;-modules,
on a

ktokl  siA=0,

kfF®kf/T siA#0.

D}y, (TI(r, \)) = {

Démonstration. — Le module D%VT(H(T, M) étant un kf-module compact, 1'énoncé
ci-dessus est équivalent a
0 siA=0,
dimy, DYy, (I(r,\))/T =2 et dimg, KerT? =0
r DY, (I(r,A) 1 siA#0.

Comme T = (§ 1) — 1, cet énoncé est aussi équivalent, par dualité, &

0 siA=0,

dimy, 5V W) (011 =2 et dikaI;‘(T’*)(w,)/((a%)—1)”:{1 A#0
" ? si .

Le calcul de la dimension du premier (resp. second) de ces espaces fait I'objet du
cor. IV.2.9 (resp. IV.2.11). L’ingrédient principal est I’étude des invariants et des
co-invariants de Paction de (§ 1) sur les deux premiers termes de la suite exacte

0—Y.\— Iz (W) — IE(T’A)(WT) -0,

P
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ol si A € kr, on a noté Y, x = Iz, (W,) N (T, — A) - I(W,) le noyau de P’application
naturelle de Iz, (W) dans II(r, X).

Remarque IV.2.2. — (i) La démonstration qui suit traite sur le méme pied les séries
principales et les supersingulieres. Dans le cas des séries principales, il y a une dé-
monstration nettement plus directe (cf. prop. IV.4.17).

(ii) Les calculs ne sont pas sans rappeler ceux de Breuil [13] menant & irréducti-
bilité de II(r, 0, x).

(iii) Le théoréme ne dit rien sur les actions de ¢ et I'; ceci fait l'objet des
prop. VIL.4.2 et IV.4.17. (Cf. aussi [6].)

11)_,
Lemme IV.2.3. — Si0<r <p-—1, alors W,~(0 1) est le kr-espace vectoriel de di-
mension 1 engendré par 1, et W,./ (( 1)—1) est un kr-espace vectoriel de dimension 1
engendré par l'image de X7.

( . k=1 (kY v j kY .
Démonstration. — On a ((§1) - 1)- X+ = 1o (J.)XJ, et comme (]) n’est pas nul
modulo p si £ <7 <p—1, cela permet de conclure.

.
Comme l'intersection du semi-groupe Pt avec K est (ZOP le’ ), et comme

P+/ H{ ni,aveCOSiSp”—l},
neN

on a une décomposition naturelle de Iz, (W;) sous la forme
Iz,(Wr) = @nenI ™ (Wy),  avec IT(Wy) = o125 (% 1), W),

et, sin € N, on note 7, : Iz, (W;) — I™ (W, la projection naturelle.

Lemme IV.2.4. — Sin > 1, alors I(")(W )((1) P)=1 est le k1 -espace vectoriel de dimen-
sion 1 engendré par f, = S o (B 9),1), et I(")(W )/((0 1) —1) est un ki -espace
vectoriel de dimension 1 engendré par limage de [(?) 9), X"].

Démonstration. — Le ( (1) le )-module I (") (W,.) étant induit & partir de W,., on peut,
comme me ’a fait remarquer le rapporteur, utiliser le lemme de Shapiro pour déduire
le résultat du lemme précédent. On peut aussi procéder directement comme suit.
Comme (§1)(% 1) = (7 1), cela implique que ¢ = Ef_al ( 1), P est fixe par
(1) si et seulement si Pipy = Pisi0<i<p" 2 etsi[(% 7 ), P]=[(%2), Pl
En faisant agir (P;" (1)) sur cette derniére égalité, on voit qu’elle est équivalente a

((1) }) - Py = Py dans W,.. D’apres le lemme 1V.2.3, cela implique que P, est constant.

On en déduit que I (")(WT)(l% %):1 est le kr-espace vectoriel de dimension 1 engen-
dré par f,, et, I™(W,) étant de dimension finie, que I™(W,)/((31) — 1) est un
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ki-espace vectoriel de dimension 1. Pour conclure, il suffit donc de prouver que
[(% 9),2"] n’est pas dans limage de (§1) — 1. Or

p"—1

(A1) -0 (X1 1. RI) =15 ), X7)
1=0

équivaut & Piy; = P;si0 < i <p"? et [(”g P:),Po] - [(”J 9), R] = [(”J ), X"].
Cette derniére relation est équivalente a ((§ 1) —1) - Py = X" dans W,, et ceci n’est
pas possible, d’apres le lemme IV.2.3. Ceci permet de conclure.

Lemme IV.2.5. — Si0<r<p-—1, et si A € kr, alors

v (D=1 _ [ @ik (far = Afa) siT#0,
m OFYNkL - (fas1 — AMfa + fn1) sir=0.

Démonstration. — L’argument est un peu différent suivant que r est nul ou pas.
eSir#0,ona (T, — ) fn = fny1 — Afn, €t on est donc ramené & prouver que
fo & (T, — A) - I(W,.), ce qui est clair car un élément de (T, — A) - I(W;) a au moins
deux composantes non nulles.
e Sir=0,alors (T, — A) - fn = fnt1 — Afn + fa—1, sin > 1. On est donc ramené
a prouver que (kg - fo® k- f1) N ((Tp, — A) - I(W;)) = 0. Or,

afo+bfi ==b[((55), U+ (a+M)[(§9),1] + (T, = A) - fo,

et comme un élément de (T, — A) - I(W,) a au moins deux composantes non nulles &
distance > 2, l’appartenance deafo+bf1 & (T, —A)-I(W,) implique b=a+ Ab =0
ce qui permet de conclure.

Corollaire IV.2.6. — Si0<r<p-—1, et si A € kg, alors

aim, (2,00 GD =G0 {102
Lemme 1V.2.7. — (i) mn41(Tp(8)) € ((§1) — 1) CIHY(W), i € IM(W,).

(ii) Sin > 1, si g € I™M(W,), et si 7rn_1(Tp(¢)) € ((§1) -1) - IV (W,), alors
¢e((51) - 1) - I™MW,).

Démonstration. — Pour démontrer le (i), il suffit, par linéarité, il suffit de traiter le
cas de ¢ = [(% 1), P], et on a alors

i1 (Tp(9)) = Y P(=9)[(% 1)(51), 1 =D P(=9)[(¥y " 3+7"),1].
1=0 1=0

Il y a alors deux cas.
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eSir#0,alors 1= ((§1)—1) X, et donc
(7 ) = (7 477, ((31) - 1) - X]

= (7)) =D (7 ) X € (31) - )7 ).
e Si r =0, alors P est constant et

I )= =) =1) (T A ) 0) € ((5) - ) T ),
=0 i=0

Ceci termine la preuve du (i). Passons 4 celle du (ii). L’action de (§ }) commute &
celles de T}, et m,_1. L’énoncé & démontrer est donc équivalent a 'injectivité de

10Ty - IMW)/((51) = 1) = TPV W)/((81) - 1),

et comme les deux espaces sont de dimension 1 sur k7, (cf. lemme IV.2.4), cette énoncé
est aussi équivalent a la surjectivité de m,_1 0T,. Or on a

-1 (Tl(% 2), XD = [(% 2)(35), X1 = ("7 9), X"],

ce qui permet, grace au lemme IV.2.4, de conclure.

Lemme IV.2.8. — Si0<r<p-1, etsi)€kg, alors

. 1 sir#0,
aime, (50 ((3) = 1) Ty W) /((31) - { ,
str =0,
et Uespace ci-dessus est engendré par ((§1) —1) - (T, — A) - ([(39),X"]) dans tous
les cas.
Démonstration. — Une comparaison des supports de ¢ et T, - ¢ montre que I’appli-

cation ¢ — (T, — )) - ¢ est injective, et que (T, — A) - ¢ € Iz, (W,) si et seulement si
¢ € Iz, (W) et mo(¢) = [(39), P], avec P(o0) = 0.

Soit ¢ € Iz,(W;). Si £ € N, soit ¢, = me(¢). Il existe alors n € N tel que
¢ = 37— ¢¢. Supposons dorénavant ¢ € Y; xN ((§1) —1) - Iz, (W,), ce qui implique
(T — A) - ¢) € ((§1) — 1) - I©(W,.) quel que soit £ € N. Il y a deux cas.

- Sl A # 0, on peut écrire ¢,, sous la forme

bn = =27 (al(Ty = V) 9) — ma(Ty - 9),
et le (i) du lemme IV.2.7 permet d’en déduire que ¢, € ((§1) — 1) - I'™(W,), et

grace a une récurrence descendante immeédiate, que ¢ € (( : 1) ) Iz, (W,).
~SiA=0,onamT, ¢) € ((3§1)—1) I®W,) quel que soit £ € N. On en
déduit, grace au (i) du lemme IV.2.7, 'appartenance de
Tn-1(Tp * ¢n) = Tn-1(Tp - @) — Tn—1(Tp - Pn—2)
- 1) - I"=)(W,), et donc, grace au (ii) du lemme IV.2.7, celles de ¢y,
D=-1)-IMW,)etdepa ((§1) —1) - Iz, (W)
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En conclusion, dans tous les cas
Yian ((81) = 1) - 1z,(Wr) = ((§1) — 1) - (Tp = A) - I, (Wr).

Comme (T, —A)-[1, X"] est un supplementalre de Y, ) dans (T, —\)-Iz, (W), 'espace
qui nous intéresse est donc engendré par
(CHESRCESRICHE SEICESR(CHESIR(CHE ¢

et sa dimension est donc 0 ou 1 suivant que (T, —A)-((31)—1)-[(3 ), X"] appartient
oupasa ((§1)—1) Y.

~-Sir=0,ona(T,—A)((} ) 1) [((1] ) XT] = 0, et cette dimension est nulle.

— Si r # 0, Pappartenance de (T, — A)- ((31) = 1)-[(§9), X" a ((31) —1) - Yox
est équivalente, car T, — A est 1nject1f a Dexistence de ¢ € Iz, (W) tel que l'on ait
mo(¢) = [(39), P], avec P(o0) = 0, et tel que ((§1) —1) (6 —1[(§2),X"]) = 0.
Ceci est impossible car, en appliquant my & cette relation, on tombe sur la relation
((§1)—1)-(P—X") =0 dans W,, et celle-ci implique P — X" constant, en contra-
diction avec I’hypothése P(o0) = 0.

Ceci permet de conclure.

) 1 est de dimension 2,

Corollaire IV.2.9. — Le ki - espace vectoriel IH(T ’\)(W )( 1
1=(g9)-X",510<r<p-—1

engendré par (39)-1 et \(39)- X" =00 (=9)" (B %)
et si A€ ky.

Démonstration. — La suite exacte
0—-Y.\— IZ,,(WT) N Ig]fr,)\)(Wr) -0

induit, en prenant les invariants et les co-invariants sous l’action de ((1) %), la suite
exacte

_, Uz, (W)
(H)

)\

—
o

Yo N IZ,,(Wr))__)O
(61) -1  (s1)-1 '

On conclut en utilisant le cor. IV.2.6 et le lemme IV.2.8 et I'isomorphisme

= 1w, (6 1= - Ker (

", Iz,(W,) \ 1
Ker(( Y)A—l (;{()—)1)Z(Y’”*"n(((l)l)—1)'IZp(Wr))/((cl)})—l)-Yr,,\).

Lemme IV.2.10. — Si0<r<p-—1et )€k, alors

1 siA#£0,

dimy, (Iz,(W:)/(Yor + ((31) - 1)7 - Iz (W)))={0 siA=0.

n

Démonstration. — Commengons par traiter le cas A = 0. Soit ¢ = [(”0 ;), X7, avec
0<j<rneNet0<i<p"-1.8ij<r-1,il existe Q de degré j + 1 < r tel
que Q(X +1) — Q(X) = X?. On a alors

((31)-07105 )@= (=) -)107 D@ =105 - (3D -D)Ql=1(77 1), %)

o
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ce qui prouve que [(%' 1), X7 € Yo+ ((§1) — 1) - Iz, (W,)). Par ailleurs,

[(p(;l i)aXr] = Tp ' [(p"‘;'l pli),X"‘] - 7Tn+2(Tp ) [(p"(;'l qi),X"‘]),
et le lemme IV.2.7 permet de montrer que [(% ¢), X" € Y, 0+ ((§1) —1) Iz, (W;)).
Ceci permet de conclure dans le cas A = 0.

Supposons maintenant A # 0. Considérons la forme linéaire sur Iz, (W) envoyant

[(7 i), P] sur A="P(00). Un calcul immédiat montre que cette forme linéaire est

identiquement nulle sur Y, x + ((3 1) — 1) - Iz, (W,), et donc que la dimension de
Iz, W) [ (Yer + ((31) = 1)° - Iz, (W,)) est > 1. Par ailleurs, si ¢ € I™(W,.) et si
n > 1, alors, d’apres le (i) du lemme IV.2.7,

7Tn+1(Tp 9)=(Tp,—A)-¢— 7Tn—1(Tp “P)+ A€ (((1) %) - 1)p : I(nH)(Wr)-

On en déduit que, modulo Y, x+((3 1 )—l)p.Izp(WT), ona¢ = \"1m,_1(T, ¢), ce qui
prouve que Iz, (W,)/(Yra+ ((§1) —1)" Iz, (W,)) est un quotient de kz - [(49), X"].
Ceci permet de conclure.

Corollaire IV.2.11. — Si0<r<p-—1et )€k, alors
. o(r,\ 1 siA#0,
am, (15 0/((31) 1) =

0 stA=0.

Démonstration. — 11 suffit d’utiliser le lemme précédent et I’isomorphisme

Iz W)/ ((31) = 1) 2 I, W)/ (Yo + ((33) = 1)7 - Iz, (W2).
2. Ezactitude du foncteur IT — D(II)

Proposition IV.2.12. — Si 0 — II; — II — II; — 0 est une suite exacte d’éléments de
Rep;orsG, alors la suite

0 — D(II;) - D(II) —» D(II;) — 0

est exacte.
Démonstration. — Comme II;,II; ont des présentations standard, la rem. II1.1.17
nous fournit W € % (O(I1), W, € # O (1I,) et W, € #(O(11,) tels que les suites
0—>Wy > W — W, —0 et 0 ROW, ) - ROW,II) - RO(W,,1,) — 0
soient exactes.

Soit R*(W,II) le noyau de Iz, (W) — Igp (W). D’apres le lemme I11.1.10, R+ (W, II)
est la somme directe des h - ROO(W,II), pour h € Pt/(KZ N P*), et donc la suite

0 — RY(Wy,II;) — RT(W,II) —» R (W,,1I5) — 0

est exacte. La suite 0 — Igp‘(Wl) — Igp(W) — IEE(WZ) — 0 est elle-aussi exacte.

Par dualité, il en est de méme de la suite 0 — D€V2(H2) — D%,V(H) — D?,Vl (I1;) — 0.
Pour conclure & I’exactitude de la suite 0 — D(II;) — D(II) —» D(II;) — 0, il suffit
de remarquer que O¢ est plat au-dessus de 6’2 en tant que complété d’un localisé.
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Théoréme IV.2.13. — L’application I1 — D(II) est un foncteur exact contravariant de
RepyorsG dans OIS .

Démonstration. — Etant données les prop. IV.1.9 et 1V.2.12, il suffit de prouver
que D(II) est de longueur finie, si II est irréductible. Cela résulte du th. IV.2.1.

On étend le foncteur D aux objets de Rep,, G et Rep; G de la maniere suivante :

- si I € Repg, G, alors D(II) est la limite projective des D(IT/p"II),

-sill € Rep, G, et silly € Rep,, G est un &p-réseau de I, alors D(II) = L-D(IIp).

On obtient ainsi des foncteurs exacts contravariants de Rep,, G dans ®T°*(O)
et Rep; G dans ®I'°*(&). De plus, en passant au module de Tate (si Il € Rep,, G) et
en tensorisant par L (si II € Rep;G), on obtient une application 8z, : II* — D(II)
vérifiant les propriétés de commutation des prop. IV.1.7 et IV.1.12.

3. Le foncteur Il — V(II). — On définit V(II) comme le dual de Tate de V(D(II)).
Ce qui précede se traduit alors, grace a I’équivalence de catégories de Fontaine, en
I’énoncé suivant.

Théoréme IV.2.14. — L’application I1 — V (II) est un foncteur exact covariant
— de Rep,,sG dans Rep,s9q,,
- de Repg, G dans Repg, 9q,,
- de Rep; G dans Rep;9q,, -

IV.3. Compléments

1. Le morphisme Bq, : IV — D(II) K Q,. — Soient II € Rep,,,;G et W € % (O)(II).
L’application az, w(z) de D?,V(H) dans D(IT) n’est pas, en général, injective (son
noyau est le sous-é’;-module de torsion de D%V (II)), mais on a le résultat suivant.

Lemme IV.3.1. — Le noyau de az, w : DE,V(H) — D(II) est un €r-module de lon-
gueur finie.

Démonstration. — 11 suit du lemme IV.1.2 que, si W ¢ W', alors Ker az,w est de
longueur finie sur &, si et seulement si Ker az, w 'est. On en déduit la stabilité de
la propriété « Keraz, w est de longueur finie sur 6 » par extensions; le th. IV.2.1

permet alors de conclure puisqu’il montre que le T-module de torsion de DE,V(II) est
de longueur finie sur &y, si II est irréductible.

On note JV(II) le &1[A]-module (ITV)Y ; c’est le dual du module de Jacquet J(II)
introduit au § 1 du § VII.1

Proposition IV.3.2. — Soient § = 05" et D = D(II).

(i) L’application p — Bq, (1) = ((8z, o (%, 9)) '“)neN définit un morphisme
B-équivariant de I1V dans D K; Q,.

(ii) Le noyau de Bq, est JY(II) et est de longueur finie sur .

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



378 P. COLMEZ

(ili) L’%mage de Bq, est incluse dans D* X5 Q,,, contient D! K5 Q,, qui est l'image
Qp D P
par Bq, de l’orthogonal de [1SL2(Qp)

Démonstration. — Le (i) est une conséquence des prop. IV.1.7 et IV.1.12.

On a (DX;5 Q,)V = 0 car D est sans T-torsion ; d’ol1 'inclusion JV (IT) C Ker Bq,-
Par ailleurs, le noyau de DE,V (II) —» D est de longueur finie sur &; d’aprés le
lemme IV.3.1. Cela implique que

Ker (IIY - DR Q,) = Ker (D% () X Q,) — (DR Q,)) = Ker (D%, (II) — D)

est, lui-aussi, de longueur finie sur &;,. Comme il est stable par ( (1) le ), le lemme II1.1.4
montre que (; 9 agit trivialement, ce qui démontre le (ii).

Passons & la démonstration du (iii). Comme IIV est compact, son image par Bz,
est bornée et donc I'image de (q, est constituée de suites bornées; elle est donc
incluse dans D¥ X5 Qp, et comme elle est stable par B, elle contient Db R Q, d’apreés
le th. 1.3.13 puisque azp,W(D%‘,V (II)) est un treillis de D par construction, et donc
engendre D. De plus, D! R Q, est d’indice fini dans D¥ X Qy. Soit M C IIY image
inverse de D% X5 Q,, dans IIV. C’est un sous-module d’indice fini de ITV stable par B.
L’orthogonal M+ de M est donc un sous-&r-module de longueur finie de II stable
par B, et est fixe par ((l) le) d’apres le lemme III.1.4. Par ailleurs, comme M est de
longueur finie sur &, il existe n € N tel que M+ soit fixe par 1+ p"M3(Z,). Comme
le sous-groupe de G engendré par ( (1) le) et 14 p"Mjy(Z,) contient SL2(Q,), on en
déduit Vinclusion M+ C TI5L2(Q0) et celle de I'image de l'orthogonal de ITSL2(Qs)
dans D" K5 Q,.

Pour montrer I'inclusion inverse, constatons que ITS42(Q7) étant de longueur finie
sur Or, il existe P € 01[X] non nul modulo p, tel que P((g (1’)) annule TI8L2(Qp),

Ceci implique que (P((g (1])_1) -p1,v) = 0 pour tout v € TISL2(Qw) et tout p € IIV. On
en déduit que 'image de l'orthogonal de I1S¥2(Q%) contient celle de P((? (1’)_1)1'[\’.

On conclut en utilisant le fait que Bq, commute & P((g ?)_1) et que P((’O’ (1))_1)
induit une surjection de D" K5 Q,, sur lui-méme (prop. 1.3.16).

Remarque 1V.3.3. — La définition de (q, s’étend telle quelle aux cas II € Rep,, G et
Il € Rep;, G ; on obtient de la sorte un morphisme B-équivariant de II* dans DXs Q,,
(et méme dans (D X5 Qp)s, si Il € Rep; G).

2. L’application By : IV — DII) K U. — Sia € Qp, et si k € N, on définit
Bajk : IV — DX (a+ p*Z,) par

Bak = (7 @) 0z, 0 (7 a) .

Lemme IV.3.4. — Si£>k >0, et sib€ Qp, alors

0 sz'b+p‘pr ¢a+kap,

Resyipez. 0 Bak = )
ey = {,Bb,g sib+ptZ, C a+prZ,.
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Démonstration. — Comme 'image de 8, x est incluse dans DK (a + kap) qui est tué
par Resy ez, , si (b+p*Z,)N(a+p*Z,) = @, et comme £ > k, on a Resyypez, 0Bak =0
sib+ptZ, ¢ a+ p*Z,.

Si b+ p‘Z, C a+ p*Z,, on peut écrire b sous la forme a + pFc. En partant de la
formule

Resy ez, = (51) 09 090 (§7),
on obtient
-1
Resyiprz, © Bak = (1) 090wt o (779) 0 (§5) 0Bz, 0 (7 5)
Maintenant, d’apres les prop. IV.1.7 et IV.1.12, on a
((1) f)oﬁzp = 'szo((l) f)’ we_koﬁzp = gzpo(pko_e (1))’ ,(/}o(p(; (1)) = wf—k, (pf = (%Z (1))’

ce qui nous donne

Ceci permet de conclure.

Corollaire IV.3.5. — On a Box = Bok, si a+ pFZ, = b+ p*Z,.

Démonstration. — On a B, = Resyyprz, © Bak = ReSb+pkzp 0 Ba,k = Bo,k-

Ce corollaire permet de définir B, ,rz, : IV — DK (a + p*Z,) par la formule
Batprz, = B,k Pour n’importe quel b € a + p*Z,. Le lemme IV.3.4 se reformule alors
de maniére plus parlante sous la forme :

Lemme IV.3.6. — Si >k >0, et sibe Qp, alors

0 sib+p'Z, ¢ a+p*Z
R'esb-!-p‘fzP oﬁa+p’°Zp = , 0 g k ”

Boyptz, Sib+p°Zy,Ca+p'Z,.
Corollaire IV.3.7. — Sia € Qp et sik € N, alors 3070 Boyipeiprtiz, = Batprz, -

: . -1 230t .
Démonstration. — On a Y 7" ReSqyipkprt1z, = Resqyprz, ; on en déduit le résultat
en composant avec 3, pkz, -

Soit U un ouvert compact de Q,, soit k¥ € N assez grand pour que U soit stable
par translation par p*Z,, et soit i + p*Z,, pour i € I (fini), une partition de U.
Le cor. IV.3.7 montre que Y ;s Biyp+z, ne dépend pas des choix de k et de I. On
note By : IIY — D WU Papplication ainsi obtenue; 3z, est I'application dont on est
parti pour faire toutes nos constructions.
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Lemme IV.3.8. — Soient U, V des ouverts compacts de Q.
(i) Resy o By = Resy o By = Bunv.
(i) Bu + Bv = Buuv + Bunv-
(lll) 6U °g= goﬂg‘lU: st gc P(QP)

Démonstration. — Les deux premiers points se démontrent par linéarité, en prenant
k assez grand pour que U et V soient invariants par translation par kap, et en
prenant des partitions de U et V par des translatés de kap. Pour le dernier, il
suffit, par linéarité, de le démontrer pour U = a + kap et k assez grand. On peut
en particulier supposer que k > 0 et que, si g7! = (Pi b), alors i + k > 0. Alors

. . 01
g Y (a+p*Zy) = b+ pla+ptFZ,, et

-1
g_loﬂa+pkzpog: g_lo(poktll)oﬂzpo(p(:(ll) °9

= (97 ) 0 g, 0 (7)) =

0 1 ﬂg“(a+p’°zp)’

Ceci permet de conclure.

IV.4. La contragrédiente d’une représentation de GL2(Q,). — Notre but
est de reconstruire la représentation Il & partir de D(II). Pour énoncer le résultat,
remarquons que les opérations suivantes ne changent par D(II) :

— prendre une sous-représentation d’indice fini de II ou faire une extension d’une
représentation finie par II,

— prendre un quotient ou faire une extension de II par une représentation finie.
On dit que II et I’ sont équivalentes si on peut passer de I'une & I'autre par une
suite finie d’opérations du type ci-dessus; on a donc D(II) = D(II') si IT et II' sont
équivalentes.

Dans toute la suite de ce §, on fixe II € Rep,, G de caractére central §, et on pose
D = D(II). L’énoncé suivant, destiné & illustrer les résultats de ce §, est une version
affaiblie du th. IV.4.7.

Théoréme IV.4.1. — Soit D" K5 P! = {z € D K5 P!, Resq,z € D' K5 Q,}. Alors
DR P! est un ouvert compact de DX; P!, stable par G, et dont le dual est un objet
de Rep,,,G équivalent a II.

1. L’action de w sur D(I)®Z7. — On a défini ci-dessus, pour tout ouvert compact
U de Qp, un morphisme gy : IIY — DX U. Le résultat suivant est le point crucial de
la reconstruction du G-module IIV & partir de D.

Proposition IV4.2. — On a Bzx ow = ws o Pzs.
Démonstration. — Nous aurons besoin d’un certain nombre de lemmes préparatoires.

On note M C D X Zj le treillis engendré par les (g i)D+, pour 1 <i<p-1.0n
fixe aussi W € # (O)(II).
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Lemme IV.4.3. — Soit n > 1. Si p € IZ. (W)Y est nulle sur (% %) - W, pour
P

tout r < n et tout b € Zy, alors p peut s’écrire de maniére unique sous la forme

1= iezs modpn Mis OU i € Ig; (W)Y est a support dans i + p™Z,.

Démonstration. — L’unicité suit de ce que les supports des pu; sont disjoints deux

a deux. Maintenant, la restriction de p a I?+pnzp(W) s’annule, par hypothése, en

Pextrémité (”; ;) de Ji4pnz, ; elle se prolonge donc de maniére unique en un élé-

ment p; de I (W)Y & support dans i + p"Z, (lemme II1.2.3). 1l est alors immédiat
P

quelonapy= Eiez* mod pn Mi SUT Ig,. (W) tout entier car les deux membres sont nuls

sur (%' %) - W, si r < n. Ceci permet de conclure.

Lemme IV.4.4. — 1l existe ko € N tel que, si p € D T (II) est nul sur ( v’ ) W pour
tous j < ko et a € Zy, alors p € ((§1) — 1) D, (I1).

Démonstration. — Soit U, l’ensemble des p € D%V(H) nuls sur (0] 1) W pour
tous j < k et a € Z,. Par définition de la topologie faible, les Uy forment une
base décroissante de voisinages de 0 dans DE,V(H). Or X = ((31) — 1)Dif,(IT) est
d’indice fini dans D?,V (IT) [sa longueur sur &, est inférieure ou égale & la somme
des longueurs de Ker fz,, de D%‘,V(H)/D+ (IT) et de Bz, (D3, (1)) /T Bz, (D, (10))].
Son orthogonal X+ dans I. Hp (W) est donc de longueur finie. Comme ’application
u +— {(u,v) est continue pour tout v € X par définition de la topologie faible, et
comme l’ensemble des valeurs de (u,v) est discret, ’'orthogonal v de v est ouvert
dans DE,V (I) ; il en est donc de méme de X = (X*)* puisque (X*)* est I'intersection
des v;- pour toute famille génératrice de X, et que 'on peut choisir une telle famille
finie. On en déduit que X contient Uy, pour k assez grand. Ceci permet de conclure.

Lemme IVA4.5. — Il existe ko € N, tel que si p € I5.(W)y est nul sur (lg ‘1’) -W pour
tous j € {1,...,n+ko} et a € Zy, alors Bzs(n) € " (T)M.

Démonstration. — Il résulte du lemme IV.4.3 que ’on peut écrire u sous la forme
Bo= Zz‘ez* mod pn Mi, avec p; de la forme (”J i, ol A € Dy, (I) est nul sur

( A 1) W, pour tous j < ko et a € Z,. D’apres le lemme IV.4.4, cela implique
que A € ((§1) — 1)Df(T0), et donc que Bzx(\) € D et (7 ¢)Bzs(\) € M.
L’identité

Bzzo (B 1) o (1) = 1) =Bz 0 (5% ) -1 o (% {) ="M (% }) o Bz
permet de conclure.

Lemme IV.4.6. — Il existe b: N — N, tendant vers +oo en 400, telle que, pour tout
i € Zy, et tout 2 € M, on ait

Res;-14pnz, (w5(2)) — (T8 2)Resitpnz, (2) € @"TP0)(T)M

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



382 P. COLMEZ

Démonstration. — C’est, modulo le (ii) de la rem. II.1.3, une conséquence de la
prop. 1.4.1.

Revenons a la démonstration de la prop. IV.4.2. Soit m € N tel que K,, agisse
trivialement sur W. Si p € I, (W)Y, et si n € N, soit
P

a( _pn+m
1 + pn+m

Sivell,sibeZyetsir>1,0na

L b _ n+m i b _ T b n+m ,_m4n—r

(ns (% 1) -0 = (o (77 9) = 1) 1) - o) = (s (B D) (R P771778) = 1) - ).

Comme (( 1+Pg+m Pm+ln_rb) —1)-v=0,sir < netsiveW,onen déduit que u, est

nulle sur (2" %) - W, si r < n. Il résulte du lemme IV.4.3 que I'on peut écrire y,,, de

maniére unique, sous la forme p,, = ZieZ; mod pn Hn,is VeC in i € IZ. (W){ & support
14

dans i + p"Z,. On a alors

fn, = ), onea(u)=('1"%) -1, siuecpZ,

Resiyprz, (Bzx (kn)) = Bzy (in,i) et Resi-1ipnz, (ﬁz; ow(un)) = Bz © w(pin,i)-

On déduit de la premiére identité, en utilisant le lemme IV.4.6, que

Res;-1,pnz, (ws 0 ﬁz;; (Bn)) — (_é/i f)ﬂz; (n,s) € <Pn+b(n)(T)M
pour tout i € Zj.
Sig= (Pok i_ITP"b), soient

—1/i2)7! —p"i 1-p"i -
=D Te=(FTN) =) = (),

h=g7lgs = (—i_;p—k p—’v(li—p"ib) ) (p0’° i—lip"b) = ( _p,’,%,b _ﬁ"p_n,;j,bz )

Soit Ap ;i = (((1’6)—(_(1)/’2)) Un,i- Sive W, on a

(Anyir 9 0) = (nyi, (92 — 91) - 0) = {fin,s, g1(h — 1) - v) = 0,

sik>met2n—k>m,car h € K, et donc (h —1)-v = 0. Par ailleurs, A, ; est
4 support dans 71 + p"Z, puisque ,u,n ; est & support dans 7 + p"Z, et que ( 0)
et (”1/z f) envoient i + p"Z, dans i~! + p"Z,. Donc A, ; est nulle sur (
sik<n-1lousia¢i!+p"Z, Il en résulte que \,; est nulle sur ( ¢
si k < 2n —m. D’apres le lemme IV.4.5, cela implique Bzs(An,i) € pn—m= ko (TYM.
On en déduit que

Pz ((98) - pni — (_(l)/i %) bng) € "M (TYM,  si n est assez grand.

2

bW,
)W

)

Ce résultat, couplé avec le lemme IV.4.6 (ou, plus exactement, le résultat qui en
découle ci-dessus), implique que

Res;-14pnz, ((ws 0 Bzx — Bz © w) - pin) € "™ (T) M, pour tout i € Zy.
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Or l'opérateur a(u) commute & Res;-14pnz, et & ﬂz;, si u € p"Zy. Si de plus n est
assez grand pour que §(1 + u) — 1 tue D, cet opérateur vérifie en outre les relations
a(u) ow = wo a(7y) et a(u) ows = ws o a(17%)- On en déduit que

a(p™*™) - Res;-14pnz, (w5 0 Bzz — Pzz o w) - ) € ") (T)M, pour tout i € Z3,
si n est assez grand. D’apres la prop. 1.5.1, cela implique que, si n est asez grand,

Son+b(n) (T)
T o™(T)™*t™(T)

Res;—14pnz, ((ws o Bz — Bz o w) - p) € M, pour tout i € Zy,

oit ¢,¢ € N ne dépendent que de M. Il en résulte que, pour tout n assez grand,
_ . et (T) ; ;
(ws 0 Bzs — Bzzow) p € T o (Tyegn+m (T M. Soit ff(l?l tel que II (et donc aussi D)
; 5 ¢ " T (T) + /.4
soit tué par p*. Comme b(n) — +o0, on a T on@Tyegntm(r) 0 dans O /p° et
comme M est un ﬁ}—module compact, cela implique que (ws o ﬂz; — ﬂz; ow) pu =0,
ce que 'on cherchait & démontrer.

2. Le morphisme fp1 : IV — D(II) Ks P'. — On note Bp: : [IY — D & D lapplica-
tion définie par

Be1 (1) = (Bz, (1), Bz, (w - p)).

Théoréme IV.4.7. — (i) L’image de IIV par (p: est incluse dans D K5 Pl et
Bp1 : IV — D K5 P! est G-équivariante.

(ii) L’application composée Resq, o Bp1 coincide avec fq,-

(iii) Le noyau de Bp: est (TIV)SL2(Qw),

(iv) D! X5 P! et D" Rs P sont stables par G et contiennent respectivement les
images par Bp: de IIV et de l’orthogonal de TISL2(Qp),

Démonstration. — L’inclusion fp1(ITV) C D Xs P! suit de ce que Resz;s o Az, = Bz
(lemme IV.3.8) et de ce que f8zs o w = ws o Pzx (prop. IV.4.2). La G-équivariance
de Bp1 suit formellement (cf. ci-dessous) des formules du squelette d’action, et des
propriétés suivantes :

(a) Buog=goPy-1y,sig€ B, etsiU est un ouvert compact de Q, (cf. (iii) du
lemme IV.3.8);

(b) Resy o Bv = PBunv, si U et V sont des ouverts compacts de Q, (cf. (i) du
lemme IV.3.8);

(c) Bz, 0 (Pgl (1)) =1 o fz, (prop. IV.1.12);

(d) Bzs ow = ws 0 Bzs €t Pripz, ow = ws 0 Prypz, ;

La premiére identité de (d) est la prop. IV.4.2; la seconde s’en déduit en lui appli-
quant Res;ypz,, et en utilisant le fait que Res;pz, et ws commutent (cf. rem. 1.4.4).

~Sig=wousig=(32),aveca € Q},onaPpiog=gofp: de manitre évidente.

-Sig= (8 ?), avec a € Zy, pour démontrer fp: 0 g = g o fps, il s’agit de vérifier
que fz,(gu) = 9Bz, (k), ce qui suit du (a), et que fz,(wg - p) = 8(a)(%y" 9)Pz, (W),

ce qui suit de I'identité gw = (§9)(2," 9)w et du (a).
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— Pour démontrer que Bp: 0 g = go Bp1,si g = (59), il s’agit de vérifier que

Resyz,(8z,(9- 1)) =9 Bz,(n) et Resz, (w(Bp: o g(n)) = §(p)¥(Bz,(wp)).

La premiere égalité suit des (b) et (a), et la seconde suit de la commutation de w
et Bp1, de la formule Resz, o Bp1 = Bz, de lidentité gw = (§ g) (Pgl ?)w et du (c).

— Pour démontrer que fp1 o g = gofp1, si g = ({4) et si b € pZ,, il s’agit de
vérifier que Bz, (9-p1) = 9Pz, (1) et que Respz, (8z, (wg-p)) = us(Respz, (Bz, (w-p))).
La premiére égalité suit du (a). Pour démontrer la seconde, rappelons que

-1
wg = ((1+(I;) (1+(1)>)_1 )blwbgwbgw et Uup = /\b1 o ws © bg o ws © b3,

—-1 _ 2 —1
avec A=06(1+b)"", by = (§7), bzz((lf)b) b(llJfb)) et by = ((1)(1““;’) )-
Comme Resyz, o Bz, = Bpz, d’aprés la propriété (b), on est ramené & comparer

-1
h= ﬂpzp o (((1+g) (1+2)_1 )blwbzwb3) et up oﬂpzp. Or on a

h= Aﬂpzp o (blwbzwb3)
= Ab1 o Bi4pz, o (whowds), d’apres le (a), car b7 ' (pZ,) = 1 + pZ,,
= Abyows o Prypz, © (bawbz), d’apres le (d),
= Abyows0by 0 B14pz, o (whs), d’apres le (a), car by (1 + pZy) = 1 + pZ,,
= by ows obyowso Pripz, obs, d’apresle (d),
= AbjowsobyowsobszofByz,, dapresle (a), car b;l(l +pZ,) = pZ,.
Comme la derniére expression est égale & up o B,z,, cela termine la preuve du (i).

Comme Resq, o fp: = fBq,, le noyau de Bp: est inclus dans celui de fq,, &
savoir (ITV)Y. Par ailleurs, il est apparent sur la définition de Bp: que Bpi(u) = 0
implique fp1 (w . u) = 0. On en déduit Pinclusion du noyau de Bp: dans celui de
Bq, ©w qui n’est autre que (IV)*U%, Comme U et wUw engendrent SL2(Q,), cela
démontre le (iii).

Reste le (iv) & démontrer. L’inclusion de Bp:(IIY) dans D* X5 P suit juste de ce
que 'image de ITV par Bq, est incluse dans D! XQp, et comme celle de 'orthogonal M
de ITS%2(Q) est D' K Q,, cela prouve que D" K5 P! contient Bpi(M). La stabilité
de D" K P! et D¥ X; P! par G suit alors, grace au lemme I1.2.5, de ce que Bp1(ITV)

est un sous-&r-module ouvert compact de D X5 P! qui est stable par G.
Ceci conclut la démonstration du th. IV.4.7.

Remarque IV.4.8. — SiIl n’a pas de quotient fini, alors Op: est injective d’apres le (iii)
du th. IV.4.7, et IIV s’identifie & un sous-&-module compact de D X P?.

Remarque IV.4.9. — (i) On définit de méme un morphisme G-équivariant
Ppr : II* - DX P! si Il € Rep,, G ousi I1 € Rep, G.

(i) Si Il € Repy, G, on déduit du (iv) du th. IV.4.7 appliqué a II/p*II, pour k € N,
que D' ®; P! et D' K; P! sont stables par G. Ce résultat s’étend & IT € Rep; G en
inversant p.
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8. Unicité de ws. — Soient D € ®T¢, et & : Q — OF un caracteére continu. Soit
t: DX Z; — DX Zy une involution continue. On suppose que le squelette d’action
(cf. n°2 du § I1.1) définit une action de G sur D K5, P!, et que D K, P! possede
un sous-module ouvert compact M stable par G. Notre but est de prouver que cela
détermine ¢, ce qui interviendra de maniére cruciale pour démontrer que les vecteurs

algébriques ne dépendent pas-de la filtration (cf. démonstration de la prop. VI.6.41).

Proposition IV.4.10. — Sous les hypothéses précédentes, on a :
(i) I = (D Ky, P')/M est un objet de Repy, G, de caractére central 4.
(ii) D(M) est naturellement isomorphe & D en tant que (p,T')-module.
(iii) ¢ = ws, et donc D X5, P! = D ®;s PL.

Démonstration. — Comme M est ouvert dans D Ks, P1, I’action de G sur II est
localement constante; il suffit donc de vérifier que II est admissible. Pour cela, choi-
sissons une famille génératrice finie v;,...,v, de D sur Og. Si k est assez grand,
les (p"(T“kvi), pour n € N et 1 < i < r, engendrent D vu comme ﬁ}—module. i
existe donc k € N tel que les T~ %v; engendrent topologiquement le P*-module D, et
comme DX, P! = D +w- D, cela montre que DXs, P! est de longueur finie comme
G-module topologique. On en déduit le (i).

Soit W € #/(I) et soit W € D K;, P! se projetant surjectivement sur W mo-
dulo M. Quitte a augmenter W et W, on peut supposer que W contient les T~ *v; ci-
dessus. Alors le sous-P*-module Izp(W), topologiquement engendré par W, contient
D = DX Z, Comme M est ouvert et stable par B, il se surjecte sur D'K Q,
(th. 1.3.13), et comme le noyau de Resq, est (0, D*") (prop. II.1.14) qui, de méme
que D*/ D", est de longueur finie sur &7, il résulte du cor. I1.2.9 que 5/ D+ est d’indice
fini dans II. Comme D/D* est la réunion des ¢~"(D)/p~"(D"), cela implique que
IzP(W) /D est de longueur finie sur &,. On en déduit existence d’une suite exacte
0— (Iz,(W)N M) -» X @ (DR Z,) - I (W) — 0, o X = Iz, (W) Nw(D R pZ,)
est de longueur finie sur &.

Par ailleurs, le dual de D K5, P! est naturellement D ®s-1 , P!, ot l'involution
' : DR Zy — DR Z} est la transposée de ¢. Le dual DE,V(H) de IEP(W) s’identifie
donc 2 un treillis de D @ XV, et comme XV est de longueur finie sur &, tensoriser
par O le fait disparaitre, ce qui montre que D(II) s’identifie naturellement 3 D. On
en déduit, en utilisant la prop. IV.4.2, que ¢/ = w;-1, et donc que ¢+ = wsg, ce qui
termine la démonstration de la proposition.

Corollaire IV4.11. — Si D € ®T'**(O) est libre de rang 2, alors D(II(D)) = D.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer la prop. IV.4.10 &4 My, = (D/p*D)* K P! et de
passer a la limite projective.

4. Série principale et (p,I')-modules triangulins. — Rappelons [28, 30] que l'on a
défini un espace ¥, paramétrant les représentations triangulines irréductibles de
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dimension 2, et attaché & tout élément s de .#;, un (¢,I')-module A(s), étale de
rang 2 sur &, et une représentation unitaire admissible II(s) de G.

Théoréme 1V.4.12. — (i) Les P(Q,)-modules topologiques II(s)* et (A(s)*KQ,)s sont
naturellement isomorphes.

(ii) Les (¢,T)-modules D(II(s)) et A(s) sont naturellement isomorphes.

(iii) A(s)! I P? est stable par G et les G-modules II(s)* et A(s)! I P! sont natu-
rellement isomorphes.

(iv) On a une suite ezacte naturelle de G-modules

0 — A(s)"RP! — A(s) WP — TI(s) — 0.

Démonstration. — Le (i) est une traduction de [30, th. 0.6]. On en déduit, en passant
a la limite projective et en inversant p dans la prop. IV.3.2, que les P(Q)-modules
(D(I1(s))! R Q,)s et (A(s)" K Q,)s sont topologiquement isomorphes et donc, d’apres
le th. 1.3.15, que les (¢, I')-modules D(II(s)) et A(s) sont isomorphes. Le (iii) se déduit
alors du (ii) de la rem. IV.4.9 et le (iv) du cor. I1.2.12.

Corollaire IV4.13. — Si D € ®I'**(Op) est tel que L - D est triangulin (de dimen-
sion 2), alors DY W P! est stable par G.

Démonstration. — D" R P! est l'intersection de D X P! et de (L - D)" P! qui sont
tous deux stables par G (c’est évident pour le premier, et pour le second cela suit
du (iii) du th. IV.4.12).

5. La contragrédiente. — Si II € Rep,,, G est de caractere central é, la contragré-
diente de II est la représentation II de G définie par

= (D(I1) B2 P1)/Bp: (I1).

Remarque 1V.4.14. — (i) La contragrédiente de I ® § est IT ® 6~ 1.

(ii) Comme ni D(II), ni Bp:(IIV) ne changent si on remplace II par son plus grand
sous-objet d’indice fini, il est naturel de ne considérer que des II n’ayant pas de
quotient fini.

(iii) On a une suite exacte 0 — (IIV)S¥2(Q) — IV — D(IT) K5 P! — I1 — 0, et le
lemme du serpent montre que, si 0 — II; — II — II; — 0 est une suite exacte dans
Rep,,..G, ol II; n’a pas de quotient fini, alors 0 — Ty — IT — II; — 0 est exacte.

Théoréme IV.4.15. — Soit II € Rep,,,G, sans quotient fini, de caractére central §, et
soit D = D(II).

(i) I est un objet de Rep,,, G sans quotient fini, de caractére central §=1.
(ii) D(T) s’identifie naturellement ¢ D en tant que (p,T')-module.
(iii) IV est I’orthogonal de Bp1(I1V) dans D X5 P*.
(

iv) La contragrédiente de I1 est naturellement isomorphe d II.

Démonstration. — Les (i) et (ii) sont des conséquences directes de la prop. IV.4.10
a part le fait que II n’a pas de quotient fini, mais comme un quotient fini de II est
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aussi un quotient fini de D X;-1 P!, ce dernier fait découle, par dualité, de ce que
D K5 P! n’a pas de sous-module fini stable par G. (Un tel sous-module serait inclus
dans le noyau (0, D™) de Resq, car DK Q, n’a pas de sous-module fini stable par B,
ni méme par U. On conclut en remarquant que (0, D™) Nw - (0, D) = 0.) Le reste
s’en déduit en utilisant la dualité entre D X; P! et D Rs-1 P,

Proposition IV.4.16. — Soient D € O, et 6 : Qy — OF, un caractére continu. Si
D' X5 P! est stable par G, alors I1 = (D X; P1)/(D" X5 P') est un objet de Rep,,,sG
et D" X5 P! est le dual de I1. De plus, on a la suite eracte suivante de G-modules :

0 D'Rs—: P! 5 DR P! - 11— 0.

Démonstration. — 1l résulte de la prop. IV.4.10 que II € Rep,, G et que D(II)
est naturellement isomorphe & D. L’image de IIV par fp: est donc I'orthogonal
de D' ®; P1, c’est-a-dire D" Kz—: P!, d’aprés le th. I1.2.11. On en déduit que II
est le quotient de D Ks-1 P! par D' Ks-1 P!, et que son dual est DY X5 P!, ce qui
permet de conclure.

6. Exemples

Proposition 1V.4.17. — Si 61,02 sont des caracteres continus de Q & valeurs dans kr,,

alors D(B(61,0,)) s’identifie naturellement a ke(wéy'), et Bpr induit un isomor-
phisme G-équivariant de B(d1,d2)Y sur kg(wél—l)h Ms-1 P, o0 § = w1610, est le
caractére central de B(d1,02).

Démonstration. — On reprend les notations de la prop. I111.3.8. Soient II = B(4;, 62)
et W = W(61,02), et notons - et x les actions -5, 5, et x5, 5, de G. On note Dirg € IV
la masse de Dirac en 0, et Dir,, = w - Dirg la masse de Dirac en oo ; c’est 1’élément
de IV dont le noyau est LC.(Qp, k) C II et qui vaut wd; '(—1) sur doo.

Soient n € N et a € Zy,. Si i € Zy,/pZy, alors

(% ) - 9:)(@) = (¢ax (P, 7772)) (@) = (61071 (0") Litpz, (7" (2 — a)).
On en déduit la formule
(”; @) i = (1w ) (™) Lagpritpntrz, -
Le méme calcul montre que

. o 0 siz € a+p"Zy,
(2 1) =) {<5lw—1)<pn>(alaglw*)(p-"(x—a)) o fatrZ,

On a Pidentité (5;w™)(p") (6185 'w™ ) (p~™(x — a)) = &™) (0165, 'w 1) (z — a).
Or 222 € 1+ pZy, si ¢ ¢ Z,, et comme 5162‘1w—1 est trivial sur 1 + pZ,, on
a (610, 'w ) (z — a) = (616, 'w ™) (z) = doo(z), si © ¢ Zp. On en déduit que

( p" ‘1‘) $oo = 02(p")¢poo modulo LC(Zp, kr). Comme le kz-module engendré par
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les 1, pniypntriz,, POUur n € N, a € Z, et i € Z,/pZ,, est LC(Z,, kL), cela nous
fournit une suite exacte de Pt-modules

0 — LC(Zyp, ki) = I7, (W) = kLo — 0,
dont on déduit, par dualité, une suite exacte
0 — kzDire, — D% (I1) — PDy(Zyp, k1) — O.

En fait, si on ne s’intéresse qu’a 'action de (0 i ) les suites exactes ci-dessus se
scindent, et on a D% (II w(ID) = 20(Zyp, kL) ® k1 Dirs, 'action de (0 1") sur D1roo étant
triviale, et celle sur Zy(Z,, k1) donnée par la formule fz,, (3%)-p= fz (x+b)p
habituelle .

Par ailleurs, Dy, (II) = {u € D& () nulssur (}9) -Wn (Pgl 9)-W}. Or le
kr-module (§9)-Wn ( p ! 0) - W est décrit par les relations (P(_)1 %) - Ry, 5,0 €t
(1’0 %)-Rs, 55,00 de la prop. I11.3.8. On en déduit que y € D%, (I1) appartient & D3, (IT)
si et seulement si p annule ¢o, (seconde relation) et Ziezp /vZy ¢; = 1z, (premiere
relation). Autrement dit

D;,(H) = {[,L € go(zp,k[,), /Z B = 0}
P
Or pm— A, = fz (1 4+ T)" p induit un isomorphisme de k[[(} % )]]-modules de
P0(Zp, k1) sur k}, Paction de (§%) sur Zo(Zp, k1) étant celle définie ci-dessus, et
celle sur k; étant la multiplication par (1 4+ T')®. L’application u — A, induit donc
un isomorphisme de kz[[(} %7)]] = k}-modules de Dy, (IT) sur Tk} = k}%, et la
structure de k%-(¢, T')-module que I'on obtient sur Tk} est donnée par

o) = [T (3u= [@iE) 0+ TP i = @i )p) Au(0 +T) - 1),

Z, Z,

0a(Ap) = /(1 +T)* (8 /(w6 D(a) 1+ 1) p = (w7 ') (a) A (1 + T)* - 1).

On en déduit que l’apphcatlon p — A, induit un isomorphisme de (¢, I')-modules
de D, (1) sur (kg(wéy'))*+, ce qui implique que D(II) & kg (wéy ™).

L’application az, w : DE,V(H) — ke(wdy 1) a pour noyau kz Dir, et coincide avec la
transformée d’Amice pu — A, sur Zy(Zy, kr). L’application Bz, est donc la composée
de Resz, : IV — Py(Zy, k1) et de p +— A,. On en déduit que fp1 est I'application
envoyant p € IIV sur (A,,,A,,), o uy = Resz_p et uy = Resz,w - u. Or application
p— (p1, p2) induit un isomorphisme de kz-modules de ITV sur ’ensemble des couples
d’éléments de Zy(Zp, ki) vérifiant Resz; fo = w - (Resz;ul). En tenant compte de
laction de G, cela nous fournit un isomorphisme de kr[G]-modules

Y = (20(Zp, ki) By-15,5, PY) @ woy ! = (K% ®,-14,4, P?) ® wiy L,
On conclut en utilisant I'isomorphisme de G-modules (DXsP!)®n = (D®n)Ks,2 PL.
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Proposition IV.4.18. — (i) I1 = B(6,,6,) ® 6%, si Il = B(6,,85) et si 61,65 € T (k).
(ii) St est une extension non triviale de B(1,w) par 1.
(iil) Si I est supersinguli¢re, alors Il =TI ® 65'.

Démonstration. — (i) Soient II = B(61,32) et D = D(II). On a donc D = kg(wé;?)
et 0 = w1816,. Si Iy = B(d2,01) ® 6;11, alors, d’apres la prop. IV.4.17,

D(IIp) = ké’(“’52_1) ® orr = ké’(w%_lw—l(sléz) =keg(d1) = D.
De plus 8rr, = 05°0n = 8- 1l suit de la prop. IV.4.17 et du th. I1.2.11 que D*X;. P*
est le dual de I1y. Or D" IZIar_Il P! = ke(wdyt)t EJEI P! est aussi le dual de IT d’apres

la prop. IV.4.17. On a donc II = Ily, et donc aussi IT 2 Iy, ce qui démontre le (i).

(ii) Comme on a une suite exacte 0 —» 1 — B(w,1) — St — 0, on en déduit que la
suite 0 — St — B(w, 1)V — 1 — 0 est exacte. Comme St et B(w,1) = B(1,w) sont
les quotients respectifs de kg X P! par St" et B(w,1)V, le lemme du serpent nous
fournit une suite exacte 0 — 1 — St — B(1,w) — 0. Comme St n’a pas de quotient
fini (cf. (i) du th. IV.4.15), cette suite n’est pas scindée, ce qui démontre le (ii).

(iii) Supposons maintenant que II est supersinguliére, et soit D = D(II). On a
D=D® o ! puisque D est de dimension 2 sur ky. Il résulte du th. IV.4.7 que fBp:
induit un isomorphisme de IIV sur D! X 5 P!. Comme fBp: induit un isomorphisme

de IV sur Porthogonal de Bp1(I1V) dans D R, P!, et comme celui-ci est D X5, P!
d’apres le th. 11.2.11, on a

Y = I@Pl(ﬂv) = Dt !&;n Pl (1)h ® (SH) IZI(;H Pl (1)h géﬁl Pl) ® o = " ® on.

On en déduit I'isomorphisme II 2 I ® 6;;' souhaité.

V. Surconvergence et analyticité locale

Ce chapitre est consacré a la détermination de 1’espace II*" des vecteurs localement
analytiques de II = II(D), si D € ®I'**(&£). On sait a priori, grace & Schneider et
Teitelbaum [66], que II*" # 0; leur démonstration fournit méme, par dualité, une
construction assez explicite de II*", et notre étude de II*™ (th. V.2.20) suit d’assez
pres la construction de Schneider et Teitelbaum. Guidé par le dictionnaire d’analyse
p-adique, on est amené & penser que II*" doit étre lié aux éléments surconvergents
de D, ce qui s’avére étre le cas, et nous conduit & consacrer le § V.1 a des rappels
et des compléments sur le sous-module Dt de D. En particulier, le th. V.1.12 et son
corollaire permettent de comparer les actions de (}?"%# ) et ( 1“’0" Zr 0) sur DTRZ,

0 1
ce qui joue un role tres important pour 1’étude des vecteurs localement analytiques.

V.1. Surconvergence

1. (¢,T)-modules surconvergents. — Soit D € ®I'**(Og). Si n € N, soit DV" le
plus grand sous-ﬁ’;;"-module M de type fini de D tel que ¢(M) soit inclus dans
le sous-ﬁ;;""‘l-module de D engendré par M (cf. [19] ou rem. V.1.2). Comme tout
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(¢, ')-module étale sur Og est surconvergent [9, 20], il existe un entier mo(D) > 1 tel
que D1™0(D) goit libre de rang d sur ﬁ;’mO(D) et Dt = ﬁ;n’n®ﬁ1‘,m0(D) Dtmo(D) pour

tout n > mg(D). Cette propriété montre que les modules ci-dessous ne dépendent pas

du choix de mg(D) (les produits tensoriels sont tous au-dessus de ﬁ;’m"(D))

o DOl = g0l @ DtmoD) pour n > me(D),

e Dlram] = ﬁg“’r"] ® DV™o(D) pour a > n > my(D),

o D10l = £107a] @ ptmo(P) | pour n > mgy(D),

o Dt = &t @ Dtmo(D) et Dy, = # @ DHmo(D),

De plus, D% est I'intersection, pour a > n, des L - DI"e™] et DT et D,z sont
les réunions respectives, pour n > mo(D), des L - DOl gt des D10l

Tous les modules définis ci-dessus sont munis d’une action de I, le module D,z est
aussi muni d’une action de ¢ commutant a celle de I'; par contre, ¢ ne préserve pas
les autres modules : il envoie D™ dans Dt"+1  Dlrern]l dans Dlret+i:rnt1] ) et D107~
dans DI0mn+1],

1l existe £(D) tel que ¢(DHmo(P)) ¢ T—4D) pt:mo(D) On en déduit que 3 envoie
Dtrtl dans T-4P)Dtn i n > mo(D), envoie DO n+1l et DIOrnt1] dans DOl
et DOl sin > mo(D), et préserve Dyg. On en déduit, en utilisant la formule
Resitpnz,(2) = (1 + T)"p" 0 p™((1 + T)"*2), le résultat suivant.

Lemme V.1.1. — (i) Si m < n — mg(D), alors DOl DI0Or] et [ . Dlramnl - sont
stables par Res;ipmz,, pour tout i € Zy,.
(ii) D et Dyig sont stables par Res;ypmz,, pour tout i € Zy, et tout m € N.

Si U est un ouvert compact de Z,, et si X est un des modules D©rnl - DIOTn]
et L - D[’"a”"], on définit X WU comme Vintersection de X et de Dy B U (qui est,
quant-a-lui, défini comme d’habitude, & partir de ¢ et v). Il résulte du lemme V.1.1
que X XU = ®ict modpm X W (¢ + p™Zy,), si U est stable par translation par p™Z,,
et sim < n —mp(D).

On a défini, & partir de 6}, des anneaux 65" et ﬁé?’r"] = 04" L], pour n > 1, des
anneaux ﬁg“’r"], pour @ > n > 1, des anneaux &7}, pour n > 1, et des anneaux &7,
&Y, R, et Z*. On peut faire les mémes constructions [24] en partant de 5}, ce qui
nous fournit des anneaux g;," et 5’?’”1 = 5}"[%] pour n > 1, des anneaux 51’;""‘"],
pour a > n > 1, des anneaux &1%™], pour n > 1, et des anneaux g}, &t B et B+
On en déduit des modules :

e Dim = g}’" ® DFmo(D) | pour n > mo(D),

e DOl = gf;’r"] ® DTmo(D) pour n > mg(D),

e Dlrairal = 5‘[’;“”‘"] ® DFmo(D) " pour a > n > my(D),

e D0l = £10ma] @ Dtmo(D) pour n > mg(D),

o Dt = &t @ Dtmo(D) et Dy, = # @ DHmo(D),

Remarque V.1.2. — Les modules définis ci-dessus peuvent aussi se décrire en termes
d’anneaux de Fontaine, ce qui est souvent trés utile pour comprendre ce qui se passe.
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Le procédé fournissant, & partir de &7, les anneaux 65" et 6™ = 1™ [1] pour
n > 1, les anneaux ﬁg“’r"], pour a > n > 1, les anneaux &% pour n > 1, et les
anneaux ﬁ’;, &Y, R, et #+ permet (9, 24] de construire :

— des anneaux A" et 4 A(OP™"1 = Atn[L] pour n > 1, des anneaux Al
pour a > n > 1, des anneaux (55 BIO?™"], pour n > 1, et des anneaux Af, Bf, By,
et AB/;Eg

— des anneaux At" et AP "] = KT'"[%], pour n > 1, des anneaux AP “P "],
pour a > n > 1, des anneaux E]O,p_"]’ pour n > 1, et des anneaux KT, ﬁ“, ﬁrig
et ﬁj;g, en partant de A+.

Maintenant, si V = V(D) de telle sorte que D = (A ®z, V))?*, alors :

e D' = (AT @z V)7 et Dtn = (Atm ®z, V)7, sin > my(D),

o DOl = (AP @y V)¥ et DOl = (AP "l @y V), sin > mg(D),

o Dlrernl = (AP P "1 @y V) sia>n >mg(D),

e D10l = (BlO»™"] ®z, V)7, sin > my(D),

o Dt = (Bt ®z, V)? et Dyig = (Brig ®2, V).

, en partant de A1,

Remarque V.1.3. — Le sous-anneau A" de A est le complété de X‘L[%] pour la
topologie p-adique. On en déduit les résultats suivants.

(i) Si ¥ € N, on a linclusion T*®* A"® c (T" p)*A++ + p*A. On en déduit
que si z € T*D"? 1'image de z dans D/p*D appartient & (T™,p)*(D/p*D)*™,
et I'exactitude du foncteur D — D™t montre que ’on peut écrire z sous la forme
z =z + pFy, avec x € (T™,p)*D* et y € D.

(ii) Si £,k € N, on a T~ At Npk A C plk/AT—tne+1 ATO+HL Do les inclusions
T—enbﬁ‘f,b npkﬁ C p[k/2]T—-enb+1 51‘,5-0—1 et T—lan'f,b nka C p[k/2]T—€nb+1 DT,b—!—l‘
2. Le module Eji'g.
dont le noyau est un idéal principal engendré par w = <p+(T) = Zf;ol [(1+ T)% P,

— On dispose d’un morphisme d’anneaux 6 : At - Oc, surjectif,

On note B le complété de K“L[%] pour la topologie w-adique, et A,y le complété
de A+ [%] pour la topologie p-adique. Alors A, .« s’identifie & un sous anneau de BIR,
et 6 s’étend, par linéarité et continuité en un morphisme 6 : B;’R — C,,. L’action de ¢
s’étend par continuité & A, et on a ﬁ;‘;g = ﬂneNsO”(Amax[%]).

Soit At+ = W(E'H), et soit r : A* — W(F,) la réduction modulo A++.
Siz € Et, et si a € F, est la réduction de z modulo E**, on a z —a € E*+
et [z] — [a] € A*+, et donc r([z]) = [a]. On en déduit que r(w) = p.

Lemme V.1.4. — On a A*+ NKer§ = wA*+.
(54) Ce regrettable décalage vient de ce que vg(T) = ;;Ll; on a (0 -A(O*P_n])” = ﬁ’g.)‘r"],

(O - AlP™p ™ 1y ﬂ;m’bl, etc.
(55) Partir de A ou A donne la méme chose car AT est dense dans A+ pour la topologie faible.
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Démonstration. — Cela suit de ce que Ker 0 est engendré par w et r(w) = p n’est pas
un diviseur de 0.

On rappelle que tout élément = de B, admet des écritures minimales : si k, € Z
est le plus petit entier tel que = € p kAt + (Ker 6)"*1) alors (k,)neN est une suite
croissante et x peut s’écrire sous la forme En 0P~ kn 2,w™, ol les &, sont des éléments
de A+ (une telle écriture est loin d’étre unique). Le lemme ci-dessus décrit les sous-
anneaux Ap.x et ﬁ;tg = ﬂieNcpi(Amax[%]) de BIR via 1’écriture minimale de leurs
éléments. On dit qu’une suite d’entiers (ky)neN est sous-linéaire si rn — k, — +o0,
pour tout 7 > 0.

Lemme V.1.5. — Soient z € Bl et 3420 p~F»z,w™ une écriture minimale de z.
i)z € Amax st et seulement si k, < n pour tout n et n — k,, — +o0.
p
(i) z € Brlg si et seulement si ky, est sous-linéaire.

Démonstration. — Pour le (i), cf. [23, n° 8.5]. Passons & la démonstration
du (ii). Comme Brlg
la forme p~™ipi(y;), avec y; € Ampmax €t m; € N. Soit Zn 0P k“»"yiynw"

ﬂieNgoi(Amax[%]), on peut écrire z, pour tout i, sous

une écriture minimale de y;. Comme O (w) = WP + pu;, avec u; € A*, on a

=p ™ YR <pi(y,-,n)%"£l—”—i):, et comme u; et les p*(y; ) sont éléments de A+,
et k;n < m, on en déduit la majoration k, < 1% + m;, pour tout ¢. La suite k, est
donc sous-linéaire, ce qui démontre une des deux implications du (ii). L’autre suit
de ce que Y 2 pFn ™ (@n) ¢ (w)™ converge dans Amax[ | pour tout i, si la suite
(krn)nenN est sous-linéaire.

Lemme V.1.6. — (i) r : X*’[l] — W(Fy)[3] s'étend par continuité a ﬁj;g.

(ii) Le noyau B:;g de r est fermé dans B g €st constitué des x € ﬁ;‘i-g tels que
@(@) = 0, et on a BY, = W(F,)[}] @ B
Démonstration. — Comme r(w) = p, le (i) du lemme V.1.5 montre que r s’étend par
continuité & A ., et donc aussi & Amax[5]7 api(A max[5]), pour tout 7, et enfin & Brig,

Le (ii) est alors immédiat & part le fait que z € B:;; entraine '(z) — 0. En écrivant
w sous la forme (w — p) + p, on peut écrire  sous la forme %% p~*nz! (w — p).
Or r(z) = 0 si et seulement si 7(z}) = 0, et comme ¢'(w — p) — 0, on a @*(z) — 0
si et seulement si ¢*(z) — 0. Ceci permet de déduire le résultat cherché de 1’énoncé

correspondant pour A™t.

Soit V = V(D) On note Dsen le module (fc, ® V)7, et DSen le sous-module
(mc, ® V)% de Dsen- Comme Oc, est la somme directe des ¥q, -modules mc,

et W(F,), on a Dgen = 53,'6: @ Drr.

ASTERISQUE 330



REPRESENTATIONS DE GL3(Q,) ET (¢,T)-MODULES 393

Lemme V.1.7. — 0 induit une surjection de D+ sur 559,,.

Démonstration. — On a Dt = D+ @ D™ et Dgen = 5 - @ D™. 1l suffit donc de
prouver que 0 induit une surjection de D+ = (A**®V)? sur D& = (mg ,®V)*
Or, d’apres le lemme V.1.4, on a une suite exacte

O—+X++®V—>X++®V—>mCP®V—>O,

ot la premiere fleche est  — wz. On conclut grace & la nullité de H' (7, At ® V),
elle-méme conséquence de la nullité de H (5%, E** ® V) (cf. [22]).

Soit D;'l"g (Brlg

® V)?¢. On peut aussi caractériser 5;%, de maniere intrinséque,
comme ’ensemble des z € Erig = Z Qg Dhig tels que la suite (™ (z))nen soit bornée.

Lemme V.1.8. — Tout élément x de D+ peut s’écrire, au choiz, sous l'une des deuz
formes x = S F0p Frz 0™ et PR pRnal (w — p)", ot (kn)nen est une suite
sous-linéaire croissante, et les T, ., sont des éléments de DT .

Démonstration. — On passe d’une écriture & ’autre en développant (w — p)™ ou
((w — p) + p)™; on peut donc se contenter de démontrer I’existence d’une écriture
sous la premiére forme. D’aprés le (ii) du lemme V.1.5, on peut écrire = sous la
forme z = Zn 0P ~kna,w™, ot (kn)neN est sous-linéaire croissante, et les a,, sont des
éléments de A* ® V. On a alors 6(ag) € Degen, et la surjectivité de 6 : D¥ — Dgen
(cf. lemme V.1.7), nous fournit by € At ® V,etzg € 5+ tels que xg — ag = wbg. On
a donc x = p~Foxy + (a; + pFr~Foby) 4 Y + ) n>20n kn , €t on peut réitérer le procédé
pour écrire a; + pF1—%oby sous la forme z; + byw, avec by € At @V et z; € Dt. Un
passage a la limite nous fournit le résultat.

Lemme V.1.9. — (i) 3 ,en @ ™(T)D™ est dense dans D++.
(i) Y,en <,o‘"(T)D;tg est dense dans D:g"’.

Démonstration. — Soit zo € D*+. La réduction 7, de zo modulo m; appartient
4 Dt (V/my). I existe donc np € N tel que Zp € =" (T)D*+(V/my), et le foncteur
D — D** étant un foncteur exact, on peut écrire g sous la forme ¢~"°(T")yo + px1,
avec yo € D++. Mais alors ¢™(x1) — 0, et donc z; € D+, ce qui permet de réitérer
le procédé. On en déduit que z € 3, N <p‘1(T)5+ modulo p* D, pour tout k, ce
qui démontre le (i). ‘

Pour démontrer le (ii), écrivons z € D:l';' sous la forme Y% z,, (“’p_p )" Comme
w — p est divisible par [(1+T)? ] —1= ¢ Y(T) dans A+, I'appartenance de z & D;tg

équivaut a ce que p"(x9) — 0, et donc aussi & D’appartenance de zo & Dt+. Ceci
permet de déduire le (ii) du (i).
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3. L’anneau Z(T") et ses sous-anneauz. — Si C est un pro-p-groupe cyclique (donc
isomorphe & Z,), et si ¢ est un générateur de C, I’algebre de groupe complétée Ac de C
est isomorphe & Oy [[c — 1]]. Ceci permet de définir des anneaux ﬁ;b(C), ﬁgj’"’] (@),
ﬁg“’r”](C), E10rl(C), Z(C) et Z1(C) en remplacant par ¢ — 1 la variable T inter-
venant dans la définition de &°, ﬁ((go’”’], ﬁ([;“’r"], &l R et B+, a partir de 65
(cf. n° 2 du § 1). Explicitement (avec np = (p— 1)p*~ et r, = 1) :

Ny

esib>1, alors ﬁ}’b(C) est le complété de AC[W] pour la topologie p-adique
et 05°™(0) = 0L (O)[ 1),

c—1
esia>b>1, alors ﬁg“’”’](C) est le complété de AC[(C_;,)"G , (C_%] pour la
topologie p-adique,
e si b > 1, alors &1%7](C), est I'intersection des ﬁg“’”’](C)[%], pour a > b,
e Z(C) est la réunion des &1%™1(C), pour b > 1,
e Z1(C) est 'ensemble des éléments de Z(C) sans puissances négatives de (c—1);
c’est aussi l’algebre des distributions sur C.

Remarque V.1.10. — On peut définir [67] des anneaux ﬁ;"(C), ﬁg“’”’](C),
&oml(C), #Z(C) et #+(C) pour tout pro-p-groupe analytique, non nécessaire-
ment commutatif.

Lemme V.1.11. — Si C,, est le sous-groupe fermé de C d’indice p™, on a des isomor-
phismes 6)

e Ao ® 6L(C,) = 61Y(C) et Ac @ 60™)(C,) = 69T(C), sib>n+1,

o Ag ® O~ m=rl(C) = om(C), sia>b>n+ 1,

o Ac @ £10me-nl(Cy) = £107(0), sib>n+1,

e Ac @ Z(Cr) 2 Z(C) et Ac ® ZT(Cy) 2 %+ (C)

Démonstration. — Cela suit du lemme 1.1.1.

Soit H un groupe isomorphe a Z; (comme I', par exemple). On note Hy le sous-
groupe de H correspondant a 1 + dep, et on choisit d de telle sorte que Hy soit
procyclique (donc on peut prendre d = 1, si p # 2, et d = 2, si p = 2). On défi-
nit alors les anneaux &°(H), ﬁ([;“’r"](H), &1 (H), Z(H) et Z*(H) par ®7) (le
lemme V.1.11 montre que cette définition ne dépend pas du choix de d) :

o OV (H) = Ay @ 63 4(Hy) et 60T (H) = Ap @ 65" (Hy), sib>d + 1,

o O0™(H) = Ay @ 60~ "~(Hy), sia>b>d+1,

o SIOMI(H) = Ay @ &19m-dl(Hy), sib>d+1,

e Z(H)=Ag @ Z(Hy) et ZT(H) = Ay ® Z* (Hy).

(56) Tous les produits tensoriels sont au-dessus de Ac, .
(57) Tous les produits tensoriels sont au-dessus de A g ”
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Comme d’habitude, &1%71(H) est I'intersection, pour a > b, des ﬁg“’r"](H )[%],
et Z(H) est la réunion, pour b € N, des &107](H).
4. Le I'-module D X Z7. — La continuité de l'action de I' implique l'existence de
my(D) > my(D) tel que
(04 — 1)DFmoD) ¢ T2ptmoD) | pour tout a € 1 +pmP)Z,,.
On a alors
(0o —1)DP™ c T2DY™, pour tout a € 1+ p™D)Z, et tout m > mo(D).

Rappelons que D¥=1, qui est contenu dans D!, est inclus dans D(®"mo®] puisque D*
Vest ([82, cor. I1.6.2]). Il en résulte que € = (1—¢)- D¥=! est inclus dans D*"IRZ>,
pour tout m > mg(D). Le th. 1.5.2 peut se raffiner sous la forme du th. V.1.12 ci-
dessous et de son corollaire.

Théoréme V.1.12. — (i) Si b > 2my(D), alors DO R Z* est un ﬁé?’”‘](I‘)-module
libre de rang d engendré par DOz () ® Z%.

(ii) Si b > 2my(D), alors DI%™ K Z% est un O N(T)-module libre de rang d
engendré par D®m2mi ()] K Z;.

(iil) Drig X Zy est un Z(T')-module libre de rang d engendré par DOr2mi )l [ Z;.
Corollaire V.1.13. — (i) Il eziste ma(D) > 2my(D) tel que linclusion de € dans
DOrlRZ* induise un isomorphisme ﬁéao’”](f‘) ®ar) € = DOMIRZY, sib > my(D).

(ii) Si b > my(D), alors inclusion de € dans DI*" X Z; induit un isomorphisme
de 6™ () @) € sur DO K Z3.

(iif) L’inclusion € C Dyig®Zy induit un isomorphisme Z(T') @) € = Drig R Z5.
Démonstration. — Le corollaire se démontre en utilisant le fait que ¥ est un
Ar-module libre de rang d et D X Zy = Og(') @, € (cf. th. 1.5.2). Ceci implique,
en vertu du (i) du théoréme, que (D©®m2m @] K Z;)/(ﬁ;o’rzml(m](l") Qar) €) est

un ﬁ;o'rzm‘(m](r‘)—module de torsion; il est donc tué par tensorisation par ﬁg’*”](r),
pour tout b suffisamment grand. Ceci démontre le (i) du corollaire, et comme les (ii)
et (iii) en sont des conséquences immédiates en vertu des (ii) et (iii) du théoréme,
cela démontre le corollaire.

Passons a la démonstration du théoréme. Soit n > 1. Si X est D,z ou bien un des
modules D©m] Dlra:rel - DIO] si b > n + m(D), alors I'application o; @  — 0 - &
induit un isomorphisme

O[] ®6,r.y) (X B (1+p"Zy)) = X RZ,
ou X X (1+p"Z,) = X N (Dyig X (1 + p"Z,)). (L’isomorphisme réciproque est

T — Z o; ® (ResH_,,nzpai"1 x)

imod p"
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et, d’apres le lemme V.1.1, ResH.,,,nzpcri_1 -z € X.) Maintenant, si z € XX (1+p"Z,),
onaz = (1+T)p"(y), ot y = ¢"((1 + T)"'z). Comme 9" (DO7e]) = DOre-n]
Y (DIOrel) = DIOTe-nl et 4™ (Dyig) = Dyig, on est conduit & définir les modules :

o M{™ = (14 T)p"(DPm)

. M7[lra,'r‘b] — (1 + T)(pn(D[ra,rb])’

o MY = (14 T)pn(DIO™)),

® Miign = (14 T)¢"(Drig).-

Le th. V.1.12 est alors une conséquence de la prop. V.1.14 ci-dessous. (Le (i) s’ob-
tient, via l'isomorphisme M;;b-™ = ﬁ}’b_m(l‘m) fim @@ ﬁ;’b_m(I‘m) fa,m, avec
m = m1(D), que Pon déduit du premier point de cette proposition, en tensorisant
par ﬁé?’"’](l"). Les (ii) et (iii) se démontrent de méme.)

Soient ey, ...,eq une base de DT™1(P) gur ﬁ;ml(D), et fin = (1 4+ T)p"(e;), si
1<i<detneN.

Proposition V.1.14. — fip,..., fan est une base de :
o M}™ sur 6L™(T,,), sim > n >my(D),
o M=) syr ﬁg"’”’](I‘n), sia>b>n>my(D),
o MO syr £107(T,), sib > n > my(D),
® Mg n sur Z(L'y).

Démonstration. — Soit M = M}™. Soit v = O14pn ; C’est un générateur de I',. Soit
x € M. 1l existe y € D™ tel que l'on ait z = (1 + T)¢"(y), et on a

(v = Dz = (1+ T)H" " (v(y) — (1 + T)e"(w)
=1+T)"(1+T)v(y) —y) = A +T)e"(Ty+ (1 +T)(v — 1)y),

ce qui fait qu’étudier 'application v — 1 sur M revient & étudier G : Dt» — Dtn
définie par G(y) = T(y+ (1+T)T 1 (y—1)y). Nous aurons besoin du résultat suivant.

Lemme V.1.15. — (i) G est inversible sur D(O™] = DI [1].
(ii) G* induit une bijection de T*D"™ sur T**t* Dt quels que soient a, k € Z, qui
coincide modulo T*+tt1 DV quec la multiplication par T*.

Démonstration. — On a
d d
(Y =1 _mie:) =D ((v = Dmi)es + zi((y — es),

i=1 i=1
et (y— 1)T“ﬁ}’" C T““ﬁ}’", quel que soit a € Z; on en déduit, pour tout a € Z,
Iinclusion (y—1)T2D"™ ¢ Te*+2D%" puisque (y—1)e; € T2D'" grace & ’hypothese
n > m1(D). Ceci implique que h(y) = (1+T)T~(y—1)y est strictement contractante
puisqu’elle envoie T®D'" dans Tt DV™, quel que soit a € Z, et que les T¢DT™
forment une base de voisinages de 0 et UgezT®DP™ = D71, L’application G admet
donc comme inverse G~! définie par G71(z) = T~ 1z — h(T12) + h2(T712) + ---.
Ceci démontre le (i).
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Le (ii) se démontre par récurrence, les cas k = 1 et k = —1 se déduisant de ce qui
précede.

Lemme V.1.16. — (i) Si f = YyezaxTF € OF™, et si e € DV™, alors pour tout
ke Z, on aarG*(e) € DV™, et aG*(e) — 0 dans DV quand k — oo, ce qui permet
de définir f(G)(e) comme la somme de la série des aG*(e).

(i) L’application (Fi,...,Fq) — F1(G)(e1) + - -- + Fa(G)(eq) induit une bijection
de (65™)* sur D™,

Démonstration. — Le (i) est une conséquence directe du lemme précédent, et de ce
que ﬁ’;’m ® gt Dt™ = Dt™, Pour démontrer le (ii), il suffit de vérifier le résultat
modulo T puisque les deux modules en présence sont séparés et complets pour la
topologie T-adique. Or, d’apres le lemme V.1.17 ci-dessous, on a é’:g;m /T = (0L/p)]Y]
et D™ /TDV™ = (61 /p)[Y]er+:--+(OL/p)[Y]eq, avec Y = =E—, et le lemme V.1.15
montre que, modulo 7', Papplication (Fi,...,Fy) — Fi(G)(e1) + -+ + Fa(G)(eq)
devient juste (Fy,...,Fy) — Fieys + -+ + Fyeq qui est trivialement bijective.

Ceci démontre le premier point de la prop. V.1.14. La démonstration du second est
quasiment identique, et le quatrieme étant une conséquence immédiate du troisieme
qui lui-méme est une conséquence immédiate du second, cela permet de conclure.

Lemme V.1.17. — On a ﬁ}’b/Tﬁ;ﬂ’b = (OL/p)[Y], si Y est limage de pT~™ dans
ot retb .
s |TOg".

Démonstration. — Le cas L quelconque se déduit du cas L = Q, en tensorisant
par 0. Dans le cas L = Q, si peT* € ﬁ;’b, alors p*t1T* ¢ Tﬁ’;b, pour tout k € Z,
et p°Tk € Tﬁ;’b sauf si k = —any. On en déduit le résultat.

Proposition V.1.18. — Si .z = (1 — cp)Dleg 1 alors D:eg V= #+ (@) ®x D¥=! et
Crig = Zt(T) @ .

Démonstration. — 1l résulte du th. 1.5.2 et du cor. V.1.13 que % est un A-module

libre de rang d et que si e;,...,eq en est une base, alors c’est aussi une base de
D,ig W Z7 sur Z(T'). Soit donc = € %ig. On peut écrire  de maniére unique sous la
forme z = Aey + -+ + Ageq, avec Ay,..., g € Z(T'). Décomposons A; sous la forme

= A"+ i, avec N, € ZH() et s = EN1(D). On a Y \e; € ZH(T) @4 €
ety = Zf_lu,ez e Dtn %ig, et il existe z € (Dng) ¥=1 tel que y = (p — 1)z. Soit

alors V = V(D ), et soit vq,. £, U4 une base de V sur Z,; c’est aussi une base de
Brlg ®% Drig = Brlg ®z, V sur Brlg ainsi qu’une base de BJr ®0 Dt = Bt ®z, V
sur Bt. Soient Y1,...,Yq €t 21,..., 24 les coordonnées de y et z dans cette base. On a

donc y; € Bf et 2; € Byig, et larelation y = (¢ —1)z se traduit par y; = (¢—1)z;, pour
tout ¢. Maintenant, ¢ —1 est surjectif sur B' et son noyau dans Brlg est réduit & Q, qui
est inclus dans Bf. On en déduit P’appartenance de z; & BT, puis celle de z & D[;]‘/’ L
et enfin celle de y = (¢ — 1)z & ‘5[%] On a donc démontré que z € Z1(I') @4 €;
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d’ou linclusion %z C Z1 (') ®a €. L'inclusion inverse se démontre en constatant
que Dyig est un Z*(T')-module [4] et, comme 1) commute & T', I'application naturelle

%% (T) @ D¥=! — Dy, a son image incluse dans Dﬁg .

5. (¢, T)-modules sur Z. — Un p-module D sur # est un %Z-module de type fini,
muni d’un opérateur semi-linéaire ¢, tel que I'application naturelle Z® () @(D) — D
soit un isomorphisme.

Comme tout élément x de % peut s’écrire, de maniere unique, sous la forme
T = Zz—O o(z;)(1+T)*, ot z; = ¢((1 + T)*z), 'isomorphisme Z @, () ¢(D) = D
fait que tout élément z de D peut, de méme, s’écrire de maniére unique sous la forme
S o(z)(1 + T)P. Ceci permet d’etendre la construction de l'opérateur 3 & un
@-module sur %, en posant ¥(3=) o(z;)(1 4+ T)?) = xo. Il est alors immédiat que
si D est un (¢,I')-module, ¢ commute & l'action de I'. Cela permet de définir le
I'-module D X Z7, et ses sous-modules Do ® Z;, pour r > 0 assez petit, pour tout
(¢,T)-module sur Z.

Proposition V.1.19. — Si D est un (¢,T')-module de rang d sur %, alors :
(i) DX Z; est un Z(T')-module libre de rang d ;
(ii) DI ® Z; est un &107N(T)-module libre de rang d, sir > 0 est assez petit.

Démonstration. — Commengons par supposer D isocline. Il existe alors un unique
sous-&t-espace vectoriel A de dimension d stable par ¢, et action de ¢ est isocline;
on peut donc la rendre étale en multipliant ¢ par un élément ayant la bonne valuation
(ce qui demande éventuellement de remplacer L par une extension finie). Le résultat
dans ce cas est alors une conséquence du th. V.1.12.

Maintenant, si 0 —» D; — D — Dy — 0 une suite exacte de (¢, I')-modules libres
sur Z, et si Dy et Dy vérifient les conclusions de la proposition, il en est de méme
de D, ce qui permet de déduire le cas général du cas isocline par dévissage, en utilisant
la filtration de Kedlaya.

V.2. Vecteurs localement analytiques. — On suppose maintenant que D est
libre de rang 2 sur O et irréductible °® et on note II la représentation II(D) de G,
ce qui fait de IT un réseau du L-banach L - II. On fixe une base e, ey de DF™1(D)

sur ﬁ;’ml(p), ce qui permet d’utiliser les résultats du n°®4 du § V.1, et en particulier

de disposer de my(D) > m;(D) tel que D™ X Zy = ﬁé?’r"](l“) ® ¥, pour tout
n > ma(D).
1. L’action de wp sur DT ® Pl. — Le résultat suivant est la clé permettant de

contourner la pauvre convergence des formules définissant l’action de G. On rappelle
que € = (1 — ¢)D¥=1; on note ¢” le module (1 — &p(p)~tp)D¥=0p®) ",

Proposition V.2.1. — Si D est irréductible, alors wp(€) =€’ et wp(€') =F

(58)  Cela permet d’utiliser la prop. V.2.1. On pourrait, en étant plus soigneux, inclure le cas non
irréductible, mais ce cas peut aussi se traiter directement car alors II(D) est une extension de deux
induites de caractéres unitaires du borel.
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Démonstration. — Soient z € € et & € DY=" tel que & = (1— )% = ReszzZ. On peut
prolonger Z de maniére unique en un élément de D" X Q,, fixe par (¥ {). Maintenant,
I’hypothese D irréductible équivaut a ce que D" = 0, et donc, d’apres la prop. I1.1.14,
a ce que Bq, induise un isomorphisme B-équivariant de D' X P! sur D" X Q,. On
peut donc voir & comme un élément de D' X P* fixe par (59). Alors w-# € D' X P!
est fixe par 6p(p) ' (8 9), et donc Resz, (w-&) € DY¥=30(®)™" et ]a restriction de w - &
a Zy appartient & ¢’. Comme cette restriction est w - ReszsZ = wp(z), on en déduit
linclusion wp (%) C €’. Les mémes calculs montrent que wp(%”’) C ¥, et comme wp
est une involution, cela permet de conclure.

Onaw(g?)=(a2)(2 9)w, et donc wp(o, - z) = 6p(a)o,-1wp(x), pour tout
z € DRZy. Siip: A — A est I'involution définie par tp(oq) = dp(a)og-1, on peut

reformuler ce qui précede de la maniere suivante.
Lemme V.2.2. — wp : DX Z,—- DK Z; est A-antilinéaire pour vp.
Sim > 1, soit 7, = 014pm — 1 € OL[[T'n]].

Lemme V.2.3. — (i) Il existe m3(D) > ma(D) tel que 7, tp(Tm) soit une unité
de ﬁ;’l(l“m) pour tout m > mg(D).

(ii) L’nvolution tp se prolonge en une involution de ﬁ;’"(l"), ﬁ’f;’r“](F)
et 109N, sin > maz(D) + 1, ainsi qu’en une involution de Z(T).
Démonstration. — On a 7, tp(Tm) = —014pm (1 — 6—'@%). Or il existe un entier
mz(D) > mq(D) tel que ép(1 + p™) = 1 mod p, pour tout m > mgz(D), et il suit
de ’expression ci-dessus que 7,,'tp(7,) est une unité de ﬁ;’l(l“m), si m > mg(D).
En particulier, TT;;(D)LD(Tms(D)) est une unité de ﬁ;’l(l",na(m) ; c’est donc aussi une

unité de €™ PITYTY). Le (ii) s'en déduit.
Lemme V.2.4. — (i) Il existe mg(D) > ms(D) + 1 tel que, pour tout n > my(D), on

ait DO RZY = 69T @ %
(ii) Sin > my(D), alors DO R Z* est stable par wp.

Démonstration. — Le (i) se déduit du th. V.1.12 appliqué au (¢, I')-module D’ obtenu
en tordant 1’action de ¢ sur D par 6p(p)~!. Le (ii) est alors une conséquence de ce que
wp(€) = €', de lantilinéarité de wp, de ce que ¢p est une involution de ﬁé,o’r"](l"),
et de ce que

DOMIRZY = 00T 0 ¢ = 65 (D) 0 7.
On rappelle que, si b € pZ,, I'action de (}9) sur D K pZ, se fait par I'opérateur
up = 6p(1+b)'g1owpogaowp ogs,

oll g1 = ((1) —11)’ go = ((1.4(-)1,)2 b(ll-l-b)) et g3 = (é 1/(11+b))'
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Lemme V.2.5. — Soit m = m4(D), et soient T = o14pm — 1 et w = p™(T). Soit aussi
ME™ = (1+T)p™(D"™).

(i) TEME™ = WwEME™ ) pour tout k € Z.

(ii) Il existe ag € N tel que wp(M};™) C 7=% M}b™,

(iii) I eziste a € N tel que l'on ait up(z) € ™(T~*DV™), si x € ™ (DV™), et
sibep™Zy.

Démonstration. — Le (i) est une réécriture du (ii) du lemme V.1.15. Maintenant,
la stabilité de D(O72n] ® Z* par wp implique celle de D™l K (1 + p™Z,) =
(14 T)e™(DOrnl) : en effet, comme m > my (D), le module DO"2ml ® (1 + p™Z,)
est aussi I'image de D(0:r2m] Z, par l'application Res;pmz,. Il en résulte que si
fi=QQ+T)p™(e1), f2 = (1+T)p™(ez) est la base usuelle (cf. prop.V.1.14) de M}™
sur ﬁ;;m(f‘m), alors il existe ag tel que wp(f1) et wp(f2) appartiennent & 7-% M1m,
Comme wp(M,;™) est le ﬁ}’m(l"m)—module engendré par wp(f1) et wp(f2) par an-
tilinéarité de wp, cela démontre le (ii). Enfin, le (iii) suit du diagramme

g3

wp 92

TTOME™ = wT O ML ———— w o ME™

™ (D"™)

Wb

w—2a0<pm(DT,7n) Tw—zaOMJn,m - T_zaoM,Tn’m -~ LD(T)—agM:fn,m

ME™

qui montre que 'on peut prendre a = 2ag.

Lemme V.2.6. — Il existe un entier ms(D) > my(D) tel que e} = (pm_s(lo) (1))61 et

ey = (pm_s(lu) (1))62 forment une base de DV™s(D) gyp ﬁ;’msw).

Démonstration. — Soit m = my(D). On a aussi (;nl 9 = (P Nw (3P w(ry 9).
Il résulte du (iii) du lemme V.2.5, appliqué & (”(;n g)ei = @™(e;) et b = p"™™, qu’il
existe a € N tel que e;’n € T—*DY™ pour i = 1,2 et tout n > 2m. Par ailleurs,
e;,n tend vers o_; - ;. De plus, D''™ est stable par o_;, et donc e} = o_; - e; et
e = o_1 ey forment une base de D™ sur ﬁ;’m. Soit P, € Mz(T‘aﬁ’;’m) la matrice
de (e}, €2 ,) dans la base ef, ey. Alors P, tend vers 1 dans M3(&). Comme

a+1
(p—1)%pm-t’
onaP, el+ TMz(ﬁ;’m“), si n est assez grand. On conclut en remarquant que
14+ TMy (5™ € GLy(6%™), pour tout n > m + 1.

T=0L™ N (p'Os + TEE) c TOL™, sii>

Proposition V.2.7. — Soit m = ms(D), et soient T = o14,m — 1 € OL[[[n]],
at = (" %), am = (619 ), uh = (L7) etuy, = (pm3). Soitb>m.

(i) M5b = (14 T)p™(D"?) est stable par wp.

(ii) Ona (g—1)"-(r*M}E) = Tt MY sig € {a},ar,,ut,u}, pour tous k € Z
etn € N.
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Démonstration. — Si €}, e}, est la base de DT'™ sur ﬁ;:m fournie par le lemme V.2.6,
et si fi = (1+T)p™(e1), f3 = (1 + T)p™(ep), alors f1 = wp(f1) et fz = wp(f2)
(cela suit de I'identité (”: i)(;n]{ D= w(”;n 1)). Or, d’apres la prop. V.1.14, f1, f2
(resp. f}, f}) sont des bases de M};® sur 6%°(,,) pour tout b > m. On en déduit
le (i) grace a l’antilinéarité de wp.

Passons & la démonstration du (ii). Pour g = a,, cela suit de ce que a}, — 1 agit
comme T, et pour g = u},, c’est une traduction du (i) du lemme V.2.5. Mainte-
nant, w - Mj;® = Mib et 7-lwrw = 7~ Lup(7) est une unité de &5™(T,,), et donc
tp(TF) MY = 78 MY pour tout k € Z. On en déduit que, si g = a;f, ou g = u;;, alors

(wgw — )™ - (T*ML") = w(g — )" - (ep(r)*w - M)
=w(g—1)"- (t*w- ML) = wr™t*w . MEE = 7R plb
Comme a,, = wa}w et u,,, = wu;,w, cela permet de conclure.

2. Le G-module Dyig®P!. — On note DO™IXPL sin > my(D)+2, (resp. DIRP?)
’ensemble des (21,22) € D X P! vérifiant 21, 25 € D(O:rn] (resp. 21,22 € D).

Proposition V.2.8. — (i) D®™] R P! est stable sous Uaction de GL2(Z,), pour tout
n > mq(D) + 2.
(ii) DT W P! est stable sous l’action de GL3(Qp).

Démonstration. — Compte-tenu des lemmes V.2.4 et V.1.1, le (i) suit du lemme I1.1.10
appliqué & M = D, v = wp, 6 = 8p, Mg = DOl et My = DO,

En passant a la limite inductive sur n, on déduit du lemme V.2.4 la stabilité
de D' Z} sous 'action de wp. Le (ii) se déduit alors, en utilisant la prop. I1.1.9, de
la stabilité de DT par P(Z,) et 1.

On a Dyjg X Z5 = Z(I') ®¢1(r) D' Zj, ce qui permet d’étendre l'action de wp
sur DT ® Z3 & D,y X Z3 par -antilinéarité en posant wp(A ® ) = tp(A) ® wp(x).
On peut alors recopier la définition de D X P! pour définir D,z X P! par :

Drig X Pl = {(21,22) € Drig X Drig, ReSz; 29 = ’LUD(ReSz;Zl)}.

On note D!%™»] I P! le sous- L-espace vectoriel de Dy X P! des z = (21, 22), vérifiant
21, 29 € D10l

Proposition V.2.9. — (i) L’action de G sur D' ® P! s’étend en une action continue
de G sur Dy, X PL.
(i) Si n > ma(D) + 2, alors DI®™] R P! est stable par GLqa(Z,).

Démonstration. — On définit, en utilisant les formules (cf. n° 2 du § I1.1) du squelette
d’action de G, une action d’un groupe 5, produit libre des différents sous-groupes
de G intervenant dans le squelette d’action, sur D,z X P!, et il est apparent sur
ces formules que g € G agit continiment. Or cette action se factorise & travers G
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sur Dt K P!, et comme cet espace est dense dans D,is B P, elle se factorise aussi &
travers G sur Dy K PL.
Le (ii) se démontrant comme le (i) de la prop. V.2.8, cela permet de conclure.

Il résulte de la prop. 1.1.5, et de ce que f +— o_1 - f est un isomorphisme d’espaces
vectoriels topologiques de Z sur %, que accouplement { , }, défini par la formule
habituelle {f, g} = réso((c-1 - f)g %), identifie Z & son dual topologique.

Soient alors D € ®I'**(O¢), et e1,...,eq une base de DT sur ﬁT, et soit ef,..., e}
la base de D' sur 6’3;, duale de o_1 - e1,...,0_1 - g pour l'accouplement naturel
(,):DtxDt - ﬁ}% (ie (ef,0-1-€;) = 25). Alors ey,...,eq et e},..., e} sont

des bases de Dyig et Dyig sur %, et accouplement (z,y) — {z,y} = réso((0_1-z,y)) de
Dyig X Dyig dans L, est donné, dans ces bases, par {3, i}, S, viei} = S {zi, v} 11
en résulte que 'accouplement { , } est parfait (i.e. il identifie Drig au dual topologique
de Dy et Dy au dual topologique de Drig). On en déduit qu’il en est de méme de
Paccouplement { , }p1 : (Dyig ®PY) x (Dyig ®P) — L défini par

{(21,22), (21, 22)}pr = {21, 21} + {Respz, 22, Respz, 23 }.

Proposition V.2.10. — L’accouplement { , }p1 : (Drg ®P) x (Dyig R P) — L est
G-équivariant.

Démonstration. — Sa restriction & (D' KP!) x (Dt ®P?) coincide avec la restriction
de 'accouplement { , }p: existant sur (D ® P') x (D X P'). Comme ce dernier est
G-équivariant (th. II1.1.13), il en est de méme de sa restriction, et on conclut en
utilisant la densité de (DT K P') x (DT ®P!) dans (Dyig ®P?!) x (Dyjg B PL).

3. Caractérisation des vecteurs localement analytigues. — Sim > 1 (ou m > 2,
si p = 2), le groupe K, = 1 + p™M3(Z,) est un p-groupe sans p-torsion. De plus,
c’est un p-groupe analytique : si a), = (1+g’m %), ap, = (1+(§’m 0), uf, = (17) et
uy, = (,m ), alors (z1,. .., x4) — (af,)® (a;,)*2 (u;h,)*? (u,, )™ est une bijection de Zg
sur Kpy,.

On note Ak, = !iLnﬁL [Km/Km+n] la Op-algebre de groupe complétée de K, ;
elle peut aussi s’interpréter comme ’algebre des &'1-mesures sur K,,. Tout élément A
de Ak, peut s’écrire de maniére unique sous la forme

A= Z Aki,oorka (a‘; - 1)k1 (a;z - 1)k2 (u:r-z - 1)k3(u;1 - 1)k47 avec Ak, .k, € oL
ki,...,ka€N

Si h € N, on note A[I?L I’ensemble des A comme ci-dessus, ou les Ag, ., sont
des éléments de L tels que vp(Ak,,... k) + [k—’J“ph—“Lk"] > 0 pour tous ki,..., ks et tend
vers +o0o quand k; + -+ + k4 — +00. On peut aussi voir A%ﬂ comme le complété,
pour la topologie p-adique, de Ak, [p~1I ph], ou I est 'idéal d’augmentation. Cette

. s h
interprétation montre que AEKL est un anneau.
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On note 2(K,) I'intersection des A[Khln [%], pour h € N. C’est I’algebre des L-distri-
butions sur K,,, et tout élément A de Z(K,,) peut s’écrire de maniére unique sous la
forme

A=) Mook (@ = DF (ap, — DP (uf, = 1) (4, — )™, avec Ak, € L,
k1,...,ka €N

et limpg, 1.4k —too Up(Aky,... ks) + -’“—“Lp,,—"'ki = 400 pour tout h € N.

Si I € Rep; G, on dit [65, 66] que v € II est localement analytique si g — g -v
est localement analytique sur G (& valeurs dans II). On note II*" l’ensemble des
vecteurs localement analytiques de II. En tant qu’espace vectoriel topologique, IT2"
est une limite inductive compacte de L-banach dont le dual (II**)* est le L-fréchet
D(Km) ®ng,, II*, ot m > 1 (ou m > 2, si p = 2) peut étre choisi arbitrairement.
(Il n’y a pas besoin de compléter le produit tensoriel car IT* est de type fini sur
Ak, puisque II est admissible.) On peut donc aussi caractériser II*" comme le dual
de Z(Km) ®ag,, II* ou encore comme I’ensemble des v € II tels que A — (A, v)
s’étende par continuité & Z(K,,) ®a, II* (dont L - II* est un sous-espace dense).

4. Estimées préliminaires. — Nous nous proposons de décrire (IT*")* comme un sous-
module de Dy, K P!, ce qui va demander un peu de préparation. On fixe m = ms(D),
et on note K le groupe K,,.

Lemme V.2.11. — Soit b > m.
(i) ™(T)*M}:® est stable par K, pour tout k € Z.
(i) I - (™(T)*MLY) € o™(T)"*ML®, pour tout m € N.

Démonstration. — Cela suit de la prop. V.2.7.

Soit J = {((1, {), 0<i<p™— 1} U {w((l)pil_l), 0<ig<pm!— 1} de telle sorte
que les g - (1 +p™Z,), pour g € J, forment une partition de P!. Si b > 2m, soient

Xt =g (M) et X[ =g (T M), sikeZ.
geJ geJ

Ona X}* c DV R P si k > 0, et Upez X} = DO R PL. De plus, les X;°,
pour k € N, forment une base de voisinages ouverts de 0 dans DOl P, Enfin, on
remarquera que 'on a aussi X}* = @gc 59 (¢™(T)*¥-m MEP=™), (car T~P" ™ (T)
est une unité de ﬁ);;b), ce qui permet de déduire du (ii) du lemme V.2.11, et de ce que
K est distingué dans GLy(Z,) (et donc g~ Ik g = Ik pour tout g € J), I'inclusion

IEmem XM X);;ljrk, pour tous k' € N et k € Z.

Lemme V.2.12. — Il existe £ € N tel que D" R P! C XI’Z, pour tout b > 2m.

Démonstration. — On a D" X P! ¢ DO ®P! ¢ DOl K P! Or D! K P!
est compact et les X ,‘;’2", pour k € Z forment un recouvrement ouvert décroissant
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de DOr2mIP ; il existe donc £ € N tel que DIKP! C Xi’gm. Comme Xi’fm C XT_‘S,
pour tout b > 2m (car DIt = g1° Rt 2m D1?m)  cela permet de conclure.

Lemme V.2.13. — Soit k > {.

(i) Tout z € X,I’b peut i’écrire sous la forme z = z1 + w - 2 + p*y, ot 1,29,y
vérifient 1,2 € (T™,p)*D* ety € DR PL.

(ii) Tout z € Iikn"'m Xt peuis’écrire sous la forme z = z1 + w - x5 + p*/?y,
0U T1,T2,y vérifient r1,x9 € T¥™ Dt et y € T~ DHHI R PL,

(iii) Tout z € If{"b'""; (D" ® PY) peut s’écrire sous la forme z = x; + w - T3,
avec x1,xy € (T™,p)k—¢D+.

Démonstration. — On peut décomposer z sous la forme 2; +w - 22, avec 21 = Resz, 2
et 25 = Respz,w - 2. La définition de X[ fait que 21,2, € T DP, ce qui permet
de déduire le (i) du (i) de la rem. V.1.3.

Comme If{kn"“’" - XHb X;r,’gb, on peut, d’aprés le (i), décomposer z sous la
forme z = 1 + w - x5 + p*y/, avec 1,25 € Tkm D+ et y' € D X P! Par ailleurs,
comme Dt C D"R P! c T-Dht & Pl (lemme V.2.12), ’appartenance de p*y’
a plk/AT—tne+1 DEO+I R P suit de Pinclusion T~ DN p*k D ¢ plk/2AT—éne11 ptibtl
du (ii) de la rem. V.1.3.

Comme D! X P! C Xi’f, on a If{"b‘"‘ - (D"®PY) c X[°, ce qui permet, en
utilisant le (i), d’écrire z € Ijy*™ - (D! ) P1) sous la forme z = z; + w - 25 + p* Yy,
avec z1,z2 € (T™,p)*~*D+ et y € D ® P! De plus, z,21, 7, sont des éléments
de D"®R P! et donc y aussi [car D! RP! Npk—¢(DRP) = p*—*(DE RP')], et comme
Dt R P! = Dt 4+ wD* (cor. 11.2.8), cela démontre le (iii) et permet de conclure la
preuve du lemme.

5. L’injection de (II**)* dans Dyig ®P!. — Sia > b > 2m, soient

xlrams] — @g, (Mra=mro-ml) et X,l:mrb] — @g. (T Mfre-mre-ml) | si k € Z.

geJ geJ
Lemme V.2.14. — Soient £,k, N € N. _
(@) pY oG- nprTtn okt = SV pN I oL

(11) pNM/'[;a—M7Tb—m] N p_kT—lnbM,l{b — f:C{V pN T;J#M;ib
a—msThb—m —kyhb _ kN N—iyT,b

(111) pNX[T Ty ]ﬂp kX—Z — Zi:O pN inpu_b.
Démonstration. — Les (ii) et (iil) sont des conséquences du (i), et le cas N quelconque
se déduit du cas N = 0 en divisant par p". Maintenant, si N = 0, notons c(i), sii € Z,
le plus petit ¢ € Z tel que p°T* appartienne & I'intersection. On a :

e c(i) = sup(—[iry], —k), si i > 0,

o c(i) = sup([—irp), —k) = [—irp), si —fnp <3 < -1,

o (i) = sup([—iry], [—irs] — k — £) = [—irp], si ¢ < —fny — 1.

On en déduit le résultat. )
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Lemme V.2.15. — Soit b > 2m.
(i) Sia>b, sive X,];’b, et si A€ A[;;_b], alors \-v converge dans X,[:”’”’].
(i) Si A € D(K), et sive DO RPL, alors A - v converge dans DIO™] R P!,

Démonstration. — Le (i) suit de ce que If("""" -X ,l’b cX ,ka,, quels que soient k € Z
et k¥’ € N. On en déduit le (ii) en inversant p et en prenant l'intersection pour a > b,
et en utilisant 'existence de kg € N tel que X 1’20 c DV RP! C Xg’b.

Ce lemme nous fournit des applications
a—b];1 Ta,T
P(K)®, (D'RP) — Dy KPP et Al bl[}—)]@,\xxg”’ — L-x[*" = [.plre kPt

Par ailleurs, on dipose d’un isomorphisme ¢ : II* =~ D" K P!, et on note encore ¢ les
applications

A[;;"’l[l] ®rg II* — L. Dlreml P et (I*")* = 9(K) ®ny II* — Dy X P!
P
qui s’en déduisent.

Lemme V.2.16. — (i) Si z € pV Al @, T1*, alors u(2) € pNV =t XIrars],
(i) Siz € A[I?_b][%] ®n, II* et si1(2) € pVXIramel alors z € pVAL™ @, TI*.
(iii) La restriction de ¢ a (II*")* = 2(K) @, (D' ®P') est un homéomorphisme
sur son image.

Démonstration. — On déduit le (i) des inclusions If;nb‘"’ . X,I’b C X,i’fr’k, et
(1) € X1p ¢ pmtXlr—aml,

Passons au (ii). Tout élément de A[;_b][;}] pouvant s’écrire sous la forme A; + Ag,
avec A1 € AK[%] et Ag € pNHA[;'b], on peut décomposer z sous la forme z = z; + 29,
avec 2z, € L-II* et 2z, € pN”A%_b] ®ax II*. Comme i(z) € pN XIram]l d’apres
le (i), on peut, quitte & remplacer z par z;, supposer que z € L - II*. Soit alors
k € N tel que p¥z € IT*. On a donc ¢(2) € pN Xl np=k x D — $E+N pN_iX;ri;z_,,
(cf. lemme V.2.14). Par ailleurs, il résulte du (i) du lemme V.2.13, de l'inclusion
D+ c DERP! = ,(II*), et de ce que ™ (T) agit comme v}, — 1, que

XbE, (I, )" (1) + p 7" (DR PY) ¢ (I, p) - o(I1) + p(D R PY).

Il s’ensuit que l'on peut écrire ¢(z) sous la forme y + ZfioN zi,ouy € pNDXRP! et

x; € pN(—I%ﬂ - 1(IT*). Comme ¢(2) et les z; sont des éléments de ((IT*), il en est

de méme de y, et donc y € p" L(f[*), ce qui permet d’en déduire le résultat annoncé
( Na—m )i

car —I—’f—il C A[;_b].

Enfin, le (iii) est une simple traduction des (i) et (ii), ce qui permet de conclure.
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Lemme V2 17. — L’injection de D+ dans IT* se prolonge par continuité en une in-
Jection de D"g dans (IT2")*.

Démonstration. — Tout élément x de D+ peut, d’apres le lemme V 1.8, s’écrire (de

maniére non unique) sous la forme z = I“{) “in T, ol w = p+ PN ([(14T) /7] -1),

les z,, sont des éléments de 5“‘, et k, est une suite sous-linéaire d’éléments de N.
En appliquant ceci & ¢~2(z) et en appliquant ¢? au résultat, on voit que 1’on peut
aussi écrire z sous la forme z = ,J{“(’) ‘Pz(“’) L’z (les ky, et les x, ne sont plus les
mémes mais vérifient les mémes condltlons que précédemment). On peut voir cette
série comme une série d’éléments de L - IT*, I'action de ¢?(w) coincidant avec celle
de A=p+ (uf — (X0 —1-19)(ui)?), ob uf = (}?). Comme A € (p, Ix,), la
suite de terme général p~*» \" tend vers 0 dans 2(K1), vu les conditions satisfaites
par les ky,. La série 3.,cn P %" A" - z,, converge donc dans (I1**)*. Par ailleurs, on
a AT N @2 (WY Amax) = ©*(w)VA™T (en effet, pour N = 1, cela suit, aprés avoir
appliqué ¢ =2, de ce que w est un générateur de kerf; le cas général s’en déduit
par récurrence). Il en résulte que la nullité de Z:ﬁ% ﬁz(,:lwn entraine ’appartenance

2 n ~ -
de N1 ‘pp(,:‘:l) Ty, A p~Fnp?(w)N D*, et donc celle de son image & p~*¥ (p, I, )V -I1*;

il s’ensuit que Y% );% £, = 0 dans (II**)*, ce qui prouve que le résultat ne dépend
pas de D’écriture de = sous la forme +°% “Li Ty, et permet de prolonger l'injection

de D* dans IT* par continuité en une application de Drlg dans (II27)*.
Il reste a vérifier que cette application est injective. Or sa composée avec ¢ est

I’identité sur DT, et donc aussi, par continuité, sur D+ Ceci permet de conclure.
) y P ) rig*

Les lemmes V.2.16 et V.2.17 permettent de considérer Drlg comme un sous- L-espace
vectoriel de D,z X 4 P!. La proposition suivante permet d’en faire autant de (f[a“)*.

Proposition V.2.18. — L’application ¢ induit un homéomorphisme de (IT>*)*
D+ H+
Drlg tw- Drlg
Démonstration. — Commengons par vérifier que \ - z € Bﬁg + w(ﬁ:gg), siz e I*

et A € Z(K). On peut écrire X sous la forme ZJ op %\, ou (kj)jen est une suite

d’entiers croissante et sous-linéaire, et \; € If{""‘. D’apres le (iii) du lemme V.2.13,
on peut écrire ); - z sous la forme

Aoz = (07 + T2 ) b (0 ey + TU™ 2 ),

—ki o — .
avec Y1,j,Y2,5, 21,4, 22,5 € D*. Or les séries ZJ oD i pd yi,j, pour i = 1,2,

convergent dans D+[ ] C D“g, tandis que les séries 3150 p~*TU=Himy, ;. pour

i = 1,2, convergent dans Drlg On en déduit, en notant y; et z; les sommes respectives
de ces séries, que Uon a A -z = (y1 + 21) tw- (yz + 22) ce qui prouve que l'image

de 2(K) ®), II* par ¢ est incluse dans Dng D;fg Par ailleurs, il résulte de
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~

la prop. V.2.17 que cette image contient 5;‘;g, et donc aussi D, + w - 5:;2; par
stabilité sous l'action de G. Le fait que ce soit un homéomorphisme ayant été établi

au lemme V.2.16, cela termine la démonstration.
Remarque V.2.19. — Sia > b, on a
" O, € TP T A, +pr TP T AL e R T A, 4 9RO (D),
et donc
—k_kp®~® b “L VAL e (p P T AL 4 BT
p T O’ Tm)C (p™'7 )Ar, +--+(pTT ) r, +0g (I'm).

Si A € Ag[p~IP"™"], et si v € Ml on peut donc écrire A - v sous la forme
ij-zl(FjJr (1) + Fj (7)) fj, ou fi et fp sont les éléments de D W Z7 utilisés dans la
démonstration du lemme V.2.5, F; (1) € OLlp~177 "] et Fi(r) € 4 (0,). En
particulier, z = Y5, F; (1)f; € Mf®, et A@v =1@z+ Y F(af, - 1)® f;

dans A K[%] ®ax M}1P. On en déduit que A ® v — X - v induit un isomorphisme

a—b a—b
Ax[p™ P ®np MY 2 0L To)p7 77" | @ ptor, ) ME".

En complétant pour la topologie p-adique, en symétrisant sous l’action des g € J,
puis en inversant p et en passant & la limite projective sur a et inductive sur b, on en
déduit des isomorphismes

B M S O 00) @y, M = M,

pa— ]. _~ —~~
Ale "][5}@9,\,{)(“’ > L[.DIreml P! ot P(K)®a, (D' RP!) = Dy, P

6. Description des vecteurs localement analytiques de II(D). — On note DEig 2 o
le sous-L-espace vectoriel D:gg +w- D;?g de D;jg X P!, et on définit de méme le sous-
espace Dfig X P! de Drig X P!. Il résulte de la prop. V.2.18 et de la complétude de

(I12°)* et (IT*")* que Dgig XP! et Dfig X P! sont des sous-espaces fermés de D,;; X P!
et Dyjy @ P!, homéomorphes naturellement & (II**)* et (II**)* respectivement.

Par ailleurs, II* et II* étant denses dans (II**)* et (II*")* et orthogonaux pour
{, }p1, il en résulte que DEig Plet EEig X P! sont orthogonaux pour { , }p1, par

continuité de cet accouplement.

Théoréme V.2.20. — (i) I** = (D' X PY)/L - (D' R P!) et DEig R P! = (ITen)*.
(ii) L’application naturelle (D' XP)/L- (D*RP!) — (Dye K Pl)/(DEig XP!) est
un isomorphisme.

Démonstration. — Commengons par prouver le (ii). La surjectivité de ’application
naturelle est une conséquence immédiate du (iii) du lemme V.2.13. Son injectivité suit
de ce qu’un élément du noyau est orthogonal & Dfig R P! et donc & L - D" R P!, et
donc appartient & L - (D! X P1).
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Passons & la preuve du (i), et notons M et M’ les modules (D, XP)/ (DEig X P

et (Dng®P1)/ (Dfig XP!) (provisoirement). L’orthogonalité de DEig XP! et Dfig XP!
induit un morphisme continu de M dans le dual de Drhig X P! qui n’est autre que IT2".
Or ce morphisme est surjectif puisque { , }p: met en dualité parfaite les espaces
Dyig R P! et Dy, ® P, et injectif car un élément du noyau, vu comme élément de
(D'[;] R P')/(D*[2] R P') grace au (ii), est orthogonal & D' K P?, et donc est nul
(i.e. appartient & L - (D" R P)).

Ceci permet de conclure.

Remarque V.2.21. — (i) 1 ressort de la démonstration que Dfig X P! et DEig X P!
sont les orthogonaux I'un de ’autre. On aurait donc aussi pu les définir comme les
orthogonaux respectifs de D" X P! et DY ® P! pour { , }p1.

(i) On a Dfig KP! = (II*")* = P(K) @5, I1*, et comme IT* = Dt W P! est inclus

dans D©"=] ®P1, il résulte du lemme V.2.15 que DY, R P! c DI°"] @ PL.

VI. Correspondances de Langlands p-adique et classique

Ce chapitre est consacré & I’étude de I’espace I1*'® des vecteurs localement al-
gébriques de IT = II(D), ot D est supposé irréductible ®®. Le § VI.2 étend, aux
représentations localement algébriques, la théorie classique du modele de Kirillov;
cette extension repose sur la définition d’une transformée de Fourier p-adique pour
les fonctions localement polynomiales & support compact dans Q. Les § V1.3 et VI.4
contiennent des rappels de théorie de Hodge p-adique, et des compléments. En par-
ticulier, le lecteur trouvera dans le § VI.3 un calcul de résidu (prop. VI.3.4), crucial
pour la détermination des vecteurs localement algébriques, qui étend & une représen-
tation arbitraire de ¥q, une loi de réciprocité de Kato (pour les représentations de
de Rham). Le § VL5 explore les propriétés de II*8, sous I’hypothese 1128 #£ 0; il y
est en particulier montré que cette hypotheése implique que D est presque de Rham a
poids de Hodge-Tate distincts (prop. VI.5.1) et que I1*'¢ est presque automatiquement
irréductible (th. VI.5.7; ce dernier résultat repose sur la description, & partir de D,
du modele de Kirillov de I1*'8). Le § VL6 est, quant & lui, consacré & la description
de IT1*'8 en termes de la correspondance classique. On commence par montrer, grace a
'étude de 'action de wp sur la restriction a Z; des vecteurs localement algébriques
potentiels, que IT%8 # 0 si et seulement si D est de Rham (th. VI1.6.13 et V1.6.18).
L’étude de cette action de wp est tres indirecte a cause de la pauvre convergence de
la formule définissant wp ; elle repose sur les deux lois de réciprocité explicites (celle
mentionnée ci-dessus et celle du th. 1.5.5, qui généralise la loi de Perrin-Riou). On dé-
termine ensuite le module de Jacquet de IT28 en termes du Dy de la représentation
de Yq, attachée a D (th. VI1.6.30). Ceci permet de déterminer complétement I12le
a partir de la représentation Dy du groupe de Weil-Deligne de Q,, dans le cas ou

(59) Le cas non irréductible peut se traiter directement en utilisant le fait que II(D) est une extension
de deux induites de caractéres unitaires du borel.
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celle-ci n’est pas irréductible (th. VI.6.50). Dans le cas ol cette représentation est
irréductible, on montre que IT?!8 est supercuspidale et (th. VI.6.42) ne dépend pas de
la filtration sur Dy (qui, rappelons-le, permet de reconstruire D).

VI.1. Préliminaires

1. Notations. — Choisissons un systéme compatible ({p= )nen de racines de I'unité :
Cpr est une racine primitive p”-iéme de I'unité et (;’"H = (pn, pour tout n € N.
Sin € N, soit F, = Qp({pr), et soient L, = L - F,, et Looc = UneNLn.

Sin>1letie€ N,onnote Trp, . /F, : Lnti — Ln l'application Trg, . . /r, ®id. Alors
p*Trp, ., /F, * Lnti — Ly est un projecteur commutant a I'action de T'; de plus, la
restriction de p~?Trr, , ./F, & Lnyi est p™*Trp, ,,/p,, 817 2> 1, et donc lesp™*Trp,,,/F,
définissent un projecteur Res,-nz : Looc — L, qui commute & l'action de I'. Ce
projecteur est appelé trace de Tate normalisée; il s’étend par continuité a L=L- Cgf
dans lequel L, est dense.

On note, t = log(1 + T') le 2im de Fontaine : si a € Zj, alors g,(t) = at. Le

sous-anneau (Bz)” de By est le complété de Kap[%] pour la topologie w-adique,
ol w = T/~ YT). Soit L[[t] = L - (BIg)? [resp. L((t)) = L - (B4r)”]; c’est un
anneau muni d’une action de I' dans lequel I’anneau Upen Ly [[t]] [resp. UnenLn((t))]
est dense. Le morphisme naturel 6 : BjR — C,, correspond a la réduction modulo w;
sur L,[[t]], c’est tout simplement I’application E:ﬁ% axth — aq.

On note, comme ci-dessus, Trp,,,/r, l'application Trg, . /g, ® id de Lpi[[t]]
dans L, [[t] ou de L,1;((t)) dans Ly ((t)). Alors les p~“Trp, ,/F, définissent des pro-
jecteurs Resy,-nz, sur UneNLn|[[t]] et UnenLn((t)), qui s’étendent par continuité en
des projecteurs L[t]]-linéaires (appelés traces de Tate normalisées) :

Res,-nz, : L[] = Lnllt]] et Res,-nz, : L(() = La((2).

L’anneau L[[t]] est aussi le complété de &+ = 5’25[%] pour la topologie w-adique, et
la restriction de Res,-nz_ & 0} coincide avec le projecteur Res,-nz,, de 0} dans
Os Rp~"Zp, déja défini (c’est d’ailleurs ce qui permet de prouver [22] que Resy-nz,
s’étend par continuité a Z—W]/])
2. Transformée de Fourier. — Rappelons que 'on dispose en p-adique de plusieurs
analogues (cf. note 16) de z — e*7 2. Le premier est la fonction z — [(1 + T)%],
pour z € Qp, ou [(1+T)*] € 5"'; désigne le représentant de Teichmiiller de I’élément
(1+T)* de k. Cette fonction est localement analytique, & valeurs dans 5’?‘;, et on a
[(14+T)*H¥] = [(14+T)*] [(1+T)Y], pour tous z,y € Qp. En composant z — [(1+T)*]
avec 6 : 52.7 — Oc,, on obtient un morphisme de groupes z +— ¢(z) de Q, dans Moo
qui est localement constant. De plus, on a [(1+T)*] = e(z)e’®, pour tout z € Q,, ot
t =log(1 +T) est le 2ir de Fontaine.

On a déja utilisé 'analogue z — [(1 + T)*] pour définir la transformée de Fourier
d’une mesure sur Q, (prop. 1.1.8). L’application z — &(z) permet de définir une
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transformée de Fourier algébrique F : LC.(Qp, Loo) — LCc(Qp, Loo) sur les fonctions
localement constantes & support compact dans Q,,. En effet, si ¢ est une telle fonction,
et si y € Qp, la suite de terme général p=* 3, o+ €(zy)#(x) est constante pour k
assez grand (si ¢ est constante modulo p®Z,, la suite est constante pour k > a—v,(y)) ;
on note @(y) = pr e(zy)d(z) dz ou F¢(y) sa limite. Cette transformée de Fourier
vérifie les formules usuelles : A

e Z($(a+0)y) = c(~ay)d(v), si a € Q,

o Z(e(az)d(2))(y) = ¢(y + a), sia € Qp,

o F(g(cx))(y) = |c|~'¢(c™'y), sic € Q,

o F(F9)(x) = ¢(—x). _

En particulier, la transformée de Fourier inverse .# est définie par la formule ha-
bituelle Z ¢(y) = Fp(— fQ e(—zy)¢(x) dz.

Comme o,(e(z)) = E(aw) sia € Zy et z € Q,, on voit que F envoie les fonctions
a valeurs dans L dans les fonctions & valeurs dans Lo, vérifiant o, (¢(z)) = é(az). En
munissant LC.(Qp, Lo ) de laction de I' définie par (o, - ¢)(z) = 04(¢(a"1x)), cela
se traduit par le fait que % induit un isomorphisme

F :LC,(Qp, L) 2 LC.(Qp, Loo)"-

Soit LP.(Qp, L) l'espace des fonctions localement polynomiales sur Q,, & sup-
port compact, et & valeurs dans L. Soit Loo((t))” = Loo((t))/Loeol[t]], et soit
LP; (Qp, Lo ((t))~dt) l’espace des fonctions & support compact dans Q,, & valeurs
dans Lo, ((t))~dt, et qui sont localement de la forme S r_o iy ™%, ott ; € Loo((t))™
(une telle fonction n’est donc pas forcément définie en 0). On fait agir I', comme
ci-dessus, par la formule (o, - ¢)(y) = o4(¢(a"'y)), ol o,(dt) = adt. On étend la
transformée de Fourier algébrique en un isomorphisme

F :LP:(Qp, L) — LP, (QP’Lw((t))_dt)F»
en imposant la régle naturelle (%£¢')(y) = -ty &(y) De maniere explicite,

si les ¢; sont des éléments de LC.(Qp, L), et ¢(x) = ZLO ¢i(a:)f.—;, alors
Foly) =Sk F ¢i(y)(—ty)~*4. La transformée de Fourier inverse

LPc_(vaLoo((t))_dt)F — LP (QP’L)
est donc donnée par Z ( Y5 ¢i(y)(ty) %) (z) = 15 Foi(—2) 5 ) . _
On a alors F(¢(z +4a))(y) = [(1+T)"*].F ¢(y). En effet si ¢( ) = Zz 0 0i(2) &,

alors ¢(z +a) = Y, Z] 0 di(z +a) (f ]j), ‘;, , et donc F(¢(x + a))(y) est égal &

7

ZZ ay¢z y) J _a—f?_z¢z (ty i (_ay)Z(—ty) aJ)dt.

|
=0 j=0 7=0 J:
Or, modulo L [[t]]d¢, on a

dt

: : a
a_'dT = t_le(—ay)e_‘”y? =t7'[(1+T)" “y]—

t7'e(—ay) Y_(~ty)’ ;

Jj=0
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d’ou le résultat.
On a encore Z(¢(cz))(y) = |c|~*¢(c™'y), si ¢ € Q, comme le montre un calcul
immédiat.
On déduit des deux points ci-dessus que .Z vérifie les deux lois de transformation :
e Z((1+T)"%]¢(y))(z) = Fd(z + a),
o Z(p(cy))(@) = || Fo(cx), sice Q.

3. Transformées de Fourier et de Mellin, et résidus. — Si y € Qp, on fait agir
(¥9) sur dt = % par la formule (¥9) - dt = ydt. 1l est alors naturel de faire
agir ¥ sur Zdt par ¥(fdt) = 1¢( f)dt, et on obtient de la sorte une structure
de (P(Zy),p,%)-module sur %dt en faisant agir, comme d’habitude, ¢ par (?7)
(i.e. (f dt) = pp(f) dt) et (§ %) par multiplication par (1+T')°. On dispose donc des
P(Qp)-modules (Zdt X Q). C Zdt K Q,.

Si R € (#ZdtRQ,). est tel qu'il existe k, m € N tels que ¢™(T)*R € (Z+dtXQ,).,
on définit une fonction ¢r : Q; — Lo ((t))”dt en prenant pour ¢r(y) l'image de
(¥9) - R modulo L|[t]]dt.

Proposition VI.1.1. — (i) ¢r € LP; (Qp, Loo((t))~dt)T
(i) For(z) = réso([(1 + T)""|R).

Démonstration. — L’invariance de ¢ par I suit juste de ce que, par définition, I’action
de (89) sur (Zdt R Q,). est celle de gy, ce qui fait que 0,(¢r(z)) = pr(azx). Multi-
plier R par [(1+7)%] revient & multiplier ¢ par la fonction [(1+7)*¥], et remplacer R
par p(R) = (4 7) transforme ¢ en J¢r(pz) (ne pas oublier que (§ 9) multiplie dt
par p). Comme ¢g est identiquement nulle si R € (Fl’““dt K Qp)c, cela permet, pour
vérifier le (i), de se ramener au cas au cas ol R = 7zdt et k € N. Or, dans ce cas, or
est nulle en dehors de Z,, et vaut ;4= 1)k modulo L[[t]]dt, si y €Z, Si Y a1

est la partie polaire de (e‘—l)k’ on a alors ¢r(y) = 1z, (y)( z=0 Y a(ty)” Z)‘ff), ce qui
permet de conclure.

Pour démontrer le (ii), on commence par constater que les deux membres de
Pégalité & vérifier se comportent de la méme maniére si on multiplie R par [(1+7)~]
ou si on applique ¢ a R. Comme de plus, les deux membres sont identiquement
nuls si R € (Z*dt ® Q,)., cela permet de se ramener au cas au cas ol R = Tk e dt

etk € N. On a alors Z¢gr(z) = 1z, (z)( fola(_z ). Si ¢ € Zp, la somme

bl = f) est aussi le résidu en 0 de e~ ( Y.F=) a;t*~1)dt et donc aussi celui

dee~t® 0 ;4 1) —2 . Le changement de variable ¢t = log(1+T') montre que ce résidu est aussi
réso([(1+7T) %] 7% 1+T) Pour conclure, il suffit de vérifier que reso([(l +T) "l 55) =0,
si x ¢ Zy, ce qui suit de ce que Resz, ([(1+T) %] %) = 7xResz, [(1+ T)7*] = 0, si
z ¢ Zpy.

On note résy : Loo((t))dt — L la composée de la trace de Tate normalisée
lim, 4 oo #’I‘an /1 avec résy application résidu en 0 (qui est & valeurs dans L).

On aurait aussi pu définir rés;, en prenant la composée de I’application résidu avec la
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trace de Tate normalisée Lo ((t))dt — L((t))dt, ce qui donne le méme résultat. Cette
seconde description a 'avantage de montrer que résy s’étend par continuité en une

application résy, : L((t))dt — L.
Lemme VL1.2. — [, réso(¢(z)) dz = résp(4(1)), si ¢ € LP; (Qp, Loo((t))~dt)T.

Démonstration. — On a réso(¢(1)) € L, pour n assez grand. De plus, résy commute
a l'action de I, et I'invariance de ¢ sous I' se traduit par ¢(a) = o4(¢(1)), pour tout
a € Zy;. On a donc

1
réso(¢(z)) dz = oz Téso(¢(1)) do = — Ta - 1és0(¢(1))
/;; \/Z,“; p aGZ;/(Zl-:H?"Zp)

_ I%Tan/LrésOM)(l)) = rés.(¢(1)).

Proposition VI.1.3. — (i) Si R € (Z X Q). est tel qu’il existe k,m € N tels que
©¢™(T)*R € (Z* ® Qy)c, alors réso(drat(p')) = 0, si i < 0, réso(drat(p®)) est
constant pour i > 0, et

dr

réso(R ——) = “irés ),
o(R ) iezzp L($rar(p))
oti, par convention naturelle, 3£ p~t = ;,—f—l.

~ a k ~
(i) Si R € Z est tel qu’il existe k,m € N et a € Z tels que R € ;fm((?)k%*', alors
®rat est a support compact dans Qy, et

. ar —i g i 4 i
réso(R m) = Zp résp(Prat(p')) = ZresL(go (R) dt).
i€Z i€Z

Démonstration. — Le (ii) se déduit du (i) par passage a la limite pour Res,-~z_ R, en
tenant compte du fait que rész(¢*(R)dt) = 0, si i ¢ [1 — m, —a]. Démontrons donc
le (i). D’apres la prop. VI.1.1, on a réso(R ﬂ—TT) = F¢rat(0). Or

?qﬁRdt(O):/ réso(qudt(:c))dx:Zp“i/ 1és0(prat (7)) dz.

Qp 1€Z z;
On conclut en utilisant la formule [,, réso(¢ra:(p'z))dr = résp(prar(p’)) du
p
lemme VI.1.2.

VI1.2. Représentations localement algébriques. — L’objet de ce § est ’étude
des représentations localement algébriques de G. Les résultats qui nous seront utiles
par la suite sont :

— la prop. VI.2.3 qui donne un critére portant sur l’action du sous-groupe A de G
pour qu’une représentation soit localement algébrique,

— la prop. V1.2.12 qui fournit une classification des représentations localement al-
gébriques de G possédant un modele de Kirillov.
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1. Caractérisation. — Une fonction ¢ : G — L est algébrique si ¢(g g) est un poly-
néme en a, b, ¢, d et (ad — bc)~!; elle est localement algébrique si tout g € G possede
un voisinage sur lequel elle est algébrique. Le lemme suivant montre qu’il suffit de
vérifier ceci « pour chaque variable séparément »

Lemme VI.2.1. — Soit ¢ une fonction de K, = 1+p"M3(Z,) dans L. Si les fonctions

2= o((1571)9), 2 6((8192)9);
2~ ¢((1577)9)s =~ ¢((213:)9)

sont, pour tout g € K, polynomiales de degré < D sur p"Z,, alors qﬁ(‘(’; fl) est un
polynéme en a, b, c, d et (ad — bc)*.

Démonstration. — Soit ¢o(a,b,c,d) = ¢(24) de telle sorte que les fonctions

€T = (]50((1(1 + .’L‘),b(l + $),C, d)a T+ ¢0(a7 bv C(l + .’L'),d(l + 'T))r
z+— ¢ola+ (a+ )z, b+ (b+d)z,c,d), z+— ¢ola,b,c+ (a+c)z,d+ (b+d)z),

sont polynomiales sur p™Z,. Soit v la fonction définie par
(21, 22, 23, 24) = ¢o(21, 2221, 2324, 24) et donc ¢g(a,b,c,d) = ¥(a,a™b,d ¢, d).
Alors

do(a(l+ x),b(1 +z),c,d) = ¥(a(l + z),a™ b, c,d)
do(a,b,c(1+z),d(1 + ) = ¥(a,b,d c,d(1 + z))

sont polynomiales en x, de degré < D, ce qui montre que @ est polynomiale en z;
et z4, de degré < D en chacune de ces variables. De plus, les fonctions

¢o(a + (a+c)z,b+ (b+ d)z, ¢, d) = 1/1(a + (a+ o)z, (a+ (a+ c)x) b+ (b+ d)x),d ¢, d)
#o(a,b,c+ (a+c)z,d+ (b+d)z) = (a,a'b,(d+ (b+d)z) ' (c+ (a + c)z),d + (b+ d)z),

sont polynomiales en x de degré < D. Soit u = Ziﬁ’l—i‘?ﬁ pour que = m%.

Alors ((b+d) —u(a+c¢))Py(a+ (a+c) WE%%I—C-)’ u,d™ ¢, d) est polynomiale en u,
de degré < D, et aussi en a et b puisque ¥ est polynomiale en z;. En prenant x = 0
de telle sorte que u = a~'b, on en déduit que

aP((b+d) —a'b(a + ¢))Py(a, a7 b,d e, d) = (ad — be)Pdo(a, b, ¢, d)
est polynomiale en a et b. Pour les mémes raisons, (ad — bc)P¢o(a, b, ¢, d) est polyno-

miale en c et d, et donc @o(a, b, c,d) est de la forme (ad — bc) =P P(a, b, c,d), ot P est
un polynéme. Ceci permet de conclure.
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2. Vecteurs localement algébriques. — Une représentation algébrigue de G est un
L-espace vectoriel W de dimension finie, muni d’une action linéaire de G telle que
g — g - v soit une fonction algébrique sur G (& valeurs dans W), pour tout v € W.
Une telle représentation est une somme directe de représentations irréductibles et les
représentations algébriques irréductibles de G' sont exactement les Wz, ol £ € Z,
k € N — {0}, et Wy = detZ®Symk—1, ol Symk_1 est la puissance symétrique
(k — 1)-ieme de la représentation standard de G.

Soit IT un L-espace vectoriel muni d’une action linéaire de G. Suivant Prasad [64],
on dit que v € II est localement algébrique s’il existe un sous-groupe ouvert compact K’
de G tel que L[K’] - v soit de dimension finie sur L et si la représentation de K’
sur L[K'] - v est la restriction d’une représentation algébrique de G. Comme g - v est
algébrique pour gK’g™1, si v I'est pour K’, ’ensemble 128 des vecteurs localement
algébriques est stable par G.

Lemme V1.2.2. — Les conditions suivantes sont équivalentes pour v € II :

(i) v e 128 ;

(ii) L[K] - v est de dimension finie et pour tout®® y € (L[K] - v)*, la fonction
g +— {u,g-v) est localement algébrique sur K.

Démonstration. — Si v € 128 il existe n > 1 tel que L[K,] v soit de dimension finie ;
il en est donc de méme de L[K] - v puisque K,, est d’indice fini dans K. L’algébricité
locale de g +— (i, g - v) suit alors de la classification des représentations algébriques
de G. D’ou l'implication (i)=>(ii).

Réciproquement, si (ii) est vérifié, et si pi,...,pq est une base de (L[K] - v)*, il
existe n tel que g — (u;, g - v) soit algébrique sur K,, pour tout 1 < i < d. Mais
alors g — g - v est algébrique sur K, et donc L[K,] - v est la restriction & K,, d’une
représentation algébrique de G. On en déduit implication (ii)=(i), ce qui permet de
conclure.

Proposition V1.2.3. — Soit M un sous-L-espace vectoriel de Il stable par K. Si pour
tout v € M, la fonction x — ('§*9)v est localement polynomiale sur pZ,, alors
M C 18,

Démonstration. — Soit v € M. L’hypothese selon laquelle z — ( 1-51 ?)’u est loca-

lement polynomiale implique en particulier que L[(**2%»0)] - v est de dimension
finie. Maintenant, tout élément de K; est le produit d’au plus 12 termes appar-
tenant a ("*8% 9) U {w, (§1),(67'),(19), (419)} car (§.122) = w(*57 9w,
(35) = (G HCFEDEDR7 9 et (29) = (DCEF D (A (7).
On en déduit que L[K7]-v est de dimension finie et donc que L[K]-v est de dimension
finie.

Soit alors p1,...,pq une base de (L[K]-v)*. Si 1 < i < d, notons ¢; , la fonction
g — (pi,g - v). Soient h,g € K. En utilisant ’hypothese, on obtient que pour tous

(60) T¢i K = GL2(Zp) et Kn =1+ p"Ma(Zp).
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g,h € K, la fonction  — ¢; (R (47 %)hg) = (h- pi, (37 9)hg - v) est localement
algébrique. En utilisant ceci pour h = w, h = (§1) et h = (1 ?)w, on voit que ¢;,
vérifie les hypotheéses du lemme VI.2.1. On en déduit que ¢; ,, est localement algébrique
sur K, pour tout i, et donc que g — (u,g - v) est localement algébrique sur K pour

tout p € (L[K] - v)*, ce qui permet, grace au lemme VI.2.2, de conclure.

Comme une fonction localement algébrique sur G est localement analytique, on a
I1?s c II**. Comme on !’a déja mentionné, Schneider et Teitelbaum ont démontré
que I1®" n’est jamais nul, si IT € Rep; G. Par contraste, I1*¢ est le plus souvent nul :
une condition nécessaire (mais pas du tout suffisante) pour que IT*'8 # 0 est que le
caractere central de II soit localement algébrique (i.e. de la forme z*8y, ot k € Z et
o est localement constant). Sous cette condition, v est localement algébrique si v est
U(g)-fini au sens de [64], ou U(g) est I’algebre enveloppante de SLy : cela résulte de
la prop. 3.2 de [64], dont on tire, en outre, I’énoncé suivant.

Proposition VI.2.4. — Si T € Rep,;G, on peut décomposer II*'8 sous la forme
I12ls = @z,kﬂzl,%, ou :

. Hzl;f = Wi Qr gk,

o I, ;. est une représentation de G qui est lisse, admissible, de longueur finie, nulle
pour presque tout couple (¢,k).

On dit qu’une représentation de G est localement algébrique, admissible, si elle est
de la forme @[’knzl,% ou I, est une représentation de G qui est lisse, admissible,
de longueur finie, nulle pour presque tout couple (¢, k). On peut donc paraphraser
la prop. V1.2.4 sous la forme : si II € Rep; G, alors I1*%¢ est localement algébrique,
admissible.

8. L’action du mirabolique sur les fonctions localement polynomiales. — On note
LC.(Q;, L)' le sous-L-espace vectoriel des fonctions de LC.(Qp, Loo)! & support
compact dans Q. On munit cet espace d’une action de P(Q,) grace a la formule

((3%)¢)(z) = e(bx)d(ax).
Lemme VL2.5. — LCC(Q;vLoo)F est un L[P(Qp)]-module irréductible.

Démonstration. — LC.(Qy, L) est la réunion croissante des F,, ou E, est ’espace
des fonctions & support dans {z, —n < v,(z) < n}, constantes modulo p"+1Z,.
Comme E,, est un L,-espace vectoriel de dimension finie sur lequel I' = Aut(L /L)
agit a travers un quotient fini, il résulte du théoreme de Hilbert 90 que I’application
naturelle de Lo, ®1 LC.(Q} , Loo)T dans LC,( s Lioo) est un isomorphisme. I1 suf-
fit donc de prouver que LC.(Qy, Loo) est un Loo[P(Qp)]-module irréductible. C’est
parfaitement classique, mais nous allons rappeler la démonstration pour le confort du
lecteur.

Soit ¢ € LC.(Qp, Leo) — {0}. On veut prouver que Lo [P(Qp)] - ¢ = LC.(Q}, Leo)
et, quitte & remplacer ¢ par (&9) - A¢, avec a € Q} et A € L, on peut supposer que
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#(1) = 1. Il existe alors £,m € N tels que ¢ = 1 sur 1+ p™Z, et ¢ = 0 en dehors
de p~¢Z,. Soit n > m. La fonction a,(z) = ﬁZf:gtl e(p~™i(z — 1)) vaut 1
sur 1+ p"Z, et 0 sur p~“Z, — (1 + p"Z,). On a donc an¢ = l14pnz,. Or on a aussi
e _ . —-n; .
ond = zﬁ P, ! s(—p‘"z)((l) P ©)-¢ € Loo[P(Qp)]-¢, et donc 114 pnz, appartient
& Loo[P(Qp)] - ¢. 1l S'ensuit que 1oqpnz, = (a(_)l 9) - L ppr—vptarz, € Lo[P(Q,)] - &,
pour tout a € Q; et tout n > m + v,(a), et comme ces fonctions forment une famille
génératrice du L,-espace vectoriel LCC(Q;, L), cela permet de conclure.

On note LPC_(Q;,LOO((t))_dt)F le sous-L-espace vectoriel des fonctions de
LP. (Qp, Lo ((t))~dt)T & support compact dans Q;- On munit cet espace d’une
action de P(Q,) grace & la formule

((8%)9) (=) = [(1 + T)**]¢(ax).

Si k € N — {0}, on note t"*L.[t]” le sous-Leo|[[t]]-module de L..((t))~ engendré
par t %, et on note LP (Q},t™* Lo [t]~dt)T le sous-espace de LP ( *, Loo ((t))~dt)T
des fonctions & valeurs dans ¢ =% Lo [t]~dt. 11 est clair sur la formule donnant I’action
de P(Q,) que LP; (Q3,t7*Loo[t]~dt)" est stable par P(Q,), pour tout k € N — {0},
car [(1 + T)%] = e(bx)e®® € Loo|[t]].

Proposition V1.2.6. — LP_ (Q3, Loo((t))~dt)" n’a pour sous-L[P(Q,)]-modules stricts
que les LP; (Q},t7% Lo [t]~dt)", pour k > N — {0}.

Démonstration. — Notons simplement Xy I'espace LP_ (Qj}, t=*Loo[t]~dt)F. Un élé-
ment de X} est donc localement un polynéme de degré < k — 1 en z~! & cause de
Pinvariance sous 'action de I'. Il en résulte que Xj/Xy_1 est isomorphe, en tant
que L[P(Q,)]-module & I’espace LC.(Q}, Loo)" tordu par le caractere (8 %) — a'~*
de P(Qp), car (§9) -t~*dt = a’~*t~*dt, si a € Q3.

Par ailleurs, ((1)”:) — 1 envoie ¢ € X dans Xji_3, si n est assez grand, et le
degré de (((1) ”ln ) — 1)¢ en =~ est alors exactement i — 1 si celui de ¢ est i. Soit
maintenant M un sous-L[P(Q,)]-module de LP; (Q}, Loo((t))~dt)". Il résulte de ce
qui précede et du lemme VI.2.5 que si M contient un élément de degré k — 1 en 271,

alors M contient X;. On en déduit le résultat.

4. Modeéle de Kirillov d’une représentation lisse. — Si Il est une représentation de G,
admissible, lisse, de caractere central ér, un modéle de Kirillov pour II est une injection
B-équivariante de II dans ’espace LCrC(Q;, Loo)T des fonctions localement constantes
sur Qy, & support compact dans Q, ('adhérence de {z € Qp, f(z) # 0} dans Q,, est
compact), muni de l'action de B définie par

((¢8)- f)(=) = éu(d) e(d'bz) f(d 'az).

(Les espaces LC.c(Qy, Loo)T et LC.(Qyp, Loo)T seront notés respectivement X et X,
dans les démonstrations qui suivent, mais pas dans les énoncés.) Un tel modeéle n’existe

ASTERISQUE 330



REPRESENTATIONS DE GL2(Q,) ET (¢,)-MODULES 417

pas forcément, mais si II est irréductible et de dimension infinie, alors IT a un modéle
de Kirillov (voir ci-dessous pour un énoncé plus précis).

On rappelle que le module de Jacquet J(II) de II est le quotient de II par le sous-
espace IIyy engendré par les (u —1)-v,pourv el et u e U = ((1) le )

Lemme V1.2.7. — Si Il admet un modéle de Kirillov, alors :
(i) IV =0, et donc I1512(Q) =0 ;
(ii) Iy = LCC(Q;,LOO)F et J(IT) = II/LC( ;,Loo)r.

Démonstration. — Soit ¢ € II, non nulle. On a ((§%) - ¢ — ¢)(z) = (e(bz) — 1)¢(x),
et comme (e(bz) — 1)@(z) # 0, si ¢(z) # 0 et vp(b) < —vp(x), cela prouve que
(3%) - ¢ # ¢, sivp(b) < 0. On en déduit le (i).

Maintenant, comme e(bx) = 1, si vp(x) > —vp(b), on a IIy C X.. Par ailleurs,
IIy est stable par B et non nul d’aprés le (i). L’irréductibilité de X, comme L[B] (et
méme L[P])-module implique donc que IIyy = X.. On en déduit le (ii), ce qui permet
de conclure.

Proposition V1.2.8. — Soit II une représentation irréductible de G, admissible et lisse,
de dimension infinie.

(i) II admet un modéle de Kirillov.

(ii) J(II) est de dimension O (si II est supercuspidale), 1 (si IT est spéciale), ou 2
(si IT est de la série principale). De plus :

- st J(II) est de dimension 2, et si x est un caractére de B apparaissant en
quotient de J(I1), alors x n’est ni de la forme § ® &, ni de la forme 8| |® 8| |71, et
II= Indg X;

- st J(II) est de dimension 1, alors J(II) est un caractére de B de la forme
8| |®6] |71, et on a une suite ezacte 0 — II — Ind$ 8| |® 4| |~* — 6o det — 0, de
G-modules, et II = St ® (6 o det), ou St est la steinberg.

Démonstration. — Le (i) est [48, th. 2.23]. Pour le (ii), dans le cas supercuspidal,
cf. [48, prop. 2.16]; le reste découle de 1'analyse de la série principale [48, th. 3.3].

Lemme V1.2.9. — Soit IIy une représentation irréductible de G, admissible et lisse,
de dimension infinie, et soit d € N. Si II est une extension de 1¢ par Iy admettant
un modéle de Kirillov, alors de deux choses l'une :

o d =0 et donc Il =1y est irréductible,

e d =1, auquel cas Iy est la steinberg et Il = Ind$ | |®| |71

Démonstration. — Si d > 1, en prenant 'image inverse I’ d’une copie de 1, on obtient
une extension de 1 par IIy, qui est non triviale puisque ITS¥2(Qw) = 0, d’apres le (1)
du lemme VI.2.7. D’aprés le (ii) du méme lemme, les modules de Jacquet de Il
et II' sont respectivement IIo/X, et II'/X,, ce qui fait que I'on a une suite exacte
0 — J(IIp) —» J(II') - 1 — 0. La discussion est légérement différente suivant que
J(IIp) est de dimension 0, 1 ou 2.
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- Si J(IIg) = 0 (i.e. si Iy est cuspidale), alors Il = X, tandis que II' contient
une fonction ¢ vérifiant, modulo X, (g 2)4) =¢ et (8 ?)q& = ¢, pour tout a € Zy, ce
qui se traduit le fait que ¢(z) ne dépend que de vy(z) et ¢p(px) = ¢(z), si vp(z) > 0.
Or il y a, modulo X, une seule telle fonction, & savoir ¢ = 1z,. On en déduit que IT'
est le sous-espace LC.(Qp, Loo)! de X. Soit maintenant ¢ = fGL2 29" 1z, dg, ou
la mesure de Haar sur GLy(Z,) est normalisée. Alors ¢ est invariante par GLy(Z,)
par construction, et est de la forme 1z, + ¢o, avec ¢g € X, car dg est normalisée.

En particulier ¢ est & support dans Z, car ¢ est fixé par (§1). De méme, ¢(z) ne

ZOZ (1’) Maintenant, H(? L2(Z») — 0, puisque II,

est cuspidale. On en déduit le fait que (II')SY2(Z») est de dimension 1, et donc que ¢
est vecteur propre de 'opérateur de Hecke T}, (pour la valeur propre 1+ p~!, puisque
T, agit par multiplication par 1 + p~1 sur la représentation triviale). Ceci se traduit
par lidentité

! Z e(iz)g(pzx) + ld)(f) =1+ 1)(}5(:1:), pour tout = € Q.
i€Zy/pZyp PP p

dépend que de v,(z) car ¢ est fixé par (

En utilisant le fait que ¢ est & support dans Z,, et en normalisant ¢ par ¢(0) = 1, on

en déduit que ¢(z) = t”; — sur p"Z,. On aboutit & une contradiction puisque cette
fonction n’est constante sur p*Z, pour aucun k € N, et donc n’appartient pas & II'.
On a donc d = 0, si I est cuspidale.

- Si J(IIp) est de dimension 1 ou 2, et si x est un caractere de B apparaissant
comme quotient de J(Ilp), alors x apparait aussi comme quotient de J(II'), car x
n’est pas trivial d’apreés la prop. VI.2.8. On en déduit ’existence d’un morphisme
G-équivariant non trivial de II' dans Indgx. Comme D’extension dont on est parti
n’est pas scindée, et comme Il est irréductible, cela implique que II' = Indgx, et
comme 1 est un quotient de IT', il s’ensuit que x = | | ® | |~} et IIp = St.

Pour conclure, il reste a vérifier que l'on ne peut pas avoir d > 2, dans le cas
ITo = St. Supposons le contraire, et soit I’ une extension de 11 par St admettant un
modele de Kirillov. Comme St&%2(%») = 0, on en déduit, comme dans le cas cuspidal,
que (II")GL2(Z») est de dimension 2, et que T}, agit par multiplication par 1+ p~! sur
cet espace. On aboutit & une contradiction car il n’y a, a multiplication prés par une
constante, qu’une seule fonction de X a support dans Z,, propre pour 1}, pour cette
valeur propre, & savoir la fonction rencontrée plus haut.

Ceci permet de conclure.

Proposition VI.2.10. — Soit II une représentation de G, admissible, lisse, admettant
un caractére central, et possédant un modéle de Kirillov. Alors II est irréductible ou

bien II est de la forme Ind$ 8| | ® 6| |2, et donc est une extension de § o det par
St ® (6 o det).

Démonstration. — Comme II posséde un modele de Kirillov, on peut voir II comme
un sous-espace de X, qui, d’aprés le (ii) du lemme VI.2.7, contient X.. Soit Iy I'inter-
section de toutes les sous-représentations de II contenant X.. Alors Iy est irréductible
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(une sous-représentation stricte de Iy serait d’intersection nulle avec X, car X, est
irréductible (lemme VI.2.5), et donc serait constituée d’éléments fixes par U, et donc
serait nulle puisque XU = 0), et admissible puisque IT I’est.

Si IT = Iy, on a gagné. Supposons donc que II/TIy # 0. Comme Il contient X,
par construction, il contient ’ensemble des (u — 1)@, pour ¢ € X et u € U, et donc, a
fortiori, Vensemble des (u — 1)¢, pour ¢ € Il et u € U. 1l en résulte que U agit trivia-
lement sur II/II; et donc que SL2(Q,) agit trivialement sur II/IIy puisque SL3(Qj)
est engendré par U et wUw. Comme II a un caractére central, il en est de méme
de II/IIy, ce qui permet de découper II/IIy en un nombre fini de morceaux correspon-
dant aux racines carrées du caractére central. Choisissons un morceau As non nul sur
lequel G agit par d o det. Quitte & tordre par (§ odet) ™!, on peut supposer que G agit
trivialement. Soit v € As non nul, et soit II’ 'image inverse de L v dans II, de telle
sorte que 'on a une extension 0 — IIg — II’ — 1 — 0 qui est non scindée puisque
XY = 0 comme on I’a déja remarqué. On en déduit, en utilisant le lemme VI.2.9, que
o = St, et que IT = IndG | | ® | |~

Ceci permet de conclure.

5. Modéle de Kirillov d’une représentation localement algébrique. — Ce qui précede
s’étend aux représentations localement algébriques, admissibles, Une telle représenta-
tion II est la somme directe de représentations Wy, ® Il 1, ou Wy = det® (X)Sym’c -1
et II, ; est une représentation admissible lisse de G admettant un caractere central.
On dit que II est de type (¢, k) si Iy x» = 0 pour tout (¢, k') # (£, k). Alors, d’apres
Prasad [64], IT est irréductible si et seulement si elle est de type (£, k) pour un certain
couple (4, k) (déterminé de manieére unique), et si Iy j est irréductible.

Soit IT = Wy 1, ® IIp une représentation de type (4, k). Le caractére central éyy de IT
est relié a celui de Iy par la formule

51‘[(0,) = azz+k_1(5r[0 (a)

Si e, ey désigne la base canonique de Qf, sur Qp, on a (Z g)el = ae; + cesz et
(2b)ey = bey + deg, et donc dans la base etes ™'~ pour 0 <4 < k — 1, de Sym* ™,

Paction de G est donnée par (2 5)etes™'"% = (ae; + ces)i(ber + deg)* 171

On peut écrire tout z € II, de maniére unique, sous la forme z = Zf;ol zi®e§e’f_1_i,
ou les z; sont des éléments de IIy. Si Il posséde un modele de Kirillov, on utilise
la décomposition de z sous la forme ci-dessus pour lui associer une fonction 7,
localement polynomiale, & valeurs dans t‘Lo[t]/t*t* (plus précisément, élément de

Lp[&Hk—l](Q;, t¢Loo[t]/t1F)), en posant

k—1
Hile) = () Y il ey (@) (k)
i=0
ou J,, désigne la fonction associée & z; dans le modeéle de Kirillov de IIy. La pro-
position suivante montre que {J¢;, z € II} peut étre considéré comme un modele de
Kirillov pour II.
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Proposition VI1.2.11. — Siz €Tl et (23) € B, alors

H(ap), @ =on@[1+ T)%"%%).5¢,(d" ' az).
0d
Démonstration. — 1l suffit de le vérifier pour z = 2z; ® ege’f“l_i, avec 0< i< k-—1.

Or on a

(a%)(z ® ebeb=171) = (ad)l(g 8z ® (des + be1)i(aey)F 171

—1-igi(aq il —1p3\j i—d k—1—i+j
= (ad)ta*1"id (Og)zm(zm(d Lp)iei—deh=1 +J)
J=0

et comme Jéf( )z(x) = 0m1, (d)e(d~1bz). %7, (d"Lax), on obtient

ab
0d

xf(a )z(x) = i!(tx)*(ad)’a* 1t d 6p, (d) A5, (A" az)e(d ™ bx) Z M—Tllb)j(m)k—l—iﬂ

b
0d io

1 —1 ;
= ilon(d)(d tatz)t(d 1a) 17", (d Y ax)e(d ha) Z @?{)X(tm)k_l_”j,
j=0
et le résultat suit de ce que e(d~'bz) 3%, (ii%i’x(tw)k_l_”j = [(1+T)4"b=) (tg)k—1-
dans L [t]/t.

On dit qu’une représentation II, localement algébrique de type (¢, k), admettant
un caractére central, possede un modele de Kirillov, s’il existe une injection B-
équivariante de IT dans LPEAHE=1(Q¥ t¢Lo[t]/t**) (muni de 'action de B défi-
nie par ((&%)¢)(z) = du(d)[(1 + T)d_lbm]¢(d”1ax)). On déduit facilement de la
prop. VI.2.11 que, si Il = W, ® Ily, alors II admet un modeéle de Kirillov si et
seulement si Il en admet un. Le résultat suivant est donc une conséquence de la
prop. VI.2.10.

Proposition V1.2.12. — Soit 11 une représentation de G, localement algébrique de
type (£,k), admissible, admettant un caractére central et possédant un modéle de
Kirillov. Alors II est irréductible ou bien est une extension de Wy ® (9o o det) par
Wi ® (St ® (0o o det)), ot dg est un caractére localement constant de Q.

VI.3. (p,I')-modules et théorie de Hodge p-adique. — Ce § vise & introduire
un certain nombre d’invariants associés & un objet de ®I'°*(&). Les résultats qui nous
seront utiles par la suite sont les suivants.

— La prop. VI.3.2 fournit un critére permettant de distinguer, parmi les
(¢, T')-modules Hodge-Tate de dimension 2, ceux qui sont de Rham des autres.

- La prop. VI.3.4, qui généralise une loi de réciprocité explicite de Kato (§ VIIIL.2),
joue un role crucial pour I'étude de I’action de w sur Dyjg W Zy (cf. lemme VI.6.7, qui
admet pour conséquence le th VI.6.8, clef de voiite de I’étude de I1*'8).
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1. Les modules Dgi¢, Dsen, Ddr...— L’anneau (61 BIO.1 apparaissant dans la
rem. V.1.2 est constitué de I'ensemble des éléments de ﬁ,ig convergeant dans By,
ce qui se traduit par existence d’une injection naturelle ¢ de BI%1 dans BjR.
Sin € N, on dispose d’un morphisme d’anneaux ¢, : Blo»™" BIR « de localisation
en (pn — 1 » qui est injectif et commute a ’action de ¥q,. Le morphisme ¢, est obtenu
en composant injection naturelle ¢ de BI%! dans B} avec o™ : Blo»™"1 _, Blo1,
L’image du sous-anneau &1%7=! de BI®P "] par ,, est incluse dans L,[[t], Papplica-
tion ¢, envoyant f(T) sur f((ymet/?" —1).

Soit D € ®T°*(&) de rang d, et soit V = V(D) de sorte que D = (A ®z, V)
Soit D T = (Biz ® V)7 (resp. Dais = (Bar ® V)?). C’est un E[Ttﬂ (resp. M)—
module libre de rang d. Le morphisme de localisation ¢, : Blor™" B;l"R induit
une application de localisation en (,» — 1, encore noté ¢,, de DI%™I dans 5;}{, qui
commute & l'action de I'. On note D  le sous-Ly|[[t]]-module de D, engendré par
tn (D7), et Dyitn = D;'mn[;] (c’est un sous-L,((t))-espace vectoriel de 5dif). On
choisit un entier m(D) suffisamment grand (62). Si n > m(D), ce module est de rang d
sur L,[[t]], et ne dépend pas de n en le sens que D(}Lif,n est le sous-L,|[t]]-module
de D Ji¢ engendré par Ddlf m(D)" Comme ¢, = ¢t 0 ¢~ ", on dispose, si n > m(D), de
diagrammes commutatifs

+ tn +
Ddif,n D10 Diitn >

)

D]O,rn]

L

DI0n41] ﬂ- DT DI0:rn4a] —————>- D+

dif,n+1 dif ,n+1

ou l'application Dj‘lf n= D(]Lif n+1 du premier diagramme est juste l'inclusion tandis
que ’application Ddlf a1 — D;_if,n du second est induite par %Tr Lni1/Ln» €t donc est
une projection commutant a ’action de I.

On aurait pu définir directement les objets ci-dessus sans passer par V : si on
voit £1%™] comme un sous-anneau de L,[[t] grace & ¢y, alors on a :

D¥¢ . = Lalt]] ® 10, DI®™) et Daign = Ln((t)) ®gio.rns DI,
D(_j‘—if = L[[t” ®g10,'rn) D]O’Tn] et Bdif = L((t)) ®é’]0,7‘n] D]Ov"'n]_

Soit 5Sen = (Cp ®z, V)%J ; d’aprés Sen [69], c’est un L-module libre de rang d;
on a aussi Dgep = Ddxf/thlf Si n > m(D), on pose Dsenn = D:;ifm /tD;“if’n. Alors
Dgen,n est un L,-espace vectoriel de dimension d, muni d’une action semi-linéaire

(61) Le lecteur est renvoyé a [24] pour une présentation plus détaillée de ce qui suit.

(62) Pour une partie de ce qui suit, il suffit que m(D) soit supérieur ou égal & l'entier mo(D) du
n°1 du § V.1, mais dans les applications a la correspondance de Langlands locale p-adique, on aura

besoin que m(D) > ms(D), et pour que l'action de I' sur Dt di¢ Soit agréable (note 63), on peut é&tre

amené & augmenter encore m(D).
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de T', qui ne dépend pas de n au sens ci-dessus et qui engendre 5Sen. Si n est assez
grand %3), et si a € 1+ p"Z,, alors o, agit linéairement, et il existe k1,...,kq € Q,
(les poids de Hodge-Tate de D) tels que les valeurs propres de o, soient a™,...,a"¢
pour tout a € 1+ p"Z,.

2. (¢,T')-modules presque de Rham. — En s’inspirant des techniques de Sen [69],
Fontaine [41] a défini les notions de représentation presque de Rham ou presque Hodge-
Tate de 9q, et montré que ces deux notions coincident. Ces résultats se traduisent,
via I’équivalence de catégories Rep;¥q, = ®I'**(&£), en termes de (¢, I')-modules.
Dans tout ce qui suit, D € ®I'**(&) est de dimension d, et V = V(D) est l'objet de
Rep;¥q, qui lui correspond.

On définit un anneau Bpgr en adjoignant & Bgr une variable notée logt
(i.e. Bpar = Bar[logt]) sur laquelle ¥q, agit par g(logt) = logt + logx(g), ou
X ' 9q, — Z, est, comme d’habitude, le caractere cyclotomique (on rappelle que
9(t) = x(9)t, ce qui explique la notation logt). De méme, on définit un anneau Byur
par Byt = Clt, t~1,logt], avec les actions ci-dessus de 9q, sur t et logt.

Les L-espace vectoriels

Dpur(V) = (Bput ®q, V)?@ et Djyp(V) = (Bpar ®q, V)?e»

sont de dimension < d. On dit que V est presque Hodge-Tate (resp. presque de Rham)
s'il y a égalité.

Si n > moy(D), on peut récupérer Dyyur(V) et D;dR(V) a partir de D, sans passer
par les anneaux de Fontaine : on a

DpHT(V) - (Ln [t, t_l,]og t] ®Ln DSen,n)Fa D;dR(V) = (Ln((t))[IOg t] ®Ln((t)) Ddif,n)I1

Par ailleurs, on dispose sur Dgj¢,, d’une connexion V définie par V = lim,,_,; —X?7;i1

(on a aussi V = pour tout v € I' d’ordre infini). Cette connexion respecte la

log v
log x(7) )
filtration de Dgi¢ n par les tzD;rif’n et induit, sur Dgen,n = D(]Lif,n / tD;'ifyn, l'opérateur
de Sen ; ses valeurs propres sur le L,-espace vectoriel ¢* Djif,n / t”lD(}Lifm sont les 7;+1,
ou les 7; sont les poids de Hodge-Tate de D (ce sont aussi ceux de V).

On a alors le résultat suivant [41].

Proposition V1.3.1. — Soit V € Rep;9q, -
(i) Les conditions suivantes sont équivalentes :
o V est presque de Rham,
o V est presque Hodge-Tate,
e les poids de Hodge-Tate de V sont des entiers,
o V est unipotente.
De plus, si les poids de Hodge-Tate sont distincts, alors V' est de Hodge-Tate.
(ii) Les conditions suivantes sont équivalentes :
e V est de Rham,

(63)  Quitte & augmenter m(D), on peut supposer, ce que nous ferons, que c’est le cas pour tout
n > m(D).
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o V est triviale.

On dit que D est presque de Rham (cela équivaut & V presque de Rham et donc
aussi & V presque Hodge-Tate d’aprés la prop. VI.3.1) si ses poids de Hodge-Tate
sont entiers; on dit que D est Hodge-Tate, si D est presque de Rham et si ’action
de 04 sur Dgep,p est semi-simple pour n > m(D) (ce qui équivaut & ce que V soit
Hodge-Tate), ce qui est automatique si les poids de Hodge-Tate de D sont distincts.

On note Dy4r,n 'ensemble des = € ﬁm = (B4r ® V)% tués par une puissance
de v, — 1, ol 7y, est un générateur de I',, (si p = 2 et n < 1, on demande que z soit tué
par une puissance de 2 — 1 et soit fixe par le sous-groupe de torsion de I'). On note
Dy4r le Q,-espace vectoriel Dygr 0, €t on a Dpdar,n = Fr ®q, Dpdr, pour tout n. Par
construction, Dpqr est muni d’une action unipotente de I', et on note Dyr I’espace
des points fixes de Dpgr sous 'action de I'. De plus Dp4r est de dimension < d, avec
égalité si et seulement si D est presque de Rham. On dit que D est de Rham si Dy est
de dimension d; cela équivaut a ce que D est presque de Rham et I" agit trivialement
sur Dygr. On note D;dR’n ou FilODde,n P'intersection de Dpgr,, avec 53'“.

Si n > m(D), alors Dpdr,n est aussi le noyau de V¢ agissant sur Dyt et le noyau
de V est le sous-espace L, @ Dyr de Dpgr, n-

On passe facilement de Dpqr & D45 (V). Tout élément = de D} 4 (V') peut s’écrire,
de maniére unique, sous la forme P;(logt), ou P, est & coefficients dans B4r ®q, V.
L’invariance de z par 9q, implique que P, est en fait a coefficients dans Dpqr, et
lapplication z +— P,(0) est un isomorphisme de D;dR(V) sur Dpgr, l'isomorphisme

_ i
inverse étant z — Zj:g logt)’ I?.g .y

nilpotente sur Dpgr .

x, et la somme est finie car V agit de maniere

8. Le cas de la dimension 2. — En dimension 2, qui est le cas qui va nous intéresser,
le critére suivant permet de faire la distinction entre les cas de Rham et presque de
Rham mais pas de Rham. Ceci va jouer un réle fondamental dans la suite.

Proposition V1.3.2. — Soit D € ®I'**(&), de dimension 2, presque de Rham, & poids
de Hodge-Tate distincts 0 et k > 0. Alors Dpgr posséde une base ey, ez sur L telle
que e1,t*ey soit une base de D(]Lif,n sur Ly [[t]], pour tout n > m(D), et dans laquelle
Uaction de v € ', est donnée par :

e y(e1) = ey et y(eg) = ez, si D est de Rham,

o v(e1) = e; et y(ez) = ea + log x(v)e1, si D n'est pas de Rham.

Démonstration. — Si D est de Rham, le résultat est immédiat. Si D n’est pas de Rham,
alors Dpqr possede une base eq, e; dans laquelle dans laquelle 'action de v € T',, est
donnée par y(e1) = e et y(ez) = ez + logx(y)e1, puisqu’elle est unipotente. Le
probléme est donc de prouver que e; qui, & multiplication prés par un élément de L,
est le seul élément de Dyi¢ , tué par V, appartient a D:if,n. Les poids de Hodge-Tate
étant 0 et k > 0, il existe fy € D;{if’n, d’image non nulle dans Dgep p, tel que Vfy =0
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modulo tDj; .. Maintenant, les valeurs propres de V sur t*D;  /t"*'D}.  sont i
et i + k, et donc ne sont jamais nulles si ¢ > 1. Il en résulte que V est surjective
sur tiD;-if,n / t"“Dji'if’n, ce qui permet de construire, par récurrence & partir de fo, une
suite (f;)ien d’éléments de D , vérifiant :

o fi—fi1€ tiD;—if’na

e Vfi € ti“Djif’n.

La limite f de la suite (f;)ic; nous fournit donc un élément non nul de D;’if’n tué
par V; c’est donc un multiple de e;, ce qui permet de conclure.

4. Résidus et dualité. — On rappelle que V = Hom(V, L dt) est le dual de Tate de V.
L’accouplement naturel V' x V — L dt est parfait et ¥q, -équivariant ; il induit donc
des accouplements parfaits et ¥q,-équivariants

Bar®V)x (Bar®V) = (L-Bgr)dt et (Bl ®V)x (Biz®V)— (L -Bly)dt.

Comme By ® 1, (1] Ddit,, = Bir ®V et Big ®L, (1 Diisn = Bir®V, sin 2 m(D),
les restrictions des accouplement ci-dessus nous définissent des accouplements parfaits
et I'-équivariants

( s ) H Ddif,n X Ddif’n — Ln((t)) dt et ( s ) : D;—if,n X D(_;_if,n — Ln[[t]] dt.

En composant cet accouplement avec ’application I'-équivariante z +— réso(x)
de L,((t))dt dans L,, puis avec p~"Trp, /q,, cela nous fournit un accouplement
I'-équivariant

(, )aif : Dait,n X Dait,n — L,
qui est indépendant de n > m(D). Alors ( , )gif induit une dualité parfaite
dans laquelle D;’ifm et Dj’if‘n sont les orthogonaux 'un de 'autre (cela résulte du
lemme VI1.3.3 ci-dessous dont la démonstration est laissée au lecteur).

Lemme VI1.3.3. — L’application, qui ¢ g € L,((t)) fait correspondre la forme linéaire
f — 1éso(gf), induit un isomorphisme de L, ((t)) sur le dual topologique de L, ((t)) dt,
et l'orthogonal de L, [[t]] dt est Ly[[t]]-

Si n > m(D), alors Dpgr,» est aussi ensemble des x € Dgjs,n, tués par une puis-
sance de 7y, — 1, et 'accouplement ( , )qif induit une dualité parfaite entre Dpyg n
et Dpar,n pour tout n. Comme D;’ dR,n ©st aussi lintersection de Dpar,n avec D;f,n,
Paccouplement ( , )gif induit une dualité parfaite entre D;dR’" et Dpar,n/ D:dR’n et
donc aussi, puisqu'il est I-équivariant, entre DFyp | /(Yn — 1) et (Dpar,n/Diyr )"

5. Un calcul de résidu. — On note encore { , } : D,ig x Dig — L T'accouple-
ment (z,y) — réso({c_1 - z,y)) introduit pour définir Paccouplement { , }p: de
la prop. V.2.10.
Proposition V1.3.4. — Soient z € (Dyig[3])¥=" et 2’ € D:’;:l.

(i) Si (1 — )z € Dyig, la suite de terme général (1n(2'), tn(2))ais est stationnaire et
sa limite (2', 2)aif,c0 €St €gale & {o_1-2',(1 — p)z}.
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(ii) S’il exziste P € LX) non nul, avec P(7y)-z € Diig, alors la suite de terme général
(tn(2), tn(2))ait est stationnaire et sa limite (2', z)dif 00 €st égale ¢ {o_1-2', (1—¢)z}.

Démonstration. — Pour déduire le (ii) du (i), on remarque que P(v)z € D:/;: ! implique

P(y)((1 = ¢)z) € Dyig ¥ Z5. Par ailleurs, (1 — ¢)z € (Drigl3]) ®Z2%. Or P(v) est
inversible (prop. V.1.19) sur (Dyig[}])RZ3 et sur Dy KZ2, et donc (1—¢)z appartient
a Drig X Z; C Drig-

La démonstration du (i) se fait en plusieurs étapes. On commence par montrer
lexistence de la limite (2’, 2)qif,c0, Puis on prouve que « (2’,2)gif,c0 = 0 » implique
«{o_-1-2,(1 =)z} = 0». On en déduit Pexistence d’une constante o ne dépendant
pas de D, telle que {o_1 - 2/, (1 — )2} = a(?/, 2)aif,c0o. Enfin, on montre que o = 1
dansle cas D = O¢ ® X.

— Etape 1, existence de (2', 2)dif, 00
L’invariance de 2’ par 9 se traduit par le fait que %’I‘rpn +1/Fn (tng1(2)) = ta(2'),
si n > m(D), et son appartenance & Dyig par ¢,(2') € D;_if,n’ si n > m(D).
L’appartenance de (1 — @)z a Dy, se traduit par I'existence d’un entier ng tel
que ¢ ((1 — ¢)z) = 0, si n > ng + 1 (on rappelle que ¢, () est 'image de ¢y (2)
modulo D} ). On a alors ¢, (z) = ¢, (2), pour tout n > n, et comme ¢,,(2') € D,
on en déduit que

<Ln(zl)’ Ln(z»dif = ("n(z,)7 by (Z)>dif = <Ln(z/)’ L:m (Z))dif,
pour tout n > ng. On a donc
(in(2),tn(2))ait = p~"TrF, /q, (1és0({tn(2'), L, (2)) dt)
=p Tk, /q,(éso((p™ " Trr, /F,, (tn(2'), tny (2)) dt)
= p_noTanO /Qp (réSO«Lno (zl)7 L;O (z)> dt)v

ce qui prouve que la suite (¢, (2’), tn(2))qir est stationnaire.

~ Etape 2, (', 2)dit 0 =0 = {0_1 - 2/, (1 — ¢)z} = 0.
Si (2', 2)qif,c0 = 0, alors pour tout n > ng, on a Trg, /q, (réso(tn((2',2)) dt) = 0.
Soit k € N tel que t*2’ € Dyig (et donc (2/,z) € t*%). Soit V = td. Alors

vi1= 80 _ =D +HG) o H(y) = +Z°° (-1

j—2
log x(7) log x(7) 2 (x()y=1)7%.

Soit A, 'opérateur Ay = %"J—”(wz) -+ (V+k). Cet opérateur a la vertu de
tuer t =9 F,, si 2 < j < k ainsi que tout élément de ¢t~ F), de trace nulle sur t71Q,. La
nullité de Trp, /q, (1éso(tn ({2, 2)) dt) pour n > ng se traduit donc par I'appartenance
de A= Ap(2,2) & Z. Soient alors B = Ay - (2/,(1—¢)z) et C = A - (¢ — 1)2/,2).
Comme A commute & ¢, on a B = (1 — ¢)A + C. Par hypothese, (¢ — 1)z € Dyjg,
et donc B € Z et C € #Z puisque A € & d’apres ce qui précéde. Rappelons que
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réso (Y(z) 15) = réso(p(z) 255) = réso(z 5%), si ¢ € Z. En particulier, on a
réso (1 — p)A 125) = 0. Maintenant ¢((¢ — 1)z’) = 0, et donc ¥({(¢ — 1)2',9(2))) =
(¥((¢ — 1)2'),2) = 0; on en déduit que ¥(C) = 0, et donc réso(C 125) = 0. Ceci
implique que réso(B 1_'_T) = 0. Or réso((x(7)y — = l‘iTT) =0, si x € Z, et comme
Ag = (k— 1)+ (x(7)y — 1)H1(7), on en déduit que

réso(B i—TT) = (k — 1)!réso ((', (1 — p)2) lt-ii-TT) =k-D{o_1-2,(1 -9)z},

et donc que {o_; - 2/, (1 — ¢)z} = 0, ce que 'on cherchait & démontrer.

- Etape 3, réduction au cas D = Op Q x.

Notons E I’ensemble des z € (Dyig[3])¥=" tels que (1 — @)z € Dyjg et posons
E' D:fg ! Soient B(2,z) = (2, 2)ait,. et B'(2',2) = {o_1-2',2}. Alors B et B’
sont des formes bilinéaires sur E’ X E, et on vient de montrer que B(z,y) = 0 implique
B'(z,y) = 0. On en déduit l'existence de a(D) tel que B = a(D)B’.

Maintenant, si Dy, D, sont deux (¢, I')-modules étales sur &g, on peut appliquer
ce qui précede & D = D1 ® Do, et on a B = B; @ By et B = B} & B, avec des
notations évidentes. On en déduit que a(D;) = a(D3) = a(D) (tout du moins dans
le cas ou les formes bilinéaires B et B’ ne sont pas identiquement nulles). 11 suffit
donc de prouver que les formes bilinéaires ( , )air,, €t { , } coincident dans le cas

de O¢ ® x.

- E:’tape 4, étude du cas D = Og ® x.

Commencons par construire des z € (%% ® x)¥=! tels que (1 — )z € Z ® .
Pour cela, partons d’un élément u = (un)n>1 de la limite projective des & Fx pour les
applications normes, et notons g € Z,[[T]]* la série de Coleman associée, et posons
G =logg € Z*. Rappelons que :

e g est caractérisée par le fait que g(m,) = un,, pour tout n > 1, ol 7, = (pn — 1,

o %€ Z,[[T]]¥"" et }G € (;2)¥7,

¢ 17 (1G) = (p"logun) %, la relation %’I‘rlrnwl/Fn((P"“L1 log un41)1) = (p"logun) 1,
rencontrée au cours de I’étape 1, traduit juste le fait que N, ., /F, (Unt1) = Un.

Soit alors ; un générateur de I'y, et soit z = l;’f—‘_i; ((3G)®x), ou 1,%—_7—{ désigne

Popérateur S50 (lk;’;) € 2(I'1). Comme l'action de ; sur  ® x est triviale, on a
lo

aussi z = (} —7—1&1 G)®x, et comme Ei_(v?ﬁ = tdt sur %, on obtient, si a = (y; — 1)z,

1 8
a = (- logm-G)®x = log x(1)(8G)®x = log x(m) 2 ®x € (Z,[[T|®x)*=* C Dyt
t g

On en déduit que (1 — @)z = (v1 — 1)7}((1 — ¢)a) € Dyjg K Z} C Dyg.
L’appartenance de (1 — )z & Dy, peut aussi se démontrer en remarquant que

n-—1
lOg 71 = lim 1-n PY{’ -1
Y1 — 1 n—+o00 Y1 — 1
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agit par p'~"Trp, /p, sur $ D} /D, = $Fn ® x : ceci implique que

1 1
tn (2) = PR, /1 (P7Gmn) 3) ® X = (PG(m)7) ® X,

pour tout n > 1, et donc que ¢ ((1 — ¢)z) = 0, pour n > 2. Comme par ailleurs,
(1-¢)z € (%) ®x, cela implique, plus précisément, que (1 — )z € (—";(IT).%’"’) ® X-
On peut donc écrire (1 — ¢)z sous la forme ( ((T)) + H(T)) ® x, ot P € Qp[T] est
de degré < p—1et H € #Z*. De plus, comme ¥(2) = 2z, on a ¥((1 — ¢)z) = 0, et
donc 1/)(};((%) = —¢(H(T)) € Z*. Comme 1/1(5(%)) w(P(T)) , et comme (P(T))
est de degré 0, puisque P est de degré < p—1, on a w(P(T)) = 0. On en déduit, si
2 =F(T) e (#")¥=! C Dfi’:l, la formule

' . FOPT) dT | F(T)P(T)
{o_1-2,(1 =)z} = reso( oT) 1+ T) = reso(w( o(T) )1 n T)
= réso(WEDPD) ATy yimpyo) = 1 3 pic- 1P -
¢r=1

1 1
= EF(O)P(O) + ;’I‘I‘FI/QP(F(WI)P(FI))'
Il nous reste & comparer le résultat obtenu avec
1
(¢, 2)ait,0 = lim —Trp, /q, (r6s0 ({tn(2'), 1, (2)) dt))

n—>+oo p

- lm_ piTrF /a, (éso((Fmn)pG(m) ) = Ter, jq, (F(m)G(m))

Pour cela, on remarque que ¢1((1—¢)z) est égal & (pG(m;) — G(0)) 3 ®x, modulo Dj{lf -
et aussi & P(m;)1 ® x [cela suit de Iégalité (1 — ¢)z = (5((3:)) + H(T)) ® x]. On en
déduit que P(m) = pG(m) — G(0). Par ailleurs, on a P(0) = (1 — z_a) (0); cela
peut se voir soit, comme ci-dessus, en calculant de deux maniéres I'image de (1 — )z
modulo D:if,m soit en remarquant que ¥ (P) = 0 implique que

P(0) = =Trr,/q,(P(m)) = (p — 1)G(0) — pTry, /q,(G(m)),

et que l'on a Try, /q,(G(m1)) = log(N,/q,u1) = 0 car u; est une norme universelle.
Enfin, le fait que ¢¥/(F) = F se traduit par

F(0) = %(F<o>+ml/qp(F(m>)) et Try, q,(F(m)) = (o — 1)F(0).
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On obtient donc, en remarquant que G(0) € Q,,
1
Trp /q, (F(m1)G(m)) = ;TYFI/QP (F(m1)P(m1) + F(m1)G(0))

_ %Tm 1, (F(m)P(m)) + p;lG(O)F(O)

1
=;Trpl/Qp(F( 1)P(m)) + — P(O)F 0) ={o_1-2,(1 - )z}
Pour montrer que a(€s ® x) = 1 et donc terminer la démonstration de la

prop. VL.3.4, il reste & vérifier que 'on peut choisir u = (up)n>1 et F € Z,[[T]]¥=1,
de telle sorte que Trp, /q,(F(m)logu;) # 0, ce qui ne pose aucune difficulté,
Papplication F' +— F(m) induisant une surjection sur Fj une fois qu’on a inversé p.

VI1.4. (¢,I')-modules presque de Rham de dimension 2. — Ce § est consacré a
une comparaison des actions infinitésimales de ( ) (qui agit commeT') et de (} %)
(qui agit comme ﬁ;) sur un (¢, I')-module presque de Rham de dimension 2, & p01ds
de Hodge-Tate distincts (& torsion prés, on peut se ramener au cas o les poids sont 0
et k > 1, ce que nous supposerons étre le cas). On utilise la filtration sur Dpgr pour
construire des objets Ngif,n, Nrig, €tc. qui ont toujours une relation du méme genre
avec ’objet correspondant pour D. Par exemple :

— Niit,n D Ddlf n - tk Nt n et Ngit "/Ddlf n = D(;fn/tkNdifm = Ln[[t”/tk

— Nlore] 5 plo, ra] 5 tkN10a]l ot N10s r"]/D]O Tal o D]O,ra]/tkN]O,ra] I~ éa]O,ra]/tk.
— A partir de N7l on fabrique deux sous-Z*(I')-modules M>"! et MI];)_”;“]

de DI0ral ® Z3, si a > m(D), le premier en utilisant I’action infinitésimale de ( ZO; (1’)
et le second celle de ((1) le ) Le lemme VI1.4.8, la prop. VI.4.9 et le cor. VI.4.10, qui

décrivent les relations entre M(]EO’T"], ME,O_’T;“] et DIOrel Z;, seront utilisés de maniere
cruciale dans les n° 2, 3, 4 et 5 du § VL.6 pour I’étude de l’action de w sur Dyiz K Z7
(prop. VI.6.11 et VI.6.15) dont découle celle des vecteurs localement algébriques
de I = II(D) (th. VI.6.13 et V1.6.18).

- L’étude du module ﬁ:g servira & caractériser 'orthogonal de I1*!® dans (II2")*

(prop. VI.6.21, qui repose sur la prop. VI.5.14 qui s’appuie sur I’étude de N:g)

— L’étude du module N;fg ! (prop. V1.4.15) intervient dans celle de I'action de w
sur Dyig X Z7 (lemmes VI.6.6 et VI.6.7 dont découle la prop. VI.6.11 mentionnée

ci-dessus), et dans I’étude directe de T1*'¢ (démonstration du lemme VI.6.12).

1. Compléments sur l’action de I'. — Dans tout ce qui suit, k est un entier > 1.
Choisissons un générateur topologique vy, de I'y, tel que v,4+1 = ¥E, pour tout n > 1
(resp. n > 2, si p = 2). Soit

k-1

)\k,n = H(X(7n)_j7n -1)e ﬁL[[P”

J=0
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On remarquera que Ak, divise Ak n41 dans OL[[T]]; on note px n41 le quotient; les
Uk n+1 sont alors premiers entre eux deux a deux.

Soit V = lim,,_,l—x—a_)—il € ZT(T). On a aussi V = ﬁ—)lzmlogfy, pour
tout v € I' d’ordre infini. Si k > 1, soit V = Hf;&(v — j). On a aussi
Vk = limn_,_,_oo WA]‘;’”.

On déduit de la factorisation log(1 +T) = T [[% “;;:1((7?)) dans Z%, que
1

—k .
k= ——— Ak, P Uk, , sia>1.
(log x(7a))* H( e

Comme Z* (et donc aussi Z7(I')) est de Fréchet-Stein, on dispose du théoréme des
restes chinois, et

A (D) /Vi 2 (27 (D)) M) x [T (#F D)/ ukns).

n>a

Soit D un (¢,I')-module étale de rang 2 sur &g, presque de Rham a poids de
Hodge-Tate 0 et kK > 1. Si n > m(D), soit Ngi,n le sous-L,[[t]]-module de Dgis,n
engendré par Dyqr. Alors

t* Naig,n C D3¢ C Nait,n et Nait,n/ D, & DSLif,n/tkNdif,n = L,[t)/tk.

De méme, notons ﬁdif le sous-L[[t]]-module de Edif endendré par Dpgr. Alors on
a Ndif = L[[t]] ®, (1)) Nait,n, Pour tout n € N, et aussi tkﬁdif - 5;“” - ﬁdif et
Nait/ D} = D¢ /t* Nase = L[[t]]/t*.
Proposition V1.4.1. — On a Akyn(Ndif,n) C D;—if,n et ’\kV"(D(-i*_if,n) C tkNdif,n. Plus
précisément : )
(1) st D est de Rham, /\k,n(Ndif,n) = tkNdif,n et Dg.if,n/)‘k,n(Ndif,n) = Ln[t]/tk;
(ii) st D n’est pas de Rham, Ag,n(Naif,n) = D(]Lifyn et )‘k:”(D::l'—if,n) = t* Nai n.-

Démonstration. — Soit e, e2 la base de Dpgg fournie par la prop. VI.3.2. Alors Nyt n
(resp. Dt_i'—if,n) est le L,[[t]]-module engendré par e; et ez (resp. e; et tFes).

— Si D est de Rham, v,(e1) = e; et yn(e2) = e2, et le résultat suit de ce que
Aen(tiee) = TI5Z5 (x(7n)i™7 — 1)tieq, sii € N.

- Si D n’est pas de Rham, v,(e1) = e1 et v,(e2) = e2 + log x(yn) €1. On a donc

k-1 k-1
Aen(tler) = H(X(’Yn)i_j —1)t'er et Apn(t'es) = H(X(Wn)i_j —1)t'ez + P k. it'e1,
Jj=0 J=0

olt Bk € Qet,si0<i<k—1,est égal & log Xx(7n) [To<j<k-1, ji(X(n)™7 — 1),
et donc est non nul. On en déduit le (ii).

Proposition V1.4.2. — On a Vi(Nait,n) C D}, et Vi(D¥¢ ) C t*Naig,n. Plus pré-
cisément :
(i) si D est de Rham, alors Vi (Nait,n) = t* Nai,n et D;—ifyn/Vk(Ndif,n) =~ L,[t]/tF,
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(ii) si D n’est pas de Rham, alors Vi (Nait,n) = D;rlf n €t Vi (Dt i, n) = t* Nt .-

Démonstration. — On reprend les notations de la démonstration de la prop. VI.4.1.
— Si D est de Rham, alors V(te;) = ]_[J 0(1, — j)t'eq, et le résultat s’en déduit
sans probléme.
—Si D n’est pas de Rham, alors
k-1
H(z —j)tle;r et Vi(tley) = H(z —j)t'es + By ;it'es,
Jj=0
ou B ; €Qet,si0 5 i <k—1,est égal & [Jo<j<k_1, j2i (i — J), et est donc non nul.
On en déduit le (ii).

On rappelle que wp : Drig M Z3 — D;ig R ZY est la restriction de Paction de (9 }),
et que wp 00, = dp(a) og-1 owp (cf. lemme V.2.2).

Lemme V1.4.3. — (i) Sin est assez grand, alors wp - Agpn = UnAk,n - WD, OU Uy, est
une unité de Or[[I]].

(i) wp-V=(k—-1)=V) -wp etwp -Vj = (-1)FVy - wp.
)k—l

Démonstration. — On a wpy, = dp(x(v))v: ' - wp et dp(x(1m)) = X(1n ,sin

est assez grand. Ceci nous donne,

k-1 k—1
wp - Mk = wp - [[(x(yn) P9m — 1) = [ (x()* 7 = 1) - wp.
j=0 =0

Le changement de variable j — k — 1 — j, montre que wp - Ag,n = UpAk,n - WD, &VEC
Up = J..o( X(’yn)J'yn 1), ce qui permet de démontrer le (i).

L’égalité mwp (v —1)= logX(,Yn)(x(fyn)’c 1y~1 —1)-wp nous fournit, en
passant a la limite, la premiere identité du (ii). La seconde s’en déduit en remarquant
que i — k — 1 — { est une permutation de {0,1...,k — 1}.

2. Les T'-modules Xt X Q, et X~ ¥ Q,. — On rappelle que, si n > 1, on a défini
au n°1 du § VL.1 un projecteur %T‘I‘Fn+1/pn de Lpy1[[t]] sur Ly[[t]]. Ce projecteur
commute a P’action de I" et respecte les filtrations.

Lemme VI1.4.4. — La limite projective lim L,[[t]]/t* relativement auz applications
%Tran/Fn est un Z*(T)/Vi-module libre de rang 1.

Démonstration. — On a
lim L, [[t]]/t* —EBk lt’thn et ZY(T)/Vi = &% (1)/(V

Il suffit donc de prouver que ¢/ lim L,, = %+ (T")/(V—-j), et comme (V—j)(tjx) =tVz,
'Yn_l
x('r ) L x(vn)—1

divise X(",;”fill dans Z*(T),ona Z*(I')/V = im Z*(T)/(yn—1). Le résultat suit de

et comme

on est ramené a prouver le resultat pour j =0.Or V = lim
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ce que L,, est isomorphe & L[Gal(F,,/Qp)] = Z*(T')/(Yn — 1) comme L[Gal(F, /Qy)]-
module et donc aussi comme Z7 (I')-module.
Si n > m(D), on note %Tr Fny1/Fn ¢ Ddifnt1 — Daitn, I'application envoyant

Ef;ol et 41%; sur zo, si xo,...,z; € Dgjrn. Cette application est une incarnation
de 9 : si z € DI%"n+1] ) alors
1

=Trp, .. /F, (tnt1(2)) = tn(¥(z)),

comme on peut le voir sur la formule définissant 1 : on a 1( e [elp(zi)) = mo.
L’application %’I‘r Fny1/F, €St un projecteur de Dyt n+1 sur Dgif, commutant a I'ac-
tion de I' et respectant les filtrations.

Sin € N, on pose

- +_ ot gkt
X, = Ndif,n/DIif,n et X = D¢ ./t Nyt -

Alors X} = UpenX;T et X5 = UpenX, sont denses dans X+ = D7 /t* Ny et
dans X~ = N/ Dj{if respectivement. De plus, on a des suites exactes

0 — X;7 — Nuitn/t*Naitn — X, — 0, sin€N,
0— Xo-t) HNdif,m/tkNdif,oo — Xo_o —0et 0— Xv+ — ﬁdif/tkﬁdif — :)Z_ — 0.
On note Xt X Q,, (resp. X~ X Q,) la limite projective des X' (resp. X, ) relati-
vement aux applications %’I‘I'F"+1/Fn. SiY e {X*, X"}, etsin>m(D), on note

Resp-nz, 1 YXRQ, - YXNp ™ "Z,=Y,

la projection naturelle; sa restriction a Y est la trace de Tate normalisée. Si
n > m(D) + 1, on note Y X p~"Z; le noyau de Trp, p, , sur Y X p~"Z,. Si
a > m(D), lapplication (z,) — (Z4,Zat+1 — Za,...) induit un isomorphisme de
T'-modules

YRQ, = (YRpZ,)x [[ (¥ Rp"2Z}).

n>a+1

Lemme VI4.5. — SiY € {X+, X}, et si n > m(D), alors :

(i) Ak,n est identiquement nul sur Y W p~"Z, et inversible sur Y ¥ p_iZ;, pour
tout i1 >n+1.

(ii) A,;;vk est inversible sur Y X p™"Z,.

Démonstration. — Le (i) suit de ce que, en tant que L[I'-module,
YRp"Z, 2 ©j 5L (Fat’) et YRp™Zy =@ L ((F/Fio1)t).
Le (ii) suit de la factorisation de Vy et de I'isomorphisme de L[I']-modules ci-dessus.

Lemme VI14.6. — XtRQ, et X~ KQ, sont des Z* (') /V-modules libres de rang 1.
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Démonstration. — Choisissons une base e, e2 de Dypqr sur L telle que ey, tke, soit une
base de Dg’if sur L[[t]]. Alors ey, ez est une base de Nai¢, n, sur L,[[t]], pour tout n € N,
et de plus, e; et ey sont fixes par I' modulo t* Niit,n- On en déduit que les deux
Z™ (T')-modules considérés sont isomorphes a lim (L,[[t]]/t*). Le lemme VI.4.4 permet

de conclure.

3. Le module Nyig. — Ce qui suit est inspiré de (4, 5]. Si a > m(D), soit
NIl = {z € DT[], in(@) € N, sim > a),

et soit N;jg la réunion des N 10.ra] * de telle sorte que
Nig ={z € Drig[%]» tn(x) € Nait,n, pour n > 0}.

Alors N107el est un sous &'%7<l-module fermé de D!%7<J[1], contenant DI®"al et
contenu dans t~*DI%al; c’est donc un &1%7<l-module de rang 2. De méme, Nyig est
un Z-module de rang 2, et on a

Niig = Z Qg10,ral N]O"'“], pour tout a > m(D).

Remarque VI4.7. — (i) On a DI%") = {g € NI0rel 4, (z) € D}, ,, sin>a}. En
effet, si z € NI%7l il existe m tel que t™z € DI%7al; 'appartenance de i, (t™z)

n—1
at™DY; . implique que (”“;n—(;f’)"‘tmm € DI%7ae] Si ceci est vrai pour ‘cou_‘c1 n>a,
on déduit du fait que &107=] est de Fréchet-Stein, et de ce que t]],>, E";TT()T) est

une unité de @@]0’“], que x € D10.7a] comme annoncé.
(ii) On déduit du théoréme des restes chinois que & — (tn(Z))n>q induit des iso-
morphismes

Nlorel/plorel = TT(X~ Rp"Z,) et DIOel/thNIOTl = TT(X T Rp~"Z,).
n>a n>a
De méme, cette application induit un isomorphisme &107al /tk = [Tnsa(Laltl/tF), ce
qui fait que I'on a des isomorphismes N107al/DI0me] o plO.ral ¢k N1Oma] o2 £10ma] 1k
de &1%7al-modules.
Lemme VI4.8. — Si a > m(D), les &1%7<)(T')-modules N1*"] & Z%/DI%"] ) Z% et
Dol @ Z% /(t* N1Omel R Z*) sont libres de rang 1 sur £107(T) /V.

Démonstration. — La formule %’I‘rpnﬂ/pn O lpt1 = Ly © % montre que, si a > m(D),
l'application x +— (tn())n>q induit des morphismes de I'-modules :

NPrl@zy /DOl R Z = [ (X~ Rp "Zy),

n>a

DIl @ zx kNIl Zy = T (X T Rp"Z3).

n>a
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Ces morphismes sont injectifs par définition de X+ et X~ et parce que DIl est
ensemble des z € NIO7el tels que ¢,(2) € D} ,» pour tout n > a. Le théoréme
des restes chinois (pour 'anneau &1%72-1]) permet de montrer que ces morphismes
sont surjectifs (on écrit un élément de N1%"<) ® Z* sous la forme 307 (1 + T)ip(z:),
avec z; € NI%7a-1] et on est ramené & prouver que z — (1n(2))n>a—1 est surjectif
de N1%7a=1l sur [],>.—1 X, ce qui suit du théoréme des restes chinois (cf. démons-
tration du lemme VI.4.11 pour des techniques intervenant dans la démonstration de
ce théoréme)). Le résultat suit donc du lemme VI.4.6, une fois que l'on a remarqué
que, si Y € {X*, X"}, alors

EPTT) @z ry (Y R Qp) = [T (Y RpZ)),
n>a
car Visomorphisme Y X Q, = (Y R p'~%Z;) X [[,5,(Y ®p~"Z;) est induit par la
décomposition

& (0)/Vi = (ZF(T)/Mea—1) x [T (@ @)/ Men),

n>a

conséquence de la factorisation de V.

: Oy a T, * Ov a T *
Soient MI2Te) — ¢k N1l R Z* ot M) = v, . (N10ml R Z3).

Proposition V1.4.9. — (i) MI]DO_’Te"] et M%) sont des sous-&107al(T)-modules de
M1Orel = Dlorel @ 7.

(ii) Si D est de Rham, alors Mg)o_’f;‘] = M,lo’r“].

(iii) Si D n’est pas de Rham, alors

M7 M) = 10 et M) A MPT) = vy - M0,

Démonstration. — Notons simplement B I’anneau &1%7l(TI") et M, M,, M,,_. les mo-
dules D7l RZ*, MY}, M1, Notons aussi M le B-module N107<]KIZ?, de telle
sorte que M, = V- M.

L’inclusion de M, dans M résulte de la prop. V1.4.2, et celle de M_. est une évi-
dence. La stabilité de M, sous B est une évidence ; celle de M;,_, suit du lemme VI.4.8.
On en déduit le (i).

Si D est de Rham, il résulte du (i) de la prop. VI.4.2 que M, C My_.. Par
ailleurs, d’apres le lemme VI1.4.8, le B-module M’/M,_. est une extension de deux
B/V-modules de rang 1, et comme M’/M, = M'/V - M’ est isomorphe & (B/V})?,
la surjection M'/M¢ — M'/Mj_ est un isomorphisme. Ceci démontre le (ii).

Si D n’est pas de Rham, alors z — (tn(Z))n>q induit une surjection de M, sur
Y = [[n5o(XT Rp~"Zy), d’apres le (ii) de la prop. VI.4.2 et le théoréme des restes
chinois. Or, d’aprés le lemme VI.4.8, cette méme application induit un isomorphisme
de M/My_e sur Y, et donc M + M,_o = M.
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Maintenant, Vi - M C M, car M, = Vi - M' et M C M', et Vi, - M C M,_.
d’aprés la prop. VI1.4.2; on a donc Vi - M C M N M,_.. Par ailleurs, on a une suite
exacte 0 - M/M¢ — M’ /M, — M'/M — 0 dans laquelle M’ /M, = M'/V - M’ est
un (B/V})-module libre de rang 2 et M'/M est un (B/Vy)-module libre de rang 1
d’apres le lemme VI.4.8. On en déduit que M /M, est aussi un (B/V})-module libre
de rang 1. Comme M, + M,_. = M, on a M/(Mc N\ My_.) = (M/M) ® (M/My_.),
et M/(M.N Mp_e) est un (B/Vy)-module libre de rang 2. Comme il en est de méme
de M/Vy - M, la surjection M/Vy - M — M/(Me N Mp,_.) est un isomorphisme,
et MyNMy_o =V M

Ceci permet de conclure.

On a démontré en passant le résultat suivant.

Corollaire VI.4.10. — Sia > m(D), le 81°7)(T")-module DI} W Z% /ML est libre
de rang 1 sur &1°7(T)/ V.
il Pest aussi sur D

4. Le module N: Comme ¢ est bijectif sur Dt ]. Par

ailleurs, D+ s’injecte naturellement dans D ¢ (car B ¢ €st un sous-anneau de Bz

r1 ’ rlg[

et que l'on dlspose de la description de D:g du (ii) de la rem. V.1.2). On dispose

donc, pour tout i € Z, d’une injection ¢; (obtenue en composant ¢~* avec 'injection
ci-dessus) de Dng[ | dans Dg;¢. Soit
ng ={z € Dng[ ], t;(x) € Ngir pour tout i € Z}.

Comme Ny C ¢~ Ddlf, on a N:g C t_kD;tg

Soit ¢T : D:Eg /tkNdif — Tlicz Dgis to/tk Nd,f P’application envoyant z sur la collection
des images des ¢;(z) modulo t* Ngj.

Lemme VI.4.11. — L’application 1™ induit, pour tout ig € Z, un isomorphisme
Qom 1( ) rlg/tkNrTg H{O}) H Ddlf/t Ndlf
1<%g 1210
Démonstration. — L’inclusion de l'image de in‘l(T)kD;tg /tklﬂ\fj{g par T dans

(Ti<io {0}) % (ITizs D /t*Nait) est immédiate. L’injectivité de application
induite par ¢t suit juste de la définition de Nng
Il n’y a donc que la surjectivité & prouver. Quitte & remplacer z par ¢ % (z), on peut

se contenter de montrer le résultat pour ig = 0. Soit donc (z;);eN une suite d’éléments
de D('fif /t* Ngi¢. Choisissons, pour chaque i € N, un relévement y; de (e(i"'l) — 1)_kzi
dans D+[%], et un entier k; > 0 tel que p*y; € D*.
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Soit, par ailleurs, P € Q,[T] tel que p%P(T) =1 mod (T~ p(T))*Z" et,

p&cf((,});mP(T))k. Alors ¢;(g;) = 0 mod t*L[[t]], si j # i,
tandis que ¢;(g;) = 1 mod t*L[[t]].
Maintenant, le p* qui apparait_ dans ¢; quand on applique ¢*~! fait que la série

>0 ©*(yi)g T converge dans D;‘i‘g. Notons 2z’ la somme de cette série. Alors, mo-

dulo t¥ Ngi¢, on a la congruence ti(2') = Yiso i—i(Yi)ei (@) TR = wo(ys), sij > 0et
tj(2') = 0, si j < 0. On en déduit que l'image de z = ¢ *(T)*2’ par ¢« est

(...,0,z0,21,...). Comme o~ }(T)k2' € w‘l(T)kB;Eg, cela permet de conclure.

si i € N, soit ¢; = ¢*7(

On démontre de méme le résultat suivant.

Lemme VI4.12. — Si iy € Z, limage de <pi°_1(T)ktkﬁ:{g par Vapplication qui d z
associe la suite des 1;(z) modulo t* D3, est égale ( [T;<;,{0}) % ( [Tisi, t*Naie/t* D).

5. Le module N;/;gzl. — Soient D un (¢,I')-module étale sur & et V = V(D).
Sin € N, on note Mgi¢,n, le sous-Ly,[[t]]-module de Dgs¢ ,, engendré par I'image inverse
de (Dde/D;—dR)F dans Ddif,"/D;_if,n‘

Si a > mo(D), soit M1%7el 'ensemble des = € D]O”“][%] tels que tn(x) € Maif n,
pour tout n > a. Si ¢ € DI®™<J[1] et si i > a, on note ¢ (z) 'image de ¢;(z) mo-
dulo Dy ;.

Proposition VI.4.13. — Sin > a > mo(D), et si ¢ € (Dpar/Djsp)™, il eviste

& € MI%"el, vérifiant (&) — & € DYy, . et 1, (&) = z, pour tout m > n.

Démonstration. — La surjectivité de ﬁﬁ:l — Bgr/BJR fournit ¢ € ﬁﬁgzl ® V dont

I'image modulo Bj; ® V est z. La suite exacte 0 — Q, — ﬁﬁ;l — Bgr/Blg — 0
(fondamentale) et I'invariance de = par ¥r, montrent que le ¥F, -cocycle g — cg,
avec ¢g = (g —1) - ¢, est & valeurs dans V. On déduit alors (cf. [21]), de la description
de H (9, ,V) en termes de (¢, I')-modules (prop. VIIL.1.4), existence de z € D(%7al
et debe ACP "l @V tels que ¢, = 'rn(’yn);ﬁn_%l1 -2—(g—1)-b, pour tout g € Y, .
Soit k € N tel que z € (t *B; /Blz)®V. Alors ¢ € t_kﬁj;g@V c tFBIOP gV,
Par ailleurs, D™ ¢ A@P "l @V c t+-kBI%? "l @ V, ce qui permet de voir z,b, ¢
comme des éléments de t~*B/%? "] @ V. On a donc, pour tout g € %, ,
g—1
Yo —1
En particulier, comme 2z est fixe par ¢, il en est de méme de & = b + c. Autrement
dit, on a

ie(tFBIOP " @ V)¥ = ¢t kDI0rl = ¢k g0l @ o, DO

Tn(Yn) cz=(g—-1)-(b+c), dans t=*Blor Ml gV,

De plus, en prenant pour g un relévement de v, dans ¥_, on obtient ;'Zﬁ;n—l) - = z.
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Maintenant, tout élément x de =k DI0rx] peut se décomposer de maniére unique
sous la forme z = Resz,(z) + (y» — 1)z, ol la trace de Tate normalisée Resz,
(de ¢t~k DI%] dans t‘kD]O’T"]) est le projecteur &)%) linéaire continu, commutant
a l'action de I', dont la restriction & D+ coincide avec l'opérateur Resz, : D+ — Db
déja défini, et Resz, (z') = 0 (cela résulte de [27, prop. 9.10] par exemple). On en
déduit I’appartenance de Z & t~*DI%"] (i.e. 'égalité Resz, (Z) = &). De plus, comme
be ALP IV, on a1, (&) = t5 (9~™(c)) = 5 (c) = z, pour tout m > n. On en
déduit que ¢, (¢(Z) — &) = 0 pour tout m > n, et donc que a = (%) — Z appartient
a DE; = D:;is, F,- Enfin, comme Z = ¢¥(Z) —a, avec a € D(-:tis, F,,» €t comme 9 améliore
la convergence [25], on en déduit l’appartenance de ¥ a t=*kDI0ral Ceci permet de
conclure.

Remarque VI4.14. — Si D™ =0 (i.e. si H*(5#',V) = 0), ou méme si H*(%r,,V) =
0, alors ¥ — 1 est injectif, et donc surjectif, sur Dgg. Ceci permet, en rajoutant un
élément de Dgg a %, de s’arranger pour que ¥(Z) = Z.

Dans le cas qui nous intéresse, ou D est de dimension 2, absolument irréductible,
presque de Rham a poids de Hodge-Tate 0 et k > 1, la prop. V1.4.13 fournit le résultat
suivant.

Proposition VI4.15. — (i) Si 0 < ¢ < k —1, et si n > m(D), lapplication
2 (L;(W;TV_’:_’YFI -z))m>n induit une surjection de N:fgzl sur le sous-L,-espace
vectoriel Ly, ® (tiDde/D;'dR) de X, =2 X" Kp"Z,.

(ii) 2z — (¢, (2))n>0 induit un isomorphisme N:fgzl/D:l;g:l =X XQ,.

Démonstration. — Comme on a supposé D absolument irréductible, de dimension 2,
on a D™ = 0, et le (i) suit directement de la prop. V1.4.13 (en utilisant la rem. VI.4.14)
pour le (p,T')-module D ® x~*.

Maintenant, Papplication x — (¢ (2))ns0 envoie N:fgz ! dans lim Nai¢ n (cela suit
de ce que %Trpn +1/F, st une incarnation de ¢). En composant avec la projection

modulo lim D$f,nv cela nous fournit une application ¢~ : N;fg: ' LXK Q, dont

le noyau est N:f: 'n Dyig = D:‘i’g: ! Par ailleurs, il résulte du (i) que I'image de .~
contient X3 . Il en résulte que si (zn)nen € X~ K Q, il existe ym(p) € erzi;g=1
tel que ¢~ (Ym(p)) = Tm(p), €t pour tout n > m(D) + 1, il existe y, € N;Ji’gzl tel
que ¢t~ (Yn) = Tnp — Tp_1. Maintenant, N, est, de maniére naturelle, un #Z*(I)-

module, et ¥ commutant & T', il en est de méme de N, Y=l On déduit des tech-

rig
niques standard pour les anneaux de Fréchet-Stein, l'existence de y € N;f; 1, tel que
_ = P =1
Y= Ym(D) € Ak,:n(D)Vk?N:li}g Vety—yn € —f\'::lka:/i’g , pour tout n > m(D) + 1.
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Mais alors (¢9), 1= (y) = (zn)neN, ce qui prouve que ¢~ est surjective. Ceci permet de
conclure.

6. Dualité. — Fixons un isomorphisme /\2D Os(1) ® ép, ce qui fixe aussi un
isomorphisme D = D ® §5} envoyant z ® 55! sur la forme linéaire y — (zAy) ® 5 5
On en déduit des isomorphismes Dait,n = Dait,n ® 6" et Ddlf n = Ddlf . ®05! de
I'-modules.

Lemme V1.4.16. — (i) Sin € N, Uapplication z — tfz ® 651 induit un isomorphisme
de Ngit n, sur son Ly[[t]]-réseau dual dans Ddif’n.

(i) Si a > m(D), Vapplication = +— t*z ® 05" induit un isomorphisme de N1%Tal
sur son &107al-dual dans DIO<l[1].

(iii) L’application z — t*z ® 651 induit un isomorphisme de Nyg sur son Z-dual
dans Dyg[1].

Démonstration. — Soit eq, e; une base de Dpgr sur L telle que e, tke, soit une base
de Ddlfn sur Ly,[[t]], pour un (et donc tout) n € N. Comme  — z ® d5' est un
isomorphisme de D;“ifm sur son dual Dj’if’n, le dual de Ny, est 'image de I’ensemble
des z1e; + zotFey, avec x1,x2 € Ln((t)), tels que = A e; et = A ex appartiennent
a Ly[[t]](e1 Atkes) = t* L, [[t]](e1 A e2). Comme ceci équivaut & z1,x2 € tFL,[[t]], cela
démontre le (i).

OnazAy € &%l @ §p si et seulement si i, () A ty(y) € Lu[[t]] ® 6p, pour
tout n > a. Comme l'application y — (¢tn(y))n>q de NI0ral dans [1n>a Nait,n a une
image dense, et comme le réseau dual de Ny, est tkNdif,n d’apres le (i), on voit
que « () A tn(y) € Ly[[t]] ® 6p, pour tout n > a et tout y € N7l 5 équivaut
A « tn(x) € t*Nyit n, pour tout n > a ». Comme ceci équivaut & z € NIO7ral  cela
démontre le (ii). Le (iii) s’en déduisant par limite inductive, cela permet de conclure.

L’accouplement (z,y) — rész ({(0_1-(z®65"),y)) sur Dai¢, ou 1ésy, : Lo ((t))dt —» L
est ’application définie juste avant le lemme VI.1.2, fournit des accouplements non
dégénérés

[,]dif:X,;:—xXn_—’L, [,]dif5X;—o><Xo_o—’L et [,]dif:f"'xf‘—»L.

On a aussi [z,ylaif = (0-1 - (z ® I}, ) Y)aif, oU ( , )aif est accouplement induit
par celui du n°4 du § VIL3. L accouplement [, Jait étant non dégénéré, il induit

un isomorphisme de X;I sur (X, )*, et donc aussi un isomorphisme de Xt X Q,

sur (X3 )*. Comme [, ]aif induit une injection de X+ dans (X%)*, on en déduit

une injection naturelle de X+ dans X+ X Q,. Cette injection peut encore se décrire

(64) On rappelle que X~ K Qp est isomorphe, en tant que L[[}-module, 3 (X~ KX p~%Zp) X
Hn>a+l(X_ W p~"Zy), pour tout a > m(D), et que cet isomorphisme est induit (cf. dém. du
lemme VI1.4.8) par la factorisation de V.
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en termes de traces de Tate normalisées : elle est induite par I’application de Edif
dans lim Dygj¢ , envoyant x sur (Resp‘nzpw)nzl.

VI.5. Irréductibilité de II1*'6., — Ce § explore les renseignements que 1’on peut
obtenir concernant I1*'® en n’utilisant que P’action du mirabolique. On définit 1’en-
semble TP 218 des vecteurs localement algébriques pour 'action du mirabolique ; cet
ensemble contient IT!€ et n’est pas loin de lui étre égal si II*'€ £ 0.

1. Une condition d’ezistence de vecteurs localement algébriques. — Dans tout ce nu-
méro, D est un (p,T")-module étale sur &, irréductible, de rang 2. On note II la
représentation II(D) de G, et II1*'8 I’espace de ses vecteurs localement algébriques.
Comme II est admissible d’apres le lemme I1.2.10, il résulte de la prop. VI1.2.4 que
128 se décompose sous la forme IT2&8 = EB[YkHZlE et Hzl,f = Wi ® gk, ot I est
une représentation lisse, admissible, de G.

Proposition VI.5.1. — Si T1#'® # 0, alors D est presque de Rham d poids de Hodge-
Tate distincts (et donc, en particulier, est Hodge-Tate). De plus, si £ < £+ k sont les
poids de Hodge-Tate de D, alors 11218 = H?}f.

Démonstration. — Soit (£, k) tel que H?}f # 0. Quitte & tordre D par x~¢, on peut
supposer £ = 0; le caractére central de II, qui est égal a celui de H?}E # 0, est alors de
la forme z*~1a, ol « est localement constant. Comme ce caractére central est aussi
égal & dp, la somme des poids de Hodge-Tate généralisés de D est k.

Soit v € Iy k, non nul. 1l existe m € N tel que v’ soit fixe par ({7 ), et alors
v = (P_Om ?)v est fixe par (P " 0)(0 ”1 )(”('J" ) =(§1). Soit n > 1 tel que (1+0p“ "

fixe v. Maintenant, Sym ! contient un vecteur e fixe par ( Qo; (1)), tué par (((1) 1 ) — 1)k
pour tout £ € Qp, mais pas par ((1 ’”) - 1)k_1, si z # 0. Il en résulte que v ® e est
tué par ((31) — 1) et par ((”P ) — 1), mais pas par ((31) — 1)k—1.

Maintenant il résulte du cor. I1.2.9 et de la nullité de D*/D% (conséquence de
Pirréductibilité de D) que l'injection de D dans D ® P! induit un isomorphisme de
B-modules de D/ D* sur II. On peut donc choisir un relevement z de v ® e dans D
et les propriétés de v ® e énoncées ci-dessus se traduisent par :

o Tkz € D* et (014 pn — 1)z € DY,

e Tk-1, ¢ D+.

Comme T*~1z ¢ D+, il existe m € N tel que ™(T*2) ¢ tD}, (cf. lemme VI.5.2
ci-dessous). Choisissons un tel m. Alors l'image de ¢™(z) dans t=*DZ, /t!=k D7,  est
non nulle. Par ailleurs, elle est tuée par o14p» — 1 car (014pn — 1)z € Dt et O14pn — 1
commute & ¢™. On en déduit que 'un des poids de Hodge-Tate de t=*D est 0 et
donc que l'un des poids de Hodge-Tate de D est k. Comme la somme des poids de
Hodge-Tate est k, cela prouve que les deux poids de Hodge-Tate de D sont 0 et k, et
donc que D est presque de Rham, & poids 0 et k. On a donc démontré que H?}f #0
implique que D est presque de Rham & poids de Hodge-Tate £ et £ + k. Il en résulte

ASTERISQUE 330



REPRESENTATIONS DE GL3(Q,) ET (¢, T)-MODULES 439

qu’il existe au plus un couple (¢, k) tel que I'Izl,f # 0, et que I’on a alors I128 = Hzl,f .
Ceci permet de conclure.

Lemme V1.5.2. — Si x € <p"(T)“’°f5+ et si o™ (z) € 5&, pour tout m € N, alors
z €D+,

Démonstration. — Cela suit de ce que D = (A+ ®z, V)” et qu’un élément de A+
tel que ¢™(x) € Kerf pour tout m € N est divisible par T dans A1 (c’est un des
résultats de base de la théorie).

2. Le modéle de Kirillov de II*'8. — On suppose dorénavant que D est presque de
Rham & poids 0 et k. On note DU—% P’ensemble des z € D tels qu’il existe n € N
avec o"(T)*z € D*, et on note IV 2% I'image de DU~ dans II via I'isomorphisme
D/D* = 1I utilisé plus haut. On note DP~*% 'ensemble des z € DV=218 tels qu’il
existe n € N avec g,z € DT, ol Pon a posé Axn = [[20 (0149 — (1 +p™)?). Enfin,
on note ITP~2!8 Pimage de DY ~2I% dans II.

Lemme VI.5.3. — 1128 c IP—2le c [[U—2le,

Démonstration. — L’inclusion IIP~218 c TIV~28 est une évidence. Maintenant,
si v € I1*%, il existe n tel que z — (§ ¢ )v soit polynomiale de degré < k — 1 sur p"Z,,
et z — (&9)v soit polynomiale de degré < k — 1 sur 1+ p"Z,, ce qui implique
que v est tué par ((17) — 1)’C et par [TiZg ((**7" 9) — (1 + p™)?). On en déduit
que si on releve v en z € D, alors p"(T)*z € D+ et Ak -2 € D*. D’ou l'inclusion

I12'e ¢ I1P-218 qui permet de conclure.

Le module DU—#¢ est stable par B de maniere évidente. Par ailleurs, comme
A+ s’injecte dans By (qui est, rappelons-le, le complété de KJ“[%] pour la topologie
%—adique)7 le module D = (AT ®V)” s’injecte dans Bgif = (Bizr®q, V)%, et
comme ¢"(T) divise t* pour tout n, on dispose d’une injection naturelle de DU—21
dans t'kBIif. La composée de cette injection avec la projection modulo 5;“ est
identiquement nulle sur 5*’, et donc induit une application

g nv-se _, t—kﬁj{if/ﬁj'if,
qui commute & Daction de I'. Si z € IIV~%!%, on note ¢, : Q} — t“kﬁ‘;f/ﬁtj}f la
fonction définie par ¢.(x) =5 ((§9) - 2).
Lemme V1.5.4. — (i) L’application z — ¢, est injective.
De plus :
(ii) ¢, est @ support compact dans Q.
(iil) 0a(¢2(2)) = ¢.(az), pour tous a € Zy et x € Q.

(iv) ¢gz(z) = p(d)[(1 + T)* t*],(d 'az), pour tous g= (&%) € B etz € Q.
(V) du—1)r= est @ support compact dans Qp pour tout u € U.
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Démonstration. — L’injectivité de z — ¢, suit du lemme VI.5.2.
Maintenant, ¢™(z) € Bly, si ¢ € "(T) A+t et m < —n, car ¢*(T) € BY;,
pour tout s > 1. On a donc
15 ((P5%9) - 2) = 0a(t5 (#™(2)) = 0,
sia€Zy,siz¢€ ©"(T)"*D*/D* et m < —n. On en déduit le (ii).
Le (iii) suit juste de ce que (g (1’) et o, agissent de la méme maniére et donc que

0a(9:(2)) = 02 (i ((§1) - 2)) =0 (0a((§2) -2)) =0 ((§2)(59) - 2) = &2 (az).

Le (iv) suit du calcul ci-dessous :

w ((89)(88)-2) = dp(d)g ((34710=) (4502 9) - 2)
5p(d)[e? lbz]l, ( lag 0) )=6D(d)[5d_1bz]¢z(d_1a:z:),

Enfin, ¢ ((%)k) € Blz, si m > —wv,(b). On en déduit que Pu—1)kz = 0
sur p™Zy, si z € p"(T)"*D* /D, siu= (1?), et sim =1—v,(b).

Lemme VI.5.5. — (i) Soit z € IY=28. Alors z € TIP 218 s et seulement si ¢, est d
valeurs dans X
(ii) P2 est stable par B.

Démonstration. — Par définition, un élément de IIV 2% appartient & TIP~218 i et
seulement si il est tué par A ,, pour un certain n. Or @y, .. = Agn - ¢, €t comme
z +— ¢, est injective, on voit que z € IIF~28 si et seulement si ¢,(z) est tué,
pour tout x, par Ag,. Comme le noyau de )\kn sur lt"“D('j"lf/Ddlf (et méme sur
Dais/ Ddif) est X7 [cela résulte de ce que Dgjs/ Ddif est la réunion des t‘i‘15$f / 53},
et t=" DL /t=iDL = t="1Dgep = Cp(—i—1) & Cp(k —i— 1)}, cela démontre le (i).
Le (ii) s’en déduit en utilisant Pinjectivité de z — ¢, et le (iv) du lemme VI.5.4.

On choisit une base fp de Dde/D;:dR sur L, ce qui fait que a — a fp induit
un isomorphisme de Lo [t]/t*¥ sur X5. Si z € II*8, on note J¥; : Q} — Loo[t]/tF la
fonction définie par (’existence de J#,(z) découle du (i) du lemme VI.5.5)

Jg/z(x)fD=La((81) ) ¢z( )

Proposition V1.5.6. — Soit z € T1*'8,

(i) oa(H(z)) = H.(az), sia € Zy et z € Qy.

(ii) Si on écrit ¢, sous la forme Jé’ =S50 i(x) (tz)', avec H; i(x) € Lo,
alors X, ; est localement constante sur Qp, a support compact dans Qp.

(iii) L’application z — ¥, est une bijection de TI*'® sur son modeéle de Kirillov.

(iv) Sibe Qp ety = ((3%) — 1) -z, alors J est a support compact dans Q.
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Démonstration. — Le (i) est une conséquence du (iii) du lemme V1.5.4. Que %, ; soit
localement constante suit du (i) et de ce que ¢, ; est & valeurs dans Lo ; qu’elle soit
a support compact dans Q,, suit du (ii) du lemme VI.5.4. Le (iii) est une conséquence
des (i) (pour la bijectivité) et (iv) du lemme VI.5.4, et le (iv) suit du (v) de ce méme
lemme.

Théoréme VI.5.7. — Si D est presque de Rham a poids de Hodge-Tate £ < £+ k, et
si I1*'8 #£ 0, alors TI1*'8 est de type (£,k) et est irréductible ou bien on est dans le cas
spécial o1 II*8 est une extension de Wy ® (Jp o det) par Wy x ® St ® (8o o det), ot &g
est un caractére localement constant de Q.

Démonstration. — Que I1*'8 soit de type (¢, k) suit de la prop. VL.5.1. Le reste se déduit
donc, via la prop. VI.2.12, de l'existence d’un modele de Kirillov (prop. VI.5.6).

3. Vecteurs P-algébriques & support compact. — On note LP( s X ) les fonctions
localement polynomiales, a support compact dans Qp, a valeurs dans X et nr-ele
P’ensemble des éléments z de IIF 28 tels que ¢, € LP.(Qp, X&)

On rappelle que, si i € Z, 'on a défini ¢; : ﬁ:jg[%] — Dyt en composant l'injection
naturelle avec ¢ ~*. On note, comme d’habitude, ¢; I'image de ¢; modulo D}if (notons
que ¢"(T)~*D* C D{,[3], et donc ¢; et «; sont aussi définies sur o™ (T)~*D+).
SizellP28 etsize D est un relévement de z,on a ¢,(p~*) = 1; (), quel que
soit ¢ € Z, comme on peut le constater en revenant & la définition de ¢,.

Proposition V1.5.8. — L’application z — ¢, induit un isomorphisme de L[B]-modules
de I '8 sur LP.(Q}, X)'.
Démonstration. — La seule chose non évidente est la surjectivité de z — ¢, et,

compte-tenu de la prop. VI.2.6, il suffit d’exhiber z € Hf —2lg tel que ¢, ne soit pas
a valeurs dans tX . Soit » € N, et soit « € X,; — tX, . On peut relever o en un
élément & de Ny;t . Soient alors € D+ tel que to(x) ait méme image que ((P__%T_))k&
dans tkﬁdif/tkb’;f, et soit Z = (ﬂ—;—,@)kw. Alors, par construction, ¢y () = « et
t; () =0,sii # 0. Comme ¢; (%) est tué par i, pour tout ¢ € Z, on a A »(2) € D+.
On en déduit que Z est P-algébrique et, si z désigne son image dans I1F°~218, que

¢.(p") =17 (3) =0,sii#0, et ¢,(1) = 5 (£) = . Ceci permet de conclure.
Corollaire V1.5.9. — Si 1128 £ 0, alors [I7—2le C T1°le.

Démonstration. — Si I12'8 #£ 0, alors I1?'8 = Wo kr ® Ilp, ou Iy est lisse, et il existe
v’ € 1128, non nul, tel que (3 (1)) agit par multiplication par a*~! sur v/, pour tout

a € Zj assez proche de 1. Il en résulte que ¢,» n'est pas & valeurs dans tX.

Sin>>0,etsiv=(((1)1’1

du lemme VI.5.4, et n’est pas & valeurs dans tX5 car ¢,(p') = ¢ "(T)*¢, (p'),
et p~"(T) ¢ tBjR, si n > 4. On en déduit, en utilisant la prop. VI.2.6, que 'image

-n

) — l)k -v', alors ¢, est & support compact d’apres le (v)
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de I1?!8 par z — ¢, contient LPC(Q;,X;)F. On conclut, en utilisant la prop. VI.5.8
et 'injectivité de z — ¢,.

On a, par construction, ¢,(p~%) = 17 (), si z € IP218 et si # est un releve-
ment de z dans N:g. Par ailleurs, I’application ¢ — (¢(p?));cz est un isomorphisme
de LP.(Q;, X, )F sur @;cz X, 'isomorphisme inverse associant & une suite presque
nulle (a;)icz d’éléments de X, la fonction coincidant avec z — 0p-i(a;) sur p‘Z».
Il en résulte, d’apres la prop. VI.5.9, que :

Lemme V1.5.10. — % — (17 (2))icz induit un isomorphisme 17218 = @, X7 .

On dlspose pour chaque i € Z, d’une application ¢; = 19 0 ™% de Drlg dans ﬁjf
On note ¢} D+ — X+ K Q, la composée de I'injection naturelle X X+t - Xt Qp,

de la projection naturelle DJr — X* et de ¢;. On note ¢* : Drig = [Liez(XT X Q,)
la collection des L , pour % € Z

Cette construction s’étend a Dglg X P! de la maniére suivante. D’aprés la

rem. V.2.21, on a DEig X P! ¢ DI R P! 1l en résulte que, si z € DE,g X P!, alors

Lin(2) = tn (Reszp(P"O_i (l))z) est un élément bien défini de Ddif’n, si n > m(D). On

définit alors ¢;(z) € lim D(—if.if,n comme la collection des ¢; ,(z), pour n > m(D), et

on a tin(z) = Res,-nz_ to(( ;i %)z ) On note ¢}, (z) I'image de 1;n(z) dans X7, et
1f (2) € X+ ® Qp la collection des ¢, (2), pour n € N.

On pose [z,y] = {z ® 651, y}. On définit de méme les accouplements [ , ]q, et
[, ]p1- On a donc [g- z,g - y] = dp(det g)[z,y]. On rappelle que 'on a aussi défini,
par essentiellement la méme formule, des accouplements | , |qif (cf. n°6 du § VI.4).
Lemme VI1.5.11. — Soient a < m € Z. Si z € Ej;g ety € ""m((:;)i Df,, ou si
2 € Gy Ng ety € o*(T etk N, ngr alors [2,9lq, = Yicz 60 (p")[ti(2), ti(W)laie, od
la somme est finie.

Démonstration. — Cela suit du (11) de la prop. VI.1.3, grace a 'appartenance de
(0_1(z® 5", y) & R dt, si 2,y € Dng, ousizé€ N:g ety € t’“NJr (ce second cas
demande d’utiliser le (i) du lemme VI.4.16).

Proposition VL.5.12. — (i) IIF '8 est inclus dans 112",
(i) Siz € DElgﬁPl, et siy € IP~%8 alors [2,ylpr = iez 60 ()t (2), 47 (¥)]ait-
(i) Sia € N, si z € go'“(T)’“D'*' et siy € P28 alors [1] (2),0; ()]ait = O,
sauf pour un nombre fini de i € Z, et [2,y]lpr = 3 ;cz 60 (V)7 (2), 47 (¥)]ait-

rig’

Démonstration. — Soit y € IIF~2!8. On peut relever y en § € (w"ET)) D"', si ¢y

est & support dans U_n5¢51_apiZ;. Maintenant, si z € 5“', on déduit de ce que y
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et z sont les limites respectives de Res,-mz y et Res,-mz, 2z dans Dy X P!, et du
lemme VI.5.11,
[z, 4lps = [2.9]q, = 3 6p(@")[ui(2), 1i()]air-
i€Z
Comme [1;(2),ti(¥)]aic = [¢7 (2),¢; (¥)]ait, la formule du (ii) est valable pour tout

z € D*. Or cette formule définit une forme linéaire continue sur (I1>")* = Dflg X P!,

dans lequel D+ est dense (car il ’est dans l'I*), car il n’y a qu’un nombre fini de termes
non nuls étant donné que ¢; (y) = 0 sauf pour un nombre fini de i grace a I’hypothése
y € ITP~212_ On en déduit ’appartenance de y & I1", ce qui démontre le (i). Le (ii) a
été démontré en passant.

Passons au (iii). On a [1] (2), ¢t (y)]aie = 0'si ¢} (z) = 0 (ce qui est le cas si i < —a)
ou si ¢; (y) = 0 (ce qui est le cas si ¢, est & support dans p' ~*Z,). On en déduit la
nullité de [t} (2), ¢; (y)]ait = 0, sauf pour un nombre fini de 7. La formule se déduit alors
du (ii), en utilisant 'inclusion de D" . dans DElgIZIP1 'appartenance de o_; (¢*(T)*)y
a IIP 218 et les formules

Pz, yler = [z,0-1(Nyler et [ (A2), 7 W)]aie = 1 (2), 05 (0—1(N)y)]aie,
si A = ¢*(T)* (pour la premicre, cela suit de ce que ¢*(T)* agit comme une combi-

naison linéaire finie de ( ) avec b € Z,, et de I’équivariance de [, |p: sous laction
de U ; pour la seconde, c’est immédiat sur la définition).

Lemme VI5.13. — Si z € IIP* NTIV-218 et si € D est un relévement de z, les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) z € IP~2le,

(ii) ¢;(2) € ﬁdif, pour tout i € Z.

(iii) Z € N,
Démonstration. — L’équivalence entre (ii) et (iii) est juste la définition de N:g L’im-
plication (i)=>(ii) suit du lemme VI.5.5; montrons la réciproque. Comme z € II*",
la fonction x +— ( ) z est analytique sur 1 + p"Z,, si n est assez grand. Il en est
donc de méme de x — 0,(¢;(Z)) modulo Dd:f’ et comme ¢;(%) € Ngi¢ par hypothese,
cela implique que ¢;(2) € Ngif,n modulo Ddlf Il en résulte, d’apres la prop. VI.4.1,
que ¢;(Ag,n - Z) appartient & 5&} pour tout ¢, et donc, d’apres le lemme VI.5.2, que
Ak Z € D*. On en déduit 'appartenance de z & [I” 218 ce qui permet de conclure.

Proposition VL.5.14. — L’orthogonal de t’“N:g dans II*® est égal & I12" N I1P 218,

Démonstration. — Soient z; € t’“ﬁgg et 29 € D dont 'image dans II appartient

(T
aTI**NIIP -2, On a alors (21, 22)p1 = [21, 23]q, car 21 et z sont les limites respectives

de Resp mz,21 et Res,-mz 20 dans Diig PL.Orz €t kNt par hypothese, et

rig
22 € Nng, d’apres le lemme VI1.5.13, ce qui permet d’utiliser le lemme VI1.5.11 pour en
déduire que [21, 22]q, = 0. On en déduit I'inclusion de IT> N ITP~*! dans (t* rlg)J-.
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Réciproquement, tklv + contient tkD::g et D;';g est dense (%%) dans (II>™)*, et donc

tout élément 2z de (tkle'g)l est tué par t*. Ceci se traduit par le fait que la fonction
z— (§2) - 22 est tuée par (—d;)k, et comme elle est localement analytique, c’est un
polynome de degré < k —1 sur p"Z, qui est donc tué par ((; % o) - 1) pour n assez
grand. On en déduit I’appartenance qE 29 & ITV—2I8 et plus précisément, Pexistence
d’un relevement 3, de 2z, dans W(I—T),CD‘*. Maintenant, si z; € goiO‘l(T)ktkerg, on a,
grace au lemme VI.5.11,

0= [21,22]pr = [21, 22]q, = D 6p(P")[ts(21), i(Z2) ]t
, i€Z
On a (%) € 5;'}“ sii>n+1, et comme ¢;(21) € tkﬁdif C lﬂ)/(’;if, cela implique que
[ti(21), ti(Z2)]ait = 0, pour tout ¢ > n + 1. Par ailleurs, il résulte du lemme V1.4.12,
que si (a;)i<n est une suite d’éléments de tkﬁdif /tkﬁ;f nulle pour i < 1ig, il existe
2, € <p"°_1(T)’°1,"“N:fg tel que ¢;(21) = a; modulo tkﬁj’if, pour tout 4 < n. On en
déduit que Y ;cz dp(p*)[ai, ti(Z2)]aie = 0, pour toute famille (a;);<, comme ci-dessus,

étant donné que iy peut étre choisi arbitrairement. Comme ceci implique, d’apres le
lemme VI.5.13, que z, € 11”218 on en déduit I'inclusion (t*Ni)* C 1P -28 ce qui
permet de conclure.

et donc que ¢;(Z2) € Ngir pour tout ig < ¢ < n, et donc aussi pour tout i € Z,

4. Compléments sur les vecteurs localement analytigues. — On peut adapter les dé-
monstrations du (i) de la prop. VI.5.12 et du lemme VI.5.13 pour obtenir des infor-
mations sur II*" dans le cas général. On ne suppose donc pas que D est presque de
Rham dans ce n°. On définit les objets suivants :

e DU—fini (resp. DU~fini) ensemble des z € D tels qu'il existe des entiers n, k € N
(resp. n,k € N et a € Z) avec ¢"(T)*z € D* (resp. p"(T)*z € ©*(T)*D™).

o ITV-fni ot TV —fini images de DU—fini gt 5E-ﬁ“i par 5/5+ — II; alors ITV—fini
est aussi 'ensemble des z € II tués par une puissance de (}?’ ) — 1, pour n > 0.

e DP —fini " ensemble des z € 5U‘ﬁ“i, tués par un polynéme non nul en v et
b’f—ﬁni — DP-fini 5g—ﬁni_

o ITP~fini ot [TP—fini images de DP~fini et DP~fni par D/D* — II; alors [1F—fini
est aussi ’ensemble des z € IIV~fi" tués par un polynéme en (1“’ 9), pour n>> 0.

e Y~ = Dg¢/Di; et,sin € N, Y7 = = Dait,n/Dgj ,,- Alors Y, est la somme
directe des t‘de;f,n/tl‘kD;;f,n, pour k£ > 1. On pose Y = UnenY,,, ce qui fait
de Y un sous-L|[[t]]-module dense de Y~ (isomorphe & (Loo((t))/Lool[t]])%) obtenu
en décomplétant Y~ ala Sen : Y est 'ensemble des éléments de Y- tués par un
polyndme en .

e Si z € DU—fini on définit une fonction @, : Q; — Y~ par qﬁz (@)=, ((89)2),

ol ¢ estla composée de I'injection naturelle de D"'[ = (T)] dans Dd,f avec la projection

(65) Car D+ est dense dans (D% K Qp), et donc dans [T* (car D™ = 0).

ASTERISQUE 330



REPRESENTATIONS DE GL2(Q,) ET (¢, T)-MODULES 445

sur Y. Cette fonction est invariante par I', & support compact si z € DY~—fini et
application z — ¢, se factorise & travers IIV=f", De plus, si z € IIP~fni alors ¢,
est & valeurs dans Y.

e On note LPC(Q;,Y(;)F I'ensemble des fonctions ¢ : Q; — Y, & support com-
pact, invariantes par I' (ce qui implique qu’elles sont « localement polynomiales »,
les degrés étant de la forme x — k, ou k est un poids de Hodge-Tate de D et k
un entier > 1, avec en outre un terme en logz, si les espaces caractéristiques de la
connexion V sur Y, ne sont pas des espaces propres (ce qui ne peut se produire que
si les deux poids de Hodge-Tate de D different par un entier)).

On démontre alors les résultats suivants.

Proposition VL.5.15. — (i) I12* N IV~ fini = [1P—fini,
(ii) 2 — ¢, induit un isomorphisme IIZ~f" = LP,(Q3,Y5) .

Z; 0) sur ITP~fini peut se lire sur

On remarquera que ’action infinitésimale de ( 7
Paction de la connexion V sur Y.

VI.6. Détermination des vecteurs localement algébriques. — L’ingrédient
principal pour ’étude des vecteurs localement algébriques est la prop. VI.6.11 selon
laquelle les modules M1*"™! et MI],(E’;“] introduits au § VI.4 sont échangés par w.
Compte-tenu de ce que 'on a déja démontré sur ces modules (prop. V1.4.9), cela
permet d’en déduire que IT*'8 = 0 si D n’est pas de Rham (th. V1.6.13). Dans le cas
de Rham, cela fournit (prop. VI.6.15) des sous-espaces de Dy;; X P & partir desquels
on peut exhiber des vecteurs localement algébriques non nuls (lemme VI.6.19). La
démonstration de la prop. VI.6.11 est un peu acrobatique; elle utilise :

e la loi de réciprocité de la prop. VI.3.4 qui permet de montrer (lemme VI1.6.7) que
% = MO NGy et Cpe = Ml])o_’?] N € sont les orthogonaux 'un de I'autre pour
Paccouplement [, 1w modulo Vi,

e 'antisymétrie de 'accouplement [, Jiw (cor. VI.6.2) dont la source est la formule
de réciprocité explicite du th. 1.5.5 généralisant celle de Perrin-Riou, et dont on déduit
(th. VL.6.8) que %. et 6,_, sont échangés par w,

e les liens entre tous les I'-modules ci-dessus (cor. V.1.13, prop. V.1.18,
lemme VI1.6.6, cor. V1.6.9, lemme VI1.6.10).

1. L’accouplement antisymétrigue | , Jww. — On note Nz I’accouplement
Os(T)-bilinéaire (D W Zy) x (D ® Zy) — (A?D) X Z% obtenu par convolution
multiplicative & partir de A : D x D — A2D (cf. prop. 1.4.6). On note aussi 6 le
caractére 551, de telle sorte que wp : D W Z; — DX Z7 est aussi égal & ms o wa,
ot w : Zy — Zj est le difféomorphisme z — z~1. Enfin, on rappelle que I’on dispose
d’un accouplement ( , )y : (DX Z;) x (DX Zy) — &(T) induisant une dualité
parfaite entre % et € (cf. prop. 1.5.3 et th. 1.5.5).

Lemme V1.6.1. — (i) Siz,y € D, alors (ms(z) ® 6,y)zz = ms(z Azz y) ® .
(ii) wa(wp(2) ® 8) = (8(-1)ms(z)) ® 6.
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(iil) d({ws(z) ® &,y)1w) = —(8(—=1) ms(z Azz y)) ® 6.

Démonstration. — Le (i) est une conséquence immédiate du lemme 1.4.9. Le (ii) suit
du cor. 1.4.8, dont on déduit la formule

wi(wp(2) ® §) = (6(—1)ms2 0 wa(ms 0 wi(2))) ® 6.

Or w, o ms = ms-1 0 ws (conséquence imédiate du (ii) de la prop. 1.4.3), et donc
M§2 O Wx O M O W = (Ms2 0Ms-1) 0 (Wy O W) = M.

On en déduit le (ii). Le (iii) suit des (i) et (ii), et du th. I.5.5, par le calcul suivant :

—d({ws(z) ® 6, y)iw) = (wx(ws-1(z) ® ), y)z2
= (6(—1)m5(z),y)z; = ((5(—1)m5(w Nz y)) ® 6.

Corollaire V1.6.2. — L’accouplement (z,y) — [z,yliw = (wp(x) @ §,y)w est
O (T)-bilinéaire et antisymétrique sur D X Zy.

Démonstration. — La bilinéarité de [ , ] suit de ce que :

® Az est Og(T')-bilinéaire,

e 2 — ms(z) @ § est Og(T')-linéaire (utiliser le (i) du lemme 1.5.3 et le (iii) de la
prop. 1.4.3 (pour f = (89) et a = 4)).

oed: 0 X Z; — ﬁé”fj-—TT Z; est un isomorphisme Og(T')-linéaire,

e d([z,y|w) = —(6(—1) ms(= Nz y)) ® 8, d’aprés le lemme VL6.1.

L’antisymétrie de [, Jiw étant une conséquence de celle de Nzz, cela permet de
conclure.

Remarque V1.6.3. — & — wp(z) ® ¢ induit un isomorphisme de & sur % (cf. dé-
monstration de la prop. V.2.1 et lemme V.2.2) et on a Dyjg W Zy = Z(I') @) €
et Dyg X Zy = Z(T') @) % (prop. V.1.13), ce qui permet d’étendre la forme bili-
néaire [ , 1w sur ¥ C D X Zy en une forme bilinéaire antisymétrique sur Dy;z X Z7
(& valeurs dans Z(I")).

2. Action de wp sur Dyg R Zy et ses sous-modules. — Soient Grig = 1- <,0)D'1’:1

rig
et Gy = (1 - 5D(p)_1<p)D:€g=5D(p) " de telle sorte que z — = ® 05" induise un
isomorphisme %}, = Grig = (1 — <p)D;/;g=1.

Lemme V1.6.4. — (i) €ig et €, sont des #+(T')-modules libres de rang 2.

rig
(i) wp(Brig) = i €t WD (%rig) = Crig-

rig
Démonstration. — Le (i) résulte de la prop. V.1.18 (utilisée pour D et D®4Jp"). Le (ii)
s’en déduit en utilisant la prop. V.1.18 et le fait que wp induit un isomorphisme de ¥
sur €’ (prop. V.2.1), qui est tp-antilinéaire (ot tp : Z(I') —» Z*(T) est 'involution
habituelle : tp(0,) = dp(a)o,-1).
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Remarque VI1.6.5. — (i) Comme %,ig = Z7 (') @A € et Grig = ZF(T') @4 €, on peut
étendre 'accouplement ( , )1w de la prop. 1.5.3 par linéarité en un accouplement de
‘frig X Grig dans 27 (T'). Cet accouplement est antilinéaire en la premiére variable et
linéaire en la seconde et parfait d’apres les (iii) et (iv) de la prop. 1.5.3. De plus, la

formule (1)
_1 —Tn\Tn

n \TYw =% —~. 'Y

/rn (e, 4w = { N(Yn)¥n — 1 }

de la prop. 1.5.4 reste valable (par continuité).

(ii) Traduit en termes de 'accouplement, [, ]iw de la rem. VI.6.3, on obtient que
[, Jiw est un accouplement, & valeurs dans Z* (T'), bilinéaire, antisymétrique et parfait
sur €ig. De plus, si n: ' — O7F est un caractére continu, et sin > 1, on a

-1 —Tn(Yn)
T,Yliw = (WD\T), 7——_— Y|
/1“n eyl [wp(@) N )¥n — 1 )

Soit p—e C Grig I'image de (t* Nyig)¥=! par 1—¢, et soit . 'image de (p— )N:f’g !
par Vi. On a €, C %ig grace a la prop. VI.4.2.

De méme, soit ¢;_, C %, I'image de (tk Ny )‘p=‘5’3("’)_1 par (1 —dp(p)~ty), et

soit &, 'image par Vy de (1-6p(p)~te )N:fg ™™ Ona %s C b3 comme ci-dessus.

Lemme V1.6.6. — (i) Les #*(T')-modules %ig/C. et Ge/Vi%rig sont isomorphes
ZT(T)/Vi.
(ii) Les Z*(T)-modules €}, /s et €. /ViE)y sont isomorphes a Z+(T)/ V.

rig

Démonstration. — D’apres la prop. V1.4.15, le Z*(T')-module Nr’f’g 1/D:f:g 1 est iso-

morphe & X~ XQ,. Comme z — V(11— <p)x induit un isomorphisme de N:f’g t Drlg
sur 6./Vibrig, €t comme X~ XK Q, = Z(I')/Vy d’aprés le lemme VI.4.6, on a

Ce/ViGrig = Z*(T')/Vi. On conclut la démonstration du (i) en utilisant le fait que
Grig/Vibrig = (21 (I')/Vi)?, puisque Grig est un Z* (I')-module libre de rang 2.
Le (ii) se déduit du (i) appliqué & D = D ® 6.

Lemme V1.6.7. — (i) Si 2’ € .ig, les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) [2/, 2]iw € ViZt (1), pour tout z € 6, ;
(b) wp(2') € €,
(i) L’image dans Z*(T) de wp(€y_c) X e par [, J1w est Vit (D).

Démonstmtion. — On a [¢, z]iw € VikZ™T(I), si et seulement si, pour tout n > 0,
tout i € {0,...,k~1} et tout 0 € I, on a [ x*[¢,2lw = 0. Or [ 1 x* [/, 2]w
est égal & x(o fF X'o - [¢, 2)iw, et comme o - [2/,2]1w = [¢/,02]1w, On voit que
[2/, 21w € ViZT(T), si et seulement si frn 2!, 02]iw = 0, pour tout n > 0, tout
i€ {0,...,k — 1} et tout ¢ € I". Or d’apres la rem. VI1.6.5,

. = [wn(z _;m")_gz
/an [z,az]xw—[ Jo) ),X(%)_i%_l ]
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Maintenant, comme o - 2z € %, il existe y € N¥=1 tel que 0z = Vi(p — 1)y. De

rig
D:/;gz‘s”(p) " tel que wp(z') = (1 — dp(p)~tp)y'. Par ailleurs,

a #*(T), implique que

méme, il existe y’ €

) _lk__
I’appartenance de O =T

Tn(Yn) —Tn(¥n) Vi P=1
i 1 Y €N
X(Yn) " — 1 X(Yn) " — 1 &

On est donc sous les conditions d’application de la prop. V1.3.4; on en déduit que
[0(), 22 02] = (0100 (4) © 85"y ()t = 315" (8o e
Or z +— 14(Yn,;) induit une surjection de % sur L, ® (tiDde/D:dR) d’apres la

prop. VI.4.15 et ¢, (y') € Dc—l'—if,n' On en déduit que 2’ vérifie la condition (a) si et

seulement si ¢, (y’) appartient & orthogonal de Ngit, dans Dgis , pour tout n > 0.

Comme cet orthogonal est t*Nyit , (cf. lemme VI.4.16), cette condition équivaut &

Y € (tFNyg)?=2®) ™" et donc aussi & wp(2') = (1 — ép(p)~lp)y € %} _o- Ceci

démontre le (i).

L’inclusion de I'image de wp(%,_.) X . dans V4% (T') suit du (i). Maintenant
[, Jiw est un accouplement parfait de @iz X %ig dans Z*(I'). Comme ig/%e
est isomorphe & Z1(I")/Vy, et comme Z*(T') est de Bézout, on peut trouver une
base ej,e2 de Gg telle que ej, Ve soit une base de €, sur Z* ('), et comme
[, Jiw est parfait, on peut trouver f € % tel que [f,e2]iw = 1. On a alors
wp (Vi f) € 6,_. et donc Vi f € wp(%,_.) (cela suit de la prop. VI.4.2 et de ce que
wpoVy = (=1)*¥ Vyowp d’apres le lemme V1.4.3), et [V f, e2]1w = Vi (par linéarité).
On en déduit Vinclusion inverse, ce qui permet de conclure.

Théoréme V1.6.8. — (i) On a wp(%e) = 65_. et wp(Cp—e) = C,.
(ii) On a wp(F,) = Gp-c et wp(6,_.) = Co.

0z=(p—1)Yn;, avecyn;=

Démonstration. — Comme %ig /6. = Z+(T')/ Vi, la théorie des diviseurs élémentaires
montre qu’il existe une base eq,ex de %z sur Z7(I') telle que Vieq, ez soit une
base de 6, sur Z*(I'). L’accouplement [, | étant parfait et antisymétrique, on a
le1,e1]w = 0, [e2, ea)iw = O et [e1, e2)1w est une unité de Z*(T). Ceci implique que
les conditions suivantes sont équivalentes :

e 2 € wp(Ce),

e wp(z') appartient au sous-Z* (I')-module de %z engendré par e; et e,

o [wp(2'), zliw € ViZ*(T), pour tout z € €..

Comme cette derniére condition équivaut & wp(wp(2')) = 2’ € 6,_, d’apres le
lemme VI.6.7, on en déduit la premiere des égalités & démontrer. Les autres s’en
déduisent en utilisant le fait que wp est une involution et en échangeant les roles
de Det D=D®dp".

Corollaire V1.6.9. — (i) Les %t (T')-modules %yig/€p—c €t Cp—c/ViErig sont iso-
morphes & Z*(T)/ V.
(ii) Les Z*(T')-modules €}y /%, €t Cp_o/ ViE;

rig ig

sont isomorphes ¢ Z+(T)/V.
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Démonstration. — C’est, compte-tenu du th. VI.6.8, une conséquence du lemme VI1.6.6.

Lemme V1.6.10. — Soit a > m(D).
(i) On a Mg&z"] = é"lo’r"](r) ®z+(T) %p—e et MI])O_’?] = é”]"”a’(l") ®z+(I) cgl_e.
(i) On a M7} = S0 D) @ g r) €. et MET™ = E07(D) @ r) 61

Démonstration. — Un élément z de (t*Nyg)¥=! vérifie o~ "(z) € t¥ Nyi¢,n (c’est vrai
pour tout z € tkN,ig), si n est assez grand, et son invariance par 1, qui se traduit
par la relation ' "(z) = %Trpn/pn_lw_"(z), implique ¢~"(z) € t*Ngitn, pour
tout n > mo(D). On en déduit Gp—o C M), et £107N(T) @ g (1) Gpe € MIT0T;
Pinclusion inverse suit des lemmes VI.4.8 et VI.6.6. L’argument étant le méme
pour %;_., cela démontre le (i). Le (ii) se démontrant de méme, en remplagant les
lemmes VI1.4.8 et VI.6.6 par les cor. V1.4.10 et V1.6.9, cela permet de conclure.

Proposition V1.6.11. — wD(M]])O_‘Z"]) = MOmel wD(M,]aO’T“]) = M0,

p—e

Démonstration. — Cela découle de la combinaison du th. VI.6.8 et du lemme VI1.6.10,
en utilisant, comme d’habitude, I’antilinéarité de ’action de T".

3. Une condition nécessaire pour la non nullité de I1*'6. — Soit r = Tm(D), €t soit
M, = (DI R Zy) + (UneN)\]—cﬁL(ge); ou la réunion est croissante puisque Ag, di-
vise Akn+1, €t tous les termes (et donc M, aussi) sont inclus dans Dy ¥ Z7 qui
est un Z(T')-module. Comme %, est 'image de (N1%7)¥=1 par 2 s Vi(Reszs ), et
comme A, divise Vi, le module UnGN/\];:,Cge est inclus dans N1%7. On en déduit,
siz € UneN)\,:}L‘Ke, Pappartenance de ;(x) & Nais ® p~*Zy, pour tout i > m(D) + 1.
L’image ¢; (z) de t;(z) modulo D appartient donc & X~ X p~*Zy. De plus, si
T € )\;’}1%, alors ¢; (z) =0si¢>n+1 car¢; (x) est tué par Agn, €t Ak n est injectif
sur X~ X p_iZ;, sii > n+ 1 (lemme VI.4.5). Ceci nous fournit une application

LTt Me = @i>m(py+1(X~ Bp*Zy)  avec v (x) = (¢ (2))izm(D)+1»
dont le noyau est D% [ Z;.

Lemme V16.12. — (i) v~ : M./(D1®" 1 ® Z3) = Di>m(p)+1(X~ Rp*Z%) est un iso-
morphisme.

(ii) Si z € DP~28  qlors Resz:z € M.

(iii) Si I1*!& £ 0, alors Reszs induit une surjection de ¢ sur M,/(DI%"1 ¥ Z;).

Démonstration. — (i) Il suffit de prouver la surjectivité de ¢~. Soit donc (Z;)i>m(D)+1
appartenant & ®;>m(p)+1(X "~ &p‘iZ;). Il existe n tel que z; = 0, pour tout ¢ > n.
Soit Z = 31 (D)1 % € X, . Comme AV} est inversible sur X,- (lemme VI.4.5),
il existe T € X, tel que )\;;LV;@ = Z. Par ailleurs, d’apres la prop. V1.4.15, il existe
& e (NOh¥=1 tel que ¢ (%) = 7. Soit z’ = A,:»LV,C:Z et soit £ = Reszxz’. Par

construction, on a g,z € VkN:fgl, ce qui fait que z € A;}l‘fe. De plus, on a

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



450 P. COLMEZ

ti(z) = Resy-izx (ui(x")) = Res)-iz: (tm(z")) pour tout m > i (la premiere égalité
vient de ce que ¢ = Resz;m’ , et la seconde de ce que z’ est fixe par 1, et donc
ti(z') = Resp-iz, (tm(z'))). On en déduit que

t; (z) = Resp-izx (17 (=) = Res,-izx (A,;LV;CL; (@)

z; sim(D)+1<i<n,
0 sit>n+1.

Res)-izx(2) = {

Ceci prouve la surjectivité de ¢~ et termine la démonstration du (i).

(ii) Si z € (Dyig W Qp)F 218, il existe n € N tel que o™ (T)*z € Dt et A nz € DF.
Alors Resz, (2) € safpye D" et Resz; (2) = (1 - py)z € (pn(l—T)k(DlO»rl X Z?), et donc
L,»(Resz; (2)) € t_kD;rif &p_iZ;. Or A est injective sur (t"kDaLif/Ndif) X p_iZ;,
pour tout 7 (les poids de Hodge-Tate de t~* D, /Nqis sont < 0), et sur X~ Kp~*Z?,
sit > n+1 (lemme VI4.5). On en déduit que ¢;(Reszx(2)) € Nait X p~*Zy, pour
tout ¢, et ¢; (2) =0, si ¢ > n+ 1. L’appartenance de Reszsz & M. suit alors du (i).

(iii) Grace au (i), il suffit de prouver que ¢~ oResz» induit une surjection de 11 sur
®@i>m(p)+1 (X~ Kp~*Z3). Oron a ti(Reszx2) = Res,-izx ((Pgi (1)) -z). On en déduit,
en regardant modulo D:if,i’ la relation ¢ (Reszyz) = Resy-izx (¢ (p~%)). Le résultat
suit de ce que 'image de z — ¢, contient LP.(Q¥*, X2 )'' d’apres le cor. VL5.9.

pr Yoo

Théoréme V1.6.13. — Si D n’est pas de Rham, alors 118 = 0.

Démonstration. — Si TI*'8 #£ 0, alors D est presque de Rham & poids de Hodge-
Tate distincts (prop. VI.5.1), et on peut, quitte & tordre par un caractére algébrique,
supposer que les poids de Hodge-Tate sont 0 et k > 1.

Soit alors (Dyig X P1)?& I'image inverse de I1*'¢ dans Dy X P. 1l résulte du (ii)
du lemme VI.6.12 que 'image Y de (Dyi; X P')?!8 par Resz: est incluse dans Me.
Notons, comme pour la prop. VI.4.9, MAO*’] et MI])O_”;] respectivement, les modules
Vi (NIOTTRZY) et t* N1 R Z* On a:

o Vi(Y) c MY car Y ¢ M, c NI Z3,

e Vi(Y) C MF],O_”;], car Y est stable par wp puisque (Dyig XP1)?!8 est stable par w,

et que V(M) = MI]DO_’Z], d’apres la prop. VI.6.11.
On en déduit, grace & la prop. VI.4.9, que Y c DIl X Z; (ce qui implique
que 1~ (Y) = 0), si D n’est pas de Rham. On conclut & la nullité de II*'¢ en utilisant

le (iii) du lemme VI1.6.12.

4. Dévissage du module Dyig X P1. — On suppose dorénavant que D est de Rham a
poids de Hodge-Tate 0 et k > 1. On a alors Dpgr = Dgr.

Lemme V1.6.14. — €, = 6, et G, =6, _.
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Démonstration. — On a %, C %p—. (cela suit du (i) de la prop. VI1.4.2), et comme
Grig/Ce €t Crig/Gp—e sont tous deux isomorphes & Z*(I')/Vy, la surjection naturelle
de Grig/%e €t Grig/Cp—e est un isomorphisme, ce qui permet de prouver la premiere
égalité. La seconde se démontrant de la méme maniére, cela permet de conclure.

Proposition VL.6.15. — (i) t*N107l R Z3 = M)>"e), pour a > m(D), et t* Ny, K Z3
sont stables par wp.

(ii) t*N107el @ P! est stable par GL2(Z,), pour tout a > m(D).

(iil) t¥Nyig X P est stable par G.

Démonstration. — Le (i) suit de la prop. VI.6.11 et du (ii) de la prop. VI1.4.9.

Le (ii) suit, grace au lemme I1.1.10, de ce que ¥(t*N107Tel) = tkNIOTaza] et
@(tEN1Ora—aly c thNIOTal si g > m(D) — 1.

Le (iii) est une conséquence du (i) et de ce que t* N, est stable par ¢ et 9, ce qui
permet d’utiliser la prop. I1.1.9.

Lemme V1.6.16. — (i) Si a > m(D), Uopérateur Vj induit un isomorphisme de
&10ma(T)-modules de N1l R Z* sur t* N0 R Z%.

(ii) L’opérateur Vi induit un isomorphisme de Z(I')-modules de Nyjg X Zy sur
(t* Nuig) R 22

Démonstration. — Le (i) est une réécriture du (ii) de la prop. VI.4.9. Le (ii) s’en
déduisant par limite inductive, cela permet de conclure.

Le lemme VI1.6.16 permet de prolonger l'opérateur wp & Nyig X Z7, grace a la
formule wp(z) = (—=1)*V; (wp(Vk - z)), ce qui a un sens car (t¥Ny,) X Zj est
stable par wp d’apres la prop. VI.6.15, et est bien un prolongement de wp puisque
wp o Vi = (—1)’°V’;C owp sur Dy X Z; d’apreés le lemme VI.4.3. Par ailleurs, il
résulte du (iii) du lemme VI1.4.16 que Nyiz M P est le dual de t* N,;; X P!, et comme
t* Nyig X P! est muni d’une action de G ((iii) de la prop. VI.6.15), cela munit, par
dualité, Nz X P! d’une action de G. Cette action est décrite par les formules du
squelette d’action a partir de I'action sur Nz XZ7. Or w agit I'-antilinéairement ; on
en déduit que son action sur Nz X Z7 est précisément celle que I'on vient de définir.
En résumé, on a le résultat suivant.

Lemme V1.6.17. — L’action de G sur Nyg ®P! qui se déduit, par dualité, de Uaction
de G sur t"Nrig X P est celle que l’on obtient, via les formules du squelette d’action,
en utilisant ’action de wp ci-dessus.

5. FExistence de vecteurs localement algébriques. — Dans tout ce qui suit, Vj, désigne
indifféremment I’élément de Z*(T'), ot celui de 2((% 9)) qui lui correspond via
Pisomorphisme o, — (& 9). L’action de V, sur (21, 22) € Dyig K P! est donc donnée
par la formule

Vi - (21,22) = (Vi - 21, (-1)F Vi - 20).
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Théoréme V1.6.18. — Si D est de Rham, a poids de Hodge-Tate distincts, alors
II(D)e # 0.

Démonstration. — Quitte a tordre par une puissance du caractére cyclotomique, on
peut supposer que les poids de Hodge-Tate sont 0 et k. Par ailleurs, si on note IT
la représentation II(D), la non vacuité de I8 équivaut & celle de IT*'8, puisque
2z — z ® p est un isomorphisme de II sur II qui préserve les vecteurs localement
algébriques étant donné que dp est un caractére localement algébrique. Le théoréme
est donc une conséquence du lemme VI.6.19 ci-dessous.

Si a > m(D), soit W, = (I1**)* N (t* N10ral R P1).

Lemme V1.6.19. — Si a > m(D), alors :
(i) W, est fermé et strictement inclus dans (I12*)*.
(ii) W, contient Vj, - (II2™)*.
(iii) L’orthogonal Wi C II*® de W, est inclus dans II*¢ et n’est pas réduit d 0.

Démonstration. — W, est ensemble des (z1,22) € (II**)* C DIl X P! vérifiant
tn(2;) € tkNdif’n pour tout n > a, si ¢ = 1 ou 2. C’est donc un fermé en tant
qu’intersection de fermés (les applications ¢, sont continues ainsi z — z;). Il n’est pas
égal & (IT*")* car z — 2, = Resgz, 2 induit une surjection de de IT* C (II*")* sur D¥,
t, induit une surjection de D! sur D;rif’n et t* Nyt ,, est strictement inclus dans D;’if,n.

(ii) Vi envoie D;_if,n dans t* Nyjf,, (cf. prop. VI1.4.2) et commute (au signe pres)
avec (93). On déduit de la premiere propriété que Vyz € tfNIOmal si z € DIOwal
et de la seconde, via le (ii) de la prop. VL.6.15, que si z € DI ® P! alors
Resz, (w(Vi2)) = (—1)*V(Resz, (w - z) € t*N1%7al, Ceci implique que I'on a l'inclu-
sion Vi (DI0rl @ P) C t* N0l ® P!, Par ailleurs, Vy € 2(K,,) pour tout m € N
puisque Vy est la limite, quand z tend vers 1, de I’opérateur Hf;ol ﬁ ((3 (1)) - mi)),
et donc Vi ((II**)*) C (I1*)*. Comme (I1**)* C DI« ® P! (rem. V.2.21), on a
Vi - ([I122)* c (I122)* N (tF N0l @ P1) = W, ce qui démontre le (ii).

(iii) W;- n’est pas réduit & 0 car W, est un fermé strict de (I1*)*. De plus, il est
stable par GL3(Z,) puisque W, l'est (prop. VI.6.15 (ii)). Enfin, comme W, contient
Vi (I12")*, cela implique que tout élément de W est tué par Vj. Maintenant, si

on note ¢, (), pour p € (II**)*, et z € II*", la fonction z — (u, (1§*9)z), on

a Puv,.z(r) = (1+ x)k(a%)kq&ﬂ,z(:c) (on a V = lim,—,q ﬁ((g ‘1]) - 1)7 et comme
limg; 25 (fla(l + ) — f(l+ ) = (1 + x)gé(l + z), on en déduit la formule
par une récurrence immédiate sur k). On en déduit que si z € W, alors ¢, .(z)
est tuée par (%)k, et comme elle est localement analytique, cela implique qu’elle
est localement polynomiale. Ceci permet d’utiliser la prop. VI.2.3 pour conclure que
W est constitué de vecteurs localement algébriques, et donc inclus dans I:Ialg. Ceci
termine la démonstration du (iii) et donc du lemme.
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6. Description des vecteurs localement algébriques. — On note I12!% I'image inverse
de LP.(Q}, X5,)T dans IT*'8 par z — ¢.. On a donc une suite exacte (cf. lemme V1.2.7)

0 — I — 11%'8 — J(I1%'8) — 0,
ou le module de Jacquet J(II*€) de II?8 est de la forme Sym*~! @ Jy(II22), et

Jo(1#8) = {z € J(II*%), Vz = 0} est un L[B]-module de dimension 0, 1 ou 2
sur L.

Remarque VI1.6.20. — Si on note H‘Z}g le sous-B-module de IT*%® engendré par les
16) _ 1) .y, avec b € Q, et v € I1#8, alors II*® contient II?!8 et I'application
01 P U c

naturelle Jo(II*!8) — I1#18 /TI*® qui s’en déduit est un isomorphisme.

U

Ona tkﬁr’:g - 5;;;, et comme B:Qg est un sous-module de (I1")* (lemme V.2.17),
le L{B]-module tkﬁj{g est inclus dans (I1")*. On note tkthig X P! P’adhérence (66)
dans (I1**)* du L[G]-module engendré par tkﬁji'g.

Proposition V16.21. — t*N} R P* est l'orthogonal de IT*%.

Démonstration. — D’apres la prop. V1.5.14, tkﬁfi’g est orthogonal & IT*'€ (et méme
a IIP~218) ; on en déduit I'inclusion tkthig RP! C (I1*8)L,

Montrons I'inclusion dans ’autre sens. On a (t’“ﬁ;’g)l = I1P~2!8 (prop. VI.5.14),

donc (t’“thig RPLHL c [IP~28 et comme I17~218 est tué par Vy, il en est de méme

de (tkthig X P!)L. Comme d’autre part, (t’“thig K P1)L est stable par G, il est inclus
dans IT#'€ d’apres la démonstration du lemme VI1.6.19 (une stabilité par un sous-groupe
ouvert compact de G suffirait). Enfin, comme t’“thig K P! est fermé par construction,
il est égal & son biorthogonal d’aprés le théoréme de Hahn-Banach (cf. (ii) de la
rem. 1.1.5) ; il contient donc I'orthogonal de I13!¢ d’apres ce qui précede, ce qui permet

de conclure.

On a t* N KP! C t*Ny;g P (cela suit de son orthogonalité & IT218 = ITF—2I¢, et
de la formule du (ii) de la prop. VI.5.12) ; on peut donc considérer son orthogonal (67)

dans N,z X P!, que 'on note thig X P!, et on a
I = (D, ®P') N (N}, RP')) /DY, RP.
En effet, si v € Dy X P!, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) ve Nj, RPY,

.s N 1k Z 1
(ii) v est orthogonal & ¢ thig |

(66) 11 est probable que t* Nfiggpl =tk ﬁ:i'g+'w(tk ﬁr"{g) de la méme maniére que (I12°)* = DEigEPl
est égal a 5:;g +w- 5:5.

(67) 11 est probable que Ny ® P! = ﬁr-'i.g +w- N:g.
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(iii) 'image de v dans II*" est orthogonale & tkthig X P!,

(iv) l'image de v dans I1® appartient & IT2'8.

(On a (i)>(ii) par définition de Nfi, ®P; (i) (iii) car II** = Dy; P! /Df_RP?
et Dﬂig X P! est orthogonal & tkthig X P! (et méme a Dfig XP'); enfin (i) (iv) suit
de la prop. V1.6.21 par dualité.)

Théoréme V1.6.22. — Le sous-module

((t* Nuig R PY) N (N, ®PY))/((t* Nyjg B P?) 0 (D%, B PY))

de 1" est égal a T12'8.

Démonstration. — Nous allons avoir besoin d’un peu de préparation.

Lemme V1.6.23. — D,;; P! est dense dans Nyjz X PL.

Démonstration. — Cela suit de ce que t*Z est dense dans Z. En effet, si ¢ € Z, et
si z, = (L=< )z, alors z, € tZ et x, — z puisque -2~ tend vers 1 dans Z7.
»™(T) »™(T)

Siz € Nyg®P', onaVy-z € t"N,rig X P! (cela suit du (i) de la prop. V1.4.2). Ceci
permet, grace au lemme VI.4.16, de définir [V - z,y] et [z, Vi - y], si z,y € Nyjg XPL.

Lemme V1.6.24. — On a [V - z,y] = (—1)*[z, Vi - y] pour tous z,y € Nyjz X PL.

Démonstration. — Si z,y € Dyjg X P! ona
[Va,y] = {Vz ® 65,9} = {V(z®p!) + (k- 1)z ® 65"y}
= {e®dp" (k—1) = V)y} = [z, (k- 1) = V)y].

Comme Vi = Hf;(}(v —1i), on en déduit la formule pour z,y € Dy P!, Le résultat
s’en déduit grace A la densité de D,z X P! dans Ny;; P!, et & la continuité de toutes
les applications en présence.

Lemme V1.6.25. — (i) Vy - (Dtl XP!) C tkthig X P!

rig
(ii) Vi - (N3, ®P!) c D} R P

rig
b BPY/(tEN R PY) = (I1°8)*, le (i) suit de ce
que II*'8 est tué par Vj et donc son dual aussi.

Maintenant, si z € NfigE]P1 ety € DfigIZIPl, ona [Vg-z,9] = (=1)*[z, Vi-y] =0,
puisque Vi -y € tkaig X P! d’apres le (i), et que tkthig X P! est, par définition,

orthogonal & thigIZlPl. Il s’ensuit que Vi -z, qui appartient & t* N;;, KP! C D,;, XP?,
est orthogonal & D 5ig XP! (rem. V.2.21). Ceci permet

de conclure.

Démonstration. — Comme (Dtl

Eig X P!, et donc appartient & D
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Lemme V1.6.26. — Sin €N, et siuf = (17") etu; = (- 7), alors

log u,, lo
(uo_gfnl) (uff )" - (Nuig B PY) C t*Nyyg R P,

Démonstration. — On a Nyjg R P! = (Nyig R Z,) & w(Nyig X pZy).
Notons At (resp. A~) I'opérateur (%)k (resp. (IOL'T-) ). Alors A* agit par

n k
multiplication par f,;(tT)k sur Ny, et donc envoie Ny, dans tk N;ig ainsi que Nyg X Z,

dans t* Ny ® Z,. Comme t*N,;; X P! est stable par 2(K,), et donc par A~, on
obtient l'inclusion A~A™T - (Nyg K Z,) C tF N, K PL.

Par ailleurs, u;} laisse stable w(pZ,) donc A™ - w(Nyig K pZy) C w(Nyig X pZ,), et
comme A~w = wA™, on obtient

A~ w - (Nyig B pZyp) = wAT - (Nyig K pZyp) C w(t*Nyyg K Zy) C tF Ny I P,
puisque tkNrig X P! est stable par w. Ceci permet de conclure.

Lemme V1.6.27. — (i) (tkNr,g XPY) N (D% K PY) est dense dans D, KNP,

rig rig
(ii) (tFNyg RPN (NL, K P) est dense dans Nh X P!

rlg

Démonstration. — Si z € D*. K P!, alors z est la limite de la suite de terme général

rig
(%)k(%)k - z dont tous les termes appartiennent & t*N,;, X P! d’aprés le

lemme VI.6.26, et & Dfig X P! qui est stable par 2(K,). Ceci démontre le (i), et la
démonstration du (ii) étant identique, cela permet de conclure.

Revenons a la démonstration du th. VI.6.22. Soit
Y = ((t*Nug R P) 0 (N5, B PY))/((t* Nyyg R PY) 0 (DY, R PY)).

rig rig

Alors Y est tué par Vj puisque thig Pl/Drhig X P! I'est (lemme VI.6.25). Comme Y
est stable par G, cela implique (démonstration du (iii) du lemme VI.6.19) que Y est
une représentation localement algébrique de G, et donc que Y C T2, Par ailleurs,
(t* Nyig ®P)N(NL RP) est dense dans N IZIP1 (lemme VI.6.27) ; on en déduit que

rig rig
Y contient des éléments qui ne sont pas tués par Hi:l (V —1i) = V71V, et donc que
Y contient TI2'8, puisque Y est stable par B. Pour conclure, il suffit donc de prouver
que Y — J(II*!8) est surjective, ce qui suit de la démonstration du (ii) du th. VI.6.30
ci-dessous . (En fait, comme Y est stable par G, et comme II2!8 est irréductible sauf
dans le cas spécial, on peut, en général, conclure directement que Y = I12!8.)

7. Le module de Jacquet de TI*€. — D’apres [4], si V = V(D), le L-espace vectoriel

NrI:g est égal & Dg,is(V), ot V est vue comme représentation de YQ, (Hyn)- On note

D¢;ap la limite inductive des Nng Le résultat suivant est alors immédiat.

Proposition V1.6.28. — (i) dim Dc;ap, = 2 si et seulement si V devient cristalline sur
une extension abélienne de Q.
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(i1) dim Derap, = 1 53V est tordue d’une représentation semi-stable par un caractére
localement algébrique de Q.
(iii) dim Dcyap = 0 dans tous les autres cas.

Le L-espace vectoriel D, est stable par @ et T'; on peut donc le munir d’une
action de B, en faisant agir (&%) par dp(d)¢pioy, o i = vy(d'a) et u = p~id~'a

Par ailleurs, on a D¢pap C Nng, ce qui permet d’attacher a tout élément de D¢;a1, une

fonction ¢, : Q) — LP(Q}, X)' par la formule habituelle, & savoir, ¢.(z) = (§9)-2
modulo 5("1'“.

Lemme V1.6.29. — (i) z — ¢, est injective.
(ii) ¢, n'est ¢ support compact dans Qp que si z =0.

Démonstration. — Cela suit de ce que D est irréductible, et donc Fil’ D_,.p ne contient
pas de droite stable par ¢.

Théoréme V1.6.30. — (i) Si z € Derab, alors 1z, ¢, € II*'8, et son image dans J(I*'8)
appartient & Jo(I12'8).

(ii) L’application z — 1z,¢, induit un isomorphisme de L[B]-modules de Dcrab
sur Jo(TI*'8).

Démonstration. — La démonstration va demander un petit peu de préparation.

On note Dyt le module Dyt (V) = Ujk.q,1<c0 By log[T], 1]®q, V)¥* . Comme D
est de Rham et comme toute représentation de de Rham est potentiellement semi-
stable (cf. [27], par exemple, pour une démonstration de ce résultat, ou [24] pour
un résumé des travaux de Berger, André, Mebkhout et Kedlaya ayant conduit a sa
démonstration), Dy est un L - Qgr—module libre de rang 2 qui contient Dc,1, et
est muni d’actions semi-linéaires de ¢ et ¥q,, et d’un opérateur N induit par la
dérivation —p%l #g[’-”] ; de plus,

rlg[log[T] —] ®Q"r pst = ng[log[T] ] ®Qp V.

On déduit de I'isomorphisme ci-dessus que N:g = (B rlg[log[T]] ®Qu: pst)N =0.%¢ En

notant E le module (Dps; ®1 L{log[T]]))V=°, qui est de rang 2 sur L - QL on voit

que l'on a aussi Nr"l'g = (B:g ® E)‘” On note N++ le sous-module (Bj;;' ® E)*

de N: (cf. lemme V.1.6). On a N, ng N:{; @ E”, et il résulte du lemme V.1.9 que

Y neN cp”"(T)NrT est dense dans Nr':'g"'.

Lemme V1.6.31. — On a Nt ¢ Ni ®P.

Démonstration. — Soit z € ﬁ ++ . On rappelle que ’'on dispose, pour tout ¢ € Z, d’une
application ¢; N:g"' — X~ , et que 2z € Drlg si et seulement si ¢; (z) = 0, pour tout
i € Z. Maintenant, ¢~ induisant une bijection de IT28 sur ®;cz X5 (lemme V1.5.10),

il existe, pour chaque i € Z, une suite (Z;n)n>1 d’éléments de 128 vérifiant
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L (@in) = 0,81 j # 14, 4 (z51) = Resp-12, (15 (2)) et ¢; (zin) = Resp-nzs (17 (2)), si
” - T [ (@D VR

n > 2. On peut relever z; , en un élément Z; , de N N ( s )"D [2], et comme

Resy-nzs (¢; (2)) tend vers 0 (pour la topologie p-adique) quand n tend vers +oo, on

peut imposer & Z; ,, de tendre aussi vers 0 Soit Z; la somme de la série Zn>1 Z;pn. Par
construction, #; appartient 3 N:g (£ e (:(rq)")) 5*‘[%], est orthogonal 3 tkalg X P!
puisque chaque Z; , I'est, et vérifie o, (Z;) = ¢; (2) et ¢; (2:) =0, si j # 1.
i—1 o~
Soit k; € N tel que p*z; € (% > (}?))kD*' D’aprés la démonstration du

lemme VI1.4.11, dont nous reprenons les notations, :'_°Z) qz+k T; converge dans N:fg

La somme Z de cette série est orthogonale a tkalg X P!, donc appartient & thlg XPL,

et vérifie ¢; (x) =; (), pour tout ¢ > ig, et ¢; (Z) = 0, si ¢ < io. Il en résulte que, si
z€ <p’°(T)N:[g, alors z — & € t’“N:g c D:fg - thlg X P!. Comme Z € N}, XP!, on a

prouvé que thlg X P! contient Y ,cn ¢ H(T)N, ng On conclut en utilisant la densité

de Yien YT )N:fg dans Nr‘f; et la continuité de [, |p1.

nkk.

Lemme V1.6.32. — (i) z, = (f (T)kz ,0) € (DRPYH28, si 2 € Deyap, et n > 1.
(ii) Derap C N2 K P,

rig

Démonstration. — On déduit que (%z, 0) € thlg XP! du lemme VI1.6.31. Comme,

de plus, on a (%z 0) € t*Nyjg P, le th. VI.6.22 permet de démontrer le (i).
Le (ii) s’en déduit en remarquant que z est la limite de (-2 & (T)k z,0), et donc est

orthogonal & tkalg X P!, puisque tous les termes de la suite le sont.

Revenons & la démonstration du th. VI.6.30. Si 2 € Dgpap, €t si z, est 1’élément
de (DX P')? ci-dessus, on a ¢, = 1,-»z,9:, et comme Vz = 0, on en déduit le (i)
du théoreme. La B-équivariance de z — 1z ¢, est immédiate. La nullité de 1z,¢.
dans J(IT*'8) équivaut & ce que ¢"(z) € Fil’(Derab), pour tout n assez grand, ce
qui implique 2z = 0. L’application z — 1z_¢, est donc injective. Pour démontrer sa
surjectivité et terminer ainsi la démonstration du th. VI.6.30, il suffit donc, pour des
questions de dimension, de prouver le résultat suivant.

Proposition VL6.33. — (i) Si dim Jo(I1*'8) = 2, alors D;ap est de dimension 2.
(ii) Si dim Jo(I12!8) = 1, alors dim Dg;qp > 1.

Démonstration. — D’aprés la prop. VI.2.8, si dim Jy(I12'8) = 2, alors Jo(I12'8) admet
81 ®J2| | 7! comme quotient, avec &; # 85| |71, et IT?8 = (Ind$ & ® 4| | 1) ® Sym* 1.
11 s’agit donc de prouver que De¢rap = 61 @ d2, si 61 # 82, et que De;ap est extension
non triviale de § par é si §; = d = 6.
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Pour cela, commencons par remarquer que, comme 112 admet un complété unitaire
irréductible (& savoir II), on a, d’aprés [18, 35],

vp(81(p)) < 0, vp(d2(p)) < 0 et vp(d1(p)) + vp(d2(p)) = —k.

Intéressons nous au cas §; # dz. Alors Jo(II*'8) = (6; ® 62| |71) @ (62 ® 61 |71).
Le modele de Kirillov de TI*'¢ contient donc les fonctions ¢; = &; 1z, et ¢2 = 0217,,.
On en déduit 'existence d’éléments z;, zo de DP =28 vérifiant ¢,, = ¢y et ¢, = ¢o.
Comme ¢; est & support dans Z,, cela implique que z; € ﬁ5+ De plus, on a
#i(azx) = d:(a)¢i(), sia € Zy, ce qui se traduit par 'appartenance de 0,(2;) — d;(a)z;
a 5*‘, pour tout a € Zy. Enfin, ¢;(pr) — d;(p)#i(z) est & support dans p‘IZ;, ce

qui se traduit par l’appartenance de ¢(z;) — 8;(p)z; & (%)kﬁﬂ et est localement

constante et non nulle, ce qui implique que p(z;) — §;(p)z; ¢ (‘P—E";q—))k_lb/*'.

Soit y; = @(2;) — 8:(p)z;. Alors la série 3,729 8;(p) """ (i) converge dans t‘kﬁ;:g
car v,(8;(p)) < 0. Si on note u; la somme de cette série, alors z, = z; — &;(p) ~lu;
appartient a (t”kﬁ;‘i’g)"’:‘si(p), et est non nul car ¢, (z) = é(z) sur tout Q. De plus,
on a (5, —6:(a))z, = 0; on en déduit que 2} € Dqrap, €t que la droite engendré par z]
est stable par Wq, et isomorphe & é;. On a donc bien Do = 61 @ d2.

Passons au cas §; = 6 = 4. Alors Jo(II*8) = (6 ® 6| |7!) ® ((l)vp("l_ld)), et le
modele de Kirillov contient les fonctions ¢; = 01z, et ¢2 = v, 1z, ce qui nous
fournit des éléments z;, 2o de DP-2le vérifiant ¢z = ¢1 et ¢, = ¢2. Comme ci-
dessus, on construit & partir de z; une droite de D, isomorphe & §. Par ailleurs, on
a ¢2(p’x) — 28(p)d2(pz) + 6(p)2ha(z) = 51z;. On vérifie comme précédemment que,
si I'on pose gz = ¢(22) — 26(p)p(22) +8(p)*22 €t 25 = 2 — 3125 (n+1)8(p) 9" (y2),
alors z; est un élément de Dcrap vérifiant ¢, (z) = vp(2)d(z), pour tout z € Q.
On en déduit que D,y est I'extension non triviale de § par 4§, ce qui termine la
démonstration du (i).

Maintenant, si dim Jo(I12%8) = 1, et si § est le caractére de Q & travers lequel
(%; ?) agit sur Jo(I12!8), les arguments ci-dessus produisent une droite de Dcyap iso-
morphe a §. Ceci permet de conclure.

8. Une seconde copie des vecteurs localement algébriques. — Dfig X P! /t’“thig P!

s’identifie naturellement & (II*'8)*, ce qui nous fournit une suite exacte

0 — (II8)* — ((Dyg RP') N (N}, RPY))/t*NE R P! — II*€ — 0.

Les vecteurs localement algébriques de (f[alg)* s’identifient & la contragrédiente algé-
brique de IT#'8, qui est isomorphe & [1*8®dp = I1*'8 sauf dans le cas spécial ot IT*'8 est
une extension de Wy ® §p par St@ W), ® o, ol cette contragrédiente est B®dp, et B
est une extension de St ® Wy, ® 6o par Wy, ® §y (cela suit de I’énoncé correspondant
pour une représentation lisse [48, th. 2.18]).

Théoréme V1.6.34. — (i) Le sous-module ((t*Nys ®BPY) N (Df, RPY))/(tk N3, KP?)
de (T12'8)* est isomorphe a ((I1218)*)?le,
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(ii) On a une suite ezacte

0 — ((I1*!8)*)*!8 — ((t* Ny PN (Nf‘ig X Pl))/(tkthig R P!) - I*% — 0.

Démonstration. — Nous allons avoir besoin d’un peu de préparation.

Lemme VL6.35. — Ao ((¢*N107=) R P?) N (D}, ®PY)) C t* N ®P, sia > m(D).

Démonstration. — Soit z € (tF N0l R P1) N (Dlr‘ig X P!). En particulier,
z1 = Resz (2) € thN1OTel ot 25 = Resz,(w - 2) € tk N10ral,

Sin >0, on a Resprzzz = " (Reszz 9" (21)), et sin < 0, alors Respnzyx 2 est égal &
w - Resy-nzazz = w(?," 9)Resz; (77 9) - 22) = 6p(p) "¢ (wp(Reszz ¥~ "(22)))-

Comme a > m(D), le module tk N10mal est stable par v, par Reszx, et tk N10.ma] 9 /s

est stable par wp. On en déduit que Resynzxz € tkp™(N1Omal) pour tout n € Z.
b

- rig .
ment de (IT®*)*, et donc de considérer sa restriction & II2!8. D’apres la prop. VI.5.12,
cette restriction ¢t (z) est représentée par une suite (¢ (2));cz d’éléments (L:fn(z))neN

de X* X Q,. De plus,

Par ailleurs, l’appartenance de z & D’ K P! permet de voir z comme un élé-

L;fn(z) - L;—n_l(z) = ¢~ "(Respi-nz;z) mod t* Nait n, sin >m(D).

Or ¢~ "(Resyi-nzs2) € tkp="(N107al) a une image nulle modulo t* Ngi ., pour tout
n > a, par définition de N1%7al. 1l s’ensuit que ¢](2) € X} et donc est tué par \g q,
pour tout i € Z. Il en est donc de méme de ¢*(2).

Maintenant, on peut appliquer ce qui précede & w - z puisque w et A;, com-
mutent & multiplication prés par une unité de Ar,. On en déduit que ¢t (\g,q - 2)
et ¢T(w - Ag,q - 2) sont nuls. Or lapplication z — (¢1(2),c(w - 2)) est injective sur
(I12'8)*, puisque I128 4 w - [12!8 = [1!¢ (cela suit de I’énoncé correspondant pour une
représentation lisse [48, prop. 2.9]). La nullité de ¢ T (Ag o - 2) et ¢T(w - Ak o - 2) entraine

donc 'appartenance de Agq - 2 & tkaig X P!, ce qui permet de conclure.

Revenons & la démonstration du th. VI.6.34. Notons Y le sous-module de (I1*")*

que P'on cherche & étudier : ¥ = ((t*Ny;g ® P!) N (D}, R P1))/(t*Ni, R P1). Si
z €Y, il résulte du lemme VI.6.35 que Mg, - 2 = 0, si n est assez grand, et donc que
T — (3 (1’) - z est localement polynomiale. Comme Y est stable par G, cela prouve
(prop. VI.2.3) que Y est une représentation localement algébrique de G. On en déduit
Iinclusion de Y dans l’espace des vecteurs localement algébriques de (IT2%8)*. Or
ceux-ci n’ont pas de sous-L[G]-module strict de dimension infinie sur L. On termine

la démonstration du (i) en remarquant que t’“Nfig X P! est fermé et de codimension

infinie dans D?igEilPl, alors que (t* Ny RP1)N (D" RP!) est dense (lemme VI.6.27).

rig
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Soit Z = (t* Ny XPY)N (thig X P!). On a une suite exacte

0 Y — Z/(t* N, R P') — Z/((t*Nyyg R PY) N (D, BPY)) — 0.
Or, d’apres le th. V1.6.22, le membre de droite est égal & T1*'8. Le (ii) suit donc du (i),
ce qui permet de conclure.

9. Indépendance par rapport a la filtration. — Soit M un (¢, N,9q,)-module de
rang 2 sur L - Qp'. Le module M est donc muni d’actions semi-linéaires (pour l'ac-
tion de QpF) de ¢ et ¥q, (le sous-groupe d’inertie Iq, agissant & travers un quo-
tient fini), commutant entre elles, et d’un opérateur N commutant & g, et tel que
Nop=ppoN.

Soit tn (M) = vp(det ¢); on suppose que ty(M) = —k, avec k > 1 entier, sinon
la théorie est vide. Soit K une extension finie galoisienne de Q, telle que Ik agisse
trivialement. Le L-espace vectoriel My, = ((K - Q') ®qyr M )¥@s ; est alors, d’apres
le théoreme de Hilbert 90, de dimension 2, et ne dépend pas du choix de K.

On note % l’ensemble des filtrations admissibles sur M4r, dont les poids sont 0
et —k. Ces filtrations sont paramétrées par I’ensemble des droites de My, auquel il
faut éventuellement enlever (a cause de la condition d’admissibilité) les droites de Myg
stables par les actions de ¢, N et 9q,. On note . € P!(My,) le paramétre d’une
telle filtration, et Fil¢ la filtration correspondante sur Myg.

Comme Fily est supposée admissible, il lui correspond [5, 23, 33| une représen-
tation de de Rham Vg, & poids de Hodge-Tate 0 et k, telle que Dpg(Vy) = M,
et Dgr (V) soit égal & Myr muni de la filtration Filg. Il lui correspond aussi un
(¢,T)-module Dy = D(Vg), étale sur &. On note D_';f P’ensemble des éléments sur-
convergents de Dy, et on pose Dyig ¢ = Z @ gt DL, et Diig, #[1] = Z[}] ®% Drig, -
Le (¢,T')-module D, _sf[%] ne dépend pas du choix de .Z ; en effet, si K est ’extension
galoisienne de Q, ci-dessus, il résulte de [4] (cf. aussi [24]) que (6®)

1 1 -
Drig,_ﬁé’[z] = (BIog,K[z] ®Q, M)Gal(Koo/Fw)’N_q

Le (¢, N,9q,)-module filtré admissible A2M est de rang 1 et ne dépend pas de .&
(la filtration ne comporte qu’un saut qui est imposé par la condition d’admissibilité).

On note &}, le caractere de Q) tel que A’M = Dy (L(0),)) et 6 € F (L) défini par
dm(z) = (z|z|) =18}, (z). Le résultat suivant est immédiat.

Lemme V1.6.36. — On a ép.,, = dp pour tout . En particulier, §p,, ne dépend pas
de Z.

(68) K, désigne I’extension cyclotomique de K et Bitog,K = Blris’K[log T],ou L - Blris,K est 'ex-
tension de Z attachée a 'extension Ko, de Fio ; 'opérateur N est 1L® N + N ® 1, ou N sur Bitog, K

est p;_% fois la dérivation par rapport a log T
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L’espace Naif,n = Ly[[t]] ® L Myr ne dépend pas non plus du choix de .Z; il en est
donc de méme de

Niig = {x € Dy, g[ ], tn(x) € Naif,n, pour n>> 0} = (B]Og K ®Q, M)GaI(K""/F o)

et donc aussi de t* Nyig et e = (1 — w)(tkN,ig)'/’—l.

On note we : Dy W Z; — Dg W Z7 linvolution ws,,. Comme on l'a vu
(lemme VI.6.17), cette involution s’étend & Nz X Z7, et les formules du squelette
d’action définissent, & partir de we, une action de G sur Ny, PL. Nous allons
montrer que cette action ne dépend pas de £ [pour que ceci ait un sens, on utilise
I'isomorphisme de Nyjz X P! sur Ny @ (Nyig) envoyant z sur (Resz, z,Respz,w - 2)].
Cette indépendance est moralement évidente sur la formule (cf. rem. I1.1.3) définis-
sant wg sur Dy M Z7 ; le probleme est que D¢, K Z7 et Dy, W Z7 ne s’intersectent
pas dans Nyg X Z7 et que la formule définissant we converge dans D¢, mais pas
dans DL,, ce qui la rend inutilisable.

Si £ € Z, soient Grig, v = (p — l)D;’;;_lg et € = (p — l)fo:l. Alors €« est un
A[%]-module libre de rang 2 et iz, = Z1(I') @A €« contient le Z*(I')-module %,
pour tout .Z.

Notons { , )iw,e lapplication de C X €, — Z*(T) de la rem. VL.6.5 (pour le
(¢, T')-module D).

Lemme V1.6.37. — (, )iw,¢ ne dépend pas de .Z.

Démonstration. — D’apres la rem. VL.6.5, on a [..7(Z, y)1w,» = {=, x(“r;(:ry 5 -y}, si
n:I'— 6’2 est un caractere continu. Cette expression ne fait pas intervenir .#, ce qui
permet de conclure puisque Papplication p +— (7 — [ ) est une injection de 2+ (I')
dans I’espace des fonctions sur 1’ensemble des caractéres de I' (les x*, pour i € N,
suffiraient).

Le lemme VI.6.37 permet de noter simplement ( , )1 l’accouplement (, )1y, .

Lemme VI1.6.38. — L’image de €, x €, par (z,2') — (we(2) ® 837, 2/ V1w est le sous-
%t (T)-module Vi Z*(T) de Z%(T) engendré V.

Démonstration. — Cela suit du (ii) du lemme VI.6.7 et de ce que ‘fp_e = ‘fe dans le
cas de Rham (lemme VI.6.14).

Fixons %y € %, et notons simplement D et wp (au lieu de Dg, et w, ) les objets
correspondants. Si £ € %, on note g- ¢ 2z, action de g € G ; si .£ = %, cette action
est simplement notée g - z.

Corollaire V1.6.39. — Il existe A € A* tel que l'on ait wy(z) = Awp(z), pour tout
2 € Nyg K Z5.

Démonstration. — 1l suffit de le démontrer pour z € %, le reste s’en déduisant
par [-antilinéarité. On note ¢p linvolution de A en voyant o, sur dpr(a)o,-1, si
a € Zy. Comme %, est libre de rang 2 sur #*(T'), et comme les formes bilinéaires
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(2,2") = (2,2")0 = (wp(2) ® 83/, 2")1w et (2,2') = (2,2')1 = (we(2) ® §3f, 2 ) 1w
sont antisymétriques (cor. VI.6.2) et non dégénérées, il existe A dans I'anneau total
des fractions Frac(Z*(T)) tel que (2,2')1 = tp(A) (2, 2')o, quels que soient z, 2’ € F..
De plus, comme l'image de %, x %. par ces deux formes bilinéaires est VZ+(T)
d’apres le lemme VI.6.38, on a tp(A\)ViZ1 (L) = Vi Z*(T'), ce qui prouve que tp(A)
est une unité de Z*(T). Il en est donc de méme de ), et comme Z7(I')* = A[%]*
(cela se déduit du méme énoncé pour Z*, a savoir (Z1)* = (£1)*, qui suit de
ce qu'un élément de Z* dont les coefficients ne sont pas bornés admet, d’apres la
théorie des polygones de Newton, des zéros dans le disque unité ouvert et donc n’est
pas inversible), on a A € A[%]*. On a alors {(A\wp(2) — we(2)) ® 637, 2')1w = 0, pour
tous z, 2’ € €., et comme ( , )1y est non dégénérée, cela implique we(z) = Awp(2),
quel que soit z € %,. Enfin, comme wpowp =id et wy owy = id, on a Aep(A) =1,
ce qui implique, en particulier, que A est inversible dans A. On en déduit le résultat.

On note Nz Ko P! le module Nijg X P! muni de I’action de G correspondant
a Z. Les formules du squelette d’action montrent que cette action est entierement
déterminée par w g ; il suffit donc de prouver que A = 1 pour en déduire 'indépendance
de l’action de G sur Ny;z X P! par rapport a .&.

Corollaire V1.6.40. — (i) Le sous-module D' ® Z; de Nz RZ7 est stable par we.
(ii) Le module D' Ky P! = (N;ig Ky PY) N (D' @ p(D1)) est stable par G.
(iii) L’action de G s’étend par continuité & D @ ¢(D) et le G-module ainsi obtenu
est le module D X5, Pldun®2du§ IL1, avecd =6y et L = we.

Démonstration. — Le (i) suit de ce que DT X Z3 est stable par wp et wy = Awp. On
en déduit le (ii) en revenant aux formules du squelette d’action, et le (iii) en utilisant
la densité de D' dans D et les formules du squelette d’action.

Proposition V1.6.41. — L’action de G sur Ny X P! ne dépend pas de £ .

Démonstration. — Commengons par démontrer que 'on a (‘1’ (1,) Ly z = /\((1’ (1)) - 2,
pour tout z € D X P! On sait que c’est vrai pour tout z € DI & Zy (cf. (i) du
cor. VI.6.40). Ce ’est donc, par continuité, pour tout z € DX Z;, et aussi, sin € Z,

pour tout z € (%' 9)(D R Z}) = DR p"Zy (car A commute & (77 9) et (7" 9)).
Soit alors z € DR P, et soit y = (93) -z — A(9}) - 2. D’aprés ce qui precede,
Resynzs (y), qui est égal & (95) -« Res,-nzx(2) — A(98) - Res,-nzx(2), est nul pour
tout n. Cela implique que si 'on écrit y sous la forme (y;,y2), alors y; = Resynz, v
pour tout n € N, et donc y; € Npene™(D) = D™ ; on a donc y = 0 puisque, D étant
irréductible, D*" = 0.

On en déduit que DX o P! est stable par ( ) Comme B et ( ) engendrent G,
on en déduit que D% Ko P! est stable pour I’action de G, ce qui permet d’utiliser
la prop. IV.4.10 pour en tirer I'égalité we = ws, = wp sur D X Z7, et en déduire
que A = 1. Les formules du squelette d’action permettent de conclure.
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Théoréme V1.6.42. — TI(D)*® ne dépend, a isomorphisme preés, pas de £.

Démonstration. — D’aprés le th. VI.6.34, on a pour tout £, une suite exacte

0= TI(Dg)™ — ((*Neig RP') N (Vi BPY))/(t*Nfi, BPY) - TI(D)® — 0.
Or le terme du milieu ne dépend pas de .Z. Il en est donc de méme de ses composants
de Jordan-Holder, ce qui permet de conclure.

10. Décomposition des vecteurs localement analytiques. — On garde les notations du
numéro précédent. Le th. VI.6.43 ci-dessous montre que l'on fabrique II(Dg)** &
partir de deux morceaux ne dépendant pas de £ et qu’il existe une représentation
naturelle de G dont les IT(D )" sont des quotients.

Notons II(M,0,k)2" la représentation (t¥N, X Pl)/(t’“thig X Pl) de G, et
II(M,0, k)*# la représentation II(D )2, pour n’importe quel . € #. Soient aussi

II'(M,0,k)™ = (t*Nig R P?)/((t*Nuig R P?) N (Nf, B P))

II'(M,0,k)"8 = ((t*Nug ®P') N (Nf, BPY))/(t*Nf, W P?)
Théoréme V1.6.43. — (i) II'(M,0,k)*& est l’ensemble des vecteurs algébriques de
II(M,0,k)2 ; c’est la somme directe de deuz copies de II(M, 0, k)?'® sauf dans le cas
spécial.
(i) I'(M, 0, k)" est le quotient de TL(M, 0, k)>® par II'(M, 0, k)8,
(i) St £ € &, alors II(Dg)®™ est le quotient de II(M,0,k)*>" par une copie
de TI(M, 0, k)®' ; c’est aussi une extension de II'(M,0,k)2" par II(M, 0, k)8,

Démonstration. — Le (i) est une conséquence du th. VI.6.42, et du fait que ’extension
entre les deux copies de II(M,0,k)*# est scindée car deux . différents fournissent
deux copies distinctes de II(M, 0, k)28 dans IT" (M, 0, k)2!8. (En effet, si &) # %, alors
53“7 @ T B(J{ify @ = ﬁdif. Il en résulte, en utilisant le lemme VI.4.11 et en divisant

tout par t* dans le lemme VI.4.12, que 5:;& 4, + D}, ¢, est dense dans Ni.". On
en déduit que Y7 = (DEig,gl X P! et Yo = (Dfigw% X P!) sont de codimension
infinie dans Y; + Y3, et donc que Y; N Y; est de codimension infinie dans Y; et Y.
Or Y1 NY; contient Z = tkNr"ig X P!. Par ailleurs Y, /Z et Y2/Z sont des G-modules
topologiquement irréductibles puisque égaux respectivement 3 (f[?é’f)* et (ﬁ;f )* et
que lzlz;f et f[i’;i sont irréductibles si on n’est pas dans le cas spécial. Il en résulte que
Y1 NY2 = Z et donc que (flzf)* n (f[f‘%,f)* = 0, ce qui implique le résultat annoncg.)

Le (ii) est une évidence, et la prop. VI.6.45 ci-dessous montre que IT(D )" est le
quotient de II(M, 0, k)2" par 'image de (tkNrigﬁPl)ﬁ(DEigﬁ_gIZlPl) dansII(M, 0, k)" ;
cette image est isomorphe & II(M, 0, k)®'® d’apres le th. VI.6.22.

Remarque V1.6.44. — La méme analyse montre que II(M, 0, k)¢ admet, dans le cas
spécial, W = Wy ® dpr comme sous objet et quotient, et que ce qui reste est la
somme directe de deux copies de St ® W.
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On choisit £ € &, et on note simplement D, Dy;, et II les objets correspondants.
Le résultat suivant est & rapprocher du th. VI.6.22.
Proposition VI.6.45. — (i) (t*Ny;g R P') + (D RP') = Dy R PL.

(ii) L’application naturelle de t* Ny;g X Pl/((Dfig XPY) N (t*Nyg X P)) dans II2°
est un isomorphisme.

Démonstration. — Comme II** = D,;, X P!/ D?ig X P!, le (ii) est une conséquence
du (i). Passons & la démonstration du (i). Soit z € Dy X PL. 1l existe a > m(D)
tel que z € D%l P et z, = ¢"(Resy-—nzx2) € DI0ral Z;, pour tout n € N,
d’apres la démonstration du lemme V1.6.35, En particulier, ¢} ;(zn) € X, ;K Z? est
bien défini si ¢ > a. Maintenant, d’apres le lemme VI.4.11, il existe y € DEig X P!
tel que L;r(Resp_nz;y) = 1} (2,), pour tout i > a. On a alors, par construction,
¢"(Resp-nzxz —y) € tk N10.mal (9 Z;, pour tout n € N.

Soit u=w- (2 —y). On a
Respnzzu = w(Resp-nzx (2 — y)) = 6p(p) "¢" (wp - ¢" (Resp-nzx (2 — 9))),

et comme wp laisse stable t* N0l ¥ Z;, on a Respnz;u € th N0 atn]l quel que
soit n € N. On peut donc écrire u sous la forme u = " (¢"(u)) + t*y,, avec
Yn € tFNIOTetnl On a alors ¢™""%(y) = ¢~ (Y™ (u)) + p~F"t2p="=9(y,), ce qui
implique ¢/}, ,(u) = ¢f (¢~ 2(¥"™(u))) € X, pour tout n € N.

D’apres le lemme V1.4.11, on peut trouver u’ € Dfig X P! tel que ¢f (v') = ¢}t (u),
si m > N(a), et ¢t (u') = 0, si n < N(a), et quitte & modifier v’ par un élé-
ment de (f["c‘lg)J-, on peut de plus s’arranger pour que v’ soit identiquement nul sur
LP(p~N@Z,, X )' n1I*e. Alors Resz, (w - v') € t* Ny, d’aprés le lemme VI1.6.49
ci-dessous, et donc Resz,(z —y —w -u') € tkNrig. Comme on s’est d’autre part dé-
brouillé pour que Resz, (w - (2 —y) — ') € t*Nyjg, on a z — (y + w - u') € tF Ny, ce
qui nous fournit une décomposition de z sous la forme voulue.

On note Y, C X, le noyau de la trace de Tate normalisée Res,-nz, : X5 — X7

Lemme V1.6.46. — On a X, = X, @Y, , et cette décomposition est stable par I'.
De plus, X, est le noyau de A, n, alors que Mg : Y, — Y~ est bijective.

Démonstration. — C’est standard.

Lemme V1.6.47. — (i) L’image et le noyau de i, sur II*& sont stables par w.

(ii) Si n est assez grand, alors Im A, = LP.(Q},Y, )" et on a une suite ezacte
0 — LP( ;“,,X;)F — Ker \g,, — J([12'8) — 0.
Démonstration. — Le (i) suit de ce que, d’apres le lemme VI.4.3, A, commute & w
3 multiplication prés par une unité de Ar,_ . Le (ii) suit du lemme VI.6.46, de la suite
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exacte 0 — LP.(Q}, X, )F — II*'¢ — J(II*'8) — 0, et de ce que J(II**), étant de
dimension finie, peut se relever dans LP(Z,, X, )T, si n est assez grand.

Lemme V1.6.48. — Sin > 0, il existe N € N tel que, pour touti € N :
(i) Sip € LP(p‘iZ;,X‘)r, alors w - ¢ est a support dans p~NZ,.

n

(i) Si ¢ € LP(p~"Zy, X3)¥, alors (w - ¢)(p?) € Y, , pour tout j < —N — 1.

Démonstration. — L'espace LP(Z}, X )" étant de dimension finie, il existe
N € N tel que son image par w soit contenue dans LP(p~VNZ,, X, )F. Main-
tenant LP(p~'Z3, X, )0 = (P;i ®)LP(Z;, X, )"; son image par w est donc
(7 9)w - LP(Z3, X;)¥, et est incluse dans LP(p~"Zy, X;)¥, pour tout ¢ € N.
On en déduit le (i).

Pour démontrer le (ii), on décompose ¢ en ¢1 + ¢2, avec ¢; € LP(p“iZ;, X et
¢2 € LP(p~*Zy, Y, ). Comme w - ¢2 est & valeurs dans Y,;” d’apres le lemme VI1.6.47,

le résultat suit du (i) appliqué & ¢;. Ceci permet de conclure.

Lemme V1.6.49. — Si z € 5:{5 vérifie v} (2) € X;F, pour tout i € Z, et si z est
orthogonal & LP(p™NZ,, X7)T NII*'E, alors Resz, (w - z) € t* Nyg.

Démonstration. — L’hypothese ¢} (2) € X;F, pour tout i € Z, implique que z est
orthogonal & LP.(Q},Y,). L’hypothese z orthogonal & LP(p~NZ,, X, )" NTI*&, im-
plique donc, d’apres le lemme VI1.6.48, que z est orthogonal & w - LP(p“iZ;,X;)F,
pour tout ¢ € N. On en déduit que w - z est orthogonal a LP(p_iZ;,Xo_o)r, pour
tout 7 € N, et donc que Li+ (w-2z) =0, sii>0. Ceci permet de conclure.

11. Lien avec la correspondance classique. — On note M — LL(M) la correspon-
dance de Langlands locale classique, qui associe une représentation lisse LL(M)
de GL2(Qp), & une représentation M de dimension 2 de WDq,, non tordue de la
représentation triviale par un caractere.

On rappelle qu’a un caractere § : Q; — L* est associé un caractere de Wq, donné
par la formule §(g) = §(p)~ 4°895(x(g)), o1 x est le caractére cyclotomique.

Si M est une représentation de dimension 2 de WDq,,, non irréductible, mais pas
tordue de la représentation triviale par un caractere, alors elle est d’une des formes
suivantes :

o M =6, &0, avec &, ¢ {02,05] |,02| |71}, auquel cas LL(M) = Ind$ 6; ® 6, |~*
(isomorphe & Ind$ 6, ® &, |71);

e M =@ 6| | comme représentation de Wq, et N = 0, auquel cas LL(M), qui est
égal 3 Ind$ 8| | ® 8| |1, est une extension de & o det par St ® (8 o det) ;

e M = §®46| | comme représentation de Wq, et N # 0, auquel cas LL(M) est égal
aSt® (dodet);

o M=0® ((1) ”1") est extension non triviale de § par §, auquel cas LL(M) est égal
alnd§o®d| |~
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On étend la correspondance de Langlands locale aux représentations de WDq,
munies d’une filtration & poids distincts : si (M, Fil) est une telle représentation, et si
les sauts de la filtration sont a < b, on pose LL(M, Fil) = LL(M) @ W, p—q.-

Théoréme V1.6.50. — (i) Si dim Jo(II*'8) = 2, alors D est cristabélin et donc
Dpst = Dcrab; et Iele = LL(Dpst).

(ii) Si dim Jo([12%8) = 1, alors D est le tordu, par un caractére localement algé-
brique, d’un module semi-stable non cristallin, et T18'8 = LL(Dpg;).

(iii) Si dim Jo(I1*'8) = 0, alors D est de Rham mais ne devient semi-stable sur
aucune extension abélienne de Q.

Démonstration. — En tordant par x~¢, on se ramene au cas ou les poids de Hodge-
Tate sont O et &k — 1.

Si dim Jo(I1®%8) = 2, alors dim Derap = 2, d’apres le (ii) du th. VI.6.30 (ou la
prop. V1.6.33). L’isomorphisme 116 = LL(D,.qa1,) a été établi au début de la démons-
tration de la prop. VI.6.33. On en déduit le (i).

Pour démontrer le (ii), on constate que Dc;a1, est de dimension 1 d’apres le (ii) du
th. VI.6.30. Le (¢,I')-module D est donc triangulin, mais pas cristabélin. Comme il
est de Rham, cela implique que c’est le tordu, par un caractére localement algébrique,
d’un module semi-stable non cristallin. L’isomorphisme I126 = LL(Dpst) se démontre
alors en remarquant que si Jo(I1*8) = 0, alors II*¢ est de la forme (St ® Sym” Hed,
ol d§: Qp — L* est le caractere lisse défini par Derap.

Le (iii) est une conséquence du (ii) du th. VI1.6.30.

Remarque VI1.6.51. — (i) Comme Jo(I1*'8) est de dimension 0, 1 ou 2, il résulte du
théoréme et de [28] que IT*'® est supersinguliére si et seulement si V(D) n’est pas
trianguline.

(i) I1 doit étre aussi possible de démontrer I'isomorphisme I12'6 = LL(D ;) dans le
cas (iii) de maniére purement locale, en extrayant, du module D¥=!, les facteurs ¢ de la
représentation Dys; de WDq, . En attendant, on peut tricher en utilisant ’invariance
de TI?!® par rapport & la filtration (th. VI1.6.42), ce qui permet, quitte & tordre par
un caractere lisse, de choisir une filtration correspondant a une forme modulaire. On
peut alors utiliser les travaux d’Emerton [36, 39] pour conclure.

VII. Extensions de représentations de GL3(Qj,)

Dans ce chapitre, on utilise le foncteur IT — V(II) pour calculer certains groupes
d’extensions (avec caractére central) entre représentations de torsion de G. On dé-
montre assez de résultats pour permettre a la stratégie de Kisin [55] de marcher.
Les Ext' manquants ont été déterminés par Paskunas [59].

VII.1. Le foncteur de Jacquet et ses variantes

1. Le foncteur de Jacquet II — J(II). — Soit II € Rep,sG. On a déja vu le
module JV(IT) = (IIV)Y. On note IT1 ® Q,, 'orthogonal de JY(II) dans II; c’est le
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sous-0-module de II engendré par les ((§%) —1) -v, pour v € Il et b € Q,. On note
J(II) le quotient de II par IIX Q, ; c’est le module de Jacquet de II et JY (II) est son
dual.

D’apres le lemme IV.3.1 et le (ii) de la prop. IV.3.2, le ki [B]-module II K Q, est
d’indice fini dans II et donc J(II) est de longueur finie.

Remarque VIL1.1. — (i) Si 0 — II; — II — II; — O est exacte, alors II X Q, contient
II; ® Q, et se surjecte sur II, X Q,. (Cela suit de la description de II K Q,, comme
sous-Or-module de II engendré par les ((§%) —1) -v, pour v e Il et b € Q,.)

(ii) Si IT n’a pas de sous-objet fini, le module (Il K Q,)Y = IIV/JY(II) s’identifie
a D(II)" ® Q,, d’apres les (ii) et (iii) de la prop. IV.3.2.

—

Proposition VIL1.2. — (i) Si Il = § o det, avec § € T (kL), alors JY(II) = II.

(i1) Si 61,02 € :?\(kL) et 5162—1 # w, alors JV(B(81,02)) = kLDirs, €t, en tant que
k1 [A]-module, on a JV(B(81,02)) = 65 ' ® 67 'w.

(iii) Si 6 € T (kL), alors JY(St® &) = 0.

(iv) Si II est supersinguliére, alors JY (II) = 0.

Démonstration. — Le (i) est immédiat. Le (ii) et le (iii) suivent de ce qu’une mesure
invariante sur Q, est identiquement nulle. Le (iv) est une traduction de l'injectivité
de IV — D(II)* X Q, qui suit de ce que D?,V(H) est sans T-torsion, si on choisit W
comme dans le th. IV.2.1.

Remarque VIIL.1.3. — Ce résultat était connu d’Emerton ; c’est ce qui lui avait permis
de vérifier la nullité de certains groupes d’extensions au moment de la conférence de
Montréal [37].

Corollaire VIL1.4. — Si 11 est irréductible, J(II) est de longueur <1 sur O7,.

Soit M un k1 [B]-module de longueur finie sur kj, avec caractere central d,s. Comme
on I’a vu au lemme III.1.4, le sous-groupe U de B agit trivialement, et M peut
aussi étre considéré comme un ki[A]-module, ce qui permet de le décomposer en
composantes isotypiques suivant les caractéres d; ® d de A, ou &;,02 € T (k) et
61 ®62((29)) = 61(a)d2(d). On note Ms,gs, Pensemble des z € M tels qu'il existe
k(x) € N tel que (g — 6; ® d2(g))*® - z = 0 quel que soit g € B. Alors M, g5, = 0 si
0102 # Op, et M = @s,6,=6,, Ms, 25,

De plus, le kr[B]-module Ms, g5, est une extension successive de ky,[B]-modules de
rang 1, tous isomorphes & d; ® d2. On note My, ©s, 1€ plus grand quotient de Ms, gs,
isomorphe & une somme directe de §; ® . Soit

Ind$ 6; ® 82, si 6 # da,

nd§ 6, ®62)° =
(Ind 81 © &2) {dodet, si 6y = 8, = 6,

o 0 0 . :
et définissons (Indf M} os.) comme (Ind§ 61 ® 02)° ® My, g5, 0t M, o5 est consi-

déré comme étant muni de ’action triviale de G. Finalement, soient (Indg M51®52)0
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Pimage inverse de (Indg M gl ® 52)0 dans Indg Ms, gs,, €t
0 0
(Ind§ M)° = ®s,5,=s0, (IndF M, 6,) -

Proposition VII1.5. — Soit (Ind§ M )0 le plus petit sous-kr[G]-module IT de Ind§ M
tel que Uapplication B-équivariante naturelle I1 C Indg M — M soit surjective. Alors
(Indg M )0 est le sous-kp [G)-module de Ind§ M défini plus haut.

Démonstration. — La démonstration se fait composante isotypique par composante
isotypique, par récurrence sur la longueur. Le seul cas non trivial (ou Indg 41 ® 02
n’est pas irréductible) est celui d’une composante de la forme M;gs, pour lequel on
utilise le lemme VII.1.6 ci-dessous.

Si 7 € Hom(Qy, k1) est non nul, on note Y; le k[B]-module ky, - e; @ kr, - e2 avec
action de B donnée par

(¢8)-es=e1 et (35) e2=e2+7(ad " )esr.

Alors Y, est une extension de 1 ® 1 par 1 ® 1, et toute kj[B]-extension non triviale

de 1® 1 par 1 ® 1, possédant un caractére central, est isomorphe & Y, pour un

7 € Hom(Qy, k) — {0} (unique & multiplication prés par un élément de k7 ).
Maintenant, on a une suite exacte de kr[G]-modules

0— (Ind§1®1)-e; » Ind§ Y, — (Ind§1®1) -2, — 0,

ou l'on a noté €; 'image de ey dans Y, /(kr -e1). Par ailleurs, Ind(B;. 1®1 est une exten-
sion non triviale de St par 1, et on note E, 'image réciproque de 1-€; dans Indg Y:.

Lemme VII.1.6. — (i) La sous-extension 0 — St-e; — E; — 1-€; — 0 de 1 par St
est non triviale.

(i) Soit I C Indg Y,. Si Uapplication B-équivariante I — Y., obtenue en com-
posant l’inclusion avec Uapplication naturelle Indg Y, — Y., est injective, alors 11
contient E,-.

Démonstration. — (i) Si0 — St-e; — E. — 1.5 — 0 est scindée, alors Indg Y, admet
comme sous-ky,[G]-module une extension de 1-€; par 1-e;. Par ailleurs, Indg Y., vu
comme kz[B]-module, admet un unique sous-quotient extension de 1-€; par 1-e1, &
savoir Y;. Or Y, ne s’étend pas en une représentation de G car B N SLy(Q,) n’agit
pas trivialement ; on obtient donc une contradiction qui permet de conclure.

Démontrons le (ii). Si II — Y, est surjective, alors II contient 1 - e, et son image
modulo (Indg 1®1) - e; contient 1 - &, et comme 'extension St-e; — E; — 1-€;
est non triviale, cela implique que II/1 - e; contient E,, et donc que II contient ET,
ce que 'on cherchait a démontrer.

Proposition VIL1.7. — Si II est un objet de Rep,,, .G, alors Il admet (Ind$ J(IT))°
comme sous-quotient (plus exactement, comme sous-objet d’un quotient).
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Démonstration. — Si v € II, on définit ¢, : G — J(II) par ¢,(g9) = g-v, ou g-v
désigne I'image de g - v dans J(II). Si h € G, on a @p.,(g9) = P»(gh), et si b € B, on
a ¢,(bg) = b- ¢,(g), ce qui montre que v — ¢, est une application G-équivariante de
II dans Ind$ J(II). Par ailleurs, Papplication composée IT — Ind$ J(IT) — J(II) est
clairement surjective, ce qui permet d’utiliser la prop. VII.1.5 pour conclure.

2. Compléments sur le foncteur II — V(II). — On rappelle que si II € Rep,, G, on
note V(II) le dual de Tate de la représentation V(D(II)) de 9q,, et que IT — V(II)
est un foncteur covariant exact de Rep;,;G dans Rep;.¥%q,-

Proposition VII.1.8. — (i) Si II € Repy,,sG, n'a pas de sous-objet fini, la suite
0— JY(I) - IV - DM)*RQ, — H(#',V(I))* -0

de k1, [B]-modules est exacte (si IT a un sous-objet fini, D(IN)*XQ, — H°(»#", V(II))*
n’est pas forcément surjective).

(ii) Si 0 —» II; — II — II; — O est une suite exacte d’éléments de Rep,, ;G sans
sous-objets finis, on dispose du diagramme commutatif

0 JY(ITy) V) ——— V() —2
0 Iy v Imy 0
Ll L Ll

0——D(II;)!XQ, D(N)!RQ, D(IL)'X Q, 0

0L B, V(L)Y —— HO(#, V(IT))Y — HO(H#', V(1)) —> 0

de kr[B]-modules, dans lequel les colonnes sont ezactes, les deuziéme et troisiéme
lignes sont exactes, et la suite & 6 termes utilisant l’application de connexion O est
ausst exacte.

Démonstration. — Le (i) est la conjonction des (ii) et (iii) de la prop. IV.3.2, du (ii) de
la prop. 1.3.4 et du (o) de la prop. 1.3.3. Le (ii) suit du (i), de I’exactitude (cf. th. 1.3.9)
du foncteur D — D' X Q, et du lemme du serpent.

Corollaire VILL1.9. — Si 0 — II; — II — II; — 0 est une suite exacte d’objets
de Rep,.sG sans sous-objets finis, et si 0 : JY(II;) — HO(#',V(II2))V est iden-
tiqguement nulle (en particulier, si JY(II;) = 0), alors les suites

0 — H(#',V(Iy)) —» H (o', V(II)) —» H* (o', V(1)) — 0
0 — DY(V(II)) X Q, — DY(V(II)) R Q, — D*(V(II;)) X Q, — 0

sont exactes.
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Démonstration. — C’est une conséquence du (ii) de la prop. VIL.1.8 et de ce que
D' R Q, est le noyau de D¥ X Q, — H®(#',V (D))", si D est un (p,')-module.

Remarque VIL1.10. — Si la suite 0 — V(II;) — V(II) — V(II3) — 0 est scindée, il
en est de méme de la suite

0 — HY(H#',V(II,))V — H°(o#', V()Y — H°(s#',V(II;))Y — 0.

Comme D' X Q, = Ker (DX Q, — H°(5#",V(D))V) si D est un (p,T')-module, on
déduit de la prop. VII.1.8 'exactitude des lignes et colonnes du diagramme commutatif
de Oy [B]-représentations suivant :

0 0 0
0 ——JY(llz) — I — ([, X Q)Y —0

0 —= JY(II) v (MIXQp)Y ——0

0—JY(Ih) — T} — (I ¥ Q,)" —>0

0 0 0

dans lequel la colonne de droite est scindée sur B.

3. Le module J" (II)
Proposition VIL1.11. — Si 11 € Rep,,, G, 'ensemble des sous-Or-modules de 11V de
longueur finie, stables par (%; (1]), admet un plus grand élément JV(I1). De plus, on
a la suite exacte

0 — JY(I) - J¥(I) — B¢, V()" (1)) — 0
de ki [A]-modules.

Démonstration. — Soit M un sous-Op-module de IIV de longueur finie, stable
par (%; (1’) On déduit de la suite exacte 0 — JV(II) —» IV — D(I1)! K Q, — 0 et de
ce que, si V € Repy,s%q,, un sous-Or-module de type fini de D(V'), stable par T,
est inclus dans D(V)*" = H%(#',V), le fait que 'image de M dans D(II)! X Q,, est
incluse dans H°(#', V(II)), et comme H®(#, V(II)) est de longueur finie sur &y,
cela permet de conclure.

Proposition VIL1.12. — (i) Si Il = 6 o det, avec 6 € T (k), alors J¥(II) = IL.
(ii) % 81,02 € T (kL) et 5152_1 # w, alors JV(B(81,62)) = kpDirg @ kpDire, et,
en tant que ki[A]-module, on a JY(B(61,02)) = Ind} (67w ® 651).
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(iii) Sid € .é\(k,;), alors JV (St®48) = ki (Dirg— Dirs), et w agit par multiplication
par —1 et (29) € A par 6~ (ad).
(iv) Si I est supersinguliére, alors JV(IT) = 0.

Démonstration. — La suite exacte de la proposition VII.1.11 permet de relier JVv (1)
et JV(II). La proposition suit donc de ce que H?(#’,V(II)) est nul si II est de
dimension finie ou supersinguliere, et de dimension 1 si IT est de la forme B(dy,d2)
ou St ® 4.

Remarque VIL1.13. — (i) Le module JV(II) est stable par (91), et il contient
(IIV)V = JY(1I); il contient donc JY(IT) + (9 3) - JV(II).

(ii) Un élément de JV(II)N (9 §) - JY(II) est fixe par le sous-groupe de G engendré
par ((1) le ) et (le 1), cest-a-dire par SL(Qp). Si I n’a pas de quotient de longueur
finie sur &y, cela implique que JV(II) N (9§) - JV(I) = 0.

(iii) Les points (i) et (ii) montrent que, si II n’a pas de quotient de longueur finie
sur O, alors J" (II) contient JV(IT)@® (9 3 ) - JV (II) comme sous-A-module. L’exemple
de la steinberg montre que cette inclusion n’est pas toujours une égalité.

Un objet IT de Repyo.G est équilibré si JY(II) = JV(I) @ (93) - JV(ID).
On note I1 X Qp l'orthogonal de JV(II) dans I, et on note J (I1) le quotient de IT
par IIK Q5. D’apres la prop. VIL.1.11, le &[A]-module est de longueur finie sur O,

Remarque VIL1.14. — (i) On peut aussi définir II X QF comme le plus petit
sous-O'p-module d’indice fini de IT stable par (%; (1)) Si0—-1II; - II - IIs — 0 est
exacte, il en résulte que II X Q contient II; X Qp et se surjecte sur IIo X Q.

(ii) Le fait, pour II, d’étre équilibré se traduit par I'exactitude de la suite

0-IRQ: - (IRQ,) dw- (IKQ,) — I,

application IIX Qy — (IIXQ,) ® w- (IIX Q,) étant v + (v, —w - v). Si Il n’a pas
de quotient de longueur finie sur &y, la suite est aussi exacte & droite d’apres le (ii)
de la rem. VII.1.13.

—

Proposition VII.1.15. — (i) Si Il = § o det, avec d € T (kr), alors IR Qp = 0.
(ii) Si 61,85 € T (ki) et 6:6;" # w, alors B(61,85) K Q% = LCo(Q2, kr)-
(iil) Sid € F(kr), alors (St ® 6) K Qp = LC.(Qp, kL)-

(iv) SiII est supersinguliére, alors IIX Qp = II

Démonstration. — C’est immédiat a partir de la prop. VII.1.12 en prenant les ortho-
gonaux.

Proposition VIL1.16. — Siv € [IK Q,, il existe n(v) tel que, si vy(b) < —n(v), alors
((1)’1’) v ellXQy.
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Démonstration. — 11 suffit de vérifier 'énoncé pour v de la forme ((§¢) — 1) - z car
ces éléments engendrent IT X Q,. Maintenant, si p € JY(I) et z € 11, on a

(@) 2 = (FNENEEY) o) == ) - m (31 (77 3) =)

Par ailleurs, il existe n; tel que (IH’SIZP 9) laisse fixe z. De méme, JV(II) étant

de longueur finie sur & et stable par A, il existe ny tel que (1“”’;221’ (1)) agisse
trivialement sur JV(II). Posons alors n(v) = vp(a) — sup(ni,n2), de telle sorte que

Pon ait v,,(b%l —1) > sup(n1,n2), si vp(b) < —n(v). On déduit de la formule ci-dessus

que (u, (52)(59) =) = (. (52) - ), et donc que {, (§2) -v) = 0, si u € J¥(I)
et vp(b) < —n(v). Compte-tenu de la définition de IIXQ;; comme orthogonal de J (IT),
cela permet de conclure.

VII.2. Extensions de représentations de GL2(Q,). — Ce § est consacré a la
question suivante : combien perd-on d’information en passant de GL2(Qp) & son
sous-groupe de Borel ? Les résultats obtenus sont abondamment utilisés dans la suite
du chapitre. Des résultats plus généraux ont, depuis la rédaction de ce chapitre, été
obtenus par Paskunas [58].

On note Rep,, B la catégorie des & -représentations de B localement constantes,
admettant un caractére central. La restriction & B nous fournit une application na-
turelle de Rep,,,G dans Rep,.B.

Si H € {B, G}, et si I}, II, sont deux objets de Rep,,..H, on note Ext}, (I, II,)
le groupe des extensions de II; par II; dans Rep,,, H (ce qui, par définition, implique
Pexistence d’un caractére central). Si IT;, I, sont deux objets de Rep;,, G, la restric-
tion & B nous fournit une application naturelle de Extb(l’[g, I1,) dans ExtlB(HQ, II,).

Théoréme VIL2.1. — Si II; € Rep,, G vérifie H?LZ(Q”) = 0, alors pour tout
I, € Rep,.,sG, Uapplication naturelle Exty (T, ;) — Exth(Ilo, IT;) est injective.

Remarque VII.2.2. — On montrera en fait un résultat plus précis : si ’application
naturelle Ext} (I, ;) — Extj (I, IT;) n’est pas injective, alors il existe x € ﬁkL)
tel que xodet soit un sous-objet de II; et St® (x odet) soit un sous-quotient de II,. Cet
énoncé est essentiellement optimal : 0 —» 1 — LC(P*(Q,), k) — St — 0 est scindée
comme suite de B-représentations puisque LC.(Qp, kL) est, dans LC(P*(Q,), kL),
un supplémentaire, stable par B, des fonctions constantes, mais cette suite n’est pas
scindée en tant que suite de G-représentations (cf. [3]).

Démonstration. — Nous allons nous placer dans un cadre un peu plus général que
nécessaire (avec les notations ci-dessous, traiter le cas de M = N = II; suffirait), mais
cette généralité nous sera utile plus tard (prop. VIIL.2.12).

Soit 0 — II; — II — IIy — O une suite exacte d’éléments de Rep,,,,G. Soient
M D N des sous-0-modules de II; vérifiant les propriétés suivantes :

(H1) M est stable par B et il existe un scindage B-équivariant ¢ : M — II;

(H2) N est stable par le sous-groupe diédral A de G;
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Les hypotheéses (H1) et (H2) impliquent l’existence de A : N — II; tel que I'on ait
(93)e(v) = A(v)+f£( 91)-v). Si M est Vimage réciproque de M dans II, on peut écrire
tout élément v de M, de maniére unique, sous la forme v = v; + t(v2), avec vy € Iy
et v, € M. Pour simplifier un peu les formules, on notera plus simplement (vq,v3)
Pélément vy + ¢(v2) de M. On a alors w - (v1,v2) = (w-v1 + A(v2),w - v2),sivg € N,
et b- (v1,v2) = (b-vy,b-va), si (v1,v2) € M, et sibe B.

Lemme VII.2.3. — (i) Sive N, on a
(98) - A@) +A((95) - v)=0 et A(§9)-v)=(§3) ).
(ii) Ker A et Im A sont stables par A.

Démonstration. — Le (i) est une traduction des identité w? =1et w(29) = (¢ 9)w,
qui impliquent
(0,2) = w? - (0, z)= c(AMz),w-2) = (w-Az) + Aw - 2),2)
((39) M@, (3)w-2) = (53) - (M@ w-2) = (5w (0,2)
= ( ) (0.2)=w-(0,(32) -2) = (M(§2) - 2)w(§2) -2)

e (ii) est une conséquence immédiate du (i).

On suppose & partir de maintenant qu’en sus de (H1) et (H2), on a :
(H3) quel que soit v € N, il existe n (v) € N, tel que (3 %) v € N si vp(z) < —ny(v).
La propriété (H3) alliée avec le fait que 'action de G est localement constante,
implique que, si v € N, il existe n(v) tel que
e (3%)-veNet (§%)w-veN,sivy(z) <—n(v),
e (32)-z2=2 s1z€{v w- A(v), w-v,w - Aw-v)}, et si vp,(z) > n(v).

Lemme VIL2.4. — Siv € N, et si vp(x) > n(v), alors A((§ _z—l) -v) =0.

Démonstration. — Soient b= (§ 1), u= (%) et u' = (3=1"). Un petit calcul
montre que v = w- v - w - b - w. Par ailleurs, bw - z = (§ _f Y= )w - z et
wwbw - z = wu - z sont éléments de N, si vp(r) > n(z), ce qui permet d’utiliser, dans
le calcul ci-dessous, la formule pour ’action de w donnée plus haut.

(0,u-2) = wu'wbw - (0,2) = wu'wb - (A\(2),w - z) = wu'w - (b- A(2),bw - 2)
u' - (wb - A(z) + A(bw - 2), whw - 2)

w- (Wwb-A(2) + v - Mbw - 2), v'wbw - 2)

(wu'wb - A(2) + wu' - A(bw - 2) + A(v'wbw - z), wu'wbw - 2)

= (uw- A(z) + wu' - A(bw - 2) + Mwu - 2),u - 2).

Comme uw-A(2) = w-A(2) et u-z = z, si vp(x) > n(2), et comme w-A(2)+A(w-2z) =
d’aprés le (i) du lemme VII.2.3, on en déduit la nullité de wu' - A(bw - 2). 11 suffit alors
d’appliquer ce qui précede & z = w - v pour en déduire le résultat.
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Si £ € N, on note P! ensemble des (§?), avec vp(a) > vp(b) + £. Si v € I, on

note Pl - y le sous-6z-module de II; engendré par les (&%) - v, pour (&%) € P,

Corollaire VIL2.5. — Ker )\ contient P"(") .y quel que soit v € N.

Démonstration. — Si v € N, alors Ker A contient (g _bl_l ) v, si vp(b) > n(v). Comme
Ker X est stable par A, il contient aussi (‘1"0_1 ) (8 _bl—l )-v=(g9 ") v quels que

soient a € Qp et b € Qp vérifiant v,(b) > n(v). Ceci permet de conclure.

On suppose maintenant, qu’en sus de (H1) (H2) et (H3), on a :

(H4) 11 existe une famille finie (v;);c; d’éléments de N telle que, pour tout £ € N, on
ait I'inclusion N C (¢, P - v;) + w+ (Tier P9 - vi).

Lemme VIL2.6. — (i) Ker A = N.
(i1) ¢(N) est stable par A.

Démonstration. — Le (i) est une conséquence immédiate du cor. VIL.2.5, de I’hypo-
these (H4) et de la stabilité de Ker A par w. Le (ii) suit du (i), qui se traduit par la
stabilité de «(N) par w, et du fait que ¢(IN) est, par construction, stable par A.

Considérons les propriétés suivantes :

(P1) Il existe un ensemble fini {v;, ¢ € I'} d’éléments de II tels que, pour tout £ € N,
on ait Vinclusion (Y ;¢; P ) tw (Sier PY-v) =11

(P2) 11 existe un ensemble fini {v;, i € I} d’éléments de IIX Qj tels que, quel que
soit £ € N, on ait I'inclusion ¥ ,c; P¥ . v; DK Q-

Remarque VIL2.7. — (i) (P1) se traduit par : « M = N =II vérifient (H4) ».
(ii) (P2), alliée a la prop. VIL.1.16, se traduit par : « M =IIKQ, et N = [IXQp
vérifient (H3) et (H4) ».

Lemme VII.2.8. — Soit 113 € Rep,,,sG.

(i) Si My wérifie (P1), Vapplication naturelle Extg (g, ;) — Exth (I, ;) est
injective, pour tout I, € Rep, ,G.

(i) Si My wvérifie (P2), lapplication naturelle Exty (I, II;) — Exth(Ilz,I1;) est
injective, quel que soit II; € Rep,, G vérifiant HfLZ(Q”) =0.

Démonstration. — Soit II une extension de Il par II; qui est scindée sur B. Si I,
vérifie (P1), alors M = N = II, vérifient les propriétés (H1), (H2), (H3) et (H4),
et le (i) du lemme VII.2.6 montre que le scindage B-équivariant II, — II est en fait
G-équivariant. On en déduit le (i).

Maintenant, si I, satisfait (P2), M = N = II, vérifient (H1), (H2) et (H3), ce qui
nous fournit A : II; — II tel que w - (0, 2) = (A(z),w - 2), et prouve (lemme VII.2.3)
que Im X est stable par A. Par ailleurs, M =II; et N = II, X Qy vérifient (H1), (H2),
(H3) et (H4), ce qui prouve (lemme VIL.2.6) que Ker A contient I X Q. Comme
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II; X Qj est d’indice fini dans IIy, cela implique que que Im A est de longueur finie
sur O, et comme Im \ est stable par A (lemme VII.2.3), cela implique, d’apres le

lemme III.1.5, que Im X est inclus dans H?Lz(q” ). On en déduit le (ii).

Lemme VIL2.9. — Les propriétés (P1) et (P2) sont stables par extensions.

Démonstration. — C’est clair pour (P1) :si0 — II; — II — IIy — 0 est exacte, il suffit
de prendre pour {v;, ¢ € I} la réunion d’une famille {v;,7 € I} (resp. {v;,i € I})
d’éléments de II; (resp. de II relevant une famille d’éléments de II;) dont la propriété
affirme ’existence.

Passons & la stabilité de (P2) par extensions. D’aprés la remarque VII.1.14,
si0 — II; — I — II; — 0 est exacte, alors IIKQy se surjecte sur Il E!Q; et contient
I; ® Q5. Soit donc {v;,i € I} réunion de familles {v;,5 € I1} (resp. {vi,i € I2})
d’éléments de IT; (resp. de II relevant une famille d’éléments de II;) dont la propriété
affirme Dexistence. Si £ € N, soit ) = $,.; P¥ . v;. D’aprés la prop. VIL1.16,
D ier Pl .y, cTIR Qp, si £ est assez grand. Par ailleurs, Pl se surjecte sur I, X Qp
et contient II; W Qp quel que soit £ € N, et comme II; K Qg et II; K Qg sont d’indice
fini dans I, et II; respectivement, cela implique que IT¥) est d’indice fini dans II.
Finalement, comme P est stable par multiplication & gauche par (Q* O) et comme

IIX Q; est le plus petit sous-&r-module d’indice fini de II stable par (Q 0) on en
déduit que Il =TI Qy, si £>> 0. Ceci permet de conclure.

Lemme VIL2.10. — (i) Les x o det, pour x € 7 (kz), vérifient (P1) et (P2).
(ii) Les supersinguliéres vérifient (P1) et (P2).
(ifi) Si 61,08, € T (kL) vérifient 6,65 # w, alors B(6y,62) vérifie (P1) et (P2).
(iv) La steinberg vérifie (P2).
(v) Tout élément de Rep;.,G vérifie (P2).

Démonstration. — — Le (i) est immédiat.

— Soit II une représentation supersinguliere. Il existe alors r € {0,...,p — 1} et
X € é\(k[,) tels que IT =2 II(r, 0, x). Soit alors W = W, , @ Wp_1_r ywr. Un élément
de W peut se représenter comme un couple (P,Q), avec P € kr[X] de degré < r
et Q € ki [Y] de degré < p — 1 — r. D’apres la proposition I11.3.12, W € # (©)(1I)
et R(W,II) est engendré par

Ro=1(59), (0,Y"™"")
am=KﬁMW)FM(

Maintenant, si P € kp[Z] est de degré < s < p — 1, on peut écrire P, de maniere
unique, sous la forme P = Zs"'l Bi(P)(Z +i)°. On a alors, si b € Zy et £ > 1, la
formule

r+1 r+1

D BP)(7 ) (1) Ru=[(%2),(P,0)]—ad B(P)(P]" b+r%),(0,1)).

i=1 i=1

-[(5Y).a
‘1))’( )] avec a = (_1)Tx(p)—2_
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On en déduit 'appartenance de (lg b)-(P,0) 2 P+ W, On montre de méme que

(%e )-(0,Q) € P+ W et donc que P . W = P+ . W si £ > 1, en échangeant
lesrolesde X et Y,deret p—1—r, et de Ry et R;.
Maintenant, sir <p—2,onar+1<p—1 et, comme ci-dessus,

r+1 r+1

>_AP)(31) - R =1(33), (RO] -} Bi(P)(51), 0,1))

ce qui prouve que (§9) - (P,0) € P! . W.
Sir =p— 1, un petit calcul (tenant compte de ce que p — 1 — r = 0) montre que

aBp(P)(51) 'RO"‘Z@'(P)((I)%) Ry

=1 -
= [(39),P,0)] —ad_ Bi(P)(5),0,1)] - aB(P)(29) - [(2 1), (1,0)],
=1

ce qui prouve, dans ce cas aussi, que () - (P,0) € P! W.

On en déduit, comme ci-dessus, que I’on a, dans tous les cas, PO . W = Pl . W,
et donc Pl . W = Pl0l. W quel que soit £ > 0. Comme P . W =11 = 1K Q,, cela
démontre le (ii).

— Si Il = B(é1,42), on peut prendre ¢; = 1;4,7, € [I1X Qy, auquel cas Pl .y
contient la fonction 154 pny pnt1z, quel que soit b € Qp et n > v,(b) + £. L’espace
Pl . W contient donc LC.(Q; k) = I X Qy, ce qui prouve que II vérifie (P2).
De plus, 'image de (1’0" II’) * ¢ dans le ky[A]-module II/LC.(Qj, k) est non nulle
quel que soit n € N; comme ce ki[A]-module est irréductible (cf. rem. II1.3.10),
si 6152_1 # w, cela montre que (P - kpoy 4+ kpdoo) + w - (PY - kpd1 + kpdoo)) = 11,
quel que soit £ € N, et donc que II vérifie (P1). Ceci démontre le (iii).

— Si II est la steinberg, la méme démonstration que dans le cas de B(41,d2) montre
que II vérifie (P2).

— Les points (i)—(iv) montrent que tout objet irréductible de Rep,,,G vérifie (P2).
Le (v) est donc une conséquence de la stabilité de la propriété (P2) par extensions
(lemme VII.2.9).

Ceci permet de conclure.

Remarque VIIL.2.11. — (o) Le th. VIL.2.1 est une conséquence de la conjonction du (v)
du lemme VII.2.10 et du (ii) du lemme VII.2.8.

(i) La stabilité de la propriété (P1) par extensions montre que si II; n’a pas de
sous-quotient isomorphe & St ® (x o det), alors II, vérifie (P1) ; par suite, 'application
naturelle Exty (ITz, IT;) — Exth(ITy, I1;) est injective, quel que soit IT; € Rep,,G.

(ii) St ne vérifie par (P1) car, quel que soit v € St, on a P¥ .4 C LC.(Qp, kL),
si £ est assez grand, et, de plus, LCC(Q;, kL) est stable par w. En particulier, cela
ne permet pas de conclure & injectivité de Extg (St,I1;) — Exth(St,II;), en général
Q 0 )

(c’est rassurant vu qu'’il y a des contrexemples...). Maintenant, ’action de ( 0 Q"
P

ASTERISQUE 330


http://Vlh2.il

REPRESENTATIONS DE GL2(Q,) ET (¢, ')-MODULES a7

sur le k1 -espace vectoriel St/LC.(Qj, kL), de dimension 1, est triviale, alors que (‘1) (1))
agit par —1. En utilisant les formules (i) et (ii) du lemme VII.2.3, on voit que si F
est une extension non triviale de St par II; qui devient triviale quand on la restreint
a B, alors II; contient la représentation triviale.

(iii) Les points (i) et (ii) ci-dessus entrainent le raffinement du th. VII.2.1 donné
dans la rem. VII.2.2.

Proposition VIL.2.12. — Si 1, est équilibrée et sans quotient fini, alors, quel que soit
I1; € Rep,,, G, Uapplication naturelle Extg(Tlz, ;) — Extp(Iy X Qp, ;) est injec-
tive.

Démonstration. — Soit 0 — II; — II — II; — 0 une extension de Il par II;
dont I'image dans Extk(II; ® Q,,II;) est nulle. On peut donc identifier IT, X Q,
a un sous kp[B]-module de II. De plus, M = I, K Q, et N =, X Qp satisfont
les propriétés (H1) et (H2) de maniére évidente, (H3) et (H4) d’apres le (v) de la
prop. VII.2.10 (cf. (i) de la rem. VIL.2.7). Il en résulte, d’apres le lemme VIIL.2.6,
que II; X Qp, vu comme sous-&p-module de II, est stable par w.

Par ailleurs, comme II; est équilibrée, la suite

0-TLXQ, —» (I XQ,)dw- (I XQ,) - Iy =0

est exacte, ce qui permet d’identifier II; au sous-&z-module (II; XQ,) +w- (II;XQ,)
de II, qui est stable par A par construction, et notre probleme est de prouver que ce
module est stable par G.

Pour cela, écrivons un élément de II sous la forme (vy,v2), avec v; € II; et vy € Ils.
Le ki [B]-module II/(II; ® Q,) est une extension de II,/(II; X Q,) = J(II2) par II;
et donc nous fournit un 1l-cocycle g — ¢4 sur B & valeurs dans Hom(J(IIz),II;).
On note 7 I'image de v € Il dans J(II;). L’action de b € B sur (vy,v2) est alors
donnée par b - (vy,v2) = (b- vy + ¢(V2),b - v2), tandis que celle de w est donnée par
w - (v1,v2) = (W - v1,w - v2).

I s’agit de vérifier que g — ¢, est identiquement nul. Comme J(II;) est de longueur
finie sur &', et comme 'action de B est localement constante, il existe n € N tel que
cg=0,sige€ (1+p0nz” li:%%,,)' De plus, le centre agissant par un caractére, on a
cg=0,sig=(§2) avec a € Q}. Finalement, considérons I’action de u = (} ¥ ), avec

vp(z) < 0 de telle sorte que w’' = (}=,") agisse trivialement sur J(II). En utilisant

Pidentité u = wu'wbw, avec b= (% _1.1), on obtient, si v € M,

u-(0,v) = wu'wbw - (0,v) = wu'wb - (0,w - v)
= wu'w - (ep(W D), bw - v) = (wu'w - (WD), wu'w - bw - v),
la derniére égalité venant de ce que c¢,» = 0 par I’hypothése selon laquelle v’ agit
trivialement sur J(II;). Maintenant, si v € [I; ®Qp, on a u - (0,v) = (0,u - v), ce qui
implique que cy(wW~v) = 0 quel que soit v € II; K Q,, et comme w - (II; K Q,) se
surjecte sur J(IIz) car II; est supposée équilibrée, cela implique ¢, = 0. Pour conclure,

. ) 1+p"Z, p"Z
il suffit de constater que le sous-groupe engendré par (% %", torz, ) les (§2),
P
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avec a € Qy, et les (”5 _21_1 ), avec vp(z) < 0, n’est autre que B, ce qui prouve que

g — ¢4 est identiquement nul.

VII.3. Les atomes galoisiens et leurs (¢, ')-modules

1. Atomes galoisiens. — Sid € F(kr), on note kg, (8) la kp-représentation de dimen-
sion 1 de 9q,, sur laquelle g € ¥q, agit par multiplication par d(g).

Un atome galoisien (sous-entendu : de dimension 2 pour Q,) est une kp-
représentation de %q, de dimension 2 qui n’est somme directe de deux caractéres
sur aucune extension de k; et n’est pas la tordue par un caractére d’une extension
de kr(w) par kr.

Toute L-représentation irréductible V' de 9q,, de dimension 2, admet (quitte &
faire une extension quadratique de L) un &p-réseau VO tel que k; ® VO ne soit pas
somme de deux caracteres. Si p > 5, toute L-représentation irréductible V' de g, de
dimension 2, admet un &p-réseau VO tel que kr ® V0 soit un atome galoisien.

La raison pour éliminer les extensions de kr(w) par ki (et leurs tordues) est la
suivante : si V est une L-représentation irréductible de 4q,,, de dimension 2, admettant
un Op-réseau VO tel que k; ® VO soit une extension non triviale de kr(w) par kr,
alors V admet aussi un réseau V! tel que kz ® V0 soit une extension non triviale de kj,
par kr(w), et une extension non triviale de ky, par kr(w) contient plus d’information
qu’une extension non triviale de kp(w) par k. Malheureusement, p = 2 et p = 3
posent quelques problémes car on a w™! = w, et une extension non triviale de kr,
par kr,(w) est aussi, & torsion pres, une extension non triviale de k1 (w) par kr. Nous
serons donc obligé de laisser quelques cas de coté, si p = 2 ou p = 3.

Il est tres facile de faire la liste des atomes galoisiens (cf. prop. VIL.3.1).

Soit Q2 ’extension quadratique non ramifiée de Qy, et soit Z,. ’anneau de ses
entiers. Soit % le groupe de Lubin-Tate sur K associé & pX + X ”2, et soit Tp,(F) son
module de Tate. Le Z,-module T,(%) est libre de rang 2 et est muni d’une action
continue de ¥q,. La restriction de cette action & ¥q , est donnée par un caractére
X&F: gqu — Z;2 qui correspond, via la théorie locale du corps de classes, au caractere
¢ — zlz| de Qp.. En notant « ind » I'induction de ¥q , & ¥q,, on déduit de ce qui
précéde un isomorphisme T;,(#) = ind(x#) de représentations de ¥q,. La réduction
modulo p de x.# est ws (caractére fondamental de Serre de niveau 2).

SireZetde ?(kL), on note V(r,6) la représentation ind(wj*') ® & de Yq, .
Si 0 <r < p-—1, la représentation V(r,§) est irréductible, et toute ki-représentation
absolument irréductible de dimension 2 de %q, est isomorphe & V' (r, §) pour un couple

—~

convenable (r,8),avec 0 <r<p—1letéd e I (kL)

Si 61,8, € T (ky) sont tels que 8,5, ¢ {1,w}, alors HY(%q,,k1(6165")) est un
k1 -espace vectoriel de dimension 1. Il existe donc, & isomorphisme prés, une unique
extension non triviale V' (§1,02) de kz(d2) par kr(d2).

On peut voir un élément de 7 de Hom(Q;,A), groupe des morphismes continus
de Q; dans un Z,-module A, comme un élément de Hom(%q,,, 4).

ASTERISQUE 330



REPRESENTATIONS DE GL2(Q,) ET (¢, T)-MODULES 479
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Si 7 € Hom(Qj, k) est non nul, et si 6 € F(kr), on note V(4,6,7) le kr-
espace vectoriel kre; @ krez, de dimension 2, muni de 'action de ¥q, donnée par
gle1) = d(g)er et glez) = 5(g)(e2 + 7(g)e1). Alors V(4,48,7) est une extension non
triviale de k() par k1(6) qui est, & isomorphisme prés, déterminé par la droite de
Hom(Qp, kL) = H 1(4q,, kL) engendrée par 7. De plus, toute extension non triviale
de kL (8) par kr(6) est isomorphe & V (4,4, 7) pour un certain 7 € Hom(Qj, kr) — {0}.

Si p # 2, alors H'(Yq,,k1) = Hom(Q}, kL) et H'(4q,,kr(w)) sont des
k1 -espaces vectoriels de dimension 2, qui sont mis en dualité parfaite par le cup-
produit H'(%g,, k1) x H'(Yq,, kL(w)) = H*(Yq,, kL(w)) = ki. Si 7 € Hom(Q}, kL)
est non nul, on note V(w,1,71) l'extension de k; par ki (w) dont la classe dans
H'(9q,,kL(w)) engendre Porthogonal de 7. Plus généralement, si 7 € Hom(QJ, kL)
est non nul, et si § € gé\(kL), on note V (6w, 8, 7+) la représentation V(w,1,71) ® 6.
Ceci fait de V(dw,d,71) une extension de kr(§) par kr(éw), et toute extension
non triviale de kr(6) par kr(éw) est isomorphe & V(éw,d,71) pour un certain
7 € Hom(Qy, k) — {0}

Proposition VIL.3.1. — Un atome galoisien est isomorphe a une des représentations
sutvantes : .

o V(r,d), avec0<r<p-1letéde T(kp),

° V(61,62), avec (51,62/§ ?(kL) et (51(52_1 ¢ {l,w,w_l},

o V(6,0,7), avec 6 € F (kL) et T € Hom(Qy, k1) — {0},
o V(6w,d8,71), avec 6 € 9\(1%) et 7 € Hom(Qy, kr) — {0} (si p # 2).

Remarque VI1.3.2. — On a V(r,1) =V(p—1—r,w") et, & torsion preés par un carac-
tere, c’est le seul isomorphisme entre atomes galoisiens.

2. Les (p,T")-modules attachés aux atomes galoisiens

— Atomes irréductibles Sir € Z, le (¢,I')-module D(ind(x3")) peut se décrire explici-
s . . T _ _

tement de la maniere suivante. Soit ¢ = -“% =TP l4pTP24+...+ (g)T+p € Z,[T).

Siyel,ona @ € 1+ TZ,[[T]], ce qui fait que les produits infinis

o (q) o (9)
as() = [[ @ (F5) e o) =[] (5)
n=0

n=0

convergent dans 1 + T'Z,[[T]].

Proposition VIL.3.3. — Sir € Z, D(ind(x5")) = Oser1 ® Oser 2, les actions de ¢ et
I’ étant données par

p(er1) =qera, @ler2) =ern

y(er1) = at () "er1,  Y(er2) = a—(y) er2.

Démonstration. — cf. [10].
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La réduction modulo p de x# est wy le caractére fondamental de Serre de ni-
veau 2, et la réduction modulo p de ind(x ") est la représentation ind(w; "), dont le
(¢, T')-module est la réduction modulo p de celui de ind(x3").

Proposition VIL.3.4. — (i) Sir € Z, alors D(ind(w; ")) = keer1 @ keer 2, les actions
de ¢ et I' étant données par

per1) =T® Ve, 5 w(ens) = er,1
y(er1) =ar(v) "er1, Y(er2) =a—(7) e

(i) 8i1 < r <p, alors D¥(ind(w; ")) = D¥(ind(w; ")) = k} 52 & kf 552

Démonstration. — Le (i) est juste la réduction modulo p de la prop. VII1.3.3.
Maintenant, si * € kg, on a P(z e”) = (T "zp(er2)) = T 1Y(TP"x)e, o et

Y(@%2) = (T 2T~ "Pp(e,1)) = T"Y(T" 'z)e,1. On en déduit le fait que o
induit une surjection de M = k} 522 @k} °22 sur lui-méme. De plus, comme 1 < r < p,

onap—r>1our—12>1,cequi montre que Y"1 (T~P"M) C M, et donc que
M = D¥(ind(w;")). De méme, onap—r < p—2our —1 < p— 2, ce qui permet
de montrer que ¢Y(TM) = M, et donc que M = Di(ind(w;")). Ceci termine la
démonstration.

Corollaire VII.3.5. — D"(ind(w;"))/T 2w ! @ w™" en tant que kr[T]-module.

Démonstration. — C’est une conséquence de ce que a4 (y) = a—_(y) =1 modulo T et

1(T) —
T

de ce que = w(y) modulo T.

— Ezxtension de deux caractéres génériques
Proposition VIL.3.6. — Si 61 # 02 sont deux éléments de ?(kl,), et si V est une
extension non triviale de ki (82) par ki (81), alors D8(V) contient Lk} (61)
Démonstration. — Comme D¥(k.(8)) = +k (5), sid € 7 (kp), on a des suites exactes
0—-M—DHV) - k:+(52) -0,
0— M — DYV) - kk(5) — 0,

ol M contient k}(81) et M’ contient k}(61). Par ailleurs, D¥(V)/D"(V) est de
dimension 1 sur kz, (On a D#(V)/Di(V) = HO(,%”’ V)V et s'il était de dimension 2,
cela impliquerait que ¥q, agit & travers ?9’ ab sur V, et comme §; # dg, on en déduirait
que V est scindée). On en déduit que M = M !’ ce qui permet de conclure.

— Extensions de ki (8) par k1(§).— Comme on ’a vu plus haut, une extension non tri-
viale V' de kp,(8) par k1 (9) est isomorphe & V' (4,9, 7) pour un certain 7 € Hom(Q}, kz)
(unique & multiplication prés par un élément de k7). Il existe donc une base e, ez
de V sur k; dans laquelle I'action de g € %q, est donnée par g -e; = d(g)e; et
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g-ea = 6(g)(e2+7(g)e1). Comme 6 et 7 se factorisent & travers {46‘;, le (¢, T')-module
D(V) est tres facile & calculer : il existe une base fi, fo de D(V) sur kg telle que

Y- fr=0Nf1, v f2=0(0)(f2+7(Nf1), e(f1) =) f1, ¢(f2) = 6(p)(fa+7(P)f1)-

Il est alors immédiat que
DY(V) =k} - Lo kL - fo.
En particulier, D¥(V) est stable par .

— Extensions de kr par kr(w).— Dans cet alinéa, p #2 (sip=2,onaw =1, et ce
cas est traité au numéro précédent). Le groupe I' = Z7 est alors procyclique ce qui
permet d’en choisir un générateur topologique y. Le kr-espace vectoriel Hom(Qj, k1)
est de dimension 2 car 7 € Hom(Qj, k) est uniquement déterminé par ses valeurs en
p et x(7). Si u,v € kr, on note 7, , 'élément de Hom(Qy, k) vérifiant 7, ,(p) = u

et 7u,0(X(7)) = v70(7), ot 7o(7) = Bt log x(7) appartient & Zj.

Proposition VIL.3.7. — (i) 1l existe c € F;, unique, tel que M (% +c) ekt

o(7)
De plus, la série F = 3,5, o™ @l (14 0)) converge dans ki vers une solution
n21 To(7) T &

de V’équation (v — 1) - F = W(;;)(’—Yy) ! (% +¢).

(ii) Si o, B € ki, léquation % -z = (p—1)Ya,3, QVEC Yo,3 = a% + BF a
une solution unique T g dans ke.
(iii) Le kg-module Do g = kge1 ® kgez, muni des actions de ¢ et I' définies par

ple1) =e1, ¢(e2) = ez +zapen,
v(e1) = w(v)er, 7(e2) = ez + T0(V)ya,se1,
est un (p,I')-module étale sur kg, extension de kg par kg(w), et Do g — (o, ) induit
un isomorphisme de Ext'(ke, ke(w)) sur k3.
(iv) On a ¢¥(e2) = ea + ,3(% + c)el, et é; = ( ey — nﬁ(jl: + c)el)neN € Di’ﬁ XQ,.
De plus, (39) - éx—é2 € 2k} (w) B Qyp, et® Res((39) - €2 — &2) = 7_g,a(a), si
a€Qj.

Démonstration. — On a (w(y)y — 1) % =ao+ a1T + -+ € kf, ce qui fait que si on
veut que (w(y)y — 1) (F +¢) € kX, on peut (et doit) poser ¢ = —w—(%c’_—l. Le reste
du (i) est alors immédiat.

Maintenant, on a (¢ — 1) - F = —“’—(T"Y])(:Yy—)_l co(F+c) et (p—1)- % € ke N Z2
puisque 1/1(—71,—) = % L’existence de z,,g est donc une conséquence du fait que v —1 est
inversible sur DX Zy pour tout (¢, I')-module étale D ; son unicité suit de 'injectivité

de w(y)y — 1 sur kg. De plus, on a (w(y)y = 1) - Tag = (¢ — 1) - (0(7)¥ya,s) Par

(69) L’application Res : kg(w) ® Qp — ki est définie par Res((z(™) ® w)nen) = réso(z® 1+T)’ et
on a Res((z(™ ® w)penN) = réso(z(™) 1+T)’ pour tout n € N.
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construction, ce qui permet de vérifier la relation de commutativité nécessaire pour
faire de Dy g un (¢,I')-module sur ks qui, de maniére évidente, est étale.

On a 9Y(e2) = Y(p(e2) — za,pp(e1)) = ez — YP(xq,p)er. Or la démonstration de
Dexistence de x4, montre que T4 5 = —B¢(#+c) & un élément de ksXZ?* pres. On en
déduit les formules ¥(zq,8) = —,3(% +c), et 1(ez) = ea+B(7F +c)e1. L’appartenance
de é; = (e2 — nB(% + C)el)neN 3 Di’ﬂ X Q, est alors immédiate. Comme Res :
ke(w) ®Qp — ki est équivariante sous Daction de (& 9), si a € Q}, application
a+— Res((&9) - é2 — &) est un 1-cocycle sur Q% & valeurs dans ky, et donc de la
forme a — 7(a), avec T € Hom(Qj, k1). Maintenant, si z = (™) en € Di,ﬁ X Qyp,
ona (5?)-z=(z"")en, ce qui nous donne

R N 1
Res((g‘l)) c €y — 62) = —Res(ﬂ(_j__v +C)) — —ﬂ
De méme, (X§ ) -z = (v-2™)nen, et donc

Res((X0)9) - &2 — &2) = Res(70(7)ya,p) = 0(7) -

Ceci permet de conclure.

Si D est un (¢, I')-module quelconque, il résulte de la prop. VIII.1.4 que les groupes
H 1}),7(D) et H:)’ y-1 (D) sont en dualité naturelle, cette dualité étant donnée par

{(z,9),(«,9)} = {z,¥'} + {v, 2}, si(z,y) € Hj (D) et (z',y) € H; 1(D).

On peut spécialiser cet énoncé au cas de D = kg(w) et D = kg. Comme on I'a vu
plus haut, le groupe H 1};,7 (D) est alors le k-espace vectoriel de dimension 2 engendré
par (—,‘IF, 0) et (F, %+c), alors que le groupe H<,lo,7—1 (D) est le kr-espace vectoriel de di-
mension 2 engendré par (1,0) et (0,1) ; ce groupe est aussi isomorphe & Hom(Qj, k),
l'isomorphisme envoyant 7, , sur (v,u) (le (¢,I')-module défini par (v,u) € H:’,'y“l
est une extension de kg par ke possédant une base ej,ey vérifiant p(e;) = e,
p(e2) = ez + uey, v (e1) = e et Y7 (e2) = ez + 10(7 " )ver; on reconnait les
formules de I’extension correspondant & 7, ).

Proposition VIL3.8. — On a V(Do g) = V(w,1,(T-g)t), si @, 8 € kL ne sont pas
tous les deuz nuls.

Démonstration. — La classe de Dq,p dans H,, . (D(w)) est (ax + BF,B(3 +¢)) ; son
cup-produit avec T, , est donc

{(ail_,— + BF, ﬁ(% +¢)), (v,u)} = Res(ua_l(a% +,3F)+vﬂ0—1(% +¢)) = —ua—vp,

et son orthogonale dans Hom(Qy, k 1) est la droite engendrée par 7_g «, ce qu’il fallait
démontrer.
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VIIL.4. Classification des atomes automorphes. — Ce § est consacré a la classi-
fication des kr-représentations de GLy(Q,) apparaissant comme réduction modulo p
des représentations de la série principale unitaire, et au calcul des (p,I')-modules qui
leur sont associés. La situation la plus subtile (parmi celles considérées) est celle ol
la suite de Jordan-Hélder a trois composantes. Comme expliqué dans 'introduction,
son étude a grandement bénéficié de I’aide d’Emerton et Kisin. Le cas ou la suite de
Jordan-Hélder a quatre composantes (ce qui ne peut se produire que si p = 2 ou si
p = 3) a été prudemment ignoré.

Remarque VIL4.1. — Dans ce qui suit, on se contente de faire une liste d’objets; il
n’est pas impossible que les objets que ’on obtient soient exactement les objets II de
Repy, G vérifiant :

e V(II) est de dimension 2 sur k,

o IIMTI® (5&1.

1. Atomes irréductibles
Proposition VIL4.2. — On a V (II(r,0,6) ® (—1)»@) = V(r,8), si0<r<p-—1let

—

de T(kr).

Démonstration. — Quitte & tordre par 61, on peut supposer § = 1, ce que nous fe-
rons. Posons alors II = II(r,0,1) et W = W,.. La démonstration consiste & commencer
par vérifier que D(II) est irréductible, et donc que V(II) est de la forme V (s,d').
La détermination du couple (s,d’) se fait alors en déterminant laction de T' sur
DYV (s,68"))/TD%(V (s,8") = DE,V(H)/TDE,V(H) et en comparant les déterminants
des deux membres. Ceci va demander un peu de préparation.

Lemme VII.4.3. — (i) L’image de Di,(II) dans DE,V(H) est Uensemble des p vérifiant
(m,e) = (u, f) =0, ot

e=[(39),1] et f=> [(21),1]
1=0
(i) D, (I) = ((41) — 1) - D (10).

Démonstration. — Soit p € D"’,V(l'[). Soit fi ’élément de I(W)V coincidant avec p
sur Iz, (W), et identiquement nul sur I~ (W). Pour que y soit dans 'image de D5}, (I1),
il faut et il suffit que (i, g7, - [((1) 9), P]) = 0, quels que soient P € W et g € G.
Cette nullité est automatique si le support de g7}, - [(§?), P] est inclus dans Iz (W)
ou dans I~ (W); les seuls couples (g, P) (& I’action prées de GL2(Z,)) donnant une
condition d’annulation non automatique, sont ceux de la forme g = (Pgl ‘1)), PeWw
arbitraire, et g = (3 ¢) et P = X". Le (i) s’en déduit en explicitant 7,. Quant au (ii),
c’est une conséquence du (i) et de ce que, d’apres le cor. IV.2.9, e et f forment une
base de Igp(W)U(zP) dont le dual est D¥, (I)/((31) — 1) - D (I1).
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Lemme VIL4.4. — En tant que ki[( ZO; (l))]-module, on a

D, (11)/TD%, () = kr, & k. (w™").

Démonstration. — D&, (I1)/T D%, (1) est le dual de I7 (W)UZ»). Or dapres le
cor. IV.2.9, on a IJ (W)U(ZP)—kL( - 1€BkL( )'XT. Comme

(01) 1"“r((1)(1))'1 et (31)‘Xr=(3(1))'Xr’

si a € Fy, cela montre que IEP(W)U(ZP) = kp®kL(w") en tant que kz [( ZO; ?)]-module.
Ceci permet de conclure.

Revenons 4 la démonstration de la prop. VII1.4.2. Comme DE',V (I1) est sans T-torsion,
Papplication naturelle DE,V(H) — D(IT)" est un isomorphisme d’apres le lemme IV.3.1
et la prop. IV.3.2. Or il résulte du lemme VIL.4.3 que T D" 3 (II) = Dy, (11) ; on en dé-
duit que TD(I)* ¢ D(I)** car p™(u) — 0, si u € Dy} (H) D’apreés la prop. VIIL.3.6,
cela implique que V (II) n’est pas une extension de kL(ég) par kr(61), avec 81 # ds.
Si V(II) était de la forme kr,(d1) @ kL (d2) ou une extension de k1, () par k1(d), on au-
rait D(IT)! = D(I)*, et donc @(Dyy, (1)) € TP D, (IT). Or DY, (I1)/T? DY, (T1) est le
dual de IHp (W)U(PZ») et on peut trouver €, fixe par (§ ?), non annulé par ¢(Df;, (II)),
ce qui contredit l'inclusion cp(D;'V( )) C T”DW (II) [si 7 # 0, on peut prendre

¢ =505 [(51)X] carona ((31)—1)-¢ = 050 [(51),1] = T [(39), 1]

sir =0, on prend ¢ =Py -é i[(%2 Pi+i), 1], et un petit calcul montre que

(1) =1) ¢ == SE5[(5 ), 0 =~ T, - [(§3),1], et donc ((§1) =1)" €' =0
et ((81)-1)" ’=( 1) -1)-¢=0].

Il résulte de la discussion précédente que V(II) est irréductible (on aurait aussi
pu utiliser le foncteur V +— II(V) pour arriver & cette conclusion), donc isomorphe
aV(s,x),avec0<s<p—1letyxe ,/7\(1@). On a donc D! W (II) = DYV (s, x)V(1)).
Comme V (s, %)Y (1) = ind(w; *') ® wx ™!, on déduit du cor. VIL.3.5, que

D%, (I1)/TDY, (1) 2 (kp(w) @ kr(w ™)) @ wx ™",

en tant que kL[(ZO; 2)]-m0dule. Comme on a DE,V(H)/TDE,V(H) &k @ kp(w™),
d’apres le lemme VIL.4.4, cela implique que {1,w™"} = {x ', w™*x"'}. Il y a alors
a priori deux cas : soit x = 1 et s = r, soit x = w" et s = p — 1 — r, mais comme

V(r,1) =V(p—1—r,w"), cela permet de conclure.

2. Réduction modulo p d’éléments irréductibles de Rep;G. — Si II € Rep,G et
si IIp € Repy, G est un Op-réseau de II, la semi-simplifiée de k1 ® IIp ne dépend que
de IT et pas du choix de Ilj ; on la note .

Proposition VIL4.5. — Soit I1 € Rep; G irréductible.

(i) Si T=w,o--& Wy, ou les W; sont irréductibles, il existe un € -réseau Iy
de I1, stable par G, tel que ki, ® II; soit indécomposable et admette Wi comme sous-
objet.
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(ii) Si I = W, ®Wa, ou les W; sont irréductibles, il existe un Oy -réseau II; dell,
stable par G, tel que kr, ® II; soit une extension non triviale de Wy par Wi.

(iii) S% T = Wy ® Wy ® Ws, ot les W; sont irréductibles, et si EXt%;(Wg, Wi)=0
et Exté(Wg, W3) =0, il existe un Op-réseau II; de I1, stable par G, tel que ki, ® II;
admette W1 comme sous-objet, W3 comme quotient et les extensions intermédiaires
0-Wi—=E—->Wy—0et0— Wy — E' — W3 — 0 soient non scindées.

Démonstration. — Soit W un sous-kr[G]-module de kr ® Iy tel que (k. ® ILp)/W
admette Wy comme sous-objet, et soit IIj I'image inverse de W’ dans IIy. Alors IIj
est un réseau de II, stable par G, et kz ® IIj admet W7 comme sous-objet. On peut
donc, quitte a remplacer Iy par II;, supposer que W; est un sous-objet de kr ® Ilj.

Soit A; le plus grand sous-objet indécomposable de k; ® II; contenant Wj.
Si A; = kr ® Iy, on a gagné; sinon il existe A, tel que kp ® Il = A; & As. Soit
T} image inverse de Ay dans IIj; alors ky, ® II} est une extension (éventuellement
scindée) de A, par A;. Si elle est scindée, on réitére le procédé et on obtient un
réseau IT, comme ci-dessus. Si le processus ne s’arréte pas au bout d’un nombre fini
d’étapes, l'intersection II des II),, est un &L [G]-module fermé de IIy dont 'image
dans kr, @ Il est Az, ce qui prouve que II' = L - II | est un sous-objet strict de IT’
en contradiction avec ’hypothese II irréductible. Il existe donc un réseau II], tel que
le plus grand sous-objet indécomposable A} de k; ® II; contenant W; soit stricte-
ment plus grand que A;. Ceci permet,par récurrence sur le nombre de composantes
irréductibles de IT"", de démontrer le (i)

Le (ii) est une conséquence immédiate du (i).

Le (iii) suit aussi du (i) en remarquant que les hypotheses Extg (W3, W1) = 0 et
EXtIG(Wz, W3) = 0 implique qu’un objet indécomposable dont les composantes sont
Wi, Wy et W3, et qui admet W; comme sous-objet, doit avoir W3 comme quotient et
des extensions intermédiaires 0 > W; - E > Wy - 0et 0 - Wy - E' - W3 — 0
non scindées.

Ceci termine la démonstration.

3. Atomes de longueur 2

Proposition VIL4.6. — Soient 81, 6,,63,84 € T (k1) vérifiant 5165 # w et 636, # w.
Si (81,02) ¢ {(83,04), (84,03)}, alors Extg(B(d3,84), B(61,82)) = 0.

Démonstration. — Soit II une extension de B(d3,04) par B(d1,d2). D’aprés les
prop. IT1.3.7 et VII.1.8, on dispose du diagramme commutatif suivant

00— 61 ® 6w JY (1) 571 @ 6w —2
| J |

0——= B(63,64)" v B(61,62)" 0
J/L l/b i/l;

0—ke(ws; )V RQ, — DN RQ, —ks(wo; ) RQ, —0

/ I /

o HO(', V()Y ——= 61 @ 65w ——>0

—C 5 e w
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de kr[B]-modules. Comme (63, d2) # (84, d3), I'application de connexion 9 est nulle,

et comme (81, 02) # (d3,04), la suite exacte 0 — ;1 ®d;' — JY(II) — 6, @6, — 0
est scindée. Tl résulte de la prop. VIL.1.7 que IT admet Ind$ (6, ® f3w ™ @8, @ d1w™ 1) =
B(d3,64) ® B(61,92) comme quotient. Ceci permet de conclure.

Proposition VIL4.7. — Si 61,6, € T (kL) vérifient 6,65 ¢ {l,w,w='}, alors
Extb(B(52,61),B(61,52)) est un kg -espace vectoriel de dimension 1, et V induit un
isomorphisme de Extg(B(02,01), B(61,02)) sur Extlg% (kr(d2), k(1))

Démonstration. — Reprenons le diagramme commutatif de ky[B]-modules ci-dessus,
avec (03,04) = (d2,01). Les assertions suivantes sont alors équivalentes :

(i) la suite 0 — kL (61) — V(II) — k(62) — O est scindée;

(ii) 0 = 0;

(111) J(H) = ((51 ® 62w‘1) (&) ((52 ® 61w“1).

Comme la derniére propriété implique, d’aprés la prop. VII.1.7, que II admet
B(62,6,) ® B(6,,0,) comme quotient, on en déduit que Extl(B(81,02), B(62,681))
s’injecte dans Extglgqp (kr(62),kr(81)) qui est un kr-espace vectoriel de dimension 1
sous I'hypothese 6:0;' ¢ {1,w}. Pour conclure, il suffit donc de prouver que
EXté(B(dg,(sl), B(61,62)) 7é 0, si 51(52_1 ¢ {l,w,w_l}.

Pour cela, on utilise existence d’une représentation trianguline (7*) irréductible V
possédant un réseau VO tel que (kr ® V°)s = §; @ d,. Cette représentation est alors
de la forme V (s) pour s € ", et la représentation II(s) est irréductible et admet
un réseau I1(s)° tel que (kr ® II(s)°)* = B(d1,82) ® B(62,01) (cf. [7, 14, 16]). En
modifiant le réseau II(s)?, on peut donc fabriquer (cf. (ii) de la prop. VIL.4.5) des
extensions non triviales de B(d2,d;1) par B(d1,82) (et de B(d1,d2) par B(ds,61)).

Définition VIIL.4.8. — D’aprés la prop. VIIL.4.7, il existe, a isomorphisme prés, une
unique extension non triviale de B(d2,81) par B(61,02). On note II(81,02) cette
extension. Par ailleurs, V induit un isomorphisme de Extg(B(01,82), B(82,61))
sur Extglgqp (kr(92),kL(61)), ce qui prouve que

V(I1(d1,62)) = V (61, d2).

Proposition VIL4.9. — Si 61,65 € 9\(1%) vérifient 105" ¢ {l,w,w™'}, et si II est
une eztension non triviale de B(d2,681) par B(d1,d2), alors JY(II) = JV(B(d2,61)) et
JY(II) = JV(B(d2,01)). En particulier, I1 est équilibrée.

Démonstration. — On a V(B(81,82)) = k1 (1) et V(B(d2,61)) = kr(d2). Si 'applica-
tion de connexion 8 : JV(B(01,082) — H°(H#',kr(82) est nulle, la suite 0 — kr(6;) —
HO(#',V(II)) — ki(62) — 0 est exacte, et comme §; # J2, cela implique qu’elle
est scindée, et que V(II) = H°(#”, V(II)) pour des questions de dimension. D’aprés
la, prop. VIL.4.7, cela signifie que la suite 0 — B(d1,d2) — II — B(d3,81) — 0 est

(79) On pourrait aussi utiliser les représentations II(D), ot D est une extension non triviale de
ke (62) par kg (d1) ou une extension non triviale de kg (81) par kg (d2).
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scindée. Comme on a supposé que II est une extension non triviale de B(d3,01) par
B(61,d2), cela implique que 8 est un isomorphisme, et que JV (II) = JV(B(d2,61)). En
particulier, 'image de JV (IT) — JY(B(61,62)) ne contient pas JY(B(81,82)). Comme
JV(B(8y,82)) est irréductible sous action de A (prop. VIL1.12 et rem. II1.3.10), cela
implique JY (IT) = JY(B(d2,61)), ce qui permet de conclure.

Proposition VIL4.10. — (i) Sip # 2, alors Il — J(II) induit un isomorphisme
Exty, ((B(6,6), B(6,6)) = Exty, 5(§ ® Sw™",6 @ bw™?).
(if) Exty, (5)(6 ® 6w™!,6 ® 6w™?) est naturellement isomorphe & Hom(Qp, kL).

Démonstration. — Soit IT une extension de B(4, §) par B(4, §). La représentation V (II)
est une extension de kr(J) par kz(d) et donc Yq, agit & travers g&‘; Comme IT n’a
pas de sous-objets finis, la suite 0 — J(B(4,4)) — J(II) — J(B(4,8)) — 0 est exacte,
d’apres le (ii) de la prop. VII.1.8. Comme, d’aprés la prop. VIL.1.7, II admet comme
quotient Ind$ J(IT), et comme II et Ind$§ J(II) ont méme suite de Jordan-Holder, cela
implique que IT = Ind$ J(II), ce qui démontre le (i).

Pour démontrer le (ii), on peut tordre par 6! ® 6~ 'w pour se ramener & montrer
que Ext,ICL[B](l ®1,1®1) = Hom(Qy, k1), ce qui suit de ce que Ext,ch[B] s’identifie au
groupe des morphismes continus de B dans kj, triviaux sur le centre ; un tel morphisme

est de la forme (&%) — 7(a'd), pour un unique 7 € Hom(Qj, kL)

Remarque VI1.4.11. — (i) Sip=2,onaw =1 et B(4,0) n’est pas irréductible.

(if) La démonstration ci-dessus fournit une construction de ’extension II(4,d, 7)
de B(4,6) par B(4,0) correspondant & 7 € Hom( b kp).SiY, =kp-e1 ® kL - ez est
la kp-représentation de dimension 2 de B définie par

(84) es=en, (§3)-e2=ext7(a " d)ey,
alors
(6,4, 7) = Ind§ (V> ® (0 @ dw™1)).
Proposition VIL.4.12. — V (11(4,6,7)) = V (6,6, 7).

Démonstration. — On sait a priori que V(II(4,d, 7)) est une extension de kg (6) par
kr(8), et donc que ¥q, agit & travers %32 Comme B(4,d) est équilibrée, il en est de
méme de T1(8,6,7), et JY(I1(8,6,7)) = JY(II(8,6,7)) dw- JY (II(6,8,7)). Par ailleurs,
d’apres la prop. VIL.1.11, on a JY(II(4,6,7))/JV (II(6,6, 7)) & HO (', V(IT)V(1)) en
tant que kp[A]-modules, et par construction, JV(I1(6,d,7)) 2w - (Y, ® (6 ® 6w™1))V.
On en déduit un isomorphisme de kz[A]-modules

V(II(4,6,7)) =w- (Y ® (bw ) = (w- Y, ® (6§ ® dw)),

ou w - Y, s’obtient & partir de Y, en échangeant les roles de a et d. Pour en déduire
P’action de g&t’) sur V(II(4, 4, 7)), il suffit de remarquer que, par définition, celle-ci
correspond & P’action du sous-groupe (%; (1]) de A, et donc que 'on a g(e;) = §(g)ex
et g(e2) = 8(9)(e2 + 7(g)e1). Ceci permet de conclure.
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La méme démonstration que ci-dessus permet d’obtenir le résultat suivant.

Proposition VIL4.13. — Si 6,6, € T (kL) vérifient 6,65 # w, alors
(i) II — J(IT) induit un isomorphisme

Ext,ch[G](B(él,éz), B(51, 52)) =~ Extlch[B]((SQ % 510.)_1, 62 ® 61(4)_1);

(ii) EXt,ch[B] (52 ® 51w‘1, 0o ® 61w_1) = Hom(Qp, kL) N
(i) le foncteur II + V() induit un isomorphisme de Extg(B(d1,02), B(61,02))
sur Extg,, (kz(81),k(61))-

Démonstration. — La seule chose qui ne suit pas directement des arguments ci-dessus
est le (iii), car on considere Exty; au lieu de Ext; .[]» Mais on a la méme suite exacte
0— Ext,ch[H](X,X) — Exty(X,X) — ki — 0, du c6té automorphe (H = G et
X = B(d1,02)) que du coté galoisien (H = g, et X = kr(d1)), le k1 correspondant
a Hompy (X, X). (Pour prouver que ’on peut relever X modulo p? et démontrer la
surjectivité & droite, il suffit de relever §; et , modulo p?.)

4. Extensions de la représentation triviale par la steinberg

—

Proposition VIL4.14. — Si  6,01,02 € T (kr), et si  (01,02) # (wd,d), alors
Extg (8, B(61,02)) = 0.

Démonstration. — Soit E une extension de § o det par B(d1, d2). Le diagramme com-
mutatif de la prop. VII.1.8 montre que la suite de kz[B]-modules 0 — J(B(d1,d2)) —
J(E) - 6 ® 6 — 0 est exacte, et '’hypotheése (81,d2) # (wd,d) implique qu’elle
est scindée. Ceci permet d’utiliser la prop. VII.1.7 pour montrer que F admet un
quotient admettant B(d1,02) @ (6 o det) comme sous-kr[G]-module, et donc que
E = B(61,02) @ (0 o det). Ceci permet de conclure.

Proposition VIL4.15. — (i) Homp(1,St) = 0.
(ii) Homg(1, St) = 0.

Démonstration. — Il suffit de démontrer le (i). Or, en tant que B-module, St s’identifie
aux fonctions & support compact dans Q, et une telle fonction ne peut pas étre
invariante par translation par tout b € Q) (ce qui correspond a l’action de U C B).

Lemme VIL4.16. — Soit A* = (% 9).

(1) (StV)A+ est de dimension 1 engendré par Dirg — Diry.
(ii) w - (Dirg — Dire,) = —(Dirg — Dire).

Démonstration. — Soit u € 2o(P!, k) invariante par A*. En particulier, p est in-

variante par (ZO; (1’), et donc la restriction de p a p"Zj est, quel que soit n € Z,
invariante par (ZO; (1)) Comme il n’existe pas de distribution de Haar sur Zj, cela
implique que la restriction de p & p"Zjy est nulle, quel que soit n € Z, et donc p a un

support concentré en 0 et oo, et donc est de la forme aDirg + dDiry, avec a,b € k.

ASTERISQUE 330



REPRESENTATIONS DE GL;(Q,) ET (¢,I')-MODULES 489

Comme de plus, on doit avoir [, 4= 0siu € StY, cela démontre le (i). Le (ii) étant
immédiat, cela permet de conclure.

Soit E une extension de 1 par St. Par dualité, cela nous fournit une extension de St"
par 1. Maintenant, comme on I’a vu plus haut, I’espace (StV)A+ est de dimension 1
sur ky, engendré par Dirg — Diry,. L’image inverse de k, - (Dirg — Diro,) est donc une
At-extension de 1 par 1, ce qui nous fournit une application naturelle

res s+ : Extl(1,St) — Extl,(1,1) = Hom(Qy, kL)

Explicitement, si e € EV est un relevement de Dirg—Dir, alorsa — (& 9)-e—e = c(a)
est un morphisme continu de Qy dans kr, et on a resy+(E) = c.

Si T € Hom(Qy, k) est un homomorphisme continu (et donc localement constant),
on note 74 la fonction de Q, dans k;, définie par

_Jr(z) siv(z) <0,
(@) = {O si vp(z) > 0.

Ceci fait de 74 une fonction localement constante sur Q, (mais pas & support com-
pact).

Lemme VIL4.17. — Si (2}) € G, alors z — ¢(z) = T(cx+d) + 74 Z;”Is) —7+(z) se

prolonge par continuité en un élément de LC(P!, ky).

Démonstration. — Il y a deux cas :

- Si c = 0, alors ¢(x) est localement constante sur Q,, et vaut 7(a + 2) = 7(a)
si vp(z) K 0.

— Si ¢ # 0, il faut regarder ce qui se passe en —% et co. Si z tend vers —%, alors

a2+t tend oo et donc 4 (42£8) = 7(22£2) et ¢(x) = T(az + b) — 74 (z) est localement

constante dans un voisinage de — %. Par ailleurs, ¢(z) = T(c+g)+r+ (2) =71(c)+74(%)
dans un voisinage de oo.
Ceci permet de conclure.

Soit E, = LC(P', k) ® k7. Si ¢ € LC(PL, kL) et u € kyz, on fait agir (25) &
droite sur ¢ + ur; par la formule
ax +b

(@+ur=(25)@ =65

Un calcul immédiat, utilisant le lemme précédent, montre que ceci définit bien une

action & droite de G sur E., mais le centre n’agit pas par un caractére étant donné

que 74 *(49) = 74 4+ 7(d). (On peut remédier & ce probléme en remplagant 7(cz + d)

par —%T((‘c’—a‘:;db—fz), mais cette recette ne marche pas si p = 2.)

)+ u(u(amis) + 7(cx + d))

CT

On définit £, comme le quotient de E,. par les constantes, et on munit E, de
l'action de G & gauche définie, comme d’habitude, par g-v = v x g~'. Comme on a
quotienté par les constantes, le centre agit trivialement, et E; est un objet de Rep, G-
L’application ¢ + ur; — wu induit alors la suite exacte 0 — St - E, — 1 — 0. En
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utilisant 'identification de St & LC.(Qp, kL), on peut décomposer E, sous la forme
E. = LC.(Qp, kL) ® kr - 7. En passant au dual, on en déduit une décomposition
EY = 20(Qp, kL) ® kL - A7, ol A, est identiquement nulle sur LC.(Q,, k) et prend
la valeur 1 sur 7. Par ailleurs, si a € Qy, alors 7, * (&89) — 7+ —7(a) est un élément
de LC.(Qp, kr) prenant la valeur —7(a) en 0. On en déduit les formules

(8 ?) - Dirg = Dirg — T(G))\T et resg+ (ET) = —T.

Théoréme VIL4.18. — L’application naturelle (de restriction) resy+ de Extg (1, St)
dans ExtYy, (1,1) = Hom(Qj, kL) est un isomorphisme.

Démonstration. — La surjectivité est une conséquence de ’existence de E; et de ce que
resa+ (E;) = —7. D’autre part, ’application de restriction Extg (1, St) — Exth (1, St)
est injective d’apres le th. VII.2.1, puisque StSL2(Qw) — 0. 11 suffit donc, pour terminer
la démonstration, de prouver que ress+ : Extp(1,St) — Ext}4+(1, 1) est injective.
Ceci va demander un peu de préparation.

Lemme VIL4.19. — Si resg+(E) = 0, il eriste un unique relévement ep € EV
de Dirg — Diro, fize par A, tel que (§%)-eg — 0 quand z € Q, tend vers co.

Démonstration. — Commengons par remarquer que, si res+(E) = 0, alors tout rele-
vement de Dirg — Diry, est fixe par A*. Maintenant, si z € Qp,ona

(42) - (Dirg — Direy) = Dir, — Dira, = w - (Dir, 1 — Dirg)
= w- (((1] =') - (Dirg — Direy) — (Dirg — Diroo))
= (% 9)w- (Dirg — Dire) + (Dirg — Dire).

z ' 1
Ceci implique que, si e € EV est au-dessus de Dirg — Diro,, alors il existe u.(z) € kr,
tel que l'on ait

(37) - e=uc(x)A — (Ill(l))‘e+e,

ol A € EV est une base de 1V et est donc fixe par G. Par ailleurs, comme on a
(69)= (8 (1))((1)31”)(“61 9), et comme e est fixe par A*, on en déduit ue(az) = ue(x),

pour tous a,x € Q;. En résumé, il existe u, € k1, tel que 'on ait
(§2) e=uA—(19) et+e quel quesoit z € Q.

Quitte & remplacer e par e — ueA, on peut s’arranger pour que u, = 0, et comme
(21 ?) tend vers (§ ) quand « tend vers oo, on a alors (§7) -e — 0 quand z — oo,
ce qui prouve I'existence d’un e vérifiant les conditions du lemme. L’unicité suit de ce
que, si u € kz, alors (§%) - (e+u)) = (%) e+ uX — ul quand z — co.

Lemme VIL4.20. — Si I est un systéme de représentants de Qp/Z, dans Qp, et si
(wi)ier est une famille d’éléments de kL[[((l) zlf‘ )], alors p; - (3%) - eg — 0 dans EV
quand i — o0.
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Démonstration. — Soit ¢ € E. Il s’agit de prouver que (u;- (3 1) -eg, $) = 0 sauf pour
un nombre finide i € I. Orona (u;- (§1) er, ¢) = ((§ 1) e, pt- @), ot p— p* est
I'involution de kr [[( (1) Zl” )]] envoyant g € ( (1) le) sur g~!. Maintenant, comme ( le
est compact, les u! - ¢ varient dans un kp-espace vectoriel V,, de dimension finie, et
comme (} 1) -eg tend vers 0 dans EV, cela implique que ({ {) - eg est identiquement
nul sur V, sauf pour un nombre fini de ¢ € I. Ceci permet de conclure.

Revenons & la démonstration du th. VII.4.18. Soit donc E une B-extension de 1 par
St dont 'image par res,+ est nulle. Soit er ’élément de EV dont le lemme VII.4.19
affirme Pexistence, et soit I un systéme de représentants dans Q, de Q,/Z,. On peut
écrire tout z € Zy(Qp, k1), de maniére unique, sous la forme z = >, p;- ((1, ¢ ) -Dirg,
avec p; € kr[[(}%)]], et on peut relever z en & = Y, pi- (§1) - ep dans EY
(la convergence de la série est assurée par le lemme VII.4.20). De plus, comme Q,
est commutatif, et comme la série converge quel que soit le choix de I, la somme ne
dépend pas du choixde I, et ona g-Z =g -z si g € U. Par ailleurs, si g € A*, on a

9-8=) g-pi-(41)-ee=D g-pm-(§{)g7" - (9-er).
i€l il

Comme ¢ - eg = egp par hypothése, comme g normalise U, et comme h - T = h-z
si h € U, la derniére somme n’est autre que g -z, ce qui prouve que  — Z est un
scindage B-équivariant de EV — St”. Ceci permet de conclure.

Remarque VIL4.21. — On a fabriqué ci-dessus un scindage B-équivariant de 1’ap-
plication EV — StY. Comme Homp(1,St) = 0, ce scindage est unique, et comme
Extb(l, St) — Exth(1, St) est injective, ce scindage est en fait G-équivariant, et on a
w - eg = —eg. Ceci peut se vérifier directement en partant de I'identité

(a1 2)(69) = (6 ) (5 )w,

En effet, d’aprés le lemme VI1.4.19 (ou plut6ét d’aprés sa démonstration), le membre
de gauche envoie eg sur

1 0 10 1 0
(L) (er= (D) o) = (L) em —es.
Par ailleurs, il existe u € k, tel que w - eg = —eg + uA. Le membre de droite envoie
donc eg sur

(6 7) (5 —g1)  (mem+ud) = (5 7) - (mep+ud) = (_;-11) e —ep +u.
On a donc u = 0, ce qu’on voulait vérifier.
5. Atomes de longueur 3. — On suppose p > 5 de telle sorte que w # w™!.

Proposition VIL.4.22. — Ext}(B(1,w),St) = 0.

Démonstration. — Soit 0 — St — II — B(1,w) — 0 une extension de B(1,w) par St.
On a JY(St) = 0, et donc la suite 0 — kr(w) — H°(H#’, V(II)) — kr — 0 est exacte
(cf. cor. VIL.1.9). On en déduit que I’extension 0 — ki (w) — V(II) — kr — 0 est
scindée. L'image de IT dans Exty(B(1,w) ® Q,,St) est donc nulle (rem. VIL1.10).
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Comme B(1,w) est équilibrée et sans quotient fini, cela implique (cf. prop. VI1.2.12)
que l'extension 0 — St — II — B(1,w) — 0 est scindée, ce qui permet de conclure.

I;emme VII;4.23. — Si II est une extension non triviale de B(1l,w) par E., alors
JY(M) = JY(B(l,w)) et JVM) = JY(B(l,w)) = w™! ® w; en particulier, II est
équilibrée.

Démonstration. — On part du diagramme commutatif suivant de kj[B]-modules.

(el

0——wl@w— JY(I) 191

0 — B(1,w)" m EY 0

L L L

0—>ks(w)'RQy —=D()!RQ, —> kL ®Q, —>0

i)

191 HO(', V()Y —> ' @ w —>0

Si application de connexion 9 est nulle, on a JV(II) = (1®1)® (w~! ®w) en tant que

kg [B]-module. D’apres la prop. VII.1.7, cela implique que II admet 16 B(1,w) comme
sous-quotient. On a donc II/St = 1 @ B(1,w), et comme Ext(B(1,w),St) = 0, cela
implique que la suite 0 - E, — II — B(1,w) — 0 est scindée. Comme on a supposé
que II est une extension non triviale de B(1,w) par E;, cela implique que 0 est un
isomorphisme, et que JY(II) = w™! ® w. En particulier, image de J¥(II) — JV(E,)
ne contient pas JV(E,) (cf. prop. VIL1.11 pour le lien entre JV et JV). Or, l’action
de A est unipotente sur JY(E,) et donc tout sous-kz[A]-module non nul de JV(E,)
contient JY (E,). On a donc JY (M) = JY(B(1,w)) et II est équilibrée.

Proposition VIL4.24. — Si 11 est une extension non triviale de B(1,w) par E., alors
V() =V(w,1,7%)

Démonstration. — Si f est un générateur de 1®1 C EY, et si f € 1Y a pour image f
dans EY, alors u(f) € ke(w)! R Q, C D(I)* X Q,, et I(f) = Res(.(f)).

Soit maintenant, (1),eN € ki» X Qp. Comme Res(1) = 0, il existe e € E/ vérifiant
(e) = (1)nen. Par construction de E, on peut choisir f € 1 ® 1 tel que l'on ait
89)-e—e = 7(a)f quel que soit a € Qj. Soient alors € € ITV relevant e, et soit
é = 1(é) Vimage de é dans D(IT)* ® Q, ; c’est un relévement de e dans D(IT)* X Q,,
qui est bien déterminé a addition pres d’un élément de kg(w)* X Q,. Sia € Qy, alors
(9)-é—é€ke(w)®Qp, et onaRes((g9)-é—&)=0((39) -e—e) =7(a)d(f).
Une comparaison avec le (iv) de la prop. VIL.3.7 permet, en utilisant la prop. VIL.3.8,
de conclure.

>~ =
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Proposition VIL4.25. — Sip # 2, siT € Hom(Q;,kL), et si B, est l’extension de 1
par St habituelle, Exté(B(l,w), E.) est un ky-espace vectoriel de dimension 1.

Démonstration. — Soit II une extension de B(1,w) par E,;. On a JY(E;) =1®1
comme représentation de B, et JV(B(1,w)) = w®w~!. En recopiant la démonstration
de la prop. VII1.4.7, on montre que, si 0 — ki (w) — V(II) — k — 0 est scindée, alors
JI)=w®wl®1®1, et donc que IT admet B(1,w) & 1 comme quotient. Comme
Extg(B(1,w),St) = 0, cela implique que B(1,w) est un sous-objet de II et donc
que IT est scindée. Ceci prouve que Ext(B(1,w); E,) s’injecte dans Extng (1,w).
Par ailleurs, il résulte de la prop. VII.4.24 que l’image est incluse dans lap droite
orthogonale & 7. Pour conclure, il suffit donc de prouver que Ext$(B(1,w), E;) # 0.

Pour cela, on utilise une représentation trianguline "V irréductible V possé-
dant un réseau VO tel que kr ® VO soit I’extension de 1 par w dont la classe
dans H'(9q,, kL (w)) soit orthogonale & 7. Cette représentation est alors de la forme
V(s) pour s € .#i™" et la représentation II(s) est irréductible et admet un réseau I1(s)°
tel que (kL ®II(s5)°)* = 1®St®B(1,w) (cf. [7, 14, 16]). Comme Ext},(B(1,w),St) = 0
(prop. VIL.4.22) et Extg (1, B(1,w)) = 0 (prop. VIL4.14), quitte & modifier le ré-
seau II(s)°, on peut se débrouiller (cf. (iii) de la prop. VII.4.5) pour que kz ® II(s)°
admette B(1,w) comme quotient, St comme sous-objet, et que les extensions inter-
médiaires 0 > St > F; -1 —>0et 0 - 1 — E2 — B(1,w) — 0 soient non scindées.
Il existe donc A € Hom(Q}, k1) non nul, tel que E; & Ej. Mais alors V(k, ® II(s)°)
est 'extension de 1 par w dont la classe dans H'(9q,, k1 (w)) est dans 'orthogonal
de A. Comme V (kz, ® II(s)°) est un sous-quotient de V', on a A = 7, et on a construit
une extension non triviale de B(1,w) par E;, ce qui termine la démonstration du (ii).

Définition VI1.4.26. — Il résulte de la proposition VII.4.25 que, si T € Hom(Qy, kr)
est non nul, il existe, 4 isomorphisme prés, une unique extension de B(1,w) par E,.
On note TI(1,w™1,T) cette extension, et si 6,6, = w, on note I1(61,82,7) la repré-
sentation I1(1,w™1,7) ® 1. D’aprés la prop. VIL.4.24, on a

V(H(517 527 T)) = V((S]_, 527 TJ_)'

6. Atomes de longueur 4. — Il n’y a d’atomes de longueur 4 que si p = 2, ot on a
w=1,etsip=3, ot on a w = w™!. Leur classification reste & faire... Ce sont des
extensions de E,, par E,, ® w, avec 71,72 € Hom(Q;, kr).

7. Non ezactitude du foncteur D — D% X P'. — On suppose p > 5. On note D,
et Dy les (¢,T')-modules kg(w) et kg. On prend § = 1 dans tout ce qui suit, et on
ne le fait pas apparaitre dans les notations (i.e. on note D X P! le module D K5 P1).
Il résulte de la prop. IV.4.17 que D} X P! est le dual de B(w,1) et D} K P! celui
de B(1,w). Par ailleurs, D; P! et D, X P! sont duaux 1'un de 'autre et, dans cette
dualité, DE X P! et Dg X P! sont les orthogonaux ’un de 'autre.

(71) On pourrait aussi utiliser la représentation II(D), ou D est une extension non triviale de kg par
kg (w), cf. prop. VI1.4.27.
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Maintenant, B(w, 1) est une extension de St par 1. Il en résulte que Dg XP! possede
un sous-module d’indice fini (Dg X P1), stable par G, dual de St (tout ceci a déja été
utilisé dans la démonstration du (ii) de la prop. IV.4.18). L’orthogonal de (Dg XP1)y
dans D; K P! est D! K P! qui contient donc strictement D% ® P!, et le quotient
est 1. Par contre, B(1,w) étant irréductible, on a D} X P! = D} X P'. En notant E
Pextension non triviale de B(1,w) par 1, on obtient des suites exactes.

0—D'®P!— D, KP' - B(w,1) -0 et 0 - D! RP' - D; IP' - St — 0,
0—- DIRP' - D, RP! - B(1,w) » 0 et 0 — (DiRP)y — Dy P! — E — 0.

Proposition VIL4.27. — (i) Si 7 € Hom(Qy, kL) — {0}, et si D, est lextension non
triviale de Do par Dy correspondant a la droite orthogonale de T dans H l(ng, kr(w)),
on a des suites exactes

0—-D!RP! - DIKP! - (DiRPY)y—0 et 0— St — II(D,) — E — 0,

et Uextension intermédiaire de 1 par St apparaissant dans II(D.) est l’extension E,
définie juste avant le th. VII.4.18.
(if) Si D est une extension non triviale de Dy par Dy, on a des suites exactes

0—-DIXP! - D'RP' - D!RP! -0 et 0— B(1,w) — II(D) - B(w,1) — 0,
et II(D) est une extension de St par B(1,w) & 1.

Démonstration. — On a D, = D, et donc D% X P! est son propre orthogonal, et
comme I'image de D! X P! dans D, ® P! est incluse dans DY K P! (car DY s’envoie
dans Dg), il y a a priori deux possibilités :

~ la suite 0 — D! X P! — Dt P! — D! K P! — 0 est exacte,

~ la suite 0 » D! X P! - DI R P! — (D} K P!); — 0 est exacte.

Dans le premier cas, la suite 0 — B(w,1) — II(D,) — B(1,w) — 0 serait exacte.
Or Extg(B(1,w),St) = 0 (prop. VIL.4.22), ce qui fait que II(D,) serait une extension
de St ® B(1,w) par 1, et que D(TI(D,)) serait scindé car égal & D(St) & D(B(1,w)).
Comme ceci est en contradiction avec le fait que D(II(D,)) = D, = D,, cela prouve
que ’on est dans le second cas.

On a donc une suite exacte 0 — St — II(D,;) — E — 0 ou I’extension n’est pas
scindée pour les mémes raisons que ci-dessus. Comme Ext%(B(1,w),St) = 0, cela
prouve que ’extension intermédiaire de 1 par St n’est pas scindée, et il résulte de la
prop. VII.4.24 que cette extension est E,.

Ceci démontre le (i). La démonstration du (ii) est identique & part le fait qu’il n’y
a qu'un cas possible et qu’on utilise la nullité de Extl(1, B(1,w)) (prop. VIL4.14)
pour déterminer la structure de II(D).

Remarque VIIL.4.28. — Soit A € ®I'**(&), irréductible de dimension 2, dont les com-
posants de Jordan-Hélder de la réduction sont D; et Dy. On peut alors trouver des
Og-réseaux Ay et A; de A tels que kr, ® Ag soit une extension non triviale de Do
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par D; tandis que kL ® A, est une extension non triviale de D; par D,. Les semi-
simplifiées de II(k; ® Ag) et II(kr ® Aq) sont bien les mémes, mais la structure des
extensions entre les morceaux est assez différente. C’est dii au fait que ’extension de 1
par St apparaissant dans II(k;, ® Ag) contient 'information concernant I’extension
de D, par D;, et cette information disparait dans II(k;, ® A;). Il en résulte que :

o IT(kr ® A1) n’est pas égal & k, ® II(A;) qui est une extension de St par I'exten-
sion E de B(1,w) par 1 apparaissant ci-dessus.

o (A R PY),, n’est pas saturé.

VII.5. Extensions d’atomes automorphes. — Ce § contient la démonstration
de Dlinjectivité de Ext!(II,II) — Ext'(V(II), V(II)) requise pour faire marcher la
stratégie de Kisin. Le lecteur y trouvera aussi des calculs de groupes d’extensions de
représentations de GL2(Q,) dont beaucoup étaient déja connus d’Emerton [37].

1. Injectivité de Ext"(I1,II) — Ext' (V(II), V(II))

Lemme VIL5.1. — Le foncteur V induit une injection de Extg(St, B(1,w)) dans
Ext(},;Qp (kr(w), kL) et de Extg(St,St) dans Extgngp (kr(w), kr(w)).

Démonstration. — On a JY(St) = 0 d’aprés le (iii) de la prop. VIL.1.2. Ceci per-
met d’en déduire (cf. rem. VII.1.10) qu’une extension qui est dans le noyau de
Extg(St, B(1,w)) — ExtglgQ (kp(w), k) (resp. Extg(St,St) — Ext(lgQ (kr(w), kL (w))),
est aussi dans le noyau de la restriction de G a4 B. On conclutp en utilisant le
th. VIL.2.1.

Théoréme VIL5.2. — SiIl est un atome automorphe de longueur < 3, alors V induit
une injection de Exty (I, II) dans Ext(},,vqp (V(II), V(II)).

Démonstration. — Soit 0 — II — E — II — 0 une extension de II par II. Il s’agit de
montrer que, si V(E) = V(II) ® V(II), comme kL [%q,]-module, alors E = IIQII. La
démonstration se fait cas par cas.

— Si II est irréductible (et donc supersinguliere), JV(II) = 0 d’aprés le (iv) de
la prop. VII.1.2. On déduit du diagramme commutatif de la rem. VII.1.10 que que
0 - IIY - EVY - IIY — 0 est scindée sur B, et donc que 0 - II - E —-II — 0
est scindée sur B. Le th. VII.2.1 permet d’en déduire que 0 - II — E — I — 0 est
scindée sur G, ce qui permet de conclure dans ce cas.

— Si II est de longueur 2, alors I est une extension de B(d3,d1) par B(d1,02),
avec 810, ' ¢ {w,w™'}. L'injectivité de Extg(IL,1I) dans Exty, (V(IT), V(IT)), peut
donc se déduire, par dévissage, du (iii) de la prop. VI1.4.13, et ci’e la prop. VII.4.7.

— Si IT est de longueur 3, on peut, quitte a tordre II par un caractere, supposer que II
est une extension de B(1,w) par E., avec 7 € Hom(Qy, k1) non nul. La démonstration
va encore se faire par dévissage, mais il faut faire un petit peu attention car V tue
les morceaux de dimension finie. On peut écrire E sous la forme matricielle suivante
(dans cette matrice ag; est un élément de Exté(St,B(l,w)); si ag,1 = 0, alors ag;
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et a3 2 sont des éléments de Ext'c(St, 1) et ExtIG(l,B(l,w)) respectivement, etc.) :

(St T cUT a1 a1z a1,3 \
0 1 c az1 az2  a23
0 0 B(l,w) as1 ase as3
0 0 0 St T cUT
0 0 0 0 1 c
0 0 0 0 0 B(l,w)

On cherche & annuler les a; ;. Comme V(E) est scindée, la sous-extension

E(l) — B(l,w) a3,1
0 St

est scindée d’apres le lemme VIL5.1, puisque 0 — V(B(1,w)) — V(E') — V(St) —» 0
est scindée comme sous-extension de V(E). On a donc az; = 0. De plus, comme
Exté(l,B(l,w)) = 0 d’apreés la prop. VII.4.14, on a aussi az2 = 0. On en déduit
que F contient la sous-extension

E® _ B(l,w) a3s
0 B(l,w)/)

En utilisant le (iii) de la prop. VII.4.13 et les arguments ci-dessus, on en déduit que
cette extension est aussi scindée, et donc que a3 3 = 0. En résumé, la sous-extension
0 - II/E, - E/E; — Il — 0 est scindée et donc E contient une sous extension
0— E, —» E® — 1 — 0. Comme 0 — V(E;) —» V(E®) — V(II) — 0 est scindée,
on déduit de la rem. VII.1.10, que la suite 0 — JV(II) — JY(E®)) — JY(E,) — 0 est
exacte. Comme JV (II) & w~!®w d’apres le lemme VII1.4.23, et comme JV (E,) = 1®1,
cette suite est scindée comme suite de kr[B]-modules. On en déduit, en utilisant la
prop. VIL1.7, que E®) admet 1 @ B(1,w) comme sous-objet d’un quotient. Il en est
donc de méme de

az,1 Q2.2 a2,3
St T cur
0 1 c
0 0 B(lL,w)

E® /st =

S O O =

et comme 7 et ¢ ne sont pas triviaux, cela montre que az; = az 2 = az 3 = 0. Comme
Extg(St, St) — Ext}gq (kp(w), kr(w)) est injective d’aprés le lemme VIL5.1, on a
P

aussi a;,; = 0. L’extension 0 — St — E@®W — 1 — 0 déterminée par a2 est, d’apres
le th. VIL.4.18, de la forme E,/, avec 7" € Hom(Qj, k). Or E contient

St ai,2 ai,3
0 1 c s
0 0 B(lw)
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comme sous-objet. Si 7/ = 0, on a gagné. Si 7’ # 0, alors V(E) contient, d’aprés
la prop. VII.4.24, la représentation V(w,1,(7’)*). Comme, par ailleurs, V(E) est
égale & V(w,1,71) ® V(w,1,71), cela implique qu'il existe a € kg, tel que 7/ = art.
L’espace E est la somme directe de II et s(IT), ou s(IT) est un relevement du II en
quotient, et s : Il — E est une section de la projection. En remplacant s par s’ définie
par s'(v) = s(v) — av, cela fait disparaitre le at, et donc a1 2 = 0. Enfin, a;,3 = 0
puisque Ext'(B(1,w), St) = 0 d’aprés la prop. VIL.4.22. Ceci permet de conclure.

2. Calculs de groupes d’extensions de représentations de G

Proposition VIL5.3. — Soientr € {0,...,p— 1} etd € 9\(kL).
(i) 8i &' € T (kz), alors Extg(Il(r,6),48") = 0.

—

(ii) S% 61,02 € T (kL), avec 5152_1 # w, alors
Extg(I(r,8), B(81,02)) =0 et Extg(B(61,62),II(r, 8)) = 0.
(iii) Si &’ € ,é\(kL), alors Extg (St ® ¢/, T(r, ) = 0.

Démonstration. — Soit E une extension de II par II(r,d), ou II est de la forme
B(61,02) , avec 61,02 € ?(kL) et 816, ' # w, ou encore St ® &', avec &' € :7\(kL).
Comme JVY(II(r,8)) = 0 et HO(J#',V(II(r,8))) = 0, il résulte du cor. VIL.1.9 que
I’application naturelle H°(J#',V(E)) — H°(s#',V(II)) est un isomorphisme, et
donc que Vextension 0 — V(II(r,d)) — V(E) — V(II) — 0 est scindée puisque
HO(»#', V(1)) = V(II).

— Dans le cas, ott IT = St ® &', cela implique que 0 — IIV — EV — TI(r,6)Y — 0
est scindée sur B puisque JV (St ® ') = 0 et JY(II(r,d)) = 0. Le th. VIL.2.1 montre
que E est scindée sur G. On en déduit la trivialité de Extg (St ® &', II(r, §)).

— Dans le cas II = B(d1,62), cela implique que E a une image nulle dans
Exty(B(d1,02) RQ,, I(r,d)) (rem. VIL.1.10). Comme B(4;,d,) est équilibrée et sans
quotient fini, cela implique, d’apres la prop. VIL.2.12, que F est scindée sur G. On en
déduit la trivialité de Extg(B(61,82), II(r, 8)).

Soit maintenant E une extension de II(r, §) par &', avec ¢’ € ﬁkL) ou par B(dy,d5),
avec 0105 # w. Comme JV (II(r,6)) = 0 et H(#", V(II(r,0))) = 0, il résulte du (ii)
de la prop. VIL.1.8, que l'on a JY(E) = JY(II). En utilisant la prop. VIL.1.7, cela
permet de montrer que E admet &’ [resp. Ind$ J(B(6y,6)) = B(d1,82)] comme quo-
tient. L’extension E est donc scindée, ce qui prouve la trivialité de Extg (TI(r, ), ")
et Extg (TI(r, 8), B(61,62))-

Ceci termine la démonstration de la proposition.

Proposition VIL5.4. — Si 7 € Hom(Qp, k), l’application naturelle de Exty(1, E,)
dans Extg(1,1) est identiquement nulle.

Démonstration. — Soit II une extension de 1 par E; ; on doit prouver II/St =1 @ 1.

Rappelons que E, = LC.(Qp, k1)®kL 7+. Soit e € Il relevant 1 € 1. Sig € G, il existe
ag € kr et ¢4 € LC.(Qp, kL), uniquement déterminés, tels que g-e — e = agTy + @y.
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Maintenant, comme Hom(1,E;) = 0, on a Exté;(l,ET) = HY(G, E,), et il suffit de
prouver que oy = 0 quel que soit g € G.

On a
QghTy + dgh =gh-e—e=g-(he—e)+g-e—e=g- (anT+ + ¢n) + agTy + Pg.

Comme g - 74 — 74 € LC.(Qp, kL), cela implique agp = oy + as, pour tous g,h € G.

On en déduit I'existence de a € Hom(Qy, k1) tel que oy = a(det g), pour tout g € G.

De plus, le 2-cocycle (g, h) — a(det h)(g - 74 — 74 ) est égal & dpgp — g - P — @g; Clest

donc un 2-cobord, et sa restriction a ((l) (S; ) est donc, a fortiori, un 2-cobord.
Sig=(39),ona

—7(v) siz,vx € Zyp,
7(z) siz€Z,etvr ¢ Zy,
—71(vz) siz ¢ Zy, et vr € Zp,
0 six,vr ¢ Zp.

(97 = 74)(@) = 74 (v2) — 74 () ~ 7(v) =

En évaluant en x = 1 la formule a(deth)(g -7+ — 74) = ¢gn — g - dn — ¢g4, pour
h=1(39),9=(§9), on obtient, en notant, pour simplifier, ¢, la fonction ¢y, si
k=(52)
—7(v) siveZ
ad)-{ T AT 1)~ balw) - (0.
T(v) sivéZ,
Remplagant v par z, cela nous fournit ’identité
—7(x) sizeZ
$ul@) = 6u(1) — 6o(D) — ald)-{ 1D ST,
T(z) sizé¢Z,

Un petit calcul permet d’en déduire que, si z, vz ¢ Z,, alors
Gdan(x) — da(vz) — ¢y (z) = —a(dv)T(z) + a(d)T(vz) + a(v)T(z) = a(d)T(v).

Le membre de gauche étant & support compact dans Qp, on en déduit la nullité
de a(d)7(v), pour tous d,v € Qy, et 7 n’étant pas identiquement nul, cela implique
a = 0, ce qui permet de conclure.

VIII. Annexe : (p,I')-modules et cohomologie galoisienne

VIII.1. Compléments de théorie d’Iwasawa

1. Cohomologie d’Iwasawa. — Soient G un groupe profini et I' un quotient de G.
Si g € G, on note g I'image de g dans I'. On suppose que 1’élément neutre de I" admet
une base dénombrable de voisinages, et on fixe une suite décroissante (I'y)nen de
sous-groupes ouverts distingués de I' formant une base dénombrable de voisinages de
I’élément neutre. On impose que I'y = I'. On note G, le sous-groupe de G image
inverse de I, ; on a donc un isomorphisme G/G,, = I'/T,, pour tout n.

ASTERISQUE 330



REPRESENTATIONS DE GL3(Q,) ET (p,T)-MODULES 499

On note A = & [[T]] Palgebre de groupe complétée de I' : c’est la limite projective
des O [T'/T,]. On peut aussi voir A comme 1’algébre des mesures sur I', & valeurs dans
01, un élément a de I' vu comme élément de A correspondant & la masse de Dirac
en a. Sip € Aetsiun =3 4err, On,aa est 'image de p dans Oy [I'/T], on définit
la mesure p(al's,) par p(al'n) = aipq. Ceci permet de définir intégrale [, ¢p d’une
fonction continue ¢ : I' — & comme la limite des sommes de Riemann

Jou=Jim > uara)e).

n—-+4o0o
a€l'/T,

On munit A d’actions de G et I' commutant entre elles, en étendant par linéarité et
continuité les actions (g,a) — g-a =ga et (y,a) —»y-a=ay !,sig€ Geta,yeT.

Si V est un #r-module muni d’une action continue de G (ce qui inclut les
L-représentations de G), les actions ci-dessus de G et I' sur A munissent naturelle-
ment A ®, V d’une structure de A[G] module. De maniére plus précise, si a € I' est
vu comme un élément de A et si v € V, les actions de g € G et v € I sur a ® v sont
données par g- (a®v) =ga® (g-v) et v-(a®v) =ay ' Q.

On peut aussi décrire ces actions en utilisant 'identification de A ® 5, V avec les
mesures sur [' & valeurs dans V. Si y est une telle mesure, et si ¢ : ' — O, est
continue, on a

/F¢(w)g-u=g‘(/r¢(§x)ﬂ) et /F¢(x)7-u=/r¢(m“1)u-

Sii e N et n € N, cela permet de considérer le groupe de cohomologie continue
H(G,A ®¢, V) comme un module sur A.

Soit W un &1 -module de type fini muni d’une action linéaire continue de I". En
utilisant la projection de G sur I', cela munit aussi W d’une action linéaire continue
de G. On peut donc considérer les A[G]-modules A® (V ® W) (avec action de G sur W
atravers I') et (A® V) ® W (avec action triviale de G sur W).

Proposition VIIL1.1. — L’application (a®@v)@w — a® (v®a-w) induit par linéarité
un morphisme aw de A[G]-modules de (AQ V)@ W sur A® (V@ W).

Démonstration. — 1l s’agit de vérifier que 'application ci-dessus commute bien aux
actions de G et I', et il suffit de regarder ces actions sur les tenseurs élémentaires.
Si g € G, alors

glaw((a®v)@w)=g(a®(v®a-w)) =7ga® (gv@7ga-w),
aw(9((a®v)®@w)) =aw(Ga® gv)@w) =ga® (gv®Fa- w),

ce qui prouve que ayw commute a l'action de G. De méme,
Yew((@®v)@w) =7@®@Wea-w)=ay"'®(vea- w),
aw(¥((a®v)®w)) =aw(ay ' ®v)®yw) =ay ' ® (v®a-w),

ce qui prouve que ay commute a l’action de I'.
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Corollaive VIIL.1.2. — Si i € N, alors aw induit un morphisme de A-modules de
H{(G,A®V)®W dans H(G,A® (V@ W)).

2. Théorie d’lwasawa. — On s’intéresse au cas o G = Yq,, et I' = Gal(Qp (1, )/Qp)-
On note Fy, le corps Qu(p,n), 9r, C Yq, son groupe de Galois absolu, et T, le
sous-groupe de I' fixant F,,. Soit A = OL[[I']] l'algébre d’Iwasawa. Si V est une &-
représentation de %q,,, on note Hyf, (V) le A-module H(¥%q,,A® V), Paction de %q,
sur A ® V étant l’action diagonale. En interprétant A ® V comme ’ensemble des
mesures sur I' & valeurs dans V, P'action de 9q, peut aussi se décrire par la formule

/¢(w)g-u=g(/¢(9w)u), si g € 9q,-
T T

Si p € Hy, (V), et sin > 1, on note cn(u) P'élément [, p de H'(Zr,,V). Les cu(u),
pour n > 1, forment un systéme compatible pour les applications de corestriction,
et u — (cn(1))n>1 induit un isomorphisme de Hp, (V) sur lim H Y, , V), la limite
projective étant relative aux applications de corestriction.

Sin:I' — OF est un caractere, on note encore 7 le caractére de ¥q, composé
de 7 et de la projection ¥q, — I'. L’application o, : H{, (V) ® n — HE (V ® 1) du
cor. VIII.1.2 est un isomorphisme (I'isomorphisme inverse étant a,,-1). Si p € Hi, (V),
on note ¢y, (1) I'élément c,(an(u®n)) = (Jp_n(z) p) ® n de H (Y, V @ n).

Si W est une Op-représentation de ¥q,, et si p € A ® A ® W, alors pour tous
¢ :T'— 0L continue et g € Yq,, on a (ne pas oublier que I' est commutatif) :

ple™ly) g - p= g(/ d(z™ly) ).
I'xI'

I'xI’
On en déduit le fait que, si (o,7) — po,r est un 2-cocycle (resp. 2-cobord) continu
sur 9q,, & valeurs dans A® A ® W, alors (0, 7) — fl"xl" #(x ™ y) o, est un 2-cocycle
(resp. 2-cobord) continu sur ¥q, & valeurs dans W. D’oui 'existence d’une application
naturelle 4 — M(u) de H*(%q,, A® A ® W) dans A ® H*(Yq,, W).
Si V est un objet de Rep,, ¥q,, on note V la représentation Hom(V, 01 ® x)
(comme d’habitude). Comme H 2(%qp, 01, ® x) = Oy, cela permet, en utilisant la
projection naturelle (, }: V®V — €1, ® x, et en composant les fleches

Hy, (V) x Hiy, (V) = H:(9q,, A® A® (0, ® X)) = A® H*(Yq,, 01 ® X) 2 A,
de définir un accouplement

( ) )Iw : Hllw(f/) X HIIW(V) — A.

Remarque VIIL1.3. — (i) L’accouplement ( , )1 est anti-linéaire en la premiére va-
riable (pour l'involution ¥ — y~! de " prolongée en une involution A — \* de A) et
linéaire en la seconde.

(ii) On note ( , ), 'accouplement naturel

H'9r,,V) x H'(r,,V) —» H*(9F,, 61 ® X) = OL.
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Si 7 est un caractére continu de Z%, si p' € HE, (V*), et si p € H{,(V), un petit calcul
montre que 'on a

/ n (/J',’.U’)Iw = (cn—l,n(/*‘,)vcn,n(u))na quel que soit n € N.

T'n

(iii) Siy € T, on a, dans H*(¥q,, 01 ® X),

” = ,a —COI‘QP / I,/ )
/m(u Wiw= Y ([,—w,,ﬂ /ﬂr ., 2 e ne

o€T/T, n n

et comme cor;? : H2(%r,, 0L ® x) — H*(9qQ,, 01 ® x) induit l'identité sur Op,
on obtient finalement fvr,. (W, ) w = (en(y - '), cn(1t))n. On peut donc aussi défi-
nir (u', u)w par la formule

(W p)w = lim > (ealy-w)ealm), -

400
YET/Tn

(iv) Tout ce qui précede s’étend aux objets de Rep,s4q,, en définissant V comme

Hom(V, L/ 61 ®). Les accouplements (, ), et (, )iw sont alors a valeurs dans L/,
et L/ 01, ® A respectivement.

3. Théorie d’Iwasawa et (p,T')-modules. — La théorie des (¢, I')-modules fournit une
description agréable du module d’Iwasawa H, (V) (cf. [21, 46]). Soit D = D(V);
on a donc D = D(V). Soit 7, un générateur topologique de I'r,, et si f € {p, v},
soit Cf,. (V') le complexe (c’est un complexe car f et -y, commutent)

z((f—1)-z, 221 .q) (a,b)>— 8= a4 (F—1)b

™n (’Yn) ™ (n)

0—D DeD D — 0,

ot T(vn) = p " logx(n), sin > 1 et 79(y0) = pp%l log x(70). Rappelons que 1’on
dispose d’un accouplement { , } qui induit une dualité parfaite entre D et D. Un
petit calcul montre que, les complexes C,, 7;1(V) et Cy ., (V) sont en dualité, si on
munit (D @ D) x (D @ D) de 'accouplement {(a,b), (a’,b')} = {a,b'} + {a’,b}. On a
alors le résultat suivant.

Proposition VIIL.1.4. — (i) On a, pour tout i € N, des isomorphismes natu-
rels H'(Cy . (V)) & HY(Cy,,(V)) & HY(%,,V), celui entre H(C,,(V)) et
H'(Cy,, (V)) étant induit par le morphisme de complezes de C, ., (V) dans Cy -, (V)
dont la fleche du milieu est (a,b) — (—¢(a),b).

(ii) La dualité induite entre les groupes H (Yr,, V) et H**(¥Yr,,V) par la dualité
entre les complezes C m:x(\v/) et Cy ., (V) est la dualité locale de Poitou-Tate.

L’ingrédient principal pour démontrer le (i) est le fait que 7, — 1 admet un inverse
continu sur D¥=0 = D Z3. Ceci permet, si z € D¥=!  de construire pour tout

n > 1 un élément c,(z) € H(9F,,V) image de (T"('Y"I) (¢ — 1) - z,2) qui appartient
a ZY(Cyp,(V)); c'est aussi 'image dans H(9x,,V) de (0,2) € Z}(Cy,,(V)) (en
particulier, il ne dépend que de n et pas du choix de v,). Les (¢n(2))n>1 forment un
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systeme compatible pour les corestrictions et on obtient de la sorte un isomorphisme
(Exp*)~1: D¥=! = H} (V) qui est A-antilinéaire.

Plus généralement, si 7 est un caractére continu de Z;, on a D(V ®n) = D ®,
et si z € D¥=!, alors 2 ® n € D(V ® 1)¥=1. On note ¢, »(2) 'élément c,(z ® 1)
de Hl(gpn,v®"7).

Maintenant, si 2/ € D¥=! et z € D¥=!, on peut utiliser la description de la dualité
locale donnée au (ii) de la prop. VIII.1.4 pour calculer (c,(2’),cn(2))n. On obtient

(en(2)sen(2))n = {j;(”") (o—1)-2,2)

= {%(1—"2-Resz-( "N, 2z} = {Tn(%) - Reszx (2 '),Resz;(z)},

et par symétrie, on a aussi

(cn('), ca(2))n = {Reszs (), ;"”") Resz (2)).

n

Plus généralement, si 7 est un caractére continu de Zj, on a

Tn(’Yn)
X(Yn))yn — 1

/ Tn(Vn)
e oG -1 e

(cp— ,n(zl)v nn(2))n = {7;—1( ) Resz; (=), Resz; (2)}

Remarque VIII.1.5. — En injectant la formule ci-dessus pour (c,(2'),cn(z)) dans la
formule du (ii) de la rem. VIII.1.3 pour ((Exp*)~1(2’), (Exp*)~!(2))1w, €t en compa-
rant le résultat avec la prop. 1.5.3, on obtient :

((Bxp™) 7' (2'), (Bxp™) 7 (2))rw = (1 = ¢) - #/, (1 = ¢) - 21w

VIIL.2. La loi de réciprocité explicite de Kato. — On a (le premier isomor-
phisme vient des techniques de Tate et Sen (de descente presque étale et de décom-
plétion), le second suit de ’existence de la connexion de Dagit (V) induite par V
(cf. [41]) : Daisn (V) /Ddlfn(V) se décompose comme une somme directe d’espaces
caractéristiques pour cette connexion et Dpgr,n(V)/ Dde (V) est l'espace caracté-
ristique pour la valeur propre 0) :

H(@r,,(Bar/Bp) ® V) = (Dait,n(V)/Dit (V)™ = (Dpar.n(V)/Djgr o (V)"

On en déduit, via la suite exacte fondamentale 0 — Q, — Bfms — B4r/B}g — 0,
une application ezponentielle de Bloch-Kato

exp : (Dpar,n(V)/Digrn (V)™ = HY (%, V),

dont on note H}(¥F,,V) 'image.
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Les techniques de Tate et Sen montrent aussi que, pour tout n > mgy(D), on a
HY(YF, , B, ®V) HY(T,, Ddlf(V))
= D§i(V)/(t = 1) = D3 n(V)/(¥n = 1) = D}y o (V)/ (1 = 1),

I’application de H! (T, 5$f(17)) dans Ddlf(V) /(vn—1) étant celle qui envoie le cocycle
Y F> Cy SUT Ty (¥n) ey, - En composant cet isomorphisme avec 1'application naturelle
de HY (%, , V) dans H'(%F, , Bl ®V), ceci nous fournit une application ezponentielle
duale de Bloch-Kato

exp” : Hl(an, V) - D;dR,n(V)/(’Yn -1),
dont on note H} ,(¥r,,V) le noyau.

Lemme VIIL2.1. — Si 2’ € D¥=1, alors exp*(cn(2')) est l’image modulo 7y, — 1 de
tm/(2'), pour tout m > sup(n, mo(D)).

Démonstration. — Sib € A®V est une solution de (p— l)b = _1 -((p—1)-2'), alors
cn(2') est représenté par le cocycle g — ¢, (2')g = T ('yn),y — -2’ ~(g—1)-b. Il est donc
aussi représenté par le cocycle g — tm(cn(2)g), pour tout m pour lequel ceci a un sens.
Or ¢,,(2') a un sens si m > mg(D), et ¢,,(b) a un sens pour tout m > sup(n, mo(D D)),
d’aprés [21]. Maintenant, g +— (g — 1)ty (b) est un cobord dans BJz ® V, et comme
tm(2') est fixe par S, on voit que l'image de c,(2') dans H l(gpn,B:;R ® V) est
obtenue par inflation & partir du cocycle v — 7, (yn) L= - tm(2’) sur T',. On en
déduit le résultat.

-1
Yn—1

Si V est de de Rham, on a
(Dpar,n(V)/Dap n (V)™ = Ln ® (Dar(V)/Dfp (V)
Df4r,n(V)/(7a = 1) = Ln ® D (V),

et le théoréme ci-dessous (dans lequel on suppose, pour simplifier I’énoncé, que
HO(#',V) =0et H°(H#',V) = 0) se spécialise en le théoreme 1.4.1 de Kato [49)].

Théoréme VIIL2.2. — Les applications exp et exp* sont duales l'une de [lautre.
Autrement dit, si ¢ € HY(Yr,,V) et y € (Dparn(V )/Dden(V))F", alors
(z,exp(y))n = (exp™(2), Y)ait-

Démonstration. — L’hypotheése simplificatrice entraine que les applications naturelles
HL, (V) —» H 9,,V) et H} (V) — HY(YF,,V) sont surjectives et que D™ = 0
et D" = 0. Il existe donc, en particulier, 2’ € D¥=! tel que c,(2') = z.

Par ailleurs, il existe z € D¥=1, avec c,(z) = exp(y) et, d’aprés la prop. V1.4.13 et
la rem. V1.4.14, il existe d € Dyg(V)[3]¥=" vérifiant fm -d = z; de plus, ¢, (d) = y,
pour tout m > n.
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Maintenant, la formule décrivant I’accouplement ( , ),, en termes de (¢, I')-modules

nous donne

; Tn( n)
(z,exp(y))n = {7, o

0)-2)} ={z,(1~-p) d}.

On peut alors utiliser le (ii) de la prop. V1.3.4 pour en déduire que

(z,exp(y))n

= (tm(2"), tm(d))ait,

sim > 0. Or ,,(2') € Ddlfm(V), et donc (¢m(2'), tm(d))ait = (tm (%), t,(d))ais- De
plus, comme ¢, (d) = y est fixe par ', on en déduit, en utilisant le lemme VIII.2.1,
que Pon a (4, (2'), ¥)ait = (exp*(z), ¥)ait, ce qui permet de conclure.

Anneaux de séries
Os, &, ke, OF, 1, k}, 282, 300
é’;, &, kfg,, A", 283, 300
Os, 0%, O+F, 304
o, 69 gl g0l 300
&Y 2, %+ 283 300
La[ltll, La((®)), L{A), L(()), 409
Loo((t)), 410
L’extension cyclotomique
Fp, Foo, Ln, Leo, L, 409
I, Tn, Yn, Tn, 318, 428
A7 ﬁg(l—‘), ﬁ;n(r)7 ﬁga'rb](r),
&10ml(r), &1(T), 2(T), 2+ (1), 292,
318, 394
Akyny Bk, V, Vi, 425, 429, 451
Trr, ,,/F,, 409, 431
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Repd:’c?)rngp7 Reps, 9q,, Rep 9q,, 284,
3
Repy,.sG; Repg, G, Rep, G, 284, 320,
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BIE,,, BI*(0s), BL*(8), BI* (),
285, 305
Foncteurs
V - II(V), I — V(II), 282, 283, 289
V- D(V), D~ V(D), 285, 308
V - Deis(V), V — Dpst(V), 455, 456

D — TI(D), I — D(II), 289, 332, 337,

368

J(I), J(I), JY(I), JV(I), Jo(II*e),

377, 417, 453, 466, 470, 471

LL(Dpst), LL(M), LL(M, Fil), 293, 465,

466
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YQ,, YQ,, 7, ', T, T, 281
Wq,, W§,, 282

T, 282

X, w, 281, 282, 361

vV, V, 308

Hi., Hg, H)_., 294, 296

exp, exp”*, 502, 503

V(r,d), V (61, 82), V(é,6,7),
V(0w,d,7h), 478, 479

Anneaux de Fontaine

E, A, E+ At EYt At 310
+
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Dait, D}, Daitn, D¢ ., 421
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Dpar, D}yg, Dar, Dpar,n, 423

Dpst, Derab, 293, 455, 456

D®6, z®86, 317

mi(D), m(D), 390, 395, 400, 421

(¢, T)-modules et représentations de G

5U—-a.lgy BP—alg, 439

DRU, DRQ,, DR Z:, 287, 312, 398

D'"RQ,, D'XQ,, 312

(D DX Qp)c’ (D b Qp)bv (Dh X Qp)ba
(D*R Q,)s, 313

DXP! DX; P!, DX, P!, 282, 287,
291, 322, 325, 336

D'R; P, D'R; P!, (D X5 P*)ns, 291,
330, 380

DO R P! DR P!, Dy, P!, 292,
401

D}, RP', N} RP', t*Ni RP’, 407,
453

(¢, T)-modules de rang 2

Nass, Nait,n, 429

N, Nt NO7el Ny, 432, 434, 456

€, ¢, %, 292, 319, 398

Grig, Grig, Crig> 295, 397, 446

Cor Coer Cuy Co—er 296, 447
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P"Zp, Xt Rp"Z%, X~ Rp"Zy, 431

Xt X7, X5, X5, X+, X, 431

ap, 6p, 291, 336
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P, P(Z,), P(Q,), P*, 285, 286, 310,
367 .

T, Ty, 347

P(K), D(Km), 402
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I, IV, I1*, 11, 288, 290, 296, 355, 386

I1°", I1°'8, 292, 293, 403
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winl 350
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IF(W)y, 352, 356, 367, 368
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(M& QP)C’ (Mm QP)DC, 3117 312
X Q,, X Q}, 467, 471

omn, 419

Représentations de G, exemples

Wiy, 359

41 ® 62, 360

B(81,82), St, W(61,62), 289, 359, 361—
363

H(T’A;X)v H(51762)a H(‘sv 8, T)a
I1(44, 62, 7), 359, 486, 487, 493

E, 468

Sym*~?*, 414

Wek, 414

Espaces fonctionnels

%O(Zp)’ %O(va M)a %O(QP) ﬁL)O» 2831
302, 305

QO(ZPL 9O(ZP, M), 9O(va ﬁL)pCv 283,
302, 305

LA(Z,), 2(Z,), 283, 302

LP*-1(Z ), 283, 303

LCc(Qp, kL), LC(Q}, kL), LC(P, kL),
LC.(41 ® 42), 360, 363

LCC(QP! LOO)’ LCC(Q;, Loo)y
LCPC(Q;7 L00)1 LPC(Q]), L),
LP; (Qp, Lo ((t))7dt), LP; (Qp, X&),
410, 415, 416, 441

Dirg, Direo, 387

Fourier-Kirillov

z — [(14+T)%), z — e(z), 305, 409
Z, Z,410
z — X, 419, 440

Accouplements

{ ) }7 { ) }va { ’ }P17 307, 314, 327,
402

( , ), ( y )z;, ( y )dif, 295, 306, 319, 424

( y )Iw, [ , ]Iw, 295, 319, 446

[7 ]! [ ) ]Qp7 [ P ]P17 [a ]dif7 437, 442

Applications diverses

Resy, Resz,, Resz;, Resq,, 287, 311,
312, 322, 325, 328, 409

az,w, Rz, w, Ru,w, 288, 356, 368, 369

Bz, Bu, Bq,, Pe1, 288, 290, 369, 377-
379, 383, 384

w, ws, wp, 286, 287, 322, 336, 401

», ¥, Yw, 286, 288, 301, 306, 357

résg, 1ésy, réss, 302, 305, 315, 333, 411

f*a Ma, 316

Ty, 359

tny U, U, 421, 425, 435, 439, 441
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T, 434 analytique, 292, 403
admissible, 284, 348, 415 mirabolique, 286, 310
anneau de Robba, 283, 301 modéele de Kirillov, 416
arbre, 347 module de Jacquet, 377, 417, 453, 467
atome (¢, T')-module, 305

automorphe, 483 nul a Pinfini, 305, 311

galoisien, 478 ouvert élémentaire, 346
caractére présentation standard, 288, 350

central, 348 représentation

cyclotomique, 281 de Yq,,, 308
coeur, 292 de G, 320
contragrédiente, 290, 386 O'-représentation
convolution multiplicative, 317 de 9q,,, 308
de Rham, 423 de G, 320

presque, 422, 423 série principale, 289, 360
difféomorphisme local, 315 saturé, 330
dual de Tate, 291, 308 sommet, 347
équilibré, 471 extrémal, 347
étale, 305 squelette d’action, 287, 325
exponentielle steinberg, 289, 363

de Bloch-Kato, 295, 502 supersinguliéres, 360

duale, 295, 503 support, 312, 350
extrémité, 347 compact, 312
Hodge-Tate, 423 surconvergent, 283, 285

poids, 422 topologie

presque, 422 faible, 300
irréductible, 306 forte, 300
lisse, 284, 348 trace de Tate, 409
localement transformée de Fourier, 305, 410

algébrique, 293, 413, 414 unitaire, 320
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