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FORMES AUTOMORPHES ET THEOREMES DE
RIEMANN-ROCH ARITHMETIQUES

par

Vincent Maillot & Damian Réssler

A Jean-Michel Bismut, avec admiration

Résumé. — Nous construisons trois familles de formes automorphes au moyen du
théoréme de Riemann-Roch arithmétique et de la formule de Lefschetz arithmétique.
Deux de ces familles ont déja été construites par Yoshikawa et notre construction met
en lumiére leur origine arithmétique.

Abstract (Automorphic forms and arithmetic Riemann-Roch theorems). — We construct
three families of automorphic forms using the arithmetic Riemann-Roch theorem
and the arithmetic Lefschetz formula. Two of these families have already been
constructed by Yoshikawa and our construction displays their arithmetic origin.

1. Introduction

Le but de ce texte est de donner une interprétation arithmétique et géométrique
a trois familles de formes automorphes d’expression analytique. Plus précisément, on
démontre que ces formes automorphes sont algébriques et entiéres, lorsque les espaces
sous-jacents ont des modeles entiers.

La premiére est la famille de formes modulaires de Siegel construite par Yoshikawa
dans [26] (voir aussi [14] pour une autre construction). Notre calcul démontre une ver-
sion légeérement affaiblie d’une conjecture de Yoshikawa sur les coefficients de Fourier
de ces formes modulaires.

La deuxiéme est la famille de formes modulaires d’Igusa « produit des théta
constantes paires », souvent notées xy. Les formes modulaires x, dégénérent au
voisinage des variétés abéliennes munies d’un diviseur théta singulier et notre calcul
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238 V. MAILLOT & D. ROSSLER

fournit une expression géométrique pour cette dégénérescence, dans le cas ou le
diviseur théta singulier est défini sur un corps fini.

La troisiéme est la famille de formes automorphes & coefficients sur certains espaces
de modules de surfaces K3; lorsque l'involution est sans point fixe, elles coincident
avec certaines fonctions ® de Borcherds (cf. [27, Sec. 8]). Cette famille de formes est
construite par Yoshikawa dans [27, Th. 5.2]. Notre calcul démontre en particulier que
les fonctions @ ci-dessus sont d’origine arithmétique.

Dans P’appendice, nous formulons une extension conjecturale de la formule de Lef-
schetz arithmétique, ou des irrégularités sont autorisées sur les fibres finies. Cette for-
mule n’est pas appliquée dans le présent texte mais elle représente un moyen théorique
d’étudier la dégénérescence de la deuxiéme forme modulaire de Yoshikawa lorsqu’on
considere une surface K3 avec involution définie sur un corps de nombres et ayant
mauvaise réduction en certaines places finies.

Dans ce texte, nous utiliserons librement la terminologie et les résultats énoncés
dans la section 4 de [13] (article dans lequel la formule de Lefschetz arithmétique
mentionnée plus haut est démontrée). Par ailleurs, nous utiliserons la terminologie et
les résultats de [11] (article dans lequel le théoréme de Riemann-Roch arithmétique
en degré 1 est démontré).

L’objet du présent texte est de présenter des calculs. Pour une introduction au
théoréme de Riemann-Roch arithmétique et & la formule de Lefschetz arithmétique,
nous suggérons de consulter les articles originaux cités dans le dernier paragraphe,
ainsi que [8] ou encore les notes [22].

Les résultats de la partie 4 ont fait ’objet d’'une communication par les auteurs lors
de la conférence « Arithmetic Algebraic Geometry » organisée au R.I.M.S. (Université
de Kyoto, Japon) en septembre 2006.

Remerciements. — Une partie de ce travail a été réalisée alors que le premier
auteur était professeur invité au R.I.M.S.; il lui est trées agréable de remercier cette
institution pour son hospitalité et les conditions de travail exceptionnelles dont il
a pu bénéficier. Nos remerciements vont également & K.-I. Yoshikawa, pour toutes
les explications qu’il nous a fournies sur ses travaux, ainsi qu’au rapporteur pour sa
lecture trés attentive du manuscrit. Enfin, les auteurs sont reconnaissants & S. Tang
de leur avoir signalé une erreur dans la formulation initiale de la Conjecture 5.1.

2. Les formes modulaires de Yoshikawa de premier type

Soit S le spectre d’un anneau arithmétique. Soit B une variété arithmétique sur S.
Dans ce texte, on appellera variété arithmétique sur S un schéma integre et régulier,
qui est quasi-projectif sur S. Soit w : & — B un schéma abélien de dimension relative
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FORMES AUTOMORPHES ET THEOREMES DE RIEMANN-ROCH ARITHMETIQUES 239

g. Soit h : ® — B un morphisme lisse et propre de dimension relative g — 1 et
# : © — & une B-immersion fermée. On suppose que ©(O) est un fibré relativement
ample et que le degré de ©(©) est g! sur chaque fibre géométrique de &/B. Une
hypothése équivalente est que la caractéristique d’Euler de ©(0) vaut 1 sur chaque
fibre géométrique de &/B.

Nous noterons T© := Qé/B et TE = Q\é/B. Nous écrirons v : B — & pour la
section unité et Ty pour u*T . Nous écrirons aussi w := u* det(2g/p). On note
O(8) le fibré O(6) muni de sa métrique de Moret-Bailly (voir [16, Par. 3.2]) et on
pose L := O(0) @ m*u*(0)". La forme 27 - ¢; (L) définit une structure de fibration
Kahlerienne sur & au sens de [4, Par. 1]. Soit N le fibré conormal de I'immersion 6.

Le morphisme de Gauss est défini de la maniére suivante. Le morphisme naturel
TO — 6*T % induit un morphisme © — Gr(g—1,60*T#&). Utilisant les isomorphismes
naturels Gr(g—1,0*T @) ~ 0* Gr(9—1,T&), Gr(g—1,7*TEy) ~ 7* Gr(g—1,TH) et
T& ~ 7*T &, on obtient un morphisme naturel © — h* Gr(g — 1, T&). Si 'on com-
pose ce dernier avec la projection naturelle de h* Gr(g—1,T&) = Gr(g9—1,T) x O
sur le premier facteur, on obtient le morphisme de Gauss v : © — Gr(g — 1,T%).
On note p: P := Gr(g — 1,T&) — B lapplication structurale. Pour la définition de
Gr(-,-) voir [7, App. B.5.7]. On notera

6:0-FE—>pTly—Q—0
la suite exacte universelle sur P. Si ’on munit p*T &, de la métrique image réciproque

de celle de T'@ et les fibrés E et (Q des métriques induites, on obtient & partir de &
une suite exacte métrisée que nous noterons &.

Lemme 2.1. — Le morphisme de Gauss est génériquement fini de degré g!.

Démonstration. — Le fait que le morphisme de Gauss est génériquement fini (ou
autrement dit, qu’il induit une extension finie de corps de fonctions k(0)|k(Gr(g —
1,T&,)) est démontré dans [2, Th. 4]. Pour calculer son degré, nous considérons le
calcul suivant dans la théorie de Chow de & :

D (e (00))%) = 1 (6.(1) c1(9(0))° 1) 2 hu(cr (6 (0(0)))*Y)

D hler (V) D by (1 (€1(Q)0 1)) = deg(7)p4 (1 (Q)7)
(5)

g!

deg(7).

L’égalité (1) est justifiée par le théoréeme de Riemann-Roch (appliqué au morphisme
7 et au fibré O(0)), Iégalité (2) est justifiée par la formule de projection, I’égalité (3)
est justifiée par la formule d’adjonction, ’égalité (4) est une conséquence la définition
de P et pour finir (5) est une conséquence du fait que le degré de ©)(1) sur un espace
projectif au-dessus d’un corps vaut 1. O
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240 V. MAILLOT & D. ROSSLER

Nous appliquons maintenant le théoréme de Riemann-Roch arithmétique a ©.

Lemme 2.2. — Les égalités suivantes

G h(Be)) = (-1 (Rm (@) +los( oy "1>.,>

= (- 1)g+101(Tﬁo)+1°g(( g”l)”)

sont vérifiées.

On rappelle que par définition de la double factorielle :
@ gg=2)(1+ (1 (-1)9)/2)
(- (g-1(g—3)---(1+(1-(-1)9)/2)
Démonstration. — Soit M une variété Kihlerienne de dimension g et de forme de
Kahler w. Soit k > 0 et soit v € H*(M, O5). On dispose de la formule suivante :

-k _1)k(k+1)/2
1 2 AT ( / TAwITE.
2 M= e —mr Sy NN

Voir [15, Par. 2.3]. Par ailleurs, considérons la suite exacte longue de cohomologie

R7,0 — R°h,0g — 0

0 —
— R'7m,.0—> R'h,0e — 0
o o

0 — R9'1,0— R 'h,0¢ — R, O(—0) - RI7m, 0 — 0

née de la suite exacte

0— 0(-0) - §— B — 0.
On remarque aussi que la fleche x est un isomorphisme car R9m, @ est localement libre
de rang 1. Toutes les fleches reliant deux objets non-nuls dans la suite exacte longue
sont donc des isomorphismes. En particulier les faisceaux de cohomologie R*h, g
sont localement libres. De plus, en comparant la formule (1) sur les fibres de &(C) et
sur les fibres de ©(C), on conclut que pour tout entier k tel que 0 < k< g—1,0on a

2) &1 (R*.(0g)) = &1 (R*h.(06)) — log(g — k).

On utilisé ici le fait que la forme de Kéhler sur les fibres est donnée par 27 - ¢, (6(8)).
Si 'on combine cette derniére égalité avec 1’égalité

3) & (R*m.(0g)) =

on obtient la premiere égalité du lemme. L’égalité (3) est une conséquence immédiate
du théoréme de Riemann-Roch arithmétique appliqué & 7 et @g et de 'annulation
de la torsion analytique du fibré trivial d’une variété abélienne de dimension > 2 (cf.
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FORMES AUTOMORPHES ET THEOREMES DE RIEMANN-ROCH ARITHMETIQUES 241

[20, Par. 5, p. 173]). La deuxiéme égalité du lemme est une conséquence de la formule
de projection. O

Le théoréeme de Riemann-Roch arithmétique appliqué & h et au fibré hermitien
trivial sur © donne I’égalité suivante dans CH = (B)g :

ch(R*h, o) — T(O, Do) = hy(Td(TR)) — /e i R(Th) Td(Th)

= g! p.(Td(E)) - ¢! R(E) Td(E)
P/B

g / Td}Q)Td(@) + ¢ p.(Td_ (Q)Td(p*To))
P/B

—g'[ R(E)T4(E).

Remarquons & présent que pour tout £ > 0, on a

(@)

A—l__[]_ ( )k+1
Td @" =~ (k+1)

(on rappelle que par définition Td™!(z) = (1 — exp(—z))/x). Par ailleurs, selon [17,
Par. 8.2]

g—1
p«(€1(Q)?)) = [Z F] +C1(To);
=1
ici H) = Ei:l % est le l-éme nombre harmonique. On peut maintenant calculer

—_—~—1 __ —~~ J—
9! p(Td (Q)Td(p"Tto))'s"
g—1

(©(T) +[Y_ 7))

=1

— ot 1+ e (T8 - (L 4 CU e, T + (L)
=1

(=n*t

= ot (1+ (T8 - (S den@) + 5

1!

g+1 _ 9-!
L () + [ 1)

=1

= —(1+ 50 (Tho)) - (-1 +
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242 V. MAILLOT & D. ROSSLER

Si I'on combine ce dernier calcul avec le Lemme 2.2, il vient

T(©,00) = -g'[ TdY(Q)Td(8)
P/B
9+3 ). = (1) &
- (—l)g (2g+2) Cl(TﬁO) B (g+1) ;ﬂl

+ g /P . R(E) Td(E)+1og((gf—"1)”)-

Enfin, on a le

Lemme 2.3. — L’égalité

[ 1 @) = (- [%Z_u Sol-1-20) g
P/B - = (2p+ 1) (g—2p—1)17 2!
est vérifiée.
Ici {g(-) désigne la fonction zéta de Riemann.
Démonstration. — 1l suffit de démontrer I’égalité dans le cas ou S = SpecC et B est

un point. Nous le supposerons donc pendant la preuve du lemme.
A toute série formelle symétrique ¢ on peut associer une classe caractéristique
encore notée ¢ et une classe secondaire de Bott-Chern ¢ comme dans [9, §1].
D’apres le théoréme fondamental des fonctions symétriques, pour tout fibré vecto-
riel F la classe ¢(F’) s’exprime comme combinaison linéaire finie des classes de Chern
de F' :

O(F) = $i,..inCir (F) - - cip (F).
Soit & une suite exacte courte de fibrés vectoriels hermitiens sur une variété complexe
X :
F:0-F 5F->F —0

telle que les métriques sur F’ et F" sont induites par celle sur F et telle que le
fibré hermitien F est plat, ou méme simplement projectivement plat (voir [23, §6 et
Theorem 4] pour la définition de cette notion et ses conséquences). On déduit de cette
derniére hypothése que c(—F_' (<) F”) = ¢(F) en tant que formes, ce qui en appliquant
[9, Proposition 1.3.1] & chacun des termes monomiaux de :

é;(?) = Z Bis,...vitCiy * " Ciy, (?),
montre dans A(X) := A(X)/(Im 8 + Im ) D’égalité :

k
(Z)(?) = Z ¢il,~~~»ik Z Ciy (F) e c";q—l(F) ' éq(‘?) *Cigya (F) cr G (F)
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FORMES AUTOMORPHES ET THEOREMES DE RIEMANN-ROCH ARITHMETIQUES 243

Appliquons ce qui préceéde pour la classe de Todd et la suite exacte universelle &.
11 vient, en remarquant de plus que ¢ (p*T &) = 1, ’égalité :

g
Td(8) = Y  Tdi ().
k=1
On sait par ailleurs [12, p. 14 Remark 2] que Tdx = Td;,...; (k fois). On peut donc
écrire :

— g9
Ti(B) = ;1@ + Y. - a(8),
k=2

ol By, = —k{g(1 — k) pour k > 2 est le k-ieme nombre de Bernoulli.
On tire de [10, Proposition 5.3] que & (—5) =0etquepour2< k<gona:

& (8) = (-1)* 1 Hi_1 571(Q),

ol H_1 est le (k — 1)-iéme nombre harmonique.
Mettant ce qui préceéde bout-a-bout en tenant compte de la nullité des nombres
Bjpt1 pour p > 0, on peut finalement écrire :

[ ra @@
P9—1(C)

— ( a (@) )q -1-2p) 2p
_/]Pg—l((:) Z (q+1)' Z (2p+ 1)! Tep ) Jlwnia o @)

a0
(£-1]

o (-1 -2p)
SR> (2p+1)'(

g—2p-1)!

ﬂ2p+1. O

Enfin, en utilisant la suite exacte universelle &, on calcule que

R(E)Td(E) = — R(Q)Td(Q)
P/B P/B

z! , .
=/P/B((Z(—1)l+1(l+1)!),( > (2C@(—m)+5‘lmc<@(—m)).ﬁ))

120 m21, m impair

ou l'on a posé z = ¢1(Q). Ainsi

ok 2(6(-—1 - Zk) + CQ(—I - 2k)ﬂ2k+1
oy B TA(E Z( b? Gkt D)ig—2k—1)1

Le théoréme suivant résume maintenant nos calculs :

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2009



244 V. MAILLOT & D. ROSSLER

Théoréme 2.4. — L’égalité

T(0,06) = (-1)° +32)61(w)
{% 1
-y 2k11)(2<@(—1—2k)+2<@(—1—2k)ﬂ2k+1)
(-1)9 & g!!
_ (g+1) ﬂz + log(( _1)")

est vérifiée.

Cette derniere égalité implique notamment qu’il existe un nombre entier | € N*,
un nombre réel C' et une forme modulaire p pour le groupe d’Igusa I'(1,2), tels que

(4) exp(T(©, Os))! = IC - /-“”2l( 1)9+1 (g+3)/(29+2)

et que p est définie sur Q. L’égalité (4) est une forme affaiblie de la premiére partie de
la Conjecture 6.1 de Yoshikawa dans [26]. Une autre conséquence de ’égalité (4) est
une forme affaiblie de la premiére assertion du « Main Theorem » dans 'introduction
de [26]. Dans les deux cas, il s’agit d’une forme affaiblie parce que le nombre [ n’est
pas effectif et que le groupe d’Igusa I'(1,2) est plus petit que le groupe de Siegel.

Remarque. — Il est probable que le nombre [ peut étre déterminé en faisant usage
dans les calculs ci-dessus du théoréme d’Adams-Riemann-Roch arithmétique démon-
tré dans [21] (qui tient compte des phénomenes de torsion) plutét que du théoréme
de Riemann-Roch arithmétique. Nous n’avons cependant pas effectué ce calcul.

3. Les formes modulaires d’Igusa « produit des théta constantes paires »

Les formes modulaires décrites via la torsion analytique de f)g dans la derniere
section coincident avec la forme modulaire d’Igusa « produits des fonctions théta
paires » lorsque g = 2,3 (cf. [26, aprés le « Main Theorem » ]). On peut se demander
si ces derniéres formes modulaires peuvent aussi étre interprétées via le théoréme de
Riemann-Roch arithmétique. Nous allons montrer dans cette section qu’une pareille
interprétation est possible. Le théoréme de Riemann-Roch arithmétique est ici appli-
qué a O(0); il s’agit alors d’un cas particulier de la « formule clé » de Moret-Bailly.

On continue avec les mémes hypothéses que dans la section 2. On suppose de plus
que © est symétrique, i.e. invariant par 'action de linversion [—1] du schéma en
groupes &/B; on notera @[_yj (resp. ©[_y)) le schéma des points fixes de [-1] dans
@ (resp. dans ©). Par ailleurs, on suppose que 2 est inversible sur B.
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Le théoréme du cube (cf. par ex. [6, 4.1.23]) implique que
8-¢1(0(8)|g,_,) = 8- €1 (u"0(O)).
Par ailleurs, la formule clé de Moret-Bailly (cf. (16, Th. 3.3]) affirme que
8-C1(u*0()) = 4 -G (@) + 2glog(4n).
On en déduit que 8 - C; (—Q_(e)la[_”) = 4-T(w) + 2glog(4n). Comme © est lisse sur

B, le schéma ©[_, est régulier et donc ouvert dans &[_;;. Soit g : &_3)\O|_y) — B
le morphisme de structure. On cherche & calculer

9+(€1(0(O)|g_,\8/_1))-
Vu que le fibré en droites )(©) est canoniquement trivialisé sur &_;)\©[_yj, on est
ramené 3 un calcul analytique sur une fibre complexe arbitraire de & — B. Nous en
fixons une et la nommons A. Nous rappelons I’expression explicite de la métrique de
Moret-Bailly de ©(6) donnée dans [16, Par. 3, (3.2.2)]. Si Q est une matrice g X g
complexe du demi-plan de Siegel représentant A, on dispose de la formule

lse (2)]| = det(S(2))!/* exp(—7'y(3(Q)) 'y)|6(z, Q)|

ot 0(z, ) est la fonction 0 de Riemann associée & Q, z = = + iy et se est la sec-
tion canonique de ©)(0), restreinte & A. Si 'on utilise la formule de changement de
coordonnées

z+iy =21 + Q) = (- RQ)(S(Q) y) + A((Q) ')
on peut réécrire, en utilisant la symétrie de (),
lIse ()]l = det(3(R))"/* exp(—7'y1(R)y1)16(2, Q).
On calcule maintenant
9-(@(0(®)|g_,0\0(_y)))
= —2log | [ ] det(3(02))"/* exp(—7'aS(R)a)8((a) + b, Q)]
a,b

_ 229—2+2g—2 _ a 2

= —log| det(3())| og| [T [ ] 0.9

=t —log [|Ixg () |Fet
ol x4(-) est la forme modulaire d’Igusa « produit des théta constantes paires » (cf.
(18, chap. II]) et || - ||pet est la norme associée & la métrique de Petersson. La somme
porte sur les couples (a,b) € Q9 tels que a,b € {0,1/2} et tels que 6 5] (0,9) # 0.
Iy a229 —2971(29 — 1) = 22971 4 2971 tels couples. Ceci résulte par exemple de la
formule de Lefschetz habituelle appliquée & [—1] agissant sur O¢|4. Par ailleurs,

8- 6. (@1(D(O)|g_,\o_y)) =4 (227 + 297181 (@) + 29 - (2297 +2971) log(4n)

ce qui implique la
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246 V. MAILLOT & D. ROSSLER

Proposition 3.1. — L’égalité
(272 + 29728, @) + § (2% +29) log(4m) = — 10 ||, (V) e
est vérifiée.

Supposons & présent que S est le spectre d’'un anneau de Dedekind et affaiblissons
les hypothéses précédentes en supposant seulement que © est lisse au-dessus d’un
ouvert non-vide V' de B. Supposons de plus que B = S et que le schéma #_,) est la
réunion disjointe de 229 sections B — @.

Soit maintenant

Z = Zar(ﬁ[_llyv\e[_ll,v)

'adhérence schématique de &[_;) v \O[_1),v. On cherche alors & calculer

9+(21(0(8)]2))-

Soit w1, ..., u(e2s-142¢-1) une énumération des sections formant Z. Une variante du
calcul fait plus haut donne alors la

Proposition 3.2. — L’égalité

(22972 4 2972, (@) + %(22-"‘1 + 2971 log(47)

229—l+2g—1

= Z Z longgﬂ’P(Qujne) - My (P) — log "Xg(ﬂ)"lz’et

Jj=1 Peu;Nn©

est vérifiée.

4. Les formes modulaires de Yoshikawa de deuxiéme type

On se donne un schéma régulier et intégre B, quasi-projectif sur un anneau arith-
métique D de corps de fractions K et tel que 2 est inversible sur D. On se donne
également un schéma intégre et régulier et un morphisme projectif, plat f : 7 — B
tel que fx : Tk — B est lisse et dont on note w le faisceau canonique relatif associé.
On notera B := Bk (resp. T := T k) la fibre générique de B (resp. I ) sur D.

On suppose que T' est un schéma en surfaces K3 sur B. Par définition, cela signifie
que les fibres géométriques de fx sont des surfaces K3. On munit T(C) d’une structure
de fibration Kéhlerienne v. On suppose aussi que le morphisme d’adjonction

P law—w

est un isomorphisme. Munissons w de la métrique induite par la structure de fibration
Kahlerienne et f*f,w de la métrique image réciproque par f de la métrique L%. On
écrira 7 pour la classe secondaire ch(¥) de la suite exacte de fibrés

F: 0> faw->w—o0-0
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FORMES AUTOMORPHES ET THEOREMES DE RIEMANN-ROCH ARITHMETIQUES 247

munie de ces métriques.

On suppose de plus qu'’il existe un automorphisme d’ordre 2 de & sur % ; on dispose
ainsi d’une action de pg sur & ; on note &, son schéma des points fixes et I’on suppose
que la restriction f,, : 7,, — B du morphisme f est lisse. On notera g I'action de
lautomorphisme sur T(C) et 7y la restriction de la classe n & Ty := J,,(C). On
suppose également que la fibration Kahlerienne est équivariante pour l’action de g;
on note vy la restriction de v & T;. Enfin on notera d (resp. dy) la dimension relative
de T (resp. Ty) sur B.

On applique la formule de Lefschetz arithmétique au morphisme f, a ’action de
1o sur I et au fibré trivial £ := g muni de sa métrique triviale. On note N le fibré
conormal de &, dans I et on le munit de la métrique induite par la structure de
fibration Kéhlerienne. On obtient

s (R £ D) — 1y (R £, 0) + €1,y (R£. D)

= fuae (T TP - [

Td, (T fc)Ry(T fc) + T,(0).
Ty/B

——<2
On calcule dans CH = (Y ,)q :

Td,,(Tf) = chy,(1-N)'Td(TF,,)

- %(1 + %EI(W) + iﬁl(ﬁf)_lﬁ(ﬂuz)
- (% - iel(fv‘))ﬁ(ﬂm)-

——<2 —~
Par ailleurs, dans CH ™ (9 ,)q, on a TA(Tf,,,) = 1 — 1C1(@p,) + 51 (@y,)?, ot @,
est le fibré des différentielles relatives de &, sur B, muni de la métrique induite. La
partie de degré 2 de Td,, (T f) est donc la partie de degré 2 de I’expression

1 1. Lo 1o~ 2
(5 —_ ch(N)) (1 _ 501(&1,,,2) + Ecl(wuz) )
qui est
1. — 1.
(5) gcl (N)C1 (wﬂz) + ﬁcl (wﬂz)z'

On rappelle qu’on dispose d’une suite exacte équivariante
0-N->Q-ow,, —0
sur & ,,. Pour des raisons de rang, cette suite est isométriquement scindée. On a donc

C1(N) = f,e(fu@) — ng — C1(Wy,)
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—1
dans CH (7 ,,). On peut donc évaluer I'expression (5) comme

Ll (p— PPN 1.
) (f#zcl(f*“’) — Mg — cl(wl-lz))cl(wl-tz) + ﬁcl(w#z)z
| 1. |
= gl (f@)e1(@,,) — Ecl(wuz)z = 561 (@ua)1g-

Par ailleurs, on calcule :

| Ta,@soR,so)
T,/B

9

=2 [ (-1, + Ga(-1,~D)er(N) + (264 (~1) + Co(~D)er(w))
/B

Tg
=2 [ ((664(-1) + (3 - logl16))Go(~1)es ()

T,/B

+(260(—1) + Go(~1))e (W)

=2 [ (= (66(-1) + (3~ 1og(16))Ga(~1)) + (265(~1) + o(~1))Jer (w1)

T,/B
=2 [ (—4ch(-1) + (1og(16) — 2)Go(~1))ex (w3

T,/B

9

= —2G( - 4¢4(~1) + (10g(16) - 2)¢a(-1))
ol G est une fonction localement constante sur B(C). En un point P € B(C), G vaut

Z (2 - genre(C) — 2)

CCTy,p

ol la somme porte sur les composantes connexes C' de la fibre Ty p de T, au-dessus
de P. Pour résumer, on obtient

@iz (RO £ D) — @1,y (R £, 0) + @10, (R* £, 0)
G., . _ 1 - — 1 _
= gcl(f*w) - ﬁfuz*cl(wuz)z +T,(0) - 8 /Tg/B c1(@Wyy)ng

+2G( = 4¢4(=1) + (10g(16) — 2)Ga(-1)).

Ceci implique en particulier le
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Théoréme 4.1. — Supposons que toutes les fibres géométriques de f sont des surfaces
K3, alors on a :

1 d
~ 18 Giamye /T,B”
G-8_., . _ 1 - = 1 _
= a1 (fu) — ﬁfuz*cl(wuz)z +Ty4(0) - §/ 1 (@py)ng
T,/B
+2G( - 4¢(~1) + (10g(16) — 2)Ga(-1)).-
Remarque. — Lorsque ¥, est vide, on trouve :
1 al e
(6) — log W/T/BV +e1(fiw) = Ty(0)

sous les hypothéses du théoréme 4.1. On aurait pu montrer directement ce résultat en
appliquant le théoréme de Riemann-Roch arithmétique au quotient & /uy. Borcherds
[5] avait montré la trivialité (modulo torsion) de f.w en construisant explicitement
une section non-nulle ® de (f.w)®*. Pappas [19] redémontre (indépendamment de
ce qui précede) le fait que f.w est de torsion sur B(C) en appliquant le théoréme
de Grothendieck-Riemann-Roch au schéma & /us. L’identité (6) montre que ces deux
démonstrations, a priori totalement différentes, ne sont que les deux versants d’une
méme application du théoreme de Riemann-Roch arithmétique. On notera que I’iden-
tité (6) implique méme que l'ordre de f.w est une puissance de 2.

On peut exprimer la quantité 55 f,,.+C1(@y,)? du Théoréme 4.1 au moyen de la
torsion analytique des fibres de Ty sur B(C), via le théoréme de Riemann-Roch arith-
métique. On obtient

5 Fuas1(@4)? = £.(TA(T /B)1

= "‘T(@y) —log V}f" +61(fuz*wuz)

1
T Jro
[ @)+ Gal-D)er )
T,/B

Al
dans CH (B)g. Si I'on juxtapose cette derniére expression & celle du Théoréme 4.1,
on obtient

8;C"el(f*w)
— — 1 _ .
=Ty(0) + T(0,) - 8 /Tg/B c1(@psz)Ng +/ B(2CQ(_1) + ¢o(=1))er(wy,)

g

61 (fltz*wﬂz ) +
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+ 26 — 464(-1) + (10g(16) — 2)Co(~1))

+ log ;/ ve | + log ;/ vl
d!(2m)4 T/B dg!(27r)d9 T,/B g

=Tg(5)+T(@g)--;-/ ¢

T,/B

+ log ;/ v | +log ————l—/ v
d'(2m)? Jr/p dg!(2m)%s Jr, g ¢

sous les hypotheses du Théoréme 4.1. On suppose maintenant que D = C; les hypo-

, 2G e
(Wyy)ng — 6Glo(—1) ~ 3 log(2) + 1

-

theéses du Théoréme 4.1 sont alors automatiquement satisfaites. Supposons par ailleurs
que f,w a une section analytique trivialisante de norme L? constante. Ceci est le cas
par exemple si la famille & est munie d’un marquage (cf. [27, Par. 1.2 (b)] pour cette
notion). Soit  un entier tel que le fibré f.w®BE=G)" @ (det f,,.w,,)®5" est trivial. Le
fibré (det fuz*wm)@(‘s") est alors analytiquement trivial. Il existe donc ¢ une section

R8k

analytique trivialisante de (det f,,,.w,,)®°" satisfaisant 1’égalité

—-L D D
[t = ™D . @

1 d

_ dg
d! (27T)d T/B g

1
d,!(2m)% /T e

en(—g [ a@uny)
T,/B

Ecrivons Vol(Ty) := 'dgTzlﬂ—Js' ng/B u§9| et Vol(T) := |37%r—)q fT/B v4|. Soit 7 (resp.

r_) la dimension du sous-espace de H?(T(C);,C) invariant par g (resp. celui ol g

agit par —1); b étant un élément générique de B(C). Remarquons que par la formule

du point fixe holomorphe et la formule de Gauss-Bonnet généralisée (cf. [25, Example

3.8, chap. III, sec. 3, p.96] pour cette derniére), on a I’égalité

1-047ry —r_+1-0=-G

et par ailleurs, le formulaire [3, VIII, 3.] nous assure que ry +r_ = 22. On en déduit
que

G=20-2r,.

_L
On reprend maintenant ’expression pour |t|,;** et on calcule

= = 1
eTa(0) T (Oy) - Vol(T) -Vol(Tg) ‘eXP(—g/ 01(67#2)775;)
T,/B

g

= eTs(0) . T©9) . Vol(T) - Vol(T,)

ex —1/
P\"s T,/B

g9

G
8

c1(@p, ) (g + log IVol(T)I)> - Vol(T))
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— () . (T Oy) . Vol(T')¢/8+1 . Vol(Ty,)

ex "‘l/
P78 T,/B

c1(@u, ) (ng + log IVol(T)I)) :
g
Par ailleurs, on a
G+8 20—2ry +8 1l4-ry

8 8 4

G/8+1=
et on conclut que
|t 735 = eTo(9) . T©0)
14-r

Vol(T) ™% - Vol(T,) - exp (—% /T 5 c1(@) g + 108 |Vo1(T)|)) .

9

11 s’agit de ’égalité du théoréme principal [27, Main Th., Introduction] de Yoshikawa.

5. Appendice : une formule du point fixe singuliére conjecturale
en théorie d’Arakelov

Soit D un anneau arithmétique d’anneau de fractions K et supposons que D est
régulier. Soit f : X — Spec D un schéma intégre, projectif sur D, dont la fibre sur
K est lisse. Soit h : Z — Spec D un schéma intégre et régulier, projectif sur D,
dont la fibre sur K est lisse. Soit 7 une D-immersion fermée X <— Z. On munit Z
d’une métrique Kéhlerienne wz et on munit X de la structure wyx induite. On se
donne un nombre entier n > 1 et des structures u,-équivariantes sur X et Z telle
que f,h, j soient p,-équivariants et que la structure wz soit p,(C)-invariante (D est
supposé muni de la structure équivariante triviale). Soit enfin R(u,) = Z/(1 — T™)
le groupe de Grothendieck des u,-comodules de type fini sur Z. On choisit un racine
primitive n-iéme de 1'unité ¢, et une R(u,)-algeébre R telle que les éléments 1 — T
(k=1,...,n—1) sont inversibles dans &.

Soit N le fibré conormal de I'immersion Z,, — Z. Soit enfin 3, r,E; une R
combinaison linéaire finie de fibrés hermitiens sur Z,,, tels que ¥, 7 E; = (A_1(N))~!
dans K" (Z2,,,) ®R(un) k-

Soit E un fibré hermitien p,-équivariant sur X.

On remarque que 'immersion X¢ < Z¢ est réguliere et on a donc

Torp, (j+ B, 0z, )c = jeu(A*(F) ® Ec),
ott F est un fibré localement libre défini sur X, ¢ par la suite exacte
J:0—-F— Nz, cjzc— Nx,, c/xc =0

(voir [1, Exp. VII, Prop. 2.5]). Nous munissons le fibré F' de la métrique induite par
Nzﬂrn /Z :
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Pour tout [ > 0, les fibrés cohérents R'h, (E; ®m’5 , U E, ©z,.)) (qui sont locale-
ment libres sur la fibre générique) peuvent étre munis de métriques hermitiennes via
Pisomorphisme naturel

R'h.(E; ® Torp, (juE, 0z,,))c = R' fc. (7" (Bic) ® A*(F) ® Ec).

Par abus de notation, on notera R'h.(E; ® Iﬁ%z (J«E, az“n )) le fibré cohérent her-
mitien sur D (« hermitian coherent sheaf » en anglais) correspondant.

Conjecture 5.1. — L’égalité
DS (V)'RA(E)-Ty(Bc) = Y i ) (-1)"**R'h(E; ® Torh, (4., 03z,,))

1>0

est v

1 1,k>0
- Z”Z 1)*T, (45, (Eic) ® A*(F) ® Eclx,,)
T k>0

+ / Td(TX¢) chy(Ec) Tdy(F) T (F)
X

Hn

- /X Tdy(TXc) chy (Be) Ry (Nx... o/xc)

Hn

érifiée dans K™ (D) ®p(u,) R-

Cette conjecture est inspirée par la formule [24, Th. 3.5].
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