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Séminaire BOURBAKI 

60 e année, 2007-2008, n° 994, p . 363 à 377 

Juin 2008 

L A D U A L I T É É T R A N G E 

[d'après P. Be lkale , A . M a r i a n et D . Oprea] 

par Chr i s t ian P A U L Y 

I n t r o d u c t i o n 

Le but de ces notes est de donner un bref aperçu d 'un résultat important sur les 

fibres vectoriels sur une courbe algébrique : la dualité étrange ou la dualité rang-

niveau. 

En 1994, disposant de la formule de Verlinde qui donne la dimension des espaces 

de fonctions thê ta généralisées d'ordre k sur les espaces de modules de fibres de rang r 

(voir sections 1.2 et 1.3), on a conjecturé que les deux espaces associés aux couples 

(r, k) et (fc, r ) sont naturellement duaux, la dualité entre ces espaces vectoriels étant 

induite par le produit tensoriel des fibres vectoriels. Cette conjecture a été démontrée 

seulement en 2006, d 'abord par P. Belkale pour une courbe générale et ensuite par 

A. Marian et D. Oprea pour toute courbe. 

Une des idées principales, commune aux deux démonstrations, est de construire une 

base explicite de fonctions thê ta généralisées d'ordre r indexée par des fibres vectoriels 

particuliers de rang r . P. Belkale obtient ces fibres particuliers comme sous-fibrés d 'un 

fibre de rang r + k sur la droite projective, et A. Marian et D. Oprea considèrent les 

sous-fibrés de degré maximal d 'un fibre fixé de rang r + k sur une courbe quelconque. 

La deuxième idée clé est alors de montrer que le nombre de ces fibres particuliers est 

égal à la dimension des espaces de fonctions thê ta généralisées donnée par la formule 

de Verlinde — notons que les deux problèmes énumératifs et leur nombre de solutions 

sont différents. C'est à ce niveau-là qu'interviennent la combinatoire de la formule de 

Verlinde et le lien entre l 'anneau de fusion et la cohomologie quantique de la grass-

mannienne Gr(r, r -h fc), déjà observé par E. Wit ten dans [33]. Tandis que P. Belkale 

montre que le nombre de ses fibres particuliers vérifie les mêmes relations de récur­

rence que les nombres de Verlinde, A. Marian et D. Oprea utilisent la formule de Vafa 

et Intiligator donnant les invariants de Gromov-Witten associés à la grassmannienne 

Gr (r, r + k). 

S O C I É T É M A T H É M A T I Q U E D E F R A N C E 2 0 0 9 



364 С. PAULY 

Dans la dernière section, je décris quelques généralisations de la dualité étrange, 

notamment aux fibres vectoriels avec structure parabolique et aux G-fibrés principaux. 

Dans ce dernier cas, de nombreuses questions restent ouvertes. 

Dans ces notes, je ne mentionne que les constructions de dualité étrange sur les 

courbes. Des constructions analogues existent sur les surfaces projectives, en particu­

lier sur le plan projectif et sur les surfaces abéliennes — voir [19]. 

Il existe des « surveys » récents sur la dualité étrange : les notes de cours de M. Popa 

[27], section 5, et l'article de A. Marian et D. Oprea [19]. 

J'aimerais remercier P. Belkale et R. Oudompheng pour leurs commentaires sur 

ces notes. 

1. ESPACES DE MODULES DE FIBRES VECTORIELS SUR UNE 
COURBE 

Dans cette section, on rappelle brièvement les principaux résultats concernant les 

espaces de modules de fibres vectoriels sur les courbes et les espaces de fonctions thêta 

généralisées. Pour plus de détails on renvoie par exemple au livre de J. Le Potier [16] 
et aux notes de M. Popa [27] et de C. Sorger [30]. 

1.1. Propriétés des espaces de modules 

Soit X une courbe projective lisse complexe de genre g > 1. Étant donné un fibre 
vectoriel E sur la courbe X, on peut lui associer deux entiers : son rang r = rg(E) 
et son degré d = deg(E) := deg(ArE). Ce sont des invariants topologiques. Si l'on se 

donne la courbe X ainsi que r et d, il existe une variété projective, notée %lx\r,d), 

qui paramètre les classes de .S-équivalence de fibres vectoriels semi-stables de rang r 
et de degré d sur la courbe X. Rappelons que îlx(f,d) est une variété irréductible, 

de dimension r2(g — 1) + 1 et que les points fermés de îlxi^^d) correspondent aux 

sommes directes de fibres vectoriels stables. 

Si r = 1, l'espace de modules îlx(l,d) coïncide avec la variété de Picard Pic (X) 
paramétrant les fibres en droites de degré d. Nous notons Jac(X) := Pic°(X) la 

jacobienne de la courbe X. 

Il existe un morphisme de variétés induit par le déterminant 

det : îix(r,d) —>Pic d(X), E н-> áet(E). 

Nous notons <fâlx(r, L) la fibre det 1 (L) au-dessus du fibre en droites L G Picd(X) et 
9 ^ x ( r ) : = 9^x ( r > Afin de simplifier la notation, nous introduisons aussi cUx(r) : = 

cUx(r,r(g-l)). 
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(994) LA DUALITÉ ÉTRANGE 365 

À plusieurs reprises dans le texte, on utilisera le résultat élémentaire suivant : le 
morphisme induit par le produit tensoriel 

(1) t:<ßix(r) х Р ю 9 _ 1 ( Х ) Ux (r) (E.L) t-> E <8> L 

est un revêtement étale galoisien de groupe de Galois égal au groupe Jac(X)[r] = 
(Z/rZ)2g des points de r-torsion de la jacobienne. 

1.2. Fonctions thêta généralisées 

Avant de définir les fonctions thêta généralisées, on rappelle quelques notions sur 
les fonctions thêta abéliennes. L'ensemble 

в := {M e P i c s _ 1 ( X ) I h°(X,M) > 0} С P i c 9 _ 1 ( X ) 

détermine un diviseur de Cartier effectif — le diviseur thêta — dans Picg~ (X), qui 
définit, après translation TL : Jac(X) —» Picg~1(X) par un fibre en droites L de 
degré g — 1, un diviseur 6 L := T£© dans la jacobienne donnant une polarisation 
principale, c'est-à-dire /i°(Jac(X), 0(еl))= 1. Les sections globales du fibre 9(k&L) 
sont appelées les fonctions thêta d'ordre k. 

La construction précédente se généralise sans trop d'obstacles aux espaces de mo­
dules llx (r, d) : on montre que l'ensemble 

(2) в := {[E] e îi*x(r) I h°(X,E) > 0} С <U*x{r), 

où [E] désigne la classe de 5-équi valence d'un fibre semi-stable E, détermine un di­
viseur de Cartier effectif — le diviseur thêta généralisé — dans îl*x (r). Comme en 
rang 1, on a aussi la relation [5] 

л°(2£(г) ,0 (е ) ) = 1. 

En prenant l'image inverse par le morphisme induit par produit tensoriel 
TL ^x(fjO) —> cU"x{r) avec un fibré en droites L de degré ^ — 1 et en restrei­
gnant à la sous-variété <ftUx(r) c %X(P>0), on obtient un diviseur de Cartier ©jr, 
dans (JUv(r) dont le support est 

QL = {[E] e 0UX{T) I h°(X,E®L) > 0}. 

On sait [13] que le fibre en droites associé £ = 0(OL) est ample, ne dépend pas 
du choix de L et engendre le groupe de Picard 

Pic(9mx(r)) = Z-£. 

Par analogie avec le cas r = 1, on appelle les sections globales de £ sur <fîUx(
r) ^es 

fonctions thêta généralisées d'ordre k. 
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1.3. La formule de Verlinde 

La formule de Verlinde donne la dimension de l'espace des fonctions thêta géné­
ralisées d'ordre k sur <fîUx(

r)- Remarquons que la formule de Verlinde donne en fait 
la dimension des espaces de blocs conformes, qu'on peut identifier aux espaces de 
fonctions thêta généralisées. On renvoie aux notes de A. Beau ville [3] et de C. Sorger 
[30] pour une discussion détaillée et les démonstrations. Dans notre cas, on utilisera 
la formule de Verlinde sous la forme suivante (due à D. Zagier) : on pose N — r + k. 

(3) JVfc(SL(r)) := h°(<JUx(r),£
k)=(^y 

b'UT={0,...,iV-l> 
|S| = fc,|T| = r 

E п 2sm7T-
N 

Iff-1 

On observe que cette formule présente une symétrie en les variables r et k. Plus 
précisément on a la relation 

(4) 
Nk(SL(r)) 

r9 
Nr(SL{k)) 

On déduit la dimension Nk(GL(r)) de H°(îé*x(r), 0(k®)) à partir de la formule de 
Verlinde (3) en utilisant le revêtement étale galoisien (1) : on calcule l'image inverse 

Г9(кв) = £кЕ9(кгв), 

ce qui permet de déduire 

(5) Nk(GL(r)) = — JVfc(SL(r)) = JVP(SL(fc)). 

2. LA DUALITÉ É T R A N G E 

2.1. La construction de Beauville-Donagi-Tu 

Dans cette section, on va énoncer le théorème principal de l'exposé. Ce théorème 
avait été conjecturé en 1994 par A. Beauville [3], ainsi que par R. Donagi et L. Tu 
[12]. Cette conjecture était fondée sur des travaux antérieurs en théorie conforme 
des champs — voir par exemple [21]. La construction de la « dualité étrange » est la 
suivante : on considère deux entiers r et A: et le morphisme entre espaces de modules 
de fibres vectoriels semi-stables de raner r et k induit nar le nroduit tensoriel 

t : <M¿v(k) X «Л.(г) —• гЛг(кг), (E.F) ^E®F. 

Notons que cette flèche est bien un morphisme, car la semi-stabilité des fibres est 

préservée par produit tensoriel. On calcule comme précédemment l'image inverse 

t*0(G) = £r ® 9(kG). 
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L'image inverse par t du diviseur thêta généralisé (2 ) donne un élément £*© de 

H°(t*9(Q)) qui se décompose par la formule de Kunneth 

H°{<ftlx{k), £r) ® H°(tfx(r), 0(кв)) 

On peut donc considérer le tenseur t*0 comme une application linéaire 

(6) SD : H°(í¿Ur), 9(кв)У —> Н°Шх(к), tr) 

entre deux espaces vectoriels de même dimension (5). Le résultat principal est le 

THÉORÈME 2 .1 ([17] Theorem 2, [6], [8]). — L'application linéaire SD est un iso-

morphisme pour toute courbe X. 

Remarque 2.2. — Le fait que SD est un isomorphisme admet l'interprétation géo­

métrique suivante. Etant donné un fibre semi-stable F avec [F] G %x( r)> o n P e u ^ 

considérer l'ensemble 

eF := {[E] e <fiUx{k) I h°(X,E®F)>0}. 

Pour F général, Qp détermine un diviseur dans le système linéaire \z | et r application 

rationnelle 

tfx(r)-* \£r\ F-->^eF, 

se factorise à travers l'application linéaire SD projectivisée. On observe alors que SD 
est un isomorphisme si et seulement si les diviseurs ©jr, quand F parcourt ^x( r )> 

engendrent linéairement le système \£ r \ . 

2.2. La dualité de Wirtinger généralisée 

Un défaut de l'énoncé prédédent est qu'il met en relation deux groupes structuraux 
de type différent SL(k) et GL(r). Un énoncé plus symétrique a été formulé et démontré 
par A. Marian et D. Oprea : on considère le morphisme 

TT : 2/x(fc,0)x2¿ x(r,0) —> ^x(A:r,0)xJac(X), (E, F) ^ (F® F, (det ÜJ) (g)det F 

On fixe deux fibres en droites L et M de degré g — 1 sur X et on note K le fibre 
canonique de X. L'image inverse par n du diviseur thêta généralisé produit 

вы И 0L-iK С îlx(kr, 0) X Jac(X; 

peut être considéré (voir [17] , Lemma 1 ) comme une application linéaire 

(7) D : H°(Í¿x(k,0), 9(reM+áet*eL))
v —> H°(í¿x(r,0), &(keM+det*eL-1K)) 

THEOREME 2 . 3 (Dualité de Wirtinger généralisée, [171 Theorem 1) 

L'application linéaire D est un isomorphisme pour toute courbe X et pour tous 
fibres en droites L et M. 
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Remarque 2.4- — Ce théorème généralise aux fibres vectoriels un résultat sur les 
fonctions thêta abéliennes [20] appelé dualité de Wirtinger. On obtient ce résultat 
classique en prenant dans le théorème précédent r = k = letL = M = n une thêta-
caractéristique de X. Nous notons alors © = QK le diviseur thêta symétrique dans 
Jac(X). Le morphisme n est une isogénie et on a la relation 7r*(© 0 ) = 2 0 2 0 . 
L'isomorphisme D fait commuter le diagramme suivant 

| 2 0 | V 

S lD 

Jac(X) Л |2в|, 

avec i(x) = T*Q -f Tlx@, où Tx désigne la translation par x dans Jac(X). Remar­
quons que la dualité de Wirtinger est démontrée pour toute variété abélienne avec 
polarisation principale. 

La dualité étrange (Théorème 2 .1) , telle qu'elle avait été conjecturée par Beauville-
Donagi-Tu, est alors un corollaire de la dualité de Wirtinger généralisée. 

PROPOSITION 2 . 5 ([17] section 4 ) . — Si D est un isomorphisme, alors SD est aussi 
un isomorphisme. 

PREUVE (esquisse) — Le produit tensoriel avec M induit un isomorphisme entre 
H°(îlx(r,0), 9(keM)) et H°(îl*x(r), 9(k@)). D'autre part les deux applications li­
néaires D et SD apparaissent dans le diagramme commutatif suivant 

H X A' £ V H°(1/X(k, 0), 9(гвм + d e t * e L ) ) v 

|5DV 

Я ° ( ^ х ( г , О ) , 0 ( Ш м ) ) H°(Í¿x(r,0),Ü(keM+det*eL-iK)) 
où les flèches horizontales sont la duale de la restriction p et la multiplication par 
la section det*©¿-ix respectivement. Cette dernière flèche est injective. Comme 
D est un isomorphisme, il suffit donc de montrer que l'application de restriction p 
des sections globales à 0Ux(k) est surjective. Étant donné s G HQ(<fîlix(h),£r), on 
construit « à la main » une section Jac(X)[k]-invariante sur le revêtement étale galoi-

sien <fillx(k) x Jac(X) —> îlx(k,0) qui se restreint à s sur </fllx(k) x {^}- • 

3. LA DÉMONSTRATION DE A. M A R I A N ET D. OPREA 

Dans cette section, nous allons expliquer brièvement la démonstration de la dualité 
de Wirtinger généralisée (Théorème 2 .3) . 
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3.1. L'idée principale 

L'idée clé, qui avait déjà été utilisée dans l'article antérieur de P. Belkale [6] sur 

une courbe singulière, est de construire de manière explicite deux familles de fibres 

vectoriels, dont les diviseurs thêta associés forment des bases duales des deux espaces 

vectoriels, qui apparaissent dans (7). On notera leur dimension 

q = h°(ííx(k,O),9{reM+det*eL)) = ho(í¿x(r,O),0(keM+det*eL-iK)) 

= (j) h°(,mx(r),£h). 

La dernière égalité s'obtient en utilisant le revêtement étale (1) . Plus précisément, on 

montre le 

THÉORÈME 3 . 1 ([171 Proposition 3 ) . — // existe q couples de fibres vectoriels stables 

(Ai,Bi) 6 fcjt(M) x î /x (r ,0 ) , 1 < i < q, 

vérifiant les conditions 

1. h°(X, Ai® Bj® M) ф 0 sii ф j , et = 0 si i = j , 

2. Ä°(X,(deti4 i)- 1(detB i)L- 1

JK') = 0. 

Ce théorème signifie que les q diviseurs 0 ^ C ^x (^O) du système linéaire 

I&0M H- det*0r-iR-| dont le support est donné par 

eAi = {[F] e 1¿x(r,0) I h°(X,Ai®F®M) > 0 ou h°((det A^-^detF^K) > 0} 

contiennent les fibres stables Bj G îlx (r, 0 ) pour j ^ i et ne contiennent pas Bi. Ceci 

entraîne immédiatement que les q diviseurs forment une famille libre, et donc que 

D est un isomorphisme. 

3.2. Le schéma Quot de Grothendieck, invariants de Gromov-Witten et la 
formule de Vafa-Intriligator 

Dans cette section, nous allons construire les q couples (Ai,Bi) du théorème 3 .1 . 
Pour cela nous introduisons le schéma Quot de Grothendieck Quo t d (Ê^ , k) qui para­

mètre les suites exactes 

О — > E — > Ox —> 0), 

où E est un sous-faisceau de 9X de rang k et de degré —d et F un faisceau de rang r. 

Rappelons la notation N = r H- k. Le schéma Quot d (0^, fc) est projectif, mais pour d 
général ce schéma peut avoir plusieurs composantes irréductibles et des singularités 

— voir par exemple [27] section 4 ou [18]. Il existe une suite exacte de faisceaux 

universels sur Quot d(0^,A:) x X 

0 > & > 0Quotd(0"*)xX > & > °-
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Par ailleurs les points a de Quotd{Qx,k) qui correspondent aux faisceaux quotients 
F = £7\{ayxx localement libres forment un ouvert 

MoTd(X,Gv(k,N)) с Quot r f(0£,ft), 

qui paramètre les morphismes de degré d de la courbe X dans la grassmannienne 
Gr(fc, N) des sous-espaces de dimension k dans CN. Si l'on suppose le degré d assez 
grand, le schéma Quot d(0x,fc) e s t irréductible [10] et de dimension égale à 

din Quot d (0£ , Jfe) = x(Hom(£;, F)) = Nd- rk(g - 1). 

Par conséquent l'ouvert Mord(X, Gr(k, N)) est dense. On suppose aussi que 
d est divisible par k et on introduit l'entier s = ^ — r(g — 1), de sorte que 
dim Quoi d(9x,k) = sk. 

Comme le faisceau S est localement libre, on peut définir les classes de Chern 

«г - *(&\Quotd(9%,k)x{x})-

On observe que ces classes de Chern ne dépendent pas du choix du point x G X. Le 
résultat crucial est alors la 

PROPOSITION 3 . 2 ([171 Proposition 1). — On a l'égalité suivante 

ч 
Quot( 

i(0x,*)ask 

La preuve passe par une vérification directe de l'égalité numérique, car d'une part q 
est donnée par la formule de Verlinde (3 ) et d'autre part les nombres d'intersection de 
classes de Chern sur le schéma Quot d (0^5 s o n ^ e n des invariants de Gromov-
Witten associés à la grassmannienne — voir par exemple [9]. La formule de Vafa et 
Intriligator, qui calcule ces invariants de Gromov-Witten, a été démontrée en 1994 
par B. Siebert et G. Tian [29] — voir aussi [18] pour une formulation plus explicite. 

Afin de terminer la construction des q couples (Ai, Bi), il faut donner une interpré­
tation énumérative du nombre d'intersection / as

k. Ceci résulte directement du travail 
de A. Bertram sur les invariants de Gromov-Witten : soient H C un hyperplan 
et x G X ; notons &x la restriction S\Quotx{x}' Alors H détermine une section globale 
ip de &y

x dont le lieu des zéros Z C Quo t d (0x 5

 e s t une extension de la sous-variété 
de Mor^(X, Gr(A:, N)) définie par 

{ф : X -ч. Gr(fc,iV) I ф(х) € Gr(fe,H) С Gi(k,N)} 

PROPOSITION 3 . 3 ([9]). — Pour des hyperplans JBi,. . . ,HS et des points x\,... ,x, 
généraux, on a : 
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1. les lieux des zéros Z¿, pour 1 < l < s, sont de codimension к dans Quotd ( 0x , k) 
et 

[Zi] = Cfc (e q u o t d x { x i } ) П [Quot] 

2. les Zi intersectent transversalement dans le lieu des fibres stables, c'est-à-dire 

Z := Zx П • • • il ZB 

est un schéma réduit de dimension 0 correspondant à des fibres stables. 

La preuve utilise essentiellement le théorème de transversalité de Kleiman [15]. 

On déduit de cette proposition que le nombre d'intersection f as

k est égal au cardinal 
de Z, dont les éléments correspondent à des suites exactes 0 —> Ei —• 0X ~~* E% ~* 0 
avec Ei et Fi stables. D'autre part si l'on introduit le sous-faisceau S = ker(9x ^ 
0 jC X l ) avec (kerui)X l = Hi, on a par construction que Ei est un sous-fibré de S ; 
en fait les Ei sont les sous-fibrés de S de rang k et de degré maximal. Notons F{ 
le conoyau de l'inclusion Ei C S. Un argument standard montre alors que l'espace 
tangent de Zariski au point (Ei, Fi) € Z C Quot d(0x> à l'intersection Z s'identifie 
à 

T{EuFi)Z^H\X,E*®F[). 
Or comme Z est lisse, on en déduit que h°(X, E* (g) F[) = 0. D'autre part, si i ^ j , 
on montre facilement, en utilisant la stabilité des fibres Ei, que h°(X, E* (g> F') ^ 0. 
Finalement on tensorise les deux fibres stables F* et F[ par des fibres en droites bien 
choisis (en fonction de d et M,L) et on obtient les q couples (Ai,Bi) vérifiant les 
conditions du théorème 3.1. 

3.3. Quelques remarques 

Remarque 3.4- — La coïncidence entre la dimension q calculée à partir de la formule 
de Verlinde et les invariants de Gromov-Witten associés à la grassmannienne Gr(fc, N) 
paraît à première vue très étonnante. L'idée qui sous-tend l'égalité de la proposition 
3.2 repose sur un argument de physique théorique (voir l'article de Witten [33]) 
établissant un lien entre le modèle de Wess-Zumino-Witten associé au groupe GL(k) 
et au niveau r, c'est-à-dire l'espace des fonctions thêta généralisées d'ordre r, et le 
modèle sigma de la grassmannienne Gr(fc, iV), c'est-à-dire les invariants de Gromov-
Witten. 

D'autre part, rappelons (voir par exemple [30]) que la combinatoire de la formule 
de Verlinde, dérivée des règles de factorisations de blocs conformes [32], est liée à la 
structure de Vanneau de fusion et de ses caractères. Dans le cas du groupe SL(k) 
et du niveau r, l'anneau de fusion associé peut être mis en relation avec l'anneau de 
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cohomologie quantique de la grassmannienne Gr(k,N). Pour d'autres groupes struc­
turaux, par exemple Sp(fc) ou Spin(&), cette relation reste mystérieuse — voir aussi 
section 5.2.1. 

Remarque 3.5. — La dualité de Wirtinger généralisée peut être étendue aux espaces 
de modules de fibres de degré quelconque ([17] Theorem 3). 

4. LA DÉMONSTRATION DE P. BELKALE 

La démonstration de la dualité étrange (Théorème 2.1) donnée par P. Belkale se 
fait en deux étapes : dans son premier article [6], antérieur à [17], il démontre la 
dualité pour une courbe générale et complète la preuve en montrant dans [8] que le 
rang de l'application SD ne varie pas avec la courbe X. 

4.1. Fibres vectoriels sur une courbe rationnelle nodale [6] 

Tout d'abord P. Belkale observe — voir aussi section 3.1 — qu'il suffit de construire 
m couples (Eu Fi) G $Ux(k) x îlx(r) avec m = h°(<ftlx(k), £r) = h°(îlx(r), Q(kO)) 
vérifiant la condition 

h°(X, Ei <g> Fj) = O <í=> t = j . 

La construction de ces m couples est faite sur une courbe rationnelle Xo avec g noeuds 
n i , . . . , ng, ou plus précisément sur sa normalisation rj : P 1 —> Xo : d'abord on montre 
l'égalité numérique entre le nombre de Verlinde m et le nombre m' de sous-fibrés V 
de rang r et de degré 0 d'un fibre général T de rang N et de degré k(g — 1) sur P 1 

vérifiant les deux conditions suivantes pour 1 < Z < g 

li{VVl) с vq et ker( 7¡) С Vp 

où les 7z : Tpi —» Tqi sont des applications linéaires de rang N — 1, et pi, qi G P tels que 
"(Pi) = viQi) — ni- L'égalité m = m' est obtenue en vérifiant que ces deux nombres 
satisfont aux mêmes relations de récurrence — voir [6], section 8 ; rappelons que les 
blocs conformes satisfont aux règles de factorisation [32] qui donnent une relation 
entre leurs dimensions en genre g et g — 1. 

Ensuite on observe que les applications quotient 7yl : (T/V)Pl —> (T/V)qi sont des 
isomorphismes, ce qui donne par recollement aux points p\ et qi les fibres vectoriels 
Fi sur XQ. Les fibres Ei sur XQ sont obtenus après déformation des applications 
linéaires 7 .̂ Finalement on déforme les m couples (Ei, Fi) vers une courbe lisse ; d'où 
la dualité pour une courbe X générale. 
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4.2. La connexion projectivement plate [81 

La construction de l'application de dualité étrange SD peut se faire pour une 
famille de courbes lisses % S : il existe des fibres vectoriels V et °W sur S tels que 
Vs 9i H°(<jJU%a(k), £r) et V s ^ H0(îl%s{r), 9{kS)) et un morphisme entre fibres 
vectoriels 

<jB> : Wv — . У, 
tel que $DS coïncide avec SD (6) sur la courbe % s. D'autre part, ces fibres sont munis 
de deux connexions Vy et V y (la connexion de Hitchin [14] ou connexion WZW 
[32]), qui sont projectivement plates. Le résultat principal est le 

THÉORÈME 4.1 ([61 Theorem 1.1). — Uhomomorvhisme oXD est horizontal. 

Un corollaire est que le rang de <zE)_ ne dépend pas de s G S. 

Remarque 4-2. — Le théorème précédent peut être démontré dans un contexte plus 
général — voir section 5.2 et [8] section 5. 

5. AUTRES CAS DE DUALITE ETRANGE 

Dans cette section, je présenterai quelques généralisations des théorèmes 2.1 et 2 .3. 

5.1. Fibres vectoriels avec structure parabolique 

Une structure parabolique sur un fibre vectoriel F de rang r est la donnée d'un 
nombre fini de points p = (p i , . . . ,pn) de X, de poids dominants À = (Ai , . . . , A n) de 
l'algèbre de Lie sïr (représentés par leur tableau de Young) et de drapeaux Fm(EPi) 
dans la fibre EPi de type A .̂ Rappelons que l'espace des fonctions thêta généralisées 
paraboliques, c'est-à-dire les sections globales d'un fibre en droites £ p a r sur l'espace 
de modules <^x* r(r,p, A) paramétrant les fibres paraboliques, peut être identifié [25] 
à l'espace des blocs conformes [32] associé à la donnée (X,p,A), ce qui permet de 
donner leur dimension. 

Un travail récent de R. Oudompheng [23] établit la dualité étrange pour fibres 
paraboliques en suivant la démonstration de A. Marian et D. Oprea. Si l'on note A T 

le tableau de Young conjugué de A, on observe que, pour (F, F) G <^j^ r (r ,p, A) x 
^ x r ( * , P , A T ) , la condition / i ° (X,Hom p a r (F ,F) ) ^ 0, où H o m p a r ( F , F ) désigne le 
faisceau des homomorphismes compatibles avec les structures paraboliques sur F et 
F , détermine un diviseur dans le produit et par conséquent une application linéaire 

SDpar . H° (í¿x

ar(k,p,\),£Par) H ° ( ^ p

x

a r ( r , p , \ ) , £ p a r ) . 

qui est un isomorphisme [23]. 
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Remarquons que la proposition 3.2 a un analogue parabolique, qui identifie le 
nombre de Verlinde parabolique à un nombre d'intersection dans Quo t d (£^ , k) associé 
aux variétés de Schubert de type À; dans Gr(fc, N). 

5.2. G-fibrés principaux 

La formule de Verlinde est démontrée en fait pour les espaces de modules de 
G-fibrés principaux sur une courbe X — voir par exemple [30]. On suppose que 
G est un groupe de Lie complexe, simple et simplement connexe. Afin d'avoir des 
théorèmes d'uniformisation des G-fibrés principaux et une description commode des 
fibres en droites sur les espaces de modules, on travaille sur le champ de modules 
Mx(G) paramétrant les G-fibrés principaux sur X. On sait que le groupe de Picard 
Pïc(Mx(G)) est Z et on note £Q son générateur ample. La formule de Verlinde (par 
exemple [301 Théorème 4.2.2) donne alors la dimension 

Nk(G) := dimH°(M X(G), £k

G). 

5.2.1. Groupes classiques. — Motivés par les relations (4) et (5), W.M. Oxbury et 
S.M.J. Wilson [24] étudient les symétries rang-niveau de la formule de Verlinde pour 
les groupes classiques. Pour les groupes symplectiques, ils montrent que iVfc(Sp(2r)) = 
Nr(Sp(2k)). Par ailleurs, en utilisant une construction pfaffienne du diviseur thêta 
généralisé pour fibres orthogonaux [4], on peut construire une application linéaire 

SDSP : H°(Mx(Sp(2r)), £k)v —+ H°(Mx(Sp(2k)), £r). 

Les travaux récents de T. Abe [2], [1] et P. Belkale [7] montrent que SDSp est un 
isomorphisme. 

Pour les groupes Spin(2ra) et Spin(2ra + 1), certaines symétries rang-niveau sont 
formulées dans [24], mais une construction générale d'une dualité SDSpm fait (à ce 
jour) défaut. Mentionnons une première approche [26], qui établit un isomorphisme 

H°(^x(Spin(2m + 1)), £2Y — Я°СЖх(РЬ(2)), £ 2 m + 1 ) + , 

où l'espace de modules J^x(Pin(2)) peut être identifié à la réunion de toutes les 
variétés de Prym des revêtements étales doubles de X. 

5.2.2. Groupes exceptionnels. — Dans le cadre des groupes exceptionnels, il est pos­
sible de construire certaines applications de type « dualité étrange » en imitant la 
construction de l'application SD pour les groupes SL(fc) et GL(r). On part de l'ob­
servation suivante [31] : pour le groupe exceptionnel Es, la formule de Verlinde 
donne dimH°(Mx(Es), £E8) = 1, ce qui entraîne l'existence d'un diviseur thêta 
&E8 C Mx{Es) distingué, qu'on peut considérer comme un analogue du diviseur 
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thêta généralisé 0 C %x( r ) - D'autre part, le groupe Es possède plusieurs couples 
(A, B) de sous-groupes commutants, par exemple : 

(SL(2),£77), (SL(3),£ 6), (G2, F4), (Spin(8),Spin(8)). 

Il existe alors un morphisme entre champs de modules 

t : Mx{A) x Mx(B) — • Мх(Ш, 

et, si (A, B) est l'un des quatre couples précédents, le diviseur £*(0# 8) détermine une 
application linéaire 

(8) SD : Н°(МХ(А),£АУ —> Н°(Жх(В),£В) 

entre espaces vectoriels de même dimension [11]. On conjecture que SD est un iso­
morphisme. 

Remarque 5.1. — Il est intéressant de constater que les quatre cas de sous-groupes 
(A, B) donnent des plongements conformes — voir par exemple [28] — entre leurs 
algèbres de Lie associées a® b C tg. D'autre part, en s'appuyant sur l'article [22], 
P. Belkale a montré ([8] Proposition 5.8) que pour tout plongement conforme ï) C g 
le morphisme induit par ce plongement entre les fibres vectoriels des fonctions thêta 
généralisées associées aux groupes de Lie H et G et munies des connexions WZW est 
horizontal, ce qui prouve en particulier que le rang de l'application SD (8) ne dépend 
que du genre de la courbe X. On peut donc espérer que tout plongement conforme, 
dont la classification complète est faite dans [28], Tables I et II, donne lieu à des 
tenseurs intéressants entre espaces de fonctions thêta généralisées. 
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