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UN THÉORÈME DE TYPE HAEFLIGER DÉFINISSABLE 

par 

Jean-Marie Lion & Patrick Speissegger 

A José Manuel Aroca, pour ses soixante ans 

Résumé, — Soit M C Rn une sous-variété définissable dans une structure o-minimale 
A et soit UJ G A(M) une 1-forme différentielle .A-définissable. Nous montrons que si 
UJ définit un feuilletage de codimension un sur M alors il existe un recouvrement fini 
de M par des ouverts .̂-définissables M\,..., Mr qui vérifient la propriété suivante 
: pour chaque i, tout lacet C1 inclus dans M{ est tangent à ker(u;) en un point. 

Abstract (Definisable Haefliger's Type Theorem). — Let A be an o-minimal expansion of 
the real field, M a submanifold of Rn and UJ a differentiable 1-form on M. We assume 
that M and UJ are definable in A and UJ defines a foliation on M of codimension one. 
Then there are definable, open subsets Mi of M, for i = 1,..., r, such that every C1 
loop contained in Mi is tangent to ker(u;) at some point. 

Introduction 

Soit M C Rn une sous-variété différentielle de classe Ck,k > 2, de dimension 
m, connexe et a; G Ak(M) une 1-forme différentielle de clase Ck définie sur M. On 
suppose que u est non singulière et intégrable : en tout point x de M 

UJ(X) ^ 0 et UJ A duj(x) = 0. 

D'après le théorème de Probenius, pour tout point # de M il existe une carte locale 
de M centrée en x dans laquelle le champ d'hyperplans ker(u;) est le champ ker(dxm). 
Par conséquent, la forme UJ définit sur M un feuilletage de codimension un noté T. 
Par tout point x de M passe une unique feuille V de T. C'est une hypersurface de 
classe Cfc, connexe, immergée injectivement dans M, tangente au champ d'hyperplans 
x G M i—• ker(a;)(x) et maximale pour ces propriétés (voir [4], [14] ou [16] pour une 
introduction à la théorie des feuilletages). 

Classification mathématique par sujets (2000). — 14P10, 58A17; 03C99. 
Mots clefs. — Structure o-minimale, feuilletage. 
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198 J.-M. LION & P. SPEISSEGGER 

FIGURE 1. Un feuilletage du carré privé de trois points 

Observons que si la condition d'intégrabilité de Frobenius n'est pas vérifiée alors 
d'une part il n'y aurait pas de feuilletage et d'autre part il existerait nécessairement des 
lacets transverses au champ ker(o;). Ce dernier point est une conséquence immédiate 
du théorème de Darboux sur les modèles locaux des formes différentielles (voir par 
exemple [13]). 

Les feuilles du feuilletage T ne sont pas toujours fermées ou plongées proprement 
dans M et elles peuvent être denses. Cependant si M est une variété analytique sim
plement connexe et OJ est analytique, alors, d'après un théorème de A. Haefliger [15] 
(voir aussi [23]), le feuilletage n'admet pas de transversale fermée (ceci signifie qu'il 
n'existe pas dans M de lacet de classe C1 et transverse au feuilletage) et toute feuille 
est une hypersurface analytique fermée de M qui sépare M en deux composantes 
connexes. En particulier toute feuille est de Rolle : tout lacet différentiable qui la ren
contre est tangent au feuilletage en un point (voir [17] et [23]). Si la simple connexité 
de M joue un rôle important dans la preuve du théorème de A. Haefliger, l'analyticité 
de M et celle de ou sont aussi essentielles. Elles garantissent l'analyticité des holono-
mies. Un exemple de G. Reeb [11] montre qu'on ne peut s'affranchir totalement des 
hypothèses d'analyticité et de simple connexité (voir [4] ou [14]). 

Dans [26], C.A. Roche conjecture qu'il est possible de recouvrir M par un nombre 
fini d'ouverts M±,..., Ms tels que sur chaque Mi la forme OJ induit un feuilletage T% 
dynamiquement simple : il n'admet pas de transversale fermée et toute feuille est une 
hypersurface fermée de Mi qui sépare Mi en deux composantes connexes. 

L'objet de cet article est de donner une réponse positive à cette conjecture dans 
un cadre assez général, le cadre o-minimal [8] (voir aussi [10] ou [31]). 

Théorème 1. — Si M et u sont définissables dans une structure o-minimale A, il 
existe un recouvrement fini Mi , . . . , Ms de M par des ouverts A-définis sables tel que 
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la forme UJ induit sur chaque Mi un feuilletage Ti dynamiquement simple : il n'admet 
pas de transversale fermée et toute feuille est une hypersurface fermée de Mi qui 
sépare Mi en deux composantes connexes. 

Cette réponse positive à la conjecture de Roche à la conséquence dynamique sui
vante : un espace feuilleté par un champ d'hyperplans définissable dans une structure 
o-minimale se décompose en un ensemble fini de régions avec un comportement dy
namique uniforme [26]. 

D'après les résultats de [6] adaptés au cadre o-minimal, pour chaque i le feuilletage 
Ti est presque une Cfc-fibration triviale : c'est le cas dans les composantes connexes 
de Mi \ Zi où Zi est la réunion d'un nombre fini de feuilles de Ti. De plus, d'après 
[30], les feuilles du feuilletage Ti sont définissables dans une structure o-minimale, la 
clôture pfaffienne de A. Ainsi le théorème, combiné à [30], pourrait être une source 
de nouveaux exemples de structures o-minimales. 

Notre théorème est une généralisation du théorème 1 de [20] dans laquelle on s'af
franchit de toute condition d'analyticité. On sait que les techniques de désingularisa-
tion des ensembles analytiques (présentées par exemple dans l'article de J.M. Aroca, 
H. Hironaka et J.L. Vicente [1]) appliquées à l'étude des feuillletages analytiques sin
guliers de codimension un et à celle des champs de vecteurs analytiques peuvent se 
révéler très fructueuses (voir par exemple [5] ou [25]). Ici, il faudra se résoudre à des 
méthodes plus naïves de nature essentiellement topologique et différentielle : l'idée 
principale, déjà présente dans [20], est de construire un recouvrement fini de M par 
des ouverts Mi sur chacun desquels la forme UJ induit un feuilletage dont les feuilles 
sont des graphes d'applications. 

Après une présentation des structures o-minimales (partie 1) nous donnerons trois 
observations topologiques et une proposition utiles à la preuve du théorème (partie 2). 
Ensuite (partie 3) nous énoncerons une proposition qui permet de recouvrir l'espace 
en ouverts sur lesquels la dynamique du feuilletage se révélera simple ou au moins 
contrôlée par la dynamique de feuilletages induits sur certaines parties de leurs bords. 
La preuve de cette proposition, purement technique, sera donnée en annexe (partie 5). 
Elle se conclut par un argument de transversalité de Thom [32]. Dans la partie 3 
on donnera aussi un exemple qui illustre la nécessité du contrôle de la dynamique au 
bord. La partie 4 sera consacrée à la preuve du théorème. 

Les auteurs remercient les rapporteurs pour leurs suggestions et Laurent Moret-
Bailly pour sa relecture attentive. 

Les dessins ont été réalisés à l'aide du logiciel Fig^T^fK développé par Yvon La-
franche et Daniel Martin. 

1. Les structures o-minimales (voir [8] ou [10]) 

Définition 1.1. — On appelle structure une famille A = Une^An de sous-ensembles 
des espaces euclidiens Rn,n G N qui vérifie les propriétés suivantes : 

- si X, Y G An alors I D 7 , I U 7 et X \ 7 appartiennent à An 
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- si X G An et Y G Am alors X x Y G Ai+m 
- si Z G Ai+m alors {ar G Rn|3y G Rm, (rr, y) G Z} G Ai 
- si P G R[xi,. . . , xn] alors {P > 0} G Ai-

Définition 1.2. — Suivant la terminologie introduite par L. van den Dries [8] la struc
ture A est dite o-minimale si les éléments de Ai sont les unions finies d'intervalles et 
de points. 

D'après le théorème de Tarski-Seidenberg (voir par exemple [3] ou [2]) les semi-
algébriques forment une structure o-minimale. S. Lojasiewicz montre que les semi-
analytiques possèdent de nombreuses propriétés de régularité (stratifications de Whit-
ney, triangulations, ordre de contact, voir [21]) mais ils ne forment pas une structure 
o-minimale. Cependant d'après un théorème de A. Gabrielov [12] les sous-ensembles 
semi-analytiques relativement compacts en engendrent une. On connaît depuis la fin 
des années 80 de nombreux autres exemples de structures o-minimales (voir par 
exemple [9], [35], [29], [28]). L'article [29] montre en particulier qu'il n'existe pas 
une structure o-minimale maximale qui engloberait toutes les autres et que certaines 
structures o-minimales sont très éloignés des ensembles analytiques. 

Considérons une structure o-minimale A. Les éléments des An sont appelés en
sembles A-définissables. Une fonction ou une application est dite A-définissable si 
son graphe est Adéfinissable. Une sous-variété de Rn est dite A-définissable si c'est 
un élément de An- Une forme différentielle est dite A-définissable si son graphe est 
Adéfinissable. Les grassmanniennes Gn des p-plans de Rn et leur réunion Çn sont 
des sous-ensembles semi algébriques. Elles sont donc A définissables. Les trois pro
positions suivantes récapitulent des propriétés élémentaires mais fondamentales des 
structures o-minimales. 

Proposition 1 (Propriétés ensemblistes) 
- La composée d'applications A-définis sables l'est aussi. 
- Si f : X —» R est A-définissable alors {/ = 0}, {/ > 0} et {/ < 0} le sont aussi. 
- Si f : X —> Rm et Y C Rm sont A-définissables alors f~1(Y) l'est aussi. 

Proposition 2 (Propriétés topologiques) 
- Si X est A-définissable alors son adhérence X et son intérieur Int(X) le sont 

aussi. 

Proposition 3 (Propriétés différentielles) 
- Les dérivées partielles d'une application différentiable et A-définissable sont A-

définissables. 
- Si X est une sous-variété de dimension p de Rn, de classe Ck et A-définissable 

alors son fibre tangent est aussi A-définissable. 
- Si a : X —• Gn et (3 : X —> G% son^ deux applications A-définis sables alors les 

ensembles {a C /3} et {dim(aC]/3) = d},d = 1,... ,n ainsi que l'application aC\f3 
à valeurs dans Gn le sont aussi. 
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- Si X est une sous-variété de Rn A-définissable et u e A(X) est une 1-forme 
différentielle A-définissable alors Vapplication ker(u;) Vest aussi. 

Les structures o-minimales possèdent la propriété de finitude uniforme suivante 
(voir [8], [10]). 

Proposition 4. — Si X C Rn est A-définissable il existe un entier N qui majore le 
nombre de composantes connexes de X D E pour tout sous-espace affine E de Rn. 

Définition 1.3. — Soit k G N \ {0}. On définit par récurrence sur n les cylindres de 
Rn de classe Ck et A-définissables. L'unique cylindre de R° = {0} de classe Ck et 
^-définissable est R° lui même. Soit n G N\{0} et supposons avoir défini les cylindres 
de Rn_1 de classe Ck et ^-définissables. Un sous-ensemble C de Rn est un cylindre 
de Rn de classe Ck et A-définissable si les conditions suivantes sont vérifiées. 

- L'ensemble C est une sous-variété différentielle de classe Ck et ^-définissable. 
- Il existe un cylindre D de Rn_1 de classe Ck et ^-définissable tel que soit C est 

le graphe d'une fonction de D dans R, de classe Ck et ^-définissable, soit 

C = D x R 
ou C = {(x, y) : x G D, </>(x) < y < ip(x)} 

ou C = {(x, y) : x e D, (j)(x) < y} 

ou C = {(x, y) : x G D,y < ip{x)} 

avec (j) et tp des fonctions définies sur D à valeurs dans R de classe Cfc, A-
définissables et telles que <j> < V>- Le cylindre D est appelé base de C. 

On déduit de cette définition les propositions suivantes. 

Propositions. — Si C est un cylindre de Rn, de classe Ck, A-définissable et de base 
D et si D' est un cylindre de Rn_1 de classe Ck, A-définissable et inclus dans D 
alors C fl (D' x R) est un cylindre de Rn, de classe Ck et A-définissable. 

Proposition 6. — Si C est un cylindre de dimension d de Rn de classe Ck et A-
définissable alors quitte à permuter les coordonnées, le cylindre C est le graphe d'une 
application définie sur un cylindre ouvert D' de Rd, à valeurs dans Rn_d, de classe 
Ck et A-définissable. De plus il existe un difféomorphisme de Hd dans D', de classe 
Ck et A-définissable. Ainsi C est connexe et il existe un difféomorphisme de Rd dans 
C, de classe Ck et A-définissable. 

Définition 1.4. — Soit k G N \ {0}. On définit par récurrence sur n les décomposi
tions cylindriques de classe Ck et A-définissables. L'unique décomposition cylindrique 
de R° = {0} de classe Ck et A-définissable est R° lui même. Soit n G N \ {0} 
et supposons avoir défini les décompositions cylindriques de Rn-1 de classe Ck et 
^-définissables. Une famille finie Ci,... ,Cr de sous-ensembles de Rn est une décom
position cylindrique de Rn de classe Ck et A-définissable si les conditions suivantes 
sont vérifiées. 
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- La famille Ci,..., Cr est une partition de Rn en cylindres de Rn de classe Ck 
et ^-définissables. 

- Les bases des Ci forment une décomposition cylindrique de Rn-1 de classe Ck 
et ^-définissable. 

Les structures o-minimales possèdent la propriété de décomposition cylindrique 
suivante (voir [8], [10]). 

Proposition?. — Soient Xi, ...,Xd des sous-ensembles de Rn, A-définissables et 
pour chaque i = 1.......d une application (pi : Xi —> Rmi A-définis s able. Soit 
k G N \ {0}. Il existe une décomposition cylindrique Ci , . . . , Cr de Rn de classe Ck 
et A-définissable qui vérifie les propriétés suivantes. 

- Chaque Xi est une réunion de Cj. 
- Si Cj C Xi alors la restriction de fa à Cj est une application différentiable de 

classe Ck et de rang constant. 

Définition 1.5. — La décomposition cylindrique obtenue dans la proposition 7 est dite 
adaptée aux Xi et aux fa. Pour chaque 2, la partition de Xi donnée par la proposition 
s'appelle décomposition cylindrique de Xi. 

La proposition 7 permet de faire des stratifications de Whitney [34] adaptées à 
une famille finie d'ensembles définissables (voir [8], [10]) et d'expliquer plus finement 
l'adhérence d'un ensemble définissable que ne le fait la proposition 2. 

Toute sous-variété de Rn qui est .4-définissable admet un recouvrement fini par 
des cartes ^-définissables. Plus précisément, on démontre à partir des propositions 
précédentes : 

Proposition8. — Soit M C Rn une sous-variété différentielle de classe Ck, de di
mension m et A-définissable. Il existe des sous-ensembles Mi, . . . ,Mr C M, A-
définissables et tels que 

- M = Mi U • • • U Mr 
- pour chaque i G { l , . . . , r } , quitte à faire une permutation Oi des coordonnées 

(xi,..., xn), Mi est un cylindre de Rn de dimension m, de classe Ck et A-
définissable. 

Le principe de la preuve de cette proposition sera repris pour établir la proposi
tion 10. 

Démonstration. — Si ii < • • • < im avec i i , . . . , im G { l , . . . ,n} on note M l̂v..̂ m 
l'ensemble des x G M où la restriction à M de la projection 7r̂ lv..,im définie par 

Tï{Xl , . . . , Xn) (*̂ Zi 1 ' ' ' 1 ^ira ) 

est de rang m. Les Mj1;...̂ m sont des sous-ensembles de M, ouverts pour la topologie 
induite et ^-définissables d'après la proposition 3. Leur réunion est égale à M. On peut 
donc supposer que M est l'un d'eux, M = Miv..5m par exemple. On pose 7r = 7Tiv..)m. 
La restriction de TT à M est de rang m. 
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D'après la proposition 7 on sait que M admet une décomposition cylindrique de 
classe Ck et .4-définissable. Considérons donc un cylindre C de dimension d < m de 
Rn, de classe Ck, ^4-définissable et contenu dans M. Il suffit de montrer qu'il existe 
Z C C, de dimension au plus d — 1, vA-définissable et des sous-ensembles Mi , . . . , Mr 
de M, .4-définissables et tels que 

- < 7 \ Z c M i U - - - U M r 
- pour chaque i G {1 , . . . , r}, Mi est un cylindre de Rn de dimension m, de classe 

Ck et ^4-définissable. 
Si d = m la conclusion est immédiate. On suppose d < m. Puisque la restriction de 
7T à M est de rang m, d'après la proposition 6, quitte à permuter les coordonnées 
(#1,..., xm) le cylindre C est le graphe d'une application de classe Ck, ^-définissable 
et définie sur un cylindre de classe Ck et *4-définissable de Rd. 

Si x — {x'] Xd+i,.. •, xn) G C on pose 

S(x) = max{ S : V(5d+i, • • -,Sm), 
supini < S02z 3!(em+i,...,e„),supini < V0, 
(x'\xd+i +5d+i,...,xm + ¿m,a;m+i +em+i,. ..,xn + en) G M}. 

D'après la proposition 1 la fonction S est *4-définissable. Puisque la restriction de 7r 
à M est de rang m, la fonction 5 est strictement positive en tout point de C. D'après 
la proposition 7 il existe des cylindres Ci,..., Cr C C, de dimension d, de classe Ck 
et ^-définissables tels que 

- C \ (Ci U • • • U Cr) est de dimension au plus d — 1 
- la restriction de 6 à chaque Ci est de classe Ck et .4-définisssable. 

Si i = 1,. . . , r on pose 

Mi = {{x';xd+i + 6d + u ....xm + 6mixm+1 + em+i,..., xn + en) G M : 
X = (x';xd+i, • - • ,xn) e Ci, sup |J¿| < ¿(a;), sup |^ | < ^/¿(i)}. 

Par construction les Mi sont des cylindres de dimension m, de classe Cfc, inclus dans 
M et ^-définissables. L'ensemble 

Z = C \ (Mi U • • • U Mr) 

est inclus dans C, ^-définissable et de dimension au plus d — 1. • 

2. Observations et proposition topologiques 

Soit p : V —> M7 un revêtement de base M' simplement connexe et avec l'espace 
total F connexe. Alors p est un homéomorphisme (voir [7] ou [24]). 

Dans Rm une hypersurface fermée sépare Rm en deux composantes connexes exac
tement (voir [7] ou [24]). 

Soit T un feuilletage de codimension un d'une variété M associé à une 1-forme 
différentielle u;, non singulière et intégrable. Si une feuille V de T est une sous-variété 
fermée de M qui disconnecte M alors V est une feuille de Rolle. La réciproque est 
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fausse : si V est une feuille de Rolle alors c'est une sous-variété fermée de M mais 
elle ne disconnecte pas toujours M. Par exemple, comme le mentionnent Moussu et 
Roche dans [23] les courbes Ct = {(#, texp(^)}, t G R sont des feuilles de Rolle du 
feuilletage T de R2 \ {0} associé à la forme ydx — x2dy mais elles ne disconnectent 
pas R2 \ {0}. En revanche, si M est difféomorphe à Rm il est équivalent de dire que 
V est de Rolle et que V sépare en deux composantes connexes (voir [17] ou [23]). 

FIGURE 2. Rolle, être ou ne pas être : feuilletages associés aux formes 
ydx — x2dy et ydx — xdy 

Outre ces trois observations topologiques la proposition générale qui suit est utile 
à la preuve du théorème. C'est un corollaire d'un lemme de Morse à paramètres en 
classe Ck qui est dû à S. Lopez de Medrano [22] et Kuiper [18]. Ici, comme dans tout 
le papier k > 2. 

Proposition 9. — Soit f = x\ + • • • H- xn et soit g une fonction de classe Ck définie 
au voisinage de Vorigine de Rn et telle que g(0) = 0 et dg(0) ^ 0. // existe alors une 
fonction G d'une variable, de classe Ck~1, telle que G(0) = 0 et dG(0) ^ 0 ainsi que 
des coordonnées y = (yi,..., yn) de classe Ck~l au voisinage de l'origine de Rn telles 
que f = yl + .>- + yl et g = G o yn. 

Démonstration. — Quitte à faire un changement de coordonnées orthogonales (donc 
qui laisse invariant l'expression de / ) on peut supposer que dg(0) = Xdxn. Posons 
zn = jg. D'après le théorème des fonctions implicites il existe une fonction h de classe 
Ck définie au voisinage de l'origine telle que xn = h(xi,..., xn-i, zn) et dh(0) = dzn. 
Par conséquent il existe une fonction e de classe Ck et dont le 2-jet à l'origine est 
nul telle que / = x\ -h • • • + xn_1 -f z\ 4- e(xi1..., xn-i,zn). D'après le lemme de 
Morse à paramètre en classe Ck de Lopez de Medrano [22] appliqué à la fonction 
F = x\ H hx2.! -he(xi,... ,xn-i,zn) il existe des coordonnées y' = (yi,... ,yn-i) 
de classe Ck~x définies au voisinage de l'origine de Rn_1 et une fonction a de classe 
Ck définie au voisinage de l'origine de R et dont le 2-jet à l'origine est nul telles que 

ASTÉRISQUE 323 



UN THÉORÈME DE TYPE HAEFLIGER DÉFINISSABLE 205 

F = V\ H r- Vn-i + a(zn)- D'après le lemme de Morse (version de Kuiper [18]) en 
classe Ck appliqué à z^ + a^Zn) il existe une fonction G d'une variable, de classe Ck~1, 
telle que G(0) = 0 et dG(0) ^ 0 vérifiant z\ + a(zn) = y\ et g = \zn = G o yn. • 

Cette proposition implique que si e > 0 est petit alors pour tout £ € R l'ensemble 
{/ < e->9 — £}> s n'est pas vide, est connexe, coupe l'axe vertical {yi = • • • = yn-\ = 
0} transversalement en un point exactement et sépare la boule ouverte {/ < e} en 
deux composantes connexes exactement. 

FIGURE 3. On redresse le feuilletage localement dans un système de coor
données qui respectent les petites sphères 

Dans le cas où g est l'intégrale première locale d'un feuilletage T de codimension 
un défini au voisinage de l'origine, ceci implique que si V est une feuille de Rolle de 
F alors V n {/ < e} est vide ou connexe. 

3. Recouvrement d'un ouvert relativement compact M de Rm adapté à 
une forme différentielle définie au voisinage de M \ {0} 

On s'intéresse dans la proposition qui suit au cas où la 1-forme tu est définie sur 
un ouvert M relativement compact de Rm et admet un prolongement intégrable, 
non singulier et ^-définissable au voisinage de M sauf peut-être en un point. La 
proposition affirme qu'on peut alors recouvrir l'espace M en ouverts sur lesquels la 
dynamique du feuilletage se révélera simple. Sa démonstration, purement technique, 
sera donnée en annexe 

Proposition 10. — Soit m > 2, M un ouvert relativement compact de Rm, A-
définissable, de classe Ck et LU une 1-forme différentielle à coefficients A-définissables, 
de classe Ck, définie sur M et au voisinage de M \ {0}, non singulière et intégrable. 
Il existe une constante K > 0 et des ouverts Ui,...,U3 dits adaptés à u et vérifiant 
les propriétés suivantes : 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2009 



206 J.-M. LION & P. SPEISSEGGER 

(i) Vouvert M est la réunion des ouverts U±,..., Us ; 
(ii) pour chaque i G {l , . . . , s} il existe des coordonnées linéaires dans lesquelles 

Ui est un cylindre A-définissable, de classe Ck, 

Ui = {{x, y) : x G U[, <t>i{x) < y < faix)} ; 

(Ui) pour tout x G Ui Vhyperplan ker(c<;)(:r) est transverse à Vaxe vertical et c'est 
le graphe d'une application linéaire K-lipschitzienne; 

(iv) le champ x i—• ker(c<;)(;c) est soit partout transverse soit partout tangent au bas 
Bi = {(x,<f>i(x)) : x G 17/} (respectivement au haut Hi = {(x,tpi(x)) : x G U[}) 
du cylindre Ui et 0 ^ Bi (respectivement 0 ^ Hi). 

Si i G {1 , . . . , s} la dynamique du feuilletage Tjji induit par UJ sur Ui n'est pas néces
sairement simple comme le montre l'exemple suivant construit à partir du feuilletage 
de Reeb. Cependant on verra dans la preuve du théorème principal que la dynamique 
de T\ji est simple dès que celles des feuilletages induits par UJ sur Bi et Hi le sont. 

On peut trouver des énoncés voisins en particulier dans des articles qui abordent 
des questions de géométrie sous-analytique, de singularités ou de stratifications. C'est 
le cas par exemple dans un travail récent de Valette [33] mais aussi dans un papier 
plus ancien de Kurdyka et Raby [19] ou encore chez Roche [27]. Seulement dans ce 
dernier les conditions de Lipschitz et les feuilletages sont mêlés comme ici. 

Exemple Partons de l'exemple de Reeb [11] (voir aussi [4] ou[14]) dont on donne une 
construction o-minimale à l'aide d'une 1-forme UJ de classe C°° et dont les coefficients 
sont définissables dans la structure o-minimale Ran,exp engendrée par les fonctions 
analytiques restreintes et l'exponentielle [9]. 

Soit S3 = {\z\\2 -h \z2\2 = 1} la sphère unité de C2. On pose z\ = /9iexp(z#i), 
z2 = P2 exp(i#2)- On a donc S3 = {p2 + p?> = 1} et donc dp\ -h dp\ — 0 en restriction à 
S3 et S3 C {p2 < 1/2 ou p\ < 1/2}. On considère la fonction de recollement ¡1 définie 
par p,(t) = l]o,+oo)(£) exP (— Elle est définissable dans Ran,exp- Soit UJ la 1-forme 
différentielle définie sur S3 par 

UJ = /¿(1/2 - p22)dOi + /i(l/2 - p\)de2 + dp\. 

Elle est aussi définissable dans Ran,exp- De plus 
- si p\ < 1/2 alors p\ > 1/2 et u> = ¿¿(1/2 - p\)dQx + dp\ 
- si p\ < 1/2 alors p\ > 1/2 et UJ = /¿(1/2 - p\)d62 - dp\. 

On a donc bien UJ A duj = 0 et UJ définit un feuilletage Fw sur S3. On remarque que 
le lacet C — {p2 = 0} est transverse à ce feuilletage. Le feuilletage J7^ est donc 
un feuilletage de R3 qui admet des transversales fermées. On considère le champ de 
vecteurs X orthogonal à UJ défini sur S3 par 

X = M(l/2 - (4) 
d 

80! 
+ fi(l/2-p21) d 

d62 
+ 2p2 

d 
9P2 
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Il est donc définissable dans Ran,exp, il est sans zéro et puisque ce champ ne dépend 
que de p2, d'après [30], son flot 0 : S3 x R —> S3 est une application définissable dans 
une structure o-minimale Ran,exp appelée clôture pfaffienne de Ran,exp-

Par projection stéréographique de pôle nord on obtient un feuilletage Fw de R3 
défini à partir d'une forme ul de classe C°° et définissable dans la strucure o-minimale 
R-an,exp- Le feuilletage admet des tranversales fermées car le cercle C image par la 
projection stéréographique du lacet C est transverse au feuilletage T^j- Décrivons un 
peu la géométrie de ce feuilletage. Il est invariant par rotation autour de l'axe {x\ = 
x2 = 0}. L'une des feuilles du feuilletage Fw est un tore T2. Il est dans l'adhérence 
de toutes les autres qui ne sont donc pas fermées dans R3. Le complémentaire de ce 
tore T2 se décompose en deux composantes connexes appelées composantes de Reeb 
du feuilletage. 

FIGURE 4. Morceau d'une feuille s'enroulant sur le tore T2, bord commun 
aux deux composantes de Reeb 

On note X l'image de X par la projection stéréographique. Il est définissable dans 
R». exp et il est sans zéro. Son flot <f> est l'image par la projection stéréographique du 
flot <j>. Il est donc définissable dans la clôture pfaffienne de Ran,exp- Contrairement au 
champ X, le champ X n'est pas complet puisque par la projection stéréographique le 
pôle nord est envoyé à l'infini. 

On étend trivialement la forme UJ en une forme u de R4 définissable dans la clôture 
pfaffienne Ran,exp et qui définit un feuilletage T& de R4. Les feuilles de T& sont les 

produits V x II des feuilles de Jh par R. On note X le champ X = X + 

Il est aussi égal à 

X = M(l/2 - pl) 
d 

Ô9i 
+ H(f4 - l/2) 

d 
d62 

+ 2/92 
d 

dp2 

d 
ÔX4 

. Le 

champ X est transverse à Fw il est définissable dans la clôture pfafHenne Ran,exp, 
jamais vertical et son flot </> est définissable dans la clôture pfaffienne Ran,exp- De plus 
le flot de X échange les plans horizontaux {x = est} et ceux-ci sont transverses aux 
feuilles de u>. 

Pour faire la représentation planaire suivante de ces objets de R4 on a fait des 
choix : le feuilletage de Reeb est symbolisé par un feuilletage en points de l'intervalle, 
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son extension à R4 est symbolisé par le feuilletage en intervalles verticaux du carré 

] —1, l[x] —1,1[, le champ X par le champ d 
dx 

, le tore T2 bordant les deux composantes 

de Reeb est symbolisé par l'origine et les orbites du champ X sont en pointillés. 

FIGURE 5. 

Soit A = {x = (xi,X2,xs) G R3 : \xi\, |̂ 21, \xs\ < D} avec D assez grand pour que 
le tore T2 appartienne à A après avoir identifié R3 et R3 x {0}. Soit e > 0 assez petit 
pour que pour tout t G] — 2s, 2s[ et pour tout point x G 2A, l'image (f>(x, t) de x par 
le flot de X au temps t existe. 

On pose M = </>(Ax] — £,£[), fi = 0(2Ax] — 2e12e[) et on note UJ l'image de la 
forme OJ par </>. Les ensembles M et O sont des ouverts de classe C°° et définissables 
dans la clôture pfaffienne Ran,exp et la forme OJ est de classe C°° et définissable dans 
la clôture pfaffienne Ran,exp- L'ouvert M est un ouvert relativement compact de fi. 

On munit l'ouvert fi du système de coordonnées y = (2/1,2/252/3,2/4) suivant qui 
trivialise le flot : les coordonnées de l'image (f)(x, t) du point (x, 0) G 2A x {0} sont 

2/ = (2/1,2/2,2/3,2/4) 

avec 
2/i = 2:1,2/2 = 2̂,2/3 = 3̂,2/4 = t. 

C'est un système de coordonnées de classe C°° et définissable dans la clôture pfaf
fienne Ran,exp- Dans ce système l'image X du champ X est le champ vertical 

X = 
д 

ду4 
Dans ces coordonnées on a 

M = {y= (2/1,2/2,2/3,2/4) : I2/1U2/2U2/3I <D,\yA\ <e} 
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FIGURE 6. L'ouvert M représenté dans les coordonnées (#i, £2, £3, X4) puis 
dans les coordonnées (2/1,2/2,2/3,2/4)-

et 
iî = {2/ = (2/i>2/2,2/3,2/4) : I2/1U2/2U2/3I < 2JD,|î/4| < 2e}. 

La forme a; est définie sur 0, elle est de classe C°°, integrable, non singulière et 
définissable dans la clôture pfaffienne Ran,exP- De plus pour tout y G 0, l'hyperplan 
ker(uj)(y) est transverse à l'axe vertical et il n'est jamais horizontal. Ainsi il existe 
K > 0 tel que pour tout y G M l'hyperplan ker (uj)(y) est transverse à l'axe vertical, 
jamais horizontal et c'est le graphe d'une application linéaire if-lipschitzienne. 

Par conséquent l'ouvert M = U\ vérifie les points i, ii, iii et iv de la proposi
tion 10 mais la dynamique du feuilletage T associé à UJ n'est pas simple. Il admet des 
transversales fermées et il possède des feuilles qui ne sont pas fermées dans M = U\. 

4. Preuve du théorème 1 
La preuve du théorème se fait par récurrence sur la dimension m de M. 

1. Si m = 0 ou 1 c'est immédiat. Soit m > 1. On suppose le résultat prouvé jusqu'au 
rang m — 1. 

L'objet des étapes 2, 3 et 4 et de se ramener au cas ou M est un ouvert adapté à 
la forme UJ comme les ouverts Ui de la proposition 10. 

2. Puisque M admet un recouvrement fini par des cylindres ouverts pour la to
pologie induite et ^-définissables (proposition 8) on peut supposer que M = Rm 
(proposition 6). 

3. Maintenant la forme UJ est défini sur Rm tout entier. On la contrôle mal à l'infini. 
Soit U\ = {\\x\\ > 1}, Vi = {\\x\\ > | } , 0i l'inversion de pôle 0 et qui fixe {||x|| = 1}. 
Soit U2 = {\\x~ (3,0,...,0)|| > 1},V2 = {fx (3,0,...,0)|| > | } , 02 la translation 
de vecteur —(3,0,... ,0) composée à droite avec fa. On a fa(Ui) = {0 < ||x|| < 1}, 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2009 



210 J.-M. LION & P. SPEISSEGGER 

</>i(Vi) = {0 < \\x\\ < 2} et Ui U U2 = Rm = M. Par conséquent quitte à transporter 
(jú\U. et uj\Vi par fa on peut supposer que M = {0 ||x|| < 1} et que UJ se prolonge 
en une forme integrable et non singulière toujours notée UJ définie sur un voisinage de 
M\{0} = { 0 < | | x | | < l } . 

4. En décomposant M suivant la proposition 10 on peut supposer que M est l'un 
des ouverts l/¿ du recouvrement obtenu. On est donc dans la configuration suivante : 

(i) l'ouvert M est un cylindre ouvert de Rm de classe Ck et ^-définissable de la 
forme 

M = {(x, y) : x G M', (j)(x) < y < I¡J(X)} 

où M1 est un cylindre ouvert de Rm_1 de classe Ck et .4-définissable ; 
(ii) la forme UJ est définie non singulière et integrable et v4-définisssable sur un 

voisinage .4-définissable Q de 

{(x, y):x e M', <f>(x) <y< i¡)(x)} ; 

(iii) il existe K > 0 tel que pour tout x G Q, l'hyperplan ker(a;)(x) est transverse à 
l'axe vertical et c'est le graphe d'une application linéaire if-lipschitzienne ; 

(iv) le champ x \-+ ker(u;)(:r) est soit partout transverse soit partout tangent au 
bas B = {(x,(/>(x)) : x G U'} (respectivement au haut H = {(x,ip(x)) : x G U'}) 
du cylindre M. 

Remarquons qu'on a M Pi (M' x~R) = M U BU H. 

5. Le feuilletage T induit par UJ sur M se prolonge en un feuilletage de codimension 
un Fçi sur Çt. Si V est une feuille de T ou de TQ alors c'est localement le graphe d'une 
fonction de Rm_1 dans R. Plus précisément, si a G V il existe un voisinage O de a tel 
que la composante connexe de V PI O qui contient a est le graphe d'une fonction K-
lipschitzienne de Rm_1 dans R. Si le champ x > ker(UJ)(X) est partout transverse à B 
(respectivement H) il induit sur B (respectivement H) un feuilletage de codimension 
un T\B sur B (respectivement T\H sur H). Si le champ x t—> ker(uj)(x) est partout 
tangent à B (respectivement H) alors B (respectivement H) est un morceau de feuille 
de fn. 

6. Il n'est pas certain que la dynamique du feuilletage T\B (respectivement / |#) 
soit simple lorsque le champ x »-» ker(o;)(a:) est partout transverse à B (respective
ment H). Cependant, d'après l'hypothèse de récurrence et la proposition 5 on peut 
supposer que si le champ x i—• ker(UJ)(X) est partout transverse à B (respectivement 
H) alors le feuilletage T\B (respectivement T\H) induit sur B (respectivement H) est 
dynamiquement simple : il n'admet pas de transversale fermée et toute feuille est une 
hypersurface fermée de B (respectivement H) qui sépare B (respectivement H) en 
deux composantes connexes. 

7. Fixons #o £ MF. Il existe KQ > K, et yo < yf0 G R tels que pour tout £ç> > 0 petit 
les propriétés suivantes sont vérifiées. On note UQ la boule {x G Rm_1 : \\x—XQ\\ < €o} 
et O0 le cylindre Uox}y0,y'Q[. Alors UQ C M', Mn(C/0xR) c Ü0 C ft et Bn(U0 xR), 
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Le champ x i—• ker(a;)(a;) est transverse a B et H 

FIGURE 7. Deux cas où M est adapté a u : transversalité et tangence 

H il (Uo x R) ainsi que les feuilles du feuilletage TçtQ qui rencontrent M fl (Uo x R) 
sont des graphes de fonctions ifo-hpschitziennes définies sur Uo. Ce sont donc des 
hypersurfaces fermées de fio- De même, les feuilles de F\BnQ0 ou de .F|//n^0 (en cas 
de transversalité) sont des hypersurfaces fermées de B D flo ou de H D fio- Quitte 
à réduire un peu e$ toute feuille V du feuilletage Fo vérifie l'une des conditions 
suivantes. 

- La feuille V ne rencontre ni B ni H. 
- La feuille V est égale h B Dfto ou à iJ D fio-
- La feuille V coupe BC\QQ transversalement le long d'une unique feuille de ^Bncto 

et elle ne rencontre pas H. 
- La feuille V coupe HnQo transversalement le long d'une unique feuille de ^nncio 

et elle ne rencontre pas B. 
Les deux dernières conditions résultent de la proposition 9 appliquée avec n = m — 1, 
en choisissant comme origine l'intersection de B (ou de H) avec la verticale issue de 
XQ, en paramétrant B (ou H) par M7 et en prenant comme fonction g la restriction 
à B (ou H) d'une intégrale première locale du feuilletage Tçi0 définie au voisinage de 
l'origine considérée. 

8. Vu les hypothèses faites sur T\B ou T\B en cas de transversalité, d'après le 
modèle des feuilletages ^BnQo ou de FihhQO donné par la proposition 9 on peut 
aussi supposer en cas de transversalité que toute feuille W du feuilletage T\B (ou du 
feuilletage T\u) qui rencontre fi0 est telle que W fl (B fl fio) (ou W H (H D flo)) est 
connexe et sépare B fl fio (ou iï" fl Qq) en deux composantes connexes exactement. 
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FIGURE 8. fi0 = U0x]yo,y'0l M nQQ et des feuilles de FçiQ 

Dorénavant on note n la projection définie par 7r(xi,..., xm) = (xi , . . . , xm_i). 

9. Décrivons ce qui se passe au voisinage du point ao de B (ou de H) qui se projette 
sur XQ. Plaçons nous sur B par exemple. Si B est une feuille du feuilletage Tçi induit 
par LU sur O alors il existe un voisinage Wo de BC\Qo et un changement de coordonnées 
(pas nécessairement ^4-définissable) dans lesquelles Wo = Rm, B nilo — {̂ m = 0}, 
M D Wo = {xm > 0} et le feuilletage induit par LU sur M fl Wo est le feuilletage 
par hyperplans horizontaux. Supposons B transverse au champ x ker(u;)(x). Soit 
a £ B il CIQ. D'après l'étape 8, la feuille Wa du feuilletage J~\BnQo qui passe par a est 
exactement la trace sur B fl £2o de la feuille WA de T\B Qui passe par a. De plus Wa 
sépare B fl fio en deux composantes connexe C+ (a) et C_ (a) qui sont incluses dans 
B \ Wa. On pose C'+(a) = 7r(C+(a)) et Ci (a) = ?r(C_(a)). Les ensembles C+(a) et 
C_(a) sont des graphes d'applications définies au dessus de C+(a) et C'_(a). Il existe 
une et une seule feuille Va de «FjMnfio °lû  contient a (ou un quelconque point de Wa) 
dans son adhérence. Quitte à permuter C+(a) et C_(a) cette feuille Va est le graphe 
d'une application définie sur C'+(a). La remarque cruciale est la suivante. La réunion 
de Va, de Wa et de C_(a) est le graphe d'une application continue définie au dessus 
de la projection UQ de fio sur M1. On a bien sûr les mêmes conclusions si a G HnQ,Q. 

10. Finalement si V est une feuille de .FjMnno alors elle vérifie l'une des conditions 
suivantes. 

- C'est une feuille de T\Q0 et c'est le graphe d'une application définie sur UQ. 
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в 
С (а) 

Wa 

Va 

а 
С+(а) 

Uo С'_{а) С'Аа) 

FIGURE 9. a, >Va, Va, C+(a), C_(a), C+(a), CL(a) et C7o avec i? transverse 
au champ x i—• ker(u;)(x) 

- Il existe un point a de 5 fl H0 qui est dans l'adhérence de V et alors V = Va et 
Va U Wa U C_(a) est le graphe d'une application définie sur Uo. 

- Il existe un point a de H D fto qui est dans l'adhérence de F et alors V = Va et 
Va U >Va U C_(a) est le graphe d'une application définie sur Uo. 

11. Soit V une feuille de T et soit a e B. On dit que a est dans l'adhérence directe 
de V s'il existe x0, O0 et ao comme précédemment tels que la feuille Va précédente 
est dans V. 

On suppose que a est dans l'adhérence directe de V. Soit W la feuille de T\B 
qui contient Wa. Puisque le feuilletage T\B est dynamiquement simple, W est une 
hypersurface fermée de B qui sépare B en deux composantes connexes. D'après l'étape 
8, l'une d'elles, notée C+(W), contient C+(a) et l'autre, notée C_(W), contient C_(a). 
Alors tout point a' de W est dans l'adhérence directe de V et C+(a;) est inclus dans 
C+(W) alors que C_(a') est inclus dans C_(W). On dit que W adhère directement 
à F. On a des définitions et des conclusions analogues pour H au lieu de B. 

12. Considérons maintenant V comme une variété abstraite et non plus comme une 
feuille de M. On note j : V —• M l'immersion de V dans M. On va prolonger cette 
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a G V (1 &o mais a n'est pas dans l'adhérence directe de V (V D flo a une infinité de composantes 
connexes) 

FIGURE 10. 

VfïQo 

a 

vnn0 

a 

M 

v 

w 
C-(a) xa CY (a) 

C-(W) 
C-(o') x a D+(o') 

C+(W) 

H 

5 

FIGURE 11. W adhère directement à V 

immersion différentiable et injective en une immersion continue et non nécessairement 
injective j définie sur V variété topologique connexe à valeurs dans M fl (M' x R) 
telle que la composée de j avec la projection n soit un revêtement de base M'. Les W 
de B ou H qui adhèrent directement à V sont en nombre au plus dénombrable. Pour 
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tout W on colle C -(W ) à V le long de W. C’est bien sur un collage abstrait : il faut 
dans cette opération considérer les C-(W ) disjoints, c’est à dire oublier un instant 
qu’ils sont dans M fl (M' x R) et les voir comme des variétés topologiques abstraites. 
Par ces collages en nombre au plus dénombrable on obtient une variété abstraite V.

H

M

B

Figure 12. V est la réunion de V, Wi, C-(Wi), W2 et C-(W2)

13. Nous voulons démontrer que la projection no j  de V sur M1 est un revêtement. 
Pour cela décrivons d’abord plus précisément V et sa topologie. Indexons par un 
sous-ensemble I de N les W  de B et H qui sont dans l’adhérence directe de V : 
(Wi)ieI. D’un point de vue ensembliste, V est l’union disjointe de V, des W,,i € I et 
des C-(W i),i 6 I. Soit x0 G M' et e0 > 0, fio et Uq comme dans l’étape 7. Soit à un 
point de V tel que j(â) = a G f̂ o- Trois cas sont à considérer.

-  Le point a est dans M et la composante connexe Vo de V fl fîo qui contient a 
est un graphe au dessus de t/0. Alors j -1 (V0) est un voisinage ouvert de à dans 
V et la restriction de 7r o j  à j 1 (Vii) sur Uq est un homéomorphisme.

-  Il existe i G I et ai £ Wi D fto tels que à provient du collage de Wt. Dans ce 
cas a peut-être un élément de V. de Wi ou de C-(Wi), l’ensemble (VQi U Wai U 
C-(di)) vu comme sous-ensemble de V est un voisinage ouvert de à dans V et 
la restriction à cet ouvert de n o j  est un homéomorphisme sur Uq.

-  Il existe i € I tel que à provient du collage de C~(Wi) et Wx fl Oq = 0- Dans ce 
cas a G C-(Wi), C_(M/'i)nf2o est égal à B nü0 ou iiniîo, Uq = 7r(ri0nC'_(Wri))
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et Qo nC-(Wi) vu comme sous-ensemble de V est un voisinage ouvert de à dans 
V. De plus la restriction à cet ouvert de n o j est un homéomorphisme sur son 
image UQ. 

Ces cas donnent une famille d'ouverts connexes disjoints qui recouvrent j~1(0.o)-
A la fin de la démonstration on pourra affirmer que l'application n o j est une un 

homéorphisme de V sur M' et que j est injective. Pour l'instant nous ne l'affirmons 
pas encore. Ainsi la figure suivante illustre une configuration qui n'est a priori pas à 
exclure pour l'intersection V fl QQ et l'intersection j(C) fl QQ. 

<?4 

C3 

c2 

Ci 

O0 

FIGURE 13. V n Qo a quatre composantes connexes, Ci,C2,C3 et C4 
V fl (j)~1(Q,o) a quatre composantes connexes mais j(V) n fio a trois com
posantes connexes 

14. L'application j envoie continûment V dans M fl (M' x R) et a priori elle n'est 
pas nécessairement injective. Par construction l'application no j est un revêtement de 
base M'. En effet si x0 est dans M' alors (no j)~1(Uo) (avec les notations précédentes) 
est l'union disjointe et dénombrable d'ouverts qui sont des feuilles du feuilletage J7^, 
des ensembles du type (Vai U Wai U C-(di)) et des ensembles du type Q0 n C_(Wî). 
De plus la restriction de 7ro j à chacun de ces ouverts est un homéomorphisme sur (70. 

15. Puisque V est connexe alors que M' est simplement connexe le revêtement 
noj est un homémorphisme (voir la première observation topologique de la partie 2). 
Ceci implique que la restriction à V est injective et que j(V) est fermé relativement 
à M U B U H. Ainsi V vue à nouveau comme feuille est le graphe d'une application 
continue définie sur un ouvert V de M' et V est fermé relativement à M. C'est 
donc une sous-variété fermée de M. Puisque M est difféomorphe à Rm, la feuille V 
sépare M en deux composantes connexes et elle est de Rolle (voir la deuxième et la 
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troisième observations topologiques de la partie 2). Puisque ces conclusions valent pour 
toute feuille, le feuilletage induit par UJ sur M est donc un feuilletage dynamiquement 
simple : il n'admet pas de transversale fermée et toute feuille est une hypersurface 
fermée de M qui sépare M en deux composantes connexes. • 

5. Annexe : preuve de la proposition 10 

On va montrer par une récurrence descendante sur la dimension d que si Z est un 
sous-ensemble inclus dans M, .A-définissable de dimension d alors il existe K > 0 et 
Zr C Z ^-définissable et de dimension au plus d — 1 tel que Z\Z' peut être recouvert 
d'ouverts qui vérifient les points ii, iii et iv de la proposition 10. 

Si d = m > 2, on peut supposer que Z = M. Soit K\ > 0. Si i = 1,... , m on 
note Mi l'ensemble des x G M tels que ker(uj)(x) soit le graphe d'une application 
linéaire strictement ifi-lipschitzienne des variables (a?i,..., £i,..., xm). Les Mi sont 
des ouverts .A-définissables inclus dans M. Quitte à choisir K\ assez grand, on a 
M = Mi U • • • U Mm. Fixons i G {1 , . . . , m}. Permutons les coordonnées Xi et #m. On 
fait une décomposition cylindrique de Rm adaptée à Mi et à {0} et on ne retient que 
les cylindres ouverts M^i, . . . , M^ri. Soit Mij l'un d'eux et M'ij- sa base : 

Mij = {(x,y) : x e Mlj,(j)ij(x) < y < ipij{x)}. 

On pose 

Bij = {(x>y): x e Mi,jiV = <l>iAx)} 
et 

Hij = {(x,y) : x G M'ij1y = i/>ij(x)}. 

Les ensembles Bij et Hij sont dans l'adhérence M de M. Par conséquent la forme 
u est définie sur Bij et Hij car elle est définie sur M \ {0} et Bij et Hij sont des 
cylindres de dimension m — 1 > 1 d'une décomposition de Rm adaptée à 0 et à M. 
On note TBij et THij leurs fibres tangents. On fait une décomposition cylindrique 
de M[j adapté à 

{x G M[j : TMij(x))Bij C ker(uj)(x,<f)ij(x))} 

et à 
{x G Mij : T(x^ij(x))Hij C keT(uj)(x^ij(x))} 

et on ne retient que les cylindres ouverts M/^ l5 . . . , M/^ r. .. Pour chaque k = 
1,.. . , Ti j on pose 

Mij,k = {{x,y) e Mij : x e M'ijk). 
Les Mij^ ainsi construits vérifient ii, iii et iv de la proposition avec tout K > Ki). De 
plus la réunion des Mi j k est dense dans M et M \ ( I J Mi 3 k) est un sous-ensemble 

i, j, k 
.A-defmissable de M de dimension au plus m — 1. Le cas d = m est résolu. 

Soit 0 < d < m et considérons Z C M, *4-définissable de dimension d. D'après la 
proposition 7 on peut supposer que Z est une sous-variété différentielle de dimension 
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d, de classe Ck et .A-définissable. Soit K2 > 0. Si X — (X\,..., Xm) est un système de 
coordonnées orthogonales de Rm on note Z# l'ensemble des x G Z tels que ker(oj)(x) 
soit le graphe d'une application linéaire strictement ^-hpschitzienne des variables 
(Xi,..., Xm_i) et le plan tangent et tels que TXZ soit le graphe d'une application 
linéaire strictement l^-hpschitzienne des variables (Xi,..., Xd). S'il n'est pas vide, 
l'ensemble Z% est ,4-définissable et ouvert dans Z. C'est donc une sous-variété diffé
rentielle de dimension d < m — 1, de classe Ck et ^-définissable. On note aussi M# 
l'ensemble des x G M tels que kei(u>)(x) soit le graphe d'une application linéaire stric
tement i^2-hpschitzienne des variables (Ai,. . . , Afm_i). C'est un ouvert .A-définissable 
de M qui contient Z^. Si K<i est assez grand on peut choisir un nombre fini de ces 
systèmes de coordonnées Xi,..., X\ de telle sorte que Z\ = Z# ,... ,Zi = Z^ re
couvrent Z et Mi = M^,.. .,Mi = M% recouvrent M. On peut supposer que 
Z = Zi, M = Mi et que Xi = (x±,... ,xm). D'après la proposition 7 on peut 
supposer que Z est un cylindre .A-définissable de classe Ck de la forme 

Z = {(x',F(x')):x' GD'} 

où D' C Rd est un cylindre de classe Cfc, .A-définissable et F = (F^+i,..., Fm) 
est une application définie sur D', de classe Cfc, strictement ^-hpschitzienne et A-
définissable. 

Si xr = (xi,..., Xd) G D' on pose 

5{x') = max{(5 : Vft = (ftd+i, • • •, hm), sup\hi\ < S {x\ F(x') + h) G M}. 

La fonction 5 est .A-définissable. D'après la proposition 7 il existe des cylindres 
D[,..., D'r C D', de dimension d, de classe Ck et .A-définissables tels que 

- D' \ (D[ U • • • U D'r) est de dimension au plus d — 1 
- la restriction de 5 à chaque D[ est de classe Cfe et définisssable dans A. 

On peut donc supposer que D' = D[ et 

Z = {(x',F(x')):xf eD' = D[}. 

On pose 

T; = {(x,,xd+u...,xm-1) : x' G £>', sup \Xj - Fj(x')\ < S(x')} 
j=d+l,...,m—l 

et 

r = {x G M : (xi,...,xm_i) G r',xm = ^(xij .-^Xd)}. 

Ce sont des cylindres de dimension m — 1, de classe Cfc, .A-définissables et V est inclus 
dans M et contient Z. On considère aussi 

A = {x + (0,. . . , 0, h) : x = (x', x") G T, x' G D', |A| < «(a;')}. 

C'est un cylindre de dimension m, de classe Cfc, .4-définissable et inclus dans M. Si 
À > 0 et fi = (/xi,... ,/xm) G Rm avec ||x|| < 1 on définit la fonction Q\ifl sur T en 
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posant pour x = (xf,x") G T avec x' G D', 0\tfl(x) = À(l + \ \x — /j,\\2)ô(xf). C'est une 
fonction A-définissable de classe Ck. On pose 

AA)M = {x + (0,..., 0, fc) : x G T, \h\ < QxAx)h 

Bx^ = {x - (0,. . . , 0, eA|M(x)) : x G T}, 

#À,/X - {x + (0, . . . , 0, 0A,M(X)) : x G T}. 

Il existe Ào tel que si 0 < À < Ào alors Q\^(x) < ô(x) si x £ T. Les ensembles 
A\iti,Bxifi et H\ytl sont alors des cylindres ^4-définissables de classe Ck inclus dans 
M. On déduit du théorème de transversalité [32] (voir [7]) et de la o-minimalité de la 
structure A (proposition 4) que pour presque tout (À, /i) et pour tous les points x de 
T sauf peut-être pour un nombre fini d'entre eux formant un ensemble JFA>m, le plan 
tangent 

ĉ-(0,...,0,©A,M(a;))̂ A»M 
et le noyau 

ker(u;)(x-(0,...,0,eA,/x(x))) 
ainsi que le plan tangent 

x̂+(O,...,O,0A)AX(x))#A,/z 
et le noyau 

ker(u)(x + (0,.. .,0,Gx,n(x))) 
sont transverses. Fixons À et /i. D'après la proposition 8 la différence r \ F\ifjL est 
la réunion d'un nombre fini de cylindres ouverts de classe Ck et .A-définissables 
Ti , . . . , Ts. Pour chaque i G {1 , . . . , s} on pose 

AA|Mli = {x + (0,. . . , 0, h) : x G T;, \h\ < eA|/i(x)}. 

Les ensembles AA)/iji sont inclus dans M, recouvrent Z \Fyw et ce sont des cylindres 
qui vérifient les points ii, iii et iv de la proposition avec tout K > K2. De plus 
l'ensemble Z' = F\ifi n Z est fini donc de dimension strictement plus petite que celle 
de Z. 

Il reste à considérer le cas où Z est de dimension 0. C'est un ensemble fini de points. 
On peut supposer que c'est un unique point x°. Il existe un système de coordonnées 
orthogonales dans lesquelles x° = 0 et ker(t<;)(0) est transverse à l'axe vertical et au 
plan horizontal dxm. Dès que e > 0 est petit le polydisque {x G Rm : \xi\,..., \xm\ < 
e} vérifie les points ii, iii et iv de la proposition 10 avec tout K > 0 assez grand. • 
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