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UN THEOREME DE TYPE HAEFLIGER DEFINISSABLE
par

Jean-Marie Lion & Patrick Speissegger

A José Manuel Aroca, pour ses soizante ans

Résumé. — Soit M C R™ une sous-variété définissable dans une structure o-minimale
A et soit w € A(M) une 1-forme différentielle A-définissable. Nous montrons que si
w définit un feuilletage de codimension un sur M alors il existe un recouvrement fini
de M par des ouverts A-définissables M1, ..., M, qui vérifient la propriété suivante
: pour chaque %, tout lacet C! inclus dans M; est tangent & ker(w) en un point.

Abstract (Definisable Haefliger’s Type Theorem). — Let A be an o-minimal expansion of
the real field, M a submanifold of R™ and w a differentiable 1-form on M. We assume
that M and w are definable in A and w defines a foliation on M of codimension one.
Then there are definable, open subsets M; of M, for i = 1,...,r, such that every C!
loop contained in M; is tangent to ker(w) at some point.

Introduction

Soit M C R™ une sous-variété différentielle de classe C*,k > 2, de dimension
m, connexe et w € A¥(M) une 1-forme différentielle de clase C* définie sur M. On
suppose que w est non singuliere et intégrable : en tout point x de M

w(z) #0 et wAdw(z) =0.

D’apres le théoreme de Frobenius, pour tout point z de M il existe une carte locale
de M centrée en z dans laquelle le champ d’hyperplans ker(w) est le champ ker(dz.,).
Par conséquent, la forme w définit sur M un feuilletage de codimension un noté F.
Par tout point x de M passe une unique feuille V de F. C’est une hypersurface de
classe C*, connexe, immergée injectivement dans M, tangente au champ d’hyperplans
x € M — ker(w)(z) et maximale pour ces propriétés (voir [4], [14] ou [16] pour une
introduction & la théorie des feuilletages).

Classification mathématique par sujets (2000). — 14P10, 58A17; 03C99.
Mots clefs. — Structure o-minimale, feuilletage.
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198 J.-M. LION & P. SPEISSEGGER

FIGURE 1. Un feuilletage du carré privé de trois points

Observons que si la condition d’intégrabilité de Frobenius n’est pas vérifiée alors
d’une part il n’y aurait pas de feuilletage et d’autre part il existerait nécessairement des
lacets transverses au champ ker(w). Ce dernier point est une conséquence immédiate
du théoreme de Darboux sur les modeles locaux des formes différentielles (voir par
exemple [13]).

Les feuilles du feuilletage F ne sont pas toujours fermées ou plongées proprement
dans M et elles peuvent étre denses. Cependant si M est une variété analytique sim-
plement connexe et w est analytique, alors, d’aprés un théoréme de A. Haefliger [15]
(voir aussi [23]), le feuilletage n’admet pas de transversale fermée (ceci signifie qu’il
n’existe pas dans M de lacet de classe C! et transverse au feuilletage) et toute feuille
est une hypersurface analytique fermée de M qui sépare M en deux composantes
connexes. En particulier toute feuille est de Rolle : tout lacet différentiable qui la ren-
contre est tangent au feuilletage en un point (voir [17] et [23]). Si la simple connexité
de M joue un réle important dans la preuve du théoreme de A. Haefliger, 'analyticité
de M et celle de w sont aussi essentielles. Elles garantissent ’analyticité des holono-
mies. Un exemple de G. Reeb [11] montre qu’on ne peut s’affranchir totalement des
hypothéses d’analyticité et de simple connexité (voir [4] ou [14]).

Dans [26], C.A. Roche conjecture qu’il est possible de recouvrir M par un nombre
fini d’ouverts My, ..., M; tels que sur chaque M; la forme w induit un feuilletage F;
dynamiquement simple : il n’admet pas de transversale fermée et toute feuille est une
hypersurface fermée de M; qui sépare M; en deux composantes connexes.

L’objet de cet article est de donner une réponse positive a cette conjecture dans
un cadre assez général, le cadre o-minimal [8] (voir aussi [10] ou [31]).

Théoréme 1. — Si M et w sont définissables dans une structure o-minimale A, il
existe un recouvrement fini My, ..., M, de M par des ouverts A-définissables tel que
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UN THEOREME DE TYPE HAEFLIGER DEFINISSABLE 199

la forme w induit sur chaque M; un feuilletage F; dynamiquement simple : il n’admet
pas de transversale fermée et toute feuille est une hypersurface fermée de M, qui
sépare M; en deux composantes connezxes.

Cette réponse positive a la conjecture de Roche & la conséquence dynamique sui-
vante : un espace feuilleté par un champ d’hyperplans définissable dans une structure
o-minimale se décompose en un ensemble fini de régions avec un comportement dy-
namique uniforme [26).

D’apres les résultats de [6] adaptés au cadre o-minimal, pour chaque ¢ le feuilletage
F; est presque une C*-fibration triviale : c’est le cas dans les composantes connexes
de M; \ Z; ou Z; est la réunion d’un nombre fini de feuilles de F;. De plus, d’apres
[30], les feuilles du feuilletage F; sont définissables dans une structure o-minimale, la
cloture pfaffienne de A. Ainsi le théoréme, combiné & [30], pourrait étre une source
de nouveaux exemples de structures o-minimales.

Notre théoréme est une généralisation du théoreme 1 de [20] dans laquelle on s’af-
franchit de toute condition d’analyticité. On sait que les techniques de désingularisa-
tion des ensembles analytiques (présentées par exemple dans I’article de J.M. Aroca,
H. Hironaka et J.L. Vicente [1]) appliquées & I’étude des feuillletages analytiques sin-
guliers de codimension un et a celle des champs de vecteurs analytiques peuvent se
révéler tres fructueuses (voir par exemple [5] ou [25]). Ici, il faudra se résoudre & des
méthodes plus naives de nature essentiellement topologique et différentielle : 1'idée
principale, déja présente dans [20], est de construire un recouvrement fini de M par
des ouverts M; sur chacun desquels la forme w induit un feuilletage dont les feuilles
sont des graphes d’applications.

Aprés une présentation des structures o-minimales (partie 1) nous donnerons trois
observations topologiques et une proposition utiles & la preuve du théoréme (partie 2).
Ensuite (partie 3) nous énoncerons une proposition qui permet de recouvrir ’espace
en ouverts sur lesquels la dynamique du feuilletage se révelera simple ou au moins
controlée par la dynamique de feuilletages induits sur certaines parties de leurs bords.
La preuve de cette proposition, purement technique, sera donnée en annexe (partie 5).
Elle se conclut par un argument de transversalité de Thom [32]. Dans la partie 3
on donnera aussi un exemple qui illustre la nécessité du controle de la dynamique au
bord. La partie 4 sera consacrée a la preuve du théoreme.

Les auteurs remercient les rapporteurs pour leurs suggestions et Laurent Moret-
Bailly pour sa relecture attentive.

Les dessins ont été réalisés a 1’aide du logiciel Fig4TEX développé par Yvon La-
franche et Daniel Martin.

1. Les structures o-minimales (voir [8] ou [10])

Définition 1.1. — On appelle structure une famille A = U,eNA, de sous-ensembles
des espaces euclidiens R™,n € N qui vérifie les propriétés suivantes :
-si X,Y € A, alors XNY, XUY et X \Y appartiennent & A,
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200 J.-M. LION & P. SPEISSEGGER

-siXeA,etYe Ay, alors X XY € Apym
- si Z € Apym alors {x € R"|3y e R™, (z,y) € Z} € A,
- si P € R[zy,...,z,) alors {P > 0} € A,.

Définition 1.2. — Suivant la terminologie introduite par L. van den Dries [8] la struc-
ture A est dite o-minimale si les éléments de A; sont les unions finies d’intervalles et
de points.

D’apres le théoréme de Tarski-Seidenberg (voir par exemple [3] ou [2]) les semi-
algébriques forment une structure o-minimale. S. Lojasiewicz montre que les semi-
analytiques possedent de nombreuses propriétés de régularité (stratifications de Whit-
ney, triangulations, ordre de contact, voir [21]) mais ils ne forment pas une structure
o-minimale. Cependant d’aprés un théoréeme de A. Gabrielov [12] les sous-ensembles
semi-analytiques relativement compacts en engendrent une. On connait depuis la fin
des années 80 de nombreux autres exemples de structures o-minimales (voir par
exemple [9], [35], [29], [28]). L’article [29] montre en particulier qu’il n’existe pas
une structure o-minimale maximale qui engloberait toutes les autres et que certaines
structures o-minimales sont trés éloignés des ensembles analytiques.

Considérons une structure o-minimale A. Les éléments des A, sont appelés en-
sembles A-définissables. Une fonction ou une application est dite A-définissable si
son graphe est .A-définissable. Une sous-variété de R™ est dite .A-définissable si c’est
un élément de A,. Une forme différentielle est dite .A-définissable si son graphe est
A-définissable. Les grassmanniennes G? des p-plans de R™ et leur réunion G, sont
des sous-ensembles semi algébriques. Elles sont donc .A-définissables. Les trois pro-
positions suivantes récapitulent des propriétés élémentaires mais fondamentales des
structures o-minimales.

Proposition 1 (Propriétés ensemblistes)
— La composée d’applications A-définissables l’est aussi.
- Si f: X — R est A-définissable alors {f = 0}, {f > 0} et {f < 0} le sont aussi.
- Sif: X > R™etY C R™ sont A-définissables alors f~1(Y) Uest aussi.

Proposition 2 (Propriétés topologiques) .
- 8i X est A-définissable alors son adhérence X et son intérieur Int(X) le sont
ausst.

Proposition 3 (Propriétés différentielles)

- Les dérivées partielles d’une application différentiable et A-définissable sont A-
définissables.

- Si X est une sous-variété de dimension p de R™, de classe C* et A-définissable
alors son fibré tangent est aussi A-définissable.

-Sia: X > GPetB:X — Gl sont deur applications A-définissables alors les
ensembles {a C B} et {dim(anB) =d},d =1,...,n ainsi que U'application oN
a valeurs dans G,, le sont aussi.
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UN THEOREME DE TYPE HAEFLIGER DEFINISSABLE 201

- 8i X est une sous-variété de R™ A-définissable et w € A(X) est une I-forme
différentielle A-définissable alors Uapplication ker(w) l’est aussi.

Les structures o-minimales posseédent la propriété de finitude uniforme suivante
(voir [8], [10]).

Proposition4. — Si X C R" est A-définissable il existe un entier N qui majore le
nombre de composantes connezes de X N E pour tout sous-espace affine E de R™.

Définition 1.3. — Soit k € N \ {0}. On définit par récurrence sur n les cylindres de
R™ de classe C* et A-définissables. L’unique cylindre de R® = {0} de classe C* et
A-définissable est RO lui méme. Soit n € N\ {0} et supposons avoir défini les cylindres
de R™! de classe C* et .A-définissables. Un sous-ensemble C' de R™ est un cylindre
de R™ de classe C* et A-définissable si les conditions suivantes sont vérifiées.
— L’ensemble C est une sous-variété différentielle de classe C* et A-définissable.
— 11 existe un cylindre D de R*! de classe C* et .A-définissable tel que soit C est
le graphe d’une fonction de D dans R, de classe C* et .A-définissable, soit

C=DxR
ou C={(z,9): 2 € D,¢(z) <y < ()}
ou C={(z,y) :z € D,¢(z) <y}
ou C={(z,y):z €D,y <p(x)}

avec ¢ et 1 des fonctions définies sur D & valeurs dans R de classe C¥, A-
définissables et telles que ¢ < 1. Le cylindre D est appelé base de C.

On déduit de cette définition les propositions suivantes.

Proposition 5. — Si C est un cylindre de R™, de classe C*, A-définissable et de base
D et si D' est un cylindre de R™~! de classe C*, A-définissable et inclus dans D
alors C N (D' x R) est un cylindre de R", de classe C* et A-définissable.

Proposition 6. — Si C' est un cylindre de dimension d de R" de classe C* et A-
définissable alors quitte a permuter les coordonnées, le cylindre C est le graphe d’une
application définie sur un cylindre ouwvert D' de R?, a valeurs dans R"™%, de classe
C* et A-définissable. De plus il existe un difféomorphisme de R dans D', de classe
Ck et A-définissable. Ainsi C est conneze et il existe un difféomorphisme de R dans
C, de classe C* et A-définissable.

Définition 1.4. — Soit k € N \ {0}. On définit par récurrence sur n les décomposi-
tions cylindriques de classe C* et A-définissables. L’unique décomposition cylindrique
de R® = {0} de classe C* et A-définissable est RO lui méme. Soit n € N \ {0}
et supposons avoir défini les décompositions cylindriques de R”~! de classe C* et
A-définissables. Une famille finie C, ..., C, de sous-ensembles de R" est une décom-
position cylindrique de R™ de classe C* et A-définissable si les conditions suivantes
sont vérifiées.
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202 J.-M. LION & P. SPEISSEGGER

— La famille Cy,...,C, est une partition de R™ en cylindres de R™ de classe C*
et A-définissables.

— Les bases des C; forment une décomposition cylindrique de R*~! de classe C*
et A-définissable.

Les structures o-minimales possédent la propriété de décomposition cylindrique
suivante (voir (8], [10]).

Proposition 7. — Soient X,,...,Xy des sous-ensembles de R™, A-définissables et
pour chaque i = 1,...,d une application ¢; : X; — R™ A-définissable. Soit
k € N\ {0}. Il existe une décomposition cylindrique C1,...,C, de R" de classe C*
et A-définissable qui vérifie les propriétés suivantes.
— Chaque X; est une réunion de C;.
- 8i C; C X; alors la restriction de ¢; a C; est une application différentiable de
classe C* et de rang constant.

Définition 1.5. — La décomposition cylindrique obtenue dans la proposition 7 est dite
adaptée aux X; et aux ¢;. Pour chaque i, la partition de X; donnée par la proposition
s’appelle décomposition cylindrique de X;.

La proposition 7 permet de faire des stratifications de Whitney [34] adaptées a
une famille finie d’ensembles définissables (voir [8], [10]) et d’expliquer plus finement
l’adhérence d’un ensemble définissable que ne le fait la proposition 2.

Toute sous-variété de R™ qui est A-définissable admet un recouvrement fini par
des cartes A-définissables. Plus précisément, on démontre & partir des propositions
précédentes :

Proposition 8. — Soit M C R™ une sous-variété différentielle de classe C*, de di-
mension m et A-définissable. Il existe des sous-ensembles M,,...,M, C M, A-
définissables et tels que

-M=MU---UM,

- pour chaque © € {1,...,r}, quitte a faire une permutation o; des coordonnées
(z1,...,%n), M; est un cylindre de R"™ de dimension m, de classe C* et A-
définissable.

Le principe de la preuve de cette proposition sera repris pour établir la proposi-
tion 10.

Démonstration. — Si iy < -+ < iy, avec i1,...,4m € {1,...,n} on note M;, ;.
l’ensemble des z € M ol la restriction & M de la projection 7, . ;. définie par

T(Z1, .y Tn) = (Ziyy ooy Tiy,)

est de rang m. Les M;, . ; sont des sous-ensembles de M, ouverts pour la topologie
induite et A-définissables d’apres la proposition 3. Leur réunion est égale & M. On peut
donc supposer que M est 'un d’eux, M = M3, ., par exemple. On pose T = Ty . m.
La restriction de m & M est de rang m.
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UN THEOREME DE TYPE HAEFLIGER DEFINISSABLE 203

D’apres la proposition 7 on sait que M admet une décomposition cylindrique de
classe C* et A-définissable. Considérons donc un cylindre C de dimension d < m de
R", de classe C*, A-définissable et contenu dans M. Il suffit de montrer qu’il existe
Z C C, de dimension au plus d — 1, A-définissable et des sous-ensembles M;,..., M,
de M, A-définissables et tels que

-C\ZcMU---UM,

— pour chaque i € {1,...,7}, M; est un cylindre de R™ de dimension m, de classe

C* et A-définissable.
Si d = m la conclusion est immédiate. On suppose d < m. Puisque la restriction de
m & M est de rang m, d’apres la proposition 6, quitte & permuter les coordonnées
(x1,...,Zm) le cylindre C est le graphe d’une application de classe C*, A-définissable
et définie sur un cylindre de classe C* et A-définissable de R4.

Siz=(z';24+1,---,%n) € C on pose

0(z) = max{ &:Y(0d+1,---,0m),
sup |6;| < & = M(em+1,--.,6n),8up €] < V4,
(.z";.’[,‘d+1 + 0dt1s- -2 Tm + Omy Tmt1 + Emt1y- s Tn +6n) € M}

D’aprés la proposition 1 la fonction § est .A-définissable. Puisque la restriction de =
a M est de rang m, la fonction § est strictement positive en tout point de C. D’apres
la proposition 7 il existe des cylindres C1,...,C, C C, de dimension d, de classe C*
et A-définissables tels que

- C\(C1U---UC,) est de dimension au plus d — 1

— la restriction de § & chaque C; est de classe C* et A-définisssable.
Sii=1,...,7 on pose

Mi = {(.’L’I;.'L'd_}_l + 6d+17'~'7xm +5m7$m+1 +Em+1,---,Tn +€n) EM:
z = (2';Za41,...,2Tn) € Ci,sup|d;| < 6(z),suple;| < +/é(z)}.

Par construction les M; sont des cylindres de dimension m, de classe C*, inclus dans
M et A-définissables. L’ensemble

Z=C\(MU---UM,)

est inclus dans C, A-définissable et de dimension au plus d — 1. O

2. Observations et proposition topologiques

Soit p : V. — M’ un revétement de base M’ simplement connexe et avec 'espace
total V connexe. Alors p est un homéomorphisme (voir [7] ou [24]).

Dans R™ une hypersurface fermée sépare R™ en deux composantes connexes exac-
tement (voir [7] ou [24]).

Soit F un feuilletage de codimension un d’une variété M associé & une 1-forme
différentielle w, non singuliére et intégrable. Si une feuille V' de F est une sous-variété
fermée de M qui disconnecte M alors V est une feuille de Rolle. La réciproque est
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204 J.-M! LION & P. SPEISSEGGER

fausse : si V est une feuille de Rolle alors c’est une sous-variété fermée de M mais
elle ne disconnecte pas toujours M. Par exemple, comme le mentionnent Moussu et
Roche dans [23] les courbes C; = {(z,texp(=L)},t € R sont des feuilles de Rolle du
feuilletage F de R? \ {0} associé & la forme ydz — x2dy mais elles ne disconnectent
pas R?\ {0}. En revanche, si M est difféomorphe & R™ il est équivalent de dire que
V est de Rolle et que V' sépare en deux composantes connexes (voir [17] ou [23]).

7

\

FIGURE 2. Rolle, étre ou ne pas étre : feuilletages associés aux formes
ydzx — xdy et ydz — zdy

Outre ces trois observations topologiques la proposition générale qui suit est utile
a la preuve du théoréme. C’est un corollaire d’un lemme de Morse & parametres en
classe C* qui est dit & S. Lépez de Medrano [22] et Kuiper [18]. Ici, comme dans tout
le papier k > 2.

Proposition 9. — Soit f = 2 + --- + x2 et soit g une fonction de classe C* définie
au voisinage de l'origine de R™ et telle que g(0) = 0 et dg(0) # 0. Il existe alors une
fonction G d’une variable, de classe C*~1, telle que G(0) = 0 et dG(0) # 0 ainsi que
des coordonnées y = (y1,.-.,yn) de classe C*~1 au voisinage de l’origine de R™ telles
que f =97+ +y2 et g=Goyy.

Démonstration. — Quitte & faire un changement de coordonnées orthogonales (donc
qui laisse invariant Pexpression de f) on peut supposer que dg(0) = Adz,. Posons
Zn = i g. D’apres le théoréme des fonctions implicites il existe une fonction h de classe
C* définie au voisinage de l’origine telle que z,, = h(z1,...,Tn_1,2n) €t dh(0) = dz,.
Par conséquent il existe une fonction e de classe C* et dont le 2-jet & l'origine est
nul telle que f = 22 + --- + 22_, + 22 + &(x1,...,%Tn-1,2,). D’apres le lemme de
Morse & parameétre en classe C* de Lépez de Medrano [22] appliqué & la fonction
F=xz24+---+22_| +e(x1,...,Tn_1, 2n) il existe des coordonnées y' = (y1,...,Yn—1)
de classe C*~! définies au voisinage de 1'origine de R*~! et une fonction a de classe
C* définie au voisinage de I’origine de R et dont le 2-jet & ’origine est nul telles que
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UN THEOREME DE TYPE HAEFLIGER DEFINISSABLE 205

F=y?+ - +y2_, +a(z,). D’aprés le lemme de Morse (version de Kuiper [18]) en
classe C* appliqué & 22 4 a(z,) il existe une fonction G d’une variable, de classe C*~1,
telle que G(0) = 0 et dG(0) # 0 vérifiant 22 + a(z,) =y2 et g = Az, =Goy,. O

Cette proposition implique que si € > 0 est petit alors pour tout t € R ’ensemble
{f < €,g = t}, s’il n’est pas vide, est connexe, coupe I'axe vertical {y; = -+ =yp_1 =
0} transversalement en un point exactement et sépare la boule ouverte {f < €} en
deux composantes connexes exactement.

/—\__/_—
/[ NI
[ ] N
[ [ 7 AN W
[ [ 7 AN W W
7 vy 1 T 1
1 1 X J ] 1 ]
1\ /[ [ ] ]
N /[ ] ]
NN /[ ] ]
\ /
o

NN

FIGURE 3. On redresse le feuilletage localement dans un systeéme de coor-
données qui respectent les petites spheres

Dans le cas ou g est l'intégrale premiere locale d’un feuilletage F de codimension
un défini au voisinage de origine, ceci implique que si V' est une feuille de Rolle de
F alors V N {f < €} est vide ou connexe.

3. Recouvrement d’un ouvert relativement compact M de R™ adapté a
une forme différentielle définie au voisinage de M \ {0}

On s’intéresse dans la proposition qui suit au cas ou la 1-forme w est définie sur
un ouvert M relativement compact de R™ et admet un prolongement intégrable,
non singulier et A-définissable au voisinage de M sauf peut-étre en un point. La
proposition affirme qu’on peut alors recouvrir I’espace M en ouverts sur lesquels la
dynamique du feuilletage se révélera simple. Sa démonstration, purement technique,
sera donnée en annexe

Proposition 10. — Soit m > 2, M un ouvert relativement compact de R™, A-
définissable, de classe C* et w une 1-forme différentielle & coefficients A-définissables,
de classe C*, définie sur M et au voisinage de M \ {0}, non singuliére et intégrable.
Il existe une constante K > 0 et des ouverts Uy, ...,Us dits adaptés a w et vérifiant
les propriétés suivantes :
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206 J.-M. LION & P. SPEISSEGGER

(i) Vouwvert M est la réunion des ouverts Uy,...,Us;
(i) pour chaque i € {1,...,s} il existe des coordonnées linéaires dans lesquelles
U; est un cylindre A-définissable, de classe C*,

Ui ={(z,y) : z € U, ds(x) <y < ¥i(x)};

(iii) pour tout z € U; Uhyperplan ker(w)(x) est transverse a l’aze vertical et c’est
le graphe d’une application linéaire K -lipschitzienne;

(iv) le champ x — ker(w)(z) est soit partout transverse soit partout tangent au bas
B; = {(z,¢i(x)) : © € U/} (respectivement au haut H; = {(z,v;(z)) : z € U/})
du cylindre U; et 0 ¢ B; (respectivement 0 ¢ H;).

Sii e {1,..., s} ladynamique du feuilletage Fy, induit par w sur U; n’est pas néces-
sairement simple comme le montre I’exemple suivant construit & partir du feuilletage
de Reeb. Cependant on verra dans la preuve du théoréme principal que la dynamique
de Fy, est simple dés que celles des feuilletages induits par w sur B; et H; le sont.

On peut trouver des énoncés voisins en particulier dans des articles qui abordent
des questions de géométrie sous-analytique, de singularités ou de stratifications. C’est
le cas par exemple dans un travail récent de Valette [33] mais aussi dans un papier
plus ancien de Kurdyka et Raby [19] ou encore chez Roche [27]. Seulement dans ce
dernier les conditions de Lipschitz et les feuilletages sont mélés comme ici.

Exemple Partons de 'exemple de Reeb [11] (voir aussi [4] ou[14]) dont on donne une
construction o-minimale a 'aide d’une 1-forme w de classe C* et dont les coefficients
sont définissables dans la structure o-minimale R, cxp engendrée par les fonctions
analytiques restreintes et ’exponentielle [9].

Soit S% = {|21]% + |22/> = 1} la sphére unité de C2. On pose 21 = p; exp(ify),
2y = pzexp(ifz). On a donc S® = {p? + p3 = 1} et donc dp? + dp2 = 0 en restriction &
S3 et S3 C {p? < 1/2 ou p2 < 1/2}. On considere la fonction de recollement p définie
par pu(t) = 1jo 4o0)(t) exp(—1/t). Elle est définissable dans Rap exp- Soit & la 1-forme
différentielle définie sur S3 par

= p(1/2 — p3)déy + u(1/2 — p2)db; + dp3.

Elle est aussi définissable dans Rap exp. De plus

— si p2 < 1/2 alors pf >1/2 et @ = pu(1/2 — p2)db, + dp3

— si p? < 1/2 alors p2 > 1/2 et © = p(1/2 — p?)df2 — dp?.
On a donc bien @ A d& = 0 et @ définit un feuilletage F; sur S3. On remarque que
le lacet C = {p? = 0} est transverse & ce feuilletage. Le feuilletage F; est donc
un feuilletage de R3 qui admet des transversales fermées. On considére le champ de
vecteurs X orthogonal & & défini sur S® par

- b) 0 0
X:ﬂ(1/2—92)60 +u(1/2 - Pl)a +2 Pzap
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Il est aussi égal a
- 0 0 0
X =p1/2- Pg)ga + (o — 1/2)3—0; + 2P26—p;-

11 est donc définissable dans R,p exp, il est sans zéro et puisque ce champ ne dépend
que de ps, d’apres [30], son flot é: 83 x R — S? est une application définissable dans
une structure o-minimale R/an;, appelée cloture pfaffienne de Ran exp-

Par projection stéréographique de pole nord on obtient un feuilletage Fi; de R?
défini & partir d’une forme @ de classe C*° et définissable dans la strucure o-minimale
Ranexp. Le feuilletage admet des tranversales fermées car le cercle C' image par la
projection stéréographique du lacet C est transverse au feuilletage F. Décrivons un
peu la géométrie de ce feuilletage. Il est invariant par rotation autour de l'axe {z; =
zo2 = 0}. L’une des feuilles du feuilletage Fz est un tore T2. 11 est dans I’adhérence
de toutes les autres qui ne sont donc pas fermées dans R3. Le complémentaire de ce
tore T2 se décompose en deux composantes connexes appelées composantes de Reeb
du feuilletage.

FIGURE 4. Morceau d’une feuille s’enroulant sur le tore T2, bord commun
aux deux composantes de Reeb

On note X l'image de X par la projection stéréographique. Il est définissable dans
Ran,exp et il est sans zéro. Son flot ¢ est 'image par la projection stéréographique du
flot q; Il est donc définissable dans la cléture pfaffienne de Ran exp. Contrairement au
champ X, le champ X n’est pas complet puisque par la projection stéréographique le
pole nord est envoyé a l'infini.

On étend trivialement la forme @ en une forme & de R* définissable dans la cloture

pfaffienne Rap exp €t qui définit un feuilletage F; de R*. Les feuilles de F; sont les

produits V' x R des feuilles de F par R. On note X le champ X = X + % Le
4

champ X est transverse & Fy, il est définissable dans la cléture pfaffienne m,
jamais vertical et son flot (Z est définissable dans la cloture pfaffienne R:,,e\xp. De plus
le flot de X échange les plans horizontaux {z = cst} et ceux-ci sont transverses aux
feuilles de @.

Pour faire la représentation planaire suivante de ces objets de R* on a fait des
choix : le feuilletage de Reeb est symbolisé par un feuilletage en points de I'intervalle,
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son extension & R* est symbolisé par le feuilletage en intervalles verticaux du carré
]-1,1[x]-1,1[, le champ X par le champ 32 le tore T? bordant les deux composantes

de Reeb est symbolisé par l'origine et les orbites du champ X sont en pointillés.

TN Ty T
AN \\ \ \\\ \\\\\\\
SN RARAR
NEAVAY IR RNARAY
N \\ N \\\ \\\\\\\ \\\
AN AT
\ \ \\\\\\ \\\\j\
\

\ N \\\\\\\\\\\\\
\ \ VIV
h NI AR
A \ (R
NN RANE R
\ AN RLRAY
\ VA
AN VIR RIARARN
NI AN NV B A

FIGURE 5.

Soit A = {z = (z1,%2,z3) € R?: |z1],|z2|, |z3] < D} avec D assez grand pour que
le tore T? appartienne & A aprés avoir identifié¢ R3 et R3 x {0}. Soit € > 0 assez petit
pour que pour tout t €] — 2¢, 2¢[ et pour tout point z € 2A, 'image é(x,t) de x par
le flot de X au temps ¢ existe.

On pose M = ¢(Ax] —g,e]), Q@ = $(2Ax] — 2¢,2¢]) et on note w 'image de la
forme w par qvﬁ Les ensembles M et 2 sont des ouverts de classe C* et définissables
dans la cloture pfaffienne m et la forme w est de classe C* et définissable dans
la cl6ture pfaffienne i{a’ne\xp L’ouvert M est un ouvert relativement compact de €2.

On munit Pouvert  du systéme de coordonnées y = (y1,¥2,¥3,y4) suivant qui
trivialise le flot : les coordonnées de I'image ¢(z,t) du point (z,0) € 2A x {0} sont

v = (Y1,Y2,¥3,Y4)
avec

Y1 = T1,Y2 = T2,Y3 = T3,Y4 = L.

C’est un systéme de coordonnées de classe C* et définissable dans la cléture pfaf-

e—

fienne Rap exp- Dans ce systeme I'image X du champ X est le champ vertical

_ 9
8y4'

Dans ces coordonnées on a

M ={y = (y1,y2,¥3,v4) : [v1, |v2l,lys| < D, |ysa| < e}
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N — = - \ -
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FIGURE 6. L’ouvert M représenté dans les coordonnées (z1, 2, 3, Z4) puis
dans les coordonnées (y1, y2, Y3, Ya)-

et
Q={y = (y1,92,¥3,94) : [0, |v2l, lys| < 2D, |ya| < 2¢}.

La forme w est définie sur (2, elle est/d(_ailasse C°, intégrable, non singuliere et
définissable dans la cléture pfaffienne Ray exp. De plus pour tout y € Q 'hyperplan
ker(w)(y) est transverse & l’axe vertical et il n’est jamais horizontal. Ainsi il existe
K > 0 tel que pour tout y € M I’hyperplan ker(w)(y) est transverse & I’axe vertical,
jamais horizontal et c’est le graphe d’une application linéaire K-lipschitzienne.

Par conséquent 'ouvert M = U, vérifie les points i, ii, iii et iv de la proposi-
tion 10 mais la dynamique du feuilletage F associé & w n’est pas simple. Il admet des
transversales fermées et il possede des feuilles qui ne sont pas fermées dans M = Uj.

4. Preuve du théoréme 1
La preuve du théoréme se fait par récurrence sur la dimension m de M.

1. Sim = 0 ou 1 c’est immédiat. Soit m > 1. On suppose le résultat prouvé jusqu’au
rang m — 1.

L’objet des étapes 2, 3 et 4 et de se ramener au cas ou M est un ouvert adapté a
la forme w comme les ouverts U; de la proposition 10.

2. Puisque M admet un recouvrement fini par des cylindres ouverts pour la to-
pologie induite et .A-définissables (proposition 8) on peut supposer que M = R™
(proposition 6).

3. Maintenant la forme w est défini sur R™ tout entier. On la contréle mal & infini.
Soit Uy = {||z|| > 1}, V4 = {||z|| > 3}, ¢1 'inversion de pdle 0 et qui fixe {||z|| = 1}.
Soit Us = {||lz — (3,0,...,0)|| > 1}, V2 = {||]z — (3,0,...,0)|| > 1}, ¢; la translation
de vecteur —(3,0,...,0) composée & droite avec ¢1. On a ¢;(U;) = {0 < ||z|| < 1},
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¢:(V;) = {0 < ||z|| < 2} et U; UU; = R™ = M. Par conséquent quitte 3 transporter
w|y, et w)y, par ¢; on peut supposer que M = {0 < ||z|| < 1} et que w se prolonge
en une forme intégrable et non singuliére toujours notée w définie sur un voisinage de
M\ {0} = {0 < [|z]| < 1}.

4. En décomposant M suivant la proposition 10 on peut supposer que M est I'un

des ouverts U; du recouvrement obtenu. On est donc dans la configuration suivante :

(i) Pouvert M est un cylindre ouvert de R™ de classe C* et .A-définissable de la
forme

M ={(z,y) :z € M',¢(z) <y < ¢(2)}
ol M’ est un cylindre ouvert de R™~1 de classe C* et A-définissable ;

(if) la forme w est définie non singuliere et intégrable et A-définisssable sur un
voisinage A-définissable 2 de

{(z,y) :x € M',¢(z) <y < Y(z)};

(iii) il existe K > 0 tel que pour tout € Q Phyperplan ker(w)(z) est transverse &
P’axe vertical et c’est le graphe d’une application linéaire K-lipschitzienne;
(iv) le champ z — ker(w)(z) est soit partout transverse soit partout tangent au
bas B = {(z, ¢(z)) : x € U’} (respectivement au haut H = {(z,¢¥(z)) : z € U’'})
du cylindre M.
Remarquons qu'on a M N (M’ x R)= MUBUH.

5. Le feuilletage F induit par w sur M se prolonge en un feuilletage de codimension
un Fq sur 2. Si V est une feuille de F ou de Fq alors c’est localement le graphe d’'une
fonction de R™~! dans R. Plus précisément, si a € V il existe un voisinage O de a tel
que la composante connexe de V N O qui contient a est le graphe d’une fonction K-
lipschitzienne de R™~! dans R. Si le champ z +— ker(w)(z) est partout transverse & B
(respectivement H) il induit sur B (respectivement H) un feuilletage de codimension
un F|p sur B (respectivement F|z sur H). Si le champ z ~ ker(w)(z) est partout
tangent & B (respectivement H) alors B (respectivement H) est un morceau de feuille
de Fq.

6. Il n’est pas certain que la dynamique du feuilletage F|p (respectivement f|z)
soit simple lorsque le champ = — ker(w)(z) est partout transverse & B (respective-
ment H). Cependant, d’apres ’hypothése de récurrence et la proposition 5 on peut
supposer que si le champ z — ker(w)(z) est partout transverse & B (respectivement
H) alors le feuilletage F|p (respectivement F|) induit sur B (respectivement H) est
dynamiquement simple : il n’admet pas de transversale fermée et toute feuille est une
hypersurface fermée de B (respectivement H) qui sépare B (respectivement H) en
deux composantes connexes.

7. Fixons 2o € M'. Il existe Ko > K, et yo < yy € R tels que pour tout g9 > 0 petit
les propriétés suivantes sont vérifiées. On note Uy la boule {z € R™ ™! : ||z —zo|| < €0}
et g le cylindre Uy x]yo, yo[. Alors Uy € M', MN(Up xR) C Qo C et BN(Up xR),
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— -

Le champ z — ker(w)(z) est transverse & B et H

FIGURE 7. Deux cas ou M est adapté a w : transversalité et tangence

H N (U x R) ainsi que les feuilles du feuilletage Fq, qui rencontrent M N (Up x R)
sont des graphes de fonctions Kjy-lipschitziennes définies sur Uy. Ce sont donc des
hypersurfaces fermées de {2p. De méme, les feuilles de F|pngn, ou de Fiunq, (en cas
de transversalité) sont des hypersurfaces fermées de B N Qo ou de H N Q. Quitte
& réduire un peu gg toute feuille V du feuilletage Fq, vérifie 'une des conditions
suivantes.

— La feuille V ne rencontre ni B ni H.

— La feuille V est égale & BN §y ou & H N Q.

— La feuille V coupe BN{y transversalement le long d’une unique feuille de F|pnq,

et elle ne rencontre pas H.
~ La feuille V coupe HN{ transversalement le long d’une unique feuille de F|znq,
et elle ne rencontre pas B.
Les deux derniéres conditions résultent de la proposition 9 appliquée avec n = m — 1,
en choisissant comme origine 'intersection de B (ou de H) avec la verticale issue de
Zg, en paramétrant B (ou H) par M’ et en prenant comme fonction g la restriction
4 B (ou H) d’une intégrale premiere locale du feuilletage Fq, définie au voisinage de
Porigine considérée.

8. Vu les hypotheses faites sur .7-', B ou .7-', g en cas de transversalité, d’apres le
modele des feuilletages Fipno, ou de Fjgnq, donné par la proposition 9 on peut
aussi supposer en cas de transversalité que toute feuille W du feuilletage |z (ou du
feuilletage ) qui rencontre € est telle que W N (B N §y) (ou W N (H N Qy)) est
connexe et sépare BN Qp (ou H N ) en deux composantes connexes exactement.
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——

FIGURE 8. Qo = UoX]yo, yo[, M N Qo et des feuilles de Fq,

Dorénavant on note 7 la projection définie par 7(z1,...,Zm) = (Z1,.-.,Zm-1)-

9. Décrivons ce qui se passe au voisinage du point ag de B (ou de H) qui se projette
sur xg. Placons nous sur B par exemple. Si B est une feuille du feuilletage Fq induit
par w sur {2 alors il existe un voisinage Wy de BN et un changement de coordonnées
(pas nécessairement .A-définissable) dans lesquelles Wy = R™, BN Qo = {z,, = 0},
MWy = {z,, > 0} et le feuilletage induit par w sur M N W, est le feuilletage
par hyperplans horizontaux. Supposons B transverse au champ = — ker(w)(z). Soit
a € BN . D’apres 'étape 8, la feuille W, du feuilletage F|png, qui passe par a est
exactement la trace sur B N Qo de la feuille W, de F|p qui passe par a. De plus W,
sépare BN en deux composantes connexe C4(a) et C_(a) qui sont incluses dans
B\ W,. On pose C’ (a) = 7(C4(a)) et C’(a) = m(C_(a)). Les ensembles C(a) et
C_(a) sont des graphes d’applications définies au dessus de C’, (a) et C’ (a). Il existe
une et une seule feuille V, de F|anq, qui contient a (ou un quelconque point de W,)
dans son adhérence. Quitte & permuter Cy(a) et C_(a) cette feuille V, est le graphe
d’une application définie sur C’, (a). La remarque cruciale est la suivante. La réunion
de V,, de W, et de C_(a) est le graphe d’une application continue définie au dessus
de la projection Uy de Qg sur M’. On a bien siir les mémes conclusions si a € H N Q.

10. Finalement si V est une feuille de F|ynq, alors elle vérifie 'une des conditions
suivantes.
— C’est une feuille de Fq, et c’est le graphe d’une application définie sur Up.
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Uo

FIGURE 9. @, W, Va, C+(a), C-(a), C’ (a), C’(a) et Uy avec B transverse
au champ z — ker(w)(z)

— Il existe un point a de B N Qg qui est dans ’adhérence de V et alors V =V, et
Vo UW, UC_(a) est le graphe d’une application définie sur Up.

— Il existe un point a de H N Qg qui est dans 'adhérence de V et alors ¥V =V, et
V, UW, U C_(a) est le graphe d’une application définie sur Uy.

11. Soit V une feuille de F et soit a € B. On dit que a est dans I’adhérence directe
de V ¢’il existe xg, 2y et ag comme précédemment tels que la feuille V, précédente
est dans V.

On suppose que a est dans I’adhérence directe de V. Soit W la feuille de F|p
qui contient W,. Puisque le feuilletage F|p est dynamiquement simple, W est une
hypersurface fermée de B qui sépare B en deux composantes connexes. D’apres I’étape
8, I'une d’elles, notée C (W), contient C, (a) et 'autre, notée C_ (W), contient C_(a).
Alors tout point a’ de W est dans 'adhérence directe de V' et C(a’) est inclus dans
C, (W) alors que C_(a’) est inclus dans C_(W). On dit que W adhére directement
a V. On a des définitions et des conclusions analogues pour H au lieu de B.

12. Considérons maintenant V' comme une variété abstraite et non plus comme une
feuille de M. On note j : V — M l'immersion de V dans M. On va prolonger cette
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\_

VNQo

a € V N mais a n’est pas dans 'adhérence directe de V (V N o a une infinité de composantes
connexes)

FIGURE 10.

FIGURE 11. W adhére directement & V'

immersion différentiable et injective en une immersion continue et non nécessairement
injective j définie sur V variété topologique connexe & valeurs dans M N (M’ x R)
telle que la composée de j avec la projection 7 soit un revétement de base M’. Les W
de B ou H qui adhérent directement & V sont en nombre au plus dénombrable. Pour
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tout W on colle C_(W) a V le long de W. C’est bien sur un collage abstrait : il faut
dans cette opération considérer les C_ (W) disjoints, c’est a dire oublier un instant
qu’ils sont dans M N (M’ x R) et les voir comme des variétés topologiques abstraites.
Par ces collages en nombre au plus dénombrable on obtient une variété abstraite V.

FIGURE 12. V est la réunion de V, Wy, C_ (W), Wa et C_(Ws)

13. Nous voulons démontrer que la projection woj de V sur M’ est un revétement.
Pour cela décrivons d’abord plus précisément V et sa topologie. Indexons par un
sous-ensemble I de N les W de B et H qui sont dans 'adhérence directe de V :
(W3)icr. D’un point de vue ensembliste, V est 1'union disjointe de V, des W;,i € I et
des C_(W;),i € I. Soit g € M’ et g9 > 0, Q et Uy comme dans I'étape 7. Soit & un
point de V tel que j(&) = a € Q. Trois cas sont & considérer.
— Le point « est dans M et la composante connexe Vy de V N €y qui contient «
est un graphe au dessus de Uy. Alors 3_1(‘/0) est un voisinage ouvert de & dans
V et la restriction de 7o j & j~'(Vj) sur Uy est un homéomorphisme.

~ Il existe i € I et a; € W; N Qg tels que @ provient du collage de W;. Dans ce
cas a peut-étre un élément de V, de W; ou de C_(W;), 'ensemble (V,, UW,, U
C_(a;)) vu comme sous-ensemble de V est un voisinage ouvert de @ dans V et
la restriction a cet ouvert de 7 o j est un homéomorphisme sur Up.

— Il existe i € I tel que & provient du collage de C_(W;) et W; Ny = @. Dans ce

cas a € C_(W;), C_(W;)NQq est égal & BN ou HNQy, Uy = 7(QyNC_(W;))
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et Qo NC_(W;) vu comme sous-ensemble de V est un voisinage ouvert de & dans
V. De plus la restriction & cet ouvert de 7 o 7 est un homéomorphisme sur son
image Up.

Ces cas donnent une famille d’ouverts connexes disjoints qui recouvrent 3‘1(90).

A la fin de la démonstration on pourra affirmer que Papplication 7 o j est une un
homéorphisme de V sur M’ et que j est injective. Pour I'instant nous ne I’affirmons
pas encore. Ainsi la figure suivante illustre une configuration qui n’est a priori pas &
exclure pour P’intersection V N Q et V'intersection j(C) N Q.

Cy

-
Cs

v@

&

FIGURE 13. V N Qp a quatre composantes connexes, C1,C2,C3 et Cy
VN (5)"*(Q0) a quatre composantes connexes mais j (V)N a trois com-
posantes connexes

14. L’application j envoie continument V dans M N (M’ x R) et a priori elle n’est
pas nécessairement injective. Par construction ’application 7o est un revétement de
base M'. En effet si zo est dans M’ alors (m07)~(Up) (avec les notations précédentes)
est I'union disjointe et dénombrable d’ouverts qui sont des feuilles du feuilletage Fq,,
des ensembles du type (V,, UW,, UC_(a;)) et des ensembles du type Qo N C_(W;).
De plus la restriction de 70 j & chacun de ces ouverts est un homéomorphisme sur Up.

15 Puisque V est connexe alors que M’ est simplement connexe le revétement
70 est un homémorphisme (voir la premiére observation topologlque de la partie 2).
Ceci implique que la restriction a V est injective et que ](V) est fermé relativement
a M UBU H. Ainsi V vue a nouveau comme feuille est le graphe d’une application
continue définie sur un ouvert V' de M’ et V est fermé relativement & M. C’est
donc une sous-variété fermée de M. Puisque M est difféomorphe & R™, la feuille V
sépare M en deux composantes connexes et elle est de Rolle (voir la deuxiéme et la
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troisiéme observations topologiques de la partie 2). Puisque ces conclusions valent pour
toute feuille, le feuilletage induit par w sur M est donc un feuilletage dynamiquement
simple : il n’admet pas de transversale fermée et toute feuille est une hypersurface
fermée de M qui sépare M en deux composantes connexes. O

5. Annexe : preuve de la proposition 10

On va montrer par une récurrence descendante sur la dimension d que si Z est un
sous-ensemble inclus dans M, A-définissable de dimension d alors il existe K > 0 et
7' C Z A-définissable et de dimension au plus d — 1 tel que Z'\ Z’ peut étre recouvert

Sid = m > 2, on peut supposer que Z = M. Soit K; > 0. Si¢ =1,...,m on
note M; Pensemble des z € M tels que ker(w)(z) soit le graphe d’une application
linéaire strictement K-lipschitzienne des variables (z1,...,%;,...,Zm). Les M; sont
des ouverts A-définissables inclus dans M. Quitte & choisir K; assez grand, on a
M =M U---UM,,. Fixons ¢ € {1,...,m}. Permutons les coordonnées z; et ,,. On
fait une décomposition cylindrique de R™ adaptée & M; et & {0} et on ne retient que
les cylindres ouverts M; 1,...,M; . Soit M; ; I'un d’eux et M{] sa base :

M;; ={(z,y) : x € Mj;,¢i () <y < i x)}

On pose

Bij={(z,y):z € Mj ;,y = ¢i;(x)}
et

H;j={(z,y):z € M ;,y=1;;(x)}
Les ensembles B; ; et H; ; sont dans 'adhérence M de M. Par conséquent la forme
w est définie sur B, ; et H; ; car elle est définie sur M \ {0} et B, ; et H; ; sont des
cylindres de dimension m — 1 > 1 d’une décomposition de R™ adaptée & 0 et a M.

On note T'B; ; et TH; ; leurs fibrés tangents. On fait une décomposition cylindrique
de M| ; adapté &

{re M ;:Tqy.,)Bij Cker(w)(z, ¢:;(z))}

N

et a

{z€M;;: Tap. ;) Hi;s C ker(w)(@, ¥i(2))}
et on ne retient que les cylindres ouverts M, M;]
1,...,7;; on pose

g1re- M, . Pour chaque k =

Mi,j,k = {(.’L‘, y) € Mi‘j X e Mi,,j,k}'
plus la réunion des M ;; est dense dans M et M \ ( U M; j x) est un sous-ensemble
.5,k
A-définissable de M de dimension au plus m — 1. Le cas d = m est résolu.
Soit 0 < d < m et considérons Z C M, A-définissable de dimension d. D’apres la
proposition 7 on peut supposer que Z est une sous-variété différentielle de dimension
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d, de classe C* et A-définissable. Soit K5 > 0. Si X = (X1, ..., Xnm) est un systeme de
coordonnées orthogonales de R™ on note Z 3 ’ensemble des = € Z tels que ker(w)(z)
soit le graphe d’une application linéaire strictement K-lipschitzienne des variables
(X1,...,Xm—1) et le plan tangent et tels que T, Z soit le graphe d’une application
linéaire strictement K,-lipschitzienne des variables (X3,...,Xy). S’il n’est pas vide,
I'ensemble Z ; est A-définissable et ouvert dans Z. C’est donc une sous-variété diffé-
rentielle de dimension d < m — 1, de classe C* et A-définissable. On note aussi M P
Pensemble des x € M tels que ker(w)(z) soit le graphe d’une application linéaire stric-
tement K»-lipschitzienne des variables (X7, ..., Xm—1). C’est un ouvert A4-définissable
de M qui contient Z3. Si K3 est assez grand on peut choisir un nombre fini de ces
systemes de coordonnées é\?l, .. .,2\?1 de telle sorte que Z; = Z /\71""721 =7 5, Te
couvrent Z et M; = MP?U' Y
Z = Zy, M = M; et que X; = (z1,...,2n,). D’aprés la proposition 7 on peut
supposer que Z est un cylindre .A-définissable de classe C* de la forme

..,Ml = M}, recouvrent M. On peut supposer que

Z={(z',F(z')): 2’ € D'}

oit D' C R est un cylindre de classe C¥, A-définissable et F = (Fyy1,...,Fn)
est une application définie sur D', de classe C*, strictement K,-lipschitzienne et A-
définissable. :

Siz’ = (z1,...,24) € D' on pose

§(z') = max{d : Vh = (hgt1,---,hm), sup|h;| <8 = (', F(z') + h) € M}.

La fonction & est .A-définissable. D’aprés la proposition 7 il existe des cylindres
Dj,...,D! c D', de dimension d, de classe C* et .A-définissables tels que

- D'\ (D{U---UDy) est de dimension au plus d — 1

— la restriction de & & chaque D] est de classe C* et définisssable dans A.
On peut donc supposer que D' = D] et

Z={(z',F(z')) : 2’ € D' = D}}.
On pose

I'"={(z',2441,---,Tm-1): 2 € D',  sup |z; — Fj(z")] < é(z")}
j=d+1,..,m—1

et
F={zeM:(z1,...,Zm-1) €I, T = Fn(z1,...,24)}.

Ce sont des cylindres de dimension m — 1, de classe C*, A-définissables et I est inclus
dans M et contient Z. On considére aussi

A={z+(0,...,0,h): = (2',2") e T,a' € D', |n| < §(z')}.

C’est un cylindre de dimension m, de classe C¥, A-définissable et inclus dans M. Si
A>0et p=(p1,...,4m) € R™ avec ||p|| < 1 on définit la fonction ©) , sur I' en
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posant pour z = (z,z") € T avec 2’ € D', ©) ,(z) = A(1 + ||z — p||?)8(z"). C’est une
fonction A-définissable de classe C*. On pose

Ay, ={z+(0,...,0,h) : z €T, |h] < Oy (x)},
By, ={z-(0,...,0,0,,(2)) : z €T},
Hy,={z+(0,...,0,0) 4(z)) : z €T}

11 existe Ao tel que si 0 < A < Ag alors ©) ,(z) < §(z) si z € T'. Les ensembles
Ax i, By, et Hy , sont alors des cylindres A-définissables de classe C* inclus dans
M. On déduit du théoréme de transversalité [32] (voir [7]) et de la o-minimalité de la
structure A (proposition 4) que pour presque tout (A, ) et pour tous les points = de
I' sauf peut-étre pour un nombre fini d’entre eux formant un ensemble F) ,, le plan
tangent

Tz (0,...,0,0x,,(2)) Bru
et le noyau
ker(w)(z — (0,...,0,0, ,(x)))
ainsi que le plan tangent
Tr4(0,....0,0x,, (=) Hau
et le noyau
ker(w)(z + (0,...,0,0, 4()))
sont transverses. Fixons A\ et u. D’aprés la proposition 8 la différence I' \ F} , est
la réunion d’un nombre fini de cylindres ouverts de classe C* et .A-définissables
I'y,...,Ts. Pour chaque i € {1,...,s} on pose

Axpi={z+(0,...,0,h) : z €T, |h| < O u(x)}.

Les ensembles A}, ; sont inclus dans M, recouvrent Z \ F) , et ce sont des cylindres
qui vérifient les points ii, iii et iv de la proposition avec tout K > Kj;. De plus
Pensemble Z’' = F) , N Z est fini donc de dimension strictement plus petite que celle
de Z.

Il reste & considérer le cas ou Z est de dimension 0. C’est un ensemble fini de points.
On peut supposer que c’est un unique point z°. Il existe un systéme de coordonnées
orthogonales dans lesquelles z° = 0 et ker(w)(0) est transverse & 1'axe vertical et au
plan horizontal dz,,. Dés que € > 0 est petit le polydisque {z € R™ : |z1],...,|zm| <
e} vérifie les points ii, iii et iv de la proposition 10 avec tout K > 0 assez grand. [
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