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FAMILLES DE REPRESENTATIONS DE DE RHAM ET
MONODROMIE p-ADIQUE

par

Laurent Berger & Pierre Colmez

Résumé. — On donne une formalisation de la méthode de Sen pour les représentations
p-adiques. Comme application de ces techniques, on montre que (1) toute représen-
tation p-adique est surconvergente (2) si on se donne un espace 2 = Spm(S) qui
paramétrise des représentations p-adiques Vg, alors ’ensemble des z tels que V; est
de de Rham (ou semi-stable, ou cristalline) & poids de Hodge-Tate dans un intervalle
[a, b] fixé est un sous-espace S-analytique de £ et (3) les modules de Fontaine D (V)
associés varient analytiquement.

Abstract (Families of de Rham representations and p-adic monodromy). — We give a for-
malization of Sen’s method for p-adic representations. As an application of these
techniques, we show that (1) every p-adic representation is overconvergent (2) given
a space Z = Spm(S) which parameterizes some p-adic representations V, the set of
z’s such that V; is de Rham (or semistable, or crystalline) with Hodge-Tate weights
in a fixed interval [a, b] is an S-analytic subspace of £ and (3) the associated Fontaine
modules D, (V) vary analytically.

1. Introduction

L’objet de cet article est d’étudier les familles de représentations p-adiques en
utilisant la méthode de Sen. Soit K une extension finie de Q, et soit S une Q,-
algebre de Banach dont on note 2 le spectre maximal; pour pouvoir appliquer la
théorie de Hodge p-adique usuelle aux points de £, on suppose que pour tout z € £,
le corps S/m, est une extension finie de Q,.

Une famille de représentations de G = Gal(Gp /K) est un S-module libre V de
rang fini muni d’une action S-linéaire et continue de G . La méthode de Sen consiste
en une formalisation des calculs de Sen (qui portaient & P'origine sur la cohomologie

Classification mathématique par sujets (2000). — 11F80, 12H25, 14F30.
Mots clefs. — familles de représentations p-adiques, (¢, I')-modules, théorie de Hodge p-adique.
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304 LAURENT BERGER & PIERRE COLMEZ

galoisienne de GL4(C,)). En appliquant cette méthode aux anneaux d’éléments sur-
convergents, on retrouve le théoréme principal de (8] : si V est une Q,-représentation
de Gk, alors V' est surconvergente.

La méme méthode appliquée & une famille de représentations fournit une famille
de (¢,T)-modules surconvergents. De fait, on a le résultat suivant (théoréme 4.2.9).

Théoréme A. — Si V est une S-représentation de G, alors il existe un S@B}(-
module DY (V') localement libre de rang d et stable par ¢ et Tk tel que six € 2, alors
Uapplication S/m, ®s DY(V) — DY(V,) est un isomorphisme pour tout x € X .

Les liens entre (p,I')-modules et théorie de Hodge p-adique permettent alors de
montrer le théoréme suivant (théorémes 5.3.1 et 5.3.2).

Théoréme B. — Si V est une S-représentation de Gk, et si [a,b] est un intervalle
fini de Z, alors Uensemble .%'d[ﬁ’b] des x € Z tels que V, est de de Rham a poids de
Hodge-Tate dans [a,b] est un sous-espace S-analytique de Z .

Si l’on suppose que le radical de Jacobson de S est nul et que Z = ﬁg’bl, alors :

1. le S ® K-module DX (V) est localement libre de rang d ;
2. ona (S§BdR) RseK Dé(R(V) = (S@BdR) ®sV;
3. siz € X, alors l'application S/m,®sDX; (V) — DX (Vi) est un isomorphisme.

En chemin, on obtient d’ailleurs des résultats analogues avec « Hodge-Tate » & la
place de « de Rham », cf. théorémes 5.1.3 et 5.1.4.

Une application « en famille » du théoréme de monodromie p-adique nous permet
alors d’obtenir le résultat suivant (théoréme 6.3.2 et corollaire 6.3.3).

Théoréme C. — Soient S une algébre affinoide réduite, & I’espace associé ¢ S, [a,b]
un intervalle fini de Z et V une S-représentation de dimension d de Gk telle que V,
soit de de Rham & poids de Hodge-Tate dans [a,b] quel que soit x € Z . Il existe alors
une extension finie L de K telle que le S ® Lo-module DL (V') est localement libre de
rang d et vérifie (S ® L) ®sgr, DL(V) =D (V);

Les propriétés suivantes sont alors vérifiées :

1. siz € Z, alors application S/m,; ®s DL (V) — DL (V,) est un isomorphisme ;

2. si T est un type du groupe d’inertie I(L/K), alors ’ensemble Z (T) des x tels
que le type de V, est T, est une réunion de composantes Zariski connezes de X ;

3. si ‘%’C[r‘:;b] ou .%’s[ta’b] dénote l’ensemble des x € & ou V, est cristalline ou semi-

stable, alors Z0 et 21" sont des sous-espaces S-analytiques ;

4. 5i Z = ZLY alors DE(V) est un S ® Ko-module localement libre de rang d
et Uapplication S/m, ®s DK (V) — DX (V,) est un isomorphisme ;

5. 58 X = XY, alors DK, (V) est un S ® Ko-module localement libre de rang d

Cris
et Uapplication S/m, ®g DX, (V) — DK, (V,) est un isomorphisme.

cris
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FAMILLES DE REPRESENTATIONS DE DE RHAM ET MONODROMIE p-ADIQUE 305

Enfin, dans le dernier chapitre, nous donnons une démonstration d’un théoréme
non publié de Wintenberger sur la continuité des poids de Hodge-Tate quand une re-
présentation varie. En fait, si Psen,iv dénote le polynéme caractéristique de ’opérateur
de Sen d’une représentation V' de Gk, nous montrons le résultat suivant (théoréme
7.1.1).

Théoréme D. — Il existe une constante c(d,K) telle que si Vi et Vo sont deux
représentations de dimension d de Gyg qui sont congrues modulo p*, alors les
polynémes Psen v, €t Psen,v, sont congrus modulo p*—(&K).

Notons pour terminer que des résultats en relation avec les théoréemes A, B et C

ont été obtenus par Andreatta et Brinon (qui ont étendu la méthode de Sen dans [2]),
Dee [12], Kisin (qui a démontré l'algébricité de £ (7) du (2) du théoréme C dans
[21]) et Liu [22].
Remerciements : Nous remercions les personnes suivantes pour des discussions utiles
sur des points reliés & cet article : Gaétan Chenevier, Brian Conrad, Philippe Gille et
Kiran Kedlaya. Nous remercions par ailleurs Kiran Kedlaya, Ruochuan Liu et Fucheng
Tan pour leurs remarques et leurs suggestions.

2. Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rassemblons quelques définitions et résultats qui servent
dans la suite de l’article.

2.1. Algeébres de coefficients et produits tensoriels complétés

Dans tout cet article, S est une Q,-algebre de Banach. On note 2" ’espace associé
a S, c’est-a-dire ’ensemble des idéaux maximaux de S. On pense aux éléments de 2
comme a des points et on écrit m, pour désigner ’idéal maximal de S correspondant
au point z. Si f € S, alors on note f(z) 'image de f dans E, = S/m,.

On dit qu’une partie P de 2 est un sous-espace S-analytique s’il existe un idéal I
de S tel que P = {z € & tels que I C m,} ou, ce qui revient au méme, s’il existe une
famille {f,}o d’éléments de S tels que P = {z € Z tels que f,(z) = 0 pour tout a}.

Plutét que de travailler avec des normes, on préfére travailler avec des « valuations »
sur S, qui pour f,g € S ne satisfont alors pas valg(fg) = valg(f) + valg(g) mais
valg(fg) > valg(f) + valg(g), ce qui fait que valg vérifie :

1. valg(f) =+o0 & f=0;
2. vals(fg) > valg(f) + vals(g);

3. valg(f + g) > inf(valg(f),vals(g));

Dans la suite de cet article, on dit que S est une algébre de coefficients si S vérifie
les trois conditions ci-dessous :

1. S contient Q, et la restriction de valg de S & Q,, est la valuation p-adique valy, ;

2. pour tout z € Z', E; est une extension finie de Q,;
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306 LAURENT BERGER & PIERRE COLMEZ

3. le radical de Jacobson rad(S) est nul (en particulier S est réduite) ;

Notons que les algebres affinoides réduites sont des exemples d’algebres de coeffi-
cients. On note &5 ’anneau des entiers de S pour valg.

Si S est une algebre de coefficients et si % est un sous-espace S-analytique de 27,
défini par un idéal I, alors % est I’espace associé & I’algebre de coefficients S/v/T.

Lemme 2.1.1. — Soit S une algébre de coefficients.
1. Si f € S est tel que f(x) # 0 pour tout x € X, alors f est une unité de S ;

2. si M est un S-module plat, et siy € M est tel que y(z) € M/m,M est nul pour
tout x € Z', alorsy =0.

Démonstration. — Le (1) résulte du fait que f n’est dans aucun idéal maximal, et que
c’est donc une unité. Le (2) résulte du fait que ’application S — [] S/m, est injective
puisque I'on a supposé que rad(S) = 0, et qu’alors 'application M — [[M/m,M
reste injective si M est plat. O

Sixz € &, alors le corps E; est une extension finie de Q, et est donc muni
de la valuation p-adique val,. Si f € S, on définit alors la valuation spectrale par
valsp (f) = infe 2 val,(f(z)). Rappelons le résultat suivant (cf. [6, §6.2.4])

Proposition 2.1.2. — Si S est une algébre affinoide réduite, alors les normes déduites
de valg et vals, sont équivalentes.

Nous avons besoin dans le chapitre 6 du résultat suivant, qui nous assure que
la frontiere de Shilov du spectre (de Berkovich) de S existe et est finie. Une semi-
valuation multiplicative est une application val : S — R qui vérifie val(zy) = val(z) +
val(y) et val(z + y) > inf(val(z), val(y)) mais pas val(z) = +o00 & z = 0.

Proposition 2.1.3. — Si S est une algébre affinoide réduite, alors il existe m > 1 et m
semi-valuations multiplicatives val,, ..., val,, sur S telles que pour tout f € S, on ait

valsp (f) = min(vali (f),...,valy,(f)).

Démonstration. — C’est le corollaire 2.4.5 de [5], la frontiere de Shilov étant définie
apres la proposition 2.4.4. O

Corollaire 2.1.4. — Si S est une algébre affinoide réduite munie de la valuation spec-
trale, alors il existe m > 1 et m corps Es,...,E,, complets pour des valuations dis-
crétes tels que l'on ait un plongement isométrique S — @~ E;.

Enfin, si E et F sont deux espaces de Banach, on dénote par EQF leur produit
tensoriel complété au-dessus de Q,. Si E et F sont deux Z,-modules topologiques

complets, on dénote alors par EQF leur produit tensoriel complété au-dessus de Z,
(cf. [6, §2.1.7]).
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2.2. Descente étale

Soit B une Q,-algébre de Banach munie d’une action continue d’un groupe fini G.
On note B! 'anneau B sur lequel G agit trivialement. On suppose que :

1. le BS-module B est libre de rang fini et fidélement plat ;

2. on a B"®pc B ~ @gecB" - €4 (ol €2 = ey, egep, = 0'si g # h et g(en) = egn).

Proposition 2.2.1. — Si S est une algébre de Banach (sur laquelle G agit trivialement),
et si M est un SQB-module localement libre de type fini muni d’une action semi-
linéaire de G, alors :

1. MC est un S®BC-module localement libre de type fini;
2. Dapplication (S@B) Osepe MG — M est un isomorphisme.

Démonstration. — Soit m1g = (§G)™' Y ,cc 9 € B[G]. Si N est un B[G]- module
(quelconque), alors on a une décomposition N = mgN @ kerng et N G = 7gN.
En particulier, on a M = M® @ kermg ce qui fait que M€ est un S®BCS-module
localement libre de type fini, étant un facteur direct du S®BC-module localement
libre de type fini M. Ceci montre le (1).

Montrons & présent le (2). Comme on a un isomorphisme (S®B) ® sepe M G =
B ®pgc M, il suffit de montrer que B ® gc M® — M est un isomorphisme. Comme
par ailleurs on suppose que le B¢- module BY est fidélement plat, il suffit de montrer
que ’application :

B*®pc (B®pc M®) — B'®@pc M

est un isomorphisme. On a B'® ge (B®pc M®) ~ B®pc (B"®gc M) et B'"®@gc M
est un BY ® pc B-module qui se décompose donc en ®gecgN -eg ot N -eg = (Bf-¢) -
(B"®pc M) puisque BY®pc B ~ @4ccBY-e4. L’application de N -e; dans B! ® ge M
qui & n-e; associe (g(n)-ey)gec induit un isomorphisme de N -e; dans (B*®pc M)C.
On a alors :

B®pc N-e; = (B®gc B ®p: N - e;
= (EBQEGBh 'eg) ®pt N -e1
= @geaN - ¢
= B ®pc M,

et donc I’application B'® ge (B®gc M®) — BY®pc M est bien un isomorphisme. [

Remarque 2.2.2. — La proposition 2.2.1 ci-dessus s’applique notamment si B est une
extension galoisienne finie de Q, et si G est un sous-groupe de Gal(B/Q,) ce qui
fait que B/BC est galoisienne de groupe de Galois G. La condition (1) du début du
paragraphe est évidente et la condition (2) est un résultat classique. Pour un deuxiéme
exemple, voir le lemme 4.2.5.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



308 LAURENT BERGER & PIERRE COLMEZ

2.3. Représentations p-adiques et anneaux de Fontaine

Soient K une extension finie de Q, et Gk = Gal(Q,/K) et S une algtbre de
Banach. Une famille de représentations p-adiques est un S-module V libre de rang
fini d, muni d’une action linéaire et continue du groupe G . Rappelons que &g désigne
Panneau des entiers de S pour la valuation valg ; on suppose qu’il existe un &s-module
T libre de rang d tel que V = S ®4, T. Si S = E est un corps, alors cette condition
est automatique, comme le montre le lemme ci-dessous.

Lemme 2.3.1. — Si V est une E-représentation de dimension d, alors il existe un
Og-module T libre de rang d et stable par Gk tel que V = EQp, T.

Démonstration. — Si on choisit une base de V, la représentation correspond & une
application continue p : Gxg — GL4(E). Il existe donc s > 0 tel que 'image de Gk est
incluse dans M4(p~*0g). Si Ty dénote le &g-module engendré par la base choisie, on
voit que si g € Gk, alors g(Tp) C p~*Tp et donc que si 'on pose T' = Y ¢, 9(T0),
alors Ty C T C p~®Tp et que T est donc libre de rang d et stable par Gk . O

Soit B un anneau de périodes p-adiques ; ces anneaux sont généralement des espaces
LF ce qui permet de construire S® B. Supposons que B est G -régulier (cf. [16, §1.4]),
et que le corps BCX est une extension finie de Q. Si V est une S-représentation de
Gk, alors on pose :

Dp(V) = ((S®B) ®s V),
et on dit que V est B-admissible si :

1. le S ® B¢%-module Dg(V) est projectif de type fini;

2. lapplication (S®B) ®ggpex D(V) — (S®B) ®s V est un isomorphisme.

Si c’est le cas, alors les deux conditions ci-dessus impliquent que Dg (V') est projectif de
rang d. Si S = E est un corps, Dg(V) est alors libre de rang d et en particulier, si E est

une extension finie de Q,, alors on retrouve la définition habituelle de I’admissibilité
(cf. [16, §1.5]).

3. La méthode de Sen

Dans ce chapitre, nous expliquons la méthode de Sen, qui permet de simplifier le
calcul de certains ensembles de cohomologie galoisienne.

3.1. Les conditions de Tate-Sen

Dans tout ce chapitre, Gy est un groupe profini muni d’un caractere continu x :
Go — Z); dont 'image est ouverte, et on pose Ho = ker x. Si g € Go, on note n(g)
Pentier défini par n(g) = val,(x(g) — 1). Si G est un sous-groupe ouvert de Gy et si
H = G N Hy, alors on note Gy le normalisateur de H dans Gy. Comme G C Gy, le
groupe Gy est ouvert dans Go et x(Gg) est un sous-groupe ouvert de Z;. On note

fH = Gg/H et Cy le centre de I'y.
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Lemme 3.1.1. — Le groupe Cy est un sous-groupe ouvert de Tw.

Démonstration. — Le noyau de la restriction de Xz(” DT g est un groupe fini A
et le groupe T g se dévisse sous la forme 1 — A — T g — B — 1, ou B est un sous-
groupe ouvert de Z) sans torsion (c’est a cela que sert 'exposant 2(p — 1)) et donc
isomorphe & Z,. Le groupe Ty est donc produit semi-direct de Z,, et d’un groupe fini,
et un élément g de Z, C T g est dans le centre de T g si et seulement si son image
dans Aut(A) (g agissant par conjugaison sur A) est triviale. Comme le groupe Aut(A)
est fini, I'intersection de Cy avec Z, C Ty est d’indice fini dans Z, donc aussi dans
Ty Ceci permet de conclure. O

On appelle n;(H) le plus petit entier n > 1 tel que x(Cx) contienne 1+ p"Z,. Le
lemme précédent montre que ni(H) # +o0.

Soit S une algebre de Banach et soit A une O s-algeébre munie d’une application
valy : A — R U {+o0} vérifiant les conditions :

1. valp(z) = o0 © z =0;
(zy) > valp(z) + valp(y) ;
3. valp(z +y) > inf(valp(z), vala(y)) ;
4. valy(p) > 0 et valp (pz) = vals(p) + vala(z) si z € A.

2. valA

Notons que la condition (4) inclut le cas ol p est nul dans A. La condition (3)
permet d’utiliser valy pour munir A d’une topologie et la condition (1) montre que
cette topologie est séparée. On suppose de plus que A est complet pour cette topologie.

Si d est un entier > 1 et si U € Mg(A), on note valy (U) le minimum des valp (u; j),
ol (ui,j)1<i,j<d sont les coefficients de U. Le résultat suivant (immédiat) sera utilisé
de manieére intensive dans ce qui suit.

Lemme 3.1.2. — Si d est un entier > 1 et si U € My(A) vérifie valy(U —1) > 0, alors
U € GL4(A) et son inverse est égal d S -v)n.

On suppose maintenant que A est muni d’une action Os-linéaire continue de Gy
telle que l'on ait valp(g(z)) = valp(z) sig € Gop et = € A. Si d est un entier > 1,
le groupe Gy opére continiment sur GLd(K) et on s’intéresse aux ensembles pointés
de cohomologie continue H!(Gy, GLg4(A)). La méthode de Sen (cf. [25] et [10, §3.3])
permet, sous certaines conditions de Tate-Sen, de réduire beaucoup la complexité
apparente de ces ensembles.

Définition 3.1.3. — Les conditions de Tate-Sen sont les trois conditions suivantes :
(TS1) I existe ¢c; > 0 tel que, quels que soient les sous-groupes ouverts H; C Hy
de Hy, il existe o € AH1 vérifiant valy (o) > —c; et Yremy/H, T(@) = 1.
(TS2) Il existe cz > 0 et, pour tout sous-groupe ouvert H de Hy, un entier n(H) €
N, une suite croissante (Agn)nen de sous-ﬁs -algebres fermées de AH et, pour
n > n(H), une application Og-linéaire Ry, : AH Apg ., vérifiant :
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310 LAURENT BERGER & PIERRE COLMEZ

1. si Hy C Ha, alors Ay, n C An, n et la restriction de Ry, , & A2 coincide
avec Ry, n;

2. Ry est Ay n-linéaire et Ryn(z) =z siz € Ag,;

3. 9(AHn) = Agrg-1,n €t g(Run(2)) = Rypg-1,,(9z) si g € Go; en particu-

lier, Ry , commute a ’action de I'y ;
4. sin>n(H) etsiz e AH, alors valp(Ryn(z)) = valp(z) — cz;
5. siz € AH, alors lim, 400 Run(z) =2.
(TS3) 1l existe c3 > 0 et, pour tout sous-groupe ouvert G de Gy un entier n(G) >
n1(H), o0 H = GNHy, tel que, sin > n(G), siy € 'y vérifie n(y) < n, alors y—1

est inversible sur Xy , = (I—RHYn)(KH) et on avaly ((y—1)71(z)) > valp(z)—c3
siz € Xgn.

Remarquons que les applications Ry, sont des projections et nous fournissent une
décomposition A = Ay, ® Xp p.

Proposition 3.1.4. — Si A est une Z,-algebre qui vérifie les conditions de Tate-Sen, et
si S est une algébre de Banach, alors OsQA vérifie les conditions de Tate-Sen (avec
les mémes constantes c;, ¢z et c3).

Démonstration. — C’est immédiat, en étendant les applications Ry, par Og-
linéarité. ]

3.2. Dévissages en cohomologie continue

Lemme 3.2.1. — Si H est un sous-groupe ouvert de Hg, si a > ¢; et k € N et si
T+ U, est un 1-cocycle continu de H dans GLq(A) vérifiant U, — 1 € p*Mg(A) et
valp (Ur—1) > a quel que soit T € H, alors il existe une matrice M € GLd(INX) vérifiant
M —1 € p"Mg(A) et vala(M — 1) > a — ¢; telle que le cocycle T — MU, (M)
vérifie vala(M U, 7(M) - 1) > a+1.

Démonstration. — Soit H; un sous-groupe ouvert de H tel que valy (U, — 1) > a +
14 ¢ si T € Hy, et soit @ € At vérifiant Yoren/m, T(@) =1letvalp(a) > —c1. SiQ
est un systéme de représentants de H/H;, posons :

Mg =Y o(a)U,.
ceEQ
Les hypothéses mises sur o entrainent que Mg — 1 € pkMd(K) et valpa(Mg — 1) >
a — ¢ ; en particulier, valy(Mg — 1) > 0 et Mg est inversible par le lemme 3.1.2.
D’autre part, si Q' est un autre systéme de représentants de H/H;, la relation de
cocycle et le choix de H; font que valp(Mg — Mg/) > a + 1. Finalement la relation
de cocycle permet d’obtenir la relation

Urt(Mg) = Y 10(a)U,(Uy) = Y, 70(e)Ure = My,
ceQ ceQ
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d’ou l'on tire MQ_IU,—T(MQ) =14 Mél(MrQ — Mg) qui permet de montrer que Mg
répond & la question (quel que soit le choix de Q). O

Corollaire 3.2.2. — Si H est un sous- -groupe ouvert de Hg, sia > c, et siT— U, est
un 1-cocycle continu de H dans GLg(A) vérifiant U, —1 € p*My(A) et vala (U, -1)>a
quel que soit 7 € H, alors il eziste M € GLg(A) vérifiant M — 1 € pkMd(A) et
valp(M — 1) > a — ¢; tel que le cocycle T — M~1U,T(M) soit trivial.

Démonstration. — Une récurrence utilisant le lemme précédent permet de construire
une suite de matrices (M, )men telle que My, — 1 € pFMg(A) et valp(M,, — 1) >
a—c; +m et que le cocycle 7 — Up, = ([[meo Mm) U, T(Hm_OM ) vérifie
valp(Unr —1) = a+n+1 quel que soit 7 € H. Le produit infini [, M, converge
alors vers une matrice M qui répond & la question. O

Lemme 3.2.3. — Soit § > 0, soient a,b € R vérifiant a > ca + c3 + 0 et b > sup(a +
c2,2c3+2c3+0) et soient H un sous-groupe ouvert de Hy, n > n(H), v € 'y vérifiant
n(y) <n et U =1+ p*U; + p*Us, avec :

Uy € My(Amn), vala(Ui) > a — vala(p¥)
U, € Md(1~\H), valp (Us) =2 b valA(pk).
)

Alors il existe M € 1+ p*My(AH) vérifiant valy (M — 1
M~Uy(M) =1+ p*V; + p*Va, avec :
Vi € My(Agn), vala(Vi) > a — vala (p)
Vo € Mg(A),  vala(Va) = b— valp(p*) + 6

> b—co — c3 telle que

Démonstration. — D’apres les conditions (TS2) et (T'S3), on peut écrire Us sous la
forme Uz = Ry,n(Uz)+(1—7)(V), avec valp (Ru,»(p*Uz)) = b—ca > a et valp(p*V) =
b — ¢ — c3. Un calcul brutal, utilisant les inégalités vérifiées par a et b et les identités
RH,n(PkU2) = kaH,n(U2) et

(L +p*V) T UYL +p"V) = (1 = p*V + p?*V2 — )1 + p*UL + p*T2) (1 + pF(V))
montre que :
vala (1 +p*V)'U(1 + p*V) — (1 + p*Us + p" Ry n(U2))) > b+ 6,
et donc que M = 1+ p*V convient. O
Corollaire 3.2.4. — Soient § > 0 et b > 2cy + 2c3 + 8. Si U € 1 + p*Mg(AH) vérifie
valp (U — 1) > b, alors il existe M € 1+ p*Ma(AH), avec valpy(M —1) > b—cy —c3
telle que :
M™'U~r(M) € 1+ p*"My(An,.).

Démonstration. — Le lemme précédent permet de construire par récurrence une suite
de matrices M; pour j > 0 telle que M; € 14+p*My(AH), valpy(M; —1) > b—cy—c3 et

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



312 LAURENT BERGER & PIERRE COLMEZ

telle que si 'on pose U; = (Mo - - - M;)"*U~(Mo - - - M;), alors U; = 1+p*U; 1 +p*U; 2,
avec :

Uj71 € Md(AH,n)v Va'lA(ijl)
Uj2 € Mg(A®),  vals(Uj

> b — vals(p*) — ¢,
> b — valy (p*) + j6.
Le produit infini H;ﬁg M; converge donc vers une matrice qui répond & la question.
a

Lemme 3.2.5. — Soie@vt H un sous-groupe ouvert de Hy, n > n(H), v € Ty vérifiant
n(y) < n et B € GLy(Af). S’il existe Vi, V2 € GL4(An ) vérifiant valy (Vi —1) > c3
et valp (Vo — 1) > c3 tels que y(B) = Vi1BVa, alors B € GLg(Ag ).

Démonstration. — Si C = B— Ry »(B), alors 4(C) = V1CV; puisque Ry, est Ag n-
linéaire et commute & l’action de . On a :

7(C)=C=WCV,-C=(V1-1)CV2+ N C(V2 - 1) = (V1 - 1)C(V; - 1),

et donc valp(v(C) — C) = valp(C) + inf(valp (V] — 1),valp (Vo — 1)) > valp(C) +
c3. La condition (TS3) implique valp(C) = 400 et donc C = 0, ce qui permet de
conclure. O

Proposition 3.2.6. — Soit A vérifiant les conditions de Tate-Sen (TS1), (TS2)
et (TS3) et soit 0 — U, un cocycle continu sur Gy d valeurs dans GLd(K).
Si G est un sous-groupe ouvert distingué de Gy tel que U, — 1 € pkMd(INX) et
vala(Us — 1) > c1 + 2c2 + 2¢c3 quel que soit 0 € G et si H = G N Hp, alors
il existe M € 1+ pkMd(K) vérifiant vala(M — 1) > ¢ + c3 tel que le cocycle
oV, = M~'U,0(M) soit trivial sur H et & valeurs dans GL4(Ag n(c))-

Démonstration. — Le corollaire 3.2.2 nous fournit une matrice M; € 1 + p*Mg(A)
vérifiant valy (M; — 1) > 2¢; + 2¢3 telle que le cocycle 7 — Ul = Ml_lU,.'r(Ml)
soit trivial sur H et donc provienne par inflation d’un cocycle sur r g & valeurs dans
GL4(AH) (notons que G est distingué dans G et donc que Gy = Gy).

Soit v € Cy vérifiant n(y) = n(G); en particulier, vy est dans I'image de G et
U'Iy -1le€ pkMd(KH), avec valp (U}, —1) > 2c3+2c3. Le corollaire 3.2.4 nous fournit une
matrice M, € 1+pkMd(XH) vérifiant valp (M2 —1) > ca+c3 telle que M{IU,’ny(MQ) €
GLy(Afn(c))- Soit M = My M,. On a M € 1+ p*My(A) et vala(M — 1) > cp + c3,
et le cocycle 7 — V, = M~1U,7(M) est trivial sur H, & valeurs dans GLg(AH) et
vérifie V, € GLg(Ag n(a)) et vala(Vy — 1) > c2 +¢3 > c3.

Si 7 € Go, on a 7y = y7 dans Go/H et la relation de cocycle nous fournit la
relation :

Vet (Vy) = Voy = Voyr = Voy (V7).
On peut alors appliquer le lemme 3.25 4 B=V,, V; = V‘v_l et V2 = 7(V,) pour en
déduire le fait que V; est & coefficients dans Ay (). Ceci permet de conclure. O
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3. Application aux S-représentations

Soit S une algebre de Banach et A vérifiant les conditions de Tate-Sen. Une &g-
représentation de Gy est un €s-module libre de rang fini muni d’une action continue
Os-linéaire de Gy ; la dimension d’une telle représentation est le rang du €s-module
sous-jacent.

On note A+ (resp. A;’{,n, si H C Hy est ouvert et n € N), Panneau des entiers de

A (resp. Ay ) pour la valuation valy (i.e. ensemble des z vérifiant valy (z) > 0).

Proposition 3.3.1. — Soient T une Og représentation de dimension d de Gp, V =
S®p,T etk un entier tel que valp (p*) > c1+2ca+2¢3. Soit G un sous-groupe distingué
de Go agissant trivialement sur T/p*T, soit H = G N Hy et soit n > n(G). Alors
At ®g T contient un unique sous-Aj; - module DIJ}’R(T) libre de rang d vérifiant les
propriétés suivantes :

1. D}'}yn(T) est fize par H et stable par Gy ;

2. Uapplication naturelle A+ ® A+ DE(T) - A+ ®ps T est un isomorphisme;

H,n ’

3. D};,n(T) posséde une base sur A}}’n qui est c3-fize par G/H (i.e. siv € G/H,
alors la matrice W de vy dans cette base vérifie valpy(W — 1) > c3).

Démonstration. — Soit vy, ..., v4 une base de T sur &g et soit U, = (uf ]) la matrice
des vecteurs o(v;),...,0(vs) dans la base vy,...,vq (ie. o(v;) = 4 u? Vi) Alors
o — U, est un morphisme continu de groupes de Gy dans GL4(&s) que P'on peut
aussi voir comme un 1-cocycle continu sur Gy & valeurs dans GL4(65) C GLg(A™).
Par hypothese, on a U, €l+ p*M4(Os) si o € G et la proposition 3.2.6 nous fournit
une matrice M € GLg(A) vérifiant valy (M — 1) > c; + ¢3 (et donc M € GLg4(A1)),
telle que le cocycle 0 — Vo, = M “1U,0(M) soit trivial sur H et a valeurs dans
GLd(AH,n(G)) N GLd(A+) = GLd(A}:—Ln(G))' SiM = (mi,j), et siex = z?=1 m; kVj,

on a
d d d
o) = Y otmya)ot) = 3 (L otmsn ) = e
j=1 i=1 \j=1
si o0 € H, ce qui fait que ey, ..., eq est une base de At ®es T sur AT fixe par H.

De plus, si v € G/H, la matrice W de v dans la base ey, ...,eq est de la forme
M~'U,0(M), ot o € G est un relevement de vy, et vérifie donc valy (W —1) > co+c3 >
c3. On en déduit le fait que le sous—AE‘n-module engendré par ej,...,eq vérifie les
propriétés voulues, d’ou ’existence d’un tel module.

Pour démontrer 'unicité, fixons v € CH vérifiant n(y) = n. Soient ej,...,eq €t
€y,..., ey deux bases de A+ ®es T sur A+, fixes par H, telles que les matrices W
et W' de v dans ces bases appartiennent & GLg(A ,n)’ avec n > n(QG) et vérifient
valy (W — 1) > ¢3 et valy (W' — 1) > c3. Soit B € GL4(A") la matrice des e; dans la
base ei,...,eq. Alors B est invariante par H et on a W = B~1W+(B). D’apres la
proposition 3.2.5, ceci implique B est & coefficients dans Ay ,, (et donc dans A;'{m), ce
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qui permet de montrer que les A}*Ln-modules engendrés par ej,...,eq d'une part et
€},...,e, d’autre part, sont égaux. Ceci termine la démonstration de la proposition.
O

Remarque 3.3.2. — Conservons les hypothéses de la proposition 3.3.1 ci-dessus. Si ’on
pose Dy n(T) = Agpn® AL D}?n(T), alors Dy »(T') est un Ay, ,-module libre de rang

d et est I'unique sous-A g ,-module de A vérifiant les propriétés :
1. Dy n(T) est fixe par H et stable par Go ;
2. application naturelle A ®, an PH(T) = A ®g, T est un isomorphisme;;
3. Dy »(T) posséde une base sur Ay, qui est c3-fixe par G/H.

La démonstration est exactement la méme que celle de la proposition 3.3.1.

4. Deux applications de la méthode de Sen

Dans ce chapitre, nous donnons deux applications de la méthode de Sen vue au
chapitre précédent ; la premiere est la théorie de Sen habituelle, la deuxieme est la
construction de (g, I')-modules.

4.1. Le corps C, et 'opérateur de Sen

Le premier exemple non trivial d’anneau vérifiant les conditions de Tate-Sen est le
corps C, muni de la valuation val, et de 'action de Gx. Cet exemple est di & Tate
(cf. [28]). Nous donnons dans ce paragraphe I’application de la proposition 3.3.1 & la
construction de l'opérateur de Sen (voir [25, 26, 27]).

Si L est une extension finie de K, alors on note L, = L(upn) pour n > 1 ainsi que
Hp = Gal(K /L) et T', = Gal(Loo/L). On a alors CHr = Loo, le complété de Loo
pour val,. Par ailleurs, sin € N et si ¢ € Ly, alors [Lpy : Ln]_lTrL"+k/Ln (z) ne
dépend pas du choix de D’entier k tel que € L, ;. L’application de Lo, dans L,
ainsi définie se prolonge par continuité uniforme en une application Ry, ,, : EOO — L.

Proposition 4.1.1. — L’anneau A = C, vérifie les conditions (TS1), (TS2) et (TS3),
avec At = Loy, Aty n = Ln, Ra,n = RLn et valp = valp, les constantes ¢; > 0,
ce >0 et ez > 1/(p— 1) pouvant étre choisies arbitrairement.

Dans toute la suite de 'article, on se fixe des constantes ¢; > 0, co > 0 et c3 >
1/(p — 1) telles que 'on ait ¢; + 2¢3 + 2¢3 < valp(12p), et on note n(L) = n(GyL).

Proposition 4.1.2. — Soient S une algébre de Banach, T une Os-représentation de
dimension d de Gk et V = S ®p; T. Soit L une extension galoisienne finie de K
telle que G, agisse trivialement sur T/12pT et soit n > n(L). Alors (S®C,) ®s
V' contient un unique sous-(S ® L,)-module libre Dé‘gn(V) de rang d vérifiant les
propriétés suivantes :

1. Di» (V) est fize par Hy, et stable par G ;

Sen
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2. Dg;‘n(V) posséde une base sur S ® L,, qui est c3-fize par I'y ;
3. Uapplication naturelle (S®C,p) ®ser, D&z (V) — (S®C,) ®s V est un isomor-

phisme.
On a alors S/m, ®¢ DE2 (V) ~ D&z (V).
Démonstration. — Cela suit de la méthode de Sen (plus précisément de la proposition

3.3.1 et de la remarque 3.3.2 qui la suit) et du fait que C,, vérifie les conditions de
Tate-Sen. Le dernier point résulte de la proposition appliquée & S/m, et du fait que
Vimage de S/m, ®s D (V) dans (E, ® Cp) ®p, V, vérifie les conditions (1), (2)
et (3). O

Si v € T'p vérifie n(y) > n, alors «y agit trivialement sur L,, et linéairement sur
D&r (V). Si de plus M, désigne la matrice de v dans une base de Dg, (V) de telle
maniere que l'on ait val,(M, — 1) > 0, on peut définir le logarithme log~y de vy par
la série — S+ (1 — 4)™/m. On a log(y*) = klog~, et T';, étant un groupe de Lie
p-adique de dimension 1, Popérateur (log, x(7))~!log~y ne dépend pas du choix de
7. On le note Oge,. Comme on peut prendre -y dans le centre de f‘L, I'opérateur
Osen commute & action de r L ; en particulier, son polynéme caractéristique et son
polynéme minimal sont & coefficients dans S ® K. L’opérateur Og,, est 'opérateur de
Sen et si x € &, les valeurs propres de Ogep () sont appelées les poids de Hodge-Tate
généralisés de V. On retrouve ainsi les constructions de Sen (voir [25] pour le cas

S = Q, et [26, 27] pour les familles).

Remarque 4.1.3. — En prenant n = n(L) et v € I'y, vérifiant n(y) = n(L), et en
utilisant le fait que la matrice M, de v dans une base cs-fixe de Dégn(V) vérifie
valp(M, — 1) > c3 > 1/(p — 1), on voit que les valeurs propres de log M, sont de
valuation > c3 et donc que les poids de Hodge-Tate généralisés de V sont de valuation

p-adique > 1/(p — 1) — n(L).

4.2. Les anneaux surconvergents et les (¢, ')-modules

Le corps E, la valuation valg et les anneaux A©r] et As sont définis et étudiés
dans [11]. Nous rappelons ici quelques unes de leur propriétés qui nous serviront dans
ce chapitre. Rappelons que pour r > 0, 'anneau A (%) est défini par :

+00
~(0’T] = = k A 1 ( E) =
A {w kzzop [zk] € A, kllvr—ir—loo valg(zk) + " +oo}

et que si z = 1420 p*(zk] € A O] alors on pose val®'] (z) = infr>o(valg(zk) + k/7).

L’anneau At est défini par AT* =

+o00
~ k sk
=Y 1 psk ; ( P_) _
{:r kzop [zk] € A, valg(zk) + P 0 Vk, kll»rfoo valg(zy) + P +00 ¢,
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ce qui fait que si I'on pose s(r) = (p — 1)/pr, alors Panneau des entiers de A (0]
pour la valuation val®") gidentifie & AT(") et que 'on a A7) = K’f’s(r)[l/ [7]]- On
renvoie & [11] pour la définition des autres anneaux que I’on utilise dans ce paragraphe
(notamment tous les anneaux sans tilde) ainsi que la construction des applications

Rpn: AT = (RO HL , oon (AP,

Proposition 4.2.1. — L’anneau A = A yérifie les conditions (TS1), (TS2) et (TS3)
avec AL = Kg)’ll, A, n = go_"(Ag)’p_n]), Ry, n = Rpn et valp = val(o’ll, les
constantes ¢; > 0, ca > 0 et c3 > 1/(p — 1) pouvant étre choisies arbitrairement.

Démonstration. — Ceci est démontré dans [11] : la condition (TS1) résulte du lemme
10.1, la condition (TS2) résulte du corollaire 8.11 et la condition (TS3) résulte de la
proposition 9.9. O

Lemme 4.2.2. — Si M € 1 +pMd(KK) est tel qu’il existe U,V € 1+ pMy(Ak) tels
que Uon ait Uy(M) = MV, alors M € 1+ pMy(Ak).

Démonstration. — Soit Rk o 'application de [11, §8.3] et N = M — Rk o(M). Il s’agit
de vérifier que ’'on a N = 0. Supposons le contraire et soient k € N le plus grand entier
tel que N € p*My(A k) et N I'image de p~* N dans M4(E). Comme Rx o commute &
7 et est Ak linéaire, on a Uy(N) = NV, et donc aussi Uy(p™*N) = (p™*N)V, ce qui
nous donne en réduisant modulo p : y(N) = N. D’autre part, comme Ry o(N) = 0,
on a Rgo(N) =0; on en déduit (cf. [11, §9]) la nullité de N puis celle de N, ce qui
permet de conclure. O

Dans le reste de cet article, on fixe des constantes ¢; > 0,c; >0etc3 >1/(p—1)
telles que ¢1 +2c2+2c3 < valp(12p). Si T est une Z,-représentation de Gg,sis > 0, et
si L est une extension galoisienne finie de K, alors on pose DTL’S(T) = (A @z, T)Hr;
c’est un ATL’s-module muni d’une action de I - Pour n > 0, on pose par ailleurs
Dthn(T) = w‘"(DEPns(T)), qui est alors un A}an = w‘"(A‘L’pna)—module.

Proposition 4.2.3. — Soient K une extension finie de Q, et T' une Z,-représentation
de Gk . Si L est une extension galoisienne finie de K telle que G, agisse trivialement
sur T/12pT et si n > n(L), alors DTL"(S_I)/”(T) = p " ((AtP" T (-1 ®z, T)Hr)

est l'unique sous-AE},’:_l)/p—module libre de rang d de Ah®-1/p ®z, T vérifiant les
propriétés suivantes :

1. DTL’Y(,I:H)/"(T) est fize par Hy, et stable par Gk ;
2. application naturelle de KT»(P—U/P@AE}:_1)/pD};fﬁ_l)/p(T) dans AT’(P—I)/p(X)Zp
T est un isomorphisme ;

3. le A*L’,(z_l)/p-module DJ'L’ff:‘l)/p(T) a une base telle que si v € T, la matrice
W, de v dans cette base vérifie val(o’ll(Wv —1) > cs.
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Démonstration. — Comme val,(12p) > ¢1 + 2¢2 + 2c¢3, 'unicité d’un module vé-
rifiant les conditions ci-dessus suit immédiatement des propositions 4.2.1 (les an-
neaux surconvergents vérifient les conditions de Tate-Sen) et 3.3.1 (’application de la
méthode de Sen). Il reste & vérifier que le module fourni par la proposition 3.3.1
coincide bien avec (o~ "(AhP"T (P-D) ®z, T)7t. La démonstration de la propo-
sition 3.3.1 donne la construction de ce module : si 'on note U, la matrice de
7 € Gk dans une base de T, alors la proposition 3.2.6 nous fournit une matrice
Mel+ 12pMd(Kf’(p‘1)/3’) avec val(o’ll(M — 1) > ¢ + c3 telle que le cocycle
7 — M~1U.7(M) soit trivial sur Hy, et & valeurs dans GLd(ATL"(f:_l)/ P). Le cocycle
T Cr = p"(M U T(M)) = ¢"(M)"U,¢"(7(M)) est alors trivial sur Hy, et &
valeurs dans GLd(A}E’pn_l(p_l)).

D’autre part, la théorie des (p,I')-modules de [14] nous fournit une matrice P €
1+ 12pM4(A) telle que le cocycle 7 — D, = P~'U,7(P) soit trivial sur H, et a
valeurs dans GL4(ApL).

Eliminant U, entre C, et D,, et posant N = ¢"(M)~ 1P, on obtient la relation
ND, = C,7(N). En particulier, comme C, = D, =1si7 € Hr,ona N € GLd(KL).
D’autre part, comme U, — 1 est divisible par 12p dans A L si 7 € G et comme il
en est de méme de M et P, les matrices N et, si 7 € G, C et D, appartiennent a
1+ 12pMd(X L). Comme par ailleurs C; et D, sont & coeflicients dans Ay, le lemme
4.2.2 implique que N est & coefficients dans A puis que M est a coefficients dans
e "(A). _

On en déduit le fait que la base e;,...,eq de Ab=-1/p ®z, T que 'on déduit
de M comme dans la démonstration de la proposition 3.3.1 est constituée d’élé-
ments de D};fs_l)/p(T). D’autre part, M est dans GLd(KT'(p_l)/”) et & coefficients
dans ’anneau go‘"(A'f”’nvl(”_l)), ce qui implique que e1,...,eq est une base de
<P_"(AT'pn_l(”_1))®zPT sur o~ (AHP" T (P=1). On en déduit le fait que D}jfﬁ_l)/p(T)

(p=1)/p

est le sous—ATL' n -module engendré par ey, ...,eq. Ceci permet de conclure. [J

Corollaire 4.2.4. — Soient K une extension finie de Qp et T une Z,-représentation
de Gk . Si L est une extension galoisienne finie de K telle que G|, agisse trivialement
sur T/12pT et si s > (p— 1)p" D=1, alors le AV*-module DV*(T) est libre de rang d
et l’application naturelle de A1* ®pte DTL’S(T) dans A1* @z, T est un isomorphisme.

n(L)—1

(T) = cp"(L)(DTL’(z(_LI))/p(T)) et la propo-
sition 4.2.3 montrent que si s = (p — 1)p™F)~1  alors DES(T) est libre de rang d et

Démonstration. — Le fait que DTL’(” ~bp

Papplication naturelle de Abs @ Ale DES(T) dans A1 ®z, T est un isomorphisme.
L

Si I’on écrit une base de T selon une base de DTL’S(T), on obtient donc une matrice de
Mg (AF*)NGL4(AP*) = GLg(AT*). Ceci montre le corollaire pour s = (p—1)p™(F)~1,
Sis > (p—1)p™P)~1 alors il suffit d’étendre les scalaires. 0O

Nous descendons maintenant de L & K. Rappelons que Bks = A}f[l /D]
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Lemme 4.2.5. — Si L est une extension galoisienne finie de K, alors :
1. il existe s(L/K) tel que si s > s(L/K), alors il existe a € BES qui engendre une
base normale de BTL’S sur B}",s et tel que le discriminant du polynome minimal
de o est inversible dans BE® ;

2. sis>s(L/K) et G = Gal(L/K), alors (BE’S)h ®p1 BE’S ~ @yec(Bh)le,.

Démonstration. — Si o € BTL engendre une base normale de B} sur BJ}{ alors le
discriminant du polynéme minimal de a est inversible dans Bk,s pour s assez grand
ce qui montre le premier point.

Soit s > s(L/K) et f(X)=T](X —;) € Bks[X] le polynéme minimal d’un tel a.
On a BY* = BL®[X]/f(X) et donc :

(BL")! ®pye BL" = (BL") ®pys BE'[X]/F(X)

~ (BL*)'[X]/f(X)
~ &;(B]")"[X]/(X - )
= @QGG(BES)heQ‘
En effet, ’hypothese selon laquelle le discriminant de f(X) est inversible garantit que

les idéaux (X — o;) sont deux-a-deux étrangers et que ’on peut appliquer [7, chap.
I, §1, n° 2, prop. 6] (le théoréme des restes). O

Proposition 4.2.6. — Soient K une extension finie de Q, et T une Z,-représentation
de Gk. Soit L une extension galoisienne finie de K telle que G agisse triviale-
ment sur T/12pT et soit n > n(L) et soit V = Q, ®z, T. Si s > max((p —
Dp™1)-1 s(L/K)), alors :

1. le AL -module DY*(T) et le BY® -module DL (V) sont libres de rang d ;

2. Uapplication naturelle de BY* ®p+.. D}(’-S(V) dans B"* ®q, V est un isomor-
K
phisme.

Démonstration. — Le fait que Dks(V) est libre de rang d et que l’application de

B ®g1,e DL*(V) dans D}*(V) est un isomorphisme résulte du lemme 4.2.5 ci-dessus

et de la proposition 2.2.1 (la descente étale). Comme on sait par le corollaire 4.2.4 que

’application de Bf* ®pgts DE’S(V) dans B ®q, V est un isomorphisme, cela montre
L

le (2) et le deuxieéme point du (1) (notons que D}}S(V) est nécessairement libre car
B}f est un anneau principal).

Pour montrer que le Aks—module D}f (T) est libre, on choisit n > 0 et on regarde
D}f(V)/Qn ot Q, = ((1+X)*" ~1)/((1+X)”"_l —1) : c’est un K,-espace vectoriel de
dimension d (cf. le lemme 4.9 de [3]) et 'image de Dks (T') dans D}f(V) /Qr en est un
Ok, -réseau. Sil’on choisit d éléments de DL’,S (T') dont les images engendrent ce réseau,
alors on vérifie qu’ils engendrent Dks(T) en utilisant le fait que A}‘Ls est complet pour
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la topologie @Q,-adique et que le noyau de ’application DL’,S(T) — D}(’,S(V) /Qn est
QuDE(T). O

Pour mémoire, notons le corollaire suivant (le théoréme principal de [8]) :
Corollaire 4.2.7. — SiV = Q,®z, T, alors DI(V) = (BT ®q, V)#¥ est un sous-B}{-
espace vectoriel de dimension d de D(V') stable par T'x et p. De plus, on a :

D(V) = Bk ®g; DY (V) et Bt ®p1 DI(V)=B'®q, V.

En particulier, le foncteur V +— DY(V) est une équivalence de catégories de la catégorie
des Qp-représentations de Gk wvers la catégorie des (p,I")-modules étales sur B}(.

Soient maintenant S une algebre de Banach, K une extension finie de Q,, V une
S-représentation de G, T un Os-réseau de V stable par Gk, et L une extension
galoisienne finie de K telle que G, agisse trivialement sur T/12pT. On pose s(V) =
max((p — 1)p™ )1 s(L/K)) et on s’arrange (quitte & augmenter un peu s(V)) pour
qu'il existe un entier n(V) tel que p"(V)=(p — 1) = s(V).

Proposition 4.2.8. — Si V est une S-représentation de Gk de dimension d et si n >
n(L), alors (Os@AHP~1/P) @ 5. T posséde un unique sous-ﬁS§AEf5_l)/p-module

DTL’,(:: -/ P(T), libre de rang d, fize par Hy, stable par G, possédant une base presque
invariante par I'p, et tel que :

(Os@ATEP-1)/P) ®05§A7L‘,(ff_l)”’ D%f,’:_l)/p(T) ~ (Os@ATP-1)/p) ®os T.
Démonstration. — C’est encore une application immédiate de la proposition 3.3.1,
en utilisant les propositions 4.2.1 et 3.1.4. O

Si V est une S-représentation de Gx de dimension d et si s > s(V), alors on pose :
DR (V) = (S8BY" @5gpy-on " (D7) " (V) X,
ou n(V) est 'entier défini plus haut.

Théoréme 4.2.9. — Si V est une S-représentation de Gi de dimension d et si s >
s(V), alors :

1. Dks(V) est un S@Bks-module localement libre de rang d ;
2. Uapplication (S@ﬁf's)®s§31,s D}f(V) — (S®B*)®5V est un isomorphisme ;
K
3. siz € X, alors Uapplication S/m,;®g D}gs(V) — Dks(Vz) est un isomorphisme.
Démonstration. — La proposition 4.2.8 ci-dessus implique que DTL’S(V) est un
S@B’L’s-module libre de rang d et que l'application (S®B*) ®samt DTL’S(V) -
L

(S@ﬁf’s) ®s V est un isomorphisme. Les points (1) et (2) résultent alors de la
proposition 2.2.1.
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Enfin le (3) pour K = L et s = p™(Y)~1(p—1) résulte de 'unicité dans la proposition
4.2.8 et le cas général en résulte en étendant les scalaires et en prenant ensuite les
invariants par Hg. O

Remarque 4.2.10. — Le foncteur V +— D (V) n’est plus une équivalence de catégories
de la catégorie des représentations p-adiques vers la catégorie des (¢, I')-modules étales
en général (contrairement au cas ou S est une extension finie de Q,). Si par exemple
S contient un élément y transcendant et de valuation nulle, alors le (¢, I')-module
étale D de dimension 1 ayant une base e telle que p(e) = ye et y(e) = e pour y € T’
ne provient pas d’une famille de représentations p-adiques (exemple dii & Gaétan
Chenevier).

4.3. Le module Dy (V)

Soit Bggr le corps de périodes p-adiques construit par Fontaine (voir par exemple
[15]). Rappelons que l'on a une application injective de BH(®-1/P dans BdR qui &
T = Zk:o p*[zx] associe la somme de la série dans Bgg. Si n > 0, on compose cette

injection avec =" : B (®=1p"™" _, BH.(°~1)/P pour obtenir une application toujours
injective ¢, : Bh(®=1P"™" _ BE . Si L est une extension finie de Q, et si n > n(L),
alors I'image de B}E’(p —Dp" par t, est incluse dans Ly, |[t]]

On définit S@BI comme la limite projective des S®(B R/tF) et S®Bgygr comme
la limite inductive des S®t~ ‘Biz. On définit S®L,[t] comme la limite projective
des S®(L,[t]/t*). Si V est une S-représentation de Gk et si s > s(V) et n >

max(n(L),n(s)), ceci nous permet de poser :

D (V) = (SBLalD8Y,, DL (V) et DEE(V) = (SBLA()®'555,. DL (V).

Le S®L,[t]-module D52'* (V) est alors libre de rang d. Si S = Qp, alors c’est un
L, [t]-réseau du L, ((t))-espace vectoriel Dgi’;(V) qui est de dimension d.
Le lemme suivant est une conséquence directe du (2) du théoréme 4.2.9.

Lemme 4.3.1. — On o (S8BJR) ®g5; 14 Dait " (V) = (S®Bip) ®s V.

Pour terminer, mentionnons que l'on retrouve Dge,(V) & partir de D "’+(V)
(Pénoncé et la démonstration du (2) de cette proposition, que nous n’utilisons pas
par la suite, dépendent du paragraphe 5.1 ci-dessous).

Proposition 4.3.2. — Si V est une S-représentation de Gk et s > s(V) et n > n(s),
alors l'image de DLS(V) par 8o ™" dans (S®C,) ®s V coincide avec DSen(V)' En
particulier :

1. on a Dggt(V)/t = Dgz, (V) ;
2. (si S = Qp) la représentation V est de Hodge-Tate & poids dans [a,b] si et
seulement si ([Tiea,n(7 = X(1)) - Dai ™ (V) € ¢ D™ (V).
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On peut d’ailleurs construire D2 (V) en appliquant la méthode de Sen & A =

BlR, c’est ce qui est fait dans [17].

5. Représentations de de Rham

Dans ce chapitre, nous appliquons les constructions des chapitres précédents aux
familles de représentations de de Rham ; en particulier, nous montrons le théoréeme B
de T'introduction.

5.1. L’anneau Byt et les représentations de Hodge-Tate

On note Byt 'anneau C,[t,t~!] muni de I’action de Gq, prolongeant celle sur C,,
par la formule g(t) = x(g)t, ce qui fait de ¢ un analogue (naif) p-adique de 2i.

Si K est une extension finie de Q,, une Q,-représentation V' de Gk de dimension
d est dite de Hodge-Tate (cf. [16, §3]) ¢’il existe a1, ...,aqs € Z et une base fi,..., fq
de C, ®q, V sur C,, sur laquelle Gk agit par g(f;) = x(g)* fi pour 1 < i < d. Si tel
est le cas, les entiers a1, ..., aq sont appelés les poids de Hodge-Tate de V.

De maniére équivalente, V est de Hodge-Tate si et seulement si le K-espace vectoriel
DEL(V) = (But ®q, V)°¥ est de dimension d. La graduation de By étant stable
par Gk, elle induit une graduation de DE;.(V), et les poids de Hodge-Tate de V sont
les opposés des degrés apparaissant dans la graduation de DE (V).

Si L est une extension finie de K, on a D51.(V) = L ®x DEL(V) et donc V est de
Hodge-Tate a poids de Hodge-Tate ai,...,aq en tant que représentation de Gk si et
seulement si c’est le cas en tant que représentation de Gp,.

Plus généralement, si E est une extension finie de Q,, une E-représentation V'
de dimension d est dite de Hodge-Tate si elle est de Hodge-Tate en tant que Q,-
représentation (de dimension d[E : Qp)), les poids de Hodge-Tate de V' étant définis
comme étant ceux de V' vue comme Qp-représentation (il y en a donc d[E : Qp)).
De maniére équivalente, V est de Hodge-Tate si le E ®q, K-module D (V) =
(Bur ®q, V)°% = ((E ®q, Bur) ® V)X est libre de rang d. Notons que les
gradués ne sont pas nécessairement de rang constant.

Proposition 5.1.1. — Soient K une extension finie de Qp et V = Q, ®z, T une Q-
représentation de Gk . Soit L une extension galoisienne finie de K telle que G, agisse
trivialement sur T/12pT, soit n > n(L) et soit v € Ty, vérifiant n(y) = n. Les deux
conditions suivantes sont alors équivalentes :

1. la représentation V est de Hodge-Tate et ses poids de Hodge-Tate sont
aly...,04 4

Ly

se (V) et ses valeurs propres sont

2. Délément v agit de maniére semi-simple sur D
XM, x ().

Démonstration. — Si V est de Hodge-Tate de poids de Hodge-Tate a1, ..., aq, alors
C, ®q, V posséde une base fi,..., fs sur C, telle que I'on ait g(f;) = x(g)% f; si
g € Gk et 1 < i < d. Le L,-espace vectoriel engendré par fi,..., fq est alors fixe
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par Hy (et méme par Hg), stable par Gk et posséde une base presque invariante
par 'y, & savoir la base fi,..., f4. Par la proposition 4.1.2, on a donc Dée"n(V) =
L.f1®---®L,fq et comme v(f;) = x(7)* fi, cela implique que 7 est semi-simple et
que ses valeurs propres sont x ()%, ..., x(7)*¢, ce qui démontre que (1) implique (2).

Réciproquement, si vy est semi-simple et ses valeurs propres sont x(v)%,..., x(7)%,
et si fi,..., fq est une base de Dé’gn(V) sur L,, constituée de vecteurs propres ( f; étant
vecteur propre pour la valeur propre x(y)%), alors f1, ..., fs est une base de C,®q, V
sur laquelle G, agit par g(f;) = x(g9)* fi. La restriction de V' & GL, est donc une
représentation de Hodge-Tate de poids de Hodge-Tate a;,...,ay et comme on I'a

rappelé au début de ce paragraphe, cela implique (1). O

Corollaire 5.1.2. — La représentation V = Q,®z,T est de Hodge-Tate si et seulement
st Ogen est diagonalisable & valeurs propres entiéres; de plus, ces valeurs propres
comptées avec leurs multiplicités sont les poids de Hodge-Tate de V.

Démonstration. — Soit €1, ..., eq une base de Dé’;‘n (T) sur L, qui est cs-fixe par I'r..

La matrice de U, dans cette base vérifie val,(U, — 1) > 1/(p — 1) (cf. la remarque
4.1.3), ce qui implique qu’une valeur propre a de U,, vérifie val,(a — 1) > 1/(p — 1).
En particulier, si a est de la forme yx(7y)?, avec a € Z et y racine de 'unité, alors
y = 1. Comme les poids de Hodge-Tate généralisés sont les (log, x(v)) ! log, @, ot &
décrit les valeurs propres de U,, cela permet de conclure. O

Théoréme 5.1.3. — Soient S une algébre de Banach, Z son spectre mazximal, et V
une S-représentation de dimension d de Gk . Si [a,b] est un intervalle fini de Z, alors
l’ensemble %&?ﬁbl des x € X tels que V, soit de Hodge-Tate, ¢ poids de Hodge-Tate
appartenant a [a,b], est un sous-espace S-analytique de X .

Démonstration. — Soient T un sous-Og-réseau de V stable par Gk, L une extension
galoisienne finie de K telle que G|, agisse trivialement sur T/12pT, n > n(L) et
~ € 'y, vérifiant n(y) = n. Soit ey, ..., e4 une base de DSL,;n(V) sur S ® Ly, soit U la
matrice de v dans cette base et soit I I'idéal de S ® L,, engendré par les coordonnées
de Hi’:a(U —x(7)?). Alors ‘%’}[{fﬁb} est le sous-espace de £~ défini par ’idéal I d’apres
les propositions 4.1.2 et 5.1.1. O

Théoréme 5.1.4. — Si S est une algébre de coefficients, si V' est une S-representation
de Gk et [a,b] est un intervalle fini de Z tel que pour tout x € X', la représentation
Vz est de Hodge-Tate, & poids de Hodge-Tate appartenant d [a,b], alors :

1. le S® K-module Dur(V) = ((S®But) ®5 V)C¥ est localement libre de rang d ;
2. Vapplication (S®BuT) ® sk Dut(V) — (S®But) ®s V est un isomorphisme ;
3. Vapplication S/m; ®gs Dur(V) — Dur(Vy) est un isomorphisme.

Démonstration. — Soient T' un sous-Os-réseau de V stable par Gk, L une extension
galoisienne finie de K telle que G, agisse trivialement sur T'/12pT,n > n(L) et y € I'r
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vérifiant n(y) = n. La proposition 4.1.2 montre que DS (V) est un S ® L,-module
localement libre de rang d. Si y € D7, (V), posons :

o =X
=\ ey v
i#]
L’hypotheése selon laquelle pour tout x € 27, V, est & poids de Hodge-Tate dans
[a,b] implique que pour tout z € %, l'application y — y; sur Dé;‘n(Vz) est la
projection sur Dé’;n(Vx)F"=Xj parallelement & la somme directe des autres espaces
propres. On a donc y;(z) € Dsen(V )F":Xj et y(z) = Z;’-:a y;j(z), et le lemme
2.1.1 montre qu’on a alors y; € Dir (V)In=X ot y = S _ay; ce qui fait que
DSen(V) GBg_aDé’en(V)F »=x"_Ceci montre queD m (V)In »=X" est un § ® L,-module
localement libre de type fini. Comme Di3(V) = EB]DSen(V)F"‘X t=J, on en dé-
duit que Df% (V) est localement libre de type fini. La décomposition Din(V) =
Dgen(V)F n=x't=3 et le (3) de la proposition 4.1.2 impliquent que l’application
(S®BHT) ®S®L, D}LIT.f(V) — (S@BHT) ®s V est un isomorphisme, et en parti-
culier que D5%.(V) est localement libre de rang d ce qui montre le (1) et le (2)
pour L,. On redescend & K en utilisant la proposition 2.2.1. Le (3) suit du fait
que DE3(V) = EBJDSen(V)F":th‘j et du fait que par la proposition 4.1.2, on a
DL (V), = DE» (V). O

Sen Sen

5.2. Le corps Bygr et les représentations de de Rham

Si K est une extension finie de Q,, une Q,-représentation V' de dimension d est
dite de de Rham (cf. [13]) si le K-espace vectoriel DX, (V) = (Bar ®q, V)X est de
dimension d. Si L est une extension finie de K, on a DIz (V) = L®k D53 (V) et donc
V est de de Rham en tant que représentation de G si et seulement si c’est le cas en
tant que représentation de Gp.

Plus généralement, si F est une extension finie de Q,, une E-représentation V' de
dimension d est dite de de Rham si elle est de de Rham en tant que Q,-représentation
(de dimension d[E : Qp]). De maniére équivalente, V' est de de Rham si le K ®q, E-
module DX (V) = (Bar ®q, V)% = ((E ®q, Bdr) ®& V)% est libre de rang
d.

11 est utile de savoir caractériser les représentations de de Rham en terme du (¢, I')-
module qui leur est associé.

Proposition 5.2.1. — Soient K une extension finie de Qp, V une Qp-représentation
de dimension d de G, T un réseau de V stable par Gg, L une extension galoisienne
finie de K telle que Gy, agisse trivialement sur T/12pT, n un entier > n(L) ety € '
vérifiant n(y) = n.

Si [a, b] est un intervalle fini de Z tel que V' est de Hodge-Tate a poids de Hodge- Tate
dans [a,b], alors les conditions suivantes sont équivalentes :
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1. la représentation V est de de Rham;
2. la restriction de V 4 G, est de de Rham;
3. le L,((t))-espace vectoriel D{;{; (V) contient un sous-Ly, [t]-réseau N vérifiant (y—
1)N C tN et t=*Di2* (V) c N c t*Di (V) ;
4. on a [T (v = x(0)") - D+ (V) € 71D * (V).
Démonstration. — L’équivalence entre (1) et (2) a été rappelée au début de ce para-
graphe. Remarquons par ailleurs que le lemme 4.3.1 montre que DdR(V) D(I;l’; (V)r=t

et donc que si V est de de Rham, alors (3) est vrai avec N = L,[t] ®L, D3z (V). Si
(3) est vrai, alors :

2b—a 2b—a
IT O =x% -pgg* vy c IT (v —x(nh) - N
- tZ—b—a+1N

tb a+1Dd:;,+ (V) ,

ce qui montre (4). Le reste de la démonstration est consacré & remonter les implica-
tions.

Montrons tout d’abord que (3) implique (2) ; pour cela, considérons les opérateurs :

H Y=x(n"
1—x(v)*
Si k > 1, alors o induit l'identité sur N/tN. Par ailleurs, oy — gy = b—):(;';'k—ﬂak
et une récurrence immédiate montre que (1 — y)ax(z) € t*+IN et oy (z) — ak+1(:z) €
t**IN si z € N. La suite de terme général ay(x) converge donc dans Dd‘f (V) et
la limite est invariante par v, ce qui nous fournit une application L,-linéaire t4r :
N/tN — D (V) qui est injective car aj induit I'identité sur N/tN quel que soit
k>1,et Dg‘R(V) est donc de dimension > d sur L,. On en déduit le fait que V
est de de Rham en tant que représentation de G, , que tqr est un isomorphisme et
que N est le sous-L,[t]-module de D32 (V) engendré par D5z (V'), ce qui termine la
démonstration du fait que (3) implique (2).

Pour montrer que (4) implique (3), considérons le sous-Ly, [t]-module N de D% ar (V)
engendré par les t =% [Ticia,20—a)—r} (Y —X(7)* ‘-z, avec k € [a,b] et z € Dgi’}’Jr(V). Par
construction, on a N C ¢~ ng’l';""( ). Comme les polynémes [[;c(q,5— (x} (X — x(7)9),
pour k € [a,b], sont premiers entre eux dans leur ensemble, le L,-espace vectoriel
Dé‘gn(V) Dgl';""(V)/thl’f“"'(V) (cf. proposition 4.3.2) est engendré (comme L,-
espace vectoriel) par les images des [];ca,s)—(k} (7 — x(7)?) agissant sur D&z (V).
Comme par ailleurs on a supposé que V est de Hodge-Tate & poids dans [a,b],
[Ticp+1,20—a) (Y—X(7)* ') est un isomorphisme de DS (V) et donc DE» (V) est engendré

Sen

par les images des [[;¢(q,2—a)— (k3 (Y — X(7)* ') agissant sur DSQH(V). Ceci implique que

Dg;;*(V) est engendré (comme Ly, [t]-module) par les images des [[;c(q,26—a]—{x} (Y —

ASTERISQUE 319



FAMILLES DE REPRESENTATIONS DE DE RHAM ET MONODROMIE p-ADIQUE 325

x(ﬂy)') agissant sur Dﬁ{;""(V) et donc que N contient ¢~ “D(’;‘l’g’+(V). Finalement, si

eDirt(V)et ke fa,b],ona:

2b—a 2b—a
(y-1)@*- H (y=x)-2)=x(NF*F [[(v-x(0)) =
itk =e

Etb a— k+1DL"’+(V),
et tt=e~k+1DLaH (V) ¢ ¢met DL (V) C #N. a

La démonstration ci-dessus montre en particulier que si V est de de Rham, alors
D" (V) = Lalt] ®1, D& (V) et donc Dgi (V) = Ln((#) @1, Da#(V)-

5.3. Les périodes d’une famille de représentations de de Rham

Si V est une S-représentation de G et si M est une extension finie de K, on pose
DI (V) = ((S®Bgr) ®s V).

Théoréme 5.3.1. — Soient S une algébre de Banach, Z l’espace associé ¢ S, et V
une S-représentation de dimension d de Gk . Si[a,b] est un intervalle fini de Z, alors
l’ensemble %fd[;’b] desx € X tels que V, soit de de Rham, d poids de Hodge-Tate dans
[a,b], est un sous-espace S-analytique de X .

Démonstration. — Comme une représentation de de Rham est a fortiori de Hodge-
Tate, on peut, quitte & remplacer Z par .%’I;',’llb], supposer que V, est de Hodge-Tate
a poids de Hodge-Tate dans [a, b] quel que soit € £ (ceci grace au théoréme 5.1.3).

Soit T un Og-réseau de V stable par Gk et soient L une extension galoisienne
finie de K telle que G, agit trivialement sur T'//12pT', s > s(V'), n > max(n(L), n(s)),
et e1,...,eq une base de DTL’S(V) sur S®Bs. Alors e, ...,eq est aussi une base
de Dt (V) sur S®L,[t] et, si 2 € &, alors e1(z),...,eq(z) est une base de
Dgl’;’J"(V ) sur E; ® L,[t]. Ceci permet d’écrire un élément y de Dj’l’;’+(V) sous la
forme Y% (35725 @i 5 ()t )es, ot les a; ; sont des éléments de S® Ly, Soit y € T, vé-
rifiant n(y) = n et soit A : DL"’+(V) — Dgi’;’+(V) Popérateur A = [J22.%(y — x(7)?).
D’apres le (4) de la proposition 5.2.1, si z € 27, alors V, est de de Rham si et seule-
ment si A(t*e;(z)) € =21 D5 ¥ (V,) quels que soient 1 < £<det 0< k<b—a. Il
résulte de ce qui précede que V est de de Rham si et seulement si a; ; ()\(t’“eg))( )=0
quel que soient 1 < ¢,/ < det 0 < 7,k < b—a+1 et donc que ij;’b] est le sous-espace
S-analytique de 2 défini par l'idéal de S engendré par les coordonnées (selon une
base de Ly, sur Q) des a; j(A(t¥e;)), pour 1 < i, <det 0 < j,k<b—a+1. a

Théoréme 5.3.2. — Soient S une algébre de coefficients, & Uespace associé ¢ S, [a, b]
un intervalle fini de Z et V une S-représentation de dimension d de Gk telle que V,
soit de de Rham a poids de Hodge-Tate dans [a,b] quel que soit x € & . Alors :

1. le S ® K-module DX (V) est localement libre de rang d ;
2. on a (S@BdR) RseK Dé(R(V) = (S@BdR) sV,

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



326 LAURENT BERGER & PIERRE COLMEZ

3. siz € &, alors Uapplication S/m,®sDK; (V) — DX (V) est un isomorphisme.

Démonstration. — Pour k > 0, considérons 1’opérateur :
b—a+k ;
Y=xX' b Lat —by Lot
Bk = 1-x(\) 117Dy (V) = t7°Dgip ™ (V).
i=a—-b x\y
i#0

On voit que (1—+)) envoie t‘ng;}""(V) dans tl‘“+kDgi';’+ (V) et donc que Bx+1—Bk
envoie aussi t"’D'" (V) dans t'~%+*DE=* (V) ce qui fait que si y € t-°DEnF(V),
alors quand k& — oo, la suite des Bi(y) converge. On en déduit une application
Bt DIt (V) — P DLyt (V) qui vérifie (1 — )8 = 0 et qui est Iidentité sur
(t"’Dg{;’Jr(V))”’:l. Les calculs de la proposition 5.2.1 montrent que si x € £, alors
B n’est autre que la projection t_ngi'f“‘L(Vw) — DCLH’{(VZ). Soit M l'image de 5. Re-
marquons que ’on a une injection M — t=*D5 ¥ (V) /#1=*DXn* (V) qui fait que 'on
peut écrire le S® L,-module libre de rang fini W = t_bDé’i’;-‘+(V)/tl"aD§'i?’+(V) sous
la forme W = M & ker 8. Ceci montre que M est projectif de type fini. Le lemme
4.3.1 montre par ailleurs que l’on a Dfl‘ﬁ(V) C D{;{; (V).Siye Dgﬁ(V), il existe donc
b(y) > btelquey € t"b(y)Dgi’;’+(V), mais 'image 7 de y dans le S ® L,-module libre
t“b(y)D(I;i"f’Jr(V)/t"bD(Ij‘i’;’“L(V) vérifie (z) = 0 pour tout x par la proposition 5.2.1
et donc § = 0 par le lemme 2.1.1. On en déduit que D5z (V) = (t‘ngi’;""(V))"’:l
et donc finalement que M = D{;ﬁ(V). On en déduit en particulier que 'application
DEin (V) — DLz (Vs) est surjective.

On a alors une application (S®L, (%) ®sgr, Dia(V) — D52 (V) et nous allons
montrer qu’elle est surjective. Si y € t_ng‘i’;’+(V), soit zg = y — Z;’-:O tIB(ty) et

pour i > 0, soit z;+1 = (2; — 8(2;))/t. Posons w = Z?:o t7B(ty) + i1 t*8(z:). Un
petit calcul montre que w(z) est écriture de y(z) selon la décomposition :

t°DEnt (V) € Ln((#) ®1, Diz (Va),

et donc que y(z) = w(x) pour tout z ce qui fait que par le lemme 2.1.1,onay =w
et donc :

t=*Di (V) C (SBLa (1) ®ser, DER(V),
ce qui fait que ’application que ’on voulait est bien surjective. Le lemme 4.3.1 montre
alors que I'on a un isomorphisme (S®B4r) ®seL, D(Ij‘ﬁ(V) = (S®Bg4r) ®s V. En
particulier, D(Ifﬁ(V) est de rang d et 'application S/m, ®gs Dgﬁ(V) > Dﬁﬁ(Vz) est
un isomorphisme. Ceci montre les points (1), (2) et (3) avec L, & la place de K. Pour
passer de L,, & K, il suffit d’utiliser la proposition 2.2.1. O

On dit qu’une représentation qui vérifie les hypotheses du théoréme 5.3.2 est de de
Rham & poids de Hodge-Tate dans [a, b].

Remarque 5.3.3. — L’hypotheése que rad(S) = 0 n’est pas superflue dans les théorémes
5.1.4 et 5.3.2. Si S = Q,[Y]/Y?% et V est le caractére g — 1+ log, x(9)Y, alors V; est
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de de Rham en tout point de 2~ (le seul point étant donné par Y = 0, ou V est triviale)
mais Ogen = Y sur Dgen (V) ce qui fait que Dyr(V) =Y -V et Dgr(V) =Y - V.

6. Représentations semi-stables et monodromie p-adique

Dans ce chapitre, nous démontrons une version en famille du théoreme de monodro-
mie p-adique et comme application, nous démontrons le théoréeme C de I'introduction.
La démonstration est fortement inspirée de celle qui est donnée dans [3].

6.1. Construction de Ngg(V)

Dans tout ce chapitre, on suppose que S est une algebre de coeflicients. On se donne
un corps F (contenant Q,) complet pour une valuation discrete, & corps résiduel kg
parfait (ce qui fait que F est une extension finie de W(kg)[1/p]), et une application
continue S — FE. Si V est une S-représentation de Gk, alors cette application permet
de considérer la E-représentation Vg = E ®g V. On suppose dans tout ce chapitre
que V est de de Rham & poids de Hodge-Tate dans un intervalle [a,b], c’est-a-dire
qu’elle vérifie les hypothéses du théoreme 5.3.2.

Soit BL’;, k lanneau construit dans [3, §2.6], c’est le complété de Bk,s pour sa
topologie de Fréchet. Si F est une extension finie de F, soit %’;‘,’s I’anneau des fonctions
f(X) a coefficients dans F et vérifiant la condition de convergence habituelle (celle
de [3, proposition 2.31]). Il existe alors un nombre fini d’extensions finies E; de E
telles que 'on a une décomposition d’anneaux E®BL§ K = GBZ@T’ Rappelons (cf.
[18, §2] par exemple) que %}';s est un anneau de Bezout : en particulier les modules
localement libres de type fini sont libres et un E®Br1g x-module est donc localement
libre de type fini si et seulement si chacun des facteurs est libre de rang fini. Rappelons
par ailleurs que (@}’S est aussi une algébre de Fréchet-Stein (cf. [24, §3]), ce qui fait
qu’un sous-module fermé d’un module libre de rang fini est lui-méme libre de rang
fini. On en déduit la méme propriété pour E®Brlg K-

Si V est une S-représentation de G, alors on pose :

D} (V) = (S&B; k) ®ggp1+ DK (V),

rig

ce qui fait (par le théoréme 4.2.9) que Dtls(V) est un S®BI, _x-module localement
libre de rang d. On pose par ailleurs :

Dl;s(Ve) = (E&BJ; 1) ®5gpys DK’ (V)-

Enfin, siy € I'\ {1} est proche de 1, alors log v/ log,, x(7) est bien défini et ne dépend
pas de 7 et on le note V.

Proposition 6.1.1. — Soit V une S-représentation de Gk qui est de de Rham d poids
de Hodge-Tate dans un intervalle [a,b]. Si Ns(Vg) = {y € t~ bDL;(VE) tels que 1y (y) €
(E®K[t]) ®sek, DG (V) pour tout n > n(s)}, alors :

1. le E®Br1g K -module Ns(Vg) est libre de rang d et stable par Gk ;
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2. pour tout n > n(s), on a :

(ERKA[t]) ®2 .0 Ne(Ve) = (E®Kn[t]) ®sex. Dig (V).

o, _ ot . .
Si l’on pose Nar(VE) = (E®B);, ) ®E®BI{§,K Ny(Vg), alors :
3. le E@Bzig, x-module Ngr(VE) est libre de rang d, stable par Gk et ne dépend

pas du choiz de s ;
4. on a ¢*(Nar(VE)) = Nar(VE) et V(Nar(VE)) C t- Nar(VE)-

Afin de montrer cette proposition, nous avons besoin du lemme ci-dessous.

Lemme 6.1.2. — Si 'V est comme ci-dessus, alors :
t=*DELE (V) C (S®KL[]) ®sek, DX (V) c 7 DK (V).

Démonstration. — On a (S®K,(t) ®sek, Dag (V) = (S®K. (1)) ®gzx. i
D;Li’fK" (V) et on peut donc écrire un élément de D;ri’fK (V) dans (S®K,(t) @sek,
DXr (V) ou bien un élément de DXz (V) dans (S®K,(t)) OB K. [1] DL (V).
L’analogue du lemme pour des Q,-représentations étant vrai, on en déduit le lemme
en évaluant les coefficients des écritures des éléments de D;ri‘fK" (V) et de Dfi{R" (V). O

Démonstration de la proposition 6.1.1. — Les applications ¢, : E@BI{;, xk -
E@Kn[[t]] sont continues ce qui fait que N (Vg) est un sous-module fermé de

t‘bDIi’; (VE), et il est donc (au vu des rappels que I'on a faits plus haut) localement

libre de type fini. Le lemme 6.1.2 montre que t_"DL’;(VE) C Ny(Vg) C t‘bDIi’;(VE)

ce qui fait que Ns(VE) est libre de rang d. Le fait qu’il est stable sous I’action de Gi
suit du fait que les ¢, commutent & cette action. Ceci montre le (1).
Montrons & présent le (2). On note D3 (Vg) = (EQK,[t]) sk D;ri’fK" (V).

Par le lemme 6.1.2; on a une inclusion :

(EBK,[t]) ®sex, Dig (V) C 17D (Vi)
Soit w > max(0,—a); si y € (EQK,[t]) ®sek, Dfi{g{‘(V), alors il existe yo €
t—bDIi’;(VE) tel que :

tn(30) — y € t*(EBK[t]) ®sex, DIz (V).

Si tp, . désigne la fonction construite dans [4, lemme 1.2.1], alors :
tm(Yotn,w) € t*(E®Kmlt]) ®sex., Dig' (V)
pour tout m # n et :
tn(Yotn.w) = ¥ € t*(EBK[t]) ®sex, D (V)

ce qui fait que yotn » € Ns(Vg). On en déduit que pour tout w > 0, I’application de
N,(Vg) dans (E®K,[t]/t*) ®sek, DXz (V) est surjective. Ceci montre le (2).
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On déduit du (1) et du (2) que Nyr(VE) est un E@Bjig’ x-module libre de rang d
et stable par Gk . Par ailleurs, si y € N4(VEg), alors ¢, 0 V(y) € t - 1, (Ns(VE)) pour
tout n d’ott V(N,(Vg)) C t- Ns(Vg) et donc V(N4r(VE)) C t - Nar(VE). Enfin si
M et N sont deux E@BL& x-modules libres de rang d inclus dans t‘bDIig(VE) tels
que V(M) C tM et V(N) C tN, alors M = N .(appliquer le corollaire 5.17 de [3] &
chacune des composantes de M et N selon la décomposition de E@Blig, k €n produit
d’anneaux de Robba). On en déduit le (3).

Pour terminer la démonstration du (4), remarquons que ¢(Nar(VE)) C Nar(VE)
car ¢(Ns(Vg)) C Nps(Vi) et que V(¢*Nar(Vg)) C t - ¢*Ngr(VE) ce qui permet de
conclure par unicité que ¢*Nygr(Ve) = Nar(VE) . d

On pose & = t~1V ce qui fait que Ngr(VE) est stable par ’'opérateur différentiel o.

Remarque 6.1.3. — La construction de Ngg(VE) implique que 'on a t_“DLg(VE) C
Nar(VE) C t*D], (Vi) et donc en particulier que Nar (Vg)[1/t] = D, (Vi)[1/1].

6.2. Monodromie p-adique

Soit K|, lextension maximale non ramifiée de Ky contenue dans K, ce qui fait
que B;'ig’ i S'identifie & un anneau de séries formelles & coefficients dans Kj. Quitte
a remplacer E par une extension finie, on peut supposer que Ky C E. Dans ce cas,
E@Blig, K ™ %}; ou f = [K{ : Qp) et I'application ¢/ stabilise chaque facteur.
On en déduit pour le E@BL& x-module Ngr(VE) construit au paragraphe précédent

une décomposition correspondante Ngg(Vg) =~ EB{;OI N((i?{(VE) ou chaque facteur est

stable par Gk (et donc par 9) et ou p* (Ng%(VE)) ~ Ng’;l)(VE) en prenant les indices
modulo f, ce qui fait que (¢f )*(Ng’&(VE)) ~ fol){(VE). Chaque Ng’l)‘(VE) est donc une
équation différentielle p-adique munie d’une structure de Frobenius.

Proposition 6.2.1. — I existe une extension finie Zr/%ZE correspondant ¢ une exrten-

sion finie de kg (X)) via le corps de normes telle que Zr @z, NgiF){(VE) est unipotente
pour tout ©.

Démonstration. — C’est le théoréme de monodromie p-adique (voir le théoréme 0.1.1
de [1] ou bien le corollaire de 5.0-23 de [23]). Remarquons qu’on ne peut pas appliquer
le théoréme 1.1 de [18] car celui-ci impose au Frobenius d’étre absolu, ni appliquer la
variante du théoréme de filtration démontrée dans [19] car celle-ci n’implique pas de
maniére évidente le théoréeme de monodromie p-adique. O

La plupart des extensions Zr/%E ne sont pas une composante d’une extension de
la forme F®Zy, ou F est une extension finie de F et L est une extension finie de K,
mais dans la proposition 6.2.1 ci-dessus, c’est en fait le cas.

Proposition 6.2.2. — 1l eziste une extension finie F' de E et une extension finie L de

K telles que (F@%’L) e Nar(VE) est unipotente.
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Démonstration. — Soit Zr 'extension finie de Zg fournie par la proposition 6.2.1;
quitte & étendre les scalaires et a élargir F', on peut supposer d’une part que %?,FO =F
et d’autre part que si 'on pose Solr(Vg) = (Zr[log(X)] ®2%5 Nar(VE))?=?, alors :

Solp (Vi) = (#Zr[log(X)] ® %, Nar(VE))®F.

Le F-espace vectoriel Solp(Vg) est muni d’une action E-linéaire de Gal(F/E) et un
résultat classique (un cas particulier de la proposition 2.2.1) nous dit que Solg(Vg) =
F ®g Solp(Vg)G2F/E)_ On a alors :

Solp(Vg) ' F/E) = (Zp[log(X)] ®x Nar(VE)) 7"
G =
C (Zr[log(X)] ®#x Nar(Vg)) =<
Cpg,
=Zr " [log(X)] ®zs Nar(VE),
puisque G pq, 28t trivialement sur Nggr(VEg).

E-Q, . N .
L’anneau #;  * correspond, via le corps de normes, & la plus grande extension de

kg((X)) incluse d’une part dans kg((X)) - F5((X))*°P et d’autre part dans l’extension
finie de kg (X)) fournie par la proposition 6.2.1, et il existe donc une extension finie

Goo —~
L de K telle que %’FE'Q” C FRAL. O

Le groupe de Galois G agit sur 6,, et 65 " est un corps de valuation discréte ce
qui fait que I'image de I'application Gr — Gq, contient le sous-groupe d’inertie d’une
extension finie de K et quitte a élargir le corps L fourni par la proposition précédente,
on peut donc supposer que 'image de G contient Ir,.

Corollaire 6.2.3. — Il existe une extension finie L de K telle que :
(E®Z1[10g(X)] ® g5, Nar(VE))'*
est un E ® Ly-module libre de rang d et on a alors :
E®%.[log(X)] ®peL, (E®ZL[10g(X)] @ ;5. Nar(VE))'™
= E®%Zy [log(X)] ® sz, Nar(VE).

On fixe cette extension L dans la suite de ce paragraphe.
Soit [p] I’é lement de A+ dont on utilise un logarithme pour plonger B dans Bgr.
Rappelons (cf. [3, §2.4] par exemple) que Bng[l/t log(X)] = rlg[l/t log[p]].

Proposition 6.2.4. — Le E®Q‘“-module ((E®Bng)[1 /t,log[p]] ® Vi) est libre de
rang d et linclusion :

((E@B,tg)u/t log[p]) ®& V&)t ((E®Bng)[1 /t,log[p]] ®& Vg)'*

est un isomorphisme.
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Démonstration. — La démonstration suit de prés celle de la proposition 3.4 de [3], &
laquelle nous renvoyons pour plus de détails. Posons :

D(V) = (E®B/,,)[1/t,log[p]] ® Vi)™

rig
D.(V) = (E8B};)[1/t, log[f]] ®& V&)
On a (ﬁ:ig[l/t, log[p]])t = 6;," et :
EQZ[log(X)] ®ppa, Nar(VE) C (E@ﬁlig)[l/t’ log[p]] ® VE

ce qui fait que D(V) est un E@Q;’—module localement libre de rangs locaux > d. Si

n 2 n(r), alors application ¢y, : ﬁ;’i’; [1/t,10g[p]] — Bar est injective par la proposi-
tion 2.25 de [3] et envoie D,(V) dans ((E®Bgr) ® Vi)'t qui est un E@@;r—module
libre de rang d, ce qui fait que D, (V) est localement libre de rangs locaux < d. Comme
D(V) = Up>0D,(V), on en déduit que D(V') est libre de rang d.

Passons maintenant & la deuxiéme assertion. Le Frobenius FE-linéaire ¢ commute
a Galois et définit un isomorphisme de D(V') dans lui-méme. Le résultat suit alors,
aprés qu’on a choisi une base de V et une base de D(V'), de ’analogue E-linéaire de la
proposition 3.2 de régularisation par le Frobenius de [3] (qui se démontre exactement
de la méme maniére qu’en Q,-linéaire). Le dernier isomorphisme est alors évident. [

Corollaire 6.2.5. — Le E@@;r-module ((E®Byg) ®k Vi)'t est libre de rang d et Uap-
plication :
L®L, (E®Bs) ®E Ve)'™* — (E®B4R) ®F Ve)'™

est un isomorphisme.

6.3. Application aux familles de représentations de de Rham
Soit B'" = @ B, log([p])t ce qui fait que B}"™ est le noyau de N**1 sur By,

max
(ici N est l'opérateur de monodromie sur By).

Lemme 6.3.1. — Soit S une algébre de coefficients et x : S — E un plongement
isométrique dans une algébre de Banach. Si a € S®B}y est tel que z(a) € E®(L®L,
B"), alors a € S®(L ®1, BL™).

Démonstration. — Rappelons que par [9, §8.4], il existe un homéomorphisme d’es-
paces de Fréchet Bl; = C,[X] tel que L®y, Bf,, s'identifie 8 C,{X} et L®, B"
a @ ,Cp{X}log(1+ X)*. On se ramene donc & montrer que si a € S®C,[X] est tel
que z(a) € E®(®!_,Cp{X}log(1 + X)?), alors a € SR(®F_,Cp{X} log(1 + X)?).
Etant donné que V'application S@Cp — E@Cp est un plongement isométrique et
que S®C,[X] = (S®C,)[X] et S®C,{X} = (S®C,){X}, on se raméne & montrer
que si A est un espace de Banach et B un sous-espace fermé de A, et si g(X) €
o yA{X}log(1 + X)* vérifie g(X) € B[X], alors g(X) € @ (B{X}log(1 + X)'.
Pour cela, considérons l'application A{X} — [],50A4 ® Qp((pn) qui & f(X) as-
socie (f(¢p» — 1))n>0. Le théoréme de préparation de Weierstrass montre que cette
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application est une isométrie sur son image, et donc qu’il existe des formules univer-
selles permettant de reconstruire les coefficients f; de f(X) = Yizo fiX J a partir de
(f(¢on — 1))n>0. En particulier, si f({p» — 1) € B ® Qp({pn) pour tout n > 0, alors
f(X) € B{X}.Sig(X) = fO(X)+ fD(X)log(1+X) +---+ fP(X) log(1+ X)" €
B[X], alors g(X) € A[X]ho (les séries qui convergent sur le disque unité ouvert),
et g(¢m — 1) = fO(¢m — 1) pour tout n > 0 ce qui fait que si g(X) € B[X], alors
f©(X) € B[X] aussi et donc & B{X}. En considérant (g(X) — f@(X))/log(1+ X),
on montre par récurrence que chaque f(V(X) € B{X}. O

Théoréme 6.3.2. — Soient S une algébre affinoide réduite, & [’espace associé a S,
[a,b] un intervalle fini de Z et V une S-représentation de dimension d de Gk telle
que V, soit de de Rham d poids de Hodge-Tate dans [a, b] quel que soit x € Z . Il existe
alors une extension finie L de K telle que le S ® Lo-module DL (V) est localement
libre de rang d et vérifie (S ® L) ®sgL, D5 (V) = Dir(V).

Siz € &, alors Uapplication S/m; ®s DL (V) — DL(V,) est un isomorphisme.

Démonstration. — Par la proposition 2.1.2, on peut supposer que S est muni de la
valuation spectrale. Par le corollaire 2.1.4, il existe m > 1 et m corps Ei,...,E,
complets pour des valuations discretes tels que 1'on ait un plongement isométrique
S — @, E;. Quitte a agrandir chacun des F;, on peut supposer qu’ils sont & corps
résiduels parfaits.

Par le corollaire 6.2.5, il existe alors une extension finie L de K telle que pour
chaque 7 on a un isomorphisme :

L ®L, (E:®Bg) ®E, Vg,)™ — ((E:®Bar) ®F, Ve,)'.

Comme une algebre affinoide est de Jacobson, alors son radical de Jacobson est nul si
elle est réduite et on peut appliquer le théoréme 5.3.2 qui nous dit que DX (V) est un
S ® L-module localement libre de rang d. On a une application injective Dz (V) —
(E®Bg4r)®sV)'* avec E = @1, E; et siy € DX (V), on peut écrire y = Z?zl y; Q;
avec y; € S®Bgg. L’isomorphisme ci-dessus implique que 'image de y; dans E®Bgr
est en fait dans E@(L ®L, Bst). Le lemme 6.3.1 nous dit alors que y; € S@(L ®L, Bst)
et donc que :

DI (V) = (S®(L ®1, Bs) ®s V)¢ = L®, DE(V).

On en déduit que DL (V) est localement libre de rang d.

Montrons maintenant le deuxieme point. Comme I’application S/m, ®s DX (V) —
DX (Vz) est un isomorphisme, I’application S/m, ®s D5 (V) — D% (V;) est injective
et c’est un isomorphisme pour des raisons de dimension : le terme de gauche est de
rang d sur S/m, alors que le terme de droite est de rang < d. O

Corollaire 6.3.3. — Soient S une algébre affinoide réduite, & [l’espace associé a S,
[a,b] un intervalle fini de Z, V une S-représentation de dimension d de Gk telle que
V, soit de de Rham & poids de Hodge-Tate dans [a,b] quel que soit ¢ € X et soit L
lextension finie de K fournie par le théoréme 6.8.2. On a alors :
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1. si 7 est un type du groupe d’inertie I(L/K), alors l’ensemble & (1) des x tels
que le type de V,, est T, est une réunion de composantes Zariski connexes de Z ;

2. si ;%”c[gsb] ou %La * dénote 1 ‘ensemble des x € X ou V, est cristalline ou semi-

stable, alors Z1%% et 2™ sont des sous-espaces S-analytiques de X ;

3. s & = .%”s[ta’b], alors DX (V) est un S ® Ko-module localement libre de rang d
et lapplication S/m, ®s DK (V) — DK (V) est un isomorphisme;

4. si X' = Q;E'fsb], alors Dms(V) est un S ® Ko-module localement libre de rang d

et Uapplication S/m, ®s DX, (V) — DX, (V) est un isomorphisme.

cris

Démonstration. — Pour montrer le (1), constatons que V,, est de type 7 si et seule-
ment si Tr(g | D5 (V2)) = Tr(7(g)) pour tout g € I(L/K) ce qui définit un sous-espace
S-analytique de 2. Comme on a 2 =[], £ (7) et qu’il n’y a qu’un nombre fini de
T possibles, £ (1) est aussi ouvert. Ceci montre le (1).

En appliquant le (1) au type trivial, on trouve que (%;[ta’b] est un sous-espace S-
analytique et %”C:Sb] est le sous-espace de ,%”s[ta’b] défini par ’équation N |p_,(v,)= 0
et est donc lui aussi un sous-espace S-analytique. Ceci montre le (2).

Montrons & présent le (3). Pour tout € 27, on a DL(V,) = Lo ®k, DE(V,); en
particulier, si y € DL (V,) et g € I(L/K), alors pour tout z € 2 on a (gy —y)(z) =
ce qui fait que gy = y par le lemme 2.1.1. On en déduit que I(L/K) agit trivialement
sur DL (V) et on peut alors appliquer la proposition 2.2.1 qui nous donne que D% (V) =
(S ®L0) ®sek, DX(V), et que DX (V) est un S ® Kp-module localement libre de rang
d.

Enfin le (4) résulte directement du (3) puisque Deyis(V) = Dy (V)V=0. O

Remarque 6.3.4. — Le théoreme 6.3.2 et son corollaire 6.3.3 sont toujours valables
si 'on suppose seulement que S est une algebre de coefficients dont le radical de
Jacobson est nul et telle que la frontiere de Shilov du spectre de Berkovich de S est
finie.

7. Un théoréeme de Wintenberger

Dans ce dernier chapitre, nous utilisons les résultats du paragraphe 4.1 pour mon-
trer le théoréeme D de l'introduction.

7.1. Continuité des périodes de Sen

Dans tout ce chapitre, on suppose toujours que K est une extension finie de Q. Si V'
est une Q,-représentation de G, soit Oy = Ogen v ’endomorphisme de Sen associé
a V (cf. §4.1) et Pgen,v(X) € K[X] le polyndme caractéristique de ’endomorphisme
de Sen. On dit que deux représentations V; et V, sont congrues modulo p* si elles
admettent deux Zp-réseaux T et T5 tels que T} /pk ~ Ty /pk . L’objet de ce chapitre
est de montrer le résultat suivant :
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Théoréme 7.1.1. — Il existe une constante c(d, K) telle que si V1 et Vo sont deux re-
présentations de dimension d de Gx qui sont congrues modulo p*, alors les polynémes
Psenvi €t Psen v, sont congrus modulo pF—¢(X),

Un corollaire immédiat (en utilisant la théorie des polygones de Newton) de ce
théoréme est le résultat suivant, di & Wintenberger (cf. [29]) :

Corollaire 7.1.2. — Il existe une constante c(d, K) telle que si V1 et Vo sont deuz
représentations de Hodge-Tate de dimension d de G, qui sont congrues modulo p*,
alors leurs poids de Hodge-Tate sont congrus modulo pl*/d—c(d.K)

Le reste de ce chapitre est consacré a la démonstration du théoréme 7.1.1 ci-dessus.
Comme K/Q; est finie, il existe une extension finie L de K telle que si T est n’importe
quelle Z,-représentation de Gk de dimension d, alors la restriction de T & G, est
triviale modulo 12p (ceci suit du fait que K n’a qu’un nombre fini d’extensions d’un
degré donné). Quitte & remplacer L par une extension finie convenable, on peut de
plus supposer que L = Ly (1.

On peut en particulier appliquer la proposition 4.1.2 pour montrer qu’il existe une
base e1,...,eq de Oc, ®z, T telle que le & -module Dse,(T') engendré par les e; est
fixe par Hy, stable par Gk, et tel que si v € I'z,, alors val,(Mat(y) — Id) > cs.

Rappelons que pour tout v € 'y \ {1}, l'opérateur Oy : Dgen(V) — Dgen(V)
défini par Oy = log(7y)/ log,(x(7)) ne dépend pas du choix de 7 et que son polynéme
caractéristique appartient & K[X].

Plagons-nous dans la situation du théoréme 7.1.1 ci-dessus et choisissons ¢} et t2
deux bases de T et T, dans lesquelles les matrices G1(g) et G2(g) de l'action de
tout ¢ € Gk sont congruentes modulo p*. Soient M; et M, les matrices selon les
bases t] et t? des bases e} et e? dont on a rappelé la construction ci-dessus. On a en
particulier : h(M;)G;(h) = M; pour tout h € Hy, et il existe N;(g) € GL4(OL) telles
que g(M;)Gi(g) = Ni(9)M; si g € Gk avec valp,(N;(g) —Id) > c3sigeI'g.

Lemme 7.1.3. — 1l existe une matrice M € GL4(6L) telle que MM, = M,

mod p*F—2.

En d’autres termes les matrices M; et My sont congrues quitte a faire un change-
ment de base.

Démonstration. — Posons B = M1M2_1 € GL4(Oc,). Le fait que si h € Hp, alors
G1(h) = G2(h) mod p* et que G;(h) = h(M;')M; implique que h(B) = B mod p*.
On sait que l'application &y /p* — (Oc,/p*)Ht est presque surjective, en ce sens
que son conoyau est tué par toute puissance de p. Il existe donc une matrice By €
GL4(OL_,) telle que B = By + p*~1B;. On a d’autre part :

9(B) = g(M1M;1)
= Ni(9)M1G1(97V)Ga(9) M5 ' No(g7")
= N1(9)BN2(g™?) mod p*
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ce qui fait que g(Bo) = N1(g9)BoN2(g97!) + p* 1B, avec B, € My(&r_ ). Comme on
a supposé que L = L, (), on dispose d’une application Ry, : Lo, — L qui satisfait
(TS2) et en particulier Rp(f_ ) C p~ 20y, ce qui fait que si C = By — Ry (By), alors
9(C) = N1(9)CNa(g7") + p* 1= R (By).

Supposons maintenant que g € I'z. On a alors vy (g(C) — C) = inf(v,(C) + c3,k —
1 — ¢2) ce qui fait que si v(C) < k—1—cp —c3, on a v,(9(C) — C) > vp(C) + c3 en
contradiction avec (TS3). Ceci montre que v(C) > k — 1 — ¢, — c3 et donc que si ’'on
pose M = By — C alors M € GL4(6L) et M — B € p*=2Mg4(&c,) ce qui montre le
lemme. O

On suppose & présent qu’on a fait le changement de base nécessaire et que My = M,
mod p*~2. En particulier, si g € I'} et comme c3 > 1/(p — 1) > 1/p, on a Ny(g) =
Na(g) =Id mod p et Ny(g) = Ny(g) mod pk~2.

Lemme 7.1.4. — Si Ny et Ny sont deux matrices telles que Ny = Ny =1d mod p et
Ny =N, mod p*~2 et sim >0, alors N} = N} mod pk+m~2.

Démonstration. — Une récurrence facile montre qu’il suffit de démontrer le lemme
pour m = 1, c’est-a-dire que N¥ = N} mod p*~!. Si I'on écrit N = Ny +p*~2?R, on
voit que

p—1

N} — NP = p+~2 Z NiRNP™'™* mod p**-2

i=0
et si N; = Id mod p, alors on voit que S7~) NiRNP~'™* est divisible par p ce qui
implique que N? = N} mod p*F—1. O

Démonstration du théoréme 7.1.1. — Si g € T} alors d’une part g agit linéairement
sur le &r-module engendré par les e; et d’autre part sa matrice releve du lemme
ci-dessus. La formule ©y = log(v)/log,(x(7)) montre que Oy est la limite quand
m — oo de (g°" —1)/p™ log,(x(g)). Le lemme précédent implique alors que d’une
part les matrices de Oy, et de Oy, sont & coefficients dans p~2~ 18, (X(9)) G, et
d’autre part que Oy, — By, est & coefficients dans pF=2-vp(108,(x(9))) ¢, . Comme la
valuation p-adique de log,(x(g)) pour un générateur g de I'] ne dépend que de L qui
ne dépend que de d et K, il existe donc une constante ¢(d, K) qui ne dépend que de
d et de K telle que les coefficients des polynémes caractéristiques de Oy, et de Oy,
sont égaux modulo p*—¢(4K), O
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