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FAMILLES DE REPRÉSENTATIONS DE DE RHAM ET 
MONODROMIE p-ADIQUE 

par 

Laurent Berger & Pierre Colmez 

Résumé. — On donne une formalisation de la méthode de Sen pour les représentations 
p-adiques. Comme application de ces techniques, on montre que (1) toute représen­
tation p-adique est surconvergente (2) si on se donne un espace 3£ = Spm(5) qui 
parametrise des représentations p-adiques Vx, alors l'ensemble des x tels que Vx est 
de de Rham (ou semi-stable, ou cristalline) à poids de Hodge-Tate dans un intervalle 
[a, b] fixé est un sous-espace 5-analytique de 3£ et (3) les modules de Fontaine D*(Vr) 
associés varient analytiquement. 

Abstract (Families of de Rham representations and p-adic monodromy). — We give a for­
malization of Sen's method for p-adic representations. As an application of these 
techniques, we show that (1) every p-adic representation is overconvergent (2) given 
a space = Spm(S) which parameterizes some p-adic representations Vx, the set of 
x's such that Vx is de Rham (or semistable, or crystalline) with Hodge-Tate weights 
in a fixed interval [a, b] is an 5-analytic subspace of and (3) the associated Fontaine 
modules D*(V) vary analytically. 

1. Introduction 

L'objet de cet article est d'étudier les familles de représentations p-adiques en 
utilisant la méthode de Sen. Soit K une extension finie de Qp et soit S une Qp-
algèbre de Banach dont on note 3£ le spectre maximal; pour pouvoir appliquer la 
théorie de Hodge sadique usuelle aux points de ^T, on suppose que pour tout x G «ST, 
le corps S/mx est une extension finie de Qp. 

Une famille de représentations de GK = Gal(Qp/K) est un .^-module libre V de 
rang fini muni d'une action 5-linéaire et continue de GK- La méthode de Sen consiste 
en une formalisation des calculs de Sen (qui portaient à l'origine sur la cohomologie 

Classification mathématique par sujets (2000). — 11F80, 12H25, 14F30. 
Mots clefs. — familles de représentations p-adiques, (y?, r)-modules, théorie de Hodge p-adique. 
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304 LAURENT BERGER & PIERRE COLMEZ 

galoisienne de GLd(Cp)). En appliquant cette méthode aux anneaux d'éléments sur­
convergents, on retrouve le théorème principal de [8] : si V est une Qp-représentation 
de GK, alors V est surconvergente. 

La même méthode appliquée à une famille de représentations fournit une famille 
de ((p, r)-modules surconvergents. De fait, on a le résultat suivant (théorème 4.2.9). 

Théorème A. — Si V est une S-représentation de GK, alors il existe un 5(8)B^-
module D^(V) localement libre de rang d et stable par ip et TK tel que si x G 2£, alors 
l'application S/mx (8)s D^(V) —• D^(14) est un isomorphisme pour tout x G 2£. 

Les liens entre (y?, r)-modules et théorie de Hodge p-adique permettent alors de 
montrer le théorème suivant (théorèmes 5.3.1 et 5.3.2). 

Théorème B. — Si V est une S-représentation de GK, et si [a, 6] est un intervalle 
fini de Zi, alors l'ensemble S£^^ des x G 3£ tels que Vx est de de Rham à poids de 
Hodge-Tate dans [a, b] est un sous-espace S-analytique de 3C. 

Si l'on suppose que le radical de Jacobson de S est nul et que X = 3tr}£h], alors : 

1. le S ® K-module D ^ ( V ) est localement libre de rang d; 

l. on a (S®BdR) DfR(F) = (S®BdR) 0 5 V ; 

3. six € 36', alors l'application S/mx(8>sD^(V) —• ^R(VX) est un isomorphisme. 

En chemin, on obtient d'ailleurs des résultats analogues avec « Hodge-Tate » à la 
place de « de Rham », cf. théorèmes 5.1.3 et 5.1.4. 

Une application « en famille » du théorème de monodromie p-adique nous permet 
alors d'obtenir le résultat suivant (théorème 6.3.2 et corollaire 6.3.3). 

Théorème C. — Soient S une algèbre affinoïde réduite, X l'espace associé à S, [a, b] 
un intervalle fini de Z etV une S-représentation de dimension d de GK telle que Vx 
soit de de Rham à poids de Hodge-Tate dans [a, b] quel que soit x G X. // existe alors 
une extension finie L de K telle que le S (g> L^-module D^.(V) est localement libre de 
rang d et vérifie (S ® L) ®5®L0 D£(V) = D%R(V) ; 

Les propriétés suivantes sont alors vérifiées : 

1. si x G 3C, alors l'application S/mx (8>s D^.(V) —• B^t(Vx) est un isomorphisme ; 

2. si r est un type du groupe d'inertie I(L/K), alors l'ensemble 3£(T) des x tels 
que le type de Vx est r, est une réunion de composantes Zariski connexes de S£ ; 

3. si 36^^ ou «yKgt*'6' dénote l'ensemble des x G 3C où Vx est cristalline ou semi-

stable, alors 3?}°^ et 3£}"'B^ sont des sous-espaces S - analytiques ; 

4. si 36 = 36^'B\ alors D^(V) est un S <8> K0-module localement libre de rang d 
et l'application S/mx <S>s D^(V) -> D^(VX) est un isomorphisme; 

5. si 36 = 36^B\ alors D^Tis(V) est un S <g> K0-module localement libre de rang d 
et l'application S/mx (8>s D^is(F) —• D*is(Vx) est un isomorphisme. 
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Enfin, dans le dernier chapitre, nous donnons une démonstration d'un théorème 
non publié de Wintenberger sur la continuité des poids de Hodge-Tate quand une re­
présentation varie. En fait, si Psen,v dénote le polynôme caractéristique de l'opérateur 
de Sen d'une représentation V de GK, nous montrons le résultat suivant (théorème 
7.1.1). 

Théorème D. — // existe une constante c(d,K) telle que si V\ et V2 sont deux 
représentations de dimension d de GK qui sont congrues modulo pk, alors les 
polynômes Psen,Vi et Psen,v2 sont congrus modulo pk~c(d^K). 

Notons pour terminer que des résultats en relation avec les théorèmes A, B et C 
ont été obtenus par Andreatta et Brinon (qui ont étendu la méthode de Sen dans [2]), 
Dee [12], Kisin (qui a démontré l'algébricité de <5T(r) du (2) du théorème C dans 
[21]) et Liu [22]. 
Remerciements : Nous remercions les personnes suivantes pour des discussions utiles 
sur des points reliés à cet article : Gaétan Chenevier, Brian Conrad, Philippe Gille et 
Kiran Kedlaya. Nous remercions par ailleurs Kiran Kedlaya, Ruochuan Liu et Fucheng 
Tan pour leurs remarques et leurs suggestions. 

2. Préliminaires 

Dans ce chapitre, nous rassemblons quelques définitions et résultats qui servent 
dans la suite de l'article. 

2.1. Algèbres de coefficients et produits tensoriels complétés 

Dans tout cet article, S est une Qp-algèbre de Banach. On note № l'espace associé 
à S, c'est-à-dire l'ensemble des idéaux maximaux de 5. On pense aux éléments de 3£ 
comme à des points et on écrit mx pour désigner l'idéal maximal de S correspondant 
au point x. Si / G 5, alors on note f(x) l'image de / dans Ex = S/mx. 

On dit qu'une partie P de & est un sous-espace S-analytique s'il existe un idéal I 
de S tel que P = {x G 2£ tels que I C mx} ou, ce qui revient au même, s'il existe une 
famille {fa}a d'éléments de S tels que P = {x G 3£ tels que fa(x) = 0 pour tout a}. 

Plutôt que de travailler avec des normes, on préfère travailler avec des « valuations » 
sur 5, qui pour f,g G S ne satisfont alors pas vais(fg) — vals(/) -h vals(<?) mais 
vais (fg) ^ vals(/) + vais (g), ce qui fait que vais vérifie : 

1. val5(/) = + o o 4 * / = 0; 

2. val5(/<7) ^ val5(/) -f val5(#) ; 

3. val5(/ + 9) > inf(val5(/), val5(<?)) ; 

Dans la suite de cet article, on dit que S est une algèbre de coefficients si S vérifie 
les trois conditions ci-dessous : 

1. S contient Qp et la restriction de vais de 5 à Qp est la valuation p-adique valp ; 

2. pour tout x G Ex est une extension finie de Qp ; 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2008 



306 LAURENT BERGER & PIERRE COLMEZ 

3. le radical de Jacobson rad(S') est nul (en particulier S est réduite) ; 

Notons que les algèbres affinoïdes réduites sont des exemples d'algèbres de coeffi­
cients. On note &s l'anneau des entiers de S pour vais. 

Si S est une algèbre de coefficients et si est un sous-espace 5-analytique de ^T, 
défini par un idéal J, alors <3f est l'espace associé à l'algèbre de coefficients S/\fî. 

Lemme 2.1.1. — Soit S une algèbre de coefficients. 

1. Si f G S est tel que f(x)^0 pour tout x G 3C, alors f est une unité de S ; 

2. si M est un S-module plat, et si y € M est tel que y{x) G M/mxM est nul pour 
tout x G <3fr, alors y = 0. 

Démonstration. — Le (1) résulte du fait que / n'est dans aucun idéal maximal, et que 
c'est donc une unité. Le (2) résulte du fait que l'application S —» Yl S/xnx est injective 
puisque l'on a supposé que rad(S') = 0, et qu'alors l'application M —> JJM/mxM 
reste injective si M est plat. • 

Si x G 9C, alors le corps Ex est une extension finie de Qp et est donc muni 
de la valuation p-adique valp. Si / G 5, on définit alors la valuation spectrale par 
valsp(/) = mîxe&valp(f(x)). Rappelons le résultat suivant (cf. [6, §6.2.4]) 

Proposition 2.1.2. — Si S est une algèbre affinoïde réduite, alors les normes déduites 
de vais et valsp sont équivalentes. 

Nous avons besoin dans le chapitre 6 du résultat suivant, qui nous assure que 
la frontière de Shilov du spectre (de Berkovich) de S existe et est finie. Une semi-
valuation multiplicative est une application val : S —> R qui vérifie val(xy) = val(x) + 
val(y) et val(x + y) > inf(val(x), va\(y)) mais pas val(x) = +oo <F> X = 0. 

Proposition 2.1.3. — Si S est une algèbre affinoïde réduite, alors il existe m ^ 1 et m 
semi-valuations multiplicatives val1,. . . , valm sur S telles que pour tout f G S, on ait 
valgp(/) = min(val i ( / ) , . . . , valm(/)). 

Démonstration. — C'est le corollaire 2.4.5 de [5], la frontière de Shilov étant définie 
après la proposition 2.4.4. • 

Corollaire 2.1.4. — Si S est une algèbre affinoïde réduite munie de la valuation spec­
trale, alors il existe m ^ 1 et m corps E\,..., Em complets pour des valuations dis­
crètes tels que Von ait un plongement isométrique S —> 0 ^ ! ^ -

Enfin, si E et F sont deux espaces de Banach, on dénote par E®F leur produit 
tensoriel complété au-dessus de Qp. Si E et F sont deux Zp-modules topologiques 
complets, on dénote alors par E®F leur produit tensoriel complété au-dessus de Zp 
(cf. [6, §2.1.7]). 
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2.2. Descente étale 

Soit B une Qp-algèbre de Banach munie d'une action continue d'un groupe fini G. 
On note l'anneau B sur lequel G agit trivialement. On suppose que : 

1. le £?G-module B est libre de rang fini et fidèlement plat ; 

2. on a B^ ®BG B ~ ®geGB^ • eg (où e2g = eg, egeh = 0 si g ^ h et g(eh) = egh). 

Proposition 2.2.1. — Si S est une algèbre de Banach (sur laquelle G agit trivialement), 
et si M est un S®B-module localement libre de type fini muni d'une action semi-
linéaire de G, alors : 

1. MG est un S®BG-module localement libre de type fini; 

2. Vapplication (S<S>B) <S>£gBc MG —» M est un isomorphisme. 

Démonstration. — Soit TTg = (ttG)"1 J2geG9 e BiG\- Si N est un B\GY module 
(quelconque), alors on a une décomposition N = 7TGN 0 ker7T<3 et № = TTGN. 
En particulier, on a M = MG 0 ker^G ce qui fait que MG est un 5<g)i?G-module 
localement libre de type fini, étant un facteur direct du S(g)jBG-module localement 
libre de type fini M. Ceci montre le (1). 

Montrons à présent le (2). Comme on a un isomorphisme (S®B) ®S^BG MG — 
B <S>BG MG, il suffit de montrer que B <8>BG MG —• M est un isomorphisme. Comme 
par ailleurs on suppose que le BG- module B^ est fidèlement plat, il suffit de montrer 
que l'application : 

B* ®BG (B ®BG MG) B* ®BG M 

est un isomorphisme. On a B^<S>BG (B®BGMG) ~ B<S>BG (B^BG M)G et B^<S>BGM 

est un B^ <g)BG £?-module qui se décompose donc en 0PEGÌV • eg où N • eg = (É* • eg) • 
(B^ ®BG M) puisque B^ ®BG B ~ ^geGB^ -eg. L'application de N-e\ dans B^ ®BG M 
qui à n-ei associe (g(n) -eG)GEG induit un isomorphisme de JV-ei dans (B^ ®BG M)G. 
On a alors : 

B <S>BG N • e1 = (B ®BG B*) ®B* N • ei 

= (eg€GB* -eg)®Bì N - e\ 

= ®geGN • eg 

= B* (8)fîG M, 

et donc l'application B^<S>BG (B®BG MG) —• B^ ®BG M est bien un isomorphisme. • 

Remarque 2.2.2. — La proposition 2.2.1 ci-dessus s'applique notamment si B est une 
extension galoisienne finie de Qp et si G est un sous-groupe de Gal(-B/Qp) ce qui 
fait que B/BG est galoisienne de groupe de Galois G. La condition (1) du début du 
paragraphe est évidente et la condition (2) est un résultat classique. Pour un deuxième 
exemple, voir le lemme 4.2.5. 
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308 LAURENT BERGER & PIERRE COLMEZ 

2.3. Représentations p-adiques et anneaux de Fontaine 

Soient K une extension finie de Qp et GK — Gal(Qp/K) et S une algèbre de 
Banach. Une famille de représentations p-adiques est un S-module V libre de rang 
fini d, muni d'une action linéaire et continue du groupe GK - Rappelons que 0$ désigne 
l'anneau des entiers de S pour la valuation vais ; on suppose qu'il existe un ^s-module 
T libre de rang d tel que V = S <8>&S T. Si S = E est un corps, alors cette condition 
est automatique, comme le montre le lemme ci-dessous. 

Lemme 2.3.1. — Si V est une E-représentation de dimension d, alors il existe un 
ÛE-module T libre de rang d et stable par GK tel que V = E T. 

Démonstration. — Si on choisit une base de V, la représentation correspond à une 
application continue p : GK —• GLd(E). Il existe donc s ^ 0 tel que l'image de GK est 
incluse dans Md(p~s&E\ Si TQ dénote le ^ - m o d u l e engendré par la base choisie, on 
voit que si g E G^, alors g(To) C P~STQ et donc que si l'on pose T = YlgeGK 
alors To C T C p~STQ et que T est donc libre de rang d et stable par GK- D 

Soit B un anneau de périodes p-adiques ; ces anneaux sont généralement des espaces 
LF ce qui permet de construire S<S>B. Supposons que B est G^-régulier (cf. [16, §1-4]), 
et que le corps BGK est une extension finie de Qp. Si V est une 5-représentation de 
G K-, alors on pose : 

DB(V) = ((SfàB) 0 s VfK, 

et on dit que V est B-admissible si : 

1. le S <8> BGK-module DB(V) est projectif de type fini ; 

2. l'application (S<S>B) <S>S<S>BGK DB(V) —» (S®B) ®$ V est un isomorphisme. 

Si c'est le cas, alors les deux conditions ci-dessus impliquent que DB(V) est projectif de 
rang d. Si S = E est un corps, DB(V) est alors libre de rang d et en particulier, si E est 
une extension finie de Qp, alors on retrouve la définition habituelle de l'admissibilité 
(cf. [16, §1.5]). 

3. La méthode de Sen 

Dans ce chapitre, nous expliquons la méthode de Sen, qui permet de simplifier le 
calcul de certains ensembles de cohomologie galoisienne. 

3.1. Les conditions de Tate-Sen 

Dans tout ce chapitre, Go est un groupe profini muni d'un caractère continu x : 
Go —» Zp dont l'image est ouverte, et on pose H0 = ker%. Si g € G0, on note n(g) 
l'entier défini par n(g) = valp(x(#) — 1). Si G est un sous-groupe ouvert de Go et si 
H = G C\ H0, alors on note G H le normalisateur de H dans Go- Comme G C G H > le 
groupe G H est ouvert dans Go et x{GH) est un sous-groupe ouvert de Z£. On note 
f i / = GH/H et CH le centre de fH. 
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Lemme 3.1.1. — Le groupe Сн est un sous-groupe ouvert de Г я . 

Démonstration. — Le noyau de la restriction de x2("p~1^ à Гя est un groupe fini A 
et le groupe Г я se dévisse sous la forme 1 —> A —> Гя —> В —• 1, où В est un sous-
groupe ouvert de Z* sans torsion (c'est à cela que sert l'exposant 2(p — 1)) et donc 
isomorphe à Zp. Le groupe Гя est donc produit semi-direct de Zp et d'un groupe fini, 
et un élément g de Zp С Гя est dans le centre de Гя si et seulement si son image 
dans Aut(A) (g agissant par conjugaison sur A) est triviale. Comme le groupe Aut(A) 
est fini, l'intersection de Сн avec Zp С Гя est d'indice fini dans Zp donc aussi dans 
Гя- Ceci permet de conclure. • 

On appelle n\(H) le plus petit entier n > 1 tel que x(C#) contienne 1 + pnZp. Le 
lemme précédent montre que П\{Н) ф +oo. 

Soit S une algèbre de Banach et soit Л une ^-algèbre munie d'une application 
valA :Â—>RU{+oo} vérifiant les conditions : 

1. valA(:z) = +00 ^ x = 0; 

2. valA{xy) ^ valA(z) + valA(?/) ; 

3. valA(a; + y) ^ inf(valA(o:), valAQ/)) ; 

4. valA(p) > 0 et valA(px) = valA(p) + valA(x) si ж G Л. 

Notons que la condition (4) inclut le cas où p est nul dans Л. La condition (3) 
permet d'utiliser valA pour munir Л d'une topologie et la condition (1) montre que 
cette topologie est séparée. On suppose de plus que À est complet pour cette topologie. 

Si d est un entier > 1 et si U G М^(Л), on note valA(C7) le minimum des valA(^i,j), 
où (uij)i^ij^d sont les coefficients de U. Le résultat suivant (immédiat) sera utilisé 
de manière intensive dans ce qui suit. 

Lemme 3.1.2. — Si d est un entier > 1 et siU G М^(Л) vérifie valA(É7 — 1) > 0; alors 
U G GLd(A) et son inverse est égal à J2n=o(^ ~ U)n. 

On suppose maintenant que Л est muni d'une action ^g-linéaire continue de Go 
telle que l'on ait valA(#(x)) = valA(x) si g G Go et x G Л. Si d est un entier ^ 1, 
le groupe Go opère continûment sur GL^(À) et on s'intéresse aux ensembles pointés 
de cohomologie continue Hx(Go, GL^(A)). La méthode de Sen (cf. [25] et [10, §3.3]) 
permet, sous certaines conditions de Tate-Sen, de réduire beaucoup la complexité 
apparente de ces ensembles. 

Définition 3.1.3. — Les conditions de Tate-Sen sont les trois conditions suivantes : 
(TS1) Il existe c\ > 0 tel que, quels que soient les sous-groupes ouverts H\ С #2 

de #0, il existe a G AHl vérifiant valA(a) > —c\ et J2reH2/H1 r(a) = 1-
(TS2) Il existe c2 > 0 et, pour tout sous-groupe ouvert H de Я0, un entier n(H) G 

N, une suite croissante (A^n)nGN de sous-^-algèbres fermées de Ля et, pour 
n ^ n(H), une application ^-l inéaire Rn,n : Ля —• Ля,п vérifiant : 
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1. si Hi c H2, alors AH2,U C AHL^N et la restriction de RH1,U à A1*2 coïncide 
avec RH2,n', 

2. RH,U est A#jn-linéaire et RH,U{X) = x si x e A#>n ; 

3. g(^H,n) = A9Hg-\n et g(RH,n{x))^= RgHg-itn(gx) si g G G0 ; en particu­
lier, commute à l'action de T# ; 

4. si n ^ et si a: G AH, alors vaiA :!mù*$^ !ù*^ vaiA(#) — c2 ; 

5. si x G A77, alors limn_>+00 RH,U{X) = x. 

(TS3) Il existe C3 > 0 et, pour tout sous-groupe ouvert G de Go un entier n(G) ^ 
ni(üf), oùH = Gr\H0l tel que, si n > n(G), si 7 G r# vérifie 71(7) ^ n, alors 7—1 
est inversible sur XH,u = (l—RH,n)(AH) et on a v a l A ( ( 7 — ^ va^Os)—C3 
si x G XH,n-

Remarquons que les applications RH,U sont des projections et nous fournissent une 

décomposition AH = A#jn 0 XH,W 

Proposition 3.1.4. — Si A est une 7¡p-algebre qui vérifie les conditions de Tate-Sen, et 
si S est une algèbre de Banach, alors G s <8> A vérifie les conditions de Tate-Sen (avec 
les mêmes constantes ci, c2 et C3). 

Démonstration. — C'est immédiat, en étendant les applications RH,U par ûs~ 
linéarité. • 

3.2. Dévissages en cohomologie continue 

Lemme 3.2.1. — Si H est un sous-groupe ouvert de Ho, si a > c\ et k G N et si 
T 1—• UT est un 1-cocycle continu de H dans GL</(A) vérifiant UT — 1 G pkMd(A) et 
V31A(UT — 1) ^ a quel que soitr G H, alors il existe une matrice M G GLd(A) vérifiant 
M - 1 G pkMD(A) et valA(M - 1) ^ a - c\ telle que le cocycle r i-> M~1UTr(M) 
vérifie va lA(M-1t /rr (M) - 1) > a + 1. 

Démonstration. — Soit i3"i un sous-groupe ouvert de H tel que va\A(UT — 1) > a + 
1 -h Ci si r G üi , et soit a G A^1 vérifiant X}retf/#i r(a) — 1 et valA(c*) > — ci. Si Q 
est un système de représentants de H/Hi, posons : 

MQ = 
ù*$ù* 

a(a)U(T. 

Les hypothèses mises sur a entraînent que MQ — 1 G pkMd(Â) et val A(MQ — 1) ^ 
a — Ci ; en particulier, vaU(MQ — 1) > 0 et MQ est inversible par le lemme 3.1.2. 
D'autre part, si Q' est un autre système de représentants de H/Hi, la relation de 
cocycle et le choix de Hi font que YQ1^{MQ — MQ>) ^ a + 1. Finalement la relation 
de cocycle permet d'obtenir la relation 

UTT(MQ) = 

ù*$ù* 

ra{a)UTr{Ua) = 

aeQ 

rcr(a)UT(T = MTQ, 
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d'où l'on tire MQ1UTT(MQ) = 1 + MQ1(MTQ - MQ) qui permet de montrer que MQ 

répond à la question (quel que soit le choix de Q). • 

Corollaire 3.2.2. — Si H est un sous-groupe ouvert de Ho, si a > c\ et si r UT est 
un 1-cocycle continu de H dans GL^(A) vérifiant Ur — 1 G pkMd(A) e£ valA(i7T —1) > a 
quel que soit T e H, alors il existe M G GL^(A) vérifiant M — 1 G pkMd(A) et 
valA(M — 1) ^ a — ci tel que le cocycle r \-> M~1UTr(M) soit trivial. 

Démonstration. — Une récurrence utilisant le lemme précédent permet de construire 
une suite de matrices (Mm)mGN telle que Mm — 1 G pkMd(A) et valA(Mm — 1) ^ 
a - ci + m et que le cocycle r H-> UntT = d l L o ^ m J ^ M I l m ^ ^ m ) vérifie 
valA(f/n>r — 1) + n + 1 quel que soit r G H. Le produit infini [ ] ^ 0 Mm converge 
alors vers une matrice M qui répond à la question. • 

Lemme 3.2.3. — Soit S > 0, soient a, b G R vérifiant a ^ c2 + C3 + S et b ^ sup(a + 
C2,2c2 + 2c3 + e£ soient H un sous-groupe ouvert de H$, n ^ n(H), 7 G r# vérifiant 
n(l) ^netU = l +pkU\ + pkU2, avec : 

Ui G Md(Aij,n), valA(C/i) > a - valA(p*) 

C/2 G Md(AH), valA(C/2) ^ 6 - valA(pfc). 

il existe M G 1 + pfeMd(AH) vérifiant valA(M - 1) > & — c2 - c3 £e//e 
M-1C/7(M) = 1 +p*Vi + pfcV2, avec : 

V1 G Md(AHfn), vaIA(VÏ) > a - valA(p*) 

F2 G Md(AH), valA(F2) > 6 - valA(p*) + (5. 

Démonstration. — D'après les conditions (TS2) et (TS3), on peut écrire U2 sous la 
forme U2 = ^,n(^2) + ( l - 7 ) ( ^ ) , avec valA(RH,n(pkU2)) ^ b-c2 ^ a et valA(pfcV) ^ 
b — c2 — C3. Un calcul brutal, utilisant les inégalités vérifiées par a et b et les identités 
RHAPkU2)=PkRHAU2) et 

(1 + pfcF)-1C77(l + pkV) = (1 - / F + p2fcF2 )(1 + / [ / 1 + pkU2){l + pS(VO) 

montre que : 

valA ((1 + p ^ ) " 1 [ / 7 ( l +pkV) - (1 +pfcC/i + pfci^,n(£/2))) ^ b + 8, 

et donc que M = l+pkV convient. • 

Corollaire 3.2.4. — Soient S > 0 et b ^ 2c2 + 2c3 + S. Si U G 1 + p*Md(ÂH) vérifie 
valA(C7 - 1) ^ b, alors il existe M G 1 + pkMd(AH), avec valA(M - 1) ^ b - c2 - c3 
£eZZe que : 

M-1Uj(M)ei+pkMd(AH,n)-mù^*m 

Démonstration. — Le lemme précédent permet de construire par récurrence une suite 
de matrices Mj pour j > 0 telle que Mj G l+pkMd(AH), valA(Mj — 1) > 6 — c2 — c3 et 
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telle que si l'on pose Uj = (M0 • • • Mj) 1Uj(M0 • • • Mj), alors Uj = l+pkUj,i+pkUj,2, 
avec : 

UjA G MD(AH,N), valA(C7j,i) >b- valA(pk) - c2, 

UJT2 e MD(AH), valA(^|2) > 6 - valA(pfc) + j5. 

Le produit infini YLt=o K̂? converge donc vers une matrice qui répond à la question. 

• 
Lemme 3.2.5. — Soient H un sous-groupe ouvert de HQ, n ^ n(H), 7 G TH vérifiant 
n(l) et B e GLD(AH). S'il existe V\,V2 G GLD(AH,N) vérifiant valA(Vi - 1) > c3 

et valA(F2 - 1) > c3 £e/s que 7(2?) = V1BV2, alors B G G L ^ A ^ ) . 

Démonstration. — Si C = B — RH,n(B), alors 7(C) = V1CV2 puisque i2#jn est AH,U-
linéaire et commute à l'action de 7. On a : 

7(C) - C = ViCV2 - C = (Vi - 1)CF2 + ViC(F2 - 1) - (Vi - l)C(F2 - 1), 

et donc valA(7(C) - G) > valA(G) + inf(valA(Vi - l),valA(F2 - 1)) > valA(G) + 
c3. La condition (TS3) implique valA(G) = +00 et donc G = 0, ce qui permet de 
conclure. • 

Proposition 3.2.6. — Soit A vérifiant les conditions de Tate-Sen (TS1), (TS2) 
et (TS3) et soit a 1—• Ua un cocycle continu sur Go à valeurs dans GLD(A). 
Si G est un sous-groupe ouvert distingué de Go tel que Ua — 1 G pkyiD(A) et 
valA(f/<T — 1) > ci + 2c2 + 2c3 quel que soit aEGetsiH = GD Ho, alors 
il existe M G 1 -h pkMD(A) vérifiant valA(M — 1) > c2 + c3 tel que le cocycle 
G 1—> Va = M~1U(Tcr(M) soit trivial sur H et à valeurs dans GLD(AHJN^). 

Démonstration. — Le corollaire 3.2.2 nous fournit une matrice M\ G 1 +pfcMd(A) 
vérifiant valA(Mi - 1) > 2c2 + 2c3 telle que le cocycle r i-> U'T = M^1UTr(Mi) 
soit trivial sur H et donc provienne par inflation d'un cocycle sur TH à valeurs dans 
GLD(AH) (notons que G est distingué dans Go et donc que G H — Go). 

Soit 7 G CH vérifiant 71(7) = n(G) ; en particulier, 7 est dans l'image de G et 

Wy — le pkMD(AH), avec valA(É77 - 1 ) > 2c2 + 2c3. Le corollaire 3.2.4 nous fournit une 

matrice M2 G l+pkMD(AH) vérifiant valA(M2-l) > c2+c3 telle que M2~1Uly/y(M2) G 
GLD{AHMG)). Soit M = MiM2. On a M G 1 + pkMD(A) et valA(M - 1) > c2 + c3, 

et le cocycle r 1-» VT = M~1UTr(M) est trivial sur H, à valeurs dans GLD(AH) et 

vérifie V7 G GLd(A#?n(G)) et valA(V7 - 1) > c2 + c3 > c3. 
Si r G Go, on a T7 = 7T dans Go/H et la relation de cocycle nous fournit la 

relation : 

VTT(Vy) = VT1 = F7T = F77(K). 

On peut alors appliquer le lemme 3.2.5 à B = VT, V\ = V~x et V2 = r(Vy) pour en 

déduire le fait que VT est à coefficients dans AH^G)- Ceci permet de conclure. • 
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3.3. Application aux ^-représentations 

Soit S une algèbre de Banach et A vérifiant les conditions de Tate-Sen. Une 6s-
représentation de Go est un ^ -module libre de rang fini muni d'une action continue 
^s-linéaire de Go ; la dimension d'une telle représentation est le rang du ^5-module 
sous-jacent. 

On note A+ (resp. A j n , si H c HQ est ouvert et n G N), l'anneau des entiers de 

A (resp. AH,n) pour la valuation valA (i.e. l'ensemble des x vérifiant vaU(a:) ^ 0). 

Proposition 3.3.1. — Soient T une &s représentation de dimension d de Go, V = 
S®&ST etk un entier tel que valA(pfe) > C1+2C2+2C3. Soit G un sous-groupe distingué 
de Go agissant trivialement sur T/pkT, soit H = G H H0 et soit n ^ n(G). Alors 
A+ <8)&ST contient un unique sous-A^ n- module n(T) libre de rang d vérifiant les 
propriétés suivantes : 

1. D^jn{T) est fixe par H et stable par Go ; 

2. l'application naturelle A+ ®A+ DJjn(T) —• A+ T est un isomorphisme; 
H ,n ' 

3. D~£[n(T) possède une base sur A^n qui est cs-fixe par G/H (i.e. si 7 G G/H, 
alors la matrice W de 7 dans cette base vérifie VSL\A(W — 1) > es). 

Démonstration. — Soit vi,...,Vd une base de T sur 6s et soit Ua = (u?j ) la matrice 
des vecteurs a(vi),..., a(vd) dans la base vi,..., vd (i.e. cr(vj) = J^=i uïjvi)- Alors 
a 1—• Ua est un morphisme continu de groupes de Go dans GLd(&s) Que l'on peut 
aussi voir comme un 1-cocycle continu sur Go à valeurs dans GLd{&s) C GL^(A+). 
Par hypothèse, on a Ua G 1 +pkMd(&s) si cr G G et la proposition 3.2.6 nous fournit 
une matrice M G GL^(A) vérifiant vaU(M — 1) > c2 + c3 (et donc M G GL^(A+)), 
telle que le cocycle a y-> Va = M~1Uao~(M) soit trivial sur H et h valeurs dans 
GLd{AHMG)) fl GLd(Â+) = GLd(A+MG)). Si M = (m^), et si ek = Ei=imj\*^> 
on a 

d d / d \ 
°(ek) = ^2cr(mj>k)a(vj) = ^ ^ < ^ K f c ) j v{ = ek, 

3=1 i=l \j=l J 
si G G H, ce qui fait que e i , . . . , Cd est une base de A+ <&&ST sur A+ fixe par H. 

De plus, si 7 G G/H, la matrice W de 7 dans la base e i , . . . , ed est de la forme 
M~1Uaa(M), où cr G G est un relèvement de 7, et vérifie donc V31A(W—1) > C2+C3 > 

C3. On en déduit le fait que le sous-Aj n-module engendré par e i , . . . ,ed vérifie les 
propriétés voulues, d'où l'existence d'un tel module. 

Pour démontrer l'unicité, fixons 7 G CH vérifiant 71(7) = n. Soient e i , . . . , ed et 
e i , . . . , e'd deux bases de A+ <S>^S T sur A+, fixes par H, telles que les matrices W 

et W de 7 dans ces bases appartiennent à GLd(Ajn), avec n > ^(G) et vérifient 
vaU(VF - 1) > c3 et vaU(W - 1) > c3. Soit B G GLd(Â+) la matrice des e'j dans la 
base e i , . . . ,ed. Alors 5 est invariante par H et on a W = B~1Wj(B). D'après la 
proposition 3.2.5, ceci implique B est à coefficients dans An,n (et donc dans A j n), ce 
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qui permet de montrer que les A¿ n-modules engendrés par e i , . . . , e¿ d'une part et 
e'l5..., e'd d'autre part, sont égaux. Ceci termine la démonstration de la proposition. 

• 

Remarque 3.3.2. — Conservons les hypothèses de la proposition 3.3.1 ci-dessus. Si l'on 
pose DH,U(T) = A#jn(8)A+ D^N(T), alors DH,U(T) est un A#5n-module libre de rang 

d et est l'unique sous-A#5n-module de A vérifiant les propriétés : 

1- DH,n(T) est fixe par H et stable par G0 ; 

2. l'application naturelle A <8>AH)N DH,U(T) —• A T est un isomorphisme ; 

3. DH,U(T) possède une base sur A#jn qui est C3-fixe par G/H. 

La démonstration est exactement la même que celle de la proposition 3.3.1. 

4. Deux applications de la méthode de Sen 

Dans ce chapitre, nous donnons deux applications de la méthode de Sen vue au 
chapitre précédent ; la première est la théorie de Sen habituelle, la deuxième est la 
construction de ((p, r)-modules. 

4.1. Le corps Cp et l'opérateur de Sen 

Le premier exemple non trivial d'anneau vérifiant les conditions de Tate-Sen est le 
corps Cp muni de la valuation valp et de l'action de GK- Cet exemple est dû à Tate 
(cf. [28]). Nous donnons dans ce paragraphe l'application de la proposition 3.3.1 à la 
construction de l'opérateur de Sen (voir [25, 26, 27]). 

Si L est une extension finie de K, alors on note Ln = L(¡ipn) pour n ^ 1 ainsi que 
HL = Gal(K/Loo) et YL = GaJ(Loo/L). On a alors C^L = Loo, le complété de 
pour valp. Par ailleurs, si n G N et si x G L ^ , alors [Ln+k ' Ln]~1TrLn+k/Ln(x) ne 
dépend pas du choix de l'entier k tel que x G Ln+fc- L'application de LQO dans Ln 
ainsi définie se prolonge par continuité uniforme en une application RL,U ' £<x> —• Ln-

Proposition 4.1.1. — Vanneau A = Cp vérifie les conditions (TS1), (TS2) et (TS3), 
avec KHl — Loo, AHL,U = Ln, RHL,U = RL,U et valA = valp; les constantes c\ > 0, 
C2 > 0 et C3 > l/(p — 1) pouvant être choisies arbitrairement. 

Dans toute la suite de l'article, on se fixe des constantes c\ > 0, c2 > 0 et C3 > 
l/(p - 1) telles que l'on ait c\ + 2c2 + 2c3 < valp(12p), et on note n(L) = U{GL). 

Proposition 4.1.2. — Soient S une algèbre de Banach, T une â's-représentation de 
dimension d de GK et V = S T. Soit L une extension galoisienne finie de K 
telle que GL agisse trivialement sur TjYlpT et soit n ^ n(L). Alors (S<S>CP) (8)5 
V contient un unique sous-(S (8) Ln)-module libre Dg^n(V) de rang d vérifiant les 
propriétés suivantes : 

1. Dg^n(y) est fixe par HL et stable par GK ; 
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2. T>^N(V) possède une base sur S ® LN qui est c^-fixe par TL ; 

3. l'application naturelle (5<8)CP) <8>s<g>Ln Dgenn(F) —> (5<g)CP) 0 5 F est un isomor­
phisms 

On a alors 3/mx®sDl:n(V) sDl:n(V)!ù*$ 

Démonstration. — Cela suit de la méthode de Sen (plus précisément de la proposition 
3.3.1 et de la remarque 3.3.2 qui la suit) et du fait que CP vérifie les conditions de 
Tate-Sen. Le dernier point résulte de la proposition appliquée à S/mx et du fait que 
l'image de S/mx <8>s ^^(V) dans (EX <g> Cp) <S>VX vérifie les conditions (1), (2) 
et (3). • 

Si 7 G TL vérifie 72(7) ^ n, alors 7 agit trivialement sur LN et linéairement sur 
Dg^n(V). Si de plus M7 désigne la matrice de 7 dans une base de T>^N(V) de telle 
manière que l'on ait valp(M7 — 1) > 0, on peut définir le logarithme log7 de 7 par 
la série — X)m=i(l — 7)m/m. On a log(7fe) = Hog7 , et TL étant un groupe de Lie 
p-adique de dimension 1, l'opérateur (logp xM)-1 l °g7 ne dépend pas du choix de 
7. On le note Osen- Comme on peut prendre 7 dans le centre de T^, l'opérateur 
©Sen commute à l'action de TL ; en particulier, son polynôme caractéristique et son 
polynôme minimal sont à coefficients dans S ®K. L'opérateur Osen est l'opérateur de 
Sen et si x G 9£, les valeurs propres de ©sen(#) sont appelées les poids de Hodge-Tate 
généralisés de Vx. On retrouve ainsi les constructions de Sen (voir [25] pour le cas 
S = Qp et [26, 27] pour les familles). 

Remarque 4.1.3. — En prenant n = n(L) et 7 G TL vérifiant 72(7) = n(L), et en 
utilisant le fait que la matrice M7 de 7 dans une base C3-fixe de T>^N(V) vérifie 
valp(M7 — 1) > C3 > l/(p — 1), on voit que les valeurs propres de logM7 sont de 
valuation > C3 et donc que les poids de Hodge-Tate généralisés de V sont de valuation 
p-adique > l/(p— 1) — n(L). 

4.2. Les anneaux surconvergents et les (<p, r)-modules 

Le corps E, la valuation vais et les anneaux Â °'r̂  et A^,S sont définis et étudiés 
dans [11]. Nous rappelons ici quelques unes de leur propriétés qui nous serviront dans 
ce chapitre. Rappelons que pour r > 0, l'anneau A(°'rl est défini par : 

sDl:n(V) 
x = 

+00 

k=0 

)pk[xk] G A, lim 
k—>-\-oo 

valE(xfc) 
r / 

— +00 

et que si x = J2k=oPk[xk] £ Â °'r̂  alors on pose val^0'r^(a;) = inffc^o(valE(a;fc) + k/r) 
L'anneau A^S est défini par A^S = 

x = 
+00 

k=0 
p [xk] G A,valE(zfc) H 

psk 

p-1 
0 VA:, lim I 

k—»+oo 
valE(xk) + 

psk 
p-i 

= +00 
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ce qui fait que si l'on pose s(r) = (p - l)/pr, alors l'anneau des entiers de Â 0'7"] 
pour la valuation val(0'r] s'identifie à A^s^ et que l'on a = A^s^[l/[ñ]]. On 
renvoie à [11] pour la définition des autres anneaux que l'on utilise dans ce paragraphe 
(notamment tous les anneaux sans tilde) ainsi que la construction des applications 

RL,N : Afr] = (A^)HL - ^-n(Ai°'p"nr]). 

Proposition 4.2.1. — L'anneau K = A*0»1' vérifie les conditions (TS1), (TS2) et (TS3) 

avec A1**- = • A<°'11, AHL,N = <p-n{A^p'n])9 RHL,U = RLtn et valA = val(0'1], les 
constantes c\ > 0, c2 > 0 et c% > l/(p — 1) pouvant être choisies arbitrairement. 

Démonstration. — Ceci est démontré dans [11] : la condition (TS1) résulte du lemme 
10.1, la condition (TS2) résulte du corollaire 8.11 et la condition (TS3) résulte de la 
proposition 9.9. • 

Lemme 4.2.2. — Si M G 1 + pMd(AK) est tel qu'il existe Uy V G 1 + pMd(AK) tels 
que l'on ait Uj(M) = MV, alors M G 1 + pMd(AK). 

Démonstration. — Soit RK,O l'application de [11, §8.3] et N = M—RK,O(M). Il s'agit 
de vérifier que l'on a N = 0. Supposons le contraire et soient A: G N le plus grand entier 
tel que TV G pkMd(AK) et N l'image dep~kN dans M ^ E ^ ) . Comme RK# commute à 
7 et est AK linéaire, on a Ury(N) = NV, et donc aussi U'y(p~kN) = (p~KN)V, ce qui 
nous donne en réduisant modulo p : 7(iV) = N. D'autre part, comme RK,O(N) = 0, 
on a RK,O(N) = 0 ; on en déduit (cf. [11, §9]) la nullité de N puis celle de N, ce qui 
permet de conclure. • 

Dans le reste de cet article, on fixe des constantes c\ > 0, c2 > 0 et C3 > l/(p — 1) 
telles que c\ +2c2 + 2c3 < valp(12p). Si T est une Zp-représentation de GK>> si s > 0, et 
si L est une extension galoisienne finie de K, alors on pose D^,S(T) = (A^s <g)zp T)HL ; 
c'est un A^-module muni d'une action de TL. Pour n ^ 0, on pose par ailleurs 
D ^ J T ) = ip-N(B^pns(T)), qui est alors un A*¿*n - ^ " " ( A ^ ^ - m o d u l e . 

Proposition 4.2.3. — Soient K une extension finie de Qp et T une Zp-représentation 
de GK- Si L est une extension galoisienne finie de K telle que GL agisse trivialement 
sur TjYlpT et sin > n(L), alors D¿J"1)/p(T) = ^ ( ( A t ^ " 1 ^ " 1 ) ®Zp T)HL) 

est l'unique sous-A}¿^í~1^v-module libre de rang d de Aj[^p~1^p ®zp T vérifiant les 
propriétés suivantes : 

1. DJ^~1)/p(T) est fixe par HL et stable par GK ; 

2. l'application naturelle de At.(p-i)/p® tf(p_1)/pD^"1)/p(T) dans IL^-Vlv®^ 
L, n ' 

T est un isomorphisme ; 

3. le Aj^-1^p-module D|i'^~1^p(r) a une base telle que si 7 G r^, la matrice 

W1 de 7 dans cette base vérifie val^0'^(W7 — 1) > C3. 
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Démonstration. — Comme valp(12p) > c\ + 2c2 + 2C3, l'unicité d'un module vé­
rifiant les conditions ci-dessus suit immédiatement des propositions 4.2.1 (les an­
neaux surconvergents vérifient les conditions de Tate-Sen) et 3.3.1 (l'application de la 
méthode de Sen). Il reste à vérifier que le module fourni par la proposition 3.3.1 
coïncide bien avec ((p~n (A^PU (p_1)) ®Zp T)HL. La démonstration de la propo­
sition 3.3.1 donne la construction de ce module : si l'on note UT la matrice de 
r G GK dans une base de T, alors la proposition 3.2.6 nous fournit une matrice 
M G 1 + 12pMd(At'^-1)/p) avec val(0'1](M - 1) > c2 + c3 telle que le cocycle 
r I—> M~lUTr(M) soit trivial sur HL et à valeurs dans G L ^ A ^ - 1 ^ ) . Le cocycle 
r CT = ipn{M-1UTr{M)) = ipn(M)-lUTifn{r{M)) est alors'trivial sur HL et à 

valeurs dans GLd(A£pn"1(p_1)). 
D'autre part, la théorie des (<£, T)-modules de [14] nous fournit une matrice P G 

1 + 12pMd(A) telle que le cocycle r H DT = P~1UTr(P) soit trivial sur JH"L et à 
valeurs dans GL^A^) . 

Eliminant UT entre CT et DT, et posant N = <pn(M)_1jP, on obtient la relation 
NDT = CTr(N). En particulier, comme CT = Dr = 1 si r G ona iV G GLd(AL). 
D'autre part, comme UT — 1 est divisible par 12p dans A^ si r G GL et comme il 
en est de même de M et P , les matrices N et, si r G GL, GR et DT appartiennent à 
1 + 12pMd(AL). Comme par ailleurs CT et Dr sont à coefficients dans AL, le lemme 
4.2.2 implique que N est à coefficients dans AL puis que M est à coefficients dans 
¥>-"(A). 

On en déduit le fait que la base e i , . . . ,ed de At,(p~1)/p (8>zp que l'on déduit 

de M comme dans la démonstration de la proposition 3.3.1 est constituée d'élé­

ments de DJ^~1)/p(T). D'autre part, M est dans GLd(At'^"1^p) et à coefficients 

dans l'anneau (p~N(A^PN 1(^~1)), ce qui implique que e i , . . . , ed est une base de 

^ ( A t ' ^ ' ^ P - ^ Î ^ T s u r ^-n(At^n_1(p-1)). On en déduit le fait que D^"1) /p (T) 

est le sous-A^'^-1^p-module engendré par e i , . . . , Ceci permet de conclure. • 

Corollaire 4.2.4. — Soient K une extension finie de Qp et T une Zip-représentation 
de GK- Si L est une extension galoisienne finie de K telle que GL agisse trivialement 
sur T/12pT et sis > (p - l)pn(L)_1, alors le A]£S-module D['S(T) est libre de rang d 
et Vapplication naturelle de A^'s 0At,« D^'S(T) dans A^,S <S>zp T est un isomorphisme. 

Démonstration. — Le fait que ^~l)^L)~l (T) = ^n(L)(D^J(^1))/p(T)) et la propo­

sition 4.2.3 montrent que si s = (p — l)pn(L)_1, alors D^'S(T) est libre de rang d et 

l'application naturelle de A^S 0At,« D^'S(T) dans A^S 0zp est un isomorphisme. 

Si l'on écrit une base de T selon une base de D^'S(T), on obtient donc une matrice de 

Md(At's)nGLd(At's) = GLd(At's). Ceci montre le corollaire pour s = {p-l)pn^-1. 

Si s ^ (p - l)pn(L)-1, alors il suffit d'étendre les scalaires. • 

Nous descendons maintenant de L à K. Rappelons que = AJ^fl/p]. 
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Lemme 4.2.5. — Si L est une extension galoisienne finie de K, alors : 

1. il existe s(L/K) tel que si s > s(L/K), alors il existe a G B^'s qui engendre une 
base normale de B^£s sur B\^s et tel que le discriminant du polynôme minimal 
de a est inversible dans B^s ; 

2. si s > s(L/K) etG = Gn\(L/K), alors ( B ^ ) * b£* ~ 0pGG(B^)^ep. 

Démonstration. — Si a G B ^ engendre une base normale de B [ sur BJ^ alors le 
discriminant du polynôme minimal de a est inversible dans B^s pour s assez grand 
ce qui montre le premier point. 

Soit s ^ s(L/K) et f(X) = Yl(X - a{) G B^S[X] le polynôme minimal d'un tel a. 
On a B['s = B^s[X]/f(X) et donc : 

(B^)» ®Bj.. ~ (B^)> ®Bj,. B t / [ X ] / / ( X ) 

~ (B^)HX]/ / (X) 

^ . ( B ^ l l l / f l - , , ) 

~ ®g€G(B^eg. 

En effet, l'hypothèse selon laquelle le discriminant de f(X) est inversible garantit que 
les idéaux (X — ai) sont deux-à-deux étrangers et que l'on peut appliquer [7, chap. 
II, §1, n° 2, prop. 6] (le théorème des restes). • 

Proposition 4.2.6. — Soient K une extension finie de Qp etT une Zp-représentation 
de GK- Soit L une extension galoisienne finie de K telle que GL agisse triviale­
ment sur T/12pT et soit n ^ n(L) et soit V = Qp ®zp T. Si s ^ max((p — 
l)pn(L)-i,s(L/K)), alors : 

1. le -module D^S(T) et le B^-module T>^(V) sont libres de rang d; 

2. l'application naturelle de B^s ®Bt>a D^S(V) dans B^s <S)Qp V est un isomor-
phisme. 

Démonstration. — Le fait que D^S(F) est libre de rang d et que l'application de 

B£s <g>Bt,S D^S(F) dans D^'S(V) est un isomorphisme résulte du lemme 4.2.5 ci-dessus 

et de la proposition 2.2.1 (la descente étale). Comme on sait par le corollaire 4.2.4 que 

l'application de B^s ®Bt,8 D^S(V) dans B^s ®qp V est un isomorphisme, cela montre 

le (2) et le deuxième point du (1) (notons que D^S(F) est nécessairement libre car 

B^s est un anneau principal). 

Pour montrer que le A^s-module D^S(T) est libre, on choisit n > 0 et on regarde 

^KS{V)/Qn où Qn = ( (1+X)pn-1)/((1+X)pn-1-1) : c'est un Kn-espace vectoriel de 

dimension d (cf. le lemme 4.9 de [3]) et l'image de D^S(T) dans T>^(V)/Qn en est un 

0KN-réseau. Si l'on choisit d éléments de D^S(T) dont les images engendrent ce réseau, 

alors on vérifie qu'ils engendrent D^S(T) en utilisant le fait que A^s est complet pour 
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la topologie Qn-adique et que le noyau de l'application Dj£s(T) —• D]^S(V)/QN est 
Q»Dfc*(T). 

Pour mémoire, notons le corollaire suivant (le théorème principal de [8]) : 

Corollaire 4.2.7. — Si V = Qp (g>zp T, alors DF (V) = (B+ (g>Qp V)Hk est un sous-B]K-
espace vectoriel de dimension d de T>(V) stable par TK et ip. De plus, on a : 

D(V) = BK®BIKD*(V) et ®B^D\V) = Bi ®QPV. 

En particulier, le fondeur V H-» T>^(V) est une équivalence de catégories de la catégorie 
des Qp-représentations de GK vers la catégorie des (ip,T)-modules étales sur B^K. 

Soient maintenant S une algèbre de Banach, K une extension finie de Qp, V une 
5-représentation de GK, T. un ^5-réseau de V stable par GK, et L une extension 
galoisienne finie de K telle que GL agisse trivialement sur TjYlpT. On pose s(V) = 
max((p — l)pn(L)-1, s(L/K)) et on s'arrange (quitte à augmenter un peu s(V)) pour 
qu'il existe un entier n(V) tel que pn^~1(p — 1) = s(V). 

Proposition 4.2.8. — Si V est une S-représentation de GK de dimension d et si n ^ 
n(L), alors ( ^ A t , ( p - 1 ) / p ) <8>0S T possède un unique sous- 6s®A['(r1)7î'-module 
D^_1)/p(T), libre de rang d, fixe par HL, stable par GK, possédant une base presque 
invariante par TL et tel que : 

( ^ A t - ^ - D / P ) ®4?egAu,-1)/p D^-1)/P(T) ~ ( ^ A ^ P - D / P ) ®ûs T. 

Démonstration. — C'est encore une application immédiate de la proposition 3.3.1, 
en utilisant les propositions 4.2.1 et 3.1.4. • 

Si V est une ^-représentation de GK de dimension d et si 5 ^ s(V), alors on pose : 

№,(P-D/P) ®,sgAuri,„ D^(r1)/PCD - {0s®ÀUp-1)lv) ®e!ù* 

où n(V) est l'entier défini plus haut. 

Théorème 4.2.9. — Si V est une S-représentation de GK de dimension d et si s ^ 
s(V), alors : 

1. D ^ S ( F ) est un S<8)B\( -module localement libre de rang d; 

2. Inapplication (S,0Bt,a)(g)5gBt>aDj^(Vr) —• ( S ^ B ^ 8 ) ® ^ V est un isomorphisme; 

3. 52 x G 3C, alors Inapplication S/mX(S)s^KS(y) —» D ŝ(Vrx) est un isomorphisme. 

Démonstration. — La proposition 4.2.8 ci-dessus implique que D ^ ' S ( F ) est un 

S(g)B|;s-module libre de rang d et que l'application (£®Bt»a) ®5gBt,- D £ S ( F ) 

(S(S)B^S) (g>s V est un isomorphisme. Les points (1) et (2) résultent alors de la 
proposition 2.2.1. 
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Enfin le (3) pour K = L et s = pn^~1(p— 1) résulte de l'unicité dans la proposition 
4.2.8 et le cas général en résulte en étendant les scalaires et en prenant ensuite les 
invariants par HK> • 

Remarque 4.2.10. — Le foncteur V y-> D^(F) n'est plus une équivalence de catégories 
de la catégorie des représentations p-adiques vers la catégorie des (y?, r)-modules étales 
en général (contrairement au cas où S est une extension finie de Qp). Si par exemple 
S contient un élément y transcendant et de valuation nulle, alors le (</?, r)-module 
étale D de dimension 1 ayant une base e telle que ip(e) = ye et 7(e) = e pour 7 G T 
ne provient pas d'une famille de représentations p-adiques (exemple dû à Gaétan 
Chenevier). 

4.3. Le module Ddiî(V) 

Soit BdR le corps de périodes p-adiques construit par Fontaine (voir par exemple 
[15]). Rappelons que l'on a une application injective de B^^p_1^p dans BjR qui à 
x = YltS)Pk[xk\ associe la somme de la série dans BdR. Si n ^ 0, on compose cette 
injection avec (p~n : B^^p_1^pn —> B^^p_1^p pour obtenir une application toujours 
injective in : B^^p_1^pn —> BjR. Si L est une extension finie de Qp et si n ^ n(L), 

J. / -I \ „71 — 1 
alors l'image de B™ par ¿n est incluse dans Ln[£|. 

On définit £®BjR comme la limite projective des 5<8>(BjR/tfc) et S(g)BdR comme 
la limite inductive des S®£~*BjR. On définit 5®Ln[£] comme la limite projective 
des S®(Lnlt}/tk). Si V est une ^-représentation de GK et si s ^ s(V) et n ^ 
max(n(L),n(s)), ceci nous permet de poser : 
D&,+(V) = (S®Lniq)®sn$B^£S(V) et D&(V) = (S^Ln{(t)))^B^£'(y). 

Le 5<8)Ln\t\-module D^ '+ (V) est alors libre de rang d. Si S = Qp, alors c'est un 
Ln[£]-réseau du Ln((£))-espace vectoriel Djjj(V') qui est de dimension d. 

Le lemme suivant est une conséquence directe du (2) du théorème 4.2.9. 

Lemme 4.3.1. - On a (5®B+R) ®sgin[tJ Vfa'+{V) = (5®B+R) ®s V. 

Pour terminer, mentionnons que l'on retrouve Dsen(^0 à partir de DjjJ'+(V) 
(l'énoncé et la démonstration du (2) de cette proposition, que nous n'utilisons pas 
par la suite, dépendent du paragraphe 5.1 ci-dessous). 

Proposition 4.3.2. — Si V est une S-représentation de GK et s ^ s(V) et n ^ n(s), 
alors l'image de d£*(V) par 6 o ip~n dans (S®CP) (g) s V coïncide avec Dg^n(F). En 
particulier : 

1. onaD^+(V)/t = Dtn(V); 

2. (si S = Qp) la représentation V est de Hodge-Tate à poids dans [a,b] si et 

seulement si ( iLeMifr - x(lY)) • D%Ï+{V) C t • D&+(V). 
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On peut d'ailleurs construire D ^ , + (y) en appliquant la méthode de Sen à A — 
B^R, c'est ce qui est fait dans [17]. 

5. Représentations de de Rham 

Dans ce chapitre, nous appliquons les constructions des chapitres précédents aux 
familles de représentations de de Rham ; en particulier, nous montrons le théorème B 
de l'introduction. 

5.1. L'anneau BHT et les représentations de Hodge-Tate 

On note BHT l'anneau CP[£ ,£-1] muni de l'action de GQp prolongeant celle sur Cp 
par la formule g(t) = x(#)£> ce qui fait de t un analogue (naïf) p-adique de 2in. 

Si K est une extension finie de Qp, une Qp-représentation V de GK de dimension 
d est dite de Hodge-Tate (cf. [16, §3]) s'il existe a i , . . . , G Z et une base / i , . . . , fd 
de Cp ®QP V sur Cp sur laquelle GK agit par g(fi) = x(9)aifi pour 1 ^ i ^ d. Si tel 
est le cas, les entiers a i , . . . , ad sont appelés les poids de Hodge-Tate de V. 

De manière équivalente, V est de Hodge-Tate si et seulement si le K -espace vectoriel 
D^T(F) = (BHT ®QP V)GK est de dimension d. La graduation de BHT étant stable 
par GK, elle induit une graduation de D p ^ V ) , et les poids de Hodge-Tate de V sont 
les opposés des degrés apparaissant dans la graduation de ^>^(V). 

Si L est une extension finie de if, on a DjjT(V) = L (S)K ^UT(Y) ê  d°nc V est de 
Hodge-Tate à poids de Hodge-Tate a i , . . . , a^ en tant que représentation de GK si et 
seulement si c'est le cas en tant que représentation de GL-

Plus généralement, si E est une extension finie de Qp, une ^-représentation V 
de dimension d est dite de Hodge-Tate si elle est de Hodge-Tate en tant que Qp-
représentation (de dimension d[E : Qp]), les poids de Hodge-Tate de V étant définis 
comme étant ceux de V vue comme Qp-représentation (il y en a donc d[E : Qp]). 
De manière équivalente, V est de Hodge-Tate si le E ®Qp if-module ^>^T(V) = 
(BHT ®QP V)GK = {{E <8>Qp BHT) ®E V)GK est libre de rang d. Notons que les 
gradués ne sont pas nécessairement de rang constant. 

Proposition 5.1.1. — Soient K une extension finie de Qp et V = Qp <g>zp T une Qp-
représentation de GK • Soit L une extension galoisienne finie de K telle que GL agisse 
trivialement sur T/12pT, soit n ^ n(L) et soit 7 G TL vérifiant /1(7) = n. Les deux 
conditions suivantes sont alors équivalentes : 

1. la représentation V est de Hodge-Tate et ses poids de Hodge-Tate sont 
ai,..., ad; 

2. Vêlement 7 agit de manière semi-simple sur Dsen(^) et ses valeurs propres sont 

X(7)ai,.-.,x(7)ad. 

Démonstration. — Si V est de Hodge-Tate de poids de Hodge-Tate a i , . . . ,a^, alors 
Cp ®QP V possède une base / 1 , . . . ,/d sur Cp telle que l'on ait g(fi) = x{9)ai fi si 
g G GK et 1 ^ i ^ d. Le Ln-espace vectoriel engendré par / 1 , . . . , fd est alors fixe 
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par H l (et même par H k ) , stable par G k et possède une base presque invariante 
par T^, à savoir la base / i , . . . , / d . Par la proposition 4.1.2, on a donc T>^n(V) = 
Lnf i 0 • • • 0 Lnfd et comme 7(/») = x(l)ai/»> cela implique que 7 est semi-simple et 
que ses valeurs propres sont x(l)ai » • • • > x(7)ûd? ce qui démontre que (1) implique (2). 

Réciproquement, si 7 est semi-simple et ses valeurs propres sont x(l)ai > • • • > x( lYdi 
et si / 1 , . . . , fa est une base de T>^n(V) sur Ln constituée de vecteurs propres (fi étant 
vecteur propre pour la valeur propre x(7)ûi)> al°rs /i> • • • > /d est une base de cp<S>qp V 
sur laquelle Gz,n agit par g(fi) = x(g)ai fi- La restriction de V à Gz,n est donc une 
représentation de Hodge-Tate de poids de Hodge-Tate a i , . . . , et comme on l'a 
rappelé au début de ce paragraphe, cela implique (1). • 

Corollaire 5.1.2. — La représentation V — QP<S)zpT est de Hodge-Tate si et seulement 
si @Sen est diagonalisable à valeurs propres entières; de plus, ces valeurs propres 
comptées avec leurs multiplicités sont les poids de Hodge-Tate de V. 

Démonstration. — Soit e i , . . . , une base de Dg"n(T) sur Ln qui est C3-fixe par TL. 
La matrice de U1 dans cette base vérifie v&\p(U1 — 1) > l/(p — 1) (cf. la remarque 
4.1 .3) , ce qui implique qu'une valeur propre a de U1 vérifie vslp(a — 1) > l/(p — 1) . 

En particulier, si a est de la forme yxdYi avec a € Z et y racine de l'unité, alors 
y = 1. Comme les poids de Hodge-Tate généralisés sont les (logp x(7))_1 logp a, où a 
décrit les valeurs propres de [7"7, cela permet de conclure. • 

Théorème 5.1.3. — Soient S une algèbre de Banach, 3C son spectre maximal, et V 
une S-représentation de dimension d de GK- Si [a, b] est un intervalle fini de Z, alors 
V ensemble des xG f tels que VX soit de Hodge-Tate, à poids de Hodge-Tate 
appartenant à [a,b], est un sous-espace S-analytique de 3£. 

Démonstration. — Soient T un sous-^-réseau de V stable par G^, L une extension 
galoisienne finie de K telle que GL agisse trivialement sur TjYlpT, n ^ n(L) et 
7 G TL vérifiant 77,(7) = n. Soit e i , . . . , e<j une base de Dsen(^) sur S <g> Ln, soit U la 
matrice de 7 dans cette base et soit / l'idéal de S 0 Ln engendré par les coordonnées 
de nt=a(^ ~~ xdY)- Alors 3£j£^ est le sous-espace de SC défini par l'idéal / d'après 
les propositions 4 .1 .2 et 5 .1 .1 . • 

Théorème 5.1.4. — Si S est une algèbre de coefficients, si V est une S-représentation 
de GK et [a, b] est un intervalle fini de Z tel que pour tout x G 3C', la représentation 
VX est de Hodge-Tate, à poids de Hodge-Tate appartenant à [a, 6], alors : 

1. le S<S)K-module D H T ( ^ ) = ( ( S ^ B H T ) <8>S V)Gk est localement libre de rang d ; 

2. l'application (5(8)BHT) ®S<8>K D H T ( ^ ) —• ( S ^ B H T ) ®S V est un isomorphisme ; 

3. l'application S/mx (g) s D H T ( ^ ) —» D H T ^ ) est un isomorphisme. 

Démonstration. — Soient T un sous-^s-réseau de V stable par GK, L une extension 
galoisienne finie de K telle que GL agisse trivialement sur T/12pT, n ^ n(L) et 7 G TL 
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vérifiant 71(7) = n. La proposition 4.1.2 montre que T>S^N(V) est un S ® LN-module 

*Sen( 

b 

localement libre de rang d. Si y G DsenOO» posons : 

w = n 7 - xdY 
l=a x(i)j - X W 

L'hypothèse selon laquelle pour tout x G 3C, Vx est à poids de Hodge-Tate dans 
[a, b] implique que pour tout x G l'application 2/ • % sur Dggn(V^) est la 
projection sur T>sçN(VX)RN=X3 parallèlement à la somme directe des autres espaces 
propres. On a donc YJ(X) G Dgenn(T4)rn=x:' et Y(X) = Y,bj=aVj(x)^ et le lemme 
2.1.1 montre qu'on a alors yj G T>^N(V)TN=XJ et y = J2bj=aVj ce <lm ^ait <lue 
D|enn(V) = e5=aDSenn(^)rn=xJ- Ceci montre que D|enn(Vr)r»=xi est un 5(g)Ln-module 
localement libre de type fini. Comme DJ^,(V) = S j D g ^ V ' ) ^ * ' * " ' , on en dé­
duit que D ^ ( V ) est localement libre de type fini. La décomposition D ^ ( V ) = 
®j^sên(V)rn=x31~j et le (3) de la proposition 4.1.2 impliquent que l'application 
(S(8)BHT) ®s<g>Ln D H T ( ^ ) ~~y ( 5 0 B H T ) ®S V est un isomorphisme, et en parti­
culier que D^îp(V) est localement libre de rang d ce qui montre le (1) et le (2) 
pour Ln. On redescend à K en utilisant la proposition 2.2.1. Le (3) suit du fait 
que D ^ ( V ) = 0jD|gn(V)rn=xJt~J' et du fait que par la proposition 4.1.2, on a 

Dse"„(^)* = D |rn(vg. • 

5.2. Le corps B^R et les représentations de de Rham 

Si K est une extension finie de Qp, une Qp-représentation V de dimension d est 
dite de de Rham (cf. [13]) si le if-espace vectoriel D ^ ( V ) = (BdR <8>QP V)GK est de 
dimension d. Si L est une extension finie de K, on a T>^R(V) = L®K T>^R(V) et donc 
V est de de Rham en tant que représentation de GK si et seulement si c'est le cas en 
tant que représentation de GL-

Plus généralement, si E est une extension finie de Qp, une ^-représentation V de 
dimension d est dite de de Rham si elle est de de Rham en tant que Qp-représentation 
(de dimension d[E : Qp]). De manière équivalente, V est de de Rham si le K <S)QP E-

module DfR(V) = (BdR ®Qp V)GK = ((E ®Qp BdR) ®E V)GK est libre de rang 
d. 

Il est utile de savoir caractériser les représentations de de Rham en terme du ((p, T)-
module qui leur est associé. 

Proposition 5.2.1. — Soient K une extension finie de Qp, V une Qp-représentation 
de dimension d de GK, T un réseau de V stable par GK, L une extension galoisienne 
finie de K telle que GL agisse trivialement surT/12pT, n un entier > n(L) etj ETL 
vérifiant 71(7) = n. 

Si [a, b] est un intervalle fini de Z tel que V est de Hodge-Tate à poids de Hodge-Tate 
dans [a,b], alors les conditions suivantes sont équivalentes : 
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1. la représentation V est de de Rham; 

2. la restriction de V à GLu est de de Rham; 

3. le Ln((t))-espace vectorielT>^(V) contient un sous-Ln[i\-réseau N vérifiant (7— 

1)N c *N et t~aD^(V) C N C t~bD^{V) ; 

4. on a Ut'aa(7 ~ xhY) • D&'+(V) C 1*—"D$£'+(V). 

Démonstration. — L'équivalence entre (1) et (2) a été rappelée au début de ce para­
graphe. Remarquons par ailleurs que le lemme 4.3.1 montre que T>^(V) = D̂ -J (V)1=1 
et donc que si V est de de Rham, alors (3) est vrai avec N = Ln\t\ ®£n T>^(V). Si 
(3) est vrai, alors : 

2b-a 2b-a 

J] (7 - x(lY) • Ddff'+(*0 c n (7 - xdY) • *aN 
i=a i—a 

C t2fc-a+1N 

C tb-a+1D^<+(V), 

ce qui montre (4). Le reste de la démonstration est consacré à remonter les implica­
tions. 

Montrons tout d'abord que (3) implique (2) ; pour cela, considérons les opérateurs : 

*ù*$ 
*$ù* 

*$ù* 

y - xiiY 
1 - xdY 

Si k ^ 1, alors ak induit l'identité sur N/£N. Par ailleurs, ak — ak+i = 1_x^k+i Qfc 
et une récurrence immédiate montre que (1 — 7)0^ (x) G £fe+1N et ak(x) — ak+\(x) G 
£fc+1N si x G N. La suite de terme général ak(x) converge donc dans D ^ ( V ) et 
la limite est invariante par 7, ce qui nous fournit une application Ln-linéaire ¿¿11 : 
N/tN —• T>dji(V) qui est injective car ak induit l'identité sur N/tN quel que soit 
k > 1, et D^(Vr) est donc de dimension ^ d sur Ln. On en déduit le fait que V 
est de de Rham en tant que représentation de GLU, que ¿¿11 est un isomorphisme et 
que N est le sous-Ln[£j-module de D ^ ( F ) engendré par D ^ ( F ) , ce qui termine la 
démonstration du fait que (3) implique (2). 

Pour montrer que (4) implique (3), considérons le sous-Ln[£j-module N de Ddif (V) 

engendré par les t~k rLe[a,26-a]-{fc}(7 — x(lY) 'x, avec & € Kb] e tx GD^'+(F) .Par 
construction, on a N C t~bD^{'+(V). Comme les polynômes Ylie[a,b]-{k}(X — x{lY)-> 
pour k G [a, 6], sont premiers entre eux dans leur ensemble, le Ln-espace vectoriel 
D^n(V) = Vdx+(V)/tD^+(V) (cf. proposition 4.3.2) est engendré (comme Ln-

espace vectoriel) par les images des Ilie[a,&]-{fc}(7 ~ xilY) agissant sur D g ^ V ) . 
Comme par ailleurs on a supposé que V est de Hodge-Tate à poids dans [a, 6], 
IL<G[fc+i,2fe-a](7-x(7)') est un isomorphisme de D^n(V) et donc D^n(V) est engendré 
par les images des Ili€[a,2&-a]-{ife}(7 ~ x(7)*) agissant sur B^n(V). Ceci implique que 
D^'+(V) est engendré (comme Ln[£]-module) par les images des riï€[a,26-a]-{fc}(7 — 
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XW) agissant sur D ^ ' + ( V ) et donc que N contient £ ~ a D ^ , + (V). Finalement, si 
x G D ^ ' + ( y ) et A; G [a, 6], on a : 

( 7 - I K * " * 

26-a 

i=a 
i^k 

d - xdY) • x) = xh)-Kt~K 

2b-a 

i=a 
(7 - xiiY) • * 

G t b-a-fc+l D L„,+ ( y ) ) 

et tb-a-k+1D^'+(V) C r a + 1 D ^ , + (V) C tN. 

La démonstration ci-dessus montre en particulier que si V est de de Rham, alors 
D & , + ( * 0 = M*] ®Ln D&(V) et donc D&(V) = Ln((t)) ® L„ D&(V). 

5.3. Les périodes d'une famille de représentations de de Rham 

Si V est une 5-représentation de GK et si M est une extension finie de K, on pose 
D&iV) = ( ( 5 ® B d R ) ®s V)G". 

Théorème 5.3.1. — Soient S une algèbre de Banach, 2£ l'espace associé à S, et V 
une S-représentation de dimension d de GK- Si [a, b] est un intervalle fini de Z, alors 
l'ensemble 3£$^ des x G 3£ tels que Vx soit de de Rham, à poids de Hodge-Tate dans 
[a, b], est un sous-espace S-analytique de 2£. 

Démonstration. — Comme une représentation de de Rham est a fortiori de Hodge-
Tate, on peut, quitte à remplacer 3£ par supposer que Vx est de Hodge-Tate 
à poids de Hodge-Tate dans [a, b] quel que soit x G 3£ (ceci grâce au théorème 5 .1 .3) . 

Soit T un ^s-réseau de V stable par GK et soient L une extension galoisienne 
finie de K telle que GL agit trivialement sur T/12pT, s ^ s(V), n ^ max(n(L), n(s)), 
et e i , . . . , e^ une base de D^' S(F) sur iS®B^'s. Alors e i , . . . , e^ est aussi une base 
de D ^ ' + ( F ) sur 5<g)Ln|£j et, si x G alors ei(x),..., e^(x) est une base de 
D ^ ' + ( T 4 ) sur Ex ® L n[£]. Ceci permet d'écrire un élément y de D ^ ' + ( F ) sous la 
forme $^f=i(X^^o ai,j(y)^)ei, o u les aij sont des éléments de S ® L n . Soit 7 G vé-
rifiant n ( 7 ) = n et soit A : D& 1 + (V) - D ^ ' + ( F ) l'opérateur A = n ? ^ ° ( 7 - xfr)')-
D 'après le (4) de la proposition 5 .2 .1 , si x G alors 1 4 est de de Rham si et seule­
ment si \(tkee(x)) G £ 6 ~ A + 1 D ^ ' + ( K ) quels que soient l^i^detO^k^b-a. Il 
résulte de ce qui précède que Vx est de de Rham si et seulement si aij(X(tkei))(x) = 0 
quel que soient 1 ^ i,£ ^ d et 0 ^ j , k ^b — a + 1 et donc que 3?}^ est le sous-espace 
5-analytique de S£ défini par l'idéal de S engendré par les coordonnées (selon une 
base de Ln sur Q p ) des a^j\\(t kei)), pour 1 ^ 2, ^ ^ d et 0 ^ k ^b — a + 1. • 

Théorème 5.3.2. — Soient S une algèbre de coefficients, 3£ l'espace associé à S, [a, b] 
un intervalle fini de Z etV une S-représentation de dimension d de GK telle que Vx 

soit de de Rham à poids de Hodge-Tate dans [a,b] quel que soit x G SC. Alors : 

1. le S (g) K-module DJT>(V) est localement libre de rang d ; 

2. on a ( S ® B d R ) ®S®K D j k ( V ) = ( 5 ® B d R ) <g)5 V ; 
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3. si x G 2£, alors Vapplication 5/ma:<g>,s'D< l̂(V') —• T>^R(VX) est un isomorphisme. 

Démonstration. — Pour k ^ 0, considérons l'opérateur : 

(3k = 
b—a+/e 

i=a—b 

7 - xhr 
i - X(lY 

: t - b D ^ ( V ) ^ t - b D L d ^ ( V ) . µ £ 

On voit que ( 1 -7 ) / ?* envoie t~bD^ '+(F) dans t1-a+fcD^'+(F) et donc que fa+1 -fa 
envoie aussi *~6D^'+(F) dans t1-a+fcD^'+(F) ce qui fait que si y G £~bD^'+(F), 
alors quand k —> 00, la suite des converge. On en déduit une application 
(3 : t-bB^+(V) -> t - b D ^ ' + ( F ) qui vérifie (1 - 7)/? = 0 et qui est l'identité sur 
(£~6DjjJ'+(V))7=1. Les calculs de la proposition 5.2.1 montrent que si x G 3C, alors 
/? n'est autre que la projection t~~bD*£'+(Vx) -> D^(FX). Soit M l'image de /?. Re­
marquons que l'on a une injection M —> t~bD^iJ,+ (Vr)/t1~aDjiJ'+(V) qui fait que l'on 
peut écrire le S <g> Ln-module libre de rang fini W = t~bT>^+(V)/^'^^ (V) sous 
la forme VF = M 0 ker/?. Ceci montre que M est projectif de type fini. Le lemme 
4.3.1 montre par ailleurs que l'on a Djj(Vr) C D ^ ( V ) . Si y G D ^ ( V ) , il existe donc 
b(y) ^ 6 tel que y G t~b^D^iJ,","(V), mais l'image y de y dans le 5 (g) Ln-module libre 
t-Hy)D^+(V)/t-bD^+(V) venue y(x) = 0 pour tout x par la proposition 5.2.1 
et donc y = 0 par le lemme 2.1.1. On en déduit que Djg(Vr) = ( t~bD^'+(V0)7=1 
et donc finalement que M = T>^(V). On en déduit en particulier que l'application 

DdR(*0 -* DCÏR ( ^ ) est surjective. 
On a alors une application (S<g>Ln((t))) <g>s®Ln Djg(V) —• Djjj(V) et nous allons 

montrer qu'elle est surjective. Si y G t~bDd£'+(V), soit 0̂ — 2/ — Y^=ot~^(^y) et 
pour * > 0, soit = - P(zi))/t. Posons ti; = ^ = 0 t~jP(tjy) + E^i Un 
petit calcul montre que w(x) est l'écriture de y(x) selon la décomposition : 

t-bD^+(Vx) C Ln((t)) ®Ln D&(VX), 

et donc que = pour tout x ce qui fait que par le lemme 2.1.1, on a y = w 
et donc : 

t-"Dfc+(V) C № „ ( ( * ) ) ) ®s«Lfl D ^ ( F ) , 
ce qui fait que l'application que l'on voulait est bien surjective. Le lemme 4.3.1 montre 
alors que l'on a un isomorphisme (SigBdR) <8>s®Ln D ^ V ) = (S®BdR) ®s V- En 
particulier, Dj j (V) est de rang d et l'application S/mx ®s Djg(V) ~* D d R ( ^ ) est 
un isomorphisme. Ceci montre les points (1), (2) et (3) avec Ln à la place de K. Pour 
passer de Ln à il suffit d'utiliser la proposition 2.2.1. • 

On dit qu'une représentation qui vérifie les hypothèses du théorème 5.3.2 est de de 
Rham à poids de Hodge-Tate dans [a, b]. 

Remarque 5.3.3. — L'hypothèse que rad(S) = 0 n'est pas superflue dans les théorèmes 
5.1.4 et 5.3.2. Si S = QP[Y]/Y2 et V est le caractère g*-+l + logp x(g)Y, alors Vx est 
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de de Rham en tout point de 3£ (le seul point étant donné par Y — 0, où V est triviale) 
mais eSen = Y sur DSen(^) ce qui fait que D H T ( V ) = Y • V et BDR(V) = Y-V. 

6. Représentations semi-stables et monodromie p-adique 

Dans ce chapitre, nous démontrons une version en famille du théorème de monodro­
mie p-adique et comme application, nous démontrons le théorème C de l'introduction. 
La démonstration est fortement inspirée de celle qui est donnée dans [3]. 

6.1. Construction de NdR(F) 

Dans tout ce chapitre, on suppose que S est une algèbre de coefficients. On se donne 
un corps E (contenant Qp) complet pour une valuation discrète, à corps résiduel UE 
parfait (ce qui fait que E est une extension finie de W(fc#)[l/p]), et une application 
continue S —• E. Si V est une 5-représentation de GK, alors cette application permet 
de considérer la ^-représentation VE = E <S>s V. On suppose dans tout ce chapitre 
que V est de de Rham à poids de Hodge-Tate dans un intervalle [a, 6], c'est-à-dire 
qu'elle vérifie les hypothèses du théorème 5.3.2. 

Soit Bjjg K l'anneau construit dans [3, §2.6], c'est le complété de B^s pour sa 
topologie de Fréchet. Si F est une extension finie de E, soit âëpS l'anneau des fonctions 
f(X) h coefficients dans F et vérifiant la condition de convergence habituelle (celle 
de [3, proposition 2.31]). Il existe alors un nombre fini d'extensions finies Ei de E 
telles que l'on a une décomposition d'anneaux E^R\[^K ~ Rappelons (cf. 

[18, §2] par exemple) que &p3 est un anneau de Bezout : en particulier les modules 
localement libres de type fini sont libres et un l£<g)BV ^-module est donc localement 
libre de type fini si et seulement si chacun des facteurs est libre de rang fini. Rappelons 
par ailleurs que 2$£S est aussi une algèbre de Préchet-Stein (cf. [24, §3]), ce qui fait 
qu'un sous-module fermé d'un module libre de rang fini est lui-même libre de rang 
fini. On en déduit la même propriété pour №Bj.g)K. 

Si V est une 5-représentation de GK, alors on pose : 
liSS(VE) = (25®B&*) ®s^s Dfc*(V).liSS(VE) 

ce qui fait (par le théorème 4.2.9) que Dj.g(V) est un 5 ® B V ^-module localement 
libre de rang d. On pose par ailleurs : 

DliSS(VE) = (25®B&*) ® s ^ s Dfc*(V). 

Enfin, si 7 G T \ {1} est proche de 1, alors log 7/ logp x(l) est bien défini et ne dépend 
pas de 7 et on le note V. 

Proposition 6.1.1. — Soit V une S-représentation de GK qui est de de Rham à poids 

de Hodge-Tate dans un intervalle [a, b]. Si NS(VE) = {y G t~bDll^(VE) tels que in{y) G 
(E®Kn\t\) ®5®Kn V$£(V) pour tout n ^ n(s)}, alors : 

1. le E®T$\{sgK-module NS(VE) est libre de rang d et stable par GK ; 
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2. pour tout n ^ n(s), on a : 

(EfèKn[t]) ®L^B1,Sk NS(VE) = (E®Kn[t]) ®S®Kn T>«g{V). 

Si l'on pose NdR(VE) = (E^BLIGK) ®e%b^k Na(VE), alors : 

3. le E®IîliK-module NdR(V£) est libre de rang d, stable par GK et ne dépend 
pas du choix de s ; 

4. on a ^*(NdR(V^)) = NdR(Vk;) et V ( N d R ( ^ ) ) C t • NdR(Vky). 

Afin de montrer cette proposition, nous avons besoin du lemme ci-dessous. 

Lemme 6.1.2. — Si V est comme ci-dessus, alors : 

t-D+f"(V) C {S»Kn[t]) ®S®Kn D«£{V) C t-hD+ÙKn{V). 

Démonstration. — On a (S®Kn((t))) ®S®Kn d £ # ( V ) = (S®Kn((t))) ®s$Kn[t] 

T)fa{Kn(V) et on peut donc écrire un élément de D ^ K n ( V ) dans (S<S>Kn((t))) <S>s®Kn 

V $ R ( V ) ou bien un élément de D^(V) dans (S®Kn((t))) ®5§Kn[t] Ddfn(V)-

L'analogue du lemme pour des (^-représentations étant vrai, on en déduit le lemme 

en évaluant les coefficients des écritures des éléments de D"^ n (V) et de (V). • 

Démonstration de la proposition 6.1.1. — Les applications in : JE7®Bjjg K —• 

E®Knlt] sont continues ce qui fait que NS(VE) est un sous-module fermé de 
)f.'s( 
rigV 

t ^DJJ^VJS;), et il est donc (au vu des rappels que l'on a faits plus haut) localement 
libre de type fini. Le lemme 6.1.2 montre que f ^ J ^ ^ ) C Na(VE) C f f t D R V (V^) 
ce qui fait que NS(VE) est libre de rang d. Le fait qu'il est stable sous l'action de GK 

suit du fait que les in commutent à cette action. Ceci montre le (1). 
Montrons à présent le (2). On note B^f

Kn(VE) = (E^Knftj) ® 5 § K n [ t ] D ^ ^ V ) . 
Par le lemme 6.1.2, on a une inclusion : 

liS

S(VE) = (25®B&*) ®s^s Dfc*(V).liS

S(VE) = (25®M§%µ¨£ 

Soit tu > max(0 , - a ) ; si y € (Ë®Kn[i\) ®s®Kn D ^ ( V ) , alors il existe y0 € 

t-bD%(VB) tel que : 

in(yo) - y € H C ^ t f n M ) ® S 0 x n D * £ ( V 0 ) . 

Si t n > u ; désigne la fonction construite dans [4, lemme 1.2.1], alors : 

im(yotn,w) e tw((EfèKm[t]) ®S®Km T>$g(V)) 

pour tout m / n et : 

*n(yo*n,«,) " 2/ e t w ( (£®t f n [ t ] ) ® s 0 * n D ^ ( V ) ) , 

ce qui fait que yotU:W G NS(VE)- On en déduit que pour tout w ^> 0, l'application de 
NS(VE) dans (E®Kn[t]/t

w) 050K n D ^ F ) est surjective. Ceci montre le (2). 
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On déduit du (1) et du (2) que NdR(V£) est un l£(g)Bjig ^-module libre de rang d 
et stable par GK- Par ailleurs, si y 6 NS(VE), alors LN o V(y) G t • LN(NS(VE)) pour 
tout n d'où V(Na(VE)) C t • Na(VE) et donc V(NdR(VE)) c t • NdR(ykO. Enfin si 
M et N sont deux £?®Bj. ^-modules libres de rang d inclus dans t_bDjig(V£;) tels 
que V(M) C tM et V(iV) C £iV, alors M = AT (appliquer le corollaire 5.17 de [3] à 
chacune des composantes de M et N selon la décomposition de 2?®Bjig K en produit 
d'anneaux de Robba). On en déduit le (3). 

Pour terminer la démonstration du (4), remarquons que V?(NDR(VE)) C NdR(y#) 
car <p(Na(VE)) C Npa(VE) et que V((p*NdR(VE)) C t • <p*NdR(VE) ce qui permet de 
conclure par unicité que <£*NDR(VE) = NdR(y#) . • 

On pose d = £_1V ce qui fait que NdR(V£) est stable par l'opérateur différentiel d. 

Remarque 6.1.3. — La construction de NdR(y#) implique que l'on a t-aDlig(VE) C 

NdR(VkO C t-bBlig(VE) et donc en particulier que NdR(Vk)[l/t] = Drtig(^)[l/t]. 

6.2. Monodromie p-adique 

Soit K'Q l'extension maximale non ramifiée de KQ contenue dans KQQ ce qui fait 

que Bjig K s'identifie à un anneau de séries formelles à coefficients dans KQ. Quitte 

à remplacer E par une extension finie, on peut supposer que KQ C E. Dans ce cas, 

2£®Bj. K ~ où / = [KQ : Qp] et l'application ipf stabilise chaque facteur. 

On en déduit pour le £"(g)Bjig ^-module NdR(V£) construit au paragraphe précédent 

une décomposition correspondante NDR(V#) ~ © { ^ N ^ ^ V E ) où chaque facteur est 

stable par GK (et donc par d) et où <p* ( N ^ ( V ^ ) ) ~ N ^ ^ V E ) en prenant les indices 

modulo / , ce qui fait que (<pf)*(N$L(VE)) ^ N ^ ( V ^ ) . Chaque N^(V^) est donc une 
équation différentielle p-adique munie d'une structure de Frobenius. 

Proposition 6.2.1. — II existe une extension finie &E/&E correspondant à une exten­
sion finie de kE((X)) via le corps de normes telle que &F®$èE NdR(V#) est unipotente 
pour tout i. 

Démonstration. — C'est le théorème de monodromie p-adique (voir le théorème 0.1.1 
de [1] ou bien le corollaire de 5.0-23 de [23]). Remarquons qu'on ne peut pas appliquer 
le théorème 1.1 de [18] car celui-ci impose au Frobenius d'être absolu, ni appliquer la 
variante du théorème de filtration démontrée dans [19] car celle-ci n'implique pas de 
manière évidente le théorème de monodromie p-adique. • 

La plupart des extensions &F/&E ne sont pas une composante d'une extension de 
la forme F<g>&L où F est une extension finie de E et L est une extension finie de K, 
mais dans la proposition 6.2.1 ci-dessus, c'est en fait le cas. 

Proposition 6.2.2. — // existe une extension finie F de E et une extension finie L de 
K telles que (F<^^L) ®E®@K N<IR(VE) e^t unipotente. 
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Démonstration. — Soit &F l'extension finie de S&E fournie par la proposition 6.2.1 ; 
quitte à étendre les scalaires et à élargir F , on peut supposer d'une part que âêF=0 = F 
et d'autre part que si l'on pose So\F(VE) = (âêF[log(X)] NdR(VE))a=0, alors : 

So\F(VE) = (âêF[\og(X)] ®Me NdR(VE))GF. 

Le F-espace vectoriel SOI^VE ) est muni d'une action F-linéaire de Gal(F/F) et un 
résultat classique (un cas particulier de la proposition 2 .2 .1 ) nous dit que SOIF(VE) = 

F ®E SO\F(VE)G^{F/E). On a alors : 

So\F(VE)G*l(F/E) = (âêF[log(X)} NdR(V^))G* 

C (&F[\og(X)} ®<%E NDR(VE)fB^ 

= <%GFE*v [\og{X)\ ®<%E NdR(VE), 

puisque GEQ agit trivialement sur NdR(V£;). 

L'anneau &F p correspond, via le corps de normes, à la plus grande extension de 
fc#((X)) incluse d'une part dans kE((X)) • Fp((X))sep et d'autre part dans l'extension 
finie de kE((X)) fournie par la proposition 6 .2 .1 , et il existe donc une extension finie 

Q 
L de K telle que Qp C F®@L. • 

— G F 
Le groupe de Galois GF agit sur Qp et Qp est un corps de valuation discrète ce 

qui fait que l'image de l'application GF —» GQP contient le sous-groupe d'inertie d'une 
extension finie de K et quitte à élargir le corps L fourni par la proposition précédente, 
on peut donc supposer que l'image de GF contient II-

Corollaire 6.2.3. — II existe une extension finie L de K telle que : 

(E®&L[\og(X)} ®e^k NdR(KB))J* 

est un E (g) LfQ-module libre de rang d et on a alors : 

E®<%L[log(X)} ®e®l'0 (E®œL{\og(X)} ®e~^k NdR(V^))^ 

= É®@L[\og{X)) ®e^k NdR(VB). 

On fixe cette extension L dans la suite de ce paragraphe. 
Soit [p] l'élément de A+ dont on utilise un logarithme pour plonger Bst dans BdR. 

Rappelons (cf. [3, §2.4] par exemple) que Brfig[l/*, log(X)] = Brfig[l/^ log[p]]. 

Proposition 6.2.4. — Le -module ((F<g>Bjig)[l/t, log[p]] <8>E Ve)Il est libre de 
rang d et Vinclusion : 

((£®B+g)[l/t,log[p]] ®e VE)lL C ((E®B\ig)ll/t,log\p\} ®E VE)IL 

est un isomorphisme. 
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Démonstration. — La démonstration suit de près celle de la proposition 3.4 de [3], à 
laquelle nous renvoyons pour plus de détails. Posons : 

D(V) = ((E®BLig)[l/t,log[p]] ®E VE)IL 

DR(V) = ((£fèBÎ£)[l/t,log[p]] ®E VEYK 

Ona(Bjig[l/t,log|p|])/* = Q£ret : 

E®@L[\og{X)\ ®b^k NdR(V£) c (E®BTis)[l/t,\og\p\] ®E VE 

ce qui fait que D{V) est un E^Q^-module localement libre de rangs locaux ^ d. Si 

n ^ n(r), alors l'application tn : B ^ l / t , log[p]] —> BdR est injective par la proposi­

tion 2.25 de [3] et envoie Dr(V) dans ((E®BdR) ®E VE)IL qui est un £®Q£r-module 

libre de rang d, ce qui fait que Dr(V) est localement libre de rangs locaux ^ d. Comme 

D(V) = Ur>oDr(V), on en déduit que D(V) est libre de rang d. 
Passons maintenant à la deuxième assertion. Le Frobenius E-linéaire tp commute 

à Galois et définit un isomorphisme de D(V) dans lui-même. Le résultat suit alors, 
après qu'on a choisi une base de V et une base de D(V), de l'analogue E-linéaire de la 
proposition 3.2 de régularisation par le Frobenius de [3] (qui se démontre exactement 
de la même manière qu'en Qp-linéaire). Le dernier isomorphisme est alors évident. • 

Corollaire 6.2.5. — Le E®QpT-module ((E<g)Bst) <8>E VE)Il est libre de rang d et l'ap­
plication : 

L <8>L0 ((#®Bst) ®E VE)IL -+ ((£®BdR) ®E VE)IL 

est un isomorphisme. 

6.3. Application aux familles de représentations de de Rham 

Soit B+t'h = 0?=oB+axlog([p])i ce qui fait que B+'h est le noyau de N*1*1 sur Bst 
(ici N est l'opérateur de monodromie sur Bst). 

Lemme 6.3.1. — Soit S une algèbre de coefficients et x : S —• E un plongement 
isométrique dans une algèbre de Banach. Si a E S<8>B^R est tel que x(a) G E<S)(L<8)L0 

B+'h), alors a G S®(L ®Lo Bs+t'/l). 

Démonstration. — Rappelons que par [9, §8.4], il existe un homéomorphisme d'es­
paces de Fréchet B+R = Cp{Xj tel que L®Lo B+ax s'identifie à CP{X} et L<g)Lo B+'h 
à 0^=oCp{X} log(l + Xy. On se ramène donc à montrer que si a G 5<g)Cp([X| est tel 
que x(a) G E®(®*=0CP{X} log(l + X ) % alors a G S®(®Ï=0CP{X} log(l + X)*). 

Etant donné que l'application S®CP —> E®CP est un plongement isométrique et 
que S<S>CPlXj = (S®Cp)lX] et S®CP{X} = (S®CP){X}, on se ramène à montrer 
que si A est un espace de Banach et B un sous-espace fermé de A, et si g{X) G 
© t o ^ W M l + XY vérifie 9{X) € B[X], alors g(X) G ̂ 0B{X}\og(l + X)\ 

Pour cela, considérons l'application ^4{X} —» f ln^o^ ® Qp(Cpn) Qui à f(X) as­
socie (/(Cpn — l))n^o- Le théorème de préparation de Weierstrass montre que cette 
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application est une isométrie sur son image, et donc qu'il existe des formules univer­
selles permettant de reconstruire les coefficients fj de f(X) = Ylj^o fj^ a Partir de 
(f(Cpn — l))n^o- En particulier, si f(CPn - 1) G 5 0 Qp(Cpn) pour tout n ^ 0, alors 
f(X) G B{X}. Si g{X) = /<°) (X) + /(!) (X) log(l + X) + • • • + / W (X) log(l + G 

alors g(X) G AjXjhoi (les séries qui convergent sur le disque unité ouvert), 
et g(Çpn — 1) = f^(Cpn ~ 1) pour tout n ^ 0 ce qui fait que si g(X) G alors 
/ ( 0 ) P Q G aussi et donc À B{X}. En considérant (g(X) - f{0)(X))/log(l + X), 
on montre par récurrence que chaque f^(X) G • 

Théorème 6.3.2. — Soient S une algèbre affinoïde réduite, 3C Vespace associé à S, 
[a, b] un intervalle fini de Z et V une S-représentation de dimension d de GK telle 
que Vx soit de de Rham à poids de Hodge-Tate dans [a, b] quel que soit x G 2£'. Il existe 
alors une extension finie L de K telle que le S ® L^-module D^t(V) est localement 
libre de rang d et vérifie (S (g) L) ®S®L0 D£(V) = Ddii(^0-

Si x G 3£', alors Vapplication S/mx <g)s D^.(F) —• D^t(Vx) est un isomorphisme. 

Démonstration. — Par la proposition 2.1.2, on peut supposer que S est muni de la 
valuation spectrale. Par le corollaire 2.1.4, il existe m ^ 1 et m corps Ei,..., Em 
complets pour des valuations discrètes tels que l'on ait un plongement isométrique 
S —> (B^iEi. Quitte à agrandir chacun des Ei, on peut supposer qu'ils sont à corps 
résiduels parfaits. 

Par le corollaire 6.2.5, il existe alors une extension finie L de K telle que pour 
chaque i on a un isomorphisme : 

L ®L0 ((Ei®Bst) ®Ei VEi)lL "> ((SiSBdR) ®25, VEi)lL. 

Comme une algèbre affinoïde est de Jacobson, alors son radical de Jacobson est nul si 
elle est réduite et on peut appliquer le théorème 5.3.2 qui nous dit que DdR(V) est un 
S (g) L-module localement libre de rang d. On a une application injective BdR(V) —• 
((E®BdR)®sV)IL avec E = ®ZiEi et si 2/ G D£R(F), on peut écrire y = $^=1 Vj®vj 
avec yj G .S(g)BdR. L'isomorphisme ci-dessus implique que l'image de yj dans E'^BdR 
est en fait dans E®(L<g>L0 Bst). Le lemme 6.3.1 nous dit alors que yj G S®(L®L0 Bst) 
et donc que : 

DdR(TO = ®L0 Bst) ®s Vf- = L ®Lo D£(V). 

On en déduit que D^t(V) est localement libre de rang d. 
Montrons maintenant le deuxième point. Comme l'application S/mx <8>s ïïdR(V) —• 

D^R(Vrx) est un isomorphisme, l'application 5/mx ®s D^(^) —• ^^.(V^) est injective 
et c'est un isomorphisme pour des raisons de dimension : le terme de gauche est de 
rang d sur S/mx alors que le terme de droite est de rang < d. • 

Corollaire 6.3.3. — Soient S une algèbre affinoïde réduite, Vespace associé à S, 
[a, b] un intervalle fini de Z, V une S-représentation de dimension d de GK telle que 
Vx soit de de Rham à poids de Hodge-Tate dans [a, b] quel que soit x G 9C et soit L 
Vextension finie de K fournie par le théorème 6.3.2. On a alors : 

ASTÉRISQUE 319 



FAMILLES DE REPRÉSENTATIONS DE DE RHAM ET MONODROMIE p-ADIQUE 333 

7. Un théorème de Wintenberger 

Dans ce dernier chapitre, nous utilisons les résultats du paragraphe 4.1 pour mon­
trer le théorème D de l'introduction. 

7.1. Continuité des périodes de Sen 

Dans tout ce chapitre, on suppose toujours que K est une extension finie de Qp. Si V 
est une Qp-représentation de GK, soit Qy = ©Sen,v l'endomorphisme de Sen associé 
à V (cf. §4.1) et Psen,v(^0 € K[X] le polynôme caractéristique de l'endomorphisme 
de Sen. On dit que deux représentations V\ et V2 sont congrues modulo pk si elles 
admettent deux Zp-réseaux T\ et T2 tels que Ti/pk ~ T2/pk. L'objet de ce chapitre 
est de montrer le résultat suivant : 
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1. si T est un type du groupe d'inertie I(L/K), alors l'ensemble S£(T) des x tels 
que le type de Vx est r, est une réunion de composantes Zariski connexes de S£ ; 

2. si S^}^ ou ^s t*déno te l'ensemble des x G S£ oùVx est cristalline ou semi-

stable, alors Sf}*^ et 3C}^ sont des sous-espaces S-analytiques de S£ ; 

3. si 3£ = &}t'b\ alors D^(V) est un S ® Ko-module localement libre de rang d 
et l'application S/mx <S>s (V) —• (V^) est un isomorphisme ; 

4. si 3£ — Se}^\ alors D^is(F) est un S <S> K^-module localement libre de rang d 
et l'application S/mx (8)5 D^is(F) —• D^is(V^) est un isomorphisme. 

Démonstration. — Pour montrer le (1), constatons que Vx est de type r si et seule­
ment si Tr(g | D^(Vi)) = Tr(r(g)) pour tout g G I(L/K) ce qui définit un sous-espace 
5-analytique de 3£. Comme on a 3£ = JJr «2T(r) et qu'il n'y a qu'un nombre fini de 
r possibles, 3C(T) est aussi ouvert. Ceci montre le (1). 

En appliquant le (1) au type trivial, on trouve que 3?}*^ est un sous-espace S-
analytique et Sf}"^ est le sous-espace de 3£}"^ défini par l'équation N |Dst(vx) = 0 
et est donc lui aussi un sous-espace 5-analytique. Ceci montre le (2). 

Montrons à présent le (3). Pour tout x G on a D^T(VX) = LQ <S>K0 ïïf£(Vx) ; en 
particulier, si y £ D^t(Vx) et g G I(L/K), alors pour tout x G 3£ on a (gy — y)(x) = 0 
ce qui fait que gy = y par le lemme 2.1.1. On en déduit que I(L/K) agit trivialement 
sur D^(V) et on peut alors appliquer la proposition 2.2.1 qui nous donne que D^(V) = 
(S® Lo) ®S®K0 (V), et que D^(V) est un S (g) Ko-module localement libre de rang 
d. 

Enfin le (4) résulte directement du (3) puisque Dcris(F) = Dst(Vr)Ar=0. • 

Remarque 63 A. — Le théorème 6.3.2 et son corollaire 6.3.3 sont toujours valables 
si l'on suppose seulement que S est une algèbre de coefficients dont le radical de 
Jacobson est nul et telle que la frontière de Shilov du spectre de Berkovich de S est 
finie. 
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Théorème 7.7./. — // existe une constante c(d, K) telle que si V\ et V2 sont deux re­
présentations de dimension d de GK Qui sont congrues modulo pk, alors les polynômes 
Psen,Vi et Psen,v2 sont congrus modulo pk-c(d>K). 

Un corollaire immédiat (en utilisant la théorie des polygones de Newton) de ce 
théorème est le résultat suivant, dû à Wintenberger (cf. [29]) : 

Corollaire 7.1.2. — // existe une constante c(d, K) telle que si V\ et V2 sont deux 
représentations de Hodge-Tate de dimension d de GK, qui sont congrues modulo pk, 
alors leurs poids de Hodge-Tate sont congrus modulo plk/d¡-c(d^K)m 

Le reste de ce chapitre est consacré à la démonstration du théorème 7.1.1 ci-dessus. 
Comme K/Qp est finie, il existe une extension finie L de K telle que si T est n'importe 
quelle Zp-représentation de GK de dimension d, alors la restriction de T à GL est 
triviale modulo 12p (ceci suit du fait que K n'a qu'un nombre fini d'extensions d'un 
degré donné). Quitte à remplacer L par une extension finie convenable, on peut de 
plus supposer que L = Ln^). 

On peut en particulier appliquer la proposition 4.1.2 pour montrer qu'il existe une 
base e i , . . . , e¿ de ûcp ®zp T telle que le ^¿-module Dsen(^) engendré par les e¿ est 
fixe par HL, stable par GK, et tel que si 7 G T^, alors valp(Mat(7) — Id) > C3. 

Rappelons que pour tout 7 G r¿ \ {1}, l'opérateur Qy : Dsen(V) —> Dsen(V') 
défini par Qy = log(7)/ logp(x(7)) ne dépend pas du choix de 7 et que son polynôme 
caractéristique appartient à 7f[-X"]. 

Plaçons-nous dans la situation du théorème 7.1.1 ci-dessus et choisissons t] et 
deux bases de T\ et T2 dans lesquelles les matrices G\(g) et G2{g) de l'action de 
tout g G GK sont congruentes modulo pk. Soient M\ et M2 les matrices selon les 
bases t\ et tf des bases e\ et ef dont on a rappelé la construction ci-dessus. On a en 
particulier : ft(M¿)G¿(/i) = M¿ pour tout h G HL et il existe Ni(g) G GLd(^L) telles 
que g(Mi)Gi(g) = Ni{g)Mi si g G GK avec valp(Ni(g) - Id) > c3 si g G TL. 

Lemme 7.1.3. — // existe une matrice M G GL¿¿(^L) telle que MM\ = M2 
mod pk~2. 

En d'autres termes les matrices M\ et M2 sont congrues quitte à faire un change­
ment de base. 

Démonstration. — Posons B = MiM^1 G GLd(^cp)- Le fait que si h G J3"L, alors 
Gi(h) = G2(h) mod pk et que Gi(h) = h{M~l)Mi implique que h(B) = B mod pk. 
On sait que l'application &L00/pk —• {&cp/pk)HL est presque surjective, en ce sens 
que son conoyau est tué par toute puissance de p. Il existe donc une matrice BQ G 
GLd(ûLoo) telle que B = B0 +pfc-1£i. On a d'autre part : 

g(B)=g(M1M^1) 

= N1(g)M1G1(g-1)G2(g)M2-1N2(g-1) 

= N1(g)BN2(g-1) mod pk 
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ce qui fait que g(B0) = N1(g)B0N2(g~1) + pK~1B2 avec B2 G MD{0LOO). Comme on 
a supposé que L = Ьпщ, on dispose d'une application RL : LQO —> L qui satisfait 
(TS2) et en particulier Rbi^L^) С p~C2ÛL, ce qui fait que si С = B0 — RL(B0), alors 
g(C) = N^CNiig-^+PX-^RL^). 

Supposons maintenant que g G Г^. On a alors vp(g(C) — С) ^ inf (vp{C) + C3, к — 
1 — c2) ce qui fait que si v(C) < к — 1 — c2 — C3, on a vp(g(C) — C) > vp(C) + C3 en 
contradiction avec (TS3). Ceci montre que v(C) ^ к — 1 — c2 — c% et donc que si l'on 
pose M = B0-С alors M G GLd(^L) et M - В G p/e~2Md(^>Cp) ce qui montre le 
lemme. • 

On suppose à présent qu'on a fait le changement de base nécessaire et que M\ = M2 
mod pk~2. En particulier, si g G TPL et comme C3 ^ l/(p — 1) > on a Ni(g) = 
N2(g) =Id mod p et N^g) = N2(g) modpk~2. 

Lemme 7.1.4. — Si N1 et N2 sont deux matrices telles que N1 = N2 = Id mod p et 
JVi = N2 mod pk~2 et si m ^ 0, alors Nf = Nf mod pfc+™"2. 

Démonstration. — Une récurrence facile montre qu'il suffit de démontrer le lemme 
pour m = 1, c'est-à-dire que Nf = N% mod pk~l. Si l'on écrit N2 = N1 + pk~2R, on 
voit que 

p-i 
Щ -Nf = pk~2 ̂ 2 NÏRNf'1'* modp2^ 

i=0 

et si iVi = Id mod p, alors on voit que Ya=o N|R/Vf-1_* est divisible par p ce qui 
implique que Nf = Щ mod рк~г. • 

Démonstration du théorème 7.1.1. — Si g G YPL alors d'une part g agit linéairement 
sur le ^ -module engendré par les et d'autre part sa matrice relève du lemme 
ci-dessus. La formule в у = log(7)/logp(x(7)) montre que Sy est la limite quand 
m —> 00 de (дрГП — l)/pm logp(x(#)). Le lemme précédent implique alors que d'une 
part les matrices de Qy± et de Oy2 sont à coefficients dans p_2-MlosP(x(0)))^L et 
d'autre part que 6 ^ - @v2 est à coefficients dans pFC-2-VP(LOGP(X(0)))<^L. Comme la 
valuation p-adique de logp(x(#)) pour un générateur g de TVL ne dépend que de L qui 
ne dépend que de d et K, il existe donc une constante c(d, K) qui ne dépend que de 
d et de К telle que les coefficients des polynômes caractéristiques de вух et de Oy2 
sont égaux modulo рк~с(а>К). • 
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