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R E P R É S E N T A T I O N S T R I A N G U L I N E S D E D I M E N S I O N 2 

par 

Pierre Colmez 

Résumé. — Dans cet article, nous définissons la notion de représentation trianguline 
de &Qp, et étudions en détails les représentations triangulines de dimension 2, qui 
sont l'analogue local des représentations galoisiennes attachées aux formes modulaires 
surconvergentes de pente finie. 

Abstract (2-dimensional trianguline representations). — In this paper we define the notion 
of trianguline representation of &Qp, and we study in detail the 2-dimensional trian
guline representations which are the local analogue of Galois representations attached 
to subconvergent finite-slope modular forms. 

Introduction 

0.1. Notations. — Soit p =̂  2 un nombre premier ' K On fixe une clôture algébrique 
Qp de Qp, et on note &QP = Gal(Qp/Qp) le groupe de Galois absolu de Qp et 
WQP C &QP son groupe de Weil (qui est dense dans ^Qp). Si g G WQP1 on note 
deg(#) G Z l'entier défini par g(x) = xp es 9 si x G FP. Soit \ : &QP —* Z* le caractère 
cyclotomique. Si = Qp(fJ,poo), alors J#QP = kerx = Ga^Q^/Foo), ce qui permet 
de voir x aussi comme un isomorphisme de r . = &QP/HQP = Ga^Foo/Qp) sur Z*. 

Soit 2\V) l'ensemble des caractères continus S : Q* —> L*. La notation est justifiée 

par le fait que 2F {V) est l'ensemble des points L-rationnels d'une variété analytique 2F. 

On note juste x G 2"(L) le caractère induit par l'inclusion de Qp dans L, et \x\ le 

caractère envoyant x G Q* sur p~vp(x\ Si S G 2F{V), on note w(S) son poids, défini 

* par w(6) = ^pg^ ? où u G Z* n'est pas une racine de l'unité. 

t1) Le cas p = 2 demande de modifier certains des arguments de l'article. Il n'y a en principe aucune 
difficulté. 
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L'abélianisé WQP de WQP est isomorphe à Q * d'après la théorie locale du corps de 

classes, ce qui permet de voir un élément de 3F (L) aussi comme un caractère continu 

de WQP. De manière explicite, si g G WQP et 6 G 3F (L), alors 6(g) est défini par la 

formule 

ô(9) = ô(p)-d^S(x(9)). 

Si 6 est unitaire (i.e. si vp(6(p)) = 0), alors 6 se prolonge par continuité à ^ Q p , ce 

qui permet aussi de voir 6 comme un caractère de ^ Q p , et w(6) est alors le poids de 

Hodge-Tate généralisé de 6. Par exemple x\x\, qui est unitaire, correspond au caractère 

cyclotomique x 5 son poids est 1. 

0.2. L'espace des paramètres ^ j r r . — On note (61,62) un élément générique de 

3F x 3F, et on définit 5F comme la variété analytique obtenue en éclatant 3F x 3F le 

long des sous-variétés 6\6^x = xt\x\, pour i entier ^ 1 et des variétés Siô^1 = x~l', 

pour i entier > 0. On a donc une projection de 5F sur 3F x 3F dont les fibres sont 

en général réduites à un point et isomorphes à P1 dans le cas contraire. On note un 

élément générique 5 de 5F (L) sous la forme s = (61,62,5?), où «if = 0 0 G P°(£) si la 

fibre au-dessus de (61,62) est réduite à un point, et «if G P 1 ^ ) sinon. 

On note 5F+ le fermé de ^ constitué des s vérifiant les conditions 

VP(6I(P)) + VP(SZ(P)) 0 et vP(6i(p)) > 0 . 

Si s G ^ + ( L ) , on associe à s les invariants u(s) G Q + et (ws) G L définis par 

w(s)= vp(61(p))vp(52(p)) et iu(s) =w(e)- 10(^2). 

On partitionne 5F+ sous la forme S+ = J^+g ]J ̂ +ris I I I I ^+rd II«*+cl, où 
• ci^"s est l'ensemble des 5 tels que w(s) ne soit pas un entier ^ 1 ; 
• S?+xs est l'ensemble des s tels que w(s) soit un entier ^ 1, < w(s) et «if = 0 0 ; 
• 5F+ est l'ensemble des s tels que iu(s) soit un entier ^ 1, u(s) < w(s) et «if ^ 0 0 ; 
• y°rd est l'ensemble des 5 tels que w(s) soit un entier ^ 1, = ; 

• 5?+cl est l'ensemble des 5 tels que w(s) soit un entier ^ 1, u(s) > w(s). 

Remarque 0.1. — Les exposants "ng", "cris", "st", "ord" et "ncl" sont respectivement 

censés faire penser à "non géométrique", "cristalline", "semi-stable", "ordinaire" et "non 

classique". Cette terminologie vient de la classification des représentations galoisiennes 

associées aux formes modulaires surconvergentes. 

On partitionne aussi 5+ sous la forme 5F+ = 5F§ ]J 5F+, où 

• 5F§ est l'ensemble des s tels que u(s) = 0 ; 

• 5F* est l'ensemble des s tels que u(s) > 0. 

Si truc G {ng, cris, st, ord, ncl} et machin G { + , 0, * } , on note ^machin l'intersection 

de ytruc et ^machin- En particulier, les ensembles 5F§xà et 5F£cX sont vides. 
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Finalement, on pose J^irr = J^ng JJ ^.ris U -

0.3. (<p, r)-modules. — Soit S% l'anneau de Robba sur L, et soit <f t le corps des 
éléments bornés de M. Les anneaux C S sont munis d'actions du Probenius ip et 
de r commutant entre elles. 

Un (<£,r)-module sur ou ^ est un module libre de type fini muni d'actions 
semi-linéaires de cp et de F commutant entre elles, telles que ip(D) engendre D (en 
tant que module sur ou S). Un ((p, r)-module sur S est triangulable si c'est une 
extension successive de (ip, r)-modules de rang 1 sur S. 

La classification des r)-modules triangulables de rang 2 se ramène, par défini
tion, à celle des r)-modules de rang 1 et de leurs extensions, ce qui fait l'objet du 
théorème 0.2 ci-dessous. 

Si S G ^(L), on note &(ô) le (<p,T) module obtenu en multipliant l'action de ip 
sur par 6(p) et celle de 7 G T par 5(x(/y))- On a alors le résultat suivant. 

Théorème 0.2. — (i) Si D est un ((p,T)-module de rang 1 sur Si, il existe un unique 
S G &(L) tel queDJ*&(ô). 

(ii) Si ÔUÔ2 G ST{L), alors Ext1 (S (62)^(6^) = Ext1 {S%, ë&ià^1)) est un L-
espace vectoriel de dimension 1 sauf si SiS^1 est de la forme x~%, avec i entier ^ 0, 
ou de la forme \x\xl, avec i entier ^ 1 ; dans ces deux cas, Ext1 (J%(82),&(¿1)) est de 
dimension 2 et Vespace projectif associé est naturellement isomorphe à P1(L). 

Soit y(L) l'ensemble des s = (S1,ô2, h), où ô1,ô2 G £?(L) et h G Ext1 (M, M (5 xô^1)). 
Si s G on note D(s) l'extension de ^(¿2) par &(Si) définie par h. Si a G L* et 
si s' = (Si,62,ah), les ((p,r)-modules D(s) et D(s') sont isomorphes, ce qui fait que 
l'espace des paramètres naturels pour décrire les (y?, r)-modules non irréductibles de 
rang 2 sur & est le champs analytique ^ / G m . La variété analytique S? introduite 
ci-dessus correspond à l'ouvert « h ^ 0 » des ((p, r)-modules non scindés. 

0.4. Représentations triangulines. — Rappelons que la catégorie des L-

représentations de &QP est équivalente [14, 5] à la catégorie des ((p, r)-modules étales 

sur . Par ailleurs, Kedlaya a établi [21] l'existence d'une filtration par les pentes 
pour les (^-modules sur S&\ cette filtration est l'analogue de la décomposition de 
Dieudonné-Manin. Une conséquence de ce théorème de Kedlaya est que la catégorie 
des L-représentations de &QP est aussi équivalente à la catégorie des r)-modules 
sur M qui sont (2) de pente 0. 

Si V est une L-représentation de S?Qp, on note D+(V) et Drig(V) = SU Dt(V) 
respectivement les (</?, r)-modules sur <?t et qui lui sont associés. On dit que V est 

(2) U n (^-module D sur & est de pente 0, s'il contient un «^-module A étale sur é>^ tel que l'on ait 
D = <̂ (g)<g»t A ; le module A est alors unique d'après le théorème de Kedlaya. 
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trianguline ^ si T>Tig(V) est triangulable. La classification des représentations trian-

gulines (4) de dimension 2 est donc équivalente à celle des (tp, r)-module triangulables 

de pente 0 ; elle repose sur le théorème 0.2 et le théorème de Kedlaya dont un certain 

nombre de conséquences immédiates sont résumées dans la remarque suivante. 

Remarque 0.3. — (i) Si 8 G 3F(V), la pente de 5ê(5) définie par Kedlaya est vp(5(p)). 

Un des points cruciaux pour ce qui suit est qu'une extension de (</?, r)-modules peut 

fort bien être de pente 0 sans que les deux morceaux le soient, mais alors les extensions 

sont dans le sens opposé à celui permis par le théorème de Kedlaya. 

(ii) Le cas scindé n'est pas très passionnant : le module D(s) est de pente 0 si et 

seulement si les deux caractères 61,62 sont unitaires, la représentation V(s) qui lui 

correspond est alors la somme directe de 8\ et 82 vus comme des caractères de &QP . 
(iii) Dans le cas non scindé, si D(s) est de pente 0, alors son déterminant est 

de pente 0 et 5ê(6i) est de pente ^ 0 La première de ces conditions se traduit par 

vp(8i(p)) + vp(S2(p)) = 0 et la seconde par vp(6i(p)) ^ 0. Une condition nécessaire 

pour que D(s) soit de pente 0 si s G 5F est donc que s G 5F+. Cette condition n'est 

pas suffisante mais presque, comme le montre le (i) du théorème 0.5 ci-dessous. 

Si s G 5F + est tel que D(s) est de pente 0, on note V(s) la L-représentation 
de &QP qui lui est associée. Cette représentation est trianguline par construction. 
Réciproquement, le théorème 0.2 et la discussion précédente montrent que, si V est 
trianguline, alors il existe s G 5F + tel que D(s) soit de pente 0 et V = V(s). 

Remarque 0.4. — Le cas où s = (61,62,5f) G 5*b n'est pas spécialement passionnant 
car alors Si et 62 sont unitaires et V(s) est une extension de 62 par 81 dont la classe 
est déterminée par 5f. En particulier, V(s) n'est pas irréductible. 

Théorème 0.5. — (i) Si s G 5F*, le module D(s) est de pente 0, sauf si s G 5^*cl, 

auquel cas les pentes sont u(s) — w(s) et w(s) — u(s). 

(ii) Si s £ 5^[TT, alors V(s) est irréductible. Si s G 5^£Td, alors V(s) (tordue par 

un caractère convenable) devient ordinaire sur une extension abélienne de Qp et n'est 

donc pas irréductible. 

(iii) Si s = (5i,Ô2,5f) et sf = (S,1,Sf2,5Ff) sont deux éléments distincts de 5FÏVV, 

alors V(s) ^ V(s') si et seulement si s,sf G J^cris et S[ = xw^ô2, ô'2 = x~w^5x. 

Remarque0.6. — L'application s = (61,62,00) H-> s' = (xw^62ix w^6i,oo) est une 

involution de ^cris 

(3) Le triangle est un instrument de musique dont le son (triangulin (?)) est presque cristallin... 

(4) Dans cet article, nous ne nous intéressons qu'à la dimension 2. Bellaïche et Chenevier [1] ont 

commencé à regarder la s i tuation en dimension supérieure. 
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Pour décrire les propriétés de V(s), quand elle existe, il est plus agréable de sup

poser que la restriction de Si à Z * est triviale. On peut facilement en déduire ce 

qui se passe dans le cas général en tordant par un caractère de la manière suivante. 

Si S G 2ï{V), on note 6° G &(L) le caractère dont la restriction à Z * coïncide 

avec celle de 5 et qui vérifie S(p) = 1 ; en particulier, S0 est unitaire ce qui per

met de le voir comme un caractère de ^ Q P . Si 5 = (ôi,Ô2,5f) G y+ — y+cl, alors 

so = (Sl(S01)-\S2(S°1)-\5f) ey+- et on a V(s) = V(s°)(5°1). 

Remarque 0.7. — Les poids de Hodge-Tate de V(s) sont w(ôi) et w(&2)\ ceux de 

V(s°) sont 0 et -w(s). 

Théorème0.8. — (i) Soit s = (Si,Ô2,y) G y* tel que la restriction de Si à Z* soit 

triviale. 

• Sise y*-y?cl = yiTr U ̂ .°rd, le L-espace vectoriel Dcris(VR(5))^:=<51^ est non 

nul. 

• Si s G y*Tls, alors V(s) devient cristalline sur une extension abélienne de Qp 
et Dpst(V(s)) est, en tant que représentation de WQp, la somme des deux caractères 

associés à Si et xw^S2, sauf si ces deux caractères sont égaux, auquel cas c'est l'ex

tension non triviale de ces deux caractères. 

• Si s G alors V(s) est semi-stable ; le module Dst(V) est, en tant que re

présentation de WQp, la somme des deux caractères associés à Si et xw^S2, et le 

paramètre de Fontaine-Mazur [25] de la filtration est y . 

(ii) Soit V une L-représentation irréductible de dimension 2 de &Qp dont les poids 

de Hodge-Tate sont 0 et w G L, et telle qu'il existe a e L* avec vp(a) > 0 et 

( B £ i s ® L V)^Qp^=a / 0. Alors il existe s = (61,52,&) G y* tel que Sx soit trivial 

sur Z*, Si(p) = a et w(s) = -w, et tel que V ^ V(s) (resp. V ^ V(xw8i,x-wS2,y)) 

si s e yiTV (resp. si s e y*cX). De plus, 

• V devient cristalline sur une extension finie de Qp si et seulement si s e y£ris ; 

• V est semi-stable si et seulement si s £ y^. 

Remarque 0.9. — (i) Il résulte de ce qui précède qu'une L-représentation cristalline 

de dimension 2 de &QP est trianguline si et seulement si les valeurs propres de <p sur 

Dcris(^) aPPaftiennent à L, et qu'une représentation semi-stable de dimension 2 de 

&QP est trianguline. 

(ii) D'après un théorème de Kisin [22], les représentations attachées aux formes 

modulaires surconvergentes de pente finie vérifient l'hypothèse selon laquelle il existe 

a G L* avec vp(a) ^ 0 et (B+ris ®L vf<*p^=a ^ 0. Ceci nous fournit un morphisme 

x i—• s(x) de variétés analytiques de la courbe de Coleman-Mazur [7] dans y+, mais il 

se passe quelque chose d'un peu bizarre dans le cas où 5 = s(x) = (Si,82,y) G y+cl 

(i.e. dans le cas où x correspond à une forme de poids entier ^ 2 qui n'est pas classique) 
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puisque la représentation V(s) n'existe pas. La représentation Vx est alors V(sf), où 
s' = (ôix~w(s\Ô2Xw(s\j2f). Notons que V(sf) a un comportement très analogue à 
celui que devrait avoir V(s) puisque ses poids de Hodge-Tate sont 0 et — w(s), et la 
valeur propre de (p sur DcriS(Vr(s/)) est Si(p) ; sa particularité est que les poids de 
Hodge-Tate sont « dans l'autre sens » car 'DCTi8(V(sf)) est inclus dans Fil™^. 

0.5. Remerciements. — Les résultats de cet article ont été entrevus et annoncés 
lors de la conférence « L-functions and Galois représentations » de Durham, organisée 
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programme » de L. Berger et C. Breuil, contenant une définition de la représenta
tion 11(5) de GL2(QP) correspondant [12] à V(s) dans le cas cristallin, a joué un 
rôle évident, mais les travaux de M. Kisin et une question de G. Chenevier (dont la 
prop. 4.10 constitue la réponse) ont aussi eu une influence décisive en me mettant 
sur la piste de la représentation galoisienne V(s). Ma première construction de V(s) 
reposait sur la théorie des Espaces Vectoriels de dimension finie [9, 11] ; elle avait 
l'inconvénient de ne pas fournir directement le (</?, r)-module associé, et c'est l'exposé 
de L. Berger à la conférence de Durham qui m'a fait réaliser la puissance du théorème 
de Kedlaya pour ce genre de questions. 

Je voudrais remercier tous les acteurs mentionnés ci-dessus pour l'influence qu'ils 
ont eue. Une partie non négligeable de cet article a été rédigée pendant un séjour à 
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et le département de mathématiques de l'université de Padoue. 

1. ((p, r)-modules et représentations de &QP 

1.1. (<£, r)-modules étales et représentations galoisiennes. — Si A est un an

neau muni d'un action d'un Probenius un </?-module D sur A est, dans cet article (5\ 

un A-module libre muni d'une action semi-linéaire de cp telle que, si e i , . . . , e<j est une 

base de D sur A, alors il en est de même de (p(ei),..., (p(ed). 

Si r = I G Q, avec a G Z, b G N — {0}, et a et b premiers entre eux, on note D[r] 

le (^-module sur A, de rang 6, possédant une base e i , . . . , e& dans laquelle l'action de 

cp est donnée par 

¥>(ei) = e2 , . . . , <p(eh-i) = eb, <p(eb) = pae1. 

(5) On peut relâcher cette condit ion de l iberté; il faut alors imposer que l 'application naturelle 

A <8>^(A) <p(D) D soi* un isomorphisme. 
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Un (^-module D sur A est élémentaire s'il est isomorphe à D|r| pour un certain r G Q 
(qui est alors unique). 

Le corps B est un corps complet pour la valuation vp de corps résiduel E qui 

est algébriquement clos. Un (^-module D sur B possède donc une décomposition de 

Dieudonné-Manin en somme directe de (^-modules élémentaires D = 0 iG/£)[ r . ] 

Un (^-module D sur est de pente r G Q si, dans la décomposition de Dieudonné-

Manin de B tous les ri sont égaux à r. Un (^-module D sur est étale s'il 
Q p 

est de pente 0. 

Rappelons qu'un ((p,T)-module étale sur est un y?-module étale sur muni en 

plus d'une action semi-linéaire de T commutant à celle de ip. 

Proposition 1.1 ([14, 5]). — Les Joncteurs V+ et Dt définis par 

Vt(D) = (Bt(8)^ DY=l et V t (D) = (Bt(8)^ DY=l 

sont inverses Vun de Vautre et établissent une équivalence de catégories entre la caté

gorie des L-représentations de &Qp et celle des {(p, Y)-modules étales sur 

1.2. Le théorème de Dieudonné-Manin de Kedlaya. — Le théorème de Ked

laya ci-dessous va jouer un rôle fondamental dans la suite pour la construction de 

(</?, r)-modules étales sur et donc de représentations p-adiques de &QP . 

Proposition 1.2 ([21]). — Si D est un (p-module sur Si, il existe une unique filtration 

0 = D0 C Dx C • • • C Dh = D 

et, pour 1 ^ i ^ h, un unique sous-S^-module A$ de Di/Di-i, non nul, stable par (p 

et isocline de pente r^ en tant que (p-module sur é>\ tels que 

• n < r2 • • • < rh ; 
• A / A - i = Si <g>̂ t Ai si 1 ^ i ^ h. 

Définition 1.3. — (i) Les rationnels r*, 1 ^ i ^ h apparaissant dans la proposition 1.2 

sont les pentes de D. 

(ii) D est de pente r si h = 1 et r± = r ; ceci implique que D contient un unique 

sous-(^-module A(D) sur é> \ isocline de pente r, tel que D = Sê <8>̂ t A(D). 

Rappelons qu'un (ip,T)-module sur Sê est un (^-module sur Sê muni en plus d'une 

action semi-linéaire de T commutant à celle de (p. 

Proposition 1.4. — Si D est un ((p, T)-module sur Se de pente 0, alors A(D) est stable 
par T. 
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Démonstration. — Choisissons une base e i , . . . , de A = A(D) sur . C'est donc 
aussi une base D sur St. Soit A la matrice de 7 dans cette base, et, si n G N soit 
Bn la matrice de ipn. Comme A est de pente 0, il existe AT G N tel que, quel que 
soit n G N, les matrices Bn et B~x soient à coefficients dans p~h1 On tire de la 
relation A = Bn(pn(A)^(B~l), le fait que les coefficients de A restent bornés quand 
on s'approche de vp(T) = 0, et donc que A est à coefficients dans . Ceci permet de 
conclure. • 

Corollaire 1.5. — Les Joncteurs A n « f A et D 1—> A(D) sont inverses Vun de 
Vautre et induisent une équivalence de catégories de la catégorie des (ip, F)-modules 
étales sur sur la sous-catégorie des (if,Y)-modules sur S qui sont de pente 0. 

Remarque 1.6. — On peut reformuler le corollaire ci-dessus en disant que l'on ne perd 
pas d'information en tensorisant par S, ce qui est quand même un peu surprenant car 
cette opération peut transformer un (<p, r)-module irréductible sur en un (</?, T)-
module réductible sur St, mais alors les morceaux ne sont pas de pente 0 et les 
extensions entre les morceaux sont dans le sens opposé à celui permis par le théorème 
de Kedlaya. 

1.3. Application aux représentations galoisiennes 

Proposition 1.7. — Les fondeurs DriK et V définis par 

Drütm = á ? ® , t ТУЧУ) et V(D) = (Blig ®& DY=1 

sont inverses Vun de Vautre et induisent une équivalence de catégories de la catégorie 
des L-représentations de &Qp sur celle des ((p, Y)-modules sur S qui sont de pente 0. 
De plus, on a 

V(D) = Vt(A(D)) . 

Démonstration. — Compte tenu des prop. 1.1 et 1.2, il suffit de prouver la formule 

V(D) = Vt(A(D)) . On a BJ!ig <8>&D = Bjig (g^t A(£>), et comme A(D) est étale, on 

peut utiliser la proposition A. 12 pour caractériser B* <g)̂ t A(D) c Bjig (g>̂  D comme 

l'ensemble des x tels que la suite de terme général (p~n(x) soit bornée. On en déduit 

les égalités, 

(Brtig ® * D y = 1 (B* ®<?t A(D))"=1 (Bt ®Bt (B+ ®,t A(D)))V"1 

(B+ ®Bt (B+ ®L V*(A(Z))) ) ) ' - ' : (B+ ®L Vt(A(L>)))^=1 

= Vt(A(£»)). 

Ceci permet de conclure. 

ASTÉRISQUE 319 



REPRÉSENTATIONS TRIANGULINES 2 2 1 

Pour terminer ce n° , rappelons que l'on peut retrouver [2] les modules Dcris(F) 
et DstÇV) directement à partir de Drig(V), sans passer par les anneaux de Fontaine. 
Plus précisément, on a le résultat suivant : 

Proposition 1.8. — SiV est une L-représentation de &Qp, alors 

Dcris(V0 = (&[l/t] ®& Drig(F))r (âl[i/t] ®,t D t (F ) ) r 

D8t(V) = (âg[l/t,iogT\ ®& DrfgOO) (^[ l / t , logT] ®,t Dt(y))1 

2. Calculs de groupes de cohomologie 

2.1. Le complexe associé à un (ip, r)-module. — Ce qui suit a été inspiré par 
le calcul de la cohomologie galoisienne d'une représentation galoisienne en termes de 
(cp,r)-modules (cf. [20, 6]). Pour des généralisations, cf. [24, 26]. 

Soit 7 un générateur de F (si p — 2, il faut un peu modifier les arguments). Si D 
est un (tp, T)-module sur on note C*(D) le complexe 

do d\ d2 ¿¿3 
0 > D > D®D > D > 0 

avec di(x) = ((7 — l)x, (<p — l)x) et d2(x,y) = (<p — l)x — (7 - l)y. Si i G N, on 
note B'l{D) l'image de et Zl(D) le noyau de d^+i, ce qui permet de définir le i-ème 
groupe de cohomologie Hl(D) de D comme le quotient de Zl(D) par B7,(D). On a 
bien évidemment Hl(D) = 0 si i £ {0,1,2}. Le groupe ^(D) s'identifie au groupe 
des extensions de & par D : si E est une telle extension et e G E est un relèvement 
de 1 G alors ((7 — l)e, ((p — l)e) est un élément de Z1(C*(.D)) dont la classe dans 
Hl{D) ne dépend pas du choix de e, ce qui nous fournit une application naturelle 
E x t 1 ^ , D) —> HX(D) qui est un isomorphisme comme on le constate aisément. 

Par ailleurs, si 0 —• D\ —» D —> D2 —• 0 est une suite exacte de ((p, r)-modules 
sur âê, la suite de complexes associés 

0 -> C#(ZJi) C#(£>) - C*(L>2) 0, 

est exacte ; elle donne donc naissance à la suite exacte longue de cohomologie 

0 -> Jf°(Z?i) #0(D) -> #°(£>2) ^{Di) -+ H\D) -+ • #2(£>2) -> 0. 

2.2. Le (<£, r)-module associé à un caractère de Q* et sa cohomologie. — 

Soit &(L) le groupe des caractères continus (et donc localement analytiques) de Q* 

dans L*. Si ô G &(L), on peut écrire S de manière unique sous la forme 

6{x) = av^x)rì{x\x\)ì avec q = S(p) G L* et r, : ZJ - Û*L 

Comme Z* = / x ( Q p ) x ( l + 2pZp), où /i(Qp) est le groupe (fini) des racines de 
l'unité contenues dans Qp, et comme 1 + 2pZp est isomorphe à Zp, le caractère r/ est 
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déterminé par sa restriction 770 à fi(Qp) et sa valeur en 1 + 2p qui appartient à 1 + ÎTIL 

car 77(1 -\-2p)pU tend vers 1 quand n tend vers + 0 0 . Ceci permet de voir &(L) comme 

l'ensemble des points L-rationnels d'un groupe analytique rigide ÎT, isomorphe (non 

canoniquement) à G m x B(l, 1~) x /x(Q p). 

Si S G <3?(L), la quantité log5(n) log w ne dépend pas du choix de u G Z* — /x(Q p). On la 

note UM£) ; c'est le poids ou Ze poids de Hodge-Tate de Il est plus ou moins immédiat 

que 
• w(S) = 0 si et seulement si S est localement constant ; 
• w(S) G Z si et seulement si ô est localement algébrique. 

Si ô G <^(£), on note &(ô) le (y>, r)-module obtenu en tordant les actions de ip et 

T sur & par ô. De manière explicite, si on note x(S) l'élément de 3S(S) correspondant 

à x G on a 

<p(x(6)) = ШрЫх))(6) et 7(x(J)) = (Í(7)7(a0)(í), 

où l'on a utilisé l'identification W Q p = Q* pour voir ô comme un caractère de T (on 

a donc S(g) = ô(x(g)) si g G T ) . Si S G &(L) et si i G N, on note simplement Zt(S), 
B^ô) et #*(<*), les groupes {&{$)) et ff*(^(<S)). 

Proposition 2.1. — (i) Si S n'est pas de la forme x 1 , avec i G N, alors H°(S) = 0 

(ii) SiieN, alors ff0(a?-*) = L t\ 

Démonstration. — D'après le lemme A.l, on a H°(ô) = 0 si ô(p) n'est pas de la forme 

p~\ avec i G N, et if°(<$) C L • si <î(p) = et i G N. Le résultat s'en déduit. • 

Corollaire 2.2. — Les ((p, F)-modules âê(8) etâê(Sf) ne sont isomorphes que si ô = S'. 

Démonstration. — En tordant par on se ramène à prouver que âê(6) n'est pas 

isomorphe à âi si S ^ 1, ce qui suit de ce que ô = 1 est le seul élément de SF{V) tel 

que que &(&) soit engendré par H°(6). • 

2.3. Calcul de H1 (S) dans le cas vp(S(p)) < 0. — Rappelons que %(Z*,L) 

désigne l'espace des mesures sur Z* à valeurs dans L . 

Lemme 2.3. — Soit 6 G ST{L) et soit A G @0(Z*,L). Alors 

(i) l'équation (¿(7)7 — 1)6 = f„m(l+T)x À a une unique solution bs,\ dans (S>^)^=0 ; 

p 
(ii) bs x G S+ si et seulement si J„m ô~x À = 0. 

— Comme Lm(l + T)XA G (<?+)^=0 C (<?t)^=°, le (i) est un cas 
p 

particulier du théorème [5, 6] selon lequel 7 — 1 est inversible sur D ^ = 0 si D est un 

((p, r)-module étale sur 

ASTÉRISQUE 319 



REPRÉSENTATIONS TRIANGULINES 2 2 3 

Prouvons le (ii). L'application \i h-> induit un isomorphisme de T-modules 

de i^o(Z*,L) sur @o(Z*,L)(S), ce qui permet de se ramener au cas S = 1. En utili

sant l'isomorphisme T = Z* qui induit un isomorphisme L <g>&L &l[[F]] = @o(Z*,L) 
T-équivariant, on est ramené à prouver que /1 G (7 — l)^z,[[r]] si et seulement si 

S/2 = 0. Comme 7(/x) = J„m //, cela nous fournit une des implications, l'autre 

s'en déduit en remarquant que (7 - l)^z,[[r]] est de corang 1 sur ÛL dans ^z,[[r]] car 

7 est un générateur topologique de T. • 

Lemme 2.4. — Soit S G &(L) et soit À G @o(Z*L) vérifiant /_„ xl\ = 0 si S(p) = 
p 

p~% et i e N. Alors Véquation (6(p)ip — l)a = Jz.(l + T)x À a une unique solution 
p 

as,\ dans vérifiant {d%as^\)\T=ç> = 0 si S(p) = p~l etieN. 

Démonstration. — C'est une simple traduction du lemme A.l. 

Remarque 2.5. — Par construction, si À G £}o(Z*L) (et vérifie J„m xl\ = 0 dans le 
p 

cas S(p) = p~% et i G N), alors (a<5,A, &5,à) £ ^ 1 ( ^ ) -

Proposition 2.6. — Soit S : Q* —> L* un caractère continu vérifiant vp(ô(p)) < 0. 

(i) Si S n'est pas de la forme x~%, avec i entier ^ 1, alors H1^) est de dimension 1 

sur L et Vimage de (as,\,bs,\) en est une base si et seulement si ô-1 À ^ 0. 
p 

(ii) Si ô = x~l, avec i entier ^ 1, alors H1 (S) est de dimension 2 sur L, et les 

images de (t%0) et (0,£z) en forment une base. 

Démonstration. — Soit (a, 6) G Z1{6). Comme vp(S(p)) < 0, d'après le cor. A.3, il 
existe c0 G 31 tel que bx = b - (ô(p)<p - l)c0 G (^)^=0. Soit ai = a - (¿(7)7 - l)c0 
de telle sorte que (ai,61) G Z1(S) a même image que (a,6) dans Hx(ô). Comme 
(ai, 61) G Zl(5), et comme bx G (^=°, on a {5{p)ip-l)a1 = (¿(7)7-1)61 G ( ^ t ) ^ = 0 . 

D'après le lemme A.4, ceci implique ai G ̂ + et donc (¿(7)7 - l)6i G (<f+)^=0. 

Soit A G @0(Z*L) la mesure définie par / - „ ( 1 -h T)x À = (¿(7)7 - l)&i. Si 
p 

<Kp) — avec * entier ^ 1, la relation (£(p)</? — l)ai = J7m(l + T)x À entraîne 
p 

que 

z 
xi\ = di{{6(p)<p-l)a1)km0 : ( ^ ( p ) - l ) ( ^ a i ) | r = o = 0 . 

Le lemme 2.3 implique donc que 61 = b$,\ et le lemme 2.4 que ai - a$,\ G Ltl. Mainte

nant, si ô(p) =p~\ mais ô ̂  x~\ alors {t\0) est le bord de ((#(7)x(7)* _ 1)_1£\0) ; 

pour terminer la démonstration du (i), il suffit donc de vérifier que (as,\, b$,\) G B1^) 

si et seulement si /„„ S-1 À = 0 (en effet, ceci prouve que (as,\,bs,\) • S-1 À in-
p ^p 

duit un isomorphisme de H1^) sur L). 
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Si (a^A, &<5,A) G B1^), il existe c G âê tel que (J(p)y? — l)c = Comme tl)(bst\) = 

0, cela entraîne c G d'après le lemme A.4, et donc b$,\ G (S>+)^z=0. D'après le 

lemme 2.3, ceci implique JZm S~x À = 0. 

Réciproquement, si S'1 À = 0, il résulte du lemme 2.3 que b$ \ G (<?+)^=0. De 
p ' 

plus, si a(p) = p~%, la nullité de 

Z 
xi\ = di{{5{1)1-l)b&^T=0 («(7)X(7)'-1)(Ô<6«,A)|T.„ 

entraîne celle de (dL&<5,A)|T=0 puisque 5 ' ^ rc_l et donc S^xij)1 — 1 ^ 1. On en déduit, 

grâce au lemme A.l, l'existence et l'unicité de c G âê+ vérifiant (S(p)(p — l)c = bs,\ 

(et (9*c)|T=0 = 0 si S(p) = p~l). On a alors 

( * ( p ) ^ - l ) ( ( « ( 7 ) 7 - l ) c - a M ) = 0, 

ce qui, grâce au lemme A.l, entraîne que (¿(7)7 — l)c — a^A = 0 et donc que 

(Û«5,A5 ^<5,A) € B1^)- Ceci permet de conclure. • 

(ii) Dans le cas S = x 1, il faut modifier le raisonnement à deux endroits. Tout 

d'abord (£\0) n'est plus un bord, et ensuite la condition J„m 5~l À = 0 est automa-
p 

tique, mais bs,\ G S+ ne vérifie plus nécessairement la propriété (dlbs,\)\T=0 = 0, et 
donc l'existence de c dans âê+ (et donc dans âê) vérifiant (6(p)ip — l)c = 0 n'est pas 
automatique. Le résultat s'en déduit. 

Remarque 2.7. — Dans le cas, ô = \X\, on peut prendre (log -^P-, ^ log ^ r ) comme 

générateur de if1(J), ce qui a l'avantage de rendre plus transparent le lien avec les 

représentations semi-stables. 

2.4. L'opérateur d : Hx(x 18) —• H1 (S). — On déduit des formules 

doip = p(fod et 9 0 7 = ^(7) 7 0 9 , 

le fait que d induit un morphisme L-linéaire, commutant à l'action de (p et T, de 

&(x~1S) dans &(ô). Ce morphisme induit un morphisme de complexes de C#(x-1(J) 

dans C*(<S), et donc aussi un morphisme, encore noté d, de Hl(x~l5) dans H%(8). 

Proposition 2.8. — (i) Si S ^ x et ô ^ x\x\, alors d induit un isomorphisme de 

^(x^ô) sur H1 (S). 

(ii) Si ô = x, alors d : H1(x~1S) —> H1 (5) est identiquement nul et H1 (S) est un 

L-espace vectoriel de dimension 1. 

(iii) Si S = x\x\, alors d : H1(x~1S) —• H1^) est identiquement nul et H1 (S) est 

un L-espace vectoriel de dimension 2. 

ASTÉRISQUE 319 



REPRÉSENTATIONS TRIANGULINES 2 2 5 

Démonstration. — Commençons par déterminer le noyau de d. Si ô = x, alors 
x~1ô = 1 et H1(x~1ô) est le L-espace vectoriel de dimension 2 engendré par (1,0) et 
(0,1) qui sont tués par d, ce qui fait que d est identiquement nul sur Hl(x~1S). 

Si ô = x\x\, alors x~x5 = \x\ et H1(x~1ô) est le L-espace vectoriel de dimension 1 
engendré par (log ^P, ^ log ^p) dont l'image par d est le bord de ce ̂ p) qui fait 
que d est identiquement nul sur ^(x^S). 

Si ô 7̂  x et 6 ̂  x\x\, et si (a, 6) G Z1(x~1J) est dans le noyau de d, alors il existe 
c G âê tel que l'on ait 9a = (¿(7)7 — l)c et 96 = (5(p)<p — l)c. Ceci implique en 
particulier que l'on a 

(^(7)X(7)-1 " l)Res(c) (ô(p) - l)Res(c) = 0. 

et comme S ̂  x\x\, l'une au moins des deux quantités (#(7)x(7) 1 — 1) ou (<Kp) ~~ 1) 
est non nulle, ce qui implique que Res(c) est nul, et qu'il existe d G ̂  tel que de' = c. 
Soient 0! = a — (#(7)x(7)-17 ~~ l)c' et — & ~~ (<Hp)p~ V — l)c'- Par construction, 
on a da' = <9&' = 0, et donc a' ,b' G L. Par ailleurs, on a aussi (S(p)p~1ip — \)a' = 
(^(7)x(7)-17 — et comme ô ̂  x, l'une au moins des deux quantités (S(p)p~1 — 1) 
et (#(7)x(7)-1 ~~ 1) est non nulle, ce qui fait que les couples (a', b') vérifiant la relation 
ci-dessus forment un L-espace vectoriel de dimension 1, et que l'on peut modifier c' en 
lui ajoutant un élément de L de telle sorte que a' = b' = 0. On en déduit l'injectivité 
de d : H1(x~1ô) —• H1^) dans le cas S ̂  x et S ̂  x\x\. 

Passons à l'image de d : / ^ ( a r M ) -* H1^). Soit (a,b) G Zl(6). On a donc 
(S(p)cp — l)a = (¿(7)7 — 1)6, ce qui nous donne la relation 

(S(p) - l)Res(o) = (<J(7)X(7)_1 - l)Res(6). 

Si (£(p) — 1) 7̂  0, on peut ajouter à (a, 6) un bord de telle sorte que Res (b) = 0, et la 
relation précédente entraîne alors que Res (a) = 0. Si (£(7)x(7)-1 ~ 1) 0> on Peut 
ajouter à (a, 6) un bord de telle sorte que Res (a) = 0, et la relation précédente entraîne 
alors que Res(6) = 0. Autrement dit, si ô ^ x\x\, quitte à ajouter un bord à (a, 6), 
on peut s'arranger pour que Res(a) = Res(6) = 0. Il existe alors a1 ,b' G M tels que 
a = do! et b = db'. Ceci implique que (S(p)p~1(p — l)af — (<K7)x(7)_17 — £ et, 
comme précédemment, si S ̂  x, on peut ajouter à 0! et b' des éléments de L de telle 
sorte que (a',bf) G Z1^-1^) . On en déduit la surjectivité de d : H1(x~1S) —» H1^) 
dans le cas 6 ̂  x et 6 x\x\, ce qui termine la démonstration du (i). 

Si maintenant S = x, la quantité d(a, b) = (S(p)p~1(p—l)a'—(S('y)x(/y)~1^—^)b, € ^ 
ne dépend pas du choix de (a', b') vérifiant do! = a et 56' = 6, ce qui nous fournit 
une application naturelle de H1 (S) dans L qui n'est pas identiquement nulle car, 
si b = (p{^) — ̂ , et si a G est l'unique solution de l'équation (jxp — l)a — 

((p - l)((1+^)(x7(l)-i - ? ) e T<^+, on peut prendre &' = M o g ^ , et pour a' la 
primitive de (1 + T)_1a sans terme constant. Alors d(a,b) est le terme constant de 
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- ( 7 - 1)6' = -^(ip - p) log ^p) et donc d(a, b) = EyL logx(7) ¥" 0- Ceci termine la 
démonstration du (ii). 

Finalement, si S = x\x\, le raisonnement fait ci-dessus montre que d est une sur-
jection de Z1(x~1S) sur l'ensemble des (a, b) G Z1{8) vérifiant Res(a) = Res(6) = 0. 
Comme d : H1(x~16) —> H1^) est identiquement nulle, cela montre que H1^) s'iden
tifie à l'image de Z1{8) dans L2 par (a,b) H-> (Res(a),Res(6)). Or Z1^) contient les 
couples (£,&), où 6 G (<ft)V>=o est p 

unique solution de l'équation (x(t ) t ~ 1)& = 
(y? — 1)^ , et (a, ^ + | ) , où a G est l'unique solution de l'équation (y? — l)a = 
(x (7 )7- +1) € r^L[[T]]. On en déduit le fait que l'image de Z1(6) dans L2 par 
(a, 6) 1—> (Res(a), Res(6)) est L2 tout entier, ce qui termine la démontration du (iii) et 
donc de la proposition. • 

2.5. Dimension de H1 (S). — Les résultats des deux § précédents permettent de 

calculer la dimension de H1 (S). 

Théorème 2.9. — (i) Si ô n'est pas de la forme x~l, avec i G N, ou de la forme \x\x%, 

avec i entier ^ 1, alors H1 (S) est un L-espace vectoriel de dimension 1. 

(ii) Si ô = x~%, avec i G N , alors H1 (S) est un L-espace vectoriel de dimension 2 

engendré par les images de (£\0), (0,£*) G Z1(S). 

(iii) Si 6 = \x\xl, avec i ^ 1 entier, alors H1^) est un L-espace vectoriel de 

dimension 2. 

Démonstration. — • Si S = x~%, avec i G N, alors H1 (S) est de dimension 2 d'après 

le (ii) de la prop. 2.6. 

• Si S = x1, avec i entier ^ 1, alors H1(ô) a même dimension que iJx(x) comme le 

montre une récurrence immédiate utilisant le (i) de la prop. 2.8, et donc H1 (S) est de 

dimension 1 d'après le (ii) de la proposition 2.8. 

• Si S = xl\x\, avec i entier ^ 1, alors H1 (S) a même dimension que Hl{x\x\) 

d'après le (i) de la prop. 2.8, et donc H1 (S) est de dimension 2 d'après le (iii) de la 

proposition 2.8. 

• Dans tous les autres cas, iif1 (5) a même dimension, pour tout A: G N, que 

H1(x~kô) d'après le (i) de la prop. 2.8, et comme vp(p~kS(p)) < 0 si k est assez 

grand, le (i) de la prop. 2.6 montre que H1 (6) est de dimension 1. 

Ceci permet de conclure. • 

Corollaire 2.10. — Soit S G S^(V) pas de la forme \x\x%, avec i G N — {1}, et vérifiant 

MS(P)) > °- Soit ae&+ la solution de (S(p)<p - l)a = (1 + T), et soit b G (St)^=0 

la solution de (¿(7)7 — l)b = (1 + T). Alors (a, b) G Z1(5) et l'image de (a, b) dans 

H1 (S) est une base de H1 (S). 
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Démonstration. — L'existence (et l'unicité) de a et b suivent des lemmes A.l et 2 . 3 . 
L'appartenance de (a, b) à Z1(6) est une évidence, et la prop. A.5 montre que l'image 
de (a, b) dans H1^) est non nulle. Comme H1 (S) est de dimension 1, cela permet de 
conclure. • 

Remarque 2.11. — (i) Si vp(S(p)) = 0 , l'équivalence de catégories entre (</?, r)-modules 
de pente 0 sur S? et L-représentations de &QP montre que H1 (S) est aussi égal au 
groupe de cohomologie galoisienne H1 (&QP , L(S)). Le théorème 2 . 9 permet donc de 
retrouver les résultats classiques selon lesquels, si ô est un caractère de ^Qp , alors 
H1(WQP,L(S)) est de dimension 1 sur L, si S ^ 1 et S ^ x, et de dimension 2 , si ô = 1 
ou ô = x-

(ii) Si S = 1, l'extension de représentations de WQP de L par L(J) correspondant 
à ( 0 , 1 ) G H1 (S) est celle donnée par #(ei) = e\ et #(e2) = e2 — (deg#)ei, où deg : 
£fq —> Zp est le caractère additif non ramifié envoyant un Probenius sur 1 ; l'extension 

correspondant à ( 1 , 0 ) est celle donnée par g(e\) = e\ et g(e2) = e2 gX(g) 
log у т 

Définition 2.12. — Si i G N, on définit un isomorphisme «if : Pro j ( i f1(x *)) = ^(L) 

en envoyant /i = a ( 0 , 1 ) + 6 ( 1 , 0 ) sur «if (/i) = a 
61ogx(7) 

Remarque 2.13. — (i) Si i = 0 et si h G Hl(x~l) est non nul, le (ii) de la remarque 2 . 1 1 

montre que la représentation de &QP définie par h ne dépend, à isomorphisme près, 
que de Jzf(/i)> et que cette représentation est non ramifiée si et seulement si J5f = oo 
(elle n'est même de Hodge-Tate que si «if(fo) = oo). 

(ii) On dispose aussi (cf. def. 2 . 2 0 ) d'un isomorphisme naturel «if : Y*io](HL(xl\x\)) = 

P 1 ( L ) , si i est un entier > 1. Ce dernier permet de retrouver (cf. prop. 4 . 1 8 ) l'in
variant «if attaché par Fontaine et Mazur [25] à une représentation semi-stable non 
cristalline de dimension 2 de ^ Q p , ce qui justifie le nom que lui avons donné. 

2.6. Calcul de H°(t-kâg(ô)/&(S)). — Si N G N, soit (pN une racine primitive prieme de l'unité, choisie de telle sorte que l'on ait ÇPN+1 = ÇPN quel que soit N e N. 

On note Ljv la Qp-algèbre étale L®QP QP(ÇPN), que l'on munit de l'action L-linéaire 
évidente de T. Si $N = (fN~1(T~1(f(T)) est le p^-ième polynôme cyclotomique, on a 
aussi LN = L[T]/$N. On note la réunion des LN, N G N. 

Si 77 : Z* —> ^£ est d'ordre fini, on note pN^ son conducteur (où N(rj) est défini 
par N(Î]) = 0 si 77 = 1 et N(rj) est le plus petit entier n tel que 77 soit trivial sur 
1 +pnZp si 77 7^ 1 ) , on définit la somme de Gauss G(rj) associée à 77 par 0 (77) = 1 si 
77 = 1 et, si N(r]) = N^1, 

GM = 
X€(Z/PNZ)* 

Î? (X)ÇV 6 L*N. 
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Proposition 2.14. — Soit k ^ 1 un entier. 

(i) Si rj : Z* —» 0*1 est d'ordre fini etO^i^k — 1, alors G(r])tl est vecteur propre 

pour l'action de Y agissant par rj~1xl-

(ii) Si N G N , alors LN[t]/tk = @N{ri)^N © o ^ f c - i L • G(rj)t\ 

Démonstration. — Le (i) est un calcul immédiat (et classique). Le (ii) suit de l'in

dépendance linéaire des caractères et de ce que \{rj, N(n) ^ N}\ = (p — l ) ^ - 1 = 

dimL L N . 

Si ô G &(L) vérifie w(S) = 0, ce qui équivaut à ce que la restriction ¿0 de S à Z* 
soit d'ordre fini, on pose G(ô) = G(So) et N(5) = N(S0). Si i,k sont deux entiers 

vérifiant 0 ̂  i ^ k — 1, on note ns^ la projection de Loo[£]/£fc sur L • G(S)tl. • 

Corollaire 2.15. — (i) Si w(ô) £ { l 5 . . . , k}, alors 

(S(-y)X-khh - 1) : Ln[t)/tk - Ln[t]/tk 

est un isomorphisme quel que soit n G N . 
(ii) Si w(S) G { 1 , . . . , k}, et si n ^ N(x~w^ô), alors le noyau de 

(<5(7k-fc(7)7 - 1) : Ln[t]/tk - Ln[t}/tk 

est L-tk-w^G(x-w^ô), et l'image est le noyau de nx—w(s)s,k-w(6)' 

Si r ^ ^33-, on note n(r) le plus petit entier tel que (p — l)pn V ^ 1. 

Proposition 2.16. - (i) Si r < j l j , alors ^ / t k * n»>»(r) ^ 0 ' r ] / * £ -

(ii) 5z (p — l)pn~1r ^ 1, alors T i—> Cp n e*^ p n — 1 induit un isomorphisme 

T-équivariant de <f]°' rl/$* sur L n[t]/t*. 

(iii) <p ^]0,r] ^]0,r/p] se traduit, via les isomorphismes précédents, par 

<p((xn)n>n{r)) = {yn)n>n{r/P), Mec yn = x n _ i quel que soit n ^ n(r/p) = n(r) + 1. 

Démonstration. — On a t = I l n ^ ^ b - 1 ^ ) , à multiplication près par une unité 

de S^,r\ ce qui permet d'utiliser le théorème des parties finies de Lazard pour dé

montrer le (i). Le reste est plus ou moins immédiat. • 

Si w(ô) = 0 et k > 1, on choisit G(S,k) G ^ l 0 ' 1 ^ " 1 ) ] dont l'image (xn)n>i dans 

^]o,i/(P-i)]/jfc = Y[n^x Ln[t]/tk est donnée par xn = 0 si n < N, et xn = ô(p)nG(ô) 

si n ^ JV. 

Lemme 2.17. — Si w(ô) = 0, alors (5(p)<p - l)G(<J,fc) et (¿(7)7 ~ l)G(<J,k) appar

tiennent à tkë&. 

Démonstration. — C'est immédiat au vu de la construction de G (S, k) et des 

prop. 2.14 et 2.16. • 
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Proposition 2.18. — (i) Si w(ô) i { 1 , . . . , k}, alors H°(t-kâë(S)/âë(S)) = 0. 

(ii) Si w(ô) G {1,...,A;}, alors H°(t~k3ë(5)/&(S)) est un L-espace vectoriel de 

dimension 1 engendré par t~w^G(x~w^ô, w(S)). 

Démonstration. — Il n'y a rien à démontrer si A: = 0; nous supposerons donc 

k ^ 1. L'application z i—> tkz induit un isomorphisme de H°(t~kâê(ô)/Sê(S)) sur 

H°((3ê/tk)(x~kS)), ce qui nous permet de travailler dans âê/tk plutôt que dans 

t-kâê/Sê. 

Si w(S) £ { l , . . . , fc} , il résulte du cor. 2.15, que (^(7)x_fc(7)7 — 1) est injectif 

sur Ln[t]/tk quel que soit n G N. Il est donc aussi injectif sur M/tk, d'après la 

proposition 2.16, ce qui démontre le (i). 

Si w(S) G {l , . . . , fc} , et sic G @/tk est tué par (6(-y)x~k(lh-1) et (ô(p)p-k(p-l), 
il résulte de la prop. 2.16 que, si on écrit c sous la forme (cn)n>u> avec cn G Ln[t]/tk, 
alors cn G L • G(x-wW6)tk-wW et cn+1 = p~kô(p)cn, quel que soit n » 0. Il existe 

donc À G L tel que c = Xtk~w^G(x~w^ô,w(S)), ce qui permet de conclure. • 

2.7. L'application : H1 (S) —> H1(x~k5). — Si A: est un entier ^ 1, la suite 

exacte 0 —> &(5) -» t~kâê(ô) —> t~kâê(S)/&(S) —• 0 donne naissance à une suite 

exacte longue de cohomologie dont le début est 

0 -+ H°(âê(S)) H°(t-kâê(S)) H°(t-kâê(S)/^(S)) я 1 гад) Hl(t-kM{5)). 

On peut utiliser ceci pour analyser le L-espace vectoriel H1(xk\x\) qui est de dimen
sion 2 d'après le th. 2.9 : la suite 

0^H°((<%/tk)(\x\)) •H1(xk\x\) H\\x\)^0 

est exacte car H°(\x\) = 0 d'après la prop. 2.1 et donc H°((3ê/tk)(\x\)), qui est de 

dimension 1 sur L d'après la prop. 2.18, s'injecte dans H1(xk\x\), et le quotient, qui 

est de dimension 1, s'identifie à i^1(|rr|) puisque cet espace est lui-aussi de dimension 1 

sur L, d'après le th. 2.9. Comme H1(|^|) est engendré par (log , Mog <£ïjjp-), et 

comme H°((âê/tk)(\x\)) est engendré par G(\x\,k), on en tire le résultat suivant, 

en choisissant G'(\x\,k) G <f]°'V(p-i)] dont l'image (xn)n^i dans fln î Ln[t]/tk est 

donnée par xn = log(Cpne*/pn — 1) quel que soit n G N. 

Proposition2.19. — Si k ^ 1, et si h G H1(xk\x\), alors il existe À,// G L, uniques, 

tels que h soit Vimage de (a,b) G Z1(xk\x\), avec 

a = t~k(j - l)(AG(|x|, k) + /x(logT - G'(|x|, Jfe))) 

b = t~k{p-\ - l)(AG(|a?|, k) + /iflogT - G'(|x|, k))). 

Définition 2.20. — Si k > 1, si h G est non nul, et si À, fi sont les éléments 

de L fournis par la proposition 2.19, on note j£f(/i) G P 1 ^ ) la quantité p-l A 
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Remarque 2.21. — ^(h) = oo si et seulement si h se trivialise dans t kM. 

Si G N, le r)-module t kâê(S) s'identifie naturellement à âë(x kS) et la suite 
exacte ci-dessus donne naissance à un morphisme naturel : H1^) —> H1(x~kS). 

Théorème2.22. — (i) Si w(S) £ { l , . . . , fc} , alors ik : H1^) —> H1(x~k6) est un 
isomorphisme. 

(ii) Si w(S) G { 1 , . . . , fc} et ô ^ xw(ô\ \x\xwW, alors Vapplication de connexion 
induit un isomorphisme H°(t-k&(5)/S(ô)) *É H1 (S) et tk : H1 (S) ^(x^S) est 
identiquement nul. 

(iii) Si S = \x\xw(ô\ avec 1 < w(S) ^ k, alors tk : H1 (S) —• H1(x~kS) est surjective 
et son noyau est la droite des h G H1 (S) vérifiant y (h) = oo G PX(L). 

(iv) Si S = xw(ô\ avec 1 ^ w(ô) ^ k, alors : H1 (S) —> H1(x~kS) est injective et 
son image est la droite d'invariant j£f = oo. 

Démonstration. — On part de la suite exacte 

0 ^ H°{6) ^H°(x-kS) H°(t-kS(S)/S(5)) H1 (S) H\x-k6). 

Si w(6) £ {l,...,jfe}, alors H°(t-kS(6)/âê(S)) = 0 d'après la proposition 2.18, et 
H1^) et H1(x~kô) sont de dimension 1 sur L d'après le théorème 2.9. On en déduit 
le (i). 

Si w(S) G {l , . . . , fc} et S ^ xw^>, alors H^ix^S) = 0 d'après la proposi
tion 2.1, et H°(t-kS(S)/S(S)) s'injecte dans H1 (S). Si de plus S ^ \x\xwV\ alors 
H°(t-kâê(ô)/&(6)) et H1^) sont de dimension 1 sur L, d'après la prop. 2.18 et 
le th. 2.9, et donc l'application de connexion H°(t-kâê(S)/S(S)) -> H1 (S) est un 
isomorphisme et tk est nulle. On en déduit le (ii). 

Comme le (iii) est contenu dans la prop. 2.19, qui est à la base de la définition de 
l'invariant j£?, et dans la rem. 2.21, il ne reste plus que le cas 5 = x1, avec i G { 1 , . . . , 
à traiter. Dans ce cas, on a H°(S) = 0 d'après la proposition 2.1, et H°(x~kS) et 
H°(t~kS(ô)/&(ô)) sont tous deux de dimension 1, d'après les prop. 2.1 et 2.18. On 
en déduit, en utilisant la suite exacte ci-dessus, que tk est injective. Comme H1^) est 
de dimension 1, son image par est une droite de Hl(x~k8) qui est de dimension 2 ; 
elle est donc déterminée par la valeur de J£(ik(h)), où h G H1 (S) est non nul. Soit 
(a,b) G Z1(S) représentant / i ; on a donc (xilYl ~ 1)& — CpV ~~ l)a> ê  Lk(h) est 
représenté par (tka, tkb). On déduit de la relation (x{l)l ~ l)tl~1b = (p<p — l)£*_1a la 
nullité de Res(£2_1a). Ceci permet, en utilisant le lemme A.8, de montrer qu'il existe 
c G S tel que ( 7 — l)c = tla. On a alors tka = (x{lY~k7 ~ l)(£fc-îc), ce qui prouve 
que (tka,tkb) est cohomologue à un multiple de (0,tfc_î) et donc que ^f(tk{h)) = 00. 
Ceci termine la démonstration du théorème 2.22. • 
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3. Construction de (<p, r)-modules étales sur gt 

3.1. (<p, r)-modules de rang 1 sur S 

Proposition 3.1. — Si D est un (</?, Y)-module de rang 1 sur M, alors il existe 

S G &(L) unique tel que D soit isomorphe à S(S). 

Démonstration. — L'unicité suit (cor. 2.2) de ce que âê(S) n'est pas isomorphe à 
&(S') si S #S'. Pour montrer l'existence, on se ramène au cas de pente 0, en tordant 
l'action de <p par un a G L* de valuation convenable. Le résultat se déduit alors, via 
l'équivalence de catégories entre L-représentations de (<p, r) et (<p, r)-modules étales 
sur , de la description de (<p, r) fournie par la théorie locale du corps de classes. 

3.2. (<p, r)-modules triangulables 

Lemme 3.2. — Si D est un ((p, Y)-module sur S, les conditions suivantes sont équi

valentes : 
(i) D possède un sous-((p, Y)-module de rang 1 sur S ; 
(ii) D possède un sous-(ip, Y)-module stature, de rang 1 sur S. 

Démonstration. — Il n'y a bien évidemment que l'implication (i)=>(ii) à prouver. 
Choisissons une base e i , . . . , e¿ de D sur S. Soit D\ un sous-(y?, T)-module de rang 1 

sur St, et soit / G D\ une base de D\. Écrivons / sous la forme / = x\e\ H Vx^e^ 

Comme </?(/) = bf avec b G S* et 7 ( / ) = a/ , avec a G SI*, et comme les matrices de 
<p(ei),... ,<¿>(ed) et 7 ( e i ) , . . . , 7(e<¿), dans la base e i , . . . , e^, appartiennent à GLd(S), 
on en déduit le fait que l'idéal de St engendré par x i , . . . ,x¿, est stable par 7 et (p. 
Comme S! est un anneau de Bézout, cet idéal est principal, et la stabilité par 7 im
plique qu'on peut trouver un générateur À de cet idéal de la forme À = Y[n^n0(^n /P)^ 
où $n = <¿>n-1(T-1((l + T)P — 1)) est le pn-ième polynôme cyclotomique. La stabilité 
par (p implique alors que in est décroissante et donc stationnaire pour n assez grand. 
Si k est la limite de la suite in, on a alors À ~ tk = T f ] ^ ^ / ] } ) , à multiplication 
près par une unité de St. En d'autre termes, quitte à remplacer D\ par t~kD\, on 
peut s'arranger pour que D\ soit saturé. Ceci permet de conclure. • 

Remarque 3.3. — On a démontré en passant que les sous-(y>, r)-modules d'un (<p,T)-

module D de rang 1 sur St sont de la forme tkD, avec k G N. 

Définition 3.4. — Un (tp, T)-module D sur St est dit triangulable si c'est une extension 
successive de ((p, r)-modules de rang 1 sur St, i.e. si D possède une filtration croissante 
par des sous-(<^, r)-modules Di, pour 0 ^ i ^ d, telle que l'on ait Dq = 0, Dd = D et 
Di/Di-i est libre de rang 1 si 1 ^ i ^ d. 
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3.3. Le (<£>, r)-module D(s). — Soit S?(L) l'ensemble des s = (ôi, ¿2, 7i), où ¿1, ¿2 € 
<T(L) et /1 G i f ^ ^ i ^ 1 ) . Si s G ̂ ( L ) , on note D(s) l'extension de &(ô2) par âe{ô{) 
définie par h. Le (</?, r)-module £>(s) ne dépend de /1 qu'à homothétie près et donc ne 
dépend que de l'image de s dans y(L)/L*. 

D'après le théorème 2.9, la dimension de H1^^1) est 1 sauf si S1S21 = xl\x\, pour 
i entier ^ 1 ou si Siô^1 = x~l, pour i entier ^ 0. Dans ces deux derniers cas, H1 (SiS^1) 

est de dimension 2, et on dispose d'un isomorphisme naturel «if : Proj(i/'1 (^î^1)) = 
P1(L). Ceci nous permet de décrire le sous-ensemble de y(L)/L* des 5 = (Si,ô2,h) 
avec / i ^ O (correspondant aux (<£>, r)-modules non scindés) comme l'ensemble des 
points L-rationnels de la variété analytique S? obtenue en éclatant SF x SF le long 
des sous-variétés SiS^1 = xl\x\, pour i entier > 1, et des variétés Ô1S21 = x~%, pour 
i entier ^ 0. On dispose d'une projection de S? sur & x SF dont les fibres sont en 
général réduites à un point et isomorphes à P1 dans le cas contraire. On note un 
élément générique 5 de S^(L) sous la forme s = (ôi,S2,y), où «if = 00 si la fibre 
au-dessus de (61,62) est réduite à un point, et «if G PX(L) sinon. 

On note 5?+ le fermé de S? constitué des s vérifiant les conditions 

vP(51(p)) + vp(62(p)) = 0 et vP(Si(p)) >0. 

Si s G y+(L), on associe à s les invariants u(s) G Q+ et w(s) G L définis par 

u(s) = vp(61(p)) -vp{S2(p)) et w(s) = w(Si) — w(S2). 

On partitionne sous la forme = J^"g TT y?ris TT TT y?rd TT J ^ c l , où 

• *^£g est l'ensemble des s tels que u?(s) ne soit pas un entier ^ 1 ; 

• y™ls est l'ensemble des s tels que w(s) soit un entier ^ 1, u(s) < w (s) et «if = 00 ; 

• est l'ensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, < w(s) et «if 7^ 0 0 ; 
• ^° rd est l'ensemble des s tels que w(s) soit un entier ^ 1, u(s) = w(s) ; 

• . i ^ 0 1 est l'ensemble des 5 tels que w(s) soit un entier > 1, -u(s) > w(s). 

On partitionne aussi ^ + sous la forme <5*+ = S^o II ^ * » ou 

• ,5̂ 0 est l'ensemble des s tels que u(s) = 0 ; 

• est l'ensemble des 5 tels que u(s) > 0. 

Si truc G {ng, cris, st, ord, ncl} et machin G { + , 0, * } , on note ^machin l'intersection 

de ytruc et ^machin- En particulier, les ensembles yoOTd et yoncl sont vides. 

Finalement, on pose J^irr = J^ng TTJ^cris TTJ^st. 

Proposition3.5. — Si s = (6\,62,h) G y(L)/L*, alors D(s) est de pente 0 si et 

seulement si on est dans un des deux cas exclusifs suivants : 

s e У+ - УТХ ; 
• h = 0 et Si, ¿2 soni unitaires. 
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Démonstration. — Si -D (s) est de pente 0, alors le déterminant de D (s) est de pente 0, 
ce qui signifie que vp(Si(p)S2(p)) = 0. De plus, si cette condition est vérifiée, alors 
d'après le théorème de Kedlaya, D(s) est de pente 0 si et seulement si il n'a pas de 
sous-module de pente < 0. En particulier, si D(s) est de pente 0, alors vp(Si(p)) ^ 0 
et donc s G ̂  + . De même, si h = 0, alors &{52) est un sous-(<£, r)-module de pente 
vp(S2(p)) de D(s) et donc, si h = 0, alors D(s) est de pente 0 si et seulement si 
vp(ài(p)) — vp(Ô2(p)) = 0- Si h ^ 0, la discussion précédente montre que D(s) ne peut 
être de pente 0 que si s G 

Supposons donc que s G mais que D(s) contient un sous-module D' de pente 
strictement négative. Comme &(&\) est de pente ^ 0, tous ses sous-(<^, r)-modules 
sont de pente ^ 0, et l'image de D' dans &(S2) est un sous-(</?, T)-module non nul 
de âê(S2) ; elle est donc (rem. 3.3) de la forme tkâê(82), avec k G N (et k > 1 car 
D(s) est supposé non scindé), ce qui fait (th. 2.22) que h G iï"1(5i52~1) se trivialise 
dans H1(x~kSi52~1). La pente de D' est alors k — u(s) ; sa stricte négativité équivaut 
à u(s) > k. On a donc vP(Si(p)S2~1(p)) = 2u(s) > 2k > k + 1 ; en particulier, J i ^ 1 
n'est pas de la forme x1 ou xl\x\, avec 1 < i ^ A:, ce qui fait que tk : i/1(5i(52~1) —> 
if 1(x_fc(5iJ2~1) est non injective si et seulement si w(s) = z, avec i entier, 1 ^ i < k. 
Comme tk est alors identiquement nulle, l'existence de D' est équivalente à celle d'un 
entier k ^ 1 avec 1 ^ w(s) ^ k < u(s), c'est-à-dire à l'appartenance de s à y+cl. Ceci 
permet de conclure. • 

Remarque 3.6. — La même démonstration, en remplaçant « pente < 0 » par « pente = 
0 » montre que, si u(s) > 0, alors D(s) possède un sous-(y?, T)-module de rang 1 et de 
pente 0 si et seulement si s G y°Td et ce sous-(9?, T)-module est isomorphe à th&{S2), 
où k — w(s). 

Proposition 3.7. — Soient s, s' G 5?+ — S*£c\ avec s = (SuS2,Sf) et s' = <î£, JSf')• 
(i) Si Si = S[, alors D(s) = D(s') si et seulement si S2 = S2 et J£ = Jï?'. 
(ii) Si Si ^ S[, alors D(s) *é D(s') si et seulement si s, s' G ̂ r i s et S[ = xw^S2, 

S'=x~w^S^. 
De plus, on alors w(S[) = w(Si), w(S2) = w(S2), et D(s) = D(s') contient un sous 

((p,T)-module d'indice tw^ isomorphe à S%{S\) ®âê(S[). 

Démonstration. — Le (i) est une évidence ; remarquons juste que la condition «if = 
j£f' est automatique si SiS^1 n'est ni trivial ni de la forme xl\x\ avec i entier ^ 1. 

Passons au (ii), et soit D = D(s) = D(s'). Par construction, D contient des sous-
(<p, r)-modules saturés D\ et D[ isomorphes respectivement à âS{8\) et &(S[) qui 
sont distincts puisque Si ^ S[. Mais alors D' = Di 0 D[ est d'indice fini dans D et 
est stable par <p et Y ; il existe donc A: G N tel que D' soit d'indice tk dans D, et on a 
k ^ 1 car Df est scindé alors que D = D(s) ne l'est pas, par hypothèse. 
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L'image de D\ dans D/D[ = âê(ô2) est d'indice tk puisque Di 0 D[ est d'indice tk 

dans D. On en déduit l'identité ôi = xkô'2. Symétriquement, o n a i j = xkS2. De plus, le 

fait que D' soit scindé se traduit par la nullité des images de h (élément de iJ1(^iJ2_1) 

relevant j£f) dans ^(x^S^1) et h' (élément de H1 (ô^)"1) relevant i f ' ) dans 

H1(x~kSUSo)~1). D'après le théorème 2.22, cela se traduit par 

• w(s) G { 1 , . . . , k} et JSf = oo si S^1 = xw^\x\, 

• w(s') G { 1 , . . . , k} et «if' = oo si S'^ô'z)-1 = xw^\x\. 

Des relations ôi = xKô2 et 6^ = xKô2, on déduit les relations w(Si) = k + w(S2) 

et w(S2) = — k + w(ô[), puis w(s) + w(s') = 2A\ Comme w(s) ^ k et w(s') ^ 

d'après ce qui précède, cela implique w(s) = w(s') = k. On en déduit le résultat, 

les relations w(5[) = w(Si) et w(62) = w(62) découlant immédiatement des formules 

précédentes. • 

Remarque 3.8. — Si u(s) > 0, si ô = 5\52 1 n'est pas de la forme \x\xl, avec i G 

N - {1}, si a G «f + est la solution de {6(p)(p - l)a = (1 + T), et si b G (<?t)tf=o est 

la solution de (¿ (7)7 — l)b = (1 + T ) , alors, d'après le cor. 2.10, le ^-module D(s) 

admet une base / 1 , /2 dans laquelle les actions de ip et F sont données par 

7( / i ) = *i(7) / i , 7(/2) = *2(7)(/2 + a/ i) 

¥>(/i) = *i(p)/is <p(f2) = S2{p){f2 + bf1). 

3.4. Le module D(s,k). — Si s = (ôi,S2,J?) G «5*+, et si k est un entier ^ 1, 
on note D(s,k) le sous-(<p, r)-module £~fc^((5i) + D(s) de «^[|] <8>̂  D(s) et on pose 
J = x~kSiô21. Ceci fait de D(s, k) une extension de &(ô2) par ̂ (x_/c(5i) dont la classe 
n'est autre que tk(h) G H1 (S) si /1 G i^1 (^ î^1) est un relèvement de «if. L'intérêt 
d'introduire D(s,k) est que, si k ^> 0, alors vp(ô(p)) < 0, ce qui permet d'utiliser la 
prop. 2.6 pour obtenir une description « concrète » de D(s,k) puis de D(s). 

Proposition3.9. — Soient s = ( ¿ 1 , ^ 2 , 0 0 ) £ e£ entier > 2u(s) tels que 

w(s) i { l , . . . , f c} . Soitô = x-k61ô21. 

(ï) Il existe À, A, B et C, où 

• À est une mesure sur Z* vérifiant Jz« S XX ^ 0, 

• A G @+ t/éri/ïe (<î(p)^ - 1)A = /z„( l + T)* A, 

• Be (^t)^=o ^ e ((J(7)7 _ i ) # L (1 + Ty X) 

• C eéê est tel que A + (¿(7)7 - 1)C = B + {ô(p)<p - 1)C = 0 mod tk. 

(ii) iSi À, A, B et C vérifient les conditions du (i), alors D(syk) possède une base 

9i ? 92 dans laquelle les actions de F et (p sont données par 

7(0i) = X(7) *<*I(7)0I> 7(02)= <J2(7)(02 +Ag1) 

V>(0i)=P <*I(p)0I> ^(#2)= {p)(g2 +Bg1) 
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et telle que D(s) admette tkgi et g2 + Cgi comme base sur âê. 

Démonstration. — Soit (a,b) G ^(ôiS^1) dont l'image dans Proj(iï'1(^i(52~1)) est 
non nulle, ce qui fait que (tka, tkb) représente la classe de D(s, k) dans H1 (£), et qu'il 
existe une base / 1 , /2 de D(s) sur dans laquelle les actions de T et <p sont données 
par 

7 ( / i ) = *i(7)/i- 7(/2)=<52(7)(/2+a/i) 

¥»(/i) = *i(p)/i, <p(f2) = S2(p)(f2+bfi), 

D'après la prop. 2.6, il existe alors une mesure À sur Z*, A G <^+, et B G (S>^)^~° 

tels que l'on ait 

(6(p)tp-l)A = (5(>y)>y-l)B 
p 

(1 4- T)X À, 

et il existe С G M tel que 

(¿(7)7 - 1)C = - A + *fca et (J(p)y> - 1)C = - B + tkb. 

De plus, est injective, ce qui implique que l'image de (A, B) dans H1 (S) est non 

nulle et, d'après la proposition 2.6, cela équivaut à f7« ô~1\ ^ 0. On en déduit le 

résultat, en posant gi = t~kfi et g2 = /2 — Ct~kfi. • 

Nous allons maintenant nous intéresser au cas G {1, . . . ,&}, laissé de côté dans 
la prop. 3.9. Rappelons que, si 5 G ^{L) vérifie w(ô) = 0, et si k est un entier ^ 1, 
on a choisi G(ô,k) G ^ ^ / ( P - I ) ] dont l'image (xn)n^i dans Î n̂ i -̂nMAfe est donnée 
par xn = 0 si n < N(ô) et xn = S(p)nG(S) si n ^ N(5). Si ô = 1, on peut prendre 
G(S,k) = 1, mais nous aurons plutôt besoin de G'(l,k) G ^l0'1^-1)] dont l'image 
(xn)n^i dans rin^i -^n[t]/tk est donnée par xn = n si n ^ 1, de telle sorte que 
(7 - l)G'(l,fc) G ^ et (y? - l)G'(l,fc) G - 1 4- Rappelons que l'on a aussi 
choisi G'(\x\,k) G ^ V C P - I ) ] dont l'image (xn)n>1 dans Iln^i^nM/^ est donnée 
par xn = log(£pne*/pn — 1) si n > 1. 

Proposition3.10. — (i) 5г 5 = (5i,52,oo) G ^ r i s U ^ r d , si к ^ w(s), e* sz 
¿1 ^ ¿ 2 ^ ^ , a/ors D(s,k) contient une base gi,g2 dans laquelle les actions de Г et 
(p sont données par 

l(9i) = x(l) kSib)9i, 7 Ы = ¿2(7)02 

<P\9i)=P <W)#i 4>(92) = <bfa)#2, 

e£ telle que D{s) admettetkgi, 52-ifc~w(s)G(z_w(s)<M2~\™00)5i 
comme base sur&. 
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(ii) Sis = (<Si,«2,oo) G J ^ r i s U J ^ r d , sik^ w(s), et si Si = 82xw^, alors D (s, k) 

contient une base g\, g2 dans laquelle les actions deT et (p sont données par 

l(9i) = X(7) k5i{l)9u 1(92) = ¿2(7)92 

<p(9i)=P Si(p)9u <p(92) = 52(p)(g2 + tk-w^gi), 

et telle que D(s) admette tkg\, g2 — tk w^G,(l,w(s))g\ comme base sur Si. 

(iii) 5« s = (SuS2,Sf) G (et donc 81 = S2\x\xw^), et si k ^ w(s), alors 

D(s,k) contient une base gi,g2 dans laquelle les actions deT et (p sont données par 

7(91) = x(i) ¿1(7)01, 

7(02) = ¿2(7X02 + **-"<->(7 - l ) ( l o g r - G'(\x\Ms)))9i) 

<p(9i)=P ^I(P)9I 

Ч>Ы = Ш(92 + tfc"wW(p"V ~ l)(IogT - G'(\x\M*)))9i) 

et telle que D(s) admette tkg\, g2 — ^ y « i f • £fe w^G(\x\, w(s))g± comme base sur âê. 

Démonstration. — Dans tous les cas, posons ô = S1821. Le (i) est alors une tra
duction du fait que l'application de connexion de H°(t~kâ?(5)/âê(S)) dans H1 (6) est 
un isomorphisme et H°(t~kâë(6)/âë(6)) est un L-espace vectoriel de dimension 1 en
gendré par t*-«'WG(a;-u,W(îi(52"1,«;(s)). De même, le (iii) est une traduction de la 
définition de l'invariant «if (cf. prop. 2.19 et (iii) du th. 2.22) ; le (ii) quant-à-lui est 
une traduction du fait que l'application envoie H1 (S) dans la droite engendrée par 
(tk-wW,0) de ^(x^S). • 

3.5. Le ((p, r)-module A(s) 

Sise y+-y£cl, on note A(s) le (<̂ , T)-module A(D(s)). C'est un (</?, r)-module 

étale sur et notre but est d'en donner une description plus « concrète ». Nous nous 

restreindrons (6) au cas où il existe un entier k > 2u(s) tel que w(s) £ { 1 , . . . , k}, et 

nous reprenons les notations de la proposition 3.9 ; en particulier, B G et C G 

Proposition 3.11. — Si x = x\g\ + x2g2 € D(s,k), alors x G A(s) si et seulement si 

x vérifie les deux conditions suivantes 

(i) x\ — Cx2 = 0 mod tk ; 
(ii) x\ est d'ordre к — u(s) et x2 est d'ordre u(s). 

Démonstration. — La condition (i) traduit juste l'appartenance de x à D(s). Pour 

conclure, il suffit donc de démontrer que si x G D(s), alors x G A (s) si et seulement 

si x vérifie (ii). Pour cela, on utilise la caractérisation de A(s) comme l'ensemble des 

(6) On pourrait utiliser la proposit ion 3.10 pour obtenir des résultats du m ê m e type dans le cas w(s) 

entier ^ 1, mais nous n'en aurons pas besoin. 
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x 6 D(s) tels que la suite de terme général (p n(x) soit bornée dans Bjig <g>̂  D(s) ou, 

ce qui revient au même, dans B*ig 0 ^ D(s, k). 

En posant ai = pkSi(p)~1 et a2 = ^(p)-1» on obtient 

¥>(0i) = a i 19i et Ч>Ш = Oío (р2 + BOi). 
on en tire, par récurrence sur n, les formules 

<f-n(9i) = o%gi et ^ - n ( ^ ) = a J ( /2 - (a rW"1(S) + --- + a î^-n (B) )p i . 

Maintenant, si x = a?i<7i + £2<72, et y? n(x) = #i,n<7i + x2,ng2, la formule ci-dessus 

nous fournit les identités 

xi,n = <*i<P n(xi)-a^(p n(x2) 
Oil 

<a2 

V-1 B) 
0% 

0% 
V-1 

B) et X2in = OL2y U(X2). 

Par ailleurs, comme vp(oti) = k — u(s) ^ u(s) = vp(a2), et comme B € B^, la suite 

de terme général 
Oil 

OL2 
V-1 ß) 

aï 

a% 
V-1 

[B) 

est bornée dans B*ig. Les conditions suivantes sont donc équivalentes : 

• la suite de terme général (p~n(x) est bornée dans B îg <g)̂  D(s, k) ; 

• les suites de terme général xiiTl et x2in sont bornées dans B îg ; 

• les suites de terme général ai<p~n(xi) et a2^>~n{x2) sont bornées dans B*ig. 

Comme vp(ai) ^ 0 et vp(a2) > 0, la dernière condition est équivalente, d'après la 

proposition A. 13, à la condition 

• xi est d'ordre vp(ai) = k — u(s) et x2 est d'ordre vp(a2) = u(s). 

Ceci permet de conclure. 

4. Application aux représentations galoisiennes 

4.1. Définition des représentations triangulines 

Définition 4.1. — Une L-représentation V de &QP est dite trianguline si Y>TiG(V) est 

triangulable. 

Si 5 = (Si1ô2,h) € y(L)/L* est de pente 0, on note V(s) la L-représentation de 

&QP qui lui correspond par l'équivalence de catégories de la prop. 1.7. 

Remarque 4.2. — (i) Par construction, la représentation V(s) est trianguline. 

(ii) Réciproquement, il résulte de la définition et de la prop. 3.5, qu'une représen

tation trianguline de dimension 2, qui n'est pas somme directe de deux caractères, est 

isomorphe à V(s) pour un certain 5 G 5?+ — 5?+cl. Par ailleurs, on a V(s) = V(s') si et 

seulement si D(s) = D(sf) d'après la prop. 1.7. Ceci permet d'utiliser la prop. 3.7 pour 

obtenir une classification complète des représentations triangulines de dimension 2. 
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(iii) Des exemples naturels de représentations triangulines de dimension 2 sont 

fournis par les représentations attachées aux formes modulaires surconvergentes. En 

effet, Kisin [22] a montré qu'elles satisfont la propriété (i) de la prop. 4.3 ci-dessous 

(avec rj = 1). 

Proposition 4.3. — Si V est une L-représentation de &Qp de dimension 2, les condi

tions suivantes sont équivalentes : 

(i) il existe r] : &Qp -> @l et a G L* tels que T>cris(V{r])Y=oc ^ 0 ; 

(ii) V est trianguline. 

De plus, sous ces conditions, il existe k G Z tel que T>T[g(V) contienne un sous-((p,T)-

module isomorphe à 3ê(5), avec 

ô(x) = xkr]-1(x\x\)av^x). 

Démonstration. — Soit V une L-représentation de &QP de dimension 2 telle qu'il 

existe r] : ^Qp -> @*L et a G L* tels que Dcris(F(r7))^=a ^ 0. D'après la prop. 1.8, 

quitte à multiplier 77 par x~k ê  a Par Pk pour k ^> 0, on peut supposer que 

Dcris(V(r7))^=a = BTig(V{r]))r=1^=a. Le L-espace vectoriel Brig(V(rj))r=1^=a est 

alors non nul et toute L-droite qu'il contient est stable par ip et fixe par T. Choi

sissons une telle droite. Le sous-^-module de Drig(V(rç)) qu'elle engendre est alors 

stable par (p et T, et T>Tig(V) contient un sous-(<£, T)-module Di de rang 1 sur âê. Le 

lemme 3.2 montre que l'on peut supposer D\ saturé. Mais alors D2 = D/D\ est aussi 

de rang 1 et donc D est une extension de deux (</?, r)-modules de rang 1 ; il est donc 

triangulable, ce qui démontre l'implication (i)=^(ii). 

Réciproquement, si V est trianguline, alors Drig(Vr) contient un sous-module iso

morphe à &(S). Il suffit alors de prendre rj : &QP —• 6^ défini par rj(g) = S~1(x(g)) 

pour que (DT-lg(V(r])))r=1,(p=ô^ soit non nul. Ceci permet de conclure. • 

4.2. Poids de Hodge-Tate de V(s). — Dans tout ce qui suit, 5 = (<$i,<$2,«5?) £ 

y+ — y+cl, et notre but est d'étudier en détail la représentation V(s) de &QP. On 

remarquera que, si 77 est un caractère unitaire de Q* (que l'on voit aussi comme un 

caractère de ), alors 

V(s)®V = V(V51,r]52,J?). 

Le caractère ¿1^2 est unitaire et peut donc être vu comme un caractère de ^ Q P . 

Proposition 4.4. — (i) detV(s) = L(8152). 

(ii) V(8)* = V(6ï\6ï\&). 

Démonstration. — Le (i) suit de ce que detD(s) = M(8\82) et le (ii) de ce que 

V(s)* = V(s) ® (detV(s))-1. • 

Proposition 4.5. — Les poids de Hodge-Tate de V(s) sont w(Si) et w(S2). 
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Démonstration. — Il existe une base fi,f2 de D(s) dans laquelle l'action de 7 G T 

est donnée par 

7(/a) = *i(7)/i et 7(/2) = « 2 ( 7 ) / 2 + A r / 1 , 

avec A1 G M. Si n » 0, alors (p n(/ i) et y? n(/2) convergent dans BjR 0 V(s) et 
^ = 0{(p~n(fi)), g2 = 0((p~n(f2)) forment une base de Dgen,n sur Ln. On a alors 

7(0i) = ¿1 (7 )^1 et 7(02) = ¿2(7)02 + %Tn(Ay))s1 , 

ce qui fait que dans la base gi,g2, l'opérateur ©sen = lim7_i de Sen est 
triangulaire supérieur avec w(Si),w(S2) comme coefficients diagonaux. Ceci permet 
de conclure. • 

Proposition 4.6. — (i) Si w(Si) = w(S2) et 61 ^ ô2, alors ©sen n'est pas semi-simple. 

(ii) Si ¿1 = ë2, alors ©sen es£ semi-simple si et seulement si JSf = 00. 

Démonstration. — Quitte à tordre par un caractère de &QP , on peut se ramener au 
cas w(Si) = w(52) = 0, et même s'arranger pour que ¿1 soit trivial sur Z*. Si ©sen est 
semi-simple, cela implique alors ©sen = 0> et un théorème de Sen ([27] ; cf. aussi [2]) 
implique que l'inertie de &QP agit à travers un quotient fini. En particulier, WQP 
agit unitairement sur Dpst(F(s)) qui contient le L-espace vectoriel Dcris(F(s))^=(5l(p) 
qui est non nul, car il contient, d'après la prop. 1.8, le module (D(s)T)(fi=Sl^ qui, 
lui-même, contient L(ôi) puisque Si est trivial sur Z*. Ceci implique que u(s) = 

vP{8\{p)) = 0 et donc que V(s) est une extension de L(S2) par L(Si). On peut donc 
trouver une base ei, e2 de V(s) <g) &T1 dans laquelle l'action de g G &QP est donnée par 

9(ei) = % ) e i et g(e2) = e2 + c(g)ei, 

où l'on a posé S = Siô^1 et g \-+ c(g) est un 1-cocycle continu sur £fqp à valeurs dans 

L(ô), et qui est trivial sur un sous-groupe H d'indice fini de IQP contenu dans k e r ^ 

(la restriction de 62 à IQP est d'image finie car ô2 est localement constant sur Z*). 
Si ô / 1, on peut trouver / G WQP C ^Qp avec deg(/) = 1, tel que S(f) ^ 1. 

Choisissons un tel / et soit c = sfyli • Le cocycle g i-> c'{g) = c(g) — (S(g) — l)c 

est alors trivial sur le groupe engendré topologiquement par H et / , et comme H 
est d'indice fini dans IQP et / engendre topologiquement &QP/IQP, cela montre que 

g i-> c'(g), qui est cohomologue à g \—> c(g), est trivial sur un sous-groupe d'indice fini 

de ^ Q p . Comme V(s)<S>S2~1 est un Q-espace vectoriel, cela implique que V(s)<SfS2~1, et 

donc aussi V(s), est somme de deux caractères, ce que l'on avait exclu. On en déduit 

le (i). Le (ii) quant à lui n'est que la définition de l'invariant Jz? pour h G H1 (S) quand 

6 = 1. • 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2008 



2 4 0 PIERRE COLMEZ 

4.3. Irréductibilité de V(s) 

Proposition 4 . 7 . — Si u(s) = 0 , alors V(s) est une extension non triviale de £,(62) 

par L(Si) ; en particulier, V(s) n'est pas irréductible. 

Démonstration. — C'est une simple conséquence de l'équivalence de catégories de la 

proposition 1.5 entre (</?, r)-modules de pente 0 sur et L-représentations de WQP . • 

Proposition 4 . 8 . — (i) V(s) est irréductible si et seulement si s e S^irr-

(ii) Si s £ y+d, alors V(s) est une extension non triviale de L(x~w^ Si) par 

L(xw^S2) ; c'est donc la tordue (par un caractère de &Qp) d'une représentation quasi-

ordinaire (Le. devenant ordinaire sur une extension abélienne de Qp). 

Démonstration. — Le cas u(s) = 0 a été traité dans la proposition 4.7. Nous suppo

serons donc s E S?* dans ce qui suit. Comme V(s) est de dimension 2, elle n'est pas 

irréductible si et seulement si elle possède une sous-représentation de dimension 1. 
Via l'équivalence de catégories de la proposition 1.5 entre (</?, r)-modules de pente 0 
sur & et L-représentations de £?Qp , cela équivaut à l'existence d'un sous-(<^, T)-module 

de D(s), de rang 1 et de pente 0. Le résultat suit alors de la remarque 3.6. • 

Lemme 4 . 9 . — D(s) contient des (ip,T)-modules de rang 1 autres que les tkS?(Si), 

pour k 6 N, si et seulement si w(s) est un entier ^ 1, Si ^ ¿ 2 ^ ^ et j£f = 00. 
De plus, dans ce dernier cas, ces (<p,T)-modules sont de la forme tk&(52), pour k 

entier ^ w(s). 

Démonstration. — Soit Di C D un (<£, r)-module de rang 1 qui n'est pas de la forme 

tkâê(8i), pour € N. Alors Di n'est pas colinéaire à âê(Si) et donc la projection de 

D(s) sur ^ ( £ 2 ) induit un isomorphisme de Di sur un sous-((/?, T)-module de ^ ( ¿ 2 ) - Un 

tel module est de la forme tk&(82) et D(s) contient donc un sous-module isomorphe à 

8%(8i) 0 tkâê(S2) qui est scindé, ce qui se traduit par la nullité de l'image par dans 

H1(x~kSiS2~1) de h e ^(SiS^1) relevant «if. Le lemme est alors une conséquence 

directe du th. 2.22. • 

Proposition 4 . 1 0 . — Si V est une L-représentation de dimension 2 de &Qp, les deux 

conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) il existe deux caractères rji, 772 de &Qp dans û^, tels que w(rji) — wfa) £ Z et 

tels que Dcris(y(r7l)) ^ 0 et Bcris(V(m)) ï 0 ; 
(ii) V est somme de deux caractères et la différence de ses poids de Hodge-Tate 

n'est pas un entier. 

Démonstration. — L'implication (ii) =^(i) est immédiate; montrons la réciproque. Si 

77 est un caractère de ^ Q p , la condition DcriS(V(77)) ^ 0 implique que l'un des poids 

de Hodge-Tate de V diffère de —w(r}) par un entier. La condition w(rji) — wfa) ^ Z 
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implique donc que la différence des poids de Hodge-Tate de V n'est pas un entier et 
donc que ni V(rji) ni V(rj2) ne sont de Hodge-Tate, ni, a fortiori, cristallines. Ceci 
implique que Dcris(y(r/i)) et DcriS(V(rç2)) sont de dimension 1. D'après la proposi
tion 4.3, D = Drig(Vr) contient alors des sous-(y>, r)-modules saturés isomorphes à 
^ ( 0 i ) et &(62), avec 

01(x) = xk^1(x\x\)a1p(x) et e2(x) = xk*rl2-\x\x\)av/x\ 

où ki, k2 G Z, et a i , «2 sont les valeurs propres de <p sur Dcris(F(r7i)) et D c r i s ( ^ ( ^ 2 ) ) 

respectivement. Ces deux modules ne sont pas inclus dans un même sous-(<£, T)-
module de rang 1 de D car w{6\) — w(02) = k\ — w(rji) — k2 + w(rj2) n'est pas 
un entier. 

Maintenant, si V n'est pas somme de deux caractères, alors D = D(s) pour un 
certain s G ̂ + — y+cl ; la différence des poids de Hodge-Tate de V est alors ±w(s) 
d'après la prop. 4.5 et donc w(s) £ Z, ce qui conduit à une contradiction puisque, 
d'après le lemme 4.9, si D(s) contient des sous-((^, r)-modules de rang 1 non coli-
néaires, alors w(s) est un entier ^ 1. Ceci permet de conclure. • 

4.4. Représentations potentiellement semi-stables et représentations de 
Weil-Deligne. — Si K est une extension finie galoisienne de Qp, et si Ko est l'exten
sion maximale non ramifiée de Qp contenue dans K, un L-(Gal(if/Qp), (p, iV)-module, 
est un L 0 Q Ko-iïiodule libre de rang fini muni 

• d'une action L-linéaire et i^o-semi-linéaire de (p ; 

• d'une action L-linéaire et i^o-semi-linéaire de Gal(K/Qp) commutant à celle 
de (p ; 

• d'un opérateur L<g)Qp i^-miéaire nilpotent N : D —» D commutant à Gal(K/Qp) 
et vérifiant Nip = pipN 

Rappelons qu'une A-représentation D du groupe de Weil-Deligne de Qp (appelée 
encore A-WDQP-module) est un A-module libre de rang fini muni 

• d'un morphisme de groupes p : WQP —• G L ( D ) dont le noyau contient un sous-
groupe d'indice fini de JQ ; 

• d'un opérateur nilpotent N : D —> D tel que Np(g) = p~degg p(g)N si g G WQP. 

Si K est une extension finie galoisienne de Qp et D est un (Gal(K/Qp),<p, N)-

module, on peut aussi voir D comme un (L®Qpifo)-W^Qp-module en tordant l'action 
de g G WQp C &Qp -> Gal(X/Qp) par ip-deg^, ce qui tue la semi-linéarité de l'action 
de g sur KQ. 

Si V est une L-représentation de &QP qui devient semi-stable sur K, alors 
DpSt(F) = (Bst (g)Qp V)*K est un L-(Gal(K/Qp),<p, AT)-module. De plus, l'inclusion 
de Bst dans B J R munit K (S>K0 Dpst(^) d'une filtration admissible par des sous 

S O C I É T É M A T H É M A T I Q U E D E F R A N C E 2 0 0 8 



242 PIERRE COLMEZ 

L <S> If-modules libres (7\ En utilisant la recette décrite ci-dessus, cela permet de voir 

DpSt(F) comme un (L ® Q KQ)-WDQ-module filtré admissible. 

Remarque 4.11. — Dans le cas particulier où K est une extension abélienne de Q p , cas 

auquel nous allons être confronté dans cet article, une représentation qui devient semi-

stable sur K devient aussi semi-stable sur K D Qp(/xpoo) qui est totalement ramifiée 

sur Q p . Dans ce qui précède, on a alors KQ = Qp et donc tout est déjà linéaire. De 

plus, l'action de WQP sur D p s t (V r ) se factorise à travers WQp — Qp, et on retrouve la 

structure de L-(Gal(iï7Q 0), <p, N) en définissant l'action de u> comme étant celle de 

(iï7Q0), <p, N) 
J'ignore s'il y a une recette du même type dans le cas général. 

Remarque 4.12. — On fera attention au fait que, si V est semi-stable et donc si IQP 
agit trivialement sur Dpst(F), les valeurs propres d'un Probenius de W D Q p (i.e. un 

élément de degré 1) sont les inverses de celles de (p. 

4.5. Cristallinité de V(s). — Si a ^ b sont deux éléments de Z, et si a,/3 G 

£?(L) sont localement constants, on note Da,&,c*,/3 le WDQp-module filtré défini par 

Da,b,a,3 = L • e i 0 L • e2 , et 

• Nei = Ne2 = 0 ; 

g(e1) = a(g)e1 et g(e2) = ß(g)e2 si a ^ ß, 

#(ei) = a(g)e! et g(e2] = a(g)(e2 - (degg)e1) si a = /3, 

FiT(Loo ® L Datbiatß) 

0 si i > —a, 

L 0 0 . ( G ( / ? a - 1 ) e 1 + e 2 ) si — b < i ^ —a et a ^ ß. 

Loo ' e2 si — b < i ^ — a et a = ß, 

L>a,b,a,ß si i ^ —b. 

Ce module est admissible si et seulement si 

-b < vp(a(p)),vp(ß(p)) —a et vp(a(p)) + vp(ß(p)) —a — b. 

On note 5cris(L) (resp. 5ord(L)) l'ensemble des (a,6,a,/?), où a,6 G Z vérifient a O 

et a, /3 G ^ ( L ) sont localement constants, et vérifient vp(a(p)) + vp(/3(p)) = —a — b et 

- 6 < Vp(a(p)),Vp(/?(p)) < -a (resp. vp(a(p)) = -b et vp(/?(p)) = - a , ou vp(a(p)) = 

-a et vp(0(p)) = -b). Si (a,6,a,/3) G 5cris(L) U Sord(L), on note Vaj>taj la L-

représentation potentiellement cristalline de dimension 2 de &QP dont -Da,6,a,/3 est 

le Dpst. Cette représentation devient, par construction, cristalline sur une extension 

abélienne de Qp ; elle est irréductible si (a,b,a,/?) G 5crls(L) et réductible (quasi-

ordinaire) si (a,6,a,/3) G Sord(L). 

(7) On prendra garde au fait que cette filtration n'est, en général, pas libre sur L<g>K, si on considère 
des L-représentations de où F est une extension finie de Qp, au lieu de représentations de ^Qp. 
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Proposition 4.13. — Si (a, 6,a,/?) G 5cris(L) U Sord(L), la représentation Va,b,a,(3 est 
trianquline. Plus précisément, on a 

VaA«,(3 = V(xba,xa(3,oo) 9é V(xb f3,xa a, oo). 

Démonstration. — Commençons par remarquer que, a et (3 jouant des rôles symé
triques, il suffit de démontrer que V{s) = Vaib,a,p, si s = (xb(3y xaa, oo). Pour cela, il 
suffit de calculer le module Dcris(F(s)) et de vérifier que ce module est isomorphe à 
Da,b,a,(3 en tant que VF^-module filtré. 

Remarquons aussi que, si A; G Z, on a 

Va,b,a,0 ® (^KL)*5 - Va+k,b+k,\x\koc,\x\k(5 

et V(xbf3,xaa,oo) (g) (x\x\)k * V(xb+k\x\k (3,xa+k\x\ka,oo), 

ce qui permet de se ramener au cas a = 0. 
D'après les (i) et (ii) de la prop. 3.10, on peut trouver une base gi,g2 de âê[j] <8>& 

D(s) dans laquelle l'action de 7 est donnée par 

7(0i) = /?(7)0i et 7(̂ 2) = «(7)02, 

celle de <p par 

<p(9i) = P(p)9i, ^(92) = Oi(p)g2 si a ^ /?, 

M#i) = 0(p)0i, ^(02) = 0(p)(02 + 0i! si a = /3, 

et telle que D(s) admette tbg\, g2 — Hgi comme base sur où l'on a posé 
H = G((3a~\b) (resp. H = G'(l,b)) si a ^ p (resp. si a = /3). 

Dans tous les cas gi,g2 est une base de Dpst(V) car a o ^ et ^ o ^ sont des caractères 
d'ordre fini de ^Qp, et les formules ci-dessus montre que, si a G WQp, alors (8\ 

°(9i) = 0(<7)pi, a(g2) = a(a)g2 si a ^ /3, 

°(9i)= 0(0)91, 0(92) = (3(o-)(g2 - deg(o-)#i si a = /?. 

Dans tous les cas, les WDQp-modules Dpst(V(s)) et Da^,a,p sont isomorphes, et il 
n'y a plus qu'à identifier les filtrations (9). Les poids de Hodge-Tate de V(s) sont 0 et 
b > 0; la filtration sur DdR(V(s)) = Dcris(F(s)) est donc complètement déterminée 
par la donnée du Fil0 qui est une droite. Un élément x de DcriS(V(s)) est dans le Fil0 

(8) On rappelle que ô(a) = ô(x{cr))ô(p)~dee((7), si ô G &(L), vu comme caractère de WQP. 
(9) Cela peut se faire sans aucun calcul : ce que nous avons fait jusque-là prouve que V(s) est 
cristalline; la nitration sur Dpst(V(s)) = .Da,6,a,/3 est donc admissible, et il n'y a, à isomorphisme 
près, qu'une seule nitration admissible sur D^^p. Les calculs qui suivent sont juste là pour rassurer 
l'auteur sur la cohérence de la théorie. 
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si et seulement si ¿n(<£n0*0) € Fil°(Ln((¿)) 0 D(s)) pour tout n ^> 0. Par ailleurs, 
comme 

in(H) 
(ßMa^MrGißa-1] mod tbLn[[¿]] si a ¿ /3, 

N mod t6Ln[M] si a = /3, 
on a 

¿n(#2) 
(в (р )а-Чр) YG (За-* )in (дЛ mod F'û°(Ln((t))®D(8)) si a ̂  /3, 

ntn(gi) mod Fil°(Ln((t))<8> £>(*)) si a = /3. 

Comme de plus, si x\,x2 G Loo, 

y{xxQx + X 2 # 2 ) 
A(P)n(()8(P)A-1(P))na;IPI + *2<?2) si a ̂  /3, 

5 ( p ) N ( ( X I + NX2)^L + X2g2) si a = /3, 

on obtient la congruence suivante modulo Fil°(Ln((t)) 0 D(s)) : 

tn(V?N(ZI£i + x2g2)) 
'PW&i-GtfcL-^xMgi) si a ^ /3, 

/3(p )NXI¿N(^I) si a = /3. 

On en déduit le fait que Fil°(Loo <S>L Dcris(V(s))) est la droite des xigi + #2#2, où 

xi,x2 G LQO vérifient #i — G(/3a~1)x2 = 0 (resp. x\ = 0) si a ^ /3 (resp. si a = /3). 

Ceci permet de conclure. • 

Proposition 4.14. — Si D est un W Q P -module filtré admissible de dimension 2 qui 

n'est pas somme de deux W Q P -module admissibles de dimension 1, alors il existe 

(a , 6, a , / 3 ) G 5c r i s (L) U 5 o r d ( L ) £eZ g^e D = Da^,a,p si et seulement si l'action de 

WQp se triangule sur L (et donc se factorise à travers WQP) ; 

Démonstration. — Il suffit de l'écrire. 

Remarque 4.15. — Il est immédiat que 

• s G S^+ia(L) si et seulement si il existe (a, 6, a,/3) G SCTÏ8(L) vérifiant b > a + 1 

et un caractère 5 : SfQp -> ^£ tels que F (s) ^ F(a;b/3, xaa, 0 0 ) 0 (5 ; 

• se ^°rd(L) si et seulement si il existe (a, 6, a,/3) G Sord(L) et un caractère 

• &QP -> tels <lue y (s) - ^ ( x ^ , xaa, 0 0 ) (g) 5 ; 

Corollaire 4.16. — (i) Si s G <y+ris(L), a/ors V(s) est ime tordue par un caractère 

d'une représentation irréductible devenant cristalline sur une extension abélienne 

de Qp. 

(ii) Sis € y+d(L), alors V(s) est une tordue par un caractère d'une représentation 

devenant ordinaire sur extension abélienne de Qp. 
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Remarque 4.17. — La réciproque du (ii) est vraie et ce qui empêche celle du (i) de 

l'être aussi (outre le cas d'une somme de deux caractères) est juste le fait que les 

valeurs propres de (p n'ont aucune raison, a priori, d'appartenir à L (mais elles appar

tiennent en tout cas à une extension quadratique de L). 

4.6. Semi-stabilité de V(s). — Si a < b sont deux éléments de Z, si a G &(L) 

est localement constant et si «if G L, on note -Da,6,<*,.s? le WDQp-module filtré défini 
par Dahav = L • ei 0 L • e2, et 

Nei = e2 et Ne2 = 0 ; 
a(ei) = a(g)e1 et g(e2) pdeë9a(g)e2-

F i r ( L o o <g)L DaAa^) 

0 si i > —a, 

Loo • (ei - JSfe2) si — b < i ^ —a, 

Da,b,a,3> si i ^ —b. 

Ce module est admissible si et seulement si vp(a(p)) = (—a — b + l ) /2 . On note 

Sst(L) l'ensemble des (a, 6, a, j£f), où a, 6 G Z vérifient a < 6, où Jjf G L, et où 

oj G &(L) vérifie vp(a(p)) = ( - a - 6 + l ) / 2 . Si (a,6,a,JSf) G 5st(L), on note 14,6,«,^ la 

L-représentation potentiellement semi-stable de dimension 2 de £f<Qp dont Da^,a,^ est 

le Dpst. Cette représentation devient, par construction, semi-stable sur une extension 

abélienne de Qp ; c'est la tordue d'une représentation semi-stable de ^Qp par un 

caractère d'ordre fini ; elle est irréductible si b — a ^ 2 et réductible (tordue d'une 

ordinaire par un caractère d'ordre fini) si b = a + 1. 

Proposition4.18. — Si (a,b,a,^) G Sst(L), la représentation Va,b,oL,se est triangu
line. Plus précisément, 

VaA«,j? = V(xb\x\a,xaa,^). 

Démonstration. — Remarquons que, si A; G Z et si 77 G &(L) est unitaire localement 
constant, on a 

VaAa,J? ® (x\x\)kT] Va+k,b+kAx\karì,5?i 

V(xh0,xaa,Sf)®(x\x\)kri V(xh+k\x\kpri,xa+k\x\ari,&l 

ce qui permet de se ramener au cas b = 0 et a(x) = ^Vp^|;c|_1. Soit donc 
s = (\x\a,xaa,J£) G 5?+. Pour démontrer la proposition, il suffit de prouver que 
Dst(^(s)) est isomorphe à Da^,a^ en tant que WDQp-module filtré. 

Soit k = w(s) = — a > 0. D'après la prop. 3.10 (avec p, = 1 et À = — ̂ yJ2?) on 
peut trouver une base /1, f2 de D(s) dans laquelle les actions de ip et 7 sont données 
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par 

7( / i ) = /1 , 

7(/2) = X(7)-* / 2 + i - f c ( 7 - l ) 
P 

p-1 
&G{\x\,k) + \ogT -G'(\x\,k) f1 

¥>(/i) =« / i : 

<f{h) = pu /2 + t - f c ( P - V - i ) 
p 

p - 1 
ifGdaîl.fcJ+IogT-G'da;!,*) /1 

Le module Dst(F(s)) est alors L • e\ 0 L • e2, avec ei = /2 H- (^yifG(|a;|, fc) 

logT -h G'(|a;|, et e2 = ^ ^ / î . Les actions de y? et iV sont données par 

</?(ei) =pwei, y>(e2) u e2, iVei e2, iVe2 = 0. 

Le module Dst(F(s)) est donc, en tant que WDQp-module, isomorphe à £>a,0, 
Il ne reste plus qu'à identifier la filtration qui est complètement déterminée par la 
droite Fil0. 

Par construction, tn( logT- G'(\x\,b)) G tkLn[[t}} et tn(G(\x\,b)) G p~n + tfcLn[[t]], 
pour tout n > 1. On en déduit que in(ei) = j£ï&p~~nin(h) mod Filfc(Ln((£) )<£>£> (s)). 

Maintenant, x G FilfcDst(Vr(s)) si et seulement si in(ipn(x)) G F'ùk(Ln((t)) (g) D(s)) 
quel que soit n assez grand. Si £i,£2 G L, on a, d'après ce qui précède, 

¿n(^n(xlel +x2e2)) wn(pnx^n(ei) + x2Ln(e2)) 
p-1 

i f + x2 
P - 1 

)*n(0i; 

mod Fil* (Ln((*))®£>(a)), ce qui fait que Fil Dst(Vr(s)) est la droite d'équation Jfxi + 
x2 = 0. Ceci permet de conclure (vu que k = —a). E 

Remarque 4.19. — Gardons les notations de la démonstration précédente. Soient 

9i t~k P 
p-1 

/1 et 92 = /2 + t~k 
P 

p-1 
JfG(\x\,k) + G'(\x\,k) fi. 

On a alors 

7(0i) = X(7) k9i, 7(02) = X(7) ^ £2 + (7 -
p - 1 

P 
logT<7! 

<p(gi)=p щи V(92)=P1 ku 92 + (p V - l ) p - 1 
p 

logT9l 

et JD(s) est le sous-^-module de âêgi 0 &g2 engendré par tkg\ et 
g2 - (j^G(|x|,fc) + ^G'( |z | , f c ) ) #1. Autrement dit, D(s) est l'ensemble des 
xi9i + x2g2 avec xi,x2 G 3t, et zi -h (-SfGr(|a;|,fe) + ^G'(\x\,k)) = 0 mod tk. 

De plus, 

JSfG(|a?|,k) 
p-1 

P 
^ ( b L À O - l o g T ) - ^ - ^ et p - 1 

P 
l o g T - l o g ^ T ) + p " n i f 

ont un zéro d'ordre k en 7/ — 1, si 77 G /xpn — /xpn-i. 
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En posant C = —EYLlog^f T, B = (1 — p~1(p)C, et A = (1 — 7)C, en remarquant 
que A; = w(s) = 2u(s) -h 1, et que u = Si(p), et pl~ku = S2(p), cela permet de 
démontrer le résultat suivant. 

Proposition 4.20. — Si s = (Si,S2,Jl?) G il existe une base g\,g2 de &[\\®D(s) 
dans laquelle Vaction de (p et T est donnée par 

7(0i) = X(l) kSi(rr)gu 1(92) = ¿2(7X02 + X(7) kAg{) 

7(0i) = X(l) kSi(rr)gu <p(92) = S2(p)(92 + Bgi), 

et z\Q\ + z2g2 € A(s). si et seulement si Z\ est d'ordre w(s) + l 
2 z2 est d'ordre w(s) — l 

2 
et z\ — Cz2 a un zéro d'ordre k en rj — \, si 77 G fJLpn — /xpn-i, et n ^> 0. 

Démonstration. — Tout suit de la discussion précédant la proposition, sauf le rabiot 
concernant l'ordre de z\ et z2, mais celui-ci se démontre exactement comme dans la 
prop. 3.11. On aurait aussi pu utiliser les résultats de [2] pour arriver au résultat. • 

Proposition 4.21. — Si D est un WI>Qp-module filtré admissible de dimension 2 sur 

lequel N ^ 0, alors il existe (a,6,a, Jêf) G Sst(L) tel que D = £>a,6,a,jsf • 

Démonstration. — Il suffit de l'écrire. 

Remarque 4.22. — Il est immédiat que s G 5?+(L) si et seulement si il existe 
(a, b, a, i f ) G 5st(L) et S : WQp -> ^£ tels que F(s) ^ VXx6|a;|a, zaa, J2f) (8) <S. 

Corollaire 4.23. — Si s G y+(L), alors V(s) est une tordue par un caractère 
d'une représentation semi-stable non cristalline. Réciproquement, si V est une L-
représentation de dimension 2 de &Qp tordue par un caractère d'une représentation 
semi-stable non cristalline, alors il existe s G y+(L) tel que V = V(s). 

5. Densité des triangulines et des cristallines 

5.1. Étude locale de l'espace des triangulines 

Lemme 5.1. — Soit So G &(L) tel que So(p) £ pz ; alors il existe un voisinage 3£, 
pour la topologie p-adique, de Sq dans 3F(L), tel que les équations 

(¿(7)7- l)B = (1 + T) et (S(p)<p-1)A=(1+T) 

aient des solutions dans (é?(0il]®Ô'%;)^~0 et &'®@3£ respectivement. 

Démonstration. — Pour l'équation (¿(7)7 — 1)B = (1 + T), on remarque que l'on 
peut écrire, formellement, 

(¿(7)7-I)"1 
+00 

k=0 

(Soil) - Sh)) v 
((¿0(7)7 -l)k+1 
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Maintenant, si on applique le second membre à 1 -h T, la série converge dans 
(^(°'1^(8)^^-)^=0, si ¿(7) — ¿0(7) est assez petit sur 3£ (cela suit du fait que 
l'opérateur (¿0(7)7 - l ) -1 est continu sur (<?(o,i])iM> d'après [6]). 

Pour l'équation (S(p)(p — 1)A = (1 + T), on choisit k > —vp(ôo(p)), et on écrit 1 + T 

sous la forme Xlfco J\ + rk(T). Alors l'équation a comme solution 

k-i 

i=0 

t1 

i\{S(p)pl - 1) 

+00 

71=0 

5(p)nrfc((l + i y - 1 ) , 

et la série converge car a un zéro d'ordre A; en 0 (cf. démonstration du lemme A.l) 

Soit so = (¿1,05^2,o5 00) G S^*, tel que ¿0 = $i,oS2o vérifie So(p) £ pz. D'après le 
lemme 5.1, il existe un voisinage 3C de so (pour la topologie p-adique), dans S?+, tel 
que les équations 

( « ( 7 ) 7 - 1 ) 5 = (1 + T) et (S(p)ip-l)A = (l + T) 

aient des solutions dans {S^^^û^)^-Q et <^+(g>^r respectivement. Soit D l e 
((p, r)-module de base /11, h2 sur âêQÛ^-, avec actions de <p et T données par 

7(hi) = ¿1(7)^1, 7(^2) = ¿ 2 ( 7 ) ^ 2 + ^ 1 ) 

4>{hi)= i(p)hi <^2) = S2(p)(h2 + B/11). 

Si s G alors D$?(s) est le (<p, r)-module .D(s) de la rem. 3.8. La représentation 
V(s) de ^Qp est donc V(s) = (B îg <8>&Qp D^(s))ip=1. Nous allons prouver que V(s) 

varie analytiquement avec s . Si .ST' C est un voisinage de sq, on pose 

Vt(D) = (Bt(8)^ DY=l et Vx ( B L ® « Q „ I > Ä - ' ) • 

Alors Vgçi est un <^f/-module muni d'une action linéaire continue de . 

Proposition 5.2. — iZ existe un voisinage 3£' C 3£ de so dans ¿7* tel que Vgçi soit 

un û3^1-module libre de rang 2, et V#v(s) = V(s), quel que soit s G 3C1. 

Démonstration. — Choisissons A: G N, avec k > 2ix(so), et posons g\ = t~kh\, 

g2 = h2, a = x~kôi, P = ¿2, A! = tkA, B' = tkB. Alors l'action de (p et 7 dans 
la base g\, g2 est donnée par 

7(0i) = «(7)^1, 7(02) =/?(7)(02+ 4;0i) 

V>(Pi) = a(p)flfi, V(<fe)=/?(p)(02+B'<?l), 

et est l'ensemble des X\g\ + X2#2 5 où xi,a;2 G Bjig(8)Qp^^r sont tels que 
(fiziQi + x2g2) = x\g\ + x2g2 et x\ = 0 mod Le calcul de Vgç va se faire en 
plusieurs étapes, en trouvant des bases dans lesquelles l'action de ip est de plus en 
plus sympathique. 
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• Étape 1 : on se débarrasse de B''. On écrit B' G sous la forme B'+ + B'_, 

avec B'+ G 3l+®Gx et B'_3l+®Gx G Comme k > 2u(s0), on a vp(a(p)/3(p)~1) < 0, 

ce qui implique que la série Ylk™i(a(p)~1ft(p))k(P~k(B-) converge dans Si 

on note A~ sa somme, on a (a(p)P(p)~1(p — 1)A_ = B'_. Par ailleurs, en adaptant la 

démonstration du lemme 5.1, on montre (en utilisant le fait que a(p)~1f3(p) £ pz), 

que, quitte à diminuer SC, l'équation ((ct(p)l3(p)~1(p — 1)À+ = B'+ a une solution 

dans 3ë+®Gsc. Soit A = A_ -h A+ G Bjj Si on pose /1 = gi et f2 = g2 - A#i, 

l'action de tp devient tp(gi) = oc(p)g\ et <p(g2) = P{p)gi, et la congruence #i = 0 mod 

tk devient x\ = \x2 mod tk pour xifi + x2f2. 

• Étape 2 : on rend a et /3 constants. Soient ojo = a(so)(p) et /3o = /3(so)(p)- Comme 

aQ1a(p) et /î^"1^ sont des éléments de S* valant 1 en so, on peut, quitte à diminuer 

trouver des solutions dans (W(FP)®5)* aux équations (p{ui) = OJQ 1a(p)iti et 

(p(u2) = ^x0u2 (si on impose Ui(so) = ^2(̂ 0) = 1, ces solutions sont uniques). Si 

d = u7lfi et e2 = uôl f2, on obtient alors la description suivante de V : 

V = {xiei+x2e2, X\,x2 G B*ig<g)5, <p(a;i) a0 lx\, <p(x2) = /30 1x2, xi = Cx2 moàtk] 

avec C = ^ A . 
^ 2 

• Étape 3 : on utilise la théorie des Espaces Vectoriels de dimension finie [9, 11]. 
Soit h = [L : Qp]. Si a G ÛL - {0}, on note UG = {x G L (g) bJ4 , (p(x) = ax. 

Alors Ua est l'ensemble des Cp-points du L-Espace Vectoriel U0 qui est de dimension 

(hvp(a), 1). Par ailleurs, si G N, on note le L-espace vectoriel L 0 (BjR/tfeBjR). 
Alors Bfc est l'ensemble des Cp-points du L-Espace Vectoriel qui est de dimension 

(hk,0). Comme V(s0) est de dimension 2, et comme vp(aQ1) + Vp^Q1) = k, la 

théorie des Espaces Vectoriels de dimension finie permet de prouver la surjectivité de 

l'application 

*o : U a - i © U 0 - 1 ^Bfc, 

définie par $o(#i,#2) = x\ — C(s$)x2 [son image est l'ensemble des Cp-points 

d'un L-Espace Vectoriel de dimension (—hvp(a0), 1) + (—hvp(/3o),l) — (0>2) = 

(hk,0)]. Par le théorème de l'image ouverte, si W est un supplémentaire fermé 

de V(sn) dans U -1 0 U^-i, alors $0 a un inverse continu Q^1 : B^ —> W. Soit 

$ : ( U a - i ® ^ ) ® ( U ^ - i ® ^ ) B f e ® ^ , définie par $(a?i,ar2) = xi - Cx2. 

On peut écrire $ sous la forme $0 + et V r̂ est donc l'ensemble des v = 

x\ei -h x2e2 vérifiant $o(v) = — s^(vs), ce que l'on peut réécrire sous la forme 

v = y0 — (*£(?;)), avec vo G V(SQ). Comme $0 et \1> sont linéaires continues, 

l'application v H v0 - S$Q ^^ (v ) ) est contractante si s est assez petit. Quitte à 

diminuer JET, on peut donc supposer que v \-+ vo — s$Q1(ty(v)) est contractante dans 

Ua-i(g)^,2r 0 XJp-i®û& ; elle admet alors un unique point fixe v, et ce point fixe 

prend la valeur VQ en SQ. On en déduit le résultat. • 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2008 



2 5 0 PIERRE COLMEZ 

Remarque 5.3. — (i) Comme tous les Espaces Vectoriels considérés dans la démons

tration sont munis d'une action de &QP , on aurait pu utiliser la théorie des presque CP-
espaces vectoriels [17] dans l'étape 3, au lieu de celle des Espaces Vectoriels de di

mension finie. 

(ii) On aurait pu aussi utiliser une version « en famille » des théorèmes à la 

Dieudonné-Manin de Kedlaya. Il y a d'ailleurs une concordance assez frappante entre 

ce que permettent de démontrer ces théorèmes de Kedlaya et la théorie des Espaces 

Vectoriels de dimension finie. 

(iii) Comme Kisin me l'a fait remarquer, la prop. 5.2 peut aussi se déduire (cf. [23]) 
des résultats de [22]. 

5.2. La fougère infinie. — On continue à supposer p ^ 2. Un atome galoisien de 

dimension 2 est une UL-représentation V de dimension 2 de &QP absolument indé
composable (i.e. qui ne devient somme de deux caractères sur aucune extension finie 
de &L), qui n'est pas la tordue d'une extension de LJ par 1, où a; désigne le caractère 
cyclotomique modulo p. Si p ^ 5, toute L-représentation absolument irréductible de 
dimension 2 possède (quitte à faire une extension quadratique non ramifiée de L, si 
jamais V n'est pas absolument indécomposable) un réseau dont la réduction est un 
atome galoisien de dimension 2, mais si p = 3, il y a quelques contrexemples dûs au 
fait que LU = 

Si V est un atome galoisien de dimension 2, et si êi , ë2 est une base de V sur 
on note 3£y l'espace des déformations encadrées de V (Si A est une ^-a lgèbre locale, 
un point de ^y(A) est un triplet (V, ei,e2), où V est une A-représentation de ^ Q p , et 
e i , e2 forment une base de V sur A se réduisant en e~i,e~2 modulo m^. D'après Kisin, 
l'espace e^/"y est une boule de dimension 9. 

Un point s de 9yy{V) = S£y{jt?L) nous fournit en particulier une L-représentation 
V(s) de ^Qp. On note %yls(L) l'ensemble des points s de <3fcy(L) tels que Vs est 
cristalline. De même, on note %y(L) l'ensemble des points s de £y(L) tels que Vs 

est trianguline. 

Théorème 5.4. — Si V est un atome galoisien, les ensembles 3£yls(L) et 3C^{V) sont 

Zariski denses dans 9Cy. 

Démonstration. — Soit Z = ^yls(L)f)^~(L) (une représentation cristalline V n'est 

trianguline que si les valeurs propres de (p sur Dcris(V) appartiennent à L, ce qui fait 

que Z est strictement inclus dans ^^ris(L)). On va en fait prouver que Z est Zariski 

dense dans S£y. La démonstration repose sur un argument très semblable à celui de 

la « fougère infinie » de Gouvêa-Mazur [18]. Le point clé est que les éléments de Z 

apparaissent deux fois dans l'espace ce qui suggère que l'image de l'application 
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S? —> SCy a beaucoup trop de points doubles pour ne pas être Zariski dense. Le lemme 

suivant fait partie du folklore. 

Lemme 5.5. — (i) Z n'est pas vide. 

(ii) Z contient des points (V,ei,e2), avec V irréductible. 

Démonstration. — La prop. 5.2 permet de déduire le (ii) du (i) (10) à condition de 

prouver que l'on peut trouver un point V(s) de Z, avec s G y vérifiant u(s) > 0. 
Comme un élément de Z correspond à deux points de ¿5^, et qu'il y a toujours un des 

deux points dans S*7* (cf. (iii) du th. 0.6), il suffit en fait de prouver que Z est non 

vide. Ceci se fait cas par cas. 

• Si V est irréductible, alors on peut la relever en une représentation cristalline, 

obtenue en tordant par un caractère une induite d'une puissance symétrique de la 

représentation attachée à un Lubin-Tate pour Qp2. 

• Si V n'est pas irréductible, on peut supposer, quitte à tordre par un caractère, 

que c'est une extension de kL par &L(<5). 

- Si S £ {1, LJ}, il y une seule telle extension, et on peut relever S en un caractère de 

la forme xkSo, où k > 0 et So est constant sur Z* ; l'extension de 1 par xkSo est alors 

une représentation cristalline ordinaire (de poids de Hodge-Tate 0 et k) possédant un 

réseau dont la réduction est V. 

- Les extensions de 1 par u sont classifiées par un invariant «5f qui est la réduction 
modulo p de l'invariant «Sf de Fontaine-Mazur pour les extensions de 1 par le caractère 
cyclotomique. On peut alors utiliser la formule de Greenberg-Stevens [19], interpré
tant cet invariant comme une dérivée logarithmique de valeur propre de Frobenius 
(par rapport au poids de Hodge-Tate), pour prouver qu'il existe une représentation 
cristalline ordinaire de poids de Hodge-Tate 0 et p = 1 + {p — 1) se réduisant sur V. 

- De même, les extensions de 1 par 1 sont classifiées par un invariant Jïf, et il est 
assez facile de prouver que les extensions de 1 par (|x|x)^p_1^1+pQ;^(l + fi)Vp(x\ avec 
a G { 0 , . . . ,p — 1} et /3 G m^, fournissent toutes les extensions dont on a besoin en 
réduction modulo TUL-

Revenons à la démonstration du th. 5.4. Soit XQ = (Vb, e^o, e2,o) € avec Vb 

irréductible. Il existe alors un voisinage ^ ( X Q ) de XQ dans 2£y pour la topologie 

p-adique, une &SC{xq)-représentation V de ^Qp de dimension 2 et une base ei,e2 

de V sur ^^r(Xo), telles que V(x0) = Vb, ei(xo) = ^i,o et e2(x0) = e2io. Le choix 

de ei,e2 permet de trivialiser l'application (V,e\,e2) i-> V dans un voisinage de xo, 

ce qui permet, quitte à diminuer &(XQ), d'écrire ^(XQ) SOUS la forme d'un produit 

(10) Elle permet de montrer qu'il passe, par un point cristallin, une sous-variété de codimension 1 

contenant des tas de points cristallins avec un des poids de Hodge-Tate tendant vers l'infini, alors 

qu'une des valeurs propres de Frobenius et l'autre poids de Hodge-Tate restent bornés ; chacun de 

ces points fournit une représentation irréductible. 
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&(xo) x 3è, où (xo) est un voisinage p-adique de VQ dans l'espace des déformations 

de V (qui est lisse au voisinage de Vo, puisque Vo est irréductible) et Së est une boule de 

l'espace de dimension 4, l'application ^(x0) x Së —> &(x0) envoyant (V(s),a,b,c,d) 

sur (V(s), (1 +pa)ei(s) + pce2(s),pfrei(s) + (1 H- pd)e2(s)). 

Comme 2£y est irréductible, <3fr(xo) est Zariski dense dans 3Cy, et il nous suffit 

de prouver que Z H 3£(x$) est Zariski dense dans 3£(x§), OU encore, en utilisant la 

factorisation ci-dessus, que l'ensemble Y fi ^(XQ) est Zariski dense dans ^(XQ), où 

Y désigne l'ensemble des L-représentations cristallines triangulines dont la réduction 

est V. 

Si t G 5?* est tel que V(t) G ^ ( X Q ) , n existe, d'après la prop 5.2, un voisinage ^ (£ ) 

dans 5?* tel que F(s) G ^ (#o) , Quel Que s°it s G ^ ( t ) . De plus, toujours d'après la 

prop. 5.2, l'application 5 H-» V (̂s) est analytique sur y(t), et comme elle est injective 

(puisque V(s) = V(sf) n'arrive que très rarement, et implique que s et sf sont loin 

dans ^ * ) , on en déduit le fait que l'adhérence de Zariski 3?t de l'image de 5?(t) dans 

^(xo) est de dimension 4 (au moins), et donc est de codimension 1 (au plus). 

Maintenant, choisissons so = (61,62,00) G ̂ * tel que V(so) = Vo- Soit / G ^V(Xo) 
identiquement nul sur 7 n f (xo)- En particulier, il existe N ^ 0 tel que / est nulle 

sur 

W(n,k,y1,y2) = V(6i exp((n -h k) log x H- î/ivp(x)), 62 exp(k logx + î/2Vp(ic)), 0 0 ) , 

si n G N, A; G Z sont divisibles par (p — l)pN et si y\,y2 G ont une valuation ^ A/". 

Comme (p- l)iVN x (p - l )p*Z x ( p ^ L ) 2 est Zariski dense dans S*(s0), on en déduit 

le fait que / est identiquement nul sur 3fSQ. Par ailleurs, la représentation W(n, 0,0,0) 

est aussi isomorphe à V(tn), où tn est l'élément (62xn+w(<So\ 61x-(n+w(s°», 00) de y . 

Les arguments qui ont permis de montrer que / est nulle sur 2fSQ, montrent de même 

que / est identiquement nulle sur 3ftn, quel que soit n G N. 

Si n est assez grand, u(tn) = n + w(so) + vp(62(p)) n'est pas égal à u(so), ce qui fait 

que tn y(so), et donc que 3ftn n'est pas inclus dans J^0. Par ailleurs, 3fSQ D 3?tn 

contient l'image de l'ensemble des (¿1 exp((n + z)logx + y\vp(x)),62exp(fclogz + 

2/2^p(x)), 0 0 ) , pour y i , 2/2, z G de valuation suffisamment grande. On en déduit que 

la réunion des 2?SQ D 3ftn est Zariski dense dans 3?SQ. Soit alors r l'ordre du zéro de 

/ sur 3f8Q. Il résulte de ce qui précède que / a un zéro d'ordre au moins r + 1 sur 

^sQ H 2?tn, pour tout n. Comme la réunion des fl 2?tn est Zariski dense dans J^0, 

cela implique que / a un zéro d'ordre r + 1 sur J^0. On a donc r = + 0 0 , ce qui 

implique que / est identiquement nulle sur ?V(XQ). Ceci permet de conclure. • 

Remarque 5.6. — Si p = 3 et V est la tordue d'une extension de 1 par <j, la démonstra

tion précédente prouve que l'ensemble Z des triangulines cristallines est Zariski dense 

dans toute composante irréductible du champs des déformations de V contenant un 

élément irréductible de Z. 
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Question 5.7. — (i) Le th. 5.4 s'étend-il en dimension supérieure? La différence entre 
la dimension de l'espace des représentations de dimension n de ^Qp , et celui des 
triangulines est n(n~1} qui est > 1 si n > 3. La démonstration précédente ne s'étend 
donc pas sans modification, mais Chenevier [4] a obtenu des résultats allant dans le 
sens d'une réponse positive. 

(ii) Est-ce que l'ensemble des représentations cristabélines (une représentation est 
cristabéline si elle devient cristalline sur une extension abélienne de Qp) à poids de 
Hodge-Tate 0 et 1 est Zariski dense dans l'espace de tous les représentations ? 

A. Compléments à [12] 

A . l . Compléments sur & 

Lemme A.l. — (i) Si a e L* n'est pas de la forme p 1, i G N; alors acp — 1 : âê+ —* 
^+ est un isomorphisme. 

(ii) Si a — p 1, avec i e N, alors le noyau de aip — 1 : &+ —> ^ + est la droite 
L t1, et Y]t=o a<ktk est dans l'image de atp — 1 si et seulement si ai = 0. 

Démonstration. — Si k > —vp(a)i alors +oo 
71=0 1<*<РГ est un inverse continu de 

a<p — 1 sur Tkâê^~. (Pour montrer que la somme définit bien une fonction analytique 
sur vp(T) > 0, il suffit de constater que l'on a vp((pn(T)) = n + C, si n est assez grand, 
et donc vp(F((p(T))) ^ nk + C si F est divisible par Tk.) Le résultat se déduit alors 
de ce que âê+ = ®![~}L • t1 0 Tk@+ et de ce que = pH\ • 

Lemme A.2. — Si b G et si vp(a) < 0, il existe c G ^ tel que b' = b — (cap — l)c 
appartienne à (S>1[)^=0. 

Démonstration. — Il suffit de résoudre l'équation ac — ib(c) = ïù(b) dans & ,̂ or cette 
équation admet comme solution c +oo 

71=0 
a kipk(b), la convergence de la série dans 

gt étant une conséquence de la prop. [12, 1.15]. 

Corollaire A3. — Sib G $ et si vp(a) < 0, il existe c G M tel que b' = b — (cap — l)c 
appartienne à ((o^)^=0. 

Démonstration. — D'après le lemme A.l, si k > —vp(a), il existe c\ G Si tel que 
b — (pup — l)ci soit de la forme Yli<k ai^% e* d°nc appartienne à S\ ce qui permet 
d'utiliser le lemme A.2 pour conclure. • 

Lemme A.4. — Si vp(a) < 0, et si a G vérifie (cap - l)a G (S^-®, alors a G 

Démonstration. — Six лет, xl 
rpk est un élément de on note x+ et x les séries 

de Laurent définies par x+ sk>0xh G et x~ A<-1 xkTk G S^. D'après 
[12, lemme 1.8], on a ip(x) tp(x ) et ip(xy : Ф Х+) on a aussi ip(x) = <p(x ) 
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Appliquant ce qui précède à x — ((f(a) — a) G (S^)^~°, on en déduit les identités 

0 = ^ ( M a ) - a " 1 a ) - ) : ijj(((p(a )-a la) ) = 

= (îp{ip(a ) — a1a)) =a —a 1i^(a ) , 

et comme on a supposé vp(a) < 0, une récurrence immédiate montre que a G vcfiLûg, 

quel que soit k G N. On en déduit la nullité de a~, ce qu'il fallait démontrer. • 

Proposition A.5. — Soit ô G &(L). Si vp(S(p)) > 0, l'équation 

((5(7)7 " 1)£ 

+ OC 

71=0 
* ( p ) V ( i + t ) 

n'a pas de solution dans ë&. 

Démonstration. — Soit A = J2n=o ô(p)n(pn{l+T). Alors A G ÛL[[T\] vérifie ip(A) = 

S(p)A. Soit 6 = (¿(7)7 - 1), et soit B G & une solution de 6 ( 5 ) = A. On a 

0(ip(B) — S(p)B) = 0. On en déduit que ^ ( S ) — S(p)B = 0 (sauf si S est de la forme 

X_î , avec i G N, auquel cas ^(B) — ô(p)B = af1, mais en retranchant (p~l —6(p))~1tl 

à 5 , on fabrique une solution de Q(B) = A vérifiant ip(B) — S(p)B = 0). 

Décomposons alors B sous la forme B+ + B~, avec £ + G et B~ G fi 
T - ^ I I T - 1 ] ] . Comme V>(#)+ = ^ ( # + ) et ^ ( £ ) ~ - ^(JB"), on a V>(#)+ = ̂ (#+)= % ) £ + et 

i/>(B~) = 5(p)B~. D'après [12, prop.1.13], cela implique que B~ converge sur tout le 

disque épointé 0 < vp(T) < + 0 0 , et que l'on a 

inf vp(B (x)) ^ 
vp(x)=r+l 

inf vp(B (x)) - 1 - vp(S(p)), 
Vp(x)=r 

quel que soit r 
1 

p - l 

On en déduit que B~ a un pôle d'ordre fini, puis, grâce au lemme 1.8 de [12], que 

B~ = 0. On en déduit l'existence d'une distribution ¡1 sur Zp dont B est la transformée 

d'Amice, et la relation que vérifie B implique que la restriction à Z * de À = (¿(7)7 — 
l)/x est la masse de Dirac en 1. Ceci est absurde car on aurait 

1 
Zp 

6-1\ = 6(1) 
Z 

<5 1(x(l)x)fi-
Z 

Ô-1(X)IJ, = 0. 

Ceci permet de conclure. 

S i / = KEZ akTk G Si. on définit le résidu de la forme différentielle u> = f dT par 

la formule res(o;) = a_i. On a alors res(7(c<;)) = res(u;) et res((p(u))) = pres(o;). 

Soit d : & ^ l'opérateur différentiel 9 = | = ( 1 + r ) | . . On a 

do(p=ptpod et doj = x(j) j od. 

Par ailleurs, comme df = 9 / 1 + T on en déduit la proposition suivante : 

A S T É R I S Q U E 3 1 9 



R E P R É S E N T A T I O N S TRIANGULINES 255 

Proposition A.6. — (i) kerd = L et f est dans l'image de d si et seulement si 
res(f dT > 

1+T> 0. 

(ii) d : 3ê[\ogT] -> âê[logT] est surjective. 

On pose Resi f) = resN dT 

1 + T Comme log 7(T) 
T 

et log <p(T] 
rpp appartiennent à 8& et 

donc ont une différentielle dont le résidu est nul, on en déduit les formules 

Res(7(*)) = x(7)_1Res(x) et Res((p(x)) = Res(x). 

Lemme AJ. — Si x G {S^Y, alors R e s ^ G Z. 

Démonstration. — On peut écrire x de manière unique sous la forme x = aTkx+x , 
avec a G L*, k G Z, x+ G 1 + T ^ L [ [ T ] ] et x~ G (1 + m ^ - ^ P 1 - 1 ] ] ) D <Ft. On a 
alors Res^p- = R e s ^ ^ = 0 et Res^j^ = k, ce qui permet de conclure. • 

Lemme A.8. — Six G 3$ vérifieRes(x) 0, alors il existe c G M tel que (7—l)c = tx. 

Démonstration. — Ce lemme peut se trouver dans [21 (ou plutôt dans la prépubli

cation correspondante). Rappelons-en la démonstration. Soit V log 7 
logx(7) 

Un petit 

calcul montre que V = td. Par ailleurs, on peut factoriser log( l+T) 

logx(7) 
sous la forme 

TF(T), et donc V sous la forme (7 — 1)F(7 — 1), ce qui prouve que pour trouver 
une solution de l'équation (7 — l)c = tly, il suffit d'exhiber une solution de l'équation 
de = t%~xy. Le lemme est alors une conséquence du fait que de = x a une solution 
dans â$ si et seulement si Res(x) = 0. • 

A.2. Anneaux de Fontaine. — On renvoie à [11] pour la définition des anneaux 
apparaissant ci-dessous. 

Proposition A.9. — Si r > 0 et si x G 1 

t 
I log7T les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

(i) Nx = 0 ; 
( Ü ) I € B M [ } ] . 

Démonstration. — C'est évident. 

Proposition A.10. — Sir > 0 et si x G B M [ I ] les conditions suivantes sont équiva
lentes : 

(i) G BdR quel que soit n G N vérifiant 1 

p—l)pn-L 
r; 

(ii) a €B]°'rl. 

Démonstration. — L'implication (ii)=>(i) est immédiate, et pour montrer l'implica
tion (i)=>(ii), il suffit de prouver que si x G B^0'rl est tel que (f~n(x) est divisible par 
t dans BtR pour tout n vérifiant 1 

p-lp"- J 
r alors x est divisible par t dans B^°'rl 

Ceci a été démontré par Berger [2]. 
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Lemme A.ll. — Si x G B^g, les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) il existe no G N tel que ip~n(x) G Amax quel que soit n ^ no ; 
(ii) x G A+. 

Démonstration. — L'implication (ii)=>(i) est immédiate. Passons à la réciproque. Par 
hypothèse, si n ^ no, il existe xn G Amax tel que x = (pn(xn). Par ailleurs, si y G Amax, 
il existe une suite (ak)keN d'éléments de A+, tendant p-adiquement vers 0, telle que 
l'on ait 

V = 
+00 

k=0 
ak 

|p| 

P 

k 
et donc yn(y) 

+00 

k=0 
pfc<*n-V(afe |p| 

p 

kpr 

on en déduit l'inclusion <£n(Amax) C A+ + pn Amax, et l'appartenance de x à 
Nn^no(A+ +Pn-1Amax). Comme A+ FL pnAmax = (p, [p])nA+, cela implique que 
A+ est fermé dans Amax ; on en déduit l'appartenance de x à A+, ce qu'il fallait 
démontrer. • 

Proposition A.12. — Si r > 0, et si 0 < s ^ r, les conditions suivantes sont équiva
lentes pour x GGBM[I] 

(i) la suite (<£-n(#))neN est bornée dans B '̂r] ; 
(ii) 1 6 B M . 

Démonstration. — L'implication (ii)=^(i) est immédiate. Passons à la réciproque. On 
peut décomposer x sous la forme x = y + z avec z G B °̂'rl et, quitte à remplacer 
x par y, on peut supposer r = + 0 0 et a: G B^g, auquel cas le résultat suit du 
lemme A. l l . • 

Proposition A.13. — Si x G S£ et si a G L* vérifie vp(a) > 0, les conditions suivantes 
sont équivalentes : 

(i) x est d'ordre vp(a) ; 
(ii) la suite de terme général an(p~n(x) est bornée dans Bjig. 

Démonstration. — On peut écrire x sous la forme x = x+ + x~, avec x+ G et 
x~ G <ft. La suite (ip~n(x~))ne^ est alors bornée dans B^ ; il en est donc, a fortiori, 
de même de la suite (an(p~n(x~))ne^ dans B*ig. On peut donc remplacer x par x+ 
et se ramener à vérifier que x G ̂ + est d'ordre vp(a) si et seulement si la suite 
(an(p~n(x))nefq est bornée dans B^g. 

Maintenant, on a B ĝ = f\eN<̂ (I3max) et une suite (#n)neN est bornée dans B ĝ 
si et seulement si (xn)ne?q est bornée dans ^(B^ax) quel que soit i G N, ou encore, 
si et seulement si, quel que soit i G N, la suite (<p~l{xn))neN est bornée dans B+ax. 
Ceci permet de se ramener à prouver que x G ^ + est d'ordre vp(a) si et seulement si 
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la suite (anip n(x))ne^ est bornée dans B+ax. Pour la démonstration de ce dernier 

fait, voir par exemple [8, lemme VII I .3.3] . • 
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