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EQUATIONS DIFFERENTIELLES p-ADIQUES ET
(¢, N)-MODULES FILTRES

par

Laurent Berger

Résumé. — L’objet de cet article est de montrer que les deux catégories suivantes
sont équivalentes (1) la catégorie des (¢, N, Gk )-modules filtrés (2) la catégorie des
(¢, 'k )-modules sur ’anneau de Robba tels que ’algébre de Lie de I' x agit localement
trivialement.

De plus, on montre que sous cette équivalence, les (¢, N, Gk )-modules filtrés ad-
missibles correspondent aux (p, 'k )-modules étales, ce qui nous permet de donner
une nouvelle démonstration du théoréme de Colmez-Fontaine.

Abstract (p-adic differential equations and filtered (¢, N)-modules). — The goal of this ar-
ticle is to show that the following two categories are equivalent (1) the category of
filtered (¢, N, Gk )-modules (2) the category of (¢, 'k )-modules over the Robba ring
such that the Lie algebra of 'k acts locally trivially.

Furthermore, we show that under this equivalence, the admissible filtered
(¢, N,Gk)-modules correspond to the étale (¢, I'x)-modules, which gives a new
proof of Colmez-Fontaine’s theorem.

Introduction

Dans tout cet article, K est un corps local qui contient Q, et qui est muni d’une
valuation discrete étendant la valuation p-adique et pour laquelle K est complet et de
corps résiduel parfait kx. Pour n < 0o, on pose K, = K(upn) et I'x = Gal(K/K).

(¢, N,Gk)-modules filtrés et (¢,I'x)-modules. — L’objet de cet article est de
construire une équivalence de catégories entre deux catégories utilisées dans la théorie
des représentations p-adiques et des équations différentielles p-adiques (on se reportera
au chapitre I pour des rappels sur ces catégories). Il s’agit de :

Classification mathématique par sujets (2000). — 11F80, 12H25, 13K05, 14F30.
Mots clefs. — Représentations p-adiques, (¢, N)-modules filtrés, équations différentielles p-adiques,
(¢, T')-modules.
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14 LAURENT BERGER

1. la catégorie des (p, N, Gk )-modules filtrés, dont la sous-catégorie des objets ad-
missibles paramétrise les représentations p-adiques potentiellement semi-stables
du groupe de Galois absolu Gk du corps K ;

2. la catégorie des (¢, I'x )-modules sur ’anneau de Robba tels que l’algebre de Lie
de 'k agit localement trivialement, qui généralise la notion d’équation différen-
tielle p-adique munie d’une structure de Frobenius.

On construit un foncteur D — # (D) qui & un (¢, N, Gk )-module filtré D associe
un (p,'k)-module # (D) sur 'anneau de Robba B;’ig, k €t le résultat principal de
cet article est le suivant :

Théoréme A. — Le ®-foncteur exact D — # (D), de la catégorie des (¢, N,Gg)-
modules filtrés, dans la catégorie des (p,I k)-modules sur BIig’ x dont la connexion
associée est localement triviale, est une équivalence de catégories.

Etant donné un (p, N, Gk )-module filtré D, le (¢, T )-module .# (D) admet (par
le théoréme [19, théoréme 6.10] de Kedlaya) une filtration canonique par les « pentes
de Frobenius ». Nous calculons ces pentes en terme des invariants tg et ¢ty de D et de
ses sous-objets. Comme corollaire de ces calculs, nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme B. — Le (p, N, Gk )-module filtré D est admissible si et seulement si .# (D)
est étale.

Application aux représentations p-adiques. — Comme application du théo-
réme B, on obtient une nouvelle démonstration du théoréme [12, théoréme A] de
Colmez-Fontaine :

Théoréme. — Si D est un (¢, N,Gg)-module filtré admissible, alors il existe une
représentation p-adique V' potentiellement semi-stable telle que Dyg(V) = D.

Enfin, les constructions précédentes nous permettent de préciser les liens entre les
divers invariants que ’on peut associer a une représentation p-adique potentiellement
semi-stable V' (qui devient semi-stable sur une extension galoisienne finie L de K).
Ces invariants sont :

1. le (¢, N,Gp/k)-module filtré Dg;, (V) = (Bst ®q, V)Ce
2. P’équation différentielle p-adique N4r(V);

3. le (p,I'k)-module étale sur Panneau de Robba D;rig(V).

A Déquation différentielle p-adique Ng4r(V), on associe (cf définition II1.2.2) son
espace Soly,(Nqr(V)) de Gp-solutions, qui est un (p, N,G/k)-module, et on montre
dans le théoréme II1.2.3 comment la donnée de DIig(V) détermine une filtration sur
Soly, (N4r(V)), ce qui en fait un (p, N, G,k )-module filtré. On a alors (les notations

restantes sont définies dans le corps du texte) :

Théoréme C. — Si V est une représentation p-adique de Gk semi-stable quand on la
restreint a G, alors :
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES p-ADIQUES ET (¢, N)-MODULES FILTRES 15

1. Dy (V) = Sol(Ngr(V)) ;
2. DL (V) = A (D, (V) ;

rig
3. Nar(V) = (B, [6x] ®r, Dyt, (V)02 oo/ Ke):N=0,

Ces identifications sont compatibles a toutes les structures en présence.

Cela permet notamment de « retrouver la filtration » sur Dg; (V) quand on le

construit & partir de Dlig(V) (cf [9, proposition 5.6] pour une construction similaire).
Enfin, nous montrons comment reconstruire, pour une représentation semi-stable

V, le (¢,T'k)-module Df(V) sur B}{ a partir de Dyt (V) (comme dans [10, §4.3.1]).

Théoréme D. — Si V est une représentation semi-stable de Gk et si
o {e;}i=1...q est une base de D (V) adaptée a la décomposition par les pentes de
Frobenius ;

d
o N(e:) =2 j-1my€; 5
o {fi}j=1..a est une base de D4r(V) adaptée a la filtration et ¢~ "(e;) =
d
S fis

alorsz = Y4 2:(X)®e; € BL’;’K[ZX, 1/t] ®k, Dst(V) appartient a DV7(V) si et
seulement si :

1. N(z;) + Y% njx; =0 pourj=1---d;

2. Y4, Ln(:l:i)p;j;) et tHUDK, [t] pourj=1---d et n>n(r);

3. ord(z;) < — pente(e;) pouri=1---d.

Ceci permet de construire « explicitement » les éléments de D™"(V) ce qui a des
applications directes a la correspondance de Langlands p-adique.

Remerciements : Je remercie Pierre Colmez, Jean-Marc Fontaine et Kiran Kedlaya
pour des discussions éclairantes sur certains points de cet article ainsi que Francesco
Baldassarri et le referee pour leurs commentaires sur une premiere version.

I. Rappels et compléments

Dans tout cet article, K est un corps local qui contient Q, et qui est muni d’une
valuation discrete étendant la valuation p-adique et pour laquelle K est complet et
de corps résiduel parfait kx.

On écrit ppn C K (la cloture algébrique de K) pour désigner ’ensemble des racines
p"-iémes de 'unité, et pour n > 1, on définit K, = K (u,n) ainsi que Koo = USS K,
Sin =0, on pose Ko = W (kxk)[1/p] ce qui fait que K/ K, est totalement ramifiée. Les
notations ne sont donc pas vraiment compatibles, mais elles sont usuelles. Finalement,
K désigne ’extension maximale non-ramifiée de Ky contenue dans K.

Soient G = Gal(K/K) et Hx = Gal(K/K,) le noyau du caractére cyclotomique
X : Gk — Zy et 'x = Gk /H le groupe de Galois de Ko /K, qui s’identifie via le
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16 LAURENT BERGER

caractére cyclotomique a un sous-groupe ouvert de Z;. On note o : Kg* — Kg" le
Frobenius absolu (qui reléve z — z? sur k%").

I.1. Les (¢, N,Gr /k)-modules filtrés. — Le corps L désigne une extension galoi-
sienne finie de K, et G,k le groupe de Galois de L/ K. La catégorie des (¢, N, G /k)-
modules filtrés et sa sous-catégorie pleine de (¢, N, G,k )-modules filtrés admissibles
sont étudiées en détail dans [15, §4]. Nous nous contentons donc de rappeler les défi-
nitions et quelques résultats dont nous aurons besoin par la suite.

Un (¢, N,GL/k)-module est un Lo-espace vectoriel D de dimension finie et muni
d’une application o-semi-linéaire bijective ¢ : D — D, d’une application linéaire
N : D — D qui vérifie No = ppN et d’une action semi-linéaire de G,/ x qui commute
a pet N.Si L= K, on parle tout simplement de (¢, N)-module (relatif & K).

Un (¢, N, G k)-module filtré est la donnée d’un (¢, N, Gk )-module D et d’une
filtration décroissante exhaustive et separée Fil'Dy, sur D; = L ® Lo D, par des sous
L-espaces vectoriels stables par G, k. Il est équivalent de se donner une filtration sur
Dy = DJV/¥.

La catégorie des (o, N, G,k )-modules filtrés est une catégorie additive Q,-linéaire
qui admet des noyaux et des conoyaux (mais qui n’est pas abélienne), ainsi que des
produits tensoriels et des Hom internes.

Par abus de langage, on dira que D est un (¢, N, Gg)-module filtré s’il existe une
extension finie galoisienne L/K telle que D est un (¢, N,Gp,k)-module filtré.

Si D est un (p, N,Gp,/k)-module filtré de dimension 1, on définit ¢ty (D) comme
le plus grand entier i tel que Fil‘’Dy # 0 et si p(d) = Ad avec d € D, alors vp(A) ne
dépend pas du choix de d # 0 et on définit ¢ty (D) = vp(A). Si D est un (¢, N,Gr,/k)-
module filtré de dimension > 1, on définit ¢z (D) = tg(det D) et tn(D) = ¢ty (det D).
Sie € Dy, on pose tg(e) =tu(L-e).

On dit qu'un (¢, N,Gp/k)-module filtré D est admissible si tg(D) = tn(D)
et si pour tout sous-objet D’ de D, on a tn(D') — tg(D’) > 0. La catégorie des
(¢, N, G,k )-modules filtrés admissibles est une sous-catégorie pleine de la catégorie
des (¢, N, G,k )-modules filtrés et elle est de plus abélienne.

Rappelons que la principale source de (¢, N, G,k )-modules filtrés admissibles est
la suivante : si V est une représentation p-adique de G dont la restriction & G, est
semi-stable, alors Dy 1 (V') est un (¢, N,Gp,k)-module filtré admissible.

I1.2. L’anneau de Robba. — Définissons ici quelques anneaux de séries formelles
(ces constructions sont faites en détail dans [11]). Si 7 est un réel positif et F' = Ky
(pour alléger un peu les notations), soit B}rf lanneau des séries formelles f(X) =
> kez arX* ot {ar € F}rez est une suite bornée telle que f(X) converge sur la
couronne 0 < vp(X) < 1/r. Cet anneau est muni d’une action de I'r, qui est triviale
sur les coefficients et donnée par v(X) = (1 4+ X)X — 1 et on peut définir un
Frobenius ¢ : B}ir — B}’” " qui est o-semi-linéaire sur les coefficients et tel que
e(X) = (1 4+ X)? — 1. Le « théoreme de préparation de Weierstrass » montre que
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES p-ADIQUES ET (p, N)-MODULES FILTRES 17

B} = U,.>0B},lr est un corps. Ce corps n’est pas complet pour la norme de Gauss
et on appelle By son complété qui est un corps local de dimension 2 dont le corps
résiduel s’identifie & kx (X)).

On pose aussi F,, = F(upn) ainsi que Foo = U 1F ce qui fait que P’extension

K /Fw est une extension finie de degré de ramlﬁcatlon ex < [Kwo @ Foo] et par
la théorie du corps de normes de [18, 23] il lui correspond une extension séparable
ki (X k)/kr (X)) de degré [Ko : Fu) qui nous permet de définir des extensions
non-ramifiées Bx /B et BL- / B‘;, de degré [Ko : Fs. On peut montrer que B, =
UT>OB}{ et qu’il existe ro(K) tel que si r > ro(K), alors B}{ est un B}f,’r-module
libre de rang [Ky : Foo| qui s’identifie & un anneau de séries formelles f(Xg) =
Y kez ok X% ot {ax € K{}rez est une suite bornée telle que f(Xg) converge sur
la couronne 0 < v,(Xk) < 1/exr. L'élément X i vérifie une équation d’Eisenstein
sur k(X)) quon peut relever en une équation sur B Ky Paction de I'x s’étend

naturellement & BT’ de méme que le Frobenius ¢ : BJf T Bf’p "

L’anneau B}{T s’identifiant & un anneau de séries formelles convergeant sur une cou-
ronne, il est naturellement muni d’une topologie de Fréchet, la topologie de la « conver-
gence compacte » sur les couronnes Ck|r;s] = {z € Oc,, 1/exs < v,(2) < 1/exr}
pour s > r, et son complété Brlg K pour cette topologie s’identifie & ’anneau de séries
formelles f(Xk) = Y yez ax X5 ou {ar € K{}rez est une suite non nécessairement
bornée telle que f(X k) converge sur la couronne 0 < vp(X k) < 1/egr. Par exemple,
si on pose t = log(l + X), alors t € BLgF c Bl
B'r oK = U7'>0Br1g x est «’anneau de Robba ». Nous allons rappeler quelques-uns
des resultats de [2, §4] qui nous seront utiles dans la suite.

11 existe 7(K) que ’on peut supposer > ro(K) tel que si p"~}(p — 1) > r > r(K),
alors on a une application injective ¢y, : B}{ — K, [t] (c’est Vapplication =™ de [6,
§I11.2]). Par exemple si K = Ky, alors ¢, (X) = (™ exp(t/p™)—1 o1 €™ est une racine
primitive p"-iéme de 1 et ¢,, agit par 0~" sur les coeflicients. On définit n(r) comme
étant le plus petit entier n tel que p"~(p — 1) > r ce qui fait que &, : B}{ - K,[t]
est définie des que n > n(r).

L’application ¢, se prolonge en une application injective ¢, : BI;;, x — Kn[t]. Le

rig,k bour tout 7 > 0. L’anneau

groupe I' ¢ est un groupe de Lie de dimension 1 qui agit sur BI" x et l'algébre de Lie de

I'k agit aussi sur Bng K cette action étant donnée par V(f )g_ log(v)(f)/ log,(x(7))
pour vy € 'k assez prochede 1. Si f = f(X) € Brlg p alors V(f(X)) = t(1+X)df /dX.
Sife Bfl’gK alors on pose 9(f) = t71V(f) ce qui fait que si f = f(X) € BngF
alors 9(f(X)) = (1 + X)df/dX et quesi f € BIig, i Vérifie une équation algébrique
P(f) = 0 sur BIig,F telle que P’'(f) # 0, alors on peut aussi calculer 9(f) par la
formule 0(f) = —(0P)(f)/P'(f). En particulier d(f) = 0 si et seulement si f € KJ.

Lemme 1.2.1. — St w > 1 alors il existe t,., € BI;;’K tel que tp(tnhw) = 1
mod tY Ky [t] et tm(tn,w) € t*Ky[t] si m # n.

)
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18 LAURENT BERGER

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la solution du probléme des
« parties principales » (voir [20, §8]). O

Rappelons que les anneaux BI;;, K et donc aussi Bzig‘ x sont des anneaux de Bézout,
c’est-a-dire que tout idéal de type fini en est principal. Ceci a un certain nombre de
conséquences pour lesquelles on se reportera par exemple & [19, §2]. Dans la suite,
on pose ¢ = p(X)/X = ((1 + X)? — 1)/X, ce qui fait que t,(¢" 1(q)) est une
uniformisante de K, [t].

J

Proposition 1.2.2. — Si I est un idéal principal de BIi’gT’ K qui divise (t") pour h > 0
alors I est engendré par un élément de la forme H::l(r)(go”“l(q) /p)i" avec jn < h.
Démonstration. — Rappelons que I'on a une décomposition t = X -[[,'23 (¢"(g)/p)-
Le lemme [2, lemme 4.9] montre que B;ri’; x/9"1(q) ~ K, et donc que les idéaux

(¢™"1(q)) sont premiers (et méme maximaux) dans BI;; k- Ceci montre que si z divise

th, alors z est le produit d’une unité par un élément de la forme ::;;(r) (™" (q)/p)’"

et il reste & appliquer cela & un générateur de ’idéal I. O

1.3. Les (p,I'k)-modules sur I’anneau de Robba. — Dans ce paragraphe, nous
rappelons la définition des ¢-modules et des (p, 'k )-modules sur ’anneau de Robba
ainsi que quelques résultats techniques concernant ces objets. Pour des définitions
d’ordre plus général, on peut voir [19, §2.5]. Un ¢-module sur BIig,K est un B:ig,K-
module D libre de rang fini (noté d) et muni d’une application ¢-semi-linéaire toujours
notée ¢ : D — D telle que ¢*(D) = D (on note ¢*(D) le y-module engendré par
¢(D)). Un (¢, 'k )-module sur Biig’
Tk semi-linéaire par rapport a ’action de ce groupe sur BIig’ K €t commutant & ¢. On
a un résultat de descente galoisienne (voir aussi [19, §2.5]) pour les (¢, 'k )-modules.

k €st un p-module muni en plus d’une action de

Définition 1.3.1. — Si L/K est une extension galoisienne finie, et si D est un (¢,I'z)-
module sur Bzi& » on dit que D est muni d’une action de G/ si le groupe Gk agit
sur D et si de plus :

1. Hy C Gk agit trivialement sur D ;
2. laction de G /H C Gk /H} induite coincide avec celle de I'f.

La proposition suivante se trouve essentiellement dans [19, corollary 2.7 :

Proposition 1.3.2. — Si L/K est une extension galoisienne finie et si D est un (¢,I'r)-
module sur Blig,L muni d’une action de G i, alors D« est un (¢, 'k )-module et

D= BIig,L Bgt DHx.

rig, K

Démonstration. — L’action de 'y sur DX est donnée par l'isomorphisme 'y =
Gk/Hk. Le fait que D = Bzig . ®gt  DFx suit de [19, lemma 2.6] (par exemple).
! rig, K

Montrons que ¢*(DFx) = (DFx). Si z € DHx, et si {y;} est une base de D sur BIig’L
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES p-ADIQUES ET (p, N)-MODULES FILTRES 19

contenue dans D¥x | alors on peut écrire z = Zl_l z;0(y;) avec z; € 153 1, €t comme

rig,
z et les y; sont fixes par Hg, on a aussi z; € Brig’K ce qui fait que z € p*(DHx). O

Le théoréme suivant est une variante d’un résultat de Cherbonnier (voir [4]).

Théoréme 1.3.3. — Si D est un p-module sur B;rl x alors il existe r(D) > r(K) tel

que pour tout r > r(D), il existe un unique sous BL’g x-module D, de D vérifiant les
propriétés suivantes :

1 D Brlg K ®Bf ™ DT ;

rig, K

2. le BT’W -module Brlg k ®gtr Dy a une base contenue dans o(D,).
rig, K

En particulier, on a Dg = B;ri’gs k ®gtr Dy pour tous s > r et si D est un (p, T'k)-
! rig, K
module, alors y(D,) =D, pour tout vy € I'k.

Démonstration. — Comme D est un B;’ig) k-module libre de rang d, il en existe une
base e, -+ ,eq. Il existe alors r = r(D) tel que la matrice de ¢ dans cette base est
dans GL(d, Bllgr x) et si l'on pose D, = &L 1Brlg K€, alors les deux conditions du
théoréme sont remplies. Si D" et D® sont deux Bzi’g’ x-modules satisfaisant les
deux conditions ci-dessus, et qu’on en choisit des bases, alors la matrice M de passage
d’une base a l'autre et les matrices P, et Py de ¢ dans ces deux bases vont satisfaire
la relation o(M) = P ' M P; avec P; et P, € GL(d, BI;;’TK) ce qui implique que M €
M(d, Bilg x)- En effet, si M € M(d, le’g %) avec s > pr, alors P, ' M P, et donc ¢(M)

est dans M(d, Brlg x)- Mais w(Bilg x)N BL; K=

(BIlg/}é) ce qui fait que si s > pr,
alors on peut remplacer s par s/p et donc finalement que M € M(d, Brlg k). Comme
on peut en dire autant de M !, c’est que M € GL(d, Brlg k) et donc finalement que
p® — p®. O

Etant donné un ¢-module D sur I'anneau de Robba, et n > n(r) avec r > r(D),
lapplication ¢y, : B;‘lg x — Kn[t] donne une structure de Ln(B“g x)-module & K,[t]

et la formule ¢, () - £ = Az donne une structure de Ln(BIi; x)-module & D, que ’on
note alors ¢, (D;), ce qui nous permet de définir K, [t] ®, B yin (D,.). Pour alléger
n rig, K

les notations, on écrit plutét : K, [¢] ®‘"f . D,

ngK
Proposition 1.3.4. — Si D est un p-module de rang d sur B“gK et si DO
et D@ sont deuzx sous- BngK-modules libres de rang d et stables par ¢ de

D[1/t] = rig,K[l/t] ®BIig,K D tels que :
1. DO/t] =D[1/t] sii=1,2;

2. K] ®g:, DY = K, [f] ®~., D pour tout n>> 0,
rig, K

BT

rig, K

alors D) = D@,
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20 LAURENT BERGER

Démonstration. — Comme DM [1/t] = D@[1/4], il existe h > 0 tel que t"D®?
DO, Choisissons r tel que r > max(r(DM),r(D®)) et tel qu’en plus :
Kn[t] ey, DV =K,[] ez, DO
rlg K "E K

pour tout n > n(r). Les diviseurs élémentaires de t"D?) c DM sont des idéaux de

Bn’;K qui divisent t" et donc de la forme (ITrasnen @ 1(gf+)) pour i = 1,...,d

par la proposition 1.2.2. Comme le calcul des diviseurs élémentaires commute & la

localisation, on voit que ceux de l'inclusion t" K, [t] ®B* - p? c K, e, > DY
rig,

sont donnés par les idéaux (t°~+) ce qui fait que ﬁn,z = h pour tous n,i et donc
finalement que DM = D®), O

II. Construction de (¢, 'k )-modules

L’objet de ce chapitre est de montrer comment construire un ¢-module sur Brlg K>
c’est-a-dire un objet « global », & partir de condltlons locales. Comme application,
on donne la construction d’un (<p, I'k )-module sur B! . apartir d’un (¢, N,GL/K)-
module filtré.

rig, K

II.1. Recollement de réseaux locaux. — Si D est un p-module sur BIi& x alors
on a une application naturelle :
¢t Knt1(t) @k, (o) [Kn (@) ®51, Dr| — Knpna(t) ®gy: Dy

t,r
rig, K Brlg K

définie par gon[f(t) ® (g(t) ® tn(2))] = f(t)9(t) ® tn+1(p(x)) en utilisant le fait que
»(D,) C Brlg K ®BI{£K D,, que Ln+1(BIlg k) C Kni1[t] et que tni1(p(X)) = tn(A) si

A E BngK

Définition I1.1.1. — Si D est un p-module sur BLgiK et sir > r(D) et {Mn}n>n(r)

est une suite de Ky, [t]-réseaux de K,((t)) ®1,, Dy, alors on dit que {M,} est une
rig, K

suite @-compatible si ¢n(Kn11[t] ®k, ¢ Mn) = Mut1.

On vérifie sans mal que la donnée d’un sous-¢p-module M de rang maximal d’un

p-module D détermine une suite p-compatible de K, [t]-réseaux de K, ((t)) ®Bf . Dy

rig, K
en posant M, = K,[t] ®B* » M,. Le théoréme suivant donne la réciproque de cette
rig, K
construction.
Théoréme I1.1.2. — Si D est un p-module sur BIig,K et si {Mp}n>n(r) est une suite

p-compatible de réseauz de K, () ®.% ., D, alors il existe un unique sous p-module
rig, K

M de D[1/t] tel que K, [t]®:.. M, - = M, pour toutn > n(r). Enfin, on a M[1/t] =

DJ[1/t].

Si D est un (¢, T'x)-module et si les My, sont stables sous l'action induite de I'g,
alors M est lui aussi un (o, I k)-module.

t,r
Bng K
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L’unicité de M résulte immédiatement de la proposition 1.3.4 et le reste de ce
paragraphe est consacré & la démonstration de I’existence d’un tel M.

Lemme I1.1.3. — 1l existe un entier h > 0 tel que pour tout n = n(r) on ait :
t"K,[t] ®r,., D, C M, Ct "K,[t]®".,. D,.
Brlg K Bng K
Démonstration. — Comme M,y est un réseau de K, ((t) ®gf(,r,) D,, il existe h
rig, K

tel que l'inclusion ci-dessus est vraie pour n = n(r). Le fait que :

Wn(Kn+1[[t]] ®K"|[t]| Knl[ﬂl ®LBn1",r Dr) = Kn-HI[t]l ®;;T+’l' D,

rig, K
et que ¢n(Kny1[t] ®k, ) Mn) = Myp41 montrent que si I'inclusion est vraie pour n
elle est aussi vraie pour n + 1, ce qui montre le lemme par récurrence. O

Lemme I1.1.4. — Si on pose M, = {z € t~ "D, tels que 1,(z) € M,, pour tout n >
n(r)}, alors M, est un BL’;, x-module libre de rang d.

Démonstration. — Comme les applications ¢, : t~"D, — M,[1/t] sont continues,
M, est fermé dans t"D,. D’autre part, le lemme II.1.3 montre que t"D, C M, et
le théoreme de Forster (cf [2, théoréme 4.10] pour une démonstration) montre alors

que M, est un Bng x-module libre de rang d. O
Lemme I11.5. — On a K, [t] ®BT . M, =M, pour tout n > n(r).
rig, K
Démonstration. — Comme K, [t] (X)Bf - M, et M, sont complets pour la topologie
rig,

t-adique, il suffit de montrer que I’application naturelle K, [t] ®Bf . M, = M,/thM,
rig, K

est surjective pour tout n. Si z € M, alors le lemme I1.1.3 montre qu’il existe y €

t="D, tel que t,(y) — = € t"M,,. Le lemme 1.2.1 appliqué & w = 3h nous donne un
élément t, 35 et on pose 2z = t, 3pY ce qui fait que :

tn(2) — tn(y) € KL [t] @, D, Ct"M,

t,r
Brlg K

tandis que si m # n alors :
tm(2) € 2" K, [t] ®,. D, C t"M,, c M,
ng K

ce qui fait finalement que z € M,. et on trouve bien que l’application naturelle :

K, [t] ®BT - M, — M, /t"M,

est surjective. O

Démonstration du théoréme II.1.2. — Les deux lemmes précédents montrent que si
'on pose M, = {z € t "D, tels que t,(z) € M, pour tout n > n(r)}, alors M,. est

un Bt;g x-module libre de rang d et Kp[t] ®;. M, = M, pour tout n > n(r) et
rig, K

qu’on peut donc poser M = Brig, K ®BT.,TK M.,.. Le fait que la suite de réseaux {M,}
rg,

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



22 LAURENT BERGER

est p-compatible montre que ¢*(M) C M et que K,[t] ®gw ©*(M),r = M,, pour
rig, K
tout n > n(pr) et la proposition 1.3.4 appliquée &4 DY) = M et D) = *(M) montre
alors qu’en fait ¢*(M) = M. Enfin le fait que M[1/¢] = D[1/¢] suit immédiatement
du lemme II.1.4.
L’assertion quant & l’action éventuelle de I' est évidente. O

I1.2. Des (¢, N,Gr k)-modules filtrés aux (p,I'x)-modules. — Soit £x une
variable ; on prolonge les actions de p et de ' & BL& i [€x] par les formules suivantes :
w(lx) = plx +log(p(X)/XP) et y(€x) = £x +log(y(X)/X). Bien sir, il faut penser a
£x comme & «log(X) ». On définit alors un opérateur de monodromie N sur BIig, K x]
par la formule N({x) = —p/(p — 1) et on prolonge I’application ¢, & Bli’;’ x[€x] par
tn(€x) = log(e™ exp(t/p™) — 1) € K, [t].

Si D est un (¢, N)-module filtré (relatif & K), on pose D = (BIig,K[ex] ®x, D)N=0.
On montre facilement que :

BIi&K[EX] ®BIig K D= BIig,K[KX] ®K0 D’

et cela implique en particulier que D est un ¢-module. Pour tout n € Z, on a Ky =
¢~ ™(Kop) C K ce qui nous donne une structure de ¢~ "(Kp)-module sur K et sur D
que I'on note alors ¢, (D) et nous écrivons K ®3 D au lieu de K ®,-n (k) tn(D) pour
alléger les notations; l'application &, : K ®k, D — K ®LK"O D qui envoie y ® x sur
1t ® tn(¢™(x)) est un alors isomorphisme (rappelons que ¢, = ¢~ ") que l'on utilise
pour définir une filtration sur D = K ®% D. On définit une filtration sur K, ((t)) par
la formule Fil' K, (t)) = t*K,[t] ce qui nous donne une filtration sur K, ((t)) ®x D},
et on pose M,(D) = Fil’(K,(t) ®k D%). Le foncteur D + M, (D) est alors un
®-foncteur exact.
De plus, en utilisant ’application ¢, : BI;;’ kl€x] = Kyn[t] et le fait que :

BIig,K[ex] ®B}.g,x D= BIig,K[EX] ®k, D,

on trouve que :

Kn(®) 93, Dr = Kn((t) @ Di

et donc que M,,(D) est un réseau de K, ((t)) ®gw D,.
rig, K

Proposition I1.2.1. — La famille de réseauz {My} de Kn((t) ®, D, définie par
M, (D) = Fil®(K,(t) ®k D}) est p-compatible.

rig, K

Démonstration. — Le K,[t]-module M, (D) = Fil’(K, (t) ® D}) est libre de rang
d, engendré par une base de la forme ¢t ™% ® £, (e;) olt {e;}1<i<a est une base de D
adaptée & la filtration et h; = tx(e;), ce qui fait que Myp11(D) = pn(Kni1[t] ®k,. 1
M, (D)) puisque £p41 = @n 0 &y, sur Di. O
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Définition I1.2.2. — Si D est un (p, N)-module filtré relatif & K, soit .#(D) le
(¢, 'k )-module fourni par le théoréme I1.1.2 & partir des réseaux :

M, (D) = Fil’(K. () ®« D)
pour le (p,I'k)-module D = (BIig,K[EX] ®p D)N=0,

. D est un (¢, N,Gr/k)-module filtré et D' est le (¢, N)-
module filtré relatif & L qu’on en déduit (par oubli de l’action de G k), alors .#(D'")
est un (¢, I'r)-module sur BL’g . muni d’une action de Gk (cf définition 1.3.1).

Démonstration. — Vérification immédiate. Od

Définition I1.2.4. — Si D est un (¢, N, G,k )-module filtré, alors on définit .# (D) =
M (D")Hx,

Rappelons (cf [15, 4.3.2]) que par définition on a une filtration Fil'Dy, sur
Dy, =L ®L, D et que si Fil'Dg est la filtration induite sur Dg = K ®k, D, alors
Fil'D;, = L ®k Fil'Dg. On a construit au début du paragraphe un isomorphisme
G/ k-équivariant Dy, — D7 que l'on utilise pour définir D = (DE)GL/K ce qui fait
que D} = L®g D%.

Proposition I1.2.5. — Si D est un (p, N, G,k )-module filtré, et si on pose M,,(Dg) =

Fil’(K,((t) ®k D}), alors K,[t] ®Bf - M (D), = M,(Dg) pour tout n = n(r).

Démonstration. — Par construction, K, [t] ®:"

grr M(D)r CFil(Ly(t) @1 D7),

Ce que 'on a rappelé ci-dessus montre que FllO(L (t) ®r DP)Hx = Fil®(K,(t) ®x
D%) et donc K,[t] (X)‘"T " M (D), C M,(Dk).

Siz € M,(Dg), alors z € Lyt] .. (D), = Ly,[t] ®..,. A (D),. Finale-

BLT BLT
rig,L rig,
ment, comme z est fixé par Hg, on a z € (L, [t] ®BT . M (D))ix = K,[t] ®pt.r
rig, K rig, K
A (D), ce qui montre que l’application Kp,[t] ®B, . M(D), - M,(Dg) est un
isomorphisme. e O

Théoréme I1.2.6. — Le foncteur D — # (D) est un ®-foncteur exact de la catégorie
des (¢, N, Gk )-modules filtrés dans la catégorie des (p,I'i)-modules sur Biig,K et le
rang de M (D) est égal d la dimension de D.

Démonstration. — Si 'on a une suite exacte 0 — D; — Dy — D3 — 0, alors

montrons que .4 (D) — #(Ds3) est surjectif. Comme on ’a dit plus haut, les fonc-

teurs D — M, (D) sont des ®-foncteurs exacts. Comme M, (Ds) — M,(D3) est

surjectif pour tout m, l’image M de .# (D) dans .#(Ds) vérifie la condition que

K,[t] ®BT . M, = M,(D3) du théoréme II1.1.2 pour D = Dj3 et par unicité, on
rig, K

a donc que I'image de . (D3) dans #(Ds3) est #(D3) tout entier, ce qui fait que
M (D3) — M (D3) est bien surjectif. La vérification du fait que .#(D; ® Dy) =
M (D1) @ A (D7) et celle des autres conditions sont similaires. O
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Dans le chapitre suivant, nous allons déterminer 'image essentielle du foncteur
D — .#(D) et montrer que ce foncteur est une équivalence de catégories sur son
image essentielle.

ITI. Construction de (¢, N, Gg)-modules filtrés

L’objet de ce chapitre est de montrer comment on peut associer & certains (¢, 'k )-
modules sur Blig’ x un (¢, N,Gg)-module filtré. Cette construction est un inverse de
celle du chapitre précédent. '

II1.1. L’algébre de Lie de I'x. — Le groupe ' s’identifie, via le caractere cyclo-
tomique, & un sous-groupe ouvert de Zy, et c’est donc un groupe de Lie p-adique de
dimension 1. Son algeébre de Lie : Lie(I'x) est un Qp-espace vectoriel de rang 1 dont
une base est donnée par I'opérateur log(y)/log, x(v) qui ne dépend pas du choix de
vyeTlk.

Proposition I11.1.1. — Si D est un (¢,'k)-module sur BIig,K alors lalgébre de Lie
de T agit par un opérateur différentiel Vp : D — D qui commute ¢ ¢ et a l’action
de 'k et qui vérifie Vp(Az) = V(A)z + AVp(x).

Démonstration. — La démonstration est semblable & celle de [2, lemme 5.2] et du
paragraphe qui la suit. Soit Vj,s la valuation sup sur la couronne Ck|r;s]. La to-
pologie de D, est la topologie de Fréchet définie par '’ensemble {V},.s}s>,. Fixons
s = r; Paction de 'k sur D, est continue, et il existe donc un sous-groupe ouvert
[s C Tk tel que V(1 — 7)) > Vjpiq(x) + 1 pour tout = € D, et v € T',. La série

d’opérateurs :
1 i (1=
log, x(7) & n
converge alors vers un opérateur continu Vp s de D, vers sa complétion pour V|.,4}, qui
ne dépend pas du choix de v € I's. Ces opérateurs Vp s se recollent en un opérateur
Vp : D, — D, qui est continu pour la topologie de Fréchet.
Enfin le fait que Vp(Az) = V(A)z + AVp(z) résulte par passage & la limite du fait
que :

1= -2)=Q=7)A) - z+A-1=7)(z) = (1 =7)) (1 =7)(). O

Définition II1.1.2. — On dit que 'opérateur Vp est localement trivial sur un (¢, 'x)-
module D s’il existe r tel que :

Vp=0
Knin () 857 Dy = Kui () 0,0, (Knir(@) €50 D)

tr tor
Brig,K Bl‘iSvK

Avant de continuer, faisons quelques rappels sur les modules & connexion. Soit F
un corps de caractéristique 0, et M un E((t))-espace vectoriel de dimension finie d
muni d’une connexion Vys : M — M qui étend V : f(t) — t - df/dt. Une section
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horizontale de M est un élément de MV»=0 et un argument classique montre que
dimg MVM=0 L 4.

On dit que la connexion V; est réguliere si M posseéde un E[t]-réseau My tel
que Vi (My) C My et on dit que la connexion Vs est triviale si M posséde un
E[t]-réseau My tel que Vr(Mp) C tMp. Un argument d’approximations successives
montre que dans ce dernier cas, MoV M=0 ost un E-espace vectoriel de dimension d
et que My = E[t] ®r MOV M=0 " On voit donc que la connexion V) est triviale si et
seulement si dimp MV»=0 = d, et que dans ce cas My = E[t]®g MY *=0 est 'unique
E[t]-réseau de M tel que Vi (Mp) C tMo.

Lemme II.1.3. — Si N est un sous-E((t))-espace vectoriel de M stable par la con-
nexion Vs, et si Vs est triviale sur M, alors elle est aussi triviale sur N.

Démonstration. — Si My est un E[t]-réseau de M tel que V(M) C tMp, alors
Mo N N est un E[t]-réseau de N et V(Mo N N) C t(Mo N N) ce qui fait que la
connexion Vs est triviale sur N. |

La terminologie de la définition III.1.2 est compatible avec ce que 'on vient de

rappeler : Vp est localement triviale si et seulement si Vp est triviale sur le K ((t))-
tn(r)

BIi'gT,K
sur D et si D’ est un sous-objet de D, alors Vp est localement triviale sur D’.

module & connexion K, (,)((t) ® D,. En particulier, si Vp est localement triviale

Lemme IIl.1.4. — Si Vp est localement triviale sur D, alors, Vp est triviale sur
K,(t) ®LB"T'YTK D, pour tout n > n(r).
rig,
Dans ce cas, si D, est le réseau de K, ((t)) ®gw D, tel que Vn(D,) C tD,, alors
rig, K

Dpi1 = on(Kn+1[t] ®k, [ Dn)-

Démonstration. — Si D, = K, [t]®k,, (K. (t) ®;;‘M D, )VP=0 alors par hypothese,
rig, K

Vb (Dn(r)) C tDpery et sin > n(r) et Vp(Dy) C tDy, alors Vp(Dpq1) C tDpyy si

Dy, 11 est le réseau de K, 11((2) ®72 D, donné par Dy i1 = ¢n(Kni1]t] ®k,1t] Dn)

rig, K
puisque Vp commute a ¢,, ce qui montre le résultat par récurrence. O

Proposition IIL.1.5. — Si D est un (¢, N,Gr/i)-module filtré, alors Vp est locale-
ment triviale sur 4 (D).

Démonstration. — Par la proposition I11.2.5, on a K, ((t))@;;‘” A (D), = K,(t)®K

rig, K
DY et comme G,k est fini, Vp = 0 sur D¥%. ) O

Cette proposition montre que si M est dans 'image du foncteur D — .# (D), alors

Vm est localement triviale sur M. Nous allons voir que réciproquement, si Vg est
localement triviale sur M, alors M est dans 'image du foncteur D — # (D).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



26 LAURENT BERGER

II1.2. Equations différentielles p-adiques. — Dans ce paragraphe, nous déter-
minons I'image essentielle du foncteur D +— .# (D). Si D est un ¢-module sur BL& K
muni d’un opérateur différentiel dp qui étend Popérateur 8 : f — (1 + X)df/dX et
tel que Op o = p- p o Op, alors on dit que D est une équation différentielle p-adique
avec structure de Frobenius. '

Si D est un (¢, I'x)-module sur BL& k et si D est stable par I'opérateur Op =
t~1Vp, alors D est une équation différentielle p-adique avec structure de Frobenius.

Rappelons tout d’abord le théoréme de monodromie p-adique, conjecturé par Crew
et démontré par André, Kedlaya et Mebkhout (cf [1], [19] et [22] ainsi que le séminaire
Bourbaki [9]) :

Théoréme II1.2.1. — Si D est une équation différentielle p-adique avec structure de
Frobenius, alors il existe une extension finie L/ K telle que l’application naturelle :

dp=0
BIig,L[EX] Ly (Biig,L[ex] ®B!, « D) - BIig,L[ZX] ®B!, « D
est un isomorphisme.

Supposons maintenant que D est un (¢, 'k )-module sur BIig, K qui est stable par

I'opérateur p = t~1Vp et posons SL(D) = (B}:ig Llex]®gt D)= Clest un Lj-
) rig, K

espace vectoriel qui hérite d’une action résiduelle de I' triviale sur un sous-groupe

ouvert (puisque tdp = Vp = 0). Quitte & remplacer L par une extension finie, on

peut donc supposer que I'f, agit trivialement sur S (D), ce qui fait que Lj = Lo et
on pose alors Soly (D) = S (D) ce qui fait que :

t Gt
Sol. (D) = (B, ,ltx] ®g;_, D)
est un (o, N, G,/ k)-module tel que :

BIig,L[eX] ®L, Sol (D) = B;rig,L[EX] ®B:ig,K D.

Définition II1.2.2. — Le Lo-espace vectoriel Soly, (D) est alors appelé ’espace des G-
solutions du (¢, 'k )-module D.

On peut donc reformuler le théoréme II1.2.1 ci-dessus et la discussion qui suit
en disant que si D est un (p,I'x)-module sur Blig, Kk qui est stable par I’opérateur
Op =t~ 1Vp, alors il admet des G p-solutions pour L assez grand.

Théoréme I11.2.3. — Si M est un (¢, T'x)-module sur B;rig, K tel que Vi est locale-
ment triviale, alors il existe un unique (¢, Tk )-module D C M[1/t] tel que D[1/t] =
M[1/t] et tel que Om(D) C D.

De plus, la donnée de M détermine une filtration sur L ®r, Sol (D) et donc
une structure de (¢, N, G, k)-module filtré sur Solp(D) qui a la propriété que M =
M (SolL(D)).
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Démonstration. — Comme Vg est localement triviale, il existe une famille de
réseaux D, de K,(t) ®B” M, tels que Vp(D,) C tD, et comme D,y =
rig, K

on(Kns1[t] ®k, 1) Dn) Par le lemme II1.1.4, la famille {D,,} est p-compatible. Par le
théoréme 11.1.2, il existe donc un (¢, 'k )-module D tel que K, [t] ®Bf . D,=D,.
rig, K

Comme Vp(D,) C tD, pour tout n, on a Vp(D) C tD ce qui fait que D muni
de la connexion 8p = t~!Vp est une équation différentielle p-adique avec structure
de Frobenius ce qui montre le premier point. L’unicité de D suit du fait que 'on a

nécessairement K, [t] ® . D, = D, pour tout n > n(r).
ng K

Par le théoréme de monodromie p-adique de André, Kedlaya et Mebkhout que
l’on a rappelé ci-dessus en II1.2.1, et la discussion qui le suit, le (¢, 'k )-module D
admet des Gz -solutions pour L/K assez grand. Posons D = Soly, (D) pour alléger les
notations ; nous allons construire une filtration sur Dy, = L ®r, D & la maniere de [9,
proposition 5.6].

On a des isomorphismes :

Ln((t)) L Dz = Ln((t)) - Dr = Ln«t)) - M.

t,r tor
Bng K Bng K

que l'on utilise pour définir Fil’'D} = D} N t'L,[t] ®g1,r My et isomorphisme

r1g K
Dy — D7 permet de définir Fil'D;. Par définition, 'isomorphisme Dj — D7 est
donné par 4 ® z — p ® L, (¢"(z)) et donc I'isomorphisme Dy, — D7+! coincide avec
la composition D; — D} = £y D"+1 ce qui fait que la filtration induite sur Dy ne
dépend pas de n.
Enfin, on a K, [t] ®:

M (Sol,(D)).

Remarquons pour terminer que dans le cas particulier ou M = D, alors la filtration
sur Dy est donné par Fil'Dg = Dy sii < 0 et Fil'Dg = 0si ¢ > 1. Si on suppose de
plus que M est étale, alors on est dans la situation étudiée dans [2, §5.6]. O

Bl . M, = Fil’(K,((t) ®k D}.) ce qui fait que M = .# (D) =

En rassemblant les théorémes 11.2.6 et II1.2.3, on trouve :

Théoréme I11.2.4. — Le ®-foncteur exact D — # (D), qui va de la catégorie des
(¢, N, Gk )-modules filtrés, vers la catégorie des (p,'x)-modules sur BL&K dont la
connexion associée est localement triviale, est une équivalence de catégories.

En particulier, on a le résultat suivant qui nous servira dans la suite (on dit qu'un
sous- (¢, I')-module est saturé si il I'est en tant que sous-module).

Corollaire II1.2.5. — Si D est un (p, N,Gp k)-module filtré, et si M’ est un sous-
(¢, T')-module saturé de M = .# (D), alors il eriste un sous-objet D' C D tel que
M’ = .4 (D).

Démonstration. — Par le lemme II1.1.3 et la remarque qui le suit, la connexion
Vm est localement triviale sur M’ et on peut donc écrire M’ = .#(D’) pour un
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(¢, N, G i )-module filtré ot M/K est une extension suffissamment grande. L’inclu-
sion M’ C M nous donne par fonctorialité une inclusion de (¢, N, G/ )-modules
filtrés D' C D, ce qui fait que G/, agit trivialement sur D’ et donc que D’ est un
sous-(¢, N, G,k )-module filtré de D. O

IV. Pentes de Frobenius

Nous calculons dans ce paragraphe les pentes de Frobenius des (¢, Ik )-modules
M (D) associés aux (¢, N, Gk)-modules filtrés D. En particulier, on montre que D
est admissible si et seulement si (D) est étale.

IV.1. Rappels sur les pentes de Frobenius. — Rappelons le théoréme principal
(le théoréme 6.10) de [19]. Pour cela, il convient de noter que les anneaux I',p con €t
Icon[1/p] de Kedlaya sont nos anneaux B;rigy K €t B}{.

Théoréme IV.1.1. — Si M est un p-module sur BIig, k., alors M admet une filtration

canonique {0} = Mo C M C --- C My = M par des sous p-modules telle que :
1. pouri=1,--- ¢, le quotient M;/M,;_; est isocline de pente spéciale s; ;
2. 51 <8< - < 8¢5
3. chaque quotient M;/M;_, peut s’écrire M;/M,;_; = Bjig’K ®B}< N; ou N; est
un @-module sur B}{ isocline de pente générigue s;.

De plus, les conditions (1) et (2) ci-dessus déterminent la filtration, et les N; du (3)
sont aussi uniques.

Nous ne rappelons pas ce que sont les pentes spéciales et génériques, mais signalons
que si M est de rang 1 alors les pentes spéciales et génériques coincident, et si de plus
onaM = BIig,K -z olt p(z) = Az avec A € O, alors cette pente est égale a vy(A).

Si M est un (¢,'k)-module, alors, comme 'action de 'y commute & ¢, les M;
sont stables par I'x puisque la filtration est canonique et les N; sont aussi stables par
I'k par unicité.

Définition 1V.1.2. — On dit qu’un p-module M sur Blig, x est étale si dans le théoreme
IV.1.1 ci-dessus, £ = 1 et s; = 0, c’est-a-dire s’il existe un (¢, 'k )-module étale (i.e.
de pente générique nulle) M’ sur BJ}{ tel que M = B:ri& K ®B}( M.

Proposition IV.1.3. — Si M est un p-module, dont les pentes 51 < 53 < -+ < 8¢ sont
>0, et x € M est tel que p(z) = Az avec A € Ky, alors A € O;.

Démonstration. — Le vecteur z est un vecteur propre de Frobenius. La démonstration
de [19, theorem 6.10] montre que M; C M est de pente égale a la plus petite pente
spéciale de M. Les pentes spéciales de M sont définies & partir des vecteurs propres
de Frobenius (cf [19, §4.4]) ce qui fait que si s; > 0, alors v,(A) > 0. O
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IV.2. Calcul des pentes de .# (D). — Le résultat principal de ce chapitre est le
théoreme ci-dessous :

Théoréme IV.2.1. — Si D est un (p,N,Gr/k)-module filtré, alors la pente de
det # (D) est égale ¢ tn(D) — tu (D).

Démonstration. — Comme le foncteur D — # (D) est un ®-foncteur exact, on a
det # (D) = .#(det D) et d’autre part on a par définition ¢tx(D) = ty(det D) et
tg(D) = tg(det D) ce qui fait qu'’il suffit de montrer le théoréme quand D est de
rang 1. Si e est une base de D telle que p(e) = p”Aoe ot A\g € O et tu(e) =, alors
on voit que # (D) = Bligth_" ®eetque p(t " ®e)=p' A -t7" @ e ce qui fait
que la pente de (D) est égale & v — 7 et vaut bien tn (D) — tg(D). g

Proposition 1V.2.2. — Si D est un (¢, N, G x)-module filtré, alors D est admissible
si et seulement si A (D) est un (¢, I'k)-module étale.

Démonstration. — Supposons tout d’abord que D est admissible. Le théoréme [19,
theorem 6.10] de Kedlaya rappelé ci-dessus montre que .#(D) admet une filtration
canonique par des sous (p, 'k )-modules isoclines de pentes croissantes. La somme de
ces pentes (comptées avec multiplicités) est la pente de det .# (D) (cf [19, prop 5.13])
et vaut donc tn (D) —tg (D) = 0. Pour montrer que .# (D) est isocline de pente nulle,
il suffit donc de montrer que les pentes de .# (D) sont > 0. Par le corollaire I11.2.5,
tout sous-objet de .# (D) est de la forme .#(D') ou D’ C D et la pente de det .#(D’)
vaut ty (D')—tg(D’) > 0 puisque D est supposé admissible. On en conclut que .# (D)
ne peut pas contenir de sous-objet isocline de pente < 0 et donc que # (D) est étale.

Montrons maintenant que si .# (D) est étale, alors D est admissible. La pente de
det .# (D) est nulle et donc tx(D) — tg(D) = 0. Si D’ est un sous-objet de D, de
dimension d’, alors det(D’) est de dimension 1 dans AY D et .# (det D') est un sous-
¢-module de rang 1 de .# (A% D). Par la proposition IV.1.3, et comme .# (A? D) =
AY # (D) est lui-méme étale, la pente de .# (det D’) est > 0 ce qui fait que tx(D’) —
tg(D') > 0. On en conclut que D’ est admissible. O

Remarque 1V.2.3. — Comme on le verra au chapitre V, la proposition IV.2.2 ci-dessus
permet de redémontrer le théoréme d’admissibilité de Colmez-Fontaine en utilisant la
correspondance entre représentations p-adiques et (¢, ' )-modules étales.

Le théoreme suivant est une conséquence immédiate de la proposition IV.2.2 ci-
dessus.

Théoréme IV.2.4. — Le ®-foncteur exact D — # (D), qui va de la catégorie des
(¢, N,Gk)-modules filtrés admissibles, vers la catégorie des (p,I' k)-modules étales
sur BIig, k dont la connexion associée est localement triviale, est une équivalence de
catégories.
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Remarque 1V.2.5. — Ce théoréme permet notamment de retrouver le théoréme de
Faltings-Totaro qui affirme que la catégorie des (¢, N, Gk )-modules filtrés admissibles
est stable par produits tensoriels.

Remarque 1V.2.6. — En général, on peut se demander comment calculer les pentes de
M (D). Posons p(D) = (tn(D) — tg(D))/dim D. Si D est irréductible, alors .# (D)
est aussi irréductible et le théoréme IV.2.1 montre que .# (D) est isocline de pente
(D). Cela suggere un procédé pour calculer les pentes de .# (D) en général : parmi
tous les sous-objets irréductibles D’ C D, en choisir un Dy, qui minimise p(D’). Les
pentes de .# (D) sont alors : u(Dmin) €t les pentes de D/Dypyip.

Remarque IV.2.7. — Si D est un (p, N)-module filtré admissible, alors .# (D) peut
trés bien contenir des sous-objets de pente > 0. Ceci n’est pas en contradiction avec
le théoreme de Kedlaya, car c’est la filtration par des pentes croissantes qui est cano-
nique.

Exemple 1V.2.8. — Voici quelques exemples de calcul de .# (D) pour des p-modules
filtrés D relatifs & Q. Dans tous les cas, D = Q,e ® Q, f.

1. p(e) = e, o(f) = pf, Fi’D = D, Fil' D = Q,(e + f) et Fil>’D = {0}. Ce D est
admissible. Une base de .# (D) est donnée par e et ae+ f ol a est une fonction
telle que a({pn —1) = p~™ pour n > 0. Il y a deux sous-¢p-modules dans .# (D) :
celui engendré par e est de pente 0 et celui engendré par f est de pente 1.

2. p(e) = e, ¢(f) = pf, FiI°’D = D, Fil'D = Qe et Fil’D = {0}. Ce D n’est pas
admissible. Une base de .# (D) est donnée par t~le et f. Il y a deux sous-¢-

modules dans .# (D) : celui engendré par ¢t ~'e est de pente —1 et celui engendré
par f est de pente 1.

3. p(e) = p*f, o(f) = e, Fi’D = D, Fil'"?D = Qe et Fil’D = {0}. Ce D est
admissible. Une base de .# (D) est donnée par e/t et f/t> ou les fonctions :

o0 oo

1+ X)? 1+ X)P -1
H + 2n—1 et t H 2n—2
gl (1+X)P —1) n=1p(1+X” -1)
sont les produits partiels pairs et impairs de ¢ = log(1 + X). Il y a deux sous-¢p-
modules dans .# (D), engendrés par e + pf, qui sont tous les deux de pente 1.

V. Applications aux représentations p-adiques

L’objet de ce chapitre est de donner des applications des constructions ci-dessus aux
représentations p-adiques. Dans tout ce chapitre, une représentation p-adique de Gg
est un Qp-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action linéaire et continue

de GK.
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V.1. Anneaux de Fontaine et représentations p-adiques. — Dans ce para-
graphe, nous donnons de brefs rappels sur certains aspects de la théorie des représenta-
tions p-adiques. Afin d’étudier les représentations p-adiques, on construit un certains
nombres d’anneaux de périodes, et nous avons besoin des anneaux Bg; et Byg définis
dans [14] et de 'anneau B' défini dans [5]. L’anneau By, est une Q,-algébre qui est
aussi un (@, N, Gg)-module (mais Bg; est de dimension infinie et Gx n’agit pas a
travers un quotient fini cette fois) et Bgqr est un corps qui est aussi une Qp-algebre
filtrée. On a de plus une injection K ®k, Bst — Bar ce qui fait que I'on peut voir
B, comme une sorte de (¢, N, Gk)-module filtré.

Etant donnée une représentation p-adique V' de G, le K-espace vectoriel (Bs;®q,
V)CGxk est de dimension < dim(V') et on dit que V est semi-stable si sa dimension est
= dim(V). Si V n’est pas semi-stable mais le devient quand on la restreint & un
sous-groupe ouvert G, de Gk, alors Dy (V) = (Bs; ®q, V)~ est un (¢, N,Gr/k)-
module filtré admissible. En fait, L ®r, Dst (V) s’identifie naturellement & L ®k
Dgyr(V) ou D4r(V) = (Bar ®q, V)GK.

On dit qu’une représentation p-adique V est de de Rham si le K-espace vectoriel
(Bar ®q, V)CGx est de dimension dim(V') et la construction précédente montre que
les représentations potentiellement semi-stables sont de de Rham. La réciproque est
aussi vraie, ainsi que Fontaine 1’avait conjecturé dans [15, §6.2] (c’est la conjecture
de monodromie pour les représentations p-adiques. Voir le « séminaire Bourbaki »
[9] pour des détails sur cette conjecture; la démonstration du fait que la conjecture
de Crew (la conjecture de monodromie pour les équations différentielles p-adiques)
implique la conjecture de monodromie pour les représentations p-adiques se trouve
dans [2] et la conjecture de Crew est démontrée dans [1, 19, 22]. Des démonstrations
« directes » de la conjecture de monodromie pour les représentations p-adiques se
trouvent dans [11, 17]).

Dans une autre direction, le corps Bt est muni d’un Frobenius ¢ et d’une action
de Gk telle que (Bf)fx = BJ}(. Si DT est un (p,['k)-module étale et de dimension
d sur BJ}{, alors on peut montrer que V(D) = (Bf ®pt D)#=! est un Q,-espace
vectoriel de dimension d qui hérite d’une action de Gg. Si on combine les résultats
de Fontaine (cf [13]) et le théoréme de Cherbonnier-Colmez (cf [5]), on trouve que le
foncteur DT — V(D') est une équivalence de catégories de la catégorie des (¢, I'x)-
modules étales sur B}{ vers la catégorie des représentations p-adiques de G ; on note
V + D!(V) I'inverse de ce foncteur.

Si V est de de Rham, alors on peut montrer (cf [16, proposition 3.25]) que la
connexion Vp sur DIig(V) = Bzig, k®B1, D (V) est localement triviale, et le théoréme
II1.2.3 (qui dans ce cas est aussi donné dans [2, théoréme 5.10]) montre qu'’il existe
alors un unique (¢, 'k )-module Ngg (V) de rang dim(V) contenu dans DLg(V) et
tel que Vp(Ngr(V)) C tNgr(V). Cette construction est d’ailleurs le point de départ
d’une démonstration du théoréeme de monodromie pour les représentations p-adiques.
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V.2. Représentations potentiellement semi-stables. — Si V est une repré-
sentation p-adique de Gk qui devient semi-stable quand on la restreint & G, pour une
extension galoisienne finie L/ K, alors Dy, (V) = (Bst®q, V) est un (¢, N,Gr /K )-
module filtré admissible. L’objet de ce paragraphe est de montrer comment on peut
utiliser le théoréme IV.2.4 pour donner une nouvelle démonstration du théoréme de
Colmez-Fontaine (cf [12, théoréme A]) rappelé ci-dessous :

Théoréme V.2.1. — Si D est un (p, N,Gr k)-module filtré admissible, alors il existe
une représentation p-adique V de Gk qui devient semi-stable quand on la restreint d
Gy et telle que D = Dy (V).

Démonstration. — Si D est un (¢, N, G,k )-module filtré admissible, alors le théo-
réme IV.2.4 montre que .# (D) est un (¢,I'k)-module étale sur Bzig, K ce qui fait

1.

rig,
B‘;(. Par la construction DT — V(D) rappelée au paragraphe précédent, il existe une
représentation p-adique V de G telle que Dt = Dt (V).
Rappelons que par [2, théoréme 3.6], si V est une représentation p-adique de Gk,
alors Dy (V) = (BIig Lllx,1/t] ®gt D! (V))T'~. Dans notre cas, le fait que :
) rig, K

que l'on peut écrire .#(D) = B, ; ®5+ DT ot D' est un (¢, T'x)-module étale sur
K

rig
Bl rltx,1/t] ®g;  #(D) =Bl ([fx,1/t] ®1, D
et que (B;’ig [€x,1/t))'t = Lo montrent que D = (BIig Llx, 1/t ®gt Dlig(V))rL
3 ’ rig, K
et donc que D = Dy 1 (V) en tant que (¢, N,G L, k)-modules. Il reste & voir que la
filtration de L ®, D construite dans le théoréme III.2.3 coincide avec la filtration
provenant de I'isomorphisme (L ®r,, Dgt,1(V))¢2/% = Dgr(V). Pour cela, il suffit de
constater que par [2, §2.4], Papplication ¢, envoie BIig Llx,1/t] ®gt . Dlig(V) dans
’ rig,

Bgr ®q, V et donc L,((t) ®, Dy dans B4r ®q, V ce qui fait que, comme pour n
assez grand on a (cf [2, §5.3] et [16, §3]) :

Lal] @y, DEi(V) =Fil®(L,(t) ®k Dar(V)),
rig, K
la filtration construite dans le théoréme II1.2.3 coincide avec la filtration provenant
de celle de Bqr ®q, V, et donc de Dqr(V).
On a donc construit une représentation p-adique V de Gk dont la restriction a
G est semi-stable et telle que Dy (V) = D en tant que (p, N,Gp,k)-modules
filtrés. O

Remarque V.2.2. — La démonstration ci-dessus utilise la construction D — .#(D)
mais pas la caractérisation de 'image essentielle de ce foncteur, ce qui fait que notre
démonstration n’utilise pas le théoréme de monodromie p-adique (mais on utilise la
filtration par les pentes de Frobenius).

Pour finir, nous allons récapituler les différents objets que 1'on associe & une re-
présentation p-adique V de Gk semi-stable quand on la restreint & Gr. Ces objets
sont :
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1. le (¢, N,Gp/k)-module filtré Dy, 1.(V);
2. 1’équation différentielle p-adique Ny4gr(V);

3. le (p,'k)-module étale sur 'anneau de Robba D;’ig(V).

Ces objets sont reliés entre eux de la maniére suivante (rappelons que par le théo-
réme II1.2.3, la donnée de Dlig(V) détermine une filtration sur L®r, Solr,(Ngr(V))) :
Théoréme V.2.3. — Si V est une représentation p-adique de Gx semi-stable quand on
la restreint a G, alors :

1. Dg, (V) = Sol(Nar(V)) avec la filtration provenant de DLg(V) ;
2. DI (V) = #(Dg, (V) ;
3. Nqr(V) = (B;rig,L[eX] ®Lo Dst,L (V))HK,NZO'

Ces identifications sont compatibles d toutes les structures en présence.

Démonstration. — La démonstration du théoréme V.2.1 montre que I'on a D;rig(V) =
M Dy, (V). Si on pose N = (Bl ;[¢x] ®L, Dat,.(V))7x V=0, alors N[1/t] =
DIig(V)[l/t] et N est un (p, 'k )-module tel que VN(N) C tN ce qui fait que N =
Ngr(V) par [2, théoreme 5.10]. Enfin, le fait que D} (V) = .#(Dg,(V)) et que
Nar(V)[1/t] = (D, (V))[1/t] montrent que Dg; 1,(V) = Solp(Ngr(V)) avec la
filtration provenant de D:rig(V). |

Remarquons que le fait qu’on retrouve l’action de G,k & partir de Nqgr(V) avait
été observé par Marmora (cf [21, §4.2]).

V.3. Construction de D(V). — Dans tout ce paragraphe, V est une représen-
tation semi-stable de Gx. Comme on !’a signalé au paragraphe précédent, on peut
récupérer Dzig(V) a partir de Dg (V') par la recette Dlig(V) = M (Dg;(V)). Plus ex-
plicitement, si on regarde comment le foncteur .# est défini, on voit que DIig(V) est
Pensemble des z € BI;;,K[ZX, 1/t] ® k, Dst(V) tels que :

1. N(z) =0;

2. o~ "(z) € Fil’(K,((t) ®k Dar(V)) pour tout n > n(r).

L’objet de ce chapitre est de montrer comment récupérer le B}{—module Dh"(V) a
partir de BI;;,K[BX, 1/t] ® ko Dst (V).

Rappelons que l'on a construit dans [2, §2] un anneau ﬁl{; qui contient BI{;, K

et aussi ’anneau ﬁ;';g de [2, §1.2] (dont on rappelle briévement la construction ci-
dessous). Nous allons rappeler la définition de I'ordre d’un élément z € ﬁ;’i’; . Pour
cela, rappelons (cf [2, §2.1]) que 'anneau B! construit dans [5] est un sous-anneau

du corps des fractions W (E)[1/p] de 'anneau des vecteurs de Witt sur un corps valué
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E et quesi z = S ks> —co PFlzK] € B! et si I est un intervalle compris dans [r; +o00],
alors la formule :

vice) = | jag

oz

définit une valuation sur B'" et que par définition (cf [2, §2.3]), BI,; est le complété
de B pour la topologie de Fréchet définie par ’ensemble des valuations { V.5 }s>r-

Si s > r, on a par conséquent une valuation Vi, sur Brlg dont on peut montrer
(cf [11, §7.2] et [2, lemme 2.7]) que la restriction & BI{& k coincide avec la partie
entiere de la valuation associée a la norme « sup sur la couronne de rayon pl/exs
Posons p= (p—1)/p. Siz € Brlg et n est assez grand, alors ¢~ "(z) € Bng On pose
I(z) = {s € R tels que la suite {ns + V|, ;) (¢~ "(x))} est bornée inférieurement}, ce
qui fait que soit I(z) est vide, soit il existe @ € R U {—oo} tel que I(z) = [e; 00[ ou
I(z) =]a; 00].

Définition V.3.1. — Si I(z) = [a; 0], on dit que z est d’ordre « et si I(z) =]a; oo[ on
dit que z est d’ordre a™. On écrit alors ord(z) = @ ou ord(z) = a™.

Rappelons que l'on a écrit £x pour I’élément log(w) de [2, §2.4] et que log(w) =
log[7] + log([7]/m) avec log([7]/m) € B‘LQp ce qui nous permet de prolonger ord(-)

a BIlg[ZX] = giig[log[f]] en décidant que ord(zo + x1 log[T] + - - - + z log[7]*) =

Supogzgk Ord(xi) + 1.

Proposition V.3.2. — La fonction ord vérifie les propriétés suivantes :
1. ord(z + y) < max(ord(z),ord(y)) et ord(zy) < ord(z) + ord(y) ;
. t =log(l + X) est d’ordre 1 et ord(tr) = ord(z) + 1

2
3. z¢€ Bng appartient a Bt si et seulement si ord(z) < 0;
4

f(XK) = Yiez a; X € Brlg Kk, et s = 0, alors notre définition de l’ordre
comczde avec la définition habituelle, c’est-a-dire que s € I(x) si et seulement
si {vp(a;) + slog(i)/ log(p) }i>1 est bornée inférieurement.

Démonstration. — Le point (1) est immédiat. Le point (2) suit du fait que ¢(t) = pt.
Le point (3) suit du fait que z € Bl;g appartient & B'" si et seulement si {Viris) () }sr
est bornée inférieurement, c’est-a-dire si 0 € I(z).

Pour montrer le point (4), rappelons (cf [2, §2.1]) que V(07 (2)) = Viprips) (@)
et donc que s € I(z) si et seulement si la suite {ns + V], ,.(z)} est bornée infé-
rieurement, avec p, = p"~}(p — 1) (ce qui fait que p = po). Si f(Xk) € BIlg K> €t
s >, alors Vi) (f(XK)) = [vp(SUP,ecyc[s55) | £ (2)p) ], €t par la théorie classique des
fonctions holomorphes, on a :

vp ( sup. |f(z)|p> = ,122 (v”(ai) + m) ,

ZECK[pnvpn]
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ce qui fait que pour montrer le point (4), il suffit de montrer que les deux propriétés
suivantes sont équivalentes :

1. la suite {vp(a;) + slog(i)/log(p)}i>1 est bornée inférieurement ;
2. la suite double {ns + v,(a;) + i/(exP™ * (P — 1)) }i>1,n>n(r) st bornée inférieu-
rement.

Ceci est un exercice d’analyse (réelle!). O

La propriété (2) de la proposition ci-dessus nous permet d’étendre ord &
Ilg[éx, 1/t] en posant ord(z) = ord(t"z) — h pour h > 0.
Si B, dénote I’anneau construit dans [14], tel que By, = BT,

C!‘lS cris

[log[7], 1/t], alors
'anneau Br+1 est défini par B:jg N o™ (BT,,) et a les propriétés suivantes :

1. si V est une représentation p-adique, alors Dg; (V) = (B rlg[10g[7r] 1/t)®q, V)°x ;

2. B, c Bl et en fait, c’est le complété pour la topologie de Fréchet du sous-

rig rig "
annez;gu de BT'" formé des éléments S ks —oo P¥Tk] tels que vg (@) > 0 pour
tout k.

Le lemme suivant est immédiat et généralise le (2) de la proposition ci-dessus.

Lemme V.3.3. — Soit V une représentation semi-stable de G et D un sous-p-module
de Dyt (V) de pente « € Q. Si M = (m;;) € M(d, B::g[log[f],l/t]) est la matrice

d’éléments de D dans une base de V, alors ord(m;;) = a.

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme V.3.4. — Si V est une représentation semi-stable de Gi et si
o {e;}i=1..q est une base de Dg (V) adaptée & la décomposition par les pentes de
Frobenius ;

o N(es) =51 mje;;
° {f,}J 1..q4 est une base de D4r(V) adaptée a la filtration et ¢ "(e;) =
Z] 1p(n)f_])

alors z = YL 2, @ e € BL’;K[ZX,I/t] ®k, Dst(V) appartient ¢ DV (V) si et
seulement si :

1. N(z;) + % njzi =0 pour j=1---d;

2. % tn(z i)P; (") et taE K [t] pour j=1---d et n>n(r);

3. ord(z;) < —pente(ei) pouri=1---d.

Démonstration. — Un petit calcul montre que la condition (1) est équivalente &
N(z) = 0 et que la condition (2) est équivalente & ¢~ "(z) € Fil°(K,((t) ® DdR( )
pour tout n > n(r), ce qui fait que, comme on I’a rappelé plus haut, z € D V) si
et seulement s’il satisfait & (1) et (2).

rig (
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Supposons donc que z € DI;;(V) satisfait (3). Si {v;}i=1...q est une base de V et si
l'on écrit e; = Z;Ll m;,v;, alors m;; € ﬁ:i'g [log[7], 1/t] et le fait que e; est dans un ¢-
module de pente pente(e;) implique par le lemme V.3.3 que ord(m;;) < pente(e;), ce
qui fait que si z = 3% z;e; = Z?zl y;v;, alors ord(y;) = ord(Y%, ;m;;) < 0. Par
le (3) de la proposition V.3.2, cela implique que y; € B' et donc que y; € BI{; NBf =
B ce qui fait que x € D""(V). La réciproque est immédiate. d

Remarque V.3.5. — Si K = Ky et N = 0, alors la condition (2) équivaut & : « pour
tout n = n(r), la fonction E;Ll i (p;z))a:i(X ) a un zéro d’ordre au moins —tg(f;) en

(") —1 ». La stabilité de D" (V) sous I’action de I'x montre que 'on peut remplacer
€™ par n’importe quelle racine primitive p™-iéme de 1.

Appendice A

Liste des notations

Voici une liste des principales notations dans I’ordre ou elles apparaissent :

I: Kv kK» Kru KOO? KOv K(l)a GK) HK7 FK7 og.

I.1: L, GL/K; DL, tN(D), tH(D).

12: F, BY, ¢, BL, Br, ek, Bk, B, no(K), BY', Cklr;s), Bl .,
r(K), tn, n(r), V, 8, q.

1.3 : D,, r(D), ®.

T
t’ Brig,K’

IL1: o, M.
112 : £x, &n, D}, My (D), # (D).
IIL1 : Vp, Vi,

II1.2 : 8,—_), SL(D), SOIL(D)
V.1: By, Bar, BY, Dy, (V), Dar(V), DH(V), V(D'), DL (V), Ngr(V).
v.3:BLT BY, BT, V), ord, log[7], B,

rig’ “rig’ cris”

Appendice B

Erratum a [2]

Comme cet article fait assez naturellement suite & « Représentations p-adiques et
équations différentielles » [2], il me semble utile de donner un erratum. Je remercie P.
Colmez, J.-M. Fontaine, J. Teitelbaum et H. Zhu pour leurs remarques.

Ezemple 2.8, 1 : remplacer At par Apax.

Sections 3.3, 5.5 : Kedlaya a complétement modifié son article [34] et la plupart

des numéros des références sont donc incorrects.

Théoréme 4.10 : le théoréme 4.10 est en fait dii & Forster, voir : O. Forster, Zur

Theorie der Steinschen Algebren und Moduln, Math. Zeitschrift, 97, p. 376ff,
1967.
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Proposition 2.2/ : apphcatlon log n’est bien siir pas définie pour z = 0. De plus
je ne lai définie que pour A+ mais plus tard, je ’utilise sur At (par exemple :
log(mk)). Il faut donc I’étendre & At ce que fait Colmez dans [11]. On peut aussi
le faire « a la main ». _

Démonstration du lemme 5.27 : remplacer GL4(A"", K) par GLd(A}{) et de
méme, remplacer My(A"", K) par Md(Ay).

Matrices : j’ai écrit les matrices « & I’envers », par exemple si f et g sont deux ap-
plications semi-linéaires, alors dans mes notations Mat(fg) = f(Mat(g)) Mat(f).
Pour retrouver la notation habituelle, il faut tout transposer (ce que j’ai fait dans
mes autres articles).

Démonstration de la proposition 5.15 : il n’est pas vrai que ¢, (Ns) = K, [t] ®k
Dgyr (V). Ce qui est vrai, c’est que l'image de ¢, est dense pour la topologie
t-adique. C’est ce qui est démontré et utilisé dans le reste de la preuve.

p.229 1.3 : remplacer A+ par A.

L’anneau Bl}{ : il est affirmé que I'anneau BJ}{ est un anneau de séries formelles &
coefficients dans F' ce qui n’est pas toujours le cas. C’est un anneau de séries for-
melles & coefficients dans 'extension maximale non-ramifiée de F' dans K, qui
peut étre plus grande que F. Comme il est vrai que (B}()FK = F, cela n’affecte
pas les résultats de D’article, et les démonstrations sont presque inchangées.

Monodromie : pour retrouver le (¢, N)-module Dg(-), il faut prendre N (log(n)) =
—p/(p — 1) au lieu de N(log(m)) = —1.

Diagramme p. 271 : dans le diagramme en haut de la page, remplacer Vs par la
connexion associée a O)y.

Lemme 2.7 : remplacer k > 0 par k > —oo dans Y .0 P*[zk]-
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