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Séminaire BOURBAKI Mars 2007
59¢ année, 2006-2007, n° 975, p. 269 a 293

PROPRIETES QUALITATIVES DES SOLUTIONS
DES EQUATIONS DE HAMILTON-JACOBI
[d’aprés A. Fathi, A. Siconolfi, P. Bernard]

par Jean-Michel ROQUEJOFFRE

Soit TV = RN /ZN le tore unité de RV, et soit (z,p) € TV x RN + H(z,p) € R
une fonction de classe C'°°, uniformément strictement convexe en sa seconde variable,
i.e. il existe a > 0 tel que I’inégalité suivante

(1) pr(flf,p) Z O(I

soit vraie au sens des formes quadratiques. Cette fonction H sera dans tout ’exposé
désignée sous le nom de « hamiltonien ». Considérons I’équation de Hamilton-Jacobi

(2) u + H(z,Du) =0 (¢t > 0, z € TV)

ot Du = (0z,U,...,0zyu). On s’intéresse d’abord au probleme de Cauchy pour (2),
c’est-a-dire qu’on complete (2) par la donnée initiale

(3) u(0,2) = up(z)

oll ug est continue sur T . On s’intéresse ensuite & une version stationnaire de (2), &
savoir ’équation

(4) H(z,Du)=¢, zeTV.

Il est bien connu que, pour une donnée initiale ug réguliere sur TV, le probleme de
Cauchy (2)-(3) admet une solution réguliere locale, & savoir qu’il existe t(ug) > 0 tel
que I’équation (2) admette une solution u(t, x) de classe C"* sur [0, t(ug)] x TV vérifiant
u(0,.) = ug. Toutefois, cette solution n’est pas globale : il est en général impossible
de la prolonger jusqu’a t = +o00. D’autre part, si nous relachons la contrainte : u de
classe C! sur R, x T¥, pour la remplacer par : u lipschitzienne sur R, x TV — et
donc (2)-(3) a lieu presque partout, il y a en général plusieurs solutions globales. Voir
par exemple [18] pour ces questions. Une question naturelle est donc de savoir si un
critére supplémentaire moins contraignant que la régularité C', mais plus fort que la
régularité Lipschitz, permet de sélectionner une unique solution globale au probleme
de Cauchy.
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270 J.-M. ROQUEJOFFRE

Ces considérations ont motivé l'introduction par Crandall et Lions [10], au début
des années 1980, des solutions de viscosité. Cette notion permet de sélectionner, parmi
toutes les solutions de (2), « celle qui a un sens physique » — avec toutes les ambigui-
tés que peut comporter un tel vocable! La théorie des solutions de viscosité a par la
suite connu des développements spectaculaires, dépassant trés largement le cadre des
équations de Hamilton-Jacobi du type (2) : citons, sans prétendre & ’exhaustivité,
les équations de Hamilton-Jacobi-Bellman du premier ordre avec leurs applications
en controle optimal et en finance, les équations elliptiques et paraboliques du second
ordre, les équations géométriques (eikonales, courbure moyenne...), ’homogénéisation ;
en parallele avec ces développements théoriques, des méthodes nouvelles d’approxi-
mation numérique pour ces probléemes sont apparues, liées aux applications. Faire
ici un panorama exhaustif de tous ces développements serait absolument vain; c’est
pourquoi nous nous contentons de mentionner les ouvrages de Barles [1] et Lions [18]
pour les équations du premier ordre, la monographie de Caffarelli-Cabré [7] pour les
équations elliptiques du second ordre, et 'article de revue de Crandall-Ishii-Lions [9]
pour un exposé des résultats principaux de la théorie des solutions de viscosité pour
les équations du second ordre dégénérées.

Revenons aux équations (2)-(3) et (4). La motivation de cet exposé est I’étude des
propriétés qualitatives, principalement de régularité et d’unicité, des solutions de (2)-
(4) et (4). En effet, la théorie générale dit que les solutions de viscosité de (2)-(3) sont
lipschitziennes, et il serait intéressant de connaitre la régularité maximale, ou bien
si la solution est plus réguliere en certains endroits. D’autre part, si le probleme de
Cauchy admet une solution unique — c¢’est 1’'un des premiers résultats de la théorie de
Crandall-Lions — le probléme stationnaire n’a aucune raison d’admettre une solution
unique ; on souhaite donc compter et classifier les solutions de (4).

La solution de (2)-(3) admet une expression - presque — explicite (formule de Lax-
Oleinik). A la fin des années 1990, A. Fathi, dans quatre notes aux Comptes Rendus
de I’Académie des Sciences [12], [11], [13], [14], a montré comment l’exploitation
systématique de cette formule, combinée & des idées empruntées a la théorie de Ma-
ther — voir, par exemple, [20] — pouvait jeter un éclairage nouveau sur les propriétés
qualitatives de (2)-(3) et (4). Les idées présentes dans ces quatre notes ont été déve-
loppées dans [15], et aboutissent & 'important théoréme d’existence de sous-solutions
critiques C!, présenté dans Fathi-Siconolfi [16]. Ce résultat permet de comprendre
comment s’organisent les solutions de (4), et a des conséquences sur la dynamique des
solutions du systeme hamiltonien sous-jacent.

Les travaux de Fathi ont eu d’importantes applications a une classe de problemes
d’optimisation appelée « transport optimal ». Utilisant les idées de Fathi, B. Buf-
foni et P. Bernard [5], [6] ont donné une solution générale du probleme de Monge,
généralisant des travaux antérieurs de Evans-Gangbo, Caffarelli-Feldman-McCann,
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(975) EQUATIONS DE HAMILTON-JACOBI 271

Ambrosio... Toutefois, pour éviter que le texte ne prenne des proportions démesurées,
ni ces applications, ni la théorie de Mather ne seront discutées ici.

Cet exposé se veut une introduction, & peu preés auto-contenue, au théoréeme
de Fathi-Siconolfi et & son impact sur les propriétés qualitatives des équations de
Hamilton-Jacobi. La premiere section de ce texte est une introduction aux solutions
de viscosité, aboutissant & un théoréme d’existence (Lions, Papanicolaou, Varardhan)
pour (4). La deuxiéme section introduit la formule de Lax-Oleinik comme solution
explicite du probléeme de Cauchy pour (2)-(3), et en dégage les principales propriétés.
Ces deux premiéres sections ne sont en aucun cas originales; leur seul mérite est
de synthétiser en quelques pages deux types de résultats différents pour (2)-(3).
La courte section 3 présente de facon trés simple des propriétés de régularité C'1,
cruciales pour la suite. La section 4 analyse le théoréme de Fathi-Siconolfi, et la
section 5 en présente plusieurs applications et compléments : ensembles d’unicité
pour D’équation stationnaire (4), existence de régions invariantes pour le systéme
hamiltonien sous-jacent, régularité additionnelle.

Remarque 0.1. — Dans tout ’exposé, on pourrait remplacer le tore TV par une va-
riété riemanienne compacte sans bord. Toutefois ceci n’apporterait rien & la compré-
hension du texte et ne ferait qu’alourdir les calculs présentés.

Je souhaite remercier ici P. Bernard, A. Fathi et A. Siconolfi pour de nombreuses
discussions et leur patience vis-a-vis de mes diverses questions a la limite de la naiveté.
Je tiens a adresser une mention spéciale a G. Barles, qui est a 'origine d’une grande
partie de ce que je sais de la théorie des solutions de viscosité.

1. SOLUTIONS DE VISCOSITE

Nous donnons dans cette section les notions de base sur les solutions de viscosité
d’équations de Hamilton-Jacobi du premier ordre, et démontrons un résutat d’unicité
typique de la théorie. Ce dernier permet d’arriver rapidement & la démonstration du
théoreme d’existence de solutions stationnaires de Lions-Papanicolaou-Varadhan, et
des questions d’unicité qu’il souleve.

1.1. Généralités

Nous commencons avec des équations plus générales que (2); nous restreindrons
les hypotheses au fur et a mesure. Considérons le probleme de Cauchy

(5) u 4+ F(z,u,Du) =0 (t >0, 2 € TV), u(0,z) = up(z),

ot F e C(TN x R x RV, R), et ott la donnée initiale ug est continue sur TV .
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DEFINITION 1.1. — Nous dirons que u(t,z) € C(R,, TV) est sous-solution de vis-
cosité pour (5) si, pour toute fonction ¢ € C'((0,+00) x TV) et pour tout couple
(to, o) € (0,400) x TN tel que (to,xo) so0it un point de mazimum pour u — ¢, on a :

(6) é¢(to, zo) + F(z0, u(to, 20), Dé(to, z0)) < 0.

Nous dirons que u(t,x) est sur-solution de viscosité pour (5) si, pour toute fonction
¢ € CY((0,4+00) x TN) et pour tout couple (tg,zo) € (0,+00) x TN tel que (to, o)
soit un point de minimum pour u — ¢, on a :

(7 ¢¢(to, xo) + F(xo, u(to, xo), Dé(to, o)) > 0.

Nous dirons enfin que u(t,z) est solution de viscosité pour (5) si elle est a la fois
sous- et sur-solution de viscosité pour (5).

Remarque 1.2. — Une solution C* de (5) est solution de viscosité. Le maximum de
deux sous-solutions de viscosité est solution de viscosité, le minimum de deux sur-
solutions de viscosité est sur-solution de viscosité. La définition 1.1 s’étend triviale-
ment aux équations stationnaires du type F(z,u, Du) = 0 sur TV.

Le lecteur peut a juste titre se demander si une définition apparemment aussi faible
a un quelconque pouvoir sélectif. Il se trouve que oui, et nous donnons ci-apres, sans
démonstration, la liste des principales propriétés des solutions de viscosité de (5).

1. (Stabilité) Soit (Fy), une suite de C(TV x R x RV, R), convergeant localement
uniformément vers FF € C(TY x R x RN R). Soit u, une solution de visco-
sité de (5) avec F' = F,; supposons la suite (uy), localement uniformément
convergente vers u € C(R,, T). Alors u est solution de viscosité de (5).

2. Soit u une solution de viscosité de (5) localement lipschitzienne. Alors elle véri-
fie (5) presque partout.

3. (Principe du maximum) Supposons que le hamiltonien F'(z, u, p) soit de la forme
H(z,p), ot H € C(TN x RY) vérifie la propriété suivante (dite de coercivité) :

(8) lim H(z,p) = 400, uniformément en z € TV.
[p|—+o0

Soient u1g < wugy deux données initiales continues pour (5), et supposons que
uyg (resp. ugg) génere au moins une solution de viscosité u; (resp. uz) pour (5).
Alors u; < us. Ce principe du maximum est vrai pour des hamiltoniens plus
généraux, mais c’est hors du propos de ces notes.

4. (Contraction faible) Toujours si le hamiltonien est de la forme F(z,u,p) =
H(z,p) et sous ’hypotheése de coercivité (8), soient u1g < ugo deux données
initiales continues pour (5). Supposons que wuig (resp. ugp) génére au moins
une solution de viscosité u; (resp. ug) pour (5). Alors |lui(¢,.) — ua(t,.)]|ec <

||u10 - u20”o<:~
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La définition 1.1 a été introduite par Crandall et Lions dans leur article fondamental
[10]. Nous notons au passage l'intérét de la notion étudiée ici : la propriété (1) assure
que l'on peut « passer a la limite » dans 1’équation (5) dés lors que l'on dispose
d’estimations uniformes sur le module de continuité des solutions (ce qui toutefois peut
se révéler extrémement difficile, voire parfois simplement impossible!) ; la propriété (3)
assure 'unicité — & défaut d’assurer ’existence — au probleme de Cauchy. Pourquoi
Pappellation « solution de viscosité » ? Elle vient justement de cette préoccupation
d’assurer la sélection d’une solution « physique » & (5). Une idée naturelle est de
régulariser (5) par un terme du second ordre, de résoudre le probleme d’apparence

plus compliquée :
(9) ug + F(z,u,Du) = eAu (t >0, z € TV),  u(0,z) = up(z),

et de chercher & passer a la limite e — 0. Cette entreprise peut étre menée a bien quand
le hamiltonien F(z,u,p) est par exemple de la forme H(z,p), et on peut montrer que
cette notion de solution assure une propriété d’unicité analogue a la propriété (3);
voir [18] pour un historique. La notion (9) n’est toutefois pas intrinséque — elle peut
dépendre de la régularisation choisie — et il faut donc lui préférer la définition 1.1.
Jusqu’a la fin de I’exposé, une « solution » de (2) ou (4) sera toujours en-
tendue au sens de viscosité.

Une problématique centrale de la théorie est celle de 'unicité. Donnons donc, pour
terminer ce rapide tour d’horizon, le résultat d’unicité le plus simple, suivi de sa
démonstration par la méthode du dédoublement de variables. Cette idée se retrouve
dans pratiquement toutes les preuves d’unicité, bien entendu sous des formes plus ou
moins élaborées.

PROPOSITION 1.3. — Supposons que le hamiltonien H soit continu en toutes ses va-
riables, et vérifie la seule hypothése de coercivité (8). Considérons l’équation

(10) H(z,Du)+u=0 (zeTV)

Soit u (resp. U) une sous- (resp. sur-) solution de viscosité pour (2). Alors u < w.
Preuve. — Supposons un instant u et @ de classe C!. Si zy est un minimum de
u — u, nous avons, utilisant I’équation (10) en z¢ : (w — u)(zo) > 0, d’ou le résultat.

Malheureusement, u et u ne sont que continues, ce qui rend vaine toute tentative
de donner un sens ponctuel & Du ou Du. Définissons donc, pour tout € > 0, la

pénalisation
_ |z — y|?
ue(z,y) = u(r) — u(y) + o
et soit (ze,y.) un point de minimum de u.. On se persuade facilement que
_— 2 . N . N
lim._, |m26§[ =0, et que la famille (z.,y:). converge, & une sous-suite pres, vers
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(z0,z0) ol z¢ est un minimum de & — u. Appliquant la définition (6) (sous-solution)

a la fonction-test z — ¢, (y) = u(y) + |Z2_EZ|2 , nous obtenons
-z
(11) H (ys, 3—15—52——5) + u(ye) <0;
appliquant la définition (7) (sur-solution) a la fonction-test z — ¢, (z) = u(y)— %,

nous obtenons
(12) H(a: m)+u(ac)>0
€ 62 € - .

La coercivité du hamiltonien et (12) impliquent que % est bornée. Nous avons

alors H(ye, ¥5*=) = H(x, ¥Z%) 4 o(1); soustrayant (12) de (11) nous obtenons

62
u(z.) — u(ye) > o(1) ce qui, a la limite € — 0, donne l'inégalité (u — u)(zo) > 0. O

Ce résultat prouve automatiquement que (10) a au plus une solution. Il admet
I’extension suivante, donnée sans preuve :

PROPOSITION 1.4. — Soit u (resp. @) une sous-solution de viscosité semi-continue
supérieurement (s.c.s.) et u sur-solution de viscosité semi-continue inférieurement
(s.c.i.) de (10). Alors u < .

1.2. Solutions stationnaires

Stricto sensu, une solution stationnaire de (2) est une solution ne dépendant pas
de t, i.e. une solution de H(z, Du) = 0. Bien évidemment, une telle équation a toutes
les chances de n’avoir pas de solution : il suffit de supposer H > 1 sur TV xR, un cas
de figure qui entre parfaitement dans nos hypotheses. Il est donc nécessaire d’étendre
un peu la catégorie de solutions particulieres recherchées, et 'idée la plus naturelle
est de chercher des solutions de la forme —ct 4+ u(x). La fonction u est alors solution
de (4). Le résultat principal de cette section est le suivant (Lions, Papanicolaou,
Varadhan [19]) :

THEOREME 1.5. — Supposons (z,p) — H(x,p) continu, et la condition de coercivité
(8) wvraie. Il existe un unique ¢ € R pour lequel (4) admet des solutions.

Une démonstration possible consiste a résoudre le probleme doublement approché

suivant :

(13) —6Au+ H(z,Du)+eu=0, zeTV,

avec 6 > 0 et € > 0. Pour tout § > 0 et pour tout £ > 0, le probléme (13) admet une
solution u® € [— ”H("EO)”*, ”H("EO)”“]. Ceci se voit grace au principe du maximum

pour les équations elliptiques, et des arguments élémentaires non détaillés ici. La
preuve du théoréme consiste a passer a la limite 6 — 0, puis € — 0. La limite § — 0
est gérée par le lemme de Barles-Perthame [2], énoncé ci-apres.
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LEMME 1.6. — Flizons € > 0 et considérons

u(z) = limsup u™’(y), u°(z) = liminf u™’(y).

y—z,6—0 y—x,6—0
Alors u® (resp. u®) est une sur-solution de viscosité s.c.i. (resp. sous-solution de vis-
cosité s.c.s.) de

(14) H(z,Du)+eu=0 (zeTV).

Nous avons trivialement u® > u®, soit & = u® par la proposition 1.4. Notons
u® cette valeur commune; c’est une solution de viscosité de (14). Nous avons encore
besoin d’un lemme, dont nous explicitons la démonstration pour familiariser le lecteur
au maniement des fonctions-tests.

LEMME 1.7. — Il existe C > 0 indépendant de € tel que || Dul|o < C.

Preuve. — Soit © € TV et, pour K > 0, soit la fonction y — u®(y) — u®(x) —
K|y — z|; soit & un point de maximum de cette fonction; supposons & # x. Alors
y — u®(x) — K|y — x| est, au voisinage de Z, une fonction-test admissible ; la condition
de sous-solution (6) en y = & donne :

H(@, K25y 4 eus(@) < 0.
|2 — x|

Rappelons que la quantité e||u®||o est bornée indépendamment de €. La condition de
coercivité (8) implique alors l’existence de C' > 0 indépendant de ¢, tel que K < C';
soit, en particulier : u(y) — u(x) — Cly — z| < 0. Les points = et y étant quelconques,
ceci termine la démonstration. O

Preuve du théoréme 1.5. — Notons (uf) la moyenne de u® sur TV, et v° = u® — (u®).
Gréace au lemme 1.7, la suite (v®). converge uniformément — & extraction d’une sous-
suite prés — vers une fonction v € C(TV). Notons que la famille (¢(u®)). est bornée;
nous pouvons donc supposer qu’elle converge vers une constante notée —c. Par le
résultat de stabilité 1, v est solution de viscosité de (4).

Montrons 'unicité du c¢. Supposons l'existence de ¢; < ¢ tels que (4) ait des
solutions pour ¢ = ¢; et ¢ = ¢ ; soient u; et ug de telles solutions. Soit K > 0 tel que
u, — K < up < ug + K les fonctions —cit + u; = K et —cot + us sont solutions du
probléme de Cauchy (2) avec les données respectives u; + K et uy. Par la propriété
3, ce sont les seules, et nous avons (principe du maximum) :

Vi >0, —cit+u; —K < —cot+us < —cit+u; + K.

Ceci n’est possible que si ¢; = ¢s. O
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Quid, maintenant, de l'unicité d’une solution au probleme (4), une fois que le ¢
correct est identifié ? Clairement, si u est solution, u + ¢ est solution pour toute
constante ¢. On pourrait se demander si le quotient par les constantes assure 'unicité,
il n’en est malheureusement rien : considérons ’exemple tres simple

(15) [W'| = f(z), zeT!

ou f € CYT?) vérifie f(0) = f(%) = f(1) = 0, et f > 0 en dehors de ces trois
points, f %-périodique, et f symétrique par rapport a %. Définissons les deux fonctions
périodiques uy et up par leurs valeurs sur [0, 1] :

Jofy)dy 0<z<}i
us(z) = [Py dy t<az<]

Ug %-périodique.

s () — Jo fly)dy 0
l(m)_{ [ ) dy 3

= ol

<z <
Sz <
Ce sont deux solutions de viscosité de (15), et us ne se déduit pas de u; par ’addition
d’une constante. Un mécanisme plus subtil est donc & I’ceuvre, et une des contributions
de Fathi est la compréhension générale de celui-ci. Notons que, dans le cas particulier

du hamiltonien H(z,p) = |p|? — f(z) f > 0 et {f = 0} non vide, nous avons ¢ = 0 et
les solutions de (4) sont classifiées dans Lions [18].

2. REPRESENTATION LAGRANGIENNE

Nous terminons dans cette section la résolution du probléeme de Cauchy (2)-(3),
amorcée dans la section 1. Nous savons déja qu’il y a au plus une solution ; nous allons
ici donner une solution « explicite » pour ce probléme et nous aurons donc construit
une unique solution globale. Dans la section précédente, nous avions supposé assez
peu sur le hamiltonien H : seulement un peu de coercivité et de continuité.
Jusqu’a la fin de I’exposé, nous supposons vérifiées les conditions de stricte
convexité et de régularité données en introduction.

Nous associons & H le lagrangien (z,v) € TV xRY — L(x,v) donné par la formule :
(16) L(z,v) = sup (p.v — H(z,p)).

peERN
Les propriétés vérifiées par L, et dont nous aurons besoin par la suite, sont indiquées
ci-apres.

— L est de classe C°° en = et v, et est uniformément strictement convexe en sa

deuxieme variable.

— Nous avons H(z,p) = sup,cgn (p.v — L(z,v)).

— Pour tout z € RY D'application v — L,(z,v) est un C*°-difféomorphisme, et

nous avons (L,)~! = H,.
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Voir par exemple [21] pour cette définition et ces propriétés.

Définissons, pour tout triplet (t,z,y) € Ry x TV x TV, la quantité :

(17) hezy)=  inf /0 L(v,5) ds

Y(O)==z,v(t)=y
ol 7 parcourt Pensemble des chemins tracés sur TV, C! par morceaux. Ce probleme

de minimisation d’action lagrangienne est classique et admet le résultat suivant (théo-

réeme de Tonelli) :

PROPOSITION 2.1. — Soit (t,z,y) € R} x TN x TN. I existe au moins un chemin
v(s) € C2([0,t], TV), tel que

he(z,y) = /0 L(3,4) ds.

De plus, il existe C(t,|x —y|) > 0 tel que || Vlz=(0,4) + I¥llz=(op) < C(t, |z —yl).
La fonction C tend vers +00 quand t — 0 — a |x — y| fizé. De plus v est solution de
l’équation d’Euler-Lagrange

(18) 2 LrA) = La3,4) =0,

Une telle courbe v sera désormais appelée une extrémale. Soit ug € C(TV); défi-

nissons la fonction
(19) T (t)uo(z) = inf (uo(y) + he(y,z)).
yeTN

Notons que cet inf est en fait un min. Notons aussi que (7 (t))¢>0 est un semi-groupe :
on montre en effet facilement que 7 (¢t + s)ugp = 7 (t)7(s), et T(0) = I; ce semi-
groupe est maintenant connu sous le nom de semi-groupe de Laz-Oleinik. Le lien avec
la section 1 est fait grace au théoréme suivant, dont la preuve (la encore tres classique)
illustre bien les interactions entre cette section et la précédente.

THEOREME 2.2. — La fonction (t,z) € Ry x TN w— wu(t,z) = T(t)uo(x) est la
solution du probléme de Cauchy (2)-(3).

Preuve. — Montrons d’abord la propriété de sur-solution : soient (to,zg) € R% x TN
et ¢ une fonction-test telle que (tg,zp) soit un point de minimum de u — ¢, que nous
pouvons supposer nul — simplement en retranchant une constante a ¢. Soient yq tel
que u(to, zo) = uo(yo)+ hey (Yo, To), et v une extrémale de laction entre 0 et tg, reliant
Yo & xo. Nous avons, pour tout t < tg :

6(t,7(8)) < ult (1)) < uolyo) + /O L(v,4) ds,
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le deuxiéme < se transformant en égalité pour t = t3. Nous avons donc

<0

)

%(UO(ZJO) + /Ot L(v,%) ds — ¢(t,’7(t))>

t=to
soit
¢¢(to, zo) + Do(to, z0).¥(to) — L(v(to), ¥(to)) = 0.
Ce qui implique, via la formule (16) : ¢:(to, o) + H(zo, Dd(to, o)) > 0.
Pour montrer la propriété de sous-solution, considérons (tg, z¢) € R% x 7™ réalisant
le maximum de u — @, oi1 ¢ est toujours une fonction-test. Soit v € RY ; définissons

Yo (8) = xo + (tO - 8)v.
Puisque (7 (t)); est un semi-groupe, nous avons, pour tout t < ¢g :
U(to,ﬂ?o) S U(t,.]?o — (t() — t)'U) + hto—t(-’vo — (tU — ’U),.T())
to .

< B(tzo = (to =)o) + [, L(ve, ) ds,
le deuxiéme < devenant un = en t = tg, et la méme opération que plus haut donne

odi(to, xo) + Do(to, x9).v — L(xz,v) < 0.
Ceci implique ¢¢(tg, zo) + H(xg, Dp(ty, z9)) < 0 par la formule (16), puisque v est

quelconque. O

N 2
A titre d’exemple, remarquons que, si H(z,p) = |p|?, nous avons L(z,v) = % et

nous retrouvons la formule bien connue :

2
T (t)uo(z) = ule%ffv <uo(y) + %) .

Terminons cette section par un résultat de régularisation instantanée : si ug est
continue sur TV, 7 (t)ug devient instantanément lipschitzienne. Il s’agit d’un résultat
remarquable, dli au caractére strictement convexe de H. Tel n’est en effet pas le cas
pour une équation eikonale ; il suffit pour s’en convaincre d’examiner la solution de

g+ |ug| =0, w(0,z) =ug(x), z€T
dont I'unique solution de viscosité est donnée par u(t,z) = inf|,_,<; uo(y).
THEOREME 2.3. — Soit u(t,z) = T (t)uo(z) lunique solution du probléme de Cau-

chy (2)-(3), avec uy € C(TN). Pour tout t > 0, il existe C; > 0 tel que u est
C;-lipschitzienne sur [t,+00) x TN. Nous avons lim; o Cy = +00.

Preuve. — Notons qu'il suffit de prendre ¢ < 1. En effet, par le principe du maximum,
si ¢ est 'unique nombre tel que (4) ait des solutions, la fonction wu(t,.) + ct est bornée
sur Ry x TV, 11 suffit donc de raisonner de proche en proche sur des intervalles
temporels de longuecur 1.
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Soit alors t € (0, 1]; soient = et v une extrémale telle que

) = w0 + [ L0.3) ds.
Soit h € TV ; on peut toujours faire en sorte que z +h € TV, Soit ¥(s) = v(s) + £h;
nous avons ¥(0) = v(0) et ¥(¢) = z + h. De plus, nous avons
Jo(LGA = L(v.4)) ds = [y L(y + $h,5 + th) ds
> %(SLx(% Y) + Lo (v, ﬁ).h) ds + Cy|h|?
= Ly(v(t),%(t)).h + Ce|h|?

la derniére égalité venant de ’équation d’Euler-Lagrange (18). Il suffit maintenant

IA

d’écrire, au vu de la formule (19) pour 7 (t)ug :

u(t,z-+h) = u(t,5(0) < ur(0) + [ LG.A) ds = uto) + [ @A) - 164 ds.
0 0

Nous obtenons

(20) w(t,z + ) — ult,x) < Lo(v(8), 7(0).h + K2,

ce qui prouve la régularité Lipschitz en espace, les quantités v et ¥ étant bornées.
Pour montrer la régularité Lipschitz en temps, nous examinons une petite variation

de t, notée t + 7 avec t + 7 > 0. Perturbant I’extrémale v en F(s) = ’y(#s), nous

avons toujours 7(0) = v(0), (¢t +7) = ¥(t) = . Le méme calcul que plus haut donne

u(t + 7,z) — u(t,z) < Cy|7|, d’ou le résultat. O

Remarque 2.4. — (i) La fonction u(t,z) = 7 (t)ug(z) est, de par la propriété 2 de la
section 1, presque partout différentiable.

(ii) Soient ¢t > 0 et v une extrémale telle que u soit différentiable en x := ~(t).
Nous avons alors Du(t,z) = Du(t,v(t)) = L,(z,¥(t)). L’équation de Hamilton-Jacobi
donne alors u(t,v(t)) = —H (x, Du(t,z)) = —H(y(t), Du(t,v(t)).

La régularisation instantanée est un phénomene remarqué depuis longtemps, en
particulier par Lions [18]. Toutefois, la preuve donnée ici, inspirée de Fathi [15], est
fondée sur un calcul contenant des idées cruciales pour la suite.

3. SEMI-CONCAVITE ET REGULARITE C!!

Poursuivant I’étude des propriétés qualitatives des solutions de (2), nous cherchons
une régularité supplémentaire. Une notion utile est celle de semi-concavité et de semi-
convexité : si une fonction est semi-concave et semi-convexe, elle est de classe C'11.
Ce résultat est bien connu en analyse convexe et en contréle optimal; voir [8] et

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



280 J.-M. ROQUEJOFFRE

les références bibliographiques attenantes. L’exploitation qu’en fait Fathi, et 'idée
d’introduire le semi-groupe conjugué est toutefois totalement originale. Cette section
est inspirée de [15] et de discussions avec P. Bernard.

DEFINITION 3.1. — Si B est une boule ouverte de RV, F un fermé de B et K une
constante strictement positive, nous dirons que u € C(B) est K -semi-concave sur F
si et seulement si : pour tout x € F, il existe I, € RY tel que : pour tout h € RN tel
que x + h € B, on ait :

(21) u(z + h) < u(z) + lp.h + K|h|?.

La fonction u sera dite K -semi-convexe sur F si —u est K-semi-concave sur F.

Le théoréme suivant conditionne toute la suite. Si u est continue sur une boule ou-
verte B de R, et si F est un fermé de B, disons que u € C1!(F) si u est différentiable
en tout point de F' et Du est lipschitzienne sur F.

THEOREME 3.2. — Soient B une boule ouverte de R et F' un fermé de B. Supposons
que u € C(B) soit K -semi-concave et semi-conveze sur F. Alors u € CV(F).

Démonstration. — 1l existe, pour tout x € F', deux vecteurs [, et m, tels que :

u(z +h) < u(z)+1..h + K|h|?

Vh e RV,
u(z +h) > u(z)+ mz.h— K|h|?

ce qui donne, par soustraction : (I, — m,).h < 2K|h|?, ce qui implique en retour que
l, = m, et que, donc, u est différentiable en x.

Considérons alors (z,y,h) € F x F x RV ; les inégalités de semi-concavité et de
semi-convexité deviennent, écrites respectivement entre x +h et x, x et y, x+het y:
|u(z + h) — u(z) — Du(z).h| < K|h|?

[u(z) — u(y) — Du(y).(z —y)| < Klz —y[?
[u(y) —u(z +h) + Du(y).(z+h-y)| < Klz+h—y|%.
Nous obtenons

(22) |(Du(z) — Du(y)).h| < 3K (|h|* + |z — y|*).

Prenons h = |z — y|%; (22) devient |(Du(z) — Du(y))| < 3K|z — y|, ce

qui est l'inégalité cherchée. O

Revenons & notre solution u(t,z) = 7 (t)ug de (2)-(3). Soient (t,z) € R% x TV et
~ une extrémale telle que

u(t,z = 7(8)) = uo(+(0)) + /0 L(v,4) ds.
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D’autre part nous avons, pour tout s € (0,t) :

u(s,v(s)) < uo(v(0)) + /05 L(~,7) do.

Nous avons alors, pour tout (s,s’) € [0,]? avec s < s’ — combiner les deux formules

précédentes :
(23) u(s’,v(s") = u(s,v(s)) +/ L(v,%) do.
DEFINITION 3.3. — On dit que la courbe v : [0,t] — TV est calibrée par u.

Définissons le semi-groupe conjugué du semi-groupe de Lax-Oleinik par :

(24) Vug € C(TY), T (t)uo(z) = sup (uo(y) = he(,v).

La démonstration du lemme suivant est analogue & celle du théoréme 2.3 :

LEMME 3.4. — Siug € C(TN) et 0 > 0, il existe K(c) > 0 telle que T (0)ug soit
K (0)-semi-conveze; la constante K (o) explose quand o — 0.

COROLLAIRE 3.5. — Soit u(t,z) = T (t)ug(x); soit v : [0,t] — TV une extrémale
calibrée par u. Soit A un intervalle compact de (0,t); pour tout s € A définissons

l’ensemble Ty par :
(25) Lo ={v(s), v:A— TV calibrée par u}.

Alors u € CH (Usen({s} x Ty)).

Preuve. — Nous sommes dans les hypotheses du théoreme 2.3 il existe donc K > 0
dépendant de inf A tel que l'inégalité (20) soit vraie — il suffit juste de remplacer ¢
par s. La fonction u(s, .) est alors K-semi-concave sur I'; pour tout s € A. La relation
de calibration (23) implique, pour tout (s,s’) € A% avec s < s’ :

u(s,v(s)) = Sl,lrp (’U,(S’, y) — hs’—s(7(s)ay)) = 7~'(3/ - S)U(S/, )(v(s))-
yeTN

Il existe donc, par le lemme 3.4, une constante K dépendant de sup A — inf A telle
que u(s,.) soit K-semi-convexe sur I's. D’aprés le théoréme 3.2, la fonction u(s,.) est
de classe C1! sur I'y. La démonstration se conclut via la remarque 2.4. O
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4. SOUS-SOLUTIONS CRITIQUES

Quittons dans cette partie le probleme de Cauchy (2)-(3) pour nous intéresser aux
solutions de (4), qui est donc ’équation sur laquelle nous voulons nous concentrer
juqu’a la fin de I’exposé. Notons immédiatement qu’on peut supposer, sans perte de
généralité, que ¢ = 0; il suffit pour cela de changer le hamiltonien. Nous étudions
donc 'équation

(26) H(z,Du) =0, zeTV,

et nous supposons donc, dans toute cette section, que (26) a des solutions.

Une solution u de (26) est solution du probléeme de Cauchy (2) avec donnée initiale
elle-méme; donc u(z) = 7 (t)u(x) pour tout ¢ > 0. Ceci implique que u est semi-
convexe ; de plus, si A est un intervalle compact de R et, pour s € A, I's donné par
(25), alors u est de classe C1! sur J,ep Is.

Le critére suivant sera utile pour savoir si une fonction donnée est sous-solution ou
solution de (26).

PROPOSITION 4.1. — (i) Une fonction u € C(TYN) est sous-solution de (26) si et
seulement si — rappelons que hy(y,x) est le minimum de laction entre y et x, et est
donnée par (17) :

(27) Y(z,y) € TN x TN, u(z) — u(y) € he(y, ).

(ii) Une sous-solution de (26) en est une solution sur un ouvert U de TN si et
seulement si : pour tout x € U, il existe t, > 0 et une extrémale ~ : [0, t;] — i
calibrée par u, telle que y(t;) = z.

(iii) Pour toute solution u de (26), pour tout x € TV, il existe une extrémale
v i (=00,0] — TV, telle que ¥(0) = z et telle que :

0
V0. pla) - o0 = [ L) ds.

Les points (i) et (ii) se déduisent aisément du théoreme 2.2. Pour le point (iii), il
suffit de considérer, pour tout T > 0, une extrémale vr : [-T,0] — TV calibrant u
et telle que y7(0) = x. La famille (yr)r est relativement compacte dans la topologie

C

— proposition 2.1; il suffit d’en extraire une suite convergeant dans C} _(R_).

1
loc loc

DEFINITION 4.2, — Une sous-solution de (26) est appelée sous-solution critique. Une
sous-solution critique u est dite stricte au point x € TN s%l existe U, voisinage ouvert
de x et ¢, < 0 tel que u vérifie H(x, Du) < ¢, dans U, au sens de viscosité. Une sous-
solution critique est dite stricte sur un ouvert U de TN si elle est stricte en chaque
point de U.
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Cette section comprend trois parties. Dans la premieére, nous introduisons les ac-
teurs : le potentiel de Mané et la barriere de Peierls; nous donnons leurs premieres
propriétés. Dans la deuxieéme partie, nous introduisons I’ensemble d’Aubry ; puis nous
énoncons le théoreme d’existence et expliquons pourquoi il s’agit d’un résultat non
trivial. La troisieme partie est consacrée a sa démonstration.

4.1. Mané, Peierls

Considérons successivement les deux quantités suivantes :
(28) ¢(z,y) = inf he(z,y),  h(z,y) = liminf hi(z,y).
t>0 t— 400

La fonction ¢ est connue sous le nom de Potentiel de Mané, la fonction h sous le
nom de Barriére de Peierls. Notons tout de suite que ce sont deux quantités finies :
I’action entre x et y est en effet trivialement bornée supérieurement par une fonction
localement bornée de x —y ; de plus, si u est une solution de (26), I'inégalité (27) donne
une borne inférieure uniforme pour h;(z,y). Une conséquence de cette remarque est
le jeu d’inégalités

d(z,2) = d(z,y) < he(y, 2)

(29) V(t,z,y,2) € R x (TV)3, h(z,2) — h(z,y) < he(y, 2)

ce qui entraine que les fonctions ¢, : y € TN s ¢(z,y) et ho(y) : y € TV — h(z,y)
sont des sous-solutions lipschitziennes de (26). En fait, on a bien plus :

PROPOSITION 4.3. — Pour tout x € TV, la fonction h, est solution de (26) sur T,
La fonction ¢, est solution de (26) sur TN\{z}.

Preuve. — Dans les deux cas, on utilise la proposition 4.1. Pour obtenir la propriété
sur hg, considérons y € TV et une suite (tn)n tendant vers +oo telle que hy, (z,y)
tende vers h(x,y) = h,(y)). Soit une suite d’extrémales (v, ), réalisant le minimum
de l'action entre z et y telles que v, (t,) = y; soit finalement ¢ > 0. Notant ,(s) =
Yn(tn + 8), nous avons

—t

0
he, (z,y) = / Lims ) ds, he, (2, 3n(=t)) < / L(ims 5 ds

—tn —tn
Utilisant (i) la relative compacité de la suite (,), dans la topologie C} _ et (ii) le fait
que h est une limite inférieure, nous obtenons, en soustrayant les deux (in)égalités
précédentes membre & membre : h(z,y) > h(x,v(—t)) + he(y(—t),y), ot v est la
limite locale uniforme de la suite (%,),. Comme h; est sous-solution critique, on
obtient h;(y) = ho(v(=t)) + he(v(—1), y).

Pour montrer la propriété sur ¢, considérons la encore y € TV ; il suffit de supposer
que l'inf dans la formule (28) est atteint & un instant ¢, fini : sinon, ¢.(y) = h.(y);
la fonction ¢y est donc une limite inférieure et la proposition 4.1 s’applique. Nous
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avons alors ¢, (y) < h,(y); puisque ¢, et h, sont lipschitziennes, cette inégalité reste
vraie pour tout z assez proche de y. Considérons un tel z; il existe alors t; tel que
¢(z) = hy, (z, z) et nous avons :

0

60(y) — bu(2) = /( CLwo) ds+ [ Llw) ds,

_tl
ou 7o et 1 sont les extrémales correspondantes. Ces deux extrémales ont un point
commun : z; il suffit de les coller en ce point et de les reparamétrer pour obtenir

¢I(y) - qsz(z) = ht0+t1 (y,z) O

Terminons cette rapide présentation des quantités ¢ et h par les formules suivantes,
qui sont la encore des conséquences simples de (28), (29), et de la relation (27) pour
I’une quelconque des solutions de I’équation stationnaire (26) :

(30) Y(z,y) € TV x TV, h(z,y) + h(y,x) >0, h(z,z) >0, ¢(z,z) =0.

Nous voyons en particulier que, grace aux inégalités (29) et (30), la symétrisée de h
peut s’interpréter comme une semi-distance sur TV,

4.2. Le théoréme de Fathi et Siconolfi

Définissons 1’ensemble d’Aubry par
(31) A={zxeT": h(z,z) =0}

Remarquons que A est fermé car h est lipschitzienne. Le résultat principal de Fathi
et Siconolfi sur les sous-solutions critiques réguliéres [16] peut s’énoncer ainsi.

THEOREME 4.4. — Il existe une sous-solution critique ¢ de (26), de classe C! sur
TN, qui est stricte sur TV\A. De plus, ¢ est de classe C* sur A.

A titre d’exemple, voyons ce qui se passe pour le hamiltonien H(z,p) = |p|* - f(z),
ou f est positive avec un ensemble d’annulation non vide. Il est alors bien connu que
(26) admet des solutions — et donc ¢ = 0. Le lagrangien est L(z,v) = % + f(x), et
nous avons

t 1012
h(z,y) = liminf inf ('7—1 + f(’y)) ds.
t—+oo v Jo \ 4
Nous voyons immédiatement que h(z,z) = 0 si et seulement si f(z) = 0 : en effet,
toutes les quantités dans l'intégrale sont positives. D’autre part, de par la propo-
sition 2.1, la vitesse d’une extrémale est bornée; donc h(z,z) > 0 dés que f(z) > 0.
Nous voyons d’autre part qu’une famille de sous-solutions critiques régulieres est don-
née par les constantes.

Dans le cas général, la situation est bien moins évidente. Il existe toutefois une

classe de sous-solutions régulieres aisément accessibles; ce sont celles de I’équation
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H(x,Du) = c avec ¢ > 0. En effet, si p. est une approximation de l’identité, nous
avons

H@posu) = Hiz, | pelo)Dute — ) dy)
< / pe(y)H (z, Du(z — y)) dy (par Jensen)
TN

0@+ [ ple—)H( =y Dula — 1) dy = 0(e).

Cet argument ne permet toutefois pas d’arriver au niveau ¢ = 0; toutefois il réappa-
raitra dans le cours de la démonstration.

4.3. Eléments de preuve du théoréme 4.4

L’idée de la démonstration est de choisir comme sous-solution critique une combi-

naison lindaire convexe infinie de sous-solutions de la forme

P,
¢ = Z 271,+1 ?

neN

les points de base z,, étant choisis en dehors de A. Ceci définit une sous-solution stricte,
qui est de classe C1! sur A. Une régularisation de ¢ en dehors de A assure que ¢ est
globalement C!. 1l s’agit d’un processus non trivial, mais qui ne demande pas plus
d’outils que ceux déja introduits. Nous donnons ci-aprés un compte rendu (presque)
complet de la démonstration, renvoyant le lecteur & [16] pour des démonstrations plus
détaillées. De nombreux compléments, non abordés ici, sont également disponibles
dans [16].

Etape 1 : comportement des ¢, sur A. Si u est une sous-solution critique, définis-
sons Z(u) ’ensemble des points de TV par lesquels passe une extrémale v : R — TN
calibrée par u. Le résultat principal de cette étape est le

LEMME 4.5. — Soit y € A. Il existe v : R — T telle que v(0) =y, qui est calibrée
par toute sous-solution critique.

Preuve. — Construisons d’abord 'extrémale en question, a l'aide de la fonction h.
Nous allons construire 7 : R — TV, telle que y(0) = = et

0

(32) Vt>0,  h(y(t).z) = - / Liv4) s, ha,(-0) = - [ L) ds.

Partons, pour ce faire, d’une suite d’extrémales (v,)n, avec v, : [0,t,] — TV et

Y (0) = v, (tn) = z, telle que
tTL

(33) lim L(¥pn,n) ds = 0.
0

n—+00
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Nous pouvons supposer que la suite (v,), converge, ainsi que ses dérivées, locale-
ment uniformément. Soit 7 cette limite locale uniforme; soit d, = |y(t) — va(t)]-
Soit gy, : [0,d,] — TV une extrémale de 1'action entre v(t) et v, (tn); le raccord
de p, et v,, convenablement reparamétrées, donne une courbe lipschitzienne notée
¥ : [t — dn,tn] — TV. Nous avons

tn X tn tn t
/ L(5,%) ds < Cdy + / L(os 3) ds = Cdy + / L(ym, ) — / L ) ds.
t—dn t 0 0

Il en résulte, par minimisation du membre de gauche sur tous les chemins allant de
y(t) a x :

t

tn
ht"—t+dn (’Y(t)7$) S Cd'n. + / L(’an;yn) - / L(’Yn» ;Yn) dS.
0 0

Ceci, grace a (33) et a la définition de h comme limite inférieure, implique la premiere
partie de (32). La deuxieéme partie s’obtient de maniére analogue.

Soit maintenant u une sous-solution critique ; nous avons, pour 'extrémale v cons-
truite et z € A : u(y(t)) —u(z) < f(: L(~,%) ds par définition. Mais nous avons aussi,
pour tout s : u(x) — u(y(t)) < hs(y(t),z), soit, en passant & la limite inférieure :
u(x) —u(y(t)) < h(y(t),x). La premiére partie de (32) dit que cette derniére quantité
vaut — fot L(~,%) ds, et donc nous avons

(1)) — ulz) = / L(v.%) ds.

La courbe ~ est donc calibrée par u sur [0, +00), et un raisonnement analogue implique
la calibration sur (—oo, 0]. O

Une conséquence importante est que, pour tout € TV, ¢, est C1! sur A. De
plus, la constante de Lipschitz de D¢, sur A ne dépend que du hamiltonien, tout
point de A appartenant a une extrémale calibrée par ¢,.

Etape 2 : construction d’une sous-solution stricte en dehors de A. L’ingré-
dient clé est cette fois-ci le

LEMME 4.6. — Si 2 € TN\ A, alors ¢, n’est pas solution de viscosité sur TV .

Preuve. — Supposons que ¢, soit solution de (26) sur tout T™. Nous pouvons alors
trouver une extrémale v : R_ — T% telle que v(0) = z et telle que, pour tout t > 0 :

0
(34) 62(0) = 02 (=0) = [ L2.4) ds = —0u (2 (-0).

—~t
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Fixons t > 0. Soit € > 0; la définition de ¢, implique 'existence de t. > 0 et d’une
extrémale 7. : [0,t.] — TV telle que 7.(0) = z, 7. (tc) = ¥(—t), et telle que

/O " L(vese) ds < da(y(t)) + £ = du(v(=1)) + .

Définissons alors la courbe (lipschitzienne) 4.(s) = 7.(s) pour s < t., et F.(s) =

v(s — te) pour t. < s < t + t.. En combinant (31) & l'inégalité précédente, nous
obtenons :

t+te .
[ G as<e
0

11 est alors loisible de passer & la limite inférieure ¢ — +o0o pour obtenir h(z,z) < €
soit, in fine, x € A. O

La combinaison des lemmes 4.6 et 4.5 donne que ¢, est une solution de viscosité
sur TV si et seulement si x € A.

La construction d’une sous-solution critique se déroule maintenant ainsi. Pour
tout £ € U := TN\ A, ¢, n’est pas une sur-solution de viscosité en x; il existe
donc un voisinage ouvert U, de x, une fonction 8, € CY(U,) et un réel c, <0
tels que ¢, > 6, — on peut toujours modifier §, par une fonction parabolique
—sur U \{z}, ¢(z) = 0,(x) et H(y, Db,) < ¢, sur Uy. 1l existe de plus e, > 0 et 2,
voisinage ouvert de z inclus dans U, tels que ¢, > 6, + £, dans Q,, ¢, = 0, + &, sur
09,. Notons alors

0. (y) + € siy e,
um<y>={ AVt Svet
b=2(y) siy ¢ Q.
La fonction u, est encore sous-solution critique sur TV, comme maximum de sous-

solutions, mais elle est maintenant stricte sur 2,. Extrayons de U = |J,cy Q22 un
recouvrement dénombrable U = |J,,cn €22, - De par la convexité de H, la fonction

(35) ¢= Z ;::-9-1

neN

est encore sous-solution critique. Elle est bien de classe C''! sur A, de par la conver-
gence normale de la série des dérivées sur A. On vérifie enfin qu’elle est stricte sur

TN\ A.

Etape 3 : Régularisation. Il s’agit ici de lisser la sous-solution ¢ construite dans
I’étape 2 sur U := T™V\ A, en gardant son caractére strict sur TV \ A, et en conservant
ses valeurs sur \A. Ce qui va servir ici est que ¢ est lipschitzienne, ainsi que le calcul
(32). La démonstration de [16] se place dans un cadre assez général ; voici comment les
choses se passent dans le cas précis de I’équation (26). Soit (B,), un recouvrement
de U par des boules ouvertes telles que B, C U pour tout n; soit 7, le rayon de
B,,. Soit (¢n)n une partition de 'unité relative & la famille (B,,),, c’est-a-dire que :
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(i) la famille des supports des ¥, est localement finie; (ii) la somme des ), vaut 1

dans Q. Pour tout n € N, soit N(n) le cardinal de I’ensemble des indices k tels que

supp®, N suppyy soit non vide; nous avons N(n) < 4oo; de plus, nous pouvons
2

toujours choisir les v,, pour avoir ||D¢y,]|ec < =

Définissons alors la fonction ¢ par ¢ = 3, cjy¥npe, * ¢ sur U, et ¢ = ¢(z) sur
A, la fonction p. = ELN p(Z) étant 'approximation de I'identité classique. Rappelons
Pexistence de ¢, > 0 tel que H(z, D¢) < —c, sur B, ; nous choisissons la suite (),
décroissante, et vérifiant

10——10

(36) min min(cg, 7y, d(0Bg, A)?).

€,
"= |N | kEN(n)

Notons d’abord que la fonction ¢ est de classe C> sur U. Pour montrer qu’elle est

sous-solution critique stricte sur U, rappelons que, puisque ¢ est lipschitzienne, il

existe C' > 0 tel que ||p., * ¢ — ¢|loc < Ce, pour tout n. Soit z € U et soit n le plus

petit indice k tel que = € By ; puisque > _,, DY, (z) = 0, nous avons

H(z,D(z)) = H | =, > vn(@)pe, xd(x) + D Dibp(a)(pe, * ¢ — ¢)()

kEN (n) kEN(n)
€k
< Y Uk@H(z,pe, x$(2)+C Y
kGN(n) keN(n) K
S —Cn + En + C Z "
kEN(n)

la derniere inégalité venant du calcul (32). Nous avons donc H (z, D¢(x)) < —3; ceci
revient & dire, par (36), que ¢ est sous-solution stricte au voisinage de x.

Pour montrer que ¢ est de classe C* sur TV, il suffit de montrer que cette fonction
et son gradient se raccordent bien a l'interface 9.4 ; pour ce faire reprenons z € U et
n le plus petit indice k tel que z € By. Par un calcul analogue au précédent, nous

avons

(@) — @) =| > ¥i(@)(pe, * ¢ — ¢)()
keN(n)
<C Z er < C mm d(BBk, A)? < Cd(x, A)?
kEN (n) N(n

Ceci assure bien le raccord de ¢ et de ses dérivées.
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5. APPLICATIONS ET COMPLEMENTS

5.1. Ensembles d’unicité

Disons qu’un ensemble fermé B de T¥ est un ensemble d’unicité si le probleme de
Dirichlet

(37) H(z,Du) =0, z&TV\B, wu imposéesur B.

admet au plus une solution. Compter les solutions d’une équation aux dérivée par-
tielles étant un des problemes de base de la théorie, on congoit 'importance d’un
tel renseignement. Le lemme suivant, tiré de Ishii [17], donne un critére pour qu’un
ensemble B soit un ensemble d’unicité.

LEMME 5.1. — Supposons Uezistence d’un fermé B de TV et d’une sous-solution
C! stricte de (37) sur TN\ B. Alors B est un ensemble d’unicité forte pour l’équation
stationnaire (26), i.e. : siu (Tesp. B) est une sous-solution s.c.s (resp. une sur-solution
s.c.i) de (37), avec u < u sur B, alors u < @.

On obtient donc un principe de comparaison encore plus fort qu’un résultat d’uni-
cité. L’application du théoreéme 4.4 montre que ’ensemble A est un ensemble d’unicité
forte pour (26).

Etudier plus en détail les propriétés qualitatives de A ainsi que la caractérisation
des valeurs admissibles des solutions de (26) sur .4 est une question importante non
encore complétement résolue. Ce dernier point est traité en détail dans Lions [18],
pour le hamiltonien (x,p) +— |p|®> — f(x).

5.2. Ensembles invariants
Commengons par rappeler que, si z € A, alors z € Z(¢). Il vient le

THEOREME 5.2. — Soient x € A et v: R — TV calibrée par ¢, telle que v(0) = x.
Alors v est tracée sur A.

Preuve. — Soit t € R; d’apres le lemme 4.5, extrémale 7, : s — (¢t + s) est calibrée
par toute sous-solution critique, donc en particulier par la sous-solution ¢ de Fathi-
Siconolfi. Si y(t) était hors de A, ¢ serait sous-solution stricte en ce point. |

Interprétons ce résultat. Enongons d’abord une conséquence du théoreme 4.4 :

THEOREME 5.3. — Soit ¢ la sous-solution critique construite sur A. Alors Du = D¢
sur A, pour toute sous-solution critique u de (26).

Preuve. — Si € A est u est une solution critique, soit v : R — TV une extrémale
calibrée par toutes les sous-solutions critiques; de par la remarque 2.4 nous avons

Do(y(t)) = Lu(7(£),7(t)) = Du(y(t)). .
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En se souvenant que H, = (Lv)_1 nous avons :

(38) Y(8) = Hp(y(t), Do (v(t)).

Comme D¢ est lipschitzienne sur A, I’équation différentielle (38) définit un flot sur A,
et A est invariant pour ce flot. Notant P(t) = L, (v(¢),¥(t)) = D¢(y(t)) nous avons,
par I’équation d’Euler-Lagrange pour v : P(t) = L, (v(t),%(t)) = —H(v(t), P(t)), la
derniere égalité se déduisant de la dualité de Legendre. Il en résulte le

THEOREME 5.4. — L’ensemble {(z, D¢(x)), z € A} est un compact invariant pour
le systéme hamiltonien

{ = H,(X,P
(39) X = HyXP)

P= —H,.(X,P).

C’est ce type de propriété, hors de tout contexte perturbatif, qui est a 'origine du
vocable « théorie KAM faible » pour les solutions de viscosité de Hamilton-Jacobi.

5.3. Régularité supplémentaire

On peut se demander si les sous-solutions construites ne bénéficient pas d’une
meilleure régularité : rappelons que la solution de Fathi-Siconolfi est C* sur TN, C1:!
sur A et C™ sur TN\ A. Peut-on construire des sous-solutions C'> ?

Le mot de la fin de cet exposé revient 4 P. Bernard. Essentiellement : il existe
des sous-solutions de classe C''!, et cette régularité est optimale en général. Voici
un compte rendu un peu plus détaillé du premier point, traité dans [4]. Le théoréme
4.4 y est redémontré de fagon auto-contenue, avec une preuve directe ’existence de
sous-solutions critiques C!'1. L’idée de départ est que, si u est sous-solution critique,
alors, pour tout ¢ > 0 et pour tout s > 0 assez petit : 7 (s)7 (t)u est semi-convexe;
de plus c’est une sous-solution critique car les semi-groupes (7 (t));>0 et (7 (t))e>o
conservent les sous-solutions. Comme 7 (s)7 (t)u est une fonction semi-concave, elle
est C1'!. La pierre angulaire de ce résultat est la régularisation suivante :

LEMME 5.5. — Siv € C(TY) est semi-conveze, alors T (s)v est semi-convere pour
s > 0 assez petit.

Preuve (esquisse). — Si v est semi-convexe, il existe un sous-ensemble F' borné de
C?(TN) tel que : d’une part, pour tout x € TV et tout élément p du sous-différentiel
de v en z, nous pouvons trouver f € F tel que D f(z) = p; d’autre part, nous avons :

vz e TV = )
ze T, v(x) rpeagf(a:)

Il existe alors so assez petit tel que, pour tout f € F et pour tout s € [0, so], la
quantité 7 (s)f soit de classe C?; ce fait repose sur la résolution classique, locale en

ASTERISQUE 317



(975) EQUATIONS DE HAMILTON-JACOBI 291

temps, du probleme de Cauchy pour Hamilton-Jacobi. Quitte & restreindre sg, nous

avons alors :

Vs € [0,s0], T (s)v(z)= I}lea}?_‘(T(S)f(x).

Cette propriété se démontre par observation de la formule de Lax-Oleinik et par
utilisation de la remarque 2.4. O

Une fois construite une sous-solution critique C''!, Bernard consideére 1’ensemble
A= {z e TV : (26) n’a pas de sous-solution C' stricte en x.}.

Le point non trivial & démontrer est que A est non vide ; ceci se fait par des considéra-
tions analogues a celles de ’étape 2 de la section 4.3. Il est par contre immédiat, une
fois ce point acquis, de vérifier que toutes les sous-solutions critiques C'! ont le méme

gradient sur A : si u; et us sont deux telles solutions, alors "’17;"2 est sous-solution
critique C!; la stricte convexité de H implique qu’elle est stricte en x, contredisant
le fait que = € A si Duy(x) # Dug(x).

Bernard introduit alors ’ensemble
A = {(z, Du(z)), z € A},

ol u est n’importe quelle sous-solution critique C*!. Il montre alors que A est in-
variant par le systéme hamiltonien (39), et retrouve une par une les propriétés de
Fathi-Siconolfi, pour arriver au fait que A est bien donné par ’équation cartésienne
(31).

La régularité C!'! est optimale, et la limitation est atteinte sur 4. Choisissons
N =1, et considérons le hamilonien suivant, tiré de [4] :

Hp(z,p) = %(p-i— P)? —sin*(nz).

On vérifie alors que

-siPe [—%, %], on a ¢ = 0 (on rappelle que ¢ est I'unique valeur, donnée par le
théoreme de Lions-Papanicolaou-Varadhan, pour laquelle (4) a des solutions),
~ si P# 2, alors A= {0};
—-siP= %, alors A = T!.
De plus, pour P = %, il existe une seule — aux constantes pres — solution critique, qui

est une primitive de x — sin(7zx) — % Cette solution n’est pas plus réguliere que C1!.

Il est donc impossible d’obtenir de la régularité supplémentaire sans hypothese
additionnelle. Un résultat la encore di a P. Bernard (3] affirme que, si A est réunion
finie d’orbites périodiques de (39) vérifiant en plus une propriété d’hyperbolicité, alors
il existe des sous-solutions aussi régulieres que les données.
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