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SYSTEMES PLURICANONIQUES
SUR LES VARIETES DE TYPE GENERAL
[d’aprés Hacon—M¢Kernan, Takayama, Tsuji]

par Olivier DEBARRE

INTRODUCTION

Un des premiers objets intrinsequement attachés & une variété (1) projective lisse
X est son fibré (en droites) canonique wy, défini comme le déterminant de son fibré
cotangent. Pour tout entier m, on note P,,(X) (le m-ieme plurigenre) la dimension
de l'espace vectoriel des sections (holomorphes) globales du fibré en droites w§™ et
on définit un invariant numérique de X, appelé sa dimension de Kodaira, en posant

k(X)) = lim sup __g P (X) .
m—+oo logm
Si n est la dimension de X, on a xk(X) € {—00,0,...,n}. On dit que X est de type
général si kK(X) = n. Comme leur nom l'indique, les variétés de type général sont
tres répandues : une courbe projective lisse est de type général si et seulement si son
genre est > 2; une hypersurface (lisse) de P""! définie par une équation homogene
de degré d est de type général lorsque d > n + 3 (sa dimension de Kodaira est 0 pour
d=n+2et —oco pourd < n+1).

Le choix d’une base de I'espace vectoriel des sections globales de w$™ permet de

définir une application rationnelle

©m, X X --» PPm(X)_l

dont on sait montrer, si X est de type général, qu’elle est génériquement injective pour
tout entier m assez grand. Le but de cet exposé est de montrer le résultat suivant.

THEOREME 0.1 (Hacon-M¢Kernan, Takayama, Tsuji). — Pour tout entier n > 0, il
existe un entier m, tel que l’application rationnelle p,, x soit génériquement injective

(1) Nous travaillons sur le corps des complexes et toutes nos variétés et sous-variétés sont irréducti-
bles.
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120 O. DEBARRE

pour toute variété projective lisse de type général X de dimension n et tout entier
m = mMy,.

Comme Maehara le montre dans [14], cela entraine la conjecture suivante de Severi—
Titaka.

COROLLAIRE 0.2. — Une variété X étant fixée, il n’y a qu’un nombre fini de classes
d’équivalence birationnelle de variétés de type général qui sont images de X par une
application rationnelle.

Pour les courbes, on peut prendre m; = 3 (cela résulte du théoréme de Riemann—
Roch). Pour les surfaces, on peut prendre ms = 5 ([3]). Pour les variétés de dimen-
sion 3, on peut prendre ms = 18(2°-37)! ([21]) et on a en tout état de cause m3z > 27
(19]).

En dimension 2, la démonstration s’appuie de fagon essentielle sur ’existence d’un
modele minimal (c’est-a-dire pour lequel le fibré canonique est nef(?)) lisse. En dimen-
sion supérieure, le résultat était déja connu (avec une constante m,, effective) pour les
variétés de type général dont le fibré canonique est nef, grace aux travaux de Demailly,
Angehrn—Siu, Kollar et Tsuji sur la conjecture de Fujita (¢f. cor. 3.2). Le Programme
du Modele Minimal de Mori prédit l'existence d’un modele minimal pour toutes les
variétés de type général, dont des démonstrations viennent d’ailleurs d’étre proposées
par Birkar, Cascini, Hacon et M°Kernan d’une part ([2]) et Siu d’autre part ([17]).
Cependant, les singularités de ce modele empéchent d’obtenir notre résultat & partir
du cas nef.

Il existe deux démonstrations, publiées simultanément, du th. 0.1, toutes deux
basées sur des idées de Tsuji ([22], [23]) : celle de Hacon et M®Kernan ([8]) et celle
de Takayama ([20]). Aucune ne donne de valeur explicite pour m,,.

La stratégie de Tsuji est, brievement, la suivante (la terminologie est définie dans le
texte). Grace au théoreme d’annulation de Nadel (th. 2.1), il suffit, étant donnés deux
points tres généraux x1 et xo de X, de produire un Q-diviseur effectif numériquement
équivalent & un multiple positif du diviseur canonique Kx et dont le lieu non klt
contient x; comme point isolé, et z5. Il est facile de produire un diviseur dont le
lieu non klt contient x; et xo; on cherche ensuite & diminuer la dimension d’une
composante V de ce lieu contenant x;. Comme x; est tres général, V est de type
général et par récurrence sur la dimension, on peut trouver un diviseur convenable
sur V.

Tout le probléme est de relever ce diviseur & X. Lorsque Kx est nef, c’est simple-
ment le théoréme d’annulation de Serre (c’est la stratégie qui meéne au th. 3.1), mais

(2) Cela signifie que son degré sur toute courbe est positif.
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(970) SYSTEMES PLURICANONIQUES 121

en général, on a besoin d’un énoncé d’extension de formes pluricanoniques de V' a X.
Lorsque V est un diviseur, de tels énoncés existaient déja dans la littérature, tous plus
ou moins issus de [18], et a la fois Hacon-M°Kernan et Takayama démontrent d’abord
un résultat de ce type (th. 6.1). Pour traiter le cas général, on éclate V dans X et on
se ramene au cas précédent en comparant les formes pluricanoniques sur V' aux formes
pluricanoniques sur 1’éclaté. Takayama utilise pour cela des résultats de Kawamata
sur la positivité de certaines images directes, tandis que Hacon et M®Kernan utilisent
un résultat de Campana généralisant des résultats de positivité analogues de Viehweg.
Cet exposé suit la preuve de Takayama, sauf a cet endroit ot nous préférons utiliser
le résultat de Campana. On obtient ainsi l'injectivité générique de ¢,, x des que m
est plus grand qu’un entier qui dépend de n et du volume de Kx. Si ce volume est
grand, on en déduit le théoreme ; s’il est petit, X appartient a une famille limitée de
variétés et l'existence de m,, est claire (c’est ici que l'on perd leffectivité).

Je remercie pour leur aide & la préparation de cet exposé Arnaud Beauville, Laurent
Bonavero, Frédéric Campana, Stéphane Druel, Gianluca Pacienza, Mihai Paun, Shi-
geharu Takayama et Eckart Viehweg, ainsi que tous les participants aux groupes de
travail de Strasbourg et du Kleebach.

1. PRELIMINAIRES

1.1. Diviseurs grands et volume

Soit L un diviseur de Cartier sur une variété projective X de dimension n, c’est-
a-dire une combinaison linéaire a coefficients entiers d’hypersurfaces de X qui peut
étre définie localement par une seule équation (on permettra parfois des coefficients
rationnels, et on parlera alors de Q-diviseur). On note Ox (L) le fibré en droites sur
X associé & L, puis H°(X, L) I'espace vectoriel de ses sections globales et h°(X, L) sa
dimension.

On désigne par = ’équivalence linéaire entre diviseurs de Cartier (qui signifie que
les fibrés en droites associés sont isomorphes). Pour des Q-diviseurs de Cartier D et D’
sur X, on note D =q D’ s’il existe un entier ¢ # 0 pour lequel les Q-diviseurs ¢D et
qD’ sont entiers et linéairement équivalents, et D ~ D’ si D et D’ sont numériquement
équivalents, c’est-a-dire que leur degré sur toute courbe de X est le méme.

On appelle volume de L le réel positif

vol(L) = lim sup M
m—too M™/N!

(c’est en fait une limite). Pour tout entier positif ¢, on a vol(qL) = ¢™ vol(L), ce qui
permet de définir le volume d’un Q-diviseur D en posant vol(D) = ¢~ " vol(¢D), ou
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122 O. DEBARRE

q est un entier > 0 quelconque tel que ¢D soit un diviseur (entier). Le volume d’un
Q-diviseur est invariant par image inverse par un morphisme birationnel. Si D est

nef (cf. note 2), on a vol(D) = D" (théoréeme de Riemann—Roch), ou D™ désigne le
n fois

produit d’intersection D - ... - D ®)_ Le volume d’un diviseur (entier) nef est donc un
nombre entier, mais on sait construire des diviseurs de volume irrationnel.

On dit que D est grand (« big » en anglais) si vol(D) > 0. Tout Q-diviseur ample
est grand (et nef), mais la notion est plus souple : 'image inverse d'un Q-diviseur
grand par un morphisme génériquement fini entre variétés projectives est encore un
Q-diviseur grand. Un Q-diviseur est grand si et seulement si c’est la somme d’un
Q-diviseur ample et d’un Q-diviseur effectif (lemme de Kodaira). Si L est un diviseur
grand, 'application rationnelle

@mr) : X - PHY(X,mL)*

définie par les sections globales de @x(mL) est génériquement injective pour tout
entier m > 0.

Lorsque X est de plus lisse, on désigne par Ky tout diviseur sur X vérifiant
wx = Ox(Kx) (il est donc défini a équivalence linéaire pres). Comme expliqué dans
I'introduction, X est de type général si et seulement si K x est grand, et ’application
©m,x de cette introduction est |, x |- Plus généralement, une variété projective est
de type général si une désingularisation 1’est (elles le sont alors toutes).

Donnons a titre d’exemple un corollaire du th. 0.1 qui fait intervenir la notion de
volume.

COROLLAIRE 1.1. — Pour toute variété projective lisse de type général X de dimen-
sion n, on a vol(Kx) = m, ™.

n

PREUVE — Si p: X’ — X est une désingularisation de I’éclatement de l'idéal du lieu
de base (*) du systeme linéaire |m,, K x

, on a une décomposition p*(m,Kx) = M+ F,

(3) D’un point de vue topologique, pour un diviseur entier L, c’est le cup-produit

n fois

c1(Ox (L)) — - —ci(0x(L)) € H*(X,Z) ~ Z.

(%) On appelle lieu de base d’un systéme linéaire |T| sur une variété X D'intersection schématique
Base(|T|) = nLelT\ L.

On note b(|T|) C ¢x le faisceau d’idéaux associé. Si g : X’ — X est une désingularisation de
léclatement de b(|7|), on a une décomposition p*(|T'|) = |M|+ F en somme d’'une partie sans point
base (donc nef) |M| et d’'une partie fixe (effective) F'. On a b(|T|) = p«@x/(—F) et la composée
P|T| © W est le morphisme p|af|.
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avec M diviseur nef et grand et F' diviseur effectif. On a alors ¢, k| o = @) €t

(1) vol(Kx) = = vol(u*(mnKx)) > L vol(M)
= arM" = 5 deg(piar) deg (o (X)) > ok
d’ou le corollaire. O

2. IDEAUX MULTIPLICATEURS

2.1. Motivations

Soit X une variété projective lisse de dimension n. Lorsque L est un diviseur ample,

on a (théoreme de Kodaira)
Vi>0  HY(X,Kx+L)=0.

Il n’est pas tres difficile de montrer que cela subsiste si L est nef et grand, mais on a

encore mieux.

THEOREME 2.1 (Nadel). — Soit X une variété projective lisse. Soit D un Q-diviseur
effectif et soit L un diviseur sur X tels que L — D soit nef et grand. Pour tout i > 0,
on a

H (X, ¥p(Kx + L)) =0.

Dans cet énoncé, .¥p est un faisceau d’idéaux sur X, appelé idéal multiplicateur
de D, que I'on peut considérer ici comme un terme compensateur du défaut éventuel de
positivité de L. Il est défini ainsi (®) : par le théoreme d’Hironaka, il existe une variété
projective lisse X' et une log-résolution pu: X' — X de D, c’est-a-dire un morphisme
birationnel dont le lieu exceptionnel (®) Exc(u) est tel que (le support de) Exc(u)+pu* D
est un diviseur & croisements normaux simples. On pose Kx/,x = Kx' — u"Kx et @)

ﬁD = M*WX/(KX’/X - [M*D])

(®) Pour une définition analytique des idéaux multiplicateurs, voir [6].

(6) Cest-a-dire le complémentaire du plus grand ouvert de X’ sur lequel u est un isomorphisme.

(7) Bien que les diviseurs K yx et K x ne soient pas bien définis, K x1/x l'est; c’est un diviseur effectif
combinaison linéaire de diviseurs u-exceptionnels, c¢’est-a-dire dont 'image par p est de codimension
au moins 2. D’autre part, on note [D] la partie entiére d’'un Q-diviseur D, obtenue en prenant les
parties entiéres de ses coefficients. De la méme fagon, on note { D} = D — [D] sa partie fractionnaire.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



124 O. DEBARRE

On vérifie que .#p est bien un faisceau d’idéaux qui ne dépend pas des choix faits. Il
est trivial hors du support de D et vérifie :

e si D est a coefficients entiers, .#p = Ox(—D);
e si D est & croisements normaux simples, .¥p = Ox(—[D]);
(2) e si D' est un Q-diviseur effectif, .¥p,.p = -#p pour tout £ > 0 suffisamment
petit ;
(3) esimult,D >n,ona #p, # Ox,.
On dit que la paire (X, D) (ou simplement le Q-diviseur D) est klt(®) en un point z
si #p. = Ox,,. Le lieu des points de X ou la paire (X, D) n’est pas klt sera noté

Nklt(X, D) ; c’est le cosupport (V) de .#p, muni de la structure réduite. On appellera
seuil en x de la paire (X, D) le nombre (1)

inf{t € Q" | (X, 1 D) est klt en x}.

C’est un rationnel positif qui est < 1 si et seulement si la paire (X, D) est klt en x.
La fonction seuil est semi-continue supérieurement : elle augmente par spécialisation.
Le lieu non kit de la paire (X, D) est le fermé ou son seuil est > 1.

Ezemple 2.2. — Un Q-diviseur effectif a croisements normaux simples est klt si et
seulement si ses coeflicients sont tous < 1.

Ezemple 2.3. — Soit C la courbe d’équation y? = x3 dans C2. Les éclatements
C E, C E, Ey C Fy
g — E,
*x‘ \\~~ I E2

fournissent une log-résolution p : X’ — C? de la paire (C?,C). On a

M*C = C+2E1 +3E2 +6E3
KX' E1 + 2E2 ~+ 4E3

il

de sorte que

Kx = [ (;O) = =[{]C+ (1 = 2))E1 + (2= [}]) B2 + (4 = [$)) Es.

(8) Pour Kawamata log-terminale; la terminologie est abominable, mais il semble hélas trop tard
pour en changer.

(9) On appellera « cosupport » d’un faisceau d’idéaux .# sur X le sous-schéma de X qu’il définit,
c’est-a-dire le support de Ox /.7.

(10) Attention : c’est I'inverse du « log-canonical threshold » tel qu’il est défini habituellement, comme
par exemple dans [13], Definition 9.3.12.
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L’idéal .71 est trivial si et seulement si tous ces coefficients sont positifs, c’est-a-dire
lorsque t > g. Le seuil de (C?,C) en lorigine est g.

3. LE CAS AMPLE : LE THEOREME D’ANGEHRN ET SIU

Si A est un diviseur ample sur une variété projective lisse X de dimension n,
Fujita a conjecturé en 1987 que ¢k, +ma| est un morphisme injectif (et méme un
plongement) pour m > n + 2. Cette conjecture est encore ouverte, mais beaucoup de
progres ont été réalisés. Un des meilleurs résultats connus est le suivant ([1]).

THEOREME 3.1 (Angehrn-Siu). — Soit A un diviseur ample sur une variété projec-
tive lisse X de dimension n. Pour tout entier m > %(n + 1)(n + 2), Uapplication
rationnelle ok +ma| est un morphisme injectif.

Lorsque A n’est que nef et grand, et avec la méme hypothése sur m, une variante
due & Kolldr ([12], Theorem 5.9) entraine que l’application rationnelle @ g, {4
est génériquement injective (*1). La méme remarque s’applique bien siir au corollaire

ci-dessous.

COROLLAIRE 3.2. — Soit X une variété projective lisse de dimension n dont le divi-
seur canonique K x est ample. Pour tout entier m > 1+ %(n +1)(n+2), application
rationnelle @,k | est un morphisme injectif.

PREUVE DU THEOREME — Nous allons étudier I'application ¢, 1 4|. Soient z; et x5
des points distincts de X. Supposons construit un Q-diviseur effectif Dg ~ tgA, avec
to < 1, qui n’est kIt ni en 7 ni en 5. Comme A — Dj est ample, le th. 2.1 entraine
Hl(Xﬂ’ﬁDn(KX + A)) =0
d’olt une surjection
HO(X,KX + A) — HU(Z, (KX + A)lz)

out Z est le sous-schéma de X défini par le faisceau d’idéaux .#p, (il contient donc les
points x1 et x2). Si on arrive a faire en sorte que xy soit isolé dans Z, il existe alors
un élément de H°(Z, (K x + A)|z) non nul en z; et nul partout ailleurs sur Z, qui se

remonte en un élément de H°(X, Kx + A) non nul en z; et nul en z,. Cela signifie
que Q| +4| est un morphisme et que

O Ex+A(T1) # O 1Ky 4/(T2).

(11) Plus exactement, sa restriction a I'ouvert dense X =B, (A), qui sera défini en (4), est un mor-
phisme injectif.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



126 O. DEBARRE

La construction de Dy se fait de la fagon suivante : on exhibe tout d’abord un
Q-diviseur effectif D non klt en z; et x5 et de seuil 1 en, disons, z; et on procede par
récurrence pour diminuer la dimension d de Nklt(X, D) en z; (en ajoutant & chaque
pas & D des petits multiples de A) jusqu’a ce qu’elle soit nulle.

3.1. Premier pas : construction d’un diviseur tres singulier en z; et z5

C’est classique : avoir multiplicité au moins r en chacun des points (lisses!) z; et
I impose 2("+:L“1) ~ 2Tn—7; conditions sur les éléments d’un systéme linéaire. Posons
vp =n/2/vol(A) + ¢ (avec € > 0 petit); on a
[mv,]™  2m™n™

n! n!

hY (X, [mv,]A) ~ vol(A)

pour m > 0. On peut donc trouver un diviseur G' € |[mv,]A| de multiplicité au moins
mn en x; et en xo. Le Q-diviseur %G a alors multiplicité au moins n en x; et en xa,
donc n’est klt ni en z1, ni en 5 par (3). En multipliant #G par un rationnel de ]0, 1]
convenable, on obtient un Q-diviseur effectif D,,_; ~ t,,_1A, avec t,,_1 < v,, qui est
de seuil 1 en x; ou x5. Cela initie la récurrence pour d = n — 1. On supposera pour

simplifier que le seuil est 1 en z;, mais > 1 en zy (12,

3.2. Deuxiéme pas : rendre le lieu non klt irréductible en z;

Soit D un Q-diviseur effectif de scuil 1 en z; et > 1 en x2. Soit V' une composante
irréductible de Nklt(X, D) passant par z; et soit B un élément général de |mA| conte-
nant V, pour un m > 0. Fixons un rationnel é € ]0, 1[.

Hors de V', le lieu non klt de (1 — §)D + bB coincide avec celui de (1 — §)D pour
tout rationnel b € [0, 1] (cela résulte du théoreme de Bertini : B est lisse hors de V')
donc évite un voisinage de x;. En revanche, pour tout § assez petit, le seuil reste > 1
en xo par (2).

En z1, il existe un unique rationnel bs > 0 pour lequel le seuil de (1 — é)D + bs B
est exactement 1, et liminfs_obs = 0.

Pour des § arbitrairement petits, on a bs < 1, le lieu Nkit(X, (1 — 6)D + bsB)
contient x1, et toutes ses composantes passant par x; sont contenues dans V. Apres
une perturbation de D arbitrairement petite, on arrive donc, avec toujours un seuil
> 1 en o, & un lieu non klt qui est

e soit de dimension < d en z;, auquel cas on a gagné (on évite méme ainsi le

troisieme pas) ;

e soit égal a V', donc irréductible, au voisinage de z;.

(12) La méthode est identique, mais la rédaction plus lourde, si le seuil est 1 en 1 et en xo.
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3.3. Troisiéme pas : diminuer la dimension du lieu non kit

Supposons donc construits un Q-diviseur effectif Dy ~ t4A et une variété V de
dimension d tels que V est la seule composante irréductible de Nklt(X, Dy) passant
par z; (elle peut ou non contenir z3). Comme dans le premier pas, on peut choisir,
pour vy = d{/2/vol(A]y) + & et m > 0, un diviseur Gy € |[mvg]A|v| tel que
mult,, Gy > md (*3). Le théoréme d’annulation de Serre permet de remonter Gy en
un diviseur G de X.

Fixons un rationnel § € ]0, 1[. De nouveau, pour G € |[mvy]A| général relevant Gy,
le Q-diviseur (1 —38)Dy + uG est klt hors de V' au voisinage de ;1 pour tout rationnel
u € ]0, 1[, mais est de seuil > 1 en z pour tout § assez petit.

Un calcul local montre que le Q-diviseur (1 —§)D, + #G n’est pas klt en z; pour
tout § assez petit. Posons

us = inf{u € QT | (1 —8)Dyg +ulG n'est pas klt en 71} < 1.

m
C’est un rationnel, et le Q-diviseur effectif

LG (1= )t + 0 VL) 4

Da_1 = (1= 8)Dyg + ug nj‘i

m
est alors de seuil 1 en x; et > 1 en x5 pour tout § assez petit. Au voisinage de x, il
est klt hors du support de Gy, donc son lieu non klt est non vide de dimension < d.
En outre, on a bien Dy_1 ~ tq_1 A, avec tq_1 < tg + vg.

Au bout du compte, on arrive a un Q-diviseur effectif Dy ~ t9A dont le lieu non

kit contient x; comme point isolé et xs, et
to< Y (va+e) < Z(d {/2/ vol(Alv,) + 25)
d=1 d=1

ou V, est une sous-variété de X de dimension d. Des que A est divisible par un
entier m, comme vol(Aly,) = A%V, > m?, le membre de droite de cette inégalité est

gi%(#&u%) <i%((1+%)+25)

qui est < 1 lorsque m > $(n + 1)(n + 2). Ceci termine la preuve du th. 3.1. O

(13) Cela ne marche en fait que si x; est lisse sur V. Dans le cas contraire, il faut faire cette construc-
tion pour une suite de points lisses de V' convergeant vers z; et passer a la limite (voir [13], 10.4.C
pour plus de détails).
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4. UN THEOREME DU TYPE ANGEHRN ET SIU
DANS LE CAS GRAND

Nous allons examiner comment modifier la démonstration précédente lorsque le
diviseur A n’est plus que grand.

Le premier pas 3.1 ne nécessite aucun changement, mais vol(A) n’est plus néces-
sairement égal 4 A".

4.1. Lieux de base stable et augmenté

Pour le deuxieme pas 3.2, nous avons utilisé le fait qu'un élément général de |mA|
contenant V', pour m > 0, est lisse hors de V' (théoréme de Bertini). En général, il
faut aussi étre hors du lieu de base (c¢f. note 4) de ce systéme linéaire. Il suffit donc
de supposer que x; et o sont hors du lieu de base stable de A, défini comme suit.

Soit L un diviseur de Cartier sur une variété X. Le lieu de base stable de L est

B(L)= () Base(mL))= (] (| M
meN* meN* Me|mL|

muni de la structure réduite. On définit aussi le lieu de base augmenté de L par (14

(4) B (L) = B(mL — H) > B(L)

ou H est un diviseur ample sur X et m est un entier assez grand. Il est indépendant
des choix de H et de m ([13], Lemma 10.3.1). Le diviseur L est ample si et seulement
si B4 (L) = @; il est grand si et seulement si B, (L) # X, auquel cas X =B (L) est
le plus grand ouvert de X sur lequel L est ample.

4.2. Volumes restreints

Le probléme pour le troisieme pas 3.3 est de relever & X le diviseur Gy de grande
multiplicité en le point z; de V.

A la suite de [22], puis [20] et [7], nous sommes amenés & poser les définitions
suivantes. Si L est un diviseur de Cartier sur une variété projective X et si V est une
sous-variété de X, on pose, en suivant les notations de [7],

HY(X|V,L) = Im(HO(X,L) —— HO(V,L|V))
et 'on note h?(X|V, L) la dimension de cet espace. On appelle
ho(X |V, mL)
vol L) =limsup —————=
XlV( ) 7n—>+olc) Tfld/d! ’
ou d est la dimension de V, le volume de L restreint a V (c’est en fait une limite et,
lorsque V = X, c’est le volume « usuel » de L). Il est bien str inférieur a vol(L|y).

(14) 11 est noté X¢ dans [20].
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Avec ces définitions, la démonstration du troisieme pas 3.3 fonctionne en rempla-
cant vol(Al|y) par volx |y (A) : si on suppose

D d{/2/volxy,(A) <1,

d=1

on arrive comme dans le cas ample a un Q-diviseur effectif Dy ~ t3A, avec tg < 1,
dont le lieu non kit contient £1 comme point isolé et . Ecrivons A = A’ + E, avec A’
et E respectivement ample et effectif, et z; et x5 hors du support de E (cf. (4)). Le th.
2.1 entraine H'(X, IDo+(1-t0)E(Kx + A)) = 0 et on termine comme précédemment
puisque les lieux non klt de Dy et de Do + (1 — tg)E coincident hors du support de
E. On a ainsi montré le résultat suivant ([20], Proposition 5.3 ; ¢f. aussi [7], Theorem
2.20).

THEOREME 4.1. — Soit X une variété projective lisse de dimension n, soit A un
diviseur grand sur X et soient x1 et xo des points distincts de X =B (A). On suppose
qu’il existe cy,...,c, > 0 tels que, pour toute sous-variété V. de X passant par 1 ou
T2, on ait

volx v (A4) > 2¢§ | ot d=dim(V) > 0.

St > i % < 1, Uapplication rationnelle ¢k, 4| est définie en T, et en T3 et

¢|Kx+A|(wl) # §0|KX+A|(1132).

Dans la pratique, tout le probléme est d’arriver a estimer ces volumes restreints.

5. DEMONSTRATION DU THEOREME 0.1

On a vu que le th. 0.1 en dimension n entraine une minoration uniforme du volume
d’un diviseur canonique d’une variété projective lisse de type général de dimension
n (cor. 1.1). En suivant Tsuji, nous allons démontrer ce théoréme par récurrence
sur n, mais en prenant comme hypothese seulement la conclusion de ce corollaire
en dimension < n. Nous supposons donc qu’il existe une constante v > 0 telle que
vol(Ky) > v pour toute variété projective de type général V de dimension < n, et
montrons dans un premier temps que cela entraine 'injectivité générique de @, x|
pour toute variété projective de type général X de dimension n et tout entier m plus
grand qu’une borne dépendant linéairement de v et de vol(K x )~ /™.

THEOREME 5.1. — Soit n un entier > 0. Supposons qu’il existe une constante v > 0
telle que vol(Ky) > v pour toute variété projective de type général V de dimension
<n.
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1l existe des constantes a, et b, telles que, pour toute variété projective lisse de
type général X de dimension n, Uapplication rationnelle Yjmi | s0it génériquement

injective pour tout entier m > a, + by, vol(Kx )~ /™.

PREUVE — Soient z; et 22 deux points trés généraux de X . Nous suivons le schéma de
la preuve des th. 3.1 et 4.1. Lors du premier pas, on construit un Q-diviseur effectif
Dp_1 ~ tn_1Kx, avec t,—1 < n2l/n vol(KX)_l/" + . Aucun changement pour le
second pas. Pour le troisiéme pas, nous avons un Q-diviseur effectif Dy ~ t;Kx, de
seuil 1 en 1 et > 1 en x5, dont le lieu non kit a une unique composante irréductible
V', de dimension d, passant par x1, et il nous faut une borne inférieure sur le volume
restreint vol x|y (Kx).

Comme z; est tres général, V est de type général 19 et I’estimation voulue est
fournie par le résultat suivant ([20], Theorem 4.5), qui est central dans la preuve
de Takayama et qui fournit la minoration sur les volumes restreints requise pour
appliquer la méthode de démonstration du th. 4.1; on remarquera (c’est crucial!) en
examinant la preuve de ce théoréme que cette minoration n’est nécessaire que pour
les sous-variétés V' du type de celles qui interviennent dans 1’énoncé du théoréme
ci-dessous.

THEOREME 5.2 (Takayama). — Soit X wune variété projective lisse et soit V une
sous-variété de X. Soit L un diviseur sur X et soit L ~ A+ E une décomposition
ou A est un Q-diviseur ample et E est un Q-diviseur effectif tel que V soit une
composante irréductible de NKIt(X, E) de seuil général 1. On a

Vle|V(KX + L) = VOl(Kv).

Nous remettons la démonstration de ce résultat au § 6 et montrons comment ter-
miner la démonstration du th. 5.1.

Ecrivons (lemme de Kodaira) Kx ~ A + E, ot A et E sont des Q-diviseurs res-
pectivement ample et effectif, et posons t = [t4] + 1 — tq > 0. Comme z; et z3 sont
généraux, ils ne sont pas dans le support de E, de sorte que V est encore une com-
posante irréductible de seuil général 1 de Nklt(X, Dy + tE). Le th. 5.2, appliqué au
diviseur L = ([tq] + 1)Kx ~ tA + (Dg4 + tE), entraine

([ta] + 2)dvolX|V(KX) = volx v (Kx + ([ta] + 1)Kx) = vol(Kv) > v.

Pour diminuer la dimension de Nklt(X, Dgy), on ajoute & D un Q-diviseur effectif

(dm/ voly v (Kx) + 5) Kx < (d(2/v)*(ta +2) + ) Kx

(15) Toute sous-variété de X qui passe par un point trés général de X est de type général. En
d’autres termes, la réunion des sous-variétés de X qui ne sont pas de type général est contenue dans
une réunion dénombrable de sous-variétés propres de X.

équivalent a
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pour obtenir un diviseur D41 ~ tq—1 Kx avec
tg_1 < tqg+ d(2/v)Y %ty +2) + €.
On arrive au final & un Q-diviseur effectif Dy ~ taK x dont le lieu non klt contient x;
comme point isolé et x4, avec
to < ap + bitn_1 < an+ b;n21/" voI(KX)_l/n

ol a,, et b, sont des constantes (que ’on pourrait calculer) ne dépendant que de n et
de v. On conclut la démonstration du th. 5.1 en raisonnant comme au § 4.2. O

Il n’est maintenant pas difficile de conclure la preuve du th. 0.1. Soit X une variété
projective lisse de type général de dimension n. Par le th. 5.1, le morphisme @, k|
est birationnel sur son image pour m > mx = [1 + a, + b, vol(Kx)“l/"].

Sivol(Kx) > 1, on a terminé.

Supposons donc vol(Kx) < 1. La variété X est birationnellement isomorphe & une
sous-variété d’un espace projectif (que I’on peut aprés projection supposer étre P27 +1)
qui, par (1), est de degré

< m'}{ VOl(Kx)

< (1 + an + by vol(Kx) ™™™ vol(K x)

< ((1+ an) vol(Kx)Y/™ 4 b,)"

< (14 an+b,)"
nombre qui ne dépend que de n et de v. Ces variétés sont paramétrées par une variété
algébrique (schéma de Chow). Il n’est pas tres difficile d’en déduire, en utilisant la
semi-continuité supérieure des plurigenres, que le volume de leur diviseur canonique

est minoré par une constante strictement positive ([20], Lemma 6.1). On a donc
démontré le th. 0.1. O

6. DEMONSTRATION DU THEOREME 5.2

Cette démonstration est trés technique. Nous allons essayer d’en présenter les
étapes et les idées principales.

6.1. Cas ou V est une hypersurface de X

Dans ce cas, I’hypotheése du th. 5.2 dit simplement que V' apparait avec multipli-
cité 1 dans E. Soit p : X' — X une log-résolution de E. On écrit p*E = V' + F

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



132 O. DEBARRE

ou V' est le transformé strict (lisse) de V et F est un Q-diviseur effectif. Il s’agit de
comparer d’un coté

(X', m(Kx: + p*L)) = h°(X',m(Kx: + V' + y* A+ F))

et de 'autre h%(V’/,mKy). Cela se fait & I’aide d’un théoréme d’extension de sections
d’un type initié par Siu en 1998 dans sa démonstration de I'invariance des plurigenres
par déformation ([18], [19]) et qui a depuis eu une nombreuse descendance (19).

THEOREME 6.1 (Takayama). — Soit X une variété compleze projective lisse et soit
H wune hypersurface irréductible lisse de X. Soit L ~ A + E un diviseur sur X ou A
est un Q-diviseur nef et grand tel que H ¢ B (A) et E est un Q-diviseur effectif dont
le support ne contient pas H et tel que la paire (H, E|g) soit klt. Alors la restriction

H(X,m(Kx + H + L)) — H(H,m(Ky + L|g))

est surjective pour tout entier m = 0.

Avant de démontrer ce théoreme, montrons qu’il est suffisant pour notre propos.
On travaille sur X', avec I’hypersurface H = V', et on aimerait appliquer le th. 6.1
au diviseur p*L — V' ~ pu*A 4+ F'; le Q-diviseur u*A est bien nef et grand et V' ¢
B, (pu*A), mais la paire (V’, F|y+) n’a pas de raison d’étre klt, puisqu’il faudrait pour
cela que tous les coefficients de F|y soient < 1 (ex. 2.2). Le théoréme s’applique en
revanche au diviseur p*L — V' — [F] ~ p*A + {F} et entraine la surjectivité de la
restriction

(5)  H(X',m(Kx +V'+u A+ {F})) —» H'(V',m(Ky: + (u" A+ {F})|v))

pour tout entier m > 0. Soit mg un entier > 0 tel mo(u* A+ {F'}) soit un diviseur (en-
tier effectif). L’espace vectoriel de gauche dans (5) est contenu dans HO (X', m(Kx: +
p*L)), tandis que, dés que m est divisible par mg, l'espace vectoriel de droite dans
(5) contient H°(V',mKy+). On a donc bien

WO (V,mKy) = (V' mKy:) < hO(X',m(Kx 4+ p*L)) = h°(X,m(Kx + L))

pour tout entier positif m divisible par mg, ce qui démontre le th. 5.2 dans le cas ou
V est de codimension 1.

PREUVE DU TH. 6.1 — Commencons par énoncer quelques résultats complémentaires
sur les idéaux multiplicateurs.

(16) Le th. 6.1 est [20], Theorem 4.1. Des versions plus générales, avec des démonstrations analytiques,
sont données dans [15], [5] et [24].
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6.1.1. Idéal multiplicateur d’un systéme linéaire. — Si D est un Q-diviseur effectif
et |T'| un systéme linéaire sur une variété lisse X, on définit un faisceau d’idéaux
Ipyr) C Ox de la fagon suivante : si 4 : X’ — X est une modification telle que
p*|T| = |M| + F, ou |M]| est sans point base et Exc(u) + F + p*D est un diviseur a
croisements normaux simples, on pose ([13], § 9.3.G)

Ipyr) = wOx (Kxyx — W' D] — F).

Notons que si la paire (X, D) est klt, le diviseur Kx/,x — [p*D] est effectif, donc
Ip. 1) contient I'idéal b(|T|) = p,Ox:(—F) définissant le lieu de base de [T'] (7).

6.1.2. Restriction des idéaux multiplicateurs. — On garde les hypotheses et les nota-
tions précédentes. Soit H une hypersurface lisse de X non contenue dans Base(|V]) U
Supp(D). L’idéal multiplicateur .#p),, v, est contenu dans I'image .¥p,v||xz de
Zp,v| dans Oy ([13], Theorem 9.5.5). Plus précisément, il existe un faisceau d’idéaux
adjy, pyjv| C Yy v| dit idéal adjoint ([13], Definition 9.3.47) et une suite exacte

(6) 0 — Ipyv|(=H) — adjy pv| — IDiuviig — 0
En particulier, si |V| est vide, on a une suite exacte

(7) 0— Ip(—H) — ade,D;z — Ip|y — 0.

Passons maintenant a la preuve proprement dite du th. 6.1. On peut supposer A
ample (!®). Notons n la dimension de X. On choisit un diviseur effectif trés ample B
sur X dont le support ne contient pas H. Soit £ un entier suffisamment grand pour
que A— "=1nB soit ample et que la paire (H, Z=1nB|y + E|y) soit kit (utiliser (2)).

Soit s un élément de HO(H, m(Ky + L|u)) et soit S son diviseur. Pour chaque

entier r > 0, on pose .%, = 'ﬁiSvLElH C Opg. Comme la paire (H, E|g) est klt, on a
Fom D Fm+1 = sy By = By (—ES) = Ou(—LS).

La section s est donc nulle le long de .#,,. Soit b un élément de H°(H,B|y)
de diviseur B|y. Par le lemme 6.2 ci-dessous, le produit s‘b™ se remonte en t €
H°(X,mé(Kx + H + L) + nB). Posons

m—1

N=(m-1)(Ex+H+L+L e P==
m

div(t) + E.

(A7) Cf. note 4. Le lien avec les idéaux multiplicateurs définis dans le § 2.1 est le suivant : on
a Yp = Ip,z et, si m est un entier > 1 et Dy,..., Dy des diviseurs généraux dans |T|, on a
Ipm| = - Dt (Dy 4 D) ([18], Proposition 9.2.26).

(18) Ecrivons A = A’ + E’, ot A’ et E’ sont des Q-diviseurs respectivement ample et effectif avec
Supp(E’) 2 H, puis L ~ (1 —e)A+€eA’ +eE’' + E. Pour € € ]0,1], le Q-diviseur (1 —e)A + A’ est
ample, le Q-diviseur e E’ + E est effectif et son support ne contient pas H, et la paire (H,eE'|y +E|g)
est klt pour € < 1 par (2).
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On a )

m — m—1
i nB-E~A- =
C’est donc un Q-diviseur ample sur X et le th. 2.1 entraine H!(X, .#p(Kx +N)) = 0.
Comme Kx + N = m(Kx + H+ L) — H, la suite exacte (7) pour D = P, tensorisée

par Ox(m(Kx + N + H)), fournit une surjection

N-P~L-— nB.

®)  H°(X,adjy po(m(Kx + H + L)) — H(H, Zp|, (m(Kx + H + L))).

On a d’autre part

m—1 m—1
_— B Flg <

P|H= nB|H+E|H—|—S

de sorte que

]PIH 2 j%nB|H+E|H+S = ]m’lnB|H+E|H(_S) = O0u(=95)

em

puisque la paire (H,Z='nB|y + E|u) est klt. La section s est ainsi nulle le long

de .#p,,, donc par (8) se releve a X. Ceci montre le th. 6.1, sous réserve du lemme

suivant.

d

LEMME 6.2. — Pour chaque entier r > 0, l'image de la restriction
H(X,r(Kx + H+ L)+ nB) — H°(H,r(Ky + L|g) + nB|y)
contient les sections nulles le long de .Z,.

PREUVE — On procede par récurrence sur r. Pour r = 1, on invoque la suite exacte (7)
pour D = E et le fait que L+nB—FE ~ A+nB étant ample, H (X, .Y (Kx+L+nB))
est nul (th. 2.1) d’ou une surjection

H°(X,adjy o (Kx + H+ L+ nB)) —» H(H, #\(Kg + Ll +nB|u)).
Passons maintenant de r & 7 + 1. On a tout d’abord
I (r(Kg + Llg) + nBly) = Z(Kg + (r — 1)(Kug + L) + Ll + nB|a).

Comme
r

-1
(r = DK + L) + Lln = (== + Elar) ~ Alu

est ample, le faisceau 7. (r(K g + L|g) + nB|y) est engendré par ses sections globales
([13], Proposition 9.4.26). Si |T| C |r(Kx + H + L) + nB| est le systeme linéaire des
sections nulles sur .%,., on en déduit, avec I’hypothese de récurrence, .. = b(|T||x)-
D’autre part, b(|T||z) C FE|,y: 1|, Puisque E|g est klt. On utilise alors la suite
exacte

0 — Ipr|(—H) — adjg g, ;7| — FE|uiT|n — 0
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(cf. (6)). Comme L — E est ample, le th. 2.1 entraine
HY(X, I 7(Kx +7(Kx + H+ L)+ nB+ L)) = 0.
On a donc une surjection
H°(X,adjg pyr((r + 1)(Kx + H + L) +nB))
— H°(H, et n ((r+ 1) (Ku + L|g) +nBlu)).
L’image de la restriction
HO(X,(r+1)(Kx + H+ L) +nB) — H°(H,(r + 1)(Kg + L|u) + nBlu)

contient donc les sections nulles le long de .#g|,,;|7||,, donc a fortioriles sections nulles
le long de .., donc celles nulles le long de .#,. 11 C .. OJ

6.2. Cas ou V est de codimension > 2

Il n’est pas difficile de voir que 1’on peut supposer V lisse. Soit p : X’ — X une
log-résolution de E. On écrit

WE-Kx x=Y apF
F

ou le Q-diviseur de droite est & croisements normaux simples. Dire que V' est une
composante irréductible de Nklt(X, F) de seuil général 1 signifie que

esi V C u(F), alors ap < 1;

e si V = u(F), alors ap < 1, avec égalité pour au moins un F.

Un procédé (un peu technique, mais court) dit de « concentration », di & Kawamata et
Shokurov ([11], § 3-1; [20], Lemma 4.8) permet de trouver une nouvelle décomposition
L =q A + E satisfaisant aux conditions du théoréme pour laquelle on a V = u(F) et
ar = 1 pour un unique F, que ’on note V/ (19, On a ainsi un diagramme :

V/ (SN X/
fl Lu
V — X

ol toutes les variétés sont lisses. Posons alors G = Y pyapF. Si on écrit [G] =
G1 — Ga, avec G et Gy effectifs sans composante commune, on a ainsi

e (35 est u-exceptionnel;

e 1(Supp(G1)) ne contient pas V.

(19) Avec la terminologie de [8], V est un centre log-canonique exceptionnel de la paire (X, E).
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Cela entraine que, pour tout entier m > 0,
9)

1+ Ox(—m[G]) est un faisceau d’idéaux sur X de cosupport ne contenant pas V,

de sorte que

(10) HY(X,m(Kx +L)) > H(X,p.O0x (-m[G])(m(Kx + L))
~ HYX'm(u (Kx + A+ E)—[G))
(11) ~ HYX',m(Kx + V' +{G} + p*A)).

Puisque la paire (V’, {G}|v/) est kit 2% le th. 6.1 appliqué au diviseur (entier)

sur X’ et & I’hypersurface lisse V' C X’ entraine que I'espace (11) s’envoie surjecti-
vement, par restriction & V', sur H°(V', m(Ky, + L'|y+)). Comme le cosupport de
w1« Ox:(—[G]) ne contient pas V, I'injection (10) se restreint aussi en une injection

(12) HY(V' m(Ky: + L'|y+)) — H(X|V,m(Kx + L))
et il ne nous reste plus qu’a comparer 1’espace vectoriel de gauche avec H°(V, mKy ).

Pour ce faire, nous allons appliquer une amélioration due & Campana ([4], Theorem
4.13) d’un résultat de positivité d’images directes de Viehweg ([25]) au morphisme
f: V' — V et au diviseur D = {G}|y V.

THEOREME 6.3 (Campana). — Soit f : V' — V un morphisme d fibres connezes (22
entre variétés projectives lisses et soit D un Q-diviseur effectif sur V' dont la restric-
tion & une fibre générale de f est a croisements normaux simples et a coefficients < 1.
Le faisceau f. Oy (m(Ky. v + D)) est faiblement positif pour tout entier positif m tel
que mD soit entier.

La faible positivité d’un faisceau cohérent sans torsion & sur une variété projective
V est une notion assez subtile introduite par Viehweg ([25]; [26], Definitions 2.11 et
2.13) : elle signifie que, si Vj est le plus grand ouvert de V' sur lequel & est localement
libre, il existe un ouvert dense U de Vj tel que, pour tout diviseur ample H sur V

(20) Car le diviseur {G'} 4 V"’ est & croisements normaux simples, et les coefficients de {G} sont dans
[0,1[; cf. ex. 2.2.

(21 Takayama utilise un résultat de positivité de Kawamata dont 1’énoncé est plus technique et la
démonstration difficile & suivre dans [10]. La méthode suivie ici m’a été indiquée par Druel, Pdun
et Campana. Le résultat de Campana est aussi utilisé dans [8] (Lemma 2.9; attention, Hacon et
MC¢Kernan disent « Kx + A est log canonique » lorsqu’ils veulent dire « la paire (X, A) est log
canonique »).

(22) On se raméne facilement, en suivant par exemple les arguments de 6.2.1, au cas ot la fibration
f est « préparée » (c’est-a-dire que f est lisse hors d’un diviseur & croisements normaux simples de
V dont 'image inverse est contenue dans un diviseur & croisements normaux simples de V).
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et tout entier a > 0, il existe un entier b > 0 tel que le faisceau (Sym®® &|y,)(bH|v,)
soit engendré sur U par ses sections globales sur Vy. Lorsque U = V, c’est équivalent
a dire que & est un faisceau localement libre nef sur V.

On note mo un entier > 0 tel que le diviseur mo{G} soit entier. Vérifions que, dans
notre situation, les fibres de f sont connexes et &, est non nul.

LEMME 6.4 (Kawamata). — Pour tout entier m > 0 divisible par mq, le faisceau
Em = [+ Ovi(m(Ky )y + D)) est de rang 1 sur V et les fibres de f sont connezes.

PREUVE — On a
En ~ fOv(m(Kx +V' +G - [G)|v)(—mKy)
~  foOv (=m[G]lv)(m((Kx + E)|lv — Kv)).

Par (9), u«Ox/(—m|[G]) est un faisceau d’idéaux sur X dont le cosupport ne contient
pas V, donc f.Ov/(—m[G]|v/) est de rang au moins 1. Ce faisceau est contenu dans
f«Ov/(—=[G]|lv/) et on a une suite exacte

1 Ox (=[G)) — f.Ov (=[Gllv) — R'u.Ox (=[G] = V).

Comme —[G] — V' ~ Kx//x — [u*(E)], le groupe de droite est nul par un théoreme
d’annulation qui se déduit facilement du th. 2.1 ([13], Theorem 9.4.1), de sorte que
f«Ov:(—[G]lv+), donc aussi f.Ov: (—m[G]|v), est de rang au plus, donc exactement
1.

Il en est donc de méme du faisceau localement libre f, 0y, qui est ainsi isomorphe
a Oy . Les fibres de f sont alors connexes par le théoréme principal de Zariski, ce qui
termine la démonstration du lemme. O

On veut déduire de la faible positivité de &,, qu’un multiple positif convenable de
Ky v +{G}|v' + f*Alv est linéairement équivalent & un diviseur effectif (je remercie
Viehweg de m’avoir expliqué I’argument qui suit).

6.2.1. — Un résultat d’aplatissement de Raynaud ([16]) et le théoréme d’Hironaka
permettent de construire un diagramme
"71 i V!
iy Ly
Vv 5V

ou 7/ et 7 sont des modifications vérifiant f(Exc(7')) C Exc(r) et

toute hypersurface S’ C V'’ dont I'image par f est de codimension > 2

(13) (23).

dans V est 7' -exceptionnelle
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Posons D = 7'*D + K

Vv de sorte que
Ky, 5+ D =q Ky, + " (Ky: v + D).

Si m est un entier > 0 divisible par mo, le faisceau &, = ﬁﬁ;, (m(K + 5)) est

2%
faiblement positif (th. 6.3), et comme

Tebm = fu Oy (m(Ky: + D)) =~ &,
il est non nul (lemme 6.4).

Soit H un diviseur ample sur f/', soit m un entier > 0 divisible par mg tel que m; A
soit un diviseur entier vérifiant 7*m, A|y > H et soit UcVie plus grand ouvert sur
lequel le faisceau c?m] est localement libre. Ce faisceau étant faiblement positif et non
nul, (Symb(gnll))(bH)|ﬁ a en particulier une section non nulle pour un entier b > 0
convenable. On en déduit

0 # HU,[.0p0bmi(Ky, 3+ D)) (bmir*Alv))

R

HO(F(0), bma (K, 5 + D + Fr° Ap)

1R

HO(FY(U),bmy 7" (Ky v + D + f*Alv)).

Comme le complémentaire de U dans V est de codimension au moins 2, la partie de
codimension 1 du complémentaire de f‘l(ﬁ) dans V"’ est 7/ -exceptionnelle par (13).
On en déduit
H(V', bm1(Ky: v + D+ f*Alv)) # 0.
Comme L'|y, =q D+ f*Alv, on obtient, pour tout entier m > 0, par multiplication,
une injection
H(V,mbm,Ky) — H(V',mbm,(Ky: + L'|v/)).

Ceci, combiné avec l'inclusion (12) et le fait que les volumes restreints sont des limites,
termine la démonstration du th. 5.2. O
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