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LES SIX OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK ET LE 
FORMALISME DES CYCLES ÉVANESCENTS DANS LE 

MONDE MOTIVIQUE (I) 

Joseph Ayoub 

Résumé. — D'après les travaux de Morel, Voevodsky et d'autres mathématiciens, on 
dispose de la notion du type d'homotopie motivique stable d'un 5-schéma lisse. Cet 
objet vit dans la catégorie homotopique stable des S-schémas SH(S'). 

Ce travail est divisé en deux volumes et chaque volume en deux chapitres. Dans 
le premier chapitre, on montre que du point de vue de la fonctorialité, les catégo­
ries SH(S') se comportent comme les catégories dérivées des faisceaux Sadiques. En 
effet, le formalisme des opérations de Grothendieck /*,/*, f\ et / ! s'étend sans chan­
gement au monde motivique. Dans le second chapitre, on étudie les propriétés de 
constructibilité des motifs et on développe la dualité de Verdier. Le troisième chapitre 
est consacré à la théorie des motifs proches et motifs évanescents. Dans le dernier 
chapitre, on reprend la construction des catégories SH(5). 

Abstract (The Grothendieck six operations and the vanishing cycles formalism in the 
motivic world) 

By the work of Morel, Voevodsky and other mathematicians, one has the notion 
of the stable motivic homotopy type of a smooth ^-scheme. This object lives in the 
stable homotopy category of S-schemes SH(5). 

This work consists of two volumes and each of them is divided into two chapters. 
In the first chapter, we show that from the view point of functoriality, the categories 
SH(5) behave like the derived categories of £-adic sheaves. Indeed, the formalism of 
Grothendieck operations /*, /*, f\ and /• extends to the motivic world. In the second 
chapter, we study the constructibility of motives and develop Verdier duality. The 
third chapter deals with the theory of nearby motives and vanishing motives. In the 
last chapter, we give a self-contained treatment of the construction of the categories 
SH(5). 
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INTRODUCTION GÉNÉRALE 

Dans ce travail, on étend au cadre motivique une grande partie du formalisme intro­
duit par Grothendieck dans le cadre de la cohomologie étale. On trouvera par exemple 
la construction des quatre opérations associées à un morpliisme quasi-projectif de 
schémas, les théorèmes de changement de base par un morpliisme lisse et pour un 
morpliisme propre, la dualité de Verdier et le formalisme des cycles évanescents. Le 
texte est divisé en deux volumes et chaque volume en deux chapitres. Chaque chapitre 
est précédé par une introduction détaillée qui, je l'espère, permettera aux lecteurs de 
localiser plus efficacement l'endroit des différents résultats. 

Dans cette introduction générale, j'essaierai d'expliquer l'utilité de l'arsenal des 
résultats développés dans ce travail. J'ai à l'esprit au moins deux sortes d'applications : 

A-Étude des motifs généraux par dévissage au cas de motifs plus 
simples. — Soit (P) une propriété des motifs que l'on cherche à établir. Une straté­
gie consiste à étudier les propriétés de permanence de (P) par rapport aux opérations 
de Grothendieck. Supposons par exemple que (P) est connue pour les motifs de Tate, 
qu'elle est préservée par les opérations et qu'elle vérifie la propriété « 2 de 3 » 
dans les triangles distingués. On peut alors utiliser le théorème d'engendrement pour 
conclure (voir le deuxième chapitre). En effet, ce théorème affirme que les motifs sur 
un schéma X de type fini sur un corps k s'obtiennent par des colimites homotopiques 
à partir de certaines images directes de motifs de Tate. 

Un autre exemple plus frappant concerne la conjecture de Schur-finitude qui prédit 
que tout motif est annulé par un foncteur de Schur convenable (variante triangulée 
de la conjecture de Kimura-0'Sullivan). Les résultats du troisième chapitre montrent 
que la propriété de Schur-finitude d'un motif est préservée par le foncteur « motifs 
proches ». D'autre part, Mazza et Guletski ont montré que la Schur-finitude possède 
la propriété de 2 sur 3 dans les triangles distingués. Ceci a permis de ramener la Schur-
finitude pour les motifs généraux à la Schur-finitude des motifs des hypersurfaces lisses 
des espaces projectifs. Pour plus de détails, le lecteur peut consulter [Ayo07]. 

B- Construction de motifs et de classes de cohomologie motivique. Ques­
tions de rationalité. — Un des problèmes importants en géométrie algébrique est 
la construction d'extensions non-triviales de motifs, voire d'éléments intéressants dans 



x INTRODUCTION GÉNÉRALE 

la cohomologie motivique d'une variété. L'exemple le plus connu est celui des polylo-
garithmes. L'approche classique consiste à construire une extension de structures de 
Hodge et un système compatible d'extensions de représentations galoisiennes ayant des 
« origines géométriques » communes. Parfois, il est possible de donner une construc­
tion uniforme de ces extensions en utilisant les opérations de Grothendieck pour les 
motifs. Le résultat est alors plus élégant, plus précis et plus satisfaisant. C'est effec­
tivement le cas pour les polylogarithmes (voir [Ayo04] ainsi que la fin du troisième 
chapitre). Pour un autre exemple, le lecteur pourra consulter [V6107], où l'auteur uti­
lise le foncteur « motif proche » pour montrer qu'une certaine classe d'extensions de 
structures de Hodge a G (Q(0),Q(1)) = C* provient d'une extension de motifs 
définie sur les corps des rationnels, déduisant ainsi que a G Q*. 

D'une manière générale, le présent travail ramène en grande partie l'étude des 
motifs sur une base générale à l'étude des motifs sur un corps. Mais, contrairement à 
la situation en cohomologie étale ou en théorie de Hodge, les propriétés formelles de 
la catégorie des motifs sur un corps sont loin d'être comprises. Je pense notamment 
à l'existence d'un support abélien, z.e., d'une ^-structure motivique. Ceci restreint 
bien-entendu le champs des applications. 
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CHAPITRE 1 

LES QUATRE OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK 
DANS U N CADRE MOTIVIQUE 

Introduction. — En cohomologie étale, on sait associer à tout morphisme de schémas 
/ : X > Y (séparé et de type fini) quatre foncteurs : 

R f , R/*, Rfu R/! 

reliant les deux catégories dérivées des faisceaux étales de A-modules D(X, A) et 
D(Y, A) (A étant un anneau commutatif fini). Ces quatre foncteurs forment ce qu'on 
appellera les 4 opérations de Grothendieck. Durant son Motivic Homotopy Theory 
Program, Vladimir Voevodsky a construit l'analogue des 4 opérations dans le cadre 
des catégories homotopiques stables des schémas. Malheureusement aucun texte dé­
crivant cette construction n'est actuellement disponible, mis à part les notes de Pierre 
Deligne [DelOl] où on trouve seulement quelques sorites généraux sur les adjonctions 
dans les 2-catégories ainsi que la définition d'un foncteur croisé et l'énoncé précis du 
théorème de Voevodsky. On propose dans ce premier chapitre une démonstration de 
ce théorème. Nous ignorons si la démarche que nous suivons est la même que celle 
suivie par Voevodsky. Notons quand même que nous construisons d'abord les fonc­
teurs f puis nous déduisons les foncteurs f\ par adjonction alors que Voevodsky fait 
l'inverse (d'après une communication personnelle avec V. Voevodsky le 23 Avril 2003 
à Paris). Mais il s'agit bien entendu d'une différence inessentielle ! Faisons maintenant 
un petit survol : 

1- On commence le chapitre par une série de trois « préliminaires 2-catégoriques ». 
Le but de ces préliminaires est : 

- d'une part, donner un langage souple pour énoncer les résultats intermédiaires 
aboutissant aux théorèmes principaux. Ce langage repose sur les notions de : 
2-catégories, 2-foncteurs, adjonctions dans une 2-catégorie, adjonctions globales 
entre deux 2-foncteurs, structures d'échange sur un couple de 2-foncteurs et 
foncteurs croisés, 
d'autre part, démontrer tout ce qui est formellement démontrable afin d'alléger 
la démonstration proprement dite de notre théorème. 



2 CHAPITRE 1. OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 

La première section et donc la première partie des préliminaires 2-catégoriques 
regroupe quelques sorites généraux sur les 2-catégories. La notion la plus importante 
est bien sûr celle de l'adjonction dans une 2-catégorie. Tous les résultats de cette 
section se trouvent dans [DelOl]. 

2- Dans la deuxième section, on introduit la notion d'échange entre deux 2-
foncteurs. Il s'agit là d'une notion qui sera utilisée constamment tout au long du 
texte. Supposons donnés deux 2-foncteurs (covariants pour simplifier) F et G d'une 
catégorie G dans une 2-catégorie D, coïncidant sur les objets de G. Fixons une classe 
é> de carrés de G stable par compositions horizontales et verticales (exemple la classe 
des carrés commutatifs). Nous appellerons une structure d'échange sur le couple 
(F, G) la donnée pour tout carré de S : 

g' 

f 

9 

f 

d'un 2-morphisme : F(/) o G(gf) > G(g) o F(/') (par exemple). Ces 2-morphismes 
doivent vérifier deux conditions de compatibilités avec les compositions des carrés. En 
modifiant les variances des 2-foncteurs ainsi que le sens des 2-morphismes associés aux 
carrés de on obtient 8 types de structures d'échange. L'exemple le plus connu de 
structure d'échange est peut-être celui donné par les morphismes de changement de 
base en cohomologie étale. On donne également deux méthodes de constructions de 
structures d'échange. 

- Étant donné un échange sur (F, G) et, pour toute flèche g dans C, un adjoint 
à G(g) on peut une fois sur deux (selon le type des adjonctions et le type de 
l'échange) construire un échange sur (F,aG) (où aG est un 2-foncteur tel que 
pour tout g, aG(g) est un adjoint à G (g)). 
Étant donnés deux 2-foncteurs F et G et deux « échanges partiels » sur (F, G), on 
donne des conditions suffisantes pour que ces échanges partiels proviennent d'un 
échange sur (F, G). C'est le théorème de recollement des structures d'échange. 

On définit ensuite ce qu'on entendra par foncteurs croisés. Notre définition est un 
peu plus générale que celle de Voevodsky. En gros, un foncteur croisé de G vers £) est 
la donnée de : 

- quatre 2-foncteurs : H*, H*, Hi, H!, 
quatre structures d'échange, un sur chaque couple : (H*,H!), (H*, Ht), (H*,Hi), 
(H*, H!). Les deux derniers échanges sont des isoéchanges. 

Ces données vérifient un certain nombre de conditions assurant une forte stabilité de 
l'ensemble des quatre échanges par les constructions habituelles. 

3- On termine les généralités avec un critère de prolongement de 2-foncteurs : On 
suppose donnés une catégorie C, une 2-catégorie S) et deux 2-foncteurs Hi et H2 définis 
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CHAPITRE 1. OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 3 

sur deux sous-catégories Ci et C2 de C. On donne des conditions suffisantes pour que 
les deux 2-foncteurs Hi et H2 proviennent d'un 2-foncteur H défini sur 6 toute entière. 
La condition la plus importante est sans doute l'existence d'une structure d'échange 
sur (H2, Hi) pour la classe des carrés commutatifs. 

Ce théorème sera appliqué dans la sixième section pour construire le 2-foncteur 
H! : La catégorie des .S-schémas quasi-projectifs (Sch/5) jouera le rôle de C. On 
prendra Ci = (Sch/S*)1"1111 (la catégorie des 5-schémas quasi-projectifs avec seulement 
les immersions fermées comme morphismes), et C2 = (Sch/5f)Llss (la catégorie des S-
schémas quasi-projectifs avec seulement les S'-morphismes lisses comme morphismes). 
Dans la quatrième section on verra la définition de Hi qu'on notera ImmH!. A la fin de la 
cinquième section on verra la construction de H2 qu'on notera LlssH!. Enfin une bonne 
partie de la section six sera consacrée à la vérification des conditions d'application 
du théorème 1.3.1 plus précisément à la construction d'une structure d'échange sur le 
COUple (LissH!5ImmH!) pour la classe des carrés commutatifs. 

4- Dans la section quatre, on commence par fixer les ingrédients élémentaires à 
partir desquels le 2-foncteur H! sera construit et on donne également les six axiomes 
que doit vérifier un 2-foncteur homotopique stable. Les ingrédients élémentaires sont 
peu nombreux, il s'agit de : 

- Trois 2-foncteurs : H*, H* et LlssH# de but la 2-catégorie des catégories triangu-
lées. Les deux premiers étant définis sur (Sch/5% alors que le dernier est défini 
seulement sur (Sch/S')Llss. 
Pour tout S'-morphisme / , d'une structure d'adjonction entre /* = H*(/) et 
/* = H*(/), et lorsque / est lisse d'une structure d'adjonction entre / # = H#(/) 
et /*. 

Les axiomes qui doivent être vérifiés sont assez naturels et sont vrais dans le cas étale 
ainsi que dans le cas des théories homotopiques stables des schémas. Notons que parmi 
ces axiomes on trouve : 

- L'axiome de la localité qui affirme que pour un couple d'immersions complémen­
taires (avec i fermée et j ouverte) le couple de 1-morphisme (z*, j#) est 
conservât if. 

- L'axiome de stabilité qui affirme que le 1-morphisme £>#s* est une équivalence 
lorsque p est la projection de la droite affine sur un S'-schéma X et s la section 
nulle. 

- L'axiome d'homotopie qui affirme que le 2-morphisme (d'unité de l'adjonction) 
id > est un 2-isomorphisme lorsque p est la projection de la droite 

affine. 
On trouvera sous forme de scholie l'énoncé précis du théorème qu'on veut démon­

trer. Tout de suite après on établit plusieurs résultats faciles conséquences directes 
des axiomes. On mettra en évidence quelques structures d'échange et on construit les 
foncteurs i1 pour i une immersion fermée. Ces derniers s'organisent en un 2-foncteur 
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4 CHAPITRE 1. OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 

imm|_j! Qn montrera également que le 1-morphisme r est adjoint à droite de z*. Dans 
cette section, on n'utilisera jamais les axiomes de stabilités ni d'homotopie. Par contre, 
l'axiome de localité sera utilisé (notamment pour définir les r ) . 

5- Dans la section cinq, on étudie les conséquences de l'axiome de stabilité. On 
construit ce qu'on appellera l'équivalence de Thom Th(E') associée à un fibre E. Dans 
le cas de la catégorie homotopique stable SH(X), l'équivalence de Thom Th(E') est 
simplement le foncteur « smash-produit » par l'espace de Thom associé à E. On établit 
ensuite quelques propriétés de cohérence pour les équivalences de Thom, notamment 
l'associativité. On définit ensuite pour tout S'-morphisme lisse / , un 1-morphisme f 
en posant : 

/! = T h ( * V ) o r 

avec Qf le module (localement libre) des différentielles relatives (à / ) . On vérifie 
ensuite (en utilisant les propriétés de cohérence des équivalences de Thom) que les 
1-morphismes f s'organisent naturellement en un 2-foncteur : 

LissH! : (Sch/S)Liss s* Г 

On termine la section par la construction de quelques structures d'échange. 
6- La section six est sans aucun doute la section la plus pénible et la plus technique. 

On commence par la construction du 2-isomorphisme de pureté associé à ce qu'on 
appelle classiquement un couple lisse. Etant donné un diagramme commutatif de S-
schémas : 

y -S X 

9 
Z 

f 

(avec s une immersion fermée et / et g des morphismes lisses), on construit un 2-
isomorphisme : 

s* Г Tb"1 {,Ж)д* 

avec ^ le ^y-module (localement libre) normal à l'immersion s. L'outil géomé­
trique qui permet cette construction est l'espace de déformation au cône normal 
associé à l'immersion s. L'axiome d'homotopie intervient dans la construction du 
2-isomorphisme de pureté d'une façon cruciale mais un peu cachée. 

On passe ensuite à l'étude du 2-isomorphisme de pureté. On démontre assez facile­
ment tous les résultats de compatibilité que l'on peut espérer pour ce 2-isomorphisme 
sauf sa compatibilité avec la composition des immersions fermées. Cette dernière pro­
priété demandera beaucoup plus de travail et sera traitée dans une sous-section à 
part. 

Une fois toutes les compatibilités établies, on passe à la définition de l'isoéchange 
sur (LissH!,ImmH!). La définition du 2-morphisme structural de cet échange repose 
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CHAPITRE 1. OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 5 

essentiellement sur le 2-isomorphisme de pureté. Pour verifier que l'on a bien dé­
fini une structure d'échange on utilisera toutes les compatibilités établies pour les 
2-isomorphismes de pureté. 

A la fin de la section six, on appliquera le théorème 1.3.1 qui nous donne le 2-
foncteur H!, puis la proposition 1.2.7 qui nous permettra de construire un échange sur 
(H*, H!). Ce dernier (par un argument général) produit un foncteur croisé sur (Sch/5) : 

(H*,H*,H,.H!) 

C'est le foncteur croisé recherché! 

7- La septième section est sans doute la plus intéressante. On n'utilisera de ce qu 
précède que l'existence du foncteur croisé. Cette partie peut être lue indépendammen 
du reste. On utilisera à plusieurs reprises l'axiome d'homotopie. 

On commence par définir pour tout ^-morphisme quasi-projectif / un 2 
morphisme : 

af : f\ > /* 

On établit ensuite quelques propriétés de cohérence pour ces 2-morphismes. On mon­
trera en particulier que ces 2-morphismes définissent un morphisme de 2-foncteurs 
(dans le sens évident du terme). 

On démontre ensuite que lorsque le .S-morphisme / est projectif, le 2-morphisme af 
est un 2-isomorphisme. Ce résultat dorme en particulier le théorème de changement de 
base pour un morphisme projectif. Nous ignorons si ce théorème peut être démontré 
directement dans le cas des catégories homotopiques stables des schémas. 

Prérequis. — Ce chapitre est à quelques exceptions près « self-contained ». Pour ce 
qui est des trois premières sections, on supposera que le lecteur est familier avec les 
notions élémentaires de catégories. On conseille vivement les lecteurs qui connaissent 
peu les 2-catégories et les 2-foncteurs de lire les notes de Delignes [DelOl]. Pour ce 
qui est des quatre dernières sections, on supposera que le lecteur est familier avec 
le langage des schémas comme dans [GD60] ou dans [Har77], et qu'il connaît la 
construction de l'espace de déformation au cône normal associé à une immersion 
fermée (voir le chapitre 5 de [Ful84]). Aucune propriété non élémentaire des schémas 
ne sera utilisée. 

Enfin, bien que non nécessaire, une familiarité avec le formalisme des six opérations 
de Grothendieck dans le cas de la cohomologie Sadique sera d'un grand secours pour 
la compréhension de ce texte. Notons également que le cas Sadique fournit une moti­
vation pour ce travail : la spécialisation des résultats prouvés ici au cas des catégories 
dérivées D(X.X) des catégories abéliennes des faisceaux de A-modules (avec A un 
anneau fini) sur Xet, pourra fournir des simplifications notables dans l'établissement 
des théorèmes fondamentaux de [AGV731. 
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6 CHAPITRE 1. OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 

1.1. Préliminaires 2-catégoriques I : Adjonctions et équivalences dans une 
2-catégorie 

Dans ce travail, on ne considère que des 2-catégories au sens strict. Par contre on 
utilisera la notion de 2-foncteurs au sens faible. Pour plus de détails, le lecteur est 
prié de se référer à [DelOl]. 

1.1.1. Adjonctions dans une 2-catégorie. — Soit 23 une 2-catégorie. On peut 
définir dans 23 une notion d'adjonction pour les 1-morphismes généralisant la notion 
d'adjonction habituelle pour les foncteurs dans la 2-catégorie des petites catégories 
<£at (voir [Mac71]). 

Définition 1.1.1. — Soit f : X > Y un 1-morphisme de 23. Un adjoint à droite 
de f est la donnée de : 

1. un 1-morphisme g : Y > X , 
2. deux 2-morphismes : 

i g o f et i g o f 

tels que la composée de chacun des deux diagrammes planaires : 

f 

9 

i 

9 

f 

9 
soit Videntité. 

Les deux 2-morphismes ri et ô sont appelés respectivement Vunité et la counité de 
Vadjonction. Parfois, on ne mentionnera pas les 2-morphismes rj et S : nous dirons 
simplement « g est un adjoint à droite de f » ou « f est un adjoint à gauche de g ». 

Remarque 1.1.2. — La condition imposée sur rj et S dans la définition ci-dessus n'est 
autre que la commutation des triangles (habituels) : 

f g 
f °9° f 

n 

f 

9 
n 

9° f °9 

ô 

9 

Remarque 1.1.3. — La dualité des 2-catégories échange la notion d'adjonction à droite 
et d'adjonction à gauche. Plus précisément les assertions ci-dessous sont équivalentes : 

- / est un adjoint à gauche de g dans 23, 
- / est un adjoint à droite de g dans 231_op, 
- / est un adjoint à droite de g dans 232~opp, 
- f est un adjoint à gauche de g dans 231,2~op, 
- g est un adjoint à droite de / dans 23, etc. 
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1.1. PRÉLIMINAIRES 2-CATÉGORIQUES I : ADJONCTIONS DANS UNE 2-CATÉGORIE 7 

Le lemme qui suit est un exercice facile laissé aux lecteurs : 

Lemme LI.4. — Soit une suite de 1-morphismes : 

f 9 X ——4 Y ——> Z 

Dans une 2-catégorie . On suppose donné un adjoint à droite (g,î],ô) (resp. 
{g1,7/\S')) de f (resp. f). Alors le 1-morphisme g o g' est un adjoint à droite de 
f'of. De plus, Vunité et la counité sont données respectivement par les composées 
des diagrammes planaires : 

X 

n 

7]' 

X f Y f' Z 

9 

Y 

g 

Z 

5' 

5 

Z 
9 

Y 
9 

f 

Y 

f 

X 

Proposition 1.1.5. — Soient une 2-catégorie et X et Y deux objets de £). Soient f 
et f deux 1-morphismes et a un 2-morphisme de £> : 

X 
f 

7 
Y 

On suppose donnés des adjoints à droite (g.rj.ô) et (g1\n'de f et f respectivement. 
Il existe alors un unique 2-morphisme : 

Y 
9 

n 

9 

X 

rendant commutati/ le diagramme de 2-morphismes : 

(i) 

9° f 
V 

1 

g' 
g'of 

a 

90 r 

6 

De plus, le 2-morphisme ¡3 est donné par la composée : 

9' 
m 

9° f°9f 
a 

9° f °g' 
6' 

>9 
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8 CHAPITRE 1. OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 

et rend le diagramme de 2-morphismes : 

(2) 

f°9 
fi 

fog1 

a 
f'og' 

ô 

1 

g 

également commutatif. 

Démonstration. — La proposition en question est un cas particulier de la proposi­
tion 1.1.9. On a préféré l'inclure ici pour pouvoir prouver l'unicité de l'adjoint dès le 
début. Le lecteur pourra donc ignorer la preuve de ce lemme. 

On commence par prouver l'unicité. Soit (3 comme dans l'énoncé. Le diagramme 
commutatif de 2-morphisme donne par composition à gauche par g' le diagramme 
commutatif : 

9° f°9f 
V 

9' 

4 
9'ofog' 

a 

9° f °9f 

3 

Ce carré s'insère dans le diagramme commutatif : 

g° f°g' 
v 

g' 

n' 
g'° f'°g' 

a 

Qof on' 
ô' 

g 

3 3 

ô' 
g' 

Mais la composée des flèches situées sur la partie inférieure du bord de ce diagramme 
vaut p. On voit donc que ¡3 est égal à la composée : 

g' 
f] g'° f'°g' a 

g°f °g 
ô' 

g 

Ceci prouve l'unicité de (3 et fournit un candidat. Il reste alors à prouver que ce 
candidat est le bon. Pour cela il faut calculer la composée : 

1 4 
g' of 

3 
gof 
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1.1. PRÉLIMINAIRES 2-CATÉGORIQUES I : ADJONCTIONS DANS UNE 2-CATÉGORIE 9 

Par définition cette composée est égale à la composée suivante : 

i g' ° /' —g°f°g'°f - ^ g o f ' o g ' o f ^ U g o f U g o f 

Mais on dispose d'un carré commutatif évident : 

v' 
1 

9 

9°J 

g' 

g'of 
v 9°f°9 °f 

Notre composée est donc égale à la composée suivante : 

1 > 9° f > 9° f °9 ° f' - ^ g o f ' o g ' o f ' - ï U g o f ' g o f 

Mais on a encore un carré commutatif évident : 

9°f 
g' 

g ° f ° g' ° f 

a a 

g'of 
rf 

gof'og'of 

Notre composée est donc égale à la composée suivante : 

1 > 9°f —^ g of - ^ g o f o g ' o f ' - ^ U g o f g o f 

Finalement on remarque que la composée des deux dernières flèches de la suite pré­
cédente est l'identité par la définition des adjonctions. On obtient en fin de compte la 
composée : 

1 — g o f gof 
On a ainsi prouver que notre candidat rend le diagramme (1) commutatif. Pour la 
dernière assertion on utilise un argument de dualité. En effet, la formule donnant (3 
est inchangée par la 2-dualité des 2-catégories. • 

Le morphisme 8 sera noté aa. On a le lemme : 

Lemme 1.1.6. — Soient f J' et f" dans 3vior^(XJY) (la catégorie des 1-morphismes 
de X vers Y) et g, g' et g" des adjoints à droite respectifs. Soient aussi a : f > f 

et ci : ff > f" des 2-morphismes. On a la formule : 

a(a' oa) = (aa)o(aaf) 
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10 CHAPITRE 1. OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 

Démonstration. — On note (3 = aa et (3' = aa'. Il suffit de montrer la commutativité 
du carré suivant : 

9° f 
n o a 

1 ' 9 of" 

n" 
9" of" 

(3o(3> 

où î]ff est l'unité de l'adjonction entre f" et g". Pour cela on factorise ce carré de la 
manière suivante : 

9° f 

n" 

a 

1 
j' 

g'of 

0 

a' 

gof 
a' 

gof" 

(3 
g' o f 

if \ 

g" °f" 
0' 

Tous les sous-carrés de ce diagrammes sont commutât ifs. Ceci prouve le lemme. • 

Voici deux corollaires de ce qui précède : 

Corollaire 1.1.7 (Unicité de l'adjoint). — Soit f : X > Y un 1-morphisme dans 
une 2-catégorie 23. Soient (g,rj,5) et (g\r]f,ôf) deux adjoints à droite de f. Il existe 
alors un unique 2-isomorphisme u : g > g' échangeant 7] et rf. Ce même 2-

isomorphisme est l'unique 2-isomorphisms échangeant ô et ô'. 

Démonstration. — On applique la proposition 1.1.5 à a = Id : / = = / . On utilise 
le lemme 1.1.6 pour prouver que u est un isomorphisme. • 

Corollaire 1.1.8. — Soit f : X > Y un 1-morphisme dans une 2-catégorie 23. On 
suppose que f admet des adjoints à droites. Alors un adjoint à droite (g,rj,S) de f est 
complètement déterminé par g et rj. 

1.1.2. Adjonctions et les faces carrées. — On a la proposition suivante qui 
généralise la proposition 1.1.5. 
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1.1. PRÉLIMINAIRES 2-CATÉGORIQUES I : ADJONCTIONS DANS UNE 2-CATÉGORIE 11 

Proposition 1.1.9. — Supposons donnés un 2-morphisme dans une 2-catégorie T> : 

02 

M a. fl 

9i 
et des adjoints à droite (/i,77i,#i) et (/2^2,^2) à f\ et /2 respectivement. Il existe 
alors un unique 2-morphisme : 

92 

v 
/9 fi 

9i 
rendant commutatif l un des deux diaqrammes suivants : 

3 

/1/102 
m a 

92 f'i9ih 

n' 3 
02/2/2 

9lf2& 
a Ô2 

/102/2 9i 

3 ¿1 
fif'\9i 

De plus ce 2-morphisme /3 est donné par la composée du diagramme planaire : 
u" 92 

¿2 /2 v' /1 

'm 

9i f'i 
et rend les deux diagrammes (3) commutatif s. 

Démonstration. — On commence par prouver l'unicité de ¡3. Il suffit par 2-dualité de 
le faire dans le cas où le premier carré de 2-morphismes est commutatif. Pour cela on 
procède comme dans 1.1.5 et on forme le diagramme commutatif de 2-morphismes : 

fïfmti 
m a 

92 f 2 /(01/2/2" 
¿2 

f[gi 

v' 3 
3 

0 2 / M ô 0212 
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12 CHAPITRE 1. OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 

Étant donné que la composée 62 o 772 est l'identité on voit que (3 est forcément égale 
à la composée : 

52/^ 
»7i 

/1/152/2 
a 

í[9lhÍ2 
02 

fÍ9i 

Il reste donc à prouver que ce candidat (qu'on appellera (3q) convient. Explicitons la 
composée : 

92 > 92Í2Í2 
Po 

Í'\9\Í2 

en langage de diagramme planaire. On obtient : 

h m 

g' 

02 

g' 

/2 a /1 

m 

9i fi 

En utilisant alors la relation £2 o cx2 = id/2 on obtient ce qu'on cherche. • 

Définition 1.1.10. — Faute d'une meilleure terminologie, nous dirons que (3 est obtenu 
de a par adjonction suivant (/1, /{) et (/2, /2)-

Proposition 1.1.11 (Compatibilité avec les compositions verticales) 
Supposons donnés dans une 2-catégorie T) un diagramme planaire : 

93 

h2 (M. h' 

92 

/2 a /l 

9i 

et des adjoints à droite (/{, 771, #i)7 (/2,772, ¿2), ( ^ i ^ i ^ i ) e^ (h2,7]2, <52) de f\, /2 ,h\ 
et Y12 respectivement. On note (3 et ¡3' les 2-m.orphismes obtenus à partir de a et a' à 
Vaide des adjonctions précédentes. On munit f[oh[ et foh^ des structures d'adjoints 
à droite de f\ o h\ et /2 o /i2. Alors le 2-morphisme (3' o ¡3 est le 2-morphisme obtenu 
var adjonction de a o a'. 
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1.1. PRÉLIMINAIRES 2-CATÉGORIQUES I : ADJONCTIONS DANS UNE 2-CATÉGORIE 13 

Démonstration. — Le 2-morphisme obtenu de aoot! par adjonction est par définition 
la composée du diagramme planaire : 

(4) 

fi ti2 93 

V2 

m h2 
a' 

g2 

h1 

f2 
f fl 

h1 

àl 

9i f[ h1 

En découpant suivant la ligne brisée : 

f 92 h\ 

on voit que la composée du diagramme planaire (4) n'est autre que ¡3' o 3. 

Proposition 1.1.12 (Compatibilité avec les compositions horizontales) 
Supposons donnés dans une 2-catégorie V un diagramme planaire : 

h2 92 

f 
OC'2 fi f fl 

h! 9i 

et des adjoints a droite (/{, 771, ài), (f^,^/2^2) et (/3,7/3,03) a j \ , /2 et /3. Un note 
(5\ et 02 les 2-morphismes obtenus de a\ et OLI par adjonction. Alors (3\ o /32 est le 
2-morphisme obtenu de cv2 o or par les adjonctions et /35/3). 

Démonstration. — Le 2-morphisme obtenu de q^oqt par adjonction est par définition 
la composée du diagramme planaire : 

(5) 

h2 h2 92 

f' 
Où 2 ai 

h1 

hi 9i fi 

Les 1-morphismes verticaux étant de gauche à droite : /3, /2 et f\. En insérant dans (5) 
au niveau de /2 le diagramme planaire exprimant que f2 est adjoint à gauche de /2 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007 



14 CHAPITRE 1. OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 

(et dont la composée vaut id/2) on voit que notre 2-morphisme est égal à la compo­
sée du diagramme planaire : 

(6) 

/3 h2 

h1 
OC2 

JL 92 
hi 

h1 
ai 

h1 

h1 fi 
En découpant suivant la ligne du milieu on voit que la composée du diagramme 
planaire (6) n'est autre que (5\ o /32. La proposition est prouvée. • 

Remarque 1.1.13. — Par dualité il est possible d'obtenir plusieurs variantes des pro­
positions 1.1.9, 1.1.11 et 1.1.12. 

On a le corollaire intéressant de la proposition 1.1.12 : 

Corollaire 1.1.14. — Supposons donné dans une 2-catégorie © un cube solide commu­
tatif : 

(7) 

QA 

tl4 
92 h1 

93 

h2 

h 

h1 f2 hi 
h 

9i 
formé des six faces carrées : 

92 

/2 

9i 

fi 

HA 

h1 

/13 

h1 

94 

ht 

92 

h2 

9i 

h1 

93 

h1 

93 

h1 

9i 

hi 

h-2 

h1 h1 

hi 
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On suppose donnés des adjoints à droites {f-,r]llôi) à fi pour i G {1,2,3,4}. Le cube 
solide : 

(8) 

<?4 

h1 

I14 
92 

h1 

h1 

1k 

il 

91 

/1 

As 

9i 

obtenu en appliquant la proposition 1.1.9 est commutatif. 

Notons également les deux lemmes simples ci-dessous dont la preuve est laissée en 
exercice : 

Lemme 1.1.15. — Supposons donnés dans une 2-catégorie 1) un 2-morphisme : 

92 

/2 a fl 

9i 

et des adjoints à droites (/{, 771, ¿1), (f2,r}2lô2), (di^/i^i) et {g2,i2^2) de f, f2 ,gi 
et #2- On muni g'2 o /{ et f2 o g[ des structures d'adjoint à droites de f\ o g2 et g\ o f2 
comme dans 1.1.9. On peut alors construire deux 2-morphismes : 

92 

/2 
Ih 

/1 

9[ 

92 

/2 
Ho 

fl 

9i 

de la manière suivante. 
- En vrenant $1 = aa. 

En formant le 2-morphisme : 

92 

f fi 

9i 
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16 CHAPITRE 1. OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 

et en appliquant à nouveau la proposition 1.1.9 à ce 2-morphisme avec les ad­

jonction (gi,g[) et (52,52) Vour obtenir : 

g6 

fi 
(h 

f' 

v1 

Les deux 2-morphismes (3\ et P2 sont alors égau: 

Lemme 1.1.16. — Supposons donnés dans une 2-catégorie D un 2-morphisme : 

(9) 

92 

/2 
a. fl 

9i 

et des adjoints à droites (/{, 771, ô\) et (/2,772, ^2) de f\ et ¡2- Notons ¡3 le 2-morphisme 
obtenu de a par les adjonctions (/{, /1) et (/2, /2)- Notons de même af le 2-morphisme 
obtenu de /3 par les même adjonctions. Alors a — o1. 

1.1.3. Applications aux 2-foncteurs. — Cette sous-section est consacrée aux ap­
plications de ce qui précède aux 2-foncteurs. L'essentiel est résumé dans la proposition 
suivante : 

Proposition 1.1.17. — Soient C mie catégorie et £) une 2-catégorie. Soit F : 
C > 1) un 2-foncteur covariant. On suppose que pour toute flèche f : X > Y 

de C7 le 1-morphisme : 

F(/) : F(X) >F(Y) 

admet un adjoint à droite. Il existe alors : 

1. un 2-foncteur contravariant G : C > 1) , 
2. un couple de 2-morphismes (r]f,Sf) pour chaque flèche f de G, 

tels que : 
- pour tout objet X de G, F(X) = G(X), 
- pour toute flèche f : X >Y , le triplet (G(f)Jrjf,ôf) définit un adjoint à 

droite à F(/)? 
- Pour toute suite de flèches composables de G : 

/ 9 
X —^Y —^ Z 
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la composition des deux diagrammes planaires ci-dessous donne le même 2-
morphisme : 

F(X) 

ni 

7lg 

f(x: 
F(/) 

X' 
Ho) 

C,( f\ 

HY) 

G(5) 

F(Z) 

F(X) 

G(/) 

G ( W CG HY) 

F(X) F(fl°/) 
•HZ) 

Us) 

H.f) 

Ha) 

Ha) 

HY) 

où Cf et CQ sont les 2-isomorphismes de connexion pour F et G respectivement. 
Cette condition s'exprime également par la commutation de diagramme solide : 

HZ) 

G(gl 

Ha) 

\F(g) 

= F(y; 

G(/K 

FPO =F(X 

FU) 

De plus, ces données sont uniques à un isomorphisrne unique près. On a également 
les conditions analogues pour les 2-m,orphism,es de counités (S,). 

Démonstration. — On commence par construire le triplet (G,r/.,i5,). On demandera 
bien sûr que G(X) = F(X) pour tout objet X de 6. Pour chaque flèche / : X > Y 
de 6, on fixe un adjoint à droite : 

G ( / ) : F(Y) >F(X) 

On notera r]f et ôf l'unité et la counité de l'adjonction. On va définir une structure de 
2-foncteur sur G. C'est-à-dire qu'on va construire les 2-isomorphismes de connexion cç. 

Soit une suite de flèches dans C : 

X —^Y —^ Z/ 9 
X —^Y —^ Z 
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18 CHAPITRE 1. OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 

Le 1-morphisme G(g o / ) est adjoint à droite de F (g o / ) . D'autre part part, le 
lemme 1.1.4 nous dit que G(/) o G(g) est adjoint à droite de F (g) o F(/). On applique 
alors la proposition 1.1.5 au 2-isomorphisme de connexion : 

cf(f,g) • f(gof) F(S)o F(/) 

on obtient alors un 2-morphisme : 

acF(f,g) : G(f)oGg) • G{g o / ) 

Ce 2-morphisme est inversible par 1.1.6. On pose cg(/, g) = (aCf(fig))~1. 
Muni de ces 2-isomorphismes, G devient un 2-foncteur contravariant. En effet la 
relation de cocycle pour les cç découle de 1.1.6 et de la relation de cocycle pour Cf. 
Finalement la commutation du diagramme solide n'est autre que la commutation du 
carré de 2-morphismes : 

G(9of)oF(gof) 
Vgof • G{g o /) 

i: G(0o/)°F(/)oF(</) 

Vg ° Vf CG ЛяГ1 
G(/) o G(g) o F(g) o F(f) 

qui est donne toujours par la proposition 1.1.5. On laisse 1 unicité comme exercice 
pour les lecteurs. • 

Définition 1.1.18. — Sous les hypothèses de la proposition précédente, on dira que le 
2-foncteur G muni des 2-morphismes r/9 et Ô9 est un adjoint à droite global du 2-
foncteur F. 

1.1.4. Une règle de calcul. — Cette sous-section est basée sur le résultat simple 
suivant : 

Lemme 1.1.19. — Soit f : X > Y un 1-morphisme dans une 2-catégorie D. On 
suppose donné (g,r],S) un adjoint à droite de f. Soit Z un objet de D. 

1 T,PQ dpiiT fnn.rt.pn.rz • 

fo: Mors(Z,X) >№orv(Z,Y) go : Mors (Z, Y) > Mor® (Z, X) 

forment un couple de foncteurs adjoints : go est adjoint à droite de fo. 
2. Les deux foncteurs : 

og : Mors (X, Z) > Mor® (F, Z) o f : Mors (F, Z) > Mors (X, Z) 

forment un couple de foncteurs adjoints : of est adjoint à droite de og. 
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La description classique d'une adjonction nous dit alors qu'il existe une bijection : 

homMorv(z,x)(f °v,u) >homMor {ZY)(v,g ou) 

fonctorielle en u G Ob(Mor^ (Z, X)) et v G Ob(Mor^) (Z, Y)) qui envoie un 2-
morphisme a : / o v > u : 

Y 

v 

Z 
U 

f 

X 

sur la composée du diagramme planaire : 

Y 9 
X 

f 
f 

a 
Z 

u X 

La bijection inverse envoie un 2-morphisme (3 : u > gov : 

X 

u 

Z 
v 

ft 

9 

Y 

sur la composée du diagramme planaire : 

X f Y 

3 

9 

s 

Z 
v Y 

Ceci nous permet d'énoncer la règle suivante : 

Règle. — Soient D une 2-catégorie et supposons données deux suites de 1-
morphismes : 

„ fi ¡2 
X > • > Л у 

v 01 02 
X > • > • 

Л у 
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20 CHAPITRE 1. OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 

Supposons que les /? et le g? admettent des adjoints à droites d/? et dg? respective­
ment. Se donner un 2-morphisme : 

fk o • • • o /] •> 9i o • • • o gi 

équivaut à se donner un 2-morphisme 

fiO • • • o f1odg1o • • • odgj_1 dfz+i0---°dfk09i0--'09j 

pour n'importe quel i et j . 

Comme illustration de ce principe on peut remarquer que le 2-morphisme (3 de la 
proposition 1.1.5 provient de cette construction. En effet, se donner (3 : g' > g 
équivaut à se donner un 2-morphisme / o g' > 1 et donc aussi à se donner un 
2-morphisme / > j ' . 

1.1.5. Équivalences dans une 2-catégorie 

Définition 1.1.20. — Soient D une 2-catégorie et f : X > Y un 1-morphisme de 
T). On dit que f est une équivalence s'il existe un adjoint à droite (g,rj,S) de f avec 
n et 8 des 2-isomorphismes. Dans ce cas, {g,8~l,ri~l) est un adjoint à gauche de f 
et on dira que g est un quasi-inverse à f. 

Les deux résultats simples suivants seront donnés sans démonstration : 

Lemme 1.1.21. — Soit un diaqramme planaire : 

e' 

g a f 

e 

dans une 2-catégorie D. On suppose que e et e' sont des équivalences et on fixe e~l et 
e'~l des quasi-inverses à e et e' respectivement. On suppose également donnés des ad­
joints à droite g et g' pour f et f respectivement. On considère les deux constructions 
suivantes. 

1. De a : / o e ' y e o / ' on déduit par la règle de la sous-section 1.1.4 le 

2-morphisme : e' o g' > g o e . 

2. On prend : aa : g' o e-1 > e'~l o g puis on déduit par la règle de la sous-

section 1.1.4 Ie 2-morphisme : e' o g' > g o e . 

Ces deux constructions donnent le même 2-morphisme. 
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Supposons maintenant que le 2-morphisme : 

i 

f OL f 

e 

est un 2-isomorphisme. On suppose comme ci-dessus que e et e' sont des équivalences 
et qu'il existe une suite d'adjonctions : 

/ — ,/b, / 1 , • • • , fk 

(i.e. /¿+1 est un adjoint à droite de fi). Il existe alors une suite d'adjonctions : 

/ — /0 ' fi 5 • • • ' fk 

On a de plus la proposition suivante : 

Proposition 1.1.22. — On peut construire à partir de a des 2-isomorphismes : 

f 

e 

g fk 

e 

(le sens des 1-morphismes verticaux est descendant ou montant suivant que k est pair 
ou impair) par une suite de « mouvements élémentaires » variants parmi : 

- on peut changer le sens du 2-morphisme en le remplaçant par son inverse, 
- on peut remplacer un 2-morphisme ? par a? puis appliquer la règle de la sous-

section I.I.4 à e et e'. 
La suite de mouvements élémentaires n'est pas unique mais le 2-morphisme c*k est 
indépendant du choix de la suite choisie. 

1.1.6. Autoéquivalences d'un 2-foncteur 

Définition 1.1.23. — Soient G une catégorie, D une 2-catégorie et F un 2-foncteur : 

F : C r£ 

Une autoéquivalence de F est la donnée : 
pour tout objet X de G, d'une équivalence Ex F(X) > F(X) , 
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pour toute flèche f : X > Y de C7 d'un 2-isomorphisme 

F(Y) EY F(Y) 

Hf) 7 Hf 

F (x) 
Ex 

F(X) 

Ces données doivent vérifier la condition suivante. Pour toute suite de flèches dans G : 

J 9 X —-—> Y —-—> Z 

le diaqramme solide : 

HZ) 
Ez 

HZ) 

F ( s ° / ) 

Hg) 

F(Y)-
EY 

HZ) 

>F(Y) 

F(A-) 
F(/) 

Ex 
F(X) 

Hf) 

est commutatif. 

Définition 1.1.24. — Soit un 2-foncteur F : C > £) . On suppose données deux 
auto équivalences : 

{(Ex)xeOb(e), (af)feFieches(e)) et ((^x)xeOb(e)5 (a'f)feFieches(e)) 

Un morphisme d'auto équivalences de (Ex) vers (E'x) est la donnée pour tout objet 
X de C d'un 2-morphisme : 

Ex > E'x 

tel que (si F est covariant par exemple) pour tout f : X > Y le diagramme de 
2-morphismes suivant : 

EY o F(/) -
af 

Hf) ° Ex 

E'y o f(/; 
a f 

Hf)°E'x 

est commutatif. 
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On a la proposition évidente : 

Proposition 1.1.25. — Soit un 2-foncteur F : C > D . On suppose données deux 
autoéquivalences : 

{{Ex)xeOb(G), (Oif)feFleches(e)) et ((EX)xeOb(Q), (a'f)feFleches(e)) 

On définit : 
- pour tout objet X de G, un l-isomorphisme Ex comme étant la composée 

E'x oEx, 
- pour toute flèche f : X > Y de G, un 2-morphisme afj comme étant la 

composée du diagramme planaire : 

F(Y) 
F(Y) 

> F(Y F' F(Y 

Hf) 
a G. 

Hf) 

HX 
Ex 

a 
a 

HX 

Ceci définit alors une autoéquivalence de F appelée la composée de (Ex) et (E'x) 

Démonstration. — En effet le diagramme solide : 

HZ) 
Ez 

HZ) 
E'z 

Hx 

f(.9 ° /; ï(Y) 
Ez 

Hg 

HY) 
E'z 

F(ff) 

•+ F(Y) 

HX) 
Ex 

>HX) 
Hf) 

E'x 
f 

Mf 

est commutatif car il est formé de deux sous-diagrammes solides commutatifs (ceux 
qui expriment que (Ex) et (E'x) sont des autoéquivalences). • 

Proposition 1.1.26 

1- Soient un 2-foncteur covariant : 

F : C >J) 
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et (ExiCif) une autoéquivalence de F. On suppose que F admet un adjoint global à 
droite G. // existe alors une unique auto équivalence (Ex,/3f) de G tel que pour toute 
flèche f de G le diagramme solide : 

F 
Hf) 

E, 

Hf) 

G(f) 

'E 

G(f) 

est commutatif Les faces triangulaires de ce diagramme sont le 2-morphisme d unité 
de l'adjonction. Les deux petites faces carrées sont les 2-isomorphism,es a. La grande 
face carrée est l'identité du 1-morphisme E. De plus on a un diagramme solide com­
mutatif analogue à celui ci-dessus pour la counité de Vadjonction. 

2- La construction précédente est fonctorielle et covariante (pour les morphismes 
d'auto équivalence ) . 

S- La construction précédente est compatible avec la composition des autoéquiva­
lences (d'une façon covariante). 

Démonstration 

1- La formule qui donne l'inverse du 2-isomorphisme flf à partir de af est la 
suivante : 

Gif) E 

af 
Hf) Hf) 

àf 
E Gif) 

Il faut vérifier que ça définit bien une autoéquivalence i.e que le diagramme solide 
de la définition est commutatif. Pour prouver ceci on utilise 1.1.17 et on procède 
exactement comme dans la preuve de la proposition 1.1.11. 

2- La fonctorialité est claire. 
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3- Pour la composition il suffit de voir que le diagramme solide : 

E' 
F ( / ) ! 

E' 
E 

F ( / ; 

G (f) 

F ( / ) 

E G(/) 

E' 

Gif) 

'E 

est commutatif. 

1.2. Préliminaires 2-catégoriques II : Échanges entre 2-foncteurs. Fonc­
teurs croisés 

1.2.1. Structures d'échange. — Dans toute cette section, on suppose fixées deux 
catégories Ci et C2 tel que Ob(Ci) = Ob(C2). On appelle carré mixte un diagramme : 

Y' 9' 
X' 

r 

Y 
9 

f 

X 

tels que : 
- X,X'Y et Y' soient des objets de Ci donc aussi de C2, 
- g et g' des flèches de Ci, 

f et f des flèches de C2. 
On a les notions évidentes de compositions horizontales et verticales des carrés mixtes. 
On fixe une classe S de carrés mixtes qui soit stable par compositions horizontales et 
verticales. Etant donnée une 2-catégorie D, on fait la définition suivante : 

Définition 1.2.1. — Supposons donnés un 2-foncteur Fi : Ci > £) et un 2-

foncteur F2 : C2 >V tels que f\{X) = F2(X) = F(X) pour tout X dans 

Ob(Ci) = Ob(C2). Une structure d'échange par rapport à S sur le couple (Fi, F2) est 
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la donnée pour tout carré mixte (C) dans S : 

Y' g' 
X' 

f" f 

Y 
g 

x 

d'un 2-morphisme e(C) de £> (appelé 2-morphisme d'échange associé au carré mixte 

(O) : 

F(F') Fi(ff') 
-F(X') 

F2(/') F2(/) 

HY) F(X 
H(g) 

Le sens des 2-morphismes e(.) est constant (Le. indépendant du carré mixte). 
La famille de ces 2-morphismes doit vérifier les deux conditions de compatibilité 
suivantes. 

Compatibilité avec la composition horizontale des carrés mixtes. — Pour tous carrés 
mixtes Ci et C2 horizontalement composables : 

g' h' 

f" 
g 

f f 

Le diagramme solide : 

Fi(h'og') 

W) 
Fi(<7) 

H(hoa) 

Fi(<7) 

F,(f) 

F2(/) 

Fi(<7) Fi(ft) 

est commutatif. 
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Compatibilité avec la composition verticale des carrés mixtes. — Pour tous carrés 
mixtes C et C verticalement compo sables : 

g" 

i" 
9 

f 

e' 
9 

e 

le diagramme solide : 

Fi(ff") 

F2(/') 

F2(A 

F2(e'o/') 

F2(e')\ 

Fi(ff') 

F2(e)X 

F2(eo/) 

F, (g) 

est commutatif. 

On notera parfois réchange sur (Fi,F2) par la famille de ses 2-morphismes 

d'échange : (e(C))ce£• 

Remarque 1.2.2. — Dans la définition ci-dessus on a fait exprès de ne pas préciser les 
directions des foncteurs F,;. En effet nous tolérons toutes les combinaisons cohérentes 
pour les sens des 1-morphismes et des 2-morphismes. Il est facile de voir qu'il y a huit 
combinaisons possibles : 

1. Fi et F2 de même variance (le cas codirectionnel) : 
(a) Fi et F2 sont tous les deux covariants : 

(i) Le sens du 2-morphisme d'échange est / . 
(ii) Le sens du 2-morphisme d'échange est / . 

(b) Fi et F2 sont tous les deux contravariants : 
(i) Le sens du 2-morphisme d'échange est / . 

(ii) Le sens du 2-morphisme d'échange est f. 
2. Fi et F2 ont des variances différentes (le cas contradirectionnel) : 

(a) Fi est covariant et F2 est coiitravariant : 
(i) Le sens du 2-morphisme d'échange est \ . 

(ii) Le sens du 2-morphisme d'échange est \ . 
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(b) Fi est contravariant et F2 est covariant : 
(i) Le sens du 2-morphisme d'échange est \ . 

(ii) Le sens du 2-morphisme d'échange est \ . 

Ainsi dans la suite on dira par exemple : Un échange codirectionnel contravariant du 
type / . 

Remarque 1.2.3. — La dualité permet d'échanger d'une façon transitive les différents 
types d'échanges entre 2-foncteurs : en remplaçant si nécessaire Ci par C°p et C2 
par on peut rendre notre foncteur codirectionnel et covariant. En remplaçant si 
nécessaire par fD2~op on peut supposer que F est de type y'. 

Remarque 1.2.4. — Soit F : C > 5) un 2-foncteur covariant. On obtient une struc­
ture d'échange de type y sur le couple (F, F) par rapport à la classe des carrés com-
mutatifs en prenant pour tout carré commutatif : 

Y' 9 X' 

r f 

Y X 9 

le 2-isomorphisme : cp(f',g) o cp(g', f)^1 où les cf(., •) désignent les 2-isomorphismes 
de connexion du 2-foncteur F. Le fait que ces 2-morphismes définissent bien un échange 
est conséquence de l'axiome de cocycle. On qualifiera cet échange codirectionnel de 
trivial. En utilisant la proposition 1.2.5 on pourra construire à partir de cet échange 
trivial des échanges moins triviaux. 

On va décrire maintenant une construction fondamentale qui permet de construire 
des structures d'échange à partir d'autres structures d'échange. 

Proposition 1.2.5. — Soient Fi et F2 deux 2-foncteurs covariants comme dans la dé­
finition 1.2.1. On suppose donné un échange {e{C))ce£ du type y sur (Fi,F2). On 
suppose que Fi admet un adjoint global à gauche. On en choisit un : 

G1 : Ci >£> 

(avec les 2-m.orphismes rjf et ôf pour une flèche f dans G\). Le couple (G1, F2) peut 
être muni d'un échange contradirectionnel du type \ . Le 2-morphisme d'échange : 

Gl(g)f2(f) > F 2 ( / ' ) W ) 

associé à un carré mixte dans S : 

g' 

f f 

g 
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est défini par la composée du diagramme planaire : 

G'(</) W) 

e' 
Fi(s': e Fifo] 

F2(/) 

5g 

f' 

/e 2-morphisme e étant le 2-morphisme d'échange de la structure d'échange sur 
(Fi,F2) associé au même carré mixte. On peut caractériser les 2-morphismes 
d'échange de la nouvelle structure ainsi obtenue par la condition suivante. Le 2-
morphisme d'échange : G1 (g) o F2(/) > ^2{f) ° G1 (g) est l'unique 2-morphisme 
u rendant commutatif l'un des deux losanges suivants : 

F2(/,)G1(3')Fi(«?') 
u à 

G1(g)F2(/)F1(g') F2(/') 

e ô 
F2(/,)G1(3')Fi(«?') 

ou 

F1(P)G1(P)F2(/) 
^7 n n 

F 2 ( / : F1(ff)F2(/')G1(s') 

n n 
F2( / )F1Q/)GV) 

Démonstration. — On utilisera les propositions 1.1.11 et 1.1.12 de la section précé­
dente. Pour montrer que les 2-morphismes définis dans l'énoncé munissent (G1,F2) 
d'une structure d'échange il faut vérifier la compatibilité avec les compositions des 
carrés mixtes dans S. 

Compatibilité avec la composition verticale des carrés mixtes. — Soit le diagramme : 

g" 

f 
g' 

f 

e' 
g 

e 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007 



30 CHAPITRE 1. OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 

formé de deux carrés mixtes superposés verticalement. Il faut prouver que les compo­
sées des deux diagrammes planaires coïncident : 

G1 (g") 

F2(/) 
e 

G1 (g') 

F2(/) 

F2(e') e 
F2(/) 

G1 (S) 

F2(e ' ) °F2(/ ' ) 

G1 (g") 

F2(e'o/') 

Cp2 P. 

F2(eo/) 

- 1 
CF2 

F2(e')°F2(/') 

G1 (a) 

Les carrés précédents sont obtenus à l'aide des adjonctions [G1 (g',),\z\(gf')) et 
(G1 (g), Fi(g)) des carrés : 

Fi(ff") 

F2(/ e 

Fi(o' 

F2(/) 

F2(e') F2(/) F2(e) 

Fi (g) 

F2(e')°F2(/') 

F2(/) 

CF2 

F2(e'o/') 

F2(co/) 
F2(/) 

F2(e')°F2(/') 

Fi(5) 

Mais la composée de ces deux diagrammes planaires est la même. D'où le résultat. 

Compatibilité avec la composition horizontale des carrés mixtes. — Soit le dia­
gramme : 

9' h 

F2(/) 
9 h 

f 
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formé de deux carrés mixtes. Il faut prouver que la composée des deux diagrammes 
planaires : 

F2(/ G1 (h') 

F2(r ; f' en' 
F2(/ 

F2(/ G1 (h) 

G1 (<?'), F2(/ 

F2(/ 

G\tiog'] 

G1 (ho g) 

F2(/) 

&(9Ï 

- 1 

GHh) 

donne le même 2-morphisme. On fait exactement pareil que dans le cas précédent en 
utilisant en plus le fait que les 2-isomorphismes de connexions cçi sont obtenus de Cf1 
par adjonction. • 

Remarque 1.2.6. — En utilisant la remarque 1.2.2 on peut déduire plein de variantes 
de la proposition précédente. Par exemple si Ton suppose que l'échange sur (Fi,F2) 
est codirectionnel covariant de type / et que Fi admet un adjoint global à droite 
G1, alors on peut munir (G1.F2) d'un échange contradirectionnel de type \ . Ceci 
s'obtient en utilisant la 2-dualité. 

On termine cette sous-section par quelques règles qui permettent de déterminer 
rapidement le type de la structure d'échange qu'on obtient par la construction précé­
dente. 

Règle 1. — Supposons donnée une structure d'échange sur (Fi,F2). Il existe un 
seul type d'adjoint global (Le. à droite ou à gauche) à Fi (resp. F2) qui permet 
la construction d'un échange sur (G1,F2) (resp. (Fi.G2)) comme dans 1.2.5 (G1 est 
l'adjoint de Fi et G2 celui de F2). La nature de l'adjonction entre Fi et G1 (resp. F2 et 
G2) est déterminée par la variance de Fi (resp. F2) et le type d'échange sur (Fi, F2). 
On dira « bon adjoint global » pour un adjoint qui permet la construction 1.2.5. 

Règle 2 (valable pour le cas codirectionnel). — Supposons donné un échange 
sur (Fi, F2) avec Fi et F2 de même variance : 

- Soit G1 un bon adjoint global à F]. Pour obtenir le sens des 2-morphismes 
d'échange sur (G1. F2) à partir de celui des 2-morphismes d'échange sur (Fi. F2) 
il suffit de tourner d'un angle droit suivant le sens des aiguilles d'une montre. 

- Soit G2 un bon adjoint global à F2. Pour obtenir le sens des 2-morphismes 
d'échange sur (Fi, Gi) à partir de celui des 2-morphismes d'échange sur (Fi, F2) 
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il suffit de tourner d'un angle droit suivant le sens contraire à celui des aiguilles 
d'une montre. 

Règle 3 (valable pour le cas contradirectionnel). — Supposons donné un 
échange sur (Fi, F2) avec Fi et F2 de variances opposées : 

- Soit G1 un bon adjoint global à Fi. Pour obtenir le sens des 2-morphismes 
d'échange sur (G1, F2) à partir de celui des 2-morphismes d'échange sur (Fi, F2) 
il suffit de tourner d'un angle droit suivant le sens contraire à celui des aiguilles 
d'une montre. 

- Soit G2 un bon adjoint global à F2. Pour obtenir le sens des 2-morphismes 
d'échange sur (Fi, Gi) à partir de celui des 2-morphismes d'échange sur (Fi, F2) 
il suffit de tourner d'un angle droit suivant le sens des aiguilles d'une montre. 

1.2.2. Recollement des structures d'échange. — Dans cette sous-section on 
va établir deux résultats qui permettront de recoller des structures d'échange. Pour 
établir ces résultats il faudra se restreindre à l'un des quatre cas suivants : 

î. Ci = e2 = e, 
2. d = e et e2 - eop, 
3. Ci = eop et e2 = e, 
4. d = e2 = eop, 

avec 6 une catégorie stable par produits fibres et S la classe des carrés commutatifs 
et cartésiens dans 6. On suppose donnée deux sous-catégories C1 et C2 de C contenant 
tous les isomorphismes et stables par changement de base. On suppose également que 
Ci et C2 engendrent la catégorie C. On notera &t la catégorie CJ vue comme une 
sous-catégorie de d ( avec h j — 1> 2). On suppose donnés une 2-catégorie D et un 
2-foncteur covariant : 

F, : C, > D 

pour chaque j G {1,2}. On notera JF̂  la restriction du 2-foncteur F̂  à 

Proposition 1.2.7. — En plus de hypothèses précédentes on suppose satisfaite la condi­
tion^ que toute flèche f de C se factorise : 

f = P°$ 

avec p dans C2 et s dans Ci. On suppose donné un échange codirectionnel de type y 
sur chacun des couples : 

- (1F1,F2), 
- (2F,,R), 

t1) Cette condition est plus forte que la simple génération de C par les Ĉ . 
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tels que pour tout cube : 

h' 

a 
h 

a 

kJ 

g' 
g' 

a 
f 

k 
a 

9 

ayant 
~ les deux faces parallèles au plan de la feuille : des carrés commutatif s de Ci avec 

g et h dans G\ et f et k dans 
- les quatre faces perpendiculaires au plan de la feuille : des carrés mixtes qui sont 

cartésiens dans C et avec a dans C2; 
le cube dans £> : 

Fii/i') 

Fi(fc') 

xF2(a) 

Fi(/i) 

<2(a) 

F2(a) 

Fi(/i) 

F i « 

Fi(f) 

\ Fo(a) 
Fi(/) 

Fi(5) 

formé en prenant pour 2-morphismes : 
- sur les faces parallèles au plan de la feuille : les 2-isomorphismes d'échange 

relatifs à l'échange trivial sur le couple (Fi. Fi), 
- sur les faces perpendiculaires au plan de la feuille et horizontales : les 2-

morphismes d'échange relatifs à l'échange sur (1Fi,F2)7 
- sur les faces perpendiculaires au plan de la feuille et verticales : les 2-morphismes 

d'échange relatifs à l'échange sur (2Fi, F2)7 
est commutatif II existe alors un unique échange sur (Fi,F2) prolongeant les deux 
échanges donnés. 
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Démonstration. — Soit (C) un carré mixte dans $ (i.e. cartésien une fois regardé 
dans C) : 

g' 

a' f 

9 

Fixons une factorisation de g : 

9 

g g- an 

avec ai dans Q{ ou dans C2. On peut toujours en trouver puisque C1 et C2 engendrent 
C. On fixe une suite jk G {1,2} tel que a& soit dans 6{fc. Notons bien que cette 
suite n'est pas forcément unique. Les conditions sur et $ impliquent qu'une telle 
factorisation induit une factorisation fonctorielle du carré (C) : 

g 

f — fn 

^ri n—ï 

a7l 

fn-l 
- an-i 

fi 

h' 

fo = f 

ai 

9 

et que a'k est dans C{A. On définit pour une factorisation fixée de g et un choix des jk 
un 2-morphisme e = e( f) : 

Fi(ff') 

F2(/') n'e 
F2(f) 

Fi(5) 
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En prenant la composée du diagramme planaire : 

Fi(s') 

F2(/„) 

' f i fo ' i F,(a ' . , ) 

F2(/„) «i ¿5,.-. F2(/„-2) 

Fi(fln) Fi(an_i) 

Fi(a',) 

' 1 F2(/o) 

Fi(«i)/ 

Il (CF.)-

Fi(</) 

On prouvera d'abord que le 2-morphisme e(f) est indépendant du choix de la fac­
torisation de g ainsi que du choix des jk- On commence pour cela par décrire deux 
manipulations élémentaires qu'on peut appliquer sur la factorisation de g sans changer 
la valeur du 2-morphisme e(f). 

Manipulation 1. — Supposons que pour un i on a : jt = • Alors on peut remplacer 
dans la factorisation de g les deux flèches ai et al-\ par leur composée : a^-i oa?, qu'on 
regardera alors comme une flèche de G\l = C^1"1. 

Pour prouver ceci on remarque d'abord que par la relation de cocycle les 2-
isomorphismes de connexions qui se trouvent dans la définitions de e(f) se factorisent 
par les 2-isomorphismes de connexions : 

F i K . X ) • F j K . J F ^ ) et Fi{ai-i)F{at) ^ ( a ^ i ö j ) 

On voit donc qu'il suffit de prouver que les composées des deux diagrammes planaires 

Fi(a'_,a') 

F i « ) F , ( a ' h 

F2(/,:) n' F2(/„) F2(/i-2) 

Fifa.) Fi(aj_i)> 
F2(/„) 

Fi(a;_ia,) 

F i K - i O 

F2(//) F2(/„) F2(/,:-2) 

Fi(o,;_iaj) 

sont égales. Mais ceci est clair par la compatibilité des 2-morphismes définissant 
l'échange sur (Ji Fi, i<2) avec la composition horizontale des carrés. 
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Manipulation 2. — Supposons qu'on est dans le cas Ci = C (on peut toujours se 
ramener à ce cas par 1-dualité. Désormais on supposera dans la suite Ci = C) et 
que ji = 2 et — 1- On sait par hypothèse que la flèche ai o a^-i admet une 
factorisation par une flèche de C} suivie par une flèche de C2. On obtient donc un 
carré commutatif : 

bi 

a% bi-i 

di-i 

avec bi et a^-i dans C} et ai et bi-\ dans C2. L'opération qui consiste à remplacer ai 
et CLi-i par bi et bi-\ et de permuter les valeurs de ji et ji-\ ne change pas la valeur 
de e( / ) . 

Pour montrer cela on commence par prendre les pull-back suivant /¿-2 pour former 
un cube : 

fi-i 

fi-i 
fi-i 

fi-i 

AI 

ai-i 
fi-i 

k-i 

fi-i 
fi-i ^fi-2 

a-i-i 
On en déduit alors un cube commutatif dans £) : 

(10) 

Fi(aJ) 

Fi(aJ) 

Fifo) 

M-i) 

Fi(aJ) 

F iK- i ) 

Fi(aJ) 

Fi(6*_i) 

F2(/!-iT 
Fi(ai] f2(/i-2) 

Fi(a,-i) 

Comme dans le paragraphe précédent, la relation de cocycle appliquée aux 2-
isomorphismes de connexions qui se trouvent dans la définition de e(f) montre que 
ces derniers se factorisent par les 2-isomorphismes de connexions : 

F1(6i-_1)F1(6<) > Fi(a-_1)F(a-) et Fi(a,_i)F(ai) > Fi(ò2_i)Fi(ò?) 
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On voit donc qu'il suffit de prouver que les composées des deux diagrammes planaires 
suivants : 

Fife) \Fi(&.-i) 
CF1 

Fi(a') Fi(aj) 

F2(/i Fi(aj) Fi(aj) F2(/i-2) 

Fi(aj) Fi(a,;_i ); 
Fi(aj) 

Fi(6i) *i(rç-i) 

Fi(6j) , . Ft(&;_!), 

F2(/!) Fi(aj) Fi(aj) F2(/i-2) 

Fife) TTfeTT) 

sont les mêmes. (Bien noter qu'on a permuté les places de ji et ji-\ dans les deux rec­
tangles et que /2_i ne désigne pas la même flèche dans les deux diagrammes planaire.) 
Le fait que les composées sont les mêmes découle directement de la commutativité du 
cube (10). 

Preuve de l'indépendance. — En utilisant le nombre de fois nécessaire les deux ma­
nipulations précédentes on se ramène au cas où n = 2. Plus précisément il suffira de 
prouver le cas particulier suivant : 

Étant données deux factorisations g = p\ o s\ — P2 o S2, les composées des 
deux diagrammes planaires : 

Fi(s') 

CF1 

Fi(*i) FiW) 

F2(/'); Fi(aj) Fi(aj) F2(/) 

Fi(*i) F,fp,) 
Fi(aj) 

Fi(aj) 

Fifo') 

Fi(4) 
CF1 \ 
Fi(p'2) 

F2(/') Fi(aj) Fi(aj) F2(/) 

Fi(s2) F,f»oi 
(cfJ-1 

Fifo) 

sen/: /es mêmes. 

Pour prouver cela on se ramène facilement (en utilisant la stabilité de C2 par 
changement de base ainsi que l'existence de factorisation à deux facteurs le premier 
étant dans Ci et le suivant dans C2) au cas où il existe une flèche u dans C2 rendant 
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le diagramme commutatif dans G : 

S2 Pl 
u 

si Pl 

En utilisant le cube obtenu à partir de : 

S2 

S-i 
U 

par pull-back suivant / ainsi que le cube commutatif dans S) (comme dans l'énoncé) 
il est facile de terminer la preuve de l'indépendance. On laisse les détails en exercice. 

Fin de la preuve. — Il nous reste à vérifier la compatibilité avec les compositions 
des carrés. Pour la composition horizontale c'est très facile en utilisant le résultat 
d'indépendance qu'on vient de prouver. Pour la composition verticale c'est également 
facile. Le lecteur pourra consulter la preuve de la proposition suivante pour plus de 
détails. • 

Dans le même esprit on a la proposition suivante qui ne sera (malheureusement) 
pas utilisée dans la suite. On a quand même choisi de l'inclure ici. 

Proposition 1.2.8. — On suppose données quatre structures d'échange codirectionnels 
de type / : 

- un échange sur le couple (Fi,1F2). On notera e\ les 2-morphismes d'échange 
pour cette structure, 

- un échange sur le couple (Fi,2F2). On notera e2 les 2-morphismes d'échange 
pour cette structure, 

- un échange sur le couple (1Fi,F2). On notera e\ les 2-morphismes d'échange 
pour cette structure, 
un échange sur le couple (2Fi,F2). On notera e\ les 2-morphismes d'échange 
pour cette structure, 

tel que pour i et j dans {1, 2} les deux échanges sur (zFi,JF2) obtenus par restriction 
de l'échange sur : 

- (Fi,JF2), 
- CFi,F2), 

coïncident. Sous ces hypothèses il existe un unique échange sur le couple (Fi, F2) qui 
redonne les quatre structures d'échange ci-dessus par restriction aux catégories G1 
et G2. 
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Démonstration. — Supposons donné un carré mixte (C) : 

g' 

f' f 

g 

qui soit dans S. Fixons une factorisation de g : 

g 

Un an-i aï 

avec ai dans C} ou dans C2. On peut toujours en trouver puisque C1 et C2 engendrent 
C. On fixe une suite jk £ {1,2} tel que ak soit dans Cjfc. Notons bien que cette 
suite n'est pas forcément unique. Les conditions sur Gi et S impliquent qu'une telle 
factorisation induit une factorisation fonctorielle du carré (C) : 

fn-i 

f = fn 

K a'n-\ 

an 

fn-i 

fn-i 

'f' 

f'1 

ai 
fo = f 

g 

et que a'k est dans G{k. On définit pour une factorisation fixée de g et un choix des jk 
un 2-morphisme e = e(f) : 

Fifo') 

fn-i e F2(/) 

Fifo) 
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En prenant la composée du diagramme planaire 

Fifo') 

cFl 

'F i (a ' ) F iK_i ) 

F2(/«) f' F2(/ft) F2(/„-2) 

Fi(a„) Fi(a„_i) 

Fi(a',) 

f' F2(/o) 

Fi(a/ 

(cfx)"1 

On va prouver que le 2-morphisme e(f) est indépendant du choix de la factorisation 
de g ainsi que du choix des jk-
Étape 1. Compatibilité de e avec la composition verticale des carrés. — Supposons 
donné un diagramme : 

g" 

h' 
g' 

h 

f 

g 

f 

tel que les carrés soient dans S. On forme la composée : 

g" 

f'oh' foh 

g 

La factorisation de g induit par pull-back une factorisation de g'. On peut alors définir 
trois 2-morphismes : 

Fifo'; 

F2(/') e F2(/) 

Fifo) 

Fifo") 

F2(A') e F2(ft) 

Fifo') 

Fifo") 

F2(/ft) 
e F2(/ft) 

Fifo) 
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Le premier et le troisième étant le 2-morphisme associé à la factorisation de g et le 
choix des jk de tout à l'heure. Le second 2-morphisme est celui associé à la factorisation 
de g' déduite par pull-back et au même choix des jk- Nous affirmons que le solide 
suivant : 

Fifo") 

F2fo') 
FM'h') 

F2(/i) 

Fifo') 
F2(/A) 

F2(/')\ F2(/t 

Fifo) 
est commutatif. Pour voir cela on remarque que la factorisation de g induit des fac­
torisations des carrés cartésiens précédents : 

g" 

f' an-l 

h' = hn 
f' 

hn-i 

an-l 

f' = fn fn-1 

f' an-l 

hi 
a'i 

ho = f 
a1 

h 

ai 

/0 = / 

g 

et 
g" 

f' an-l 

f o h' = fn o hn 

an Q>n-i 

fn-2 0 hn-2 fl 0 hi 

f' 

fo°h0 = f oh 

ai 

9 
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On voit alors facilement en simplifiant les 2-isomorphismes de connexion du 2-foncteur 
Fi qu'il suffit de prouver que les composées des deux diagrammes planaires ci-dessous 
sont les mêmes : 

F2(/'/i' 
F i « ) F i K - i ) 

F 2 « Fi«-i) 

F i « ) 

Fi«-i) 

F i « - i ) 

F2«-2) 

(cf2)-' 

F2(/„) Fi«-i) Fi«-i) 

F i « ) Fi(an_i) 

F i « ) 

Fi«-i) 

F i « ) 

F2(M 

Cp2 

Fi«-i) F2(/o) 

F i « . 
F2(/ft) 

et 

F i « ) F i « - , ) 

F2 (/«/in) e?» Fi«-i) F2 (/n-2^n-2) 

Fi(an) Fi(an_i) 

F i « ) . 

et 
F2(Mo) 

Fi(ai) 

Mais ceci découle trivialement de la compatibilité des 2-morphismes d'échange e\ et 
e\ avec la composition verticale des carrés de S. On voit donc que pour prouver que 
les 2-morphismes e(f o h) sont indépendants du choix de la factorisation de g et des 
jk il suffira de prouver ceci pour e(f) et pour e(h). En utilisant alors le fait que tout 
morphisme de 62 est une composée de morphismes dans C2 ou G\ on voit qu'il suffit 
de traiter les deux cas particuliers suivants : 

- e(/) est indépendant des choix si / est dans C<|>, 
- e(f) est indépendant des choix si / est dans G\. 

Par symétrie il suffit de traiter juste le premier cas. 

Etape 2. Preuve de Vindépendance dans le cas où f est dans Ç,\. — En effet il suffira 
de prouver que e(f) est égal à : 

F i « 

F2(/') e2 F2(/) 

Fi (S 
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z.e., le 2-morphisme d'échange relatif à la structure d'échange sur (Fi, 1F2). Pour voir 
cela on utilise l'hypothèse que le 2-morphisme d'échange e\ associé au carré mixte : 

gi' 

fk fk-l 

Clk 

coïncide avec le 2-morphisme d'échange e32k associé au même carré mixte. Il vient que 
e(f) est aussi égal à la composée du diagramme planaire : 

ïiial 

g' 

FiK-i F i K - i 

F2(/„) e2 
g' F2(/„-2) 

Fi(an) Fi(an_ij 

Fi (a'A\ 

Pi 
e2 

Foffr 

Fi(ai) ; 

FiK-i 

F^(a) 

En utilisant la compatibilité du 2-morphisme d'échange avec la composition horizon­
tale on obtient ce qu'on veut. 

Etape S. Fin de la démonstration. — On a construit pour tout carré de S un 2-
morphisme. Il reste à voir que ces 2-morphismes définissent une structure d'échange 
sur le couple (Fi, F2). (Le fait que les restrictions redonnent les structures d'échange 
de départ est évident.) La compatibilité avec les compositions verticales des carrés 
découle de la première étape. Il nous reste donc à établir la compatibilité avec les 
compositions horizontales. On se donne un diagramme : 

h' 9' 

f" 
h 

f 
g 

f 

En prenant une factorisation de g et h en des morphismes de et de G\ on en déduit 
une factorisation de g o h. En revenant à la définition et en utilisant l'indépendance 
par rapport au choix de la factorisation on prouve facilement ce que l'on veut. Les 
détails sont laissés en exercice. • 
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1.2.3. Autoéquivalences compatibles avec un échange 

Définition 1.2.9. — Soient deux 2-foncteurs : 

F1 : d >T> et F2 : d > £> 

On suppose donnés : 
- un échange sur (Fi, F2)7 
- une autoéquivalence {(Ex)xeOb(e1), (a^geFiechesie^) de F1? 
- une autoéquivalence ((Ex)xeOb(e2)i (a})f GFleches(Q-\) ) ae r2. 

(Remarquons que pour X G Ob(d) = Ob(C2) les équivalences associées à F\(X) = 
F2(X) sont les mêmes.) On dira que les deux auto équivalences ci-dessus sont compa­
tibles avec réchange si pour tout carré mixte dans S : 

g' 

r f 

g 

le cube suivant : 

(H) 

Fifo': 

E 

Fifo') 

E, 

W) F2(/) 

F2(/ 

F2(/') 
f2(/; 

E 'E 

Fifo) 

est commutatif. 

On a le lemme facile suivant : 

Lemme 1.2.10. — En plus des hypothèses de la définition précédente, supposons don­
née une deuxième auto équivalence de F\ et F2 compatible avec l'échange. Alors V au­
toéquivalence composée E' o E est aussi compatible avec l'échange. 

Proposition 1.2.11. — Supposons donnés deux 2-foncteurs covariants : 

Fi : d d et Fo : d > T> 

et une structure d'échange sur (Fi, F2) de type / . On suppose également donnée une 
auto équivalence sur chacun des deux 2-foncteurs F\ et F2 compatibles avec l'échange. 
On notera (E?,al) et E?, af) ces deux auto équivalences. Supposons maintenant que le 
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2-foncteur Fi admet un adjoint global à gauche G1. On notera (E?,/3l) Vautoéquiva­
lence de G1 déduite par le procédé 1.1.26. Alors, le couple d'auto équivalences (E?,(3l) 
et (E-?,al) est compatible avec la structure d'échange sur (G1, F2) définie dans 1.2.5. 

Démonstration. — Supposons donné un carré mixte dans <§ : 

g' 

f f 

g 

Pour se convaincre de la validité de l'énoncé on considère le diagramme solide repré­
senté ci-dessous par ces faces visibles : 

G1 (.<?') W) 

E 

g1 (g') 

E, 

F2(/') 

E 

'h 
Fifo') Fifo) 

g' 

E 

F2(/) G'fo) 
Le cube du milieu est commutatif puisque les autoéquivalences E sont compatibles 
avec l'échange sur (Fi,F2). Les deux parties solides restantes du diagramme sont 
également commutatifs. C'est en fait les diagrammes solides exprimant la compati­
bilité de l'unité et la counité avec les endoéquivalences. Ceci prouve donc que notre 
diagramme solide est commutatif. En l'écrivant autrement on obtient le cube de la 
définition 11. • 

1.2.4. Foncteurs croisés. — On garde les hypothèses de la section précédente : 
Ci et C2 deux catégories tel que Ob(Ci) =0b (62) , 

- 2) une 2-catégorie. 
- S une classe de carrés mixtes stable par composition horizontale et verticale. 

On suppose donné en plus : 
- deux 2-foncteurs covariants F2 : C? > D , 

- G1 un adjoint global à gauche de Fi, 
- G2 un adjoint global à droite de F2, 

un échange sur (Fi, F2) de type S, 
un échange sur (G1, G2) de type / . 

On notera eii2 (resp. e1'2) les 2-morphismes d'échange relatifs à la structure d'échange 
sur (Fi,F2) (resp. G1,G2)). 
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À partir de ces données on peut construire 4 structures d'échange. 

1. Deux structures d'échange sur (G1, F2) : 
(a) une structure d'échange de type \ obtenue à partir de l'échange sur 

(Fi,F2) et l'adjonction entre Fi et G1. On notera a\ les morphismes 
d'échange relatifs à cet échange. 

(b) une structure d'échange de type \ obtenue à partir de l'échange sur 
(G1, G2) et l'adjonction entre G2 et F2. On notera b\ les morphismes 
d'échange relatifs à cet échange. 

2. Deux structures d'échange sur (Fi, G2) : 
(a) une structure d'échange de type \ obtenue à partir de l'échange sur 

(G1, G2) et l'adjonction entre G1 et Fi. On notera a\ les morphismes 
d'échange relatifs à cet échange. 

(b) une structure d'échange de type \ obtenue à partir de l'échange sur 
(Fi,F2) et l'adjonction entre F2 et G2. On notera b\ les morphismes 
d'échange relatifs à cet échange. 

Définition 1.2.12. — Un foncteur croisé noté : 

(G1,F1,F2,G2) : (ei,e2) >2) 

est la donnée de : 

1. deux 2-foncteurs covariants F2 : d > 2) , 
2. un adjoint global à gauche G1 de Fi, 
3. un adjoint global à droite G2 de F2, 
4. un échange sur (Fi, F2) de type S, 
5. un échange sur (G1, G2) de type y'. 

tel que pour tout carré mixte de S : 

g' 

g' f 

g 

les deux 2-morphismes 
F2(/') 

F2 ( / ' ) 
a1 

F2( / ) 

F2(/') 

g' 

G1 (.<?') 

F 2 ( / ' ; 
6< 

F2( / ) 

G1^) 
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sont des isomorphismes inverses l'un de l'autre. D'une façon équivalente (en remar­
quant que a(a\) = 6? et a(b\) — ai), les deux 2-morphismes : 

Fifo') 

G2(/') 
a? 

G2(/) 

Fifo 

pi 

Fifo') 

g2(/'; 
g' 

G2(/) 

Fi(p 

son/; des isomorphismes inverses l'un de Vautre. 

Remarque 1.2.13. — La définition des foncteurs croisés adoptée est légèrement plus 
générale que celle de Voevodsky (voir [DelOl]). En effet, un foncteur croisé selon 
Voevodsky est un foncteur croisé (G1, Fi, F2, G2) comme dans 1.2.12 avec en plus 
Ci = 62- L'intérêt de la définition 1.2.12 est de pouvoir parler des foncteurs croi­
sés (partiaux) (H*, H*, LissH#, LissH*), (H*, H*, ImmH», ImmH!) et (H*, H*, LissH,, LissH!). 
Voir pour cela les sous-sections 1.4.5 et 1.4.6 et la proposition 1.5.19. 

On parlera d'isoéchange lorsque les 2-morphismes d'échange sont des 2-isomorphismes. 
On a alors la notion naturelle d'isoéchange inverse. La proposition suivante est très 
simple. Elle donne la méthode pratique de construction de foncteurs croisés. 

Proposition 1.2.14. — Soient G1 : Ci > T> un 2-foncteur contravariant et F2 : 

C2 > un 2-foncteur covariant. On suppose donné un échange sur (G1,F2) de 
type \ qui soit un isoéchange. On suppose également que G1 et F2 admettent chacun 
un adjoint global à droite qu'on notera Fi et G2 respectivement. Il existe alors : 

- un échange sur (Fi, F2) obtenu à partir de l'isoéchange (de type \ ) sur (G1, F2) 
et l'adjonction entre Fi et G1. 
un échange sur (G1, G2) obtenu à partir de l'isoéchange inverse (de type \ J sur 
(G1, F2) et l'adjonction entre G2 et F2. 

La donnée de (G1, Fi, F2, G2) ainsi que les adjonctions et les échanges ci-dessus définit 
un foncteur croisé. De plus, l'isoéchange sur (Fi, G2) est obtenu par adjonction de celui 
de (G\F2). 

1.3. Préliminaires 2-catégoriques III : Un critère de prolongement pour 
les 2-foncteurs 

Cette section est consacrée à la preuve du théorème suivant : 

Théorème 1.3.1 

Données A. — Soit C une catégorie admettant des produits fibres. Soient Ci et C2 deux 
sous-catégories (non nécessairement pleines) de C vérifiant les conditions suivantes. 
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1. Les isomorphismes sont dans G\ et C2. Les flèches de Ci (resp. de C2y) sont 
stables par pull-back suivant toute flèche de C. 

2. Toute flèche f de C se factorise : f = /2 o fx avec fi dans Gi pour i = 1, 2. 
3. Pour toute flèche B > A de G la diagonale B > B xa B est dans G\. 

Données B. — Supposons données une 2-catégorie 2) et deux 2-foncteurs covariants : 

H, : C, • D 

tels que pour tout X G Ob(C)7 Hi(X) = H2(X) = H(X). On suppose également donné 
un isoéchange codirectionnel de type / sur le couple (Hi, H2) pour la classe des carrés 
commutatifs ayant les flèches verticales dans C2 et les flèches horizontales dans G\. 
Plus explicitement que pour tout carré commutatif (C) : 

i' 

f 
i 

f 

avec i, i' dans Ci et f, f dans Ç.2- on a un 2-isomorphisme : 

a(C) : H2(/) o Hi(i') Hi(t) o H2(/') h2(/': 

Hi(i') 

H2(/) 

HiW 

compatible aux 2-isomorphismes de connexions Ci des 2-foncteurs H2 de la manière 
habituelle (voir la définition 1.2.1). On supposera de plus que pour i — id et i' — id 
(resp. f — id et f = ià) le 2-morphisme a(C) est l'identité. 

Conclusion. — // existe alors un 2-foncteur : 

H : C >T> 

tel que H(X) = Hi(Jf) = H2(X) pour tout X G Ob(C); ainsi que des isomorphismes 
de 2-foncteurs : 

u2: Ho C, -> C > H2 

pour z = 1, 2 qui soient Videntité sur les objets et tel que l'échange sur (Hi, H2) soit 
la restriction de l'échange trivial sur (H, H) par les isomorphismes u\ et ix2. De plus 
le triplet (H,^i,ti2) est unique à un isomorphisme unique près. 

Démonstration de l'unicité. — On donne d'abord la preuve de l'unicité. Soit H' : 
G > V un autre 2-foncteur prolongeant les H2 et u[ un isomorphisme de 2-

foncteurs entre la restriction de H à Gt et H .̂ On supposera également que u\ est 
l'identité sur les objets. On a ainsi pour tout X G Ob(C) : H'(X) = H(X). Si / est 
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une flèche de C on choisit une factorisation / = /2 0 fi avec fi des flèches de C .̂ On 
définit ensuite un 2-isomorphisme : H'(/) > H(/) en prenant la composition : 

H'(/) •H'( /2)oH'( /1)- H2(/2)oH1(/1) H(/2)°H(/1) H(/) 

Ce 2-isomorphisme ne dépendent que de / et pas du choix de la factorisation. De 
plus la famille de ces 2-isomorphismes (un pour chaque / ) est compatible aux 2-
isomorphismes de connexions. Elle fournit donc un isomorphisme entre H' et H. C'est 
en plus le seul isomorphisme commutant avec les ui et u[. On laisse les détails aux 
lecteurs. • 

Le reste de la section sera consacré à la construction d'un 2-foncteur H. On sait 
déjà que H(X) = Hi(X) = H2(X) pour tout X G Ob(C). Le problème est donc 
de construire les 1-morphismes H(/) pour / G Fl (C) ainsi que les 2-isomorphismes 
de connexion et de vérifier la compatibilité. On commence par introduire quelques 
catégories : 

/1 /2 fk 1.3.1. Les catégories A&. — Soit • > • > • • • • • > • une suite de k 
morphismes composables de C. On introduit la catégorie : A/c(/ i , . . . , fk) définie de 
la manière suivante. 

- Les objets de Afc(/i , . . . , fk) sont les diagrammes commutatifs qui ont la forme 
suivante : 

/1 /2 /3 fk 

tels que toutes les flèches / sont dans Ci et toutes les flèches \ sont dans 62-
Une flèche de Afc(/i , . . . , fk) entre deux tels diagrammes est la donnée de f̂c(fc + 
1) flèches dans C2 reliant les objets qui ne sont pas sur la base et se trouvant au 
même niveau et tel que le diagramme résultant (en identifiant les bases des deux 
triangles entre eux) commute. 
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Pour clarifier cette définition nous traitons avec plus de détails le cas k — 2. Un 
objet de A2(/i , /2) est un diagramme commutatif de la forme : 

(12) 

T 
ci c2 

Y 
a a2 

Z 
ai 

X0 
g' 

Xi h 

b2 

>x2 

avec ai, «22 et c\ des flèches dans Ci et b\, 62 et C2 des flèches dans C2. 
Prenons un autre objet de /\2(fi, fz) • 

(13) 

T 
-A 

/ 
4 

Y' 
F2(/') 

z1 
a1 b'2 

X0 
/1 

x1 
/2 

>x2 

Une flèche dans A2(/i , /2) de ce dernier objet vers le premier est la donnée de 3 
flèches pt : T' > T , py : Y' > Y et pz : Z; Z rendant l'union des 
deux diagrammes commutative et tels que pr, Py et pz soient dans C2. 

La remarque suivante sera utile pour prouver la connexité des catégories 
A/c(fi, ...,fk) • 

Remarque 1.3.2. — Supposons donné un diagramme commutatif : 

/ X 

p 
h 

A B 

P' 

Y' 
9 

avec p, q, p' et q' dans C2 et / , g et h quelconques dans C. Soient / = /2 0 fi et 
9 = 92°gi des factorisations de / et g avec fi,gi G Gi. Il existe alors une factorisation 
h = /i2 0 h\ comme ci-dessus et des flèches l et Z; dans C2 tel que le diagramme 
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suivant soit commutatif : 

X f1 f1 
Y 

P 
h, 

l 
ho 

Q 

A B 

P' V q' 
X' 

9i 92 Y' 

En effet, soit Cq la limite inverse du diagramme : 

T h Y 

q 

B 
q' 

T Y 
92 

On obtient alors un diagramme commutatif : 

X fi T h Y 

P f q 
A a Ce b B 

v' f 

X' 9i V 
92 

Y 

Les morphismes lo, l'0 et b sont dans 62- Choisissons maintenant une factorisation 
de a : 

A C 

a 
m 

Co 
avec h\ dans Ci et m dans C2. Ceci donne le diagramme commutatif : 

X /1 T f? Y 

P 
h 

/ 

m b 
q 

A C Co B 

V 
h q' 

X' 
9i 

V 92 Y 

Il est clair qu'on prenant /12 = b o m on obtient le résultat recherché. 
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Lemme 1.3.3. — Les catégories A ^ ( / i , . . . , fk) sont connexes. 

Démonstration. — On fera la démonstration pour k = 2. Le cas général est stricte­
ment pareil. Il s'agit d'appliquer le nombre de fois nécessaire la remarque précédente 
qui assure l'existence de bonnes factorisations. Prenons les deux objets 12 et 13 de 
A2(/i,/2) considérés ci-dessus. Supposons construits un diagramme commutatif : 

A 

h1 fi 

u h1 

F2(/') 
h1 

• Xn 

et des flèches p : A > Y , q : B > Z , p' : A > Y' et q' : B > Z' 
rendant commutâtive la réunion des trois diagrammes. On a ainsi le diagramme com­
mutatif : 

Y T C2 Z 

p Q 

A v ou 
B 

v' q' 

Y' 
c'i 

T' 
¿2 

Z' 

D'après la remarque 1.3.2, on peut compléter ce diagramme pour obtenir un dia­
gramme commutatif : 

Y ci T C2 Z 

p l q 

A Wi C IV 2 B 

p' V q' 

Y' 
c'i 

V 
Cf2 

Y' 

avec W2, l et /' dans C2, w\ dans Ci et w\ o W2 = v o u. Ceci donne alors des flèches 
vers chacun des deux objets de départ qui partent de l'objet : 

C 
Wi w2 

A 
u V 

B 

X0 
fi 

Xi 
/2 

x2 

Ceci prouve la connexité de la catégorie A2(/i, /2). 
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On peut définir deux foncteurs évidents reliant les catégories : 

1. Afcl+fc2(/i,...,/fci+fc2) > A f c l ( / i , . . . , x Afc2(/fcl + i,...,/fcl+fc2) qui 
consiste à effacer une partie du triangle de base j \ ... fkx+k2 pour ne garder 
que les deux sous-triangles de base fu ..., fkl et /fc1+i,..., fkx+k2-

2. 0i : Afe(/1?...,/*, , . . . , fk) > Afc_i( / i , . . . , fi-i,fi o /¿+1, /¿+2, • • •, AO 
qui consiste à composer les flèches situées dans chacune des deux bandes de 
base les deux cotés du sous-triangle de base (fi, /¿+1). 

La proposition qui suit est triviale : 

Proposition 1.3.4. — On a des diagrammes commutatifs : 

Afc1+fc2+fc3 Akl+k2 x Afe3 

Afcl x Ak2+k:i Akl x Ak2 x A/,., 

et powr j < i < k : 

Ak <t>i F2(/') 

0, 0, 

A,_! (Pi-i F2(/') 

1.3.2. Foncteur associé à un chemin. — On appellera /c-chemin une façon de 
parcourir un diagramme quelconque dans Ob(Afc) en respectant le sens des flèches. 
En d'autres termes, un chemin c'est le choix d'une suite (ei , . . ., 62/e) tels que : 

- ег — — 1 ou = +1 , 

A une telle suite correspond le chemin qui consiste à prendre (lorsque on est sur le 
z-ème •) la direction f si ez = +1 et \ si eL = — 1. Les deux dernières conditions sur 
les Ci assurent que : 

- on part de Xo — source(/i) pour arriver à Xk — but(/fc), 
- on ne descend jamais au-dessous de la base, i.e., on reste dans le triangle. 

Pour tout fc-chemin c = (e1)l on peut associer à un objet de Ak(fi,. •., fk) une 
suite de flèches composables de C : 

ai 61 a2 
X0 > • > • > • 

Q>k bk 
> • > xk 

qu'on appellera la section de l'objet suivant c. Elle est obtenue en oubliant toutes les 
flèches qui ne se trouvent pas sur le chemin. Les flèches at sont donc dans C(3+e2,--i)/2 
et les bj dans C(3+e2;)/2. De plus : fk°'-'°f\ = hk 0 0.2k 0 • • • 0 b\ o ax. 
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Cette association est fonctorielle au sens suivant. À une flèche de Afc(/i , . . . , fk) 
on peut associer un diagramme commutatif : 

X0-
a1 a1 a'2 

a1 P2 \Q2 

X0 ai bi a2 

ak a1 
xk 

\pk a1 

ak a1 
Xk 

obtenu en oubliant tout, sauf les flèches reliant les objets par lesquels on passe quand 
on suit notre chemin c. 

Reprenons à présent les données de l'énoncé du théorème 1.3.1. Fixons un chemin 
c — (ei)i. On va construire à partir de c un foncteur : 

Ïj(c) : Ak(f fk) Morv(H(X0),H(Xk)) 

Soit X un objet de Afc(/i , . . . , /fc), on notera V;(c)(X) le 1-morphisme de £> donné par 
la composée : 

Hcr2A:_2(^-i) o • • • o H Hcr2A:_2(^-i) o • • • o HCT2(6i) o Hai(ai) 

où (il = (3 + ez)/2 et : 

ai bi a2 
Xn > • > • > < 

a>k hk ^ 
• > • > xk 

est la section de X suivant le chemin c. 

Soit une flèche m : X' > X entre deux objets de A ^ ( / i , . . . , fk). A cette flèche 
on peut associer un diagramme commutatif : 

X0 
b'k b'k «2 , 

<?1 \i>2 Í/2 

X0 
«1 6, 0.2 

b'k b'k 
11 

pk 

at bk 
xk 

avec les flèches verticales dans 62- On définit un 2-isomorphisme V;(c)(m) : 
•0(c)(X') ——> ip(c)(X) en prenant la composée du diagramme planaire : 

H(X0) 
Ha, («Í H„,(&í' H,;i(4) 

hîay 
Ha, («1, hCT2(M hCT2(M 

H2(92) H2(pfc) 

H<r2l-i (a'k) H(X,) 
H(X,) 

hCT2(M hCT2,(M 
•H(A',) 
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Les 1-morphismes verticaux étant les V\2(p?) et H2(q?). Les 2-isomorpliismes qui fi­
gurent dans le diagramme planaire précédent sont les suivants : 

1. Le 2-isomorphisme : 

Ha2i ! (at) 

H2fe) H2fe) 

Ha2i ! (at) 

est : 

a 

g"h 

pt h' 

at 

lorsque (J2t-\ — 1? 

- c2(pt,at) o c2(a'f,qt) 1 lorsque <J2î-i = 2. 
2. Le 2-isomorphisme : 

Hite; 

Hite; Hi(pt+i) 

Hite; 

est 

a 

g 

Pt+1 

bt 

lorsque a2t = 1-, 

- C2ÍqtM) ° c2(#,Pt+i) lorsque CT2¿ = 2. 

On a le lemme 

Lemme 1.3.5. — La donnée des ip(c)(X) ainsi que des ip(c)(m) définit un foncteur 
covariant : 

V(c) : £k(h,...Jk) •Morv(H(Xo),H(Xk)) 

De plus, toute flèche de Ak(fi,. . ., fk) est envoyée sur un isomorphisme par ip(c). 

Démonstration. — Il s'agit de prouver que les 1-isomorplhsmes ïp(c)(m) sont com-
patibles à la composition. C'est-à-dire, pour toute suite : X" y X' > X on 
a l'égalité : i/j(c)(m) o -0(c)(n) = V;(c)(m o n). En prenant les sections suivant c on 
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obtient un diagramme commutatif : 

X0 
a'I a'I a'I 

X0 
X0 

vi 
X0 

«2 

«4 

V2 

P2 P2 12 

P2 
ai 6i a2 

a'I K P2 

ai 

P2 

P2 

Pk Qk 

ak bk 
Xk 

Les diagrammes solides : 

HCT2(̂ «') 

H2(«t) / 
HoÂV,) 

H2(Pf o Ut) 

~Ut-i((ïi 

H2(Pt) H2(9t) 

^<72,-i(at) 

H2(öt ovt) 

Hg3.(ff) 

H2(ot)\ 

H2(«i+i)/ 

H2(0( ou,) 

HCT2t(&; 
|H2(Pf+i ° «t+i) 

H2(ot)\ H2(pf+i)\ 

H^(6() 

En effet si <r? = 2 ceci découle de la relation de cocycle des morphismes de connexions 
pour Hi. Si er? = 1 ceci découle de la compatibilité des 2-isomorphismes a(.) avec 
la composition verticale des carrés (voir la définition f .2.1). Ceci prouve donc que la 
composée du diagramme planaire : 

»{X0] hct, K ) TO(a1) TO(a1) 

(14 H(X„ TO(a1) TO(a1) TO(a1) 

H(Xo) 
Hai(«l)' hCT2(6i; HCT:,(a2)' 

HCT,t-,K) HCT,t-,K) 
iH№) 

HCT,t-,K) HCT,t-,K) *H(A, 

HCT,t-,K) HCT,t-,K) >H(X„) 
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est égale à la composée du diagramme planaire : 

H(X0 h ^ K ) H*2(&i) H*2(&i) 

H(X0 
Hai(ai) H*2(&i) Ha3(a2) 

^W- lK ' ) н „ Ж ) 
II 

^W-lK') ^W-lK') 
^W-lK') 

Mais la composée du diagramme planaire 14 est égale à V;(c)(m) °^(n)- Ceci se voit en 
découpant le diagramme selon la ligne horizontale du milieu. Il vient qu'on a l'égalité : 
V'(c)(m on) = V;(c)(m) o ?/;(c)(n). C'est exactement ce que l'on cherche à prouver. • 

Dans le reste de cette sous-section on va construire des transformations naturelles 
entre les ri/j(c) pour différents chemins c. Soient c\ et c2 deux /c-chemins qui coïncident 
partout sauf en un bout de chemin : 

C-2 

Cl 

C'est-à-dire, si c\ = (e})i et c2 = (e2)2 on a t] = e2 pour tout 1 < i < k sauf 
pour i = z0, ¿0 + 1 où on a ej() = -e2o = - 1 et ej() + 1 = -e2) + 1 = +1 On va 
construire une transformation naturelle : £C2,Cl : ip(c2) > ip(c\) qui va être en fait 
un isomorphisme de foncteurs. 

Fixons un objet X de Afc( / i , . . . , fk). On prenant la section suivant c\ et puis c2, 
on obtient un diagramme commutatif : 

X0-

i' il 

C(T) 

g' i 

xi' 

On prend alors pour t(c2,ci)x le 2-isomorphisme : 

t(c2,Cl)x : •••oHi(i)H2(.ç')0 
a{C(X) 

•°H2(«)H1(;')o.. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007 



58 CHAPITRE 1. OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 

En d'autres termes le 2-isomorphisme £(c2, C\)x est le 2-isomorphisme représenté par : 

H(X0 

Hi(0 H2(S) 

Hi(0 HiW 

Hi(0 

Lemme 1.3.6. — Les 2-isomorphismes £(c2,ci)x définissent une transformation natu­
relle : 

t(c2,ci) : <0(c2) >ip(ci) 

De plus c'est un isomorphisme de foncteurs. 

Démonstration. — Soit une flèche £ : Xi > X2 de Afc(/i , . . . , fk)- Il s'agit de 
vérifier la formule : 

(15) ^(c2,Ci)x2V;(ci)(0 = ^(c2)(£MC2,Ci)Xl 

La flèche £ induit un morphisme de carrés commutatifs dans C : C(X\) ——> C(X2) 
On le représente par le cube : 

t 
g'i 

92 
u 

l2 
h 

9i 

h 

h >2 
V 

92 
Il est facile de voir que l'égalité (15) découle de la commutativité du diagramme solide : 

(i6) 

H2Qri) 

H2(<)/ H2(«) 

H2(52) 
H!(»l) 

Hifé) 
H2(u-) 

Hi(ii) 

H2(ffi) 

Hife) 

H2(y) 

№(52) 
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obtenu en appliquant les 2-foncteurs Hi et H 2 et en prenant les 2-isomorpliismes 
a(Carré) pour les carrés mixtes i.e. (où il y a Hi et H2). Pour voir que le cube (16) est 
bien commutatif^2), on le divise en deux parties selon les 1-morphismes en pointillés 
correspondant à H2(g2 0 = №2(11 o g[) et H2(^2 o w) = Y\2(v 0 #1). Mais les deux 
sous-diagrammes solides ainsi obtenus sont commutatifs par la compatibilité avec les 
compositions verticales (u, v, w et t sont dans 62 !)• Le lemme est prouvé. • 

Les transformations t(c2,ci) commutent entre elles. Plus précisément si ci, c2, C3 
et C4 sont trois chemins qui coïncident partout sauf en z'o, ¿0 + 1 et + 1 de telle 
sorte qu'on a : 

ci :N C3 : C3 : c4 : 

On a un diagramme commutatif de transformations naturelles : 

t(c^c3) 
C3 : C3 : 

*(c4.c2; t(c3.ci) 

CFRO) 
t(c2,Ci] 

c(R, ) 

Ceci nous permet alors de définir un isomorphisme de foncteurs : 

t(c.c') : é(c) C3 : 

pour tout couple de /c-chemins (ce/). Ces isomorphismes vérifient la relation : 

(17) i(c',c")o<(e,f:') = f(c,c") 

pour tout triplet (c,c' .c") de /c-chemins. 

1.3.3. Récapitulation. Fin des préliminaires. — Soit cL un kL-chemin pour 
i — 1, 2. On peut former un (k\ + /^-chemin en concaténant c\ puis c2. On note 
ci * c2 le chemin ainsi obtenu. On a un diagramme commutatif : 

Aa;i+A;2(/i. • • • , fki+k2) A/^C/'i fk) x Ak.2(fkl+i....Jk1+k2) 

l.'(c\ * C-2 ) r[c\) x c(R2) 

Morv(H(X{])M(Xkl+k.2)) 
Composition 

Mors(H(X()).H(X,1)) x MO/-D(H(X,1+1).H(X,1+,2); 

Soit maintenant cmax le À.-chemin maximal i.e., celui donné par k (+1) suivis de 
k ( — 1). On a alors un foncteur évident : 

Afc(/,,...,/fc) >A , ( / ) 

(2)L'astuce utilisée pour prouver la commutativité du cube 16 sera reprise plusieurs fois dans la suite. 
Le lecteur sera parfois renvoyé à la preuve de la proposition 1.5.11. 
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où / = fk ° " ' ° fi- Ce foncteur consiste à composer les flèches sur chacun des 
deux cotés obliques du triangle. Ce n'est autre que l'une des composées : (j)1^1 ou 
0! o • • • o (f>k-i- On obtient ainsi deux foncteurs : 

Afc(/i,. •• ,fk, 
l/>(Cmax) 

M.orv(H(X0),H(Xk)) 

Afc(/i,. •• ,fk, Afc(/i,. -*Mors(H(X0),H(Xfc)) 

Ces deux foncteurs ne sont pas égaux en général. On va construire une transformation 
naturelle entre eux qui va être un isomorphisme. Soit X un objet de Afc(/i , . . . , fk)-
Soit : 

Afc(/i,. ik Pi 
^ x k 

la section de X selon cmax. Notons que par le choix du chemin maximal tous les i\ 
sont dans Ci et tous les p\ sont dans C2. La section de l'image de X dans A i ( / ) est 
simplement le diagramme : 

X0 —L-> • —Xk 

Il s'agit de construire un 2-morphisme a% entre les deux 1-morphismes : H2(p) o 
Hi(z) et H2(p/C) o • • • o H2(j9i) o Hi(ïfc) o Hi(zi). On prendra bien sûr le morpliisme : 

c i(zi , . . . ,2fc)c2(pi, • •. h2WOH1(î) • H2(pfc) o •. • o H2(pi) o Hi(ifc) o Hi(zi) 

Montrons qu'il s'agit bien d'une transformation naturelle. Soit X > Xf une 
flèche de A/c( / i , . . . , fk). On en déduit alors les diagrammes commutatifs : 

X0 Î2 Î2 

X0 
iî Ï2 

ik Pl 

Pl Pl 

Vk 
Xh 

Pl 
xk 

Pl i p 
Xk 

x, 
Pl Pl 

xk 

Notre assertion est donc une conséquence directe de la compatibilité des 2-
isomorphismes a(C) avec la composition verticale des carrés commutatifs. 

Faisons une petite récapitulation pour fixer les notations avant de continuer. On a 
défini : 

1. Des catégories A ^ ( / i , . . . , fk) pour toute suite de k morphismes composables. 
2. Des foncteurs évidents : 

M.orv(H(X0)—,H(Xk))H(Xk)) 
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- fa : A/c > Afc_i . On notera aussi fa^\ la composée faofa+io- • -ofa+i = 
fa o • • • o fa = (/>{. On a évidement la formule : fa \ = & 1 o fa / i o 
^2 + Zl,i2-l = 0 2 ° ° 0i + Zi,Z2-l' 

3. Des foncteurs -0(c) = ^ ( c ) : Afc > Mor® (H(X0), H(Xfc)) attachés à des k-
chemins c. On notera clmax le /-chemin maximal. 

4. Des isomorphismes de foncteurs (des transformations naturelles) : 

- t{c,c) : <фк(с) >ipk{C) , où c et c; sont deux /c-chemins, 

- i/jkl+k2(ci * c2) = = Composition[(^1(ci),^/E2(c2)) o Sfci,fc2] » avec c2 des 
k\-chemins, 

- r : éh-iA-i (ci * v * co) o (/)7- /_i > ibkic\ * cL,v * co) tel que la somme 
des longueurs de c\ et c2 est égale à /c — / et c\ est de longueur i. 

On termine les préliminaires par un dernier lemme de compatibilité : 

Lemme 1.3.7. — Soient li et Z2 deux entiers positifs. On pose l — li -f Z2. On a un 
diagramme commutatif d7isomorphismes de foncteurs : 

4^k-l + l{ci * Clmax * C2) O </>M_! •> f̂c(ci * 4 \ + I 2 * C 2 ) 

Фк(сг *cl¿iax*cl¿iax*c2) 

</>fc-Z + 2(ci *C* * 4 * C 2 ) fa+h,l2-°fa+h,l2-l 

ipk-i+i(ci*c1max*c2) °fa0faj1-l°fa+l1j2-l 1pk-l + 2 ;cl*Cmax*C2) °0Ui-lo0z + Zi,Z2-l 

Démonstration. — On peut évidement supposer que les chemins c\ et c2 sont vides. 
C'est-à-dire : k = l = /1 + Z + 2. Soit X un objet de A&. On reproduit la portion 
du diagramme X qui correspond au rectangle compris entre les deux chemins cjnax 

PT P >k /"»2 
v; 1 ''max ^ uraax * '¿0,1 ¿0.2 

Pl,0 pl,l Pl,2 
P'l-1 '1.2 

P2,0 P2.1 P2.2 

?2,1 ¿2.2 

'0./2 

PI.I2 

Ù.z2 

P2J2 

l2.!2 

-1.1 1̂ -1.2 

P'l-1 P'l-1 Pi 1,2 

^.1 î/!.2 

^l"l-'2. 

P'l-1 

l'l-'2 
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avec les i? dans C I et les p? dans C2. Les autres flèches du diagramme X seront notées 
de la manière évidente par rapport aux notations précédentes. Par exemple les flèches 
qui précèdent ¿0,1 sont : 

*0,-Zi+b ¿0,-̂ 1+2, • • • 5 ¿0,0 

On posera i_ = zo,o 0 • • • 0 ¿0,1-/1 ei- P+ — Ph+hM 0 ' ' ' 0 Ph+i,h- On aura également 
besoin du carré composé : 

Ph 

Po Ph 

Ч1 
Finalement on pose i = io о i_ et p = p+ О pÌ2. 

On définit un 2-isomorphisme : 

H2(PZi,Z2) • H2(pi,/2)Hi(20,z2) • Hi(i0,i) HIFE-1,2) • Hi(i/1i)H2fe1,0) • H20i,o) 

en prenant la composée du diagramme planaire : 

HI(Z0,I) HI(20,2) 

H2(PI,O) H2(Pl,2) 

H I (N . I ) HI(IIL2) 

H2(P2,o) H2(P2,2) 

H2(p2J2) H I F E 2 ) 

HIFAF2) 

H2(Pl,Z2) 

HI(NJ2) 

H2(p2J2) 

H2(p2J2) 

Н1(гГ1_1Д H I F E - 1 , 2 ) 

H2(P/!,0) H2(P/b2; 

H I F C . I ) HI(Î/i,2; 

HIFE-1,2) 

Н2( .̂/2) 

Hl(̂ i,Z2) 
Nous affirmons qu'il suffit de prouver que le carré : 

(18) 

H2(P/i,B) • • • H2(PI . / J О HI(2'0/,) . . . HI(Z0.B H A ^ J O H X ^ O ) 

^îikuh) • • • H I F E A ) 0 H2(p/bo) • • • H2(PI,0) •HI(2ZL)OH2(P0) 
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est commutatif. Pour voir cela il est commode d'introduire un petit lexique afin de 
mieux visualiser l'effet des différentes transformations naturelles : 

^l(Cmax) ° = H2(P) ° Hi(z) 

M<Lax) = H2(PZ1+/2,Z2) O ' ' ' O H i ^ - z J 

^ ( c L J ^ I J i - I °0Zi + l,/2-l = H2(p+)oH2(pi2)oH1(î0)oHi(L) 

H2(P12+1U12) ° ' ^ ( P Í J O H ^ O ) ' 3 Hi^ci-zJ 

^2 (4IAX * Cmax) O 0ML _ ! O + j2_! = H2(p+)oHi(ïZl)oH2(p0)oH1(i_) 

H2(P/2+/1;/2) Hifc)oH2(p0) 3 H i ^ c i - z J 

r'\°max max/ H2(p/1+/2./2) o • • • o H i ^ c - z J 

H2(pz2)oHi(z0) 

H2(PZ1,Z2) O ° H2(pi,/2) o Hi(z0,z2) o ° Hi(z0,i) 

Hi(2Zl)oH2(p0) 

H i ^ . z . J . • Hi(z/1,i)H2(p/1,0) H2(pi,o) 

Avec ces notations le diagramme de l'énoncé appliqué à X s'écrit sous la forme plus 
expressive suivante : 
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On voit en particulier que ce diagramme se factorise par un triangle commutatif : 

Il suffit donc de prouver que le carré : 

est commutatif. Mais à son tour ce carré se factorise par le carré commutatif : 
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On est donc ramené à prouver que le carré : 

est commutatif. On voit donc qu'il suffit de prouver que le carré : 

est commutatif. Mais ce carré n'est autre que le carré (18). 

Pour terminer, il reste à prouver que le carré (18) est commutatif. La preuve de ce 
fait est laissée en exercice aux lecteurs. Il suffit d'utiliser le nombre de fois nécessaire 
les diagrammes solides de compatibilité des 2-isomorphismes a(.) avec la composition 
des carrés commutatifs. • 

1.3.4. La construction du 2-foncteur H. — Pour prolonger notre foncteur, on 
spécialise les résultats précédents pour k = 1, 2 et 3. On définit l'image lm(F) d'un 
foncteur F : A > *B par : 

- Ob(Im(F)) = Ob(A), 
- pour A,B e Ob(yi), l'ensemble h o m ^ ^ ) (A, B) est l'image de hom^(A, B) —» 

hom3(F(A),F(£)) . 
Le lecteur vérifie facilement que ces données définissent bien un catégorie et que le 
foncteur F se factorise uniquement : 

A > Im(F) > ¥> 

Le point clef est le lemme 1.3.8 ci-dessous. 

Lemme 13.8. — Soit f : X > Y une flèche de C. L'image de A i ( / ) par le fonc­

teur 'ipi^nax) est une catégorie directe. 
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Démonstration. — Étant donnés deux objets : 

ai 
V 

a2 

X f 
a' 

bi 
W 

b2 

X f 
Y 

et deux flèches c, d : W > V induisant un morphisme de A i ( / ) , il s'agit de 
montrer que ^(cmax)(c) = ^(cmax)(d). 

On forme les deux objets suivants : 

A o ai 
V Xy 1 

a2 o pr% 

X _j_ a' 

A obi 
W xy W 

b2 ° prt 

x f >Y 

avec A le morphisme diagonal et pri la projection sur le i-ème facteur (pour i G {1,2}). 
Il est clair que le diagramme commutatif suivant : 

W 
pri 

W xY W 
pr2 

W 

c \c x d d 

V 
pri 

V xY V pr2 V 

induit un diagramme commutatif dans A i ( / ) . Etant donné que ^(cmax) env°ie les 
flèches de A i ( / ) sur des isomorphismes, on voit immédiatement qu'il suffit de consi­
dérer le cas où c et d sont les projections sur les premier et second facteur d'un produit 
fibre sur Y. On peut donc supposer que W — V XyV. On se ramène immédiatement 
au cas où X = V et a = id. On a donc à comparer les deux morphismes ^(cmax)(pri) 
et ^ ( c L ) ^ ) entre les 0(cmax) des deux objets : 

V 

p" 
f" 

a f" 

V xY V 
A 

V 

a o prl 
f" 

Y 

Par définition, ^ ( c ^ ) ^ ) est la composée du diagramme planaire : 

H(V) 
Hi(A) 

H(VxYV) 
H2(aopn) 

H(Y) 

H2(prO 

H(V) H(V) 
H2(a) 

H(F) 
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C'est aussi la composée du diagramme planaire : 

H(V) 
H,(A 

H(VxYV) 

H2(pr,) 

H(V) : H(V) JH2(aoprz) 

H2(a) H2(o) 

H(F) H(y) 

Étant donné que la face carrée identité coïncide avec la face déduite de l'échange a 
(voir à la fin des données B dans l'énoncé du théorème 1.3.1) on déduit que notre 
2-morphisme est simplement la face carrée : 

H(V) 
Hi(A) 

H(VxYV) 
I 

H2(a) H2(aopri) 

H(Y) H(Y) 

Cette face est bien indépendante de i G {1,2}. 

On va définir le 2-foncteur H. Si / : X > Y est une flèche de C, nous poserons : 

H(/) = LimAl(/)(Ai(/) - Morv(H(X), H(Y)) 

Cette limite inductive existe au vu du lemme précédent et du fait que : 
- le foncteur ^ ( c ^ ^ ) envoie toute flèche de Ai ( / ) sur un 2-isomorphisme de D, 
- la catégorie A i ( / ) est connexe. 

En fait dans la suite on utilisera constamment les deux propriétés précédentes pour 
A2 et A3. Plus précisément : 

- les foncteurs I/J(C), ip(c) o . . . etc envoient toute flèche de A^ sur un 2-
isomorphisme de 33, 

- les catégories A& sont connexes et leur image par ces foncteurs sont des sous-
catégories directes. 

Notons que la propriété de l'image d'être directe se déduit immédiatement du 
lemme 1.3.8 et du fait que les foncteurs en question sont naturellement isomorphes à 
^ ( d a x ) ° ( A f c - A 1 ) . 

Pour une suite de morphismes composables dans C : 

/ 9 
X—-—> Y —^—> Z 
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on prendra comme 2-isomorphisme de connexion la composée c(/, g) des 2-
isomorphismes : 

H(g o /) = LimAl(So/)(Ai(0 o /) -+ Morx)(H(X), H(*))) 

LimA2(/,,)(A2(/^) -+ A ^ o /) -> Mors(H(X), H(Z))) 

LimA2(/,,)(^2(cLx) : A2(/,(y) ^ Mors(H(X), H(Z)) 

) x ^(ci))) 

LîSAaC/̂ WCc1 *c1) : A2(/,p) ->Morv(H(X),H(Z))) 

LimA!(/)x Ax(Composition o (ip(d) x ^(ci))) 

HMoH(/) 

Pour montrer que ceci définit bien un 2-foncteur, il reste à vérifier la relation de 
cocycle entre les c(.,.). Plus précisément pour une suite : 

f 9 h 
X —-—> Y ——> Z ——» T 

il faut prouver l'égalité : c(/, hg)oc(g, h) — c(/, g)oc(gf, h). Pour cette fin, on considère 
le diagramme commutatif de catégories : 

Ai (/»<?/) -A2(5/,/i) 'Ai x Ai(ft) 

a2(/,%: A3(/,fl,ft) A2(/,ff)x Ai (A) 

Ai(/) x Ai(ftff) •Ai(/)xA2(jA) >Ai(/)x Ai(ff)x Ai(fe) 
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Spécialisons le diagramme du lemme 1.3.7 aux cas k = 3 et (fci, k2) = (1, 2) ou (2,1). 
On obtient ainsi deux diagrammes commutatifs : 

l̂(Cmax) °01,2 " ^^3(cLx) 

ib^ic1 *c2 ) 

^2(cÎnax*Cmax)°^l 

^l(4iax)01,2 ^ 2 ( Í x ) °02 

et 

l̂(Cmax) °01,2 - *(cLx) 

^3(cmax * Cmax) 

^2(cÎnax*Cmax)°^l 

VT(4mx)0i,2 - ^ (cLx) ° 0 1 

En identifiant les flèches horizontales supérieures des deux diagrammes ci-dessus, on 
obtient le diagramme commutatif suivant : 

Фз(с3тах) 

^(C^ax^max) 

^(cLx*Cmax)0^2 

V'2(cLx) 0(̂ 2 

^3(cmax * Cmax) 

^(cL*Cmax)O0 

^(c2mJ0^i 

V>l(4iax) °01.2 
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En utilisant le diagramme commutatif 

V^Cmax * Cmax * Cmax) 

^ 3 ( i x * c L ) ~ ^3(cmax ^ 3 ( c L * c L ) 

On obtient le diagramme commutatif : 

3̂(cmax * cmax * cmax) 

^2(c?nax*ciiax)o02 

^2(c?nax*ciiax)o02 

^ 2 ( i x ) ^ 2 

3̂(cmax * cmax) 
t 

^ ( c ^ x ^ L x W l 

^2(c?nax*ciiax)o02 

^l(cLx) °01,2 

En passant à la limite inductive, ceci donne alors le diagramme commutatif : 

H(fc)oH(p)oH(/) 

H(/0°Hfoo/) H(/lop)oH(/) 

H(/io^o/) 

Le fait que cela coïncide avec le diagramme de cocycle est évident. Le théorème 1.3.1 
est prouvé. 

1.3.5. Les données A du critère 1.3.1 dans le cas géométrique. — Soit S un 
schéma de base. Dans la littérature on peut trouver plusieurs définitions des .S-schémas 
« projectifs » et « quasi-projectifs ». La meilleure (du point de vue de l'auteur) est celle 
de Grothendieck [GD61]. Malheureusement cette définition n'est pas très adaptée à 
notre construction sauf si l'on suppose S raisonnable. Le lecteur doit donc faire un 
choix : se restreindre à des schémas de bases raisonnables ou prendre une notion moins 
bonne de 5-schémas projectifs. Ainsi dans la suite la catégorie (Sch/5) désignera l'une 
des deux catégories suivantes : 

- Lorsque S est quelconque, on peut prendre pour (Sch/S) la catégorie des S-
schémas quasi-projectifs au sens du Hartshorne [Har77], i.e., les S-schémas de 
présentation finie qui admettent une immersion dans pour n assez grand. 
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- Si on accepte de supposer que 5 est un schéma admettant une famille ample de 
fibres en droites, on peut prendre pour (Sch/5) la catégorie des 5-schémas quasi-
projectifs au sens Grothendieck [GD61], z.e., les 5-schémas de présentation finie 
qui admettent une immersion dans P(^#) avec ^ un ^ -module cohérent (pas 
forcément localement libre). 

Quelque soit le choix adopté on a le lemme suivant (voir [BGI71], exposé : « Existence 
de résolutions globales » par L. Illusie) : 

Lemme 1.3.9. — Tout morphisme f : X >Y dans (Sch/5) se factorise de la 
manière suivante : 

X i P(Jèf) 

f1 
v 

Y 

avec % une immersion, Jzf un Uy -module localement libre et p la projection canonique. 

Dans la section 1.6 on appliquera le théorème 1.3.1 dans le cas où 6 = (Sch/5), 
Qi = (Sch/5)Imm la sous-catégorie où les flèches sont les immersions fermées, et 
C2 = (Sch/5)Llss la sous-catégorie où les flèches sont les morphismes lisses. Il est clair 
que ces catégories vérifient les trois premières conditions qui assurent la validité du 
théorème 1.3.1. 

1.4. Énoncé du résultat principal. Quelques préparations 

1.4.1. Énoncé du résultat principal. — Soit 5 un schéma de base quasi-compact 
et séparé (mais non nécessairement noethérien). Tous les 5-schémas considérés dans la 
suite seront quasi-compacts et de présentation finie. On notera (Sch/5) la catégorie 
des 5-schémas quasi-projectifs (voir la sous-section 1.3.5 pour plus de détails). On 
notera également T£H la 2-catégorie des catégories triangulées. Dans toute la suite du 
chapitre on fixera un 2-foncteur contravariant : 

H*: fSch/5) >T9t 

Pour X un 5-schéma de (Sch/5), on notera simplement H(X) la catégorie triangulée 
H*(X). On notera également /* le 1-morphisme H*(/) pour / un morphisme dans 

(Sch/5) et c* les 2-isomorphismes de connexions c*(f,g) : (gof)* > /* o g* 

pour f et g deux morphismes composables dans Sch/5. Le 1-morphisme /* est un 
foncteur triangulé par la définition de la 2-catégorie TÍH. Comme c'est expliqué dans 
les notes de Deligne [DelOl], on peut sans restreindre la généralité, demander à H* 
d'être strictement unital, i.e., c*(Id,/) et c*(/, Id) sont l'identité. Dans la suite tous 
nos 2-foncteurs seront implicitement supposés unitaux. On considère les six propriétés 
suivantes : 

1. H(0) = 0 (la catégorie triangulée triviale). 
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2. Adjoint adroite : pour tout morphisme / : X >Y dans (Sch/S), le 1-
morphisme /* : H (F) > H(X) admet un adjoint à droite /* (i.e., /* est un 

foncteur triangulé qui est adjoint à droite du foncteur / * ) . De plus, pour i une 
immersion (pas forcément fermée) le 2-morphisme de counité : > Id est 
un 2-isomorphisme. 

3. Adjoint à gauche : si / : X > Y est un S-morphisme lisse dans (Sch/5), le 
1-morphisme /* admet un adjoint à gauche De plus pour tout carré cartésien : 

X' g' x i 
Y' -

Y' -
Q 

Y 

avec / lisse, le 2-morphisme d'échange (qui sera défini dans la sous-section 1.4.5) : 

f#9f* ^ est un 2-isomorphisme. 

4. Localité : soient j : U > X une immersion ouverte dans Sch/S et i : 
Z > X une immersion fermée complémentaire dans Sch/5. La paire (j*, i*) 

est conservâtive. 
5. Invariance par homotopie : si p : A\ > X est la projection canonique, le 

2-morphisme d'unité : 

Id > p*p* 

est un 2-isomorphisme. 
6. Stabilité : si s est la section nulle de la projection canonique p : A1x > X , 

l'endofoncteur de H(X) est une équivalence de catégories. 

Définition 1.4.1. — Nous dirons que le 2-foncteur H est un 2-foncteur homotopique 
stable s'il vérifie les axiomes 1 à 6 ci-dessus. 

Dans la suite du chapitre, le 2-foncteur H sera supposé un 2-foncteur homotopique 
stable. On montrera alors, que H* s'étend d'une façon « unique » en un foncteur croisé 
au sens de 1.2.12. De plus on aura /* = f\ pour / projectif et f = /* à une équivalence 
près pour / lisse. Ce résultat a été annoncé par Voevodsky (non publié). Voici l'énoncé 
précis de ce qu'on prouvera : 

Scholie 1.4.2. — Supposons donné un 2-foncteur homotopique stable : 

H*: (Sch/5) >T<K 

1- Il existe^ : 
- un 2-foncteur contravariant H! : (Sch/S) > Ï̂ H , 

(*) Nous ignorons si ces données sont déterminés par le 2-foncteur H* à un unique isomorphisme près. 
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- un 2-foncteur covariant H* : (Sch/5) > qui est un adjoint global à droite 

de H*7 
- un 2-foncteur covariant Hi : (Sch/5) > TSH qui est un adjoint global à 

gauche de H!7 
- une structure de foncteur croisé sur le quadruplet (H*,H*,Hi,H!) relativement à 

la classe des carrés cartésiens de (Sch/5). 

2- Pour tout S-schéma quasi-projectif X et tout âx-vnodule cohérent localement 
libre il existe une autoéquivalence Th(,y#) de la restriction du foncteur croisé 
précédent à la catégorie (Sch/X). Si le Gx-module jfé s'insère dans une suite exacte 
courte : 

0 >JY >Jt > ^ >0 

on dispose d'un isomorphisme d'auto équivalences de foncteurs croisés : 

1\\{JK) Th(JSf) o Th(^K) 

3- Soit f : X > Y un S-morphisme lisse. Notons Qf le âx-module localement 
libre des différentielles relatives. Il existe alors des 2-isomorphismes : 

- f<-^f#Th-\nf) 

- / ! - ^ T h ( % ) r 

avec Th-1(f^) l'équivalence inverse à Th(f2/). 

4- Pour tout morphisme f : X > Y dans (Sch/5) il existe un 2-morphisme : 
fi > f* . Lorsque f est projectif ce 2-morphisme est inversible. 

5- On a le théorème de changement de base pour un morphisme projectif i.e., pour 
tout carré cartésien : 

X' 
g' 

x 

f f 

Y' 9 
Y 

dans (Sch/5) avec f un S-morphisme projectif, les 2-morphismes d'échange : 

- a* f. > la'* , 

/ ' . ' Г -<r.h • 
sont inversibles. 

Dans le reste de cette section nous dériverons quelques conséquences plus ou moins 
directes des axiomes. 

1.4.2. Les 2-morphismes de connexions. Unités et counités des adjonctions 
Cette sous-section sert à fixer les notations. Avant de commencer la liste des ingré­

dients de base qui serviront à construire le foncteur croisé annoncé dans la sous-section 
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précédente, on introduit deux sous-catégories de (Sch/S) qui joueront un rôle impor­
tant d'ici la fin de la preuve. 

La sous-catégorie (Sch/S)Llss, dont les objets sont les objets de (Sch/S) et les 
flèches sont les S-morphismes lisses. 

- La sous-catégorie (Sch/S')1111"1, dont les objets sont les objets de (Sch/S) et les 
flèches sont les S-immersions fermées. 

Si F est un 2-foncteur de source (Sch/S) on désignera par LlssF et ImmF les restrictions 
de F à (Sch/S)Llss et (Sch/S)Imm respectivement. Parfois, on notera un 2-foncteur F 
qui n'est défini que sur (Sch/S)Llss ou sur (Sch/S)Imm par LlssF ou ImmF pour mettre 
en évidence le fait qu'il est défini seulement sur une sous-catégorie de (Sch/S). 

f 9 
Soit maintenant une suite : X > Y > Z de morphismes dans (Sch/S). 

Rappelons qu'on a noté : 

c*=c*(f,g): ( 9 o / ) * ^ f o 3 * 

le 2-isomorphisme de connexion du 2-foncteur H* associé à la suite des S-morphismes 
composables (f,g). 

D'après 1.1.17 et l'axiome 2 de la sous-section précédente il existe (à un isomor­
phisme unique près) un adjoint à droite global au 2-foncteur H*. On en fixe un qu'on 
notera, : 

H» : (Sch/S) V im 

f 9 
Pour une suite X > Y > Z de morphismes dans (Sch/5) on notera 

c*=c*(/,#): (gof)* ^-+g* o/* 

le 2-isomorphisme de connexion de ce 2-ioncteur associe a la suite de S-morphismes 
composables (f,g). 

De même, par l'axiome 3, il existe (à un isomorphisme unique près) un adjoint à 
gauche global au 2-foncteur LlssH*. On en fixe un qu'on notera : 

LissH# : (Sch/S)Liss >T1H 

/ g 
Pour une suite X > Y > Z de S-morphismes lisses dans (Sch/S) on notera : 

c# = c#(/>g) - (g° / )# p# ° /# 

le 2-isomorphisme de connexion de ce 2-foncteur associé à la suite de S-morphismes 
lisses composables (/,#). 

Soit maintenant / : X > Y un morphisme dans (Sch/S). On notera rjl(f) : 

idH(y) > /*/* et £*(/) : /*/* > ÎC1H(X) ^ES 2-morphismes d'unité et de cou-

nité de l'adjonction entre /* et /*. 
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De même, lorsque / est lisse, on notera W#(f) id —» / * / # et : / # / * —• id 
les 2-morphismes d'unité et de counité de l'adjonction entre f# et /*. 

On a les diagrammes solides commutatifs standards exprimant les compatibilités 
des 2-morphismes d'unité et de counité avec les 2-isomorphismes de connexions des 
différents 2-foncteurs. Voici un exemple (type) de ces diagrammes (pour les unités 
de l'adjonction globale entre LlssH# et LlssH* et une suite de S-morphismes lisses 

X—t—>Y ——>Z) : 

H(Z) 

9* \ 0 # 

H(Y) = = H(Y) 

\ 
r 

f# 

H(x) -M(X) 

1.4.3. « Localement pour la topologie de Nisnevich ». — La proposition sui­
vante est un corollaire simple de l'axiome de localité : 

Proposition 1.4.3. — Soient X un S-schéma quasi-projectif et (ui : Ui > X )z un 
recouvrement Nisnevich fini de X. Soit A un objet de H (TV). On suppose que u*A est 
nul pour tous les indices i. Alors A est nul. 

Démonstration. — Le recouvrement Nisnevich (ui : Ui > X )i étant fini et nos 
schémas étant de présentation finie sur S, on peut trouver une suite finie et croissante 
d'ouverts Zariski quasi-compacts : 

0 = Vo C Vi C • • • C VN-i C VN = X, pour un certain entier naturel TV, 

tel que pour tout n G { 1 , . . . , TV}, le recouvrement (ui)l est sindé au-dessus d'un sous-
schéma fermé de présentation finie Zn C Vn complémentaire de l'ouvert Vn-\ C Vn. 
Plus précisément, il existe un triangle commutatif : 

(19) 

UiUi 

Zn X 

Pour prouver cela, on se ramène immédiatement au cas où X est noethérien et réduit 
L'existence des Vn s'obtient alors par récurrence noethérienne. 

Notons zn l'immersion localement fermée de Zn dans X. Par hypothèse, les objete 
u\A sont nuls. On déduit alors, en utilisant la factorisation (19), que z^A = 0 poui 
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n G { l , . . . , iV} . Si vn désigne l'immersion ouverte de Vn dans X, l'axiome 4 (de 
localité) appliqué à la paire (Vn-\, Zn) montre l'implication : 

(v^A = 0) = = * (v*nA = 0) pour n G {!,..., TV} 

Mais VQA — 0, étant donné que VQ est l'immersion du schéma 0 (utiliser l'axiome 1). 
Par une récurrence immédiate, on déduit que v^A — 0, ce qui termine la preuve. • 

On a le corollaire suivant : 

Corollaire 1.4.4. — Soient X un S-schéma quasi-projectif et (г¿¿ : Ui > X )i un 

recouvrement Nisnevich fini de X. Soit a : A > B une flèche dans H(X). On 
suppose que u*(a) : u\A > u*B est un isomorphisme pour tous les indices i. 

Alors a est un isomorphisme. 

Démonstration. — On choisit un triangle distingué basé sur a : 

A >B >C > 

Il suffit alors de prouver que C est nul. Mais comme les u* sont des foncteurs triangulé^ 
on a des triangles distingués : 

u*A > u*B > u\C > 

La première flèche du triangle est un isomorphisme par hypothèse. On en déduit que 
les u\C sont tous nuls. Donc par la proposition 1.4.3 l'objet C est nul. Ceci prouve 
que a est un isomorphisme. • 

1.4.4. Le foncteur prolongement par le vide. Le foncteur sections à sup­
port. — On commence par une définition générale qui sera pratique dans la suite : 

Définition 1.4.S. — Supposons donnés trois 1-morphismes : 

a, b, c: Ti > T2 

dans X!H. En d'autres termes, T\ et T2 sont deux catégories triangulées et a, b et c sont 
trois foncteurs triangules de T\ dans T2. Une suite de 2-morphismes composables : 

a u > b (P)> cy > a +1 
est appelée un 2-triangle distingué lorsque pour tout objet P de T\ la suite : 

au(P) - ^ U b>b(P)>c(P)>a(P)\+l 

est un triangle distingué de T2. 

Le lemme qui suit est une conséquence de l'axiome de localité (se référer aux notes 
de Deligne [DelOl] pour plus de détails). Le principe de démonstration est le même 
que celui de la démonstration de la proposition 1.4.9. 
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Lemme 1.4.6. — Soient j : U >X une immersion ouverte (entre S-schémas 

quasi-projectif s) et i : Z >X une immersion fermée complémentaire. Il existe 
un unique 2-morphisme (f tel que la suite : 

3#f 
3#f 

rilii) 
rilii) 

3#f 3#f j#j*[+1] 

soit un 2-triangle distingué. 

Le lemme suggère alors de poser pour j : U > X une immersion ouverte, 
j \ = j # : H(U) > H PO et j1 = j * : H(X) > H(U) . On a ainsi la chaîne 
d'adjonctions habituelle : 

3\ , 3' = 3* , i* 

et le triangle distingué habituel 

jyyA > A > ij*A 
f+1 

>0A[+1] 

Le 1-morphisme j \ est appelé classiquement prolongement par le vide. 

On garde les notations de 1.4.6. On va construire un foncteur v : H(X) > H(Z) 

adjoint à droite du foncteur i* : H(Z) > . C'est le foncteur 'sections à 

support dans Z\ Si A G Ob(H(X)) on voudrait avoir un triangle distingué dans 
H P O : 

i*rA > A > j*j*A 
+ 1 

iJ[A[+l] 

L'idée est donc de définir v A comme étant z*Cône(A j*j*A)[—ï\. La difficulté est 
de rendre cette construction fonctorielle. Pour cela on a les deux lemmes qui suivent : 

Lemme 1.4.7. — SU et j sont comme dans le lemme 1.4-6, alors le 1 -morphisme j*i* 
est nul. 

Démonstration. — Ce 1-morphisme est un adjoint à droite de i*j#- Il suffit donc de 
prouver que ce dernier est nul. Mais le carré commutatif : 

0 >U 

Z >x 

est cartésien. Donc par l'axiome 3, on a : ~ 0 # 0 * = 0 car la catégorie H(0) est 
nulle par l'axiome 1. • 

Lemme 1.4.8. — Supposons choisi pour tout objet A de H(X) un triangle distingué 

dans H PO • 

A > ni*A 0 C(A) >A[+l] 
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Alors, pour tout morphisme a : A > B dans H(X) il existe un unique morphisme 
C(a) : C(A) >C(B) rendant commutatif le carré : 

C{A) >A[+l] 

C{A) a[+l] 

C(B) >B[+Ï 

Ce même morphisme rend également le diagramme suivant : 

A > j*j*A — C ( A ) > A[+\ 

Q a C(a) a[+l] 

B > j*j*B —C{B) > £[+1] 

commutatif Les associations : A —» C(A) et a —» C(a) définissent alors un endo-
foncteur triangulé de H(X). 

Démonstration. — L'existence de C(a) rendant le deuxième diagramme commutatif, 
est assurée par les axiomes des catégories triangulées. Il s'agit de prouver l'unicité de 
C(a) rendant le premier carré commutatif. Pour cela on prend une autre flèche C (a) 
rendant ce carré commutatif. Le morphisme [5 = C (a) — C(a) se trouve alors dans 
le noyau du morphisme : hom(C(A), C(B)) > hom(C(A), £?[+l]) . Mais on a une 
suite exacte de groupes abéliens : 

hom(C(A),jtj*B) >hom(C(A),C(B)) *hom(C(^),B[+ll) 

Donc pour prouver que f3 est mil, il suffira de prouver que hom(C(A), B) = 0. 
Par adjonction, il suffit de prouver que hom(j*C(A),j*B) = 0. Mais en appliquant 
7* au triangle de l'énoncé on obtient : 

/' 1 *./•/../• 1 j*C(A) >j*A[+l] 

Comme j est une immersion, le morphisme d'adjonction : j*j*j*A > j*A est un 

isomorphisme. Comme c'est une rétraction à j*A >j*j*j*A ce dernier est un 
isomorphisme et j*C(A) = 0. 

L'unicité de C(a) entraîne facilement que A —» C(A) définit un foncteur de H(X) 
dans lui même. Pour voir que c'est un foncteur triangulé, on utilise bien sûr l'axiome 
de l'octaèdre. Les détails sont laissés aux lecteurs. • 

Proposition 1.4.9 

1- Pour i : Z >X il existe un 1-morphisme r : H(X) > H(Z) et un 

2-triangle distingué : 

i *̂ r/* 6 , 
Ur ^IdH(x) >3*3* >i*i-A[+l] 
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De plus le couple formé du foncteur v ainsi que le 2-triangle ci-dessus est unique à 
un isomorphisme unique près. 

2- Si a : A —+ B est une flèche de H(X) le morphisme i*il(a) : i*v A —> i*vB est 
l'unique morphisme de H (F) rendant le carré : 

iJ-A >A 

i*VOL b 

uvB > B 

commutatif De plus il fournit un morphisme de triangles distingués : 

iJ-A > A > ni*A > ùilA\+l] 

i*va a j#j*a i*ila 

ni'B > B > nf A > ijB[+\\ 

S- Enfin, le 1-morphisme v est adjoint à droite du 1-morphisme z*. Le 2-morphisme 

de counité : i^v > id est celui qui celui qui figure dans le 2-triangle distingué. Le 
2-morphisme d'unité est un 2-isomorphisme. 

Démonstration. — Il reste à prouver le dernier point. Montrons que v est adjoint à 
droite du foncteur z*. Calculons pour cela le groupe abélien : hom(£7, v A) pour U G 
Ob(H(Z)) et A G Ob(H(X)). Par la dernière partie de l'axiome 2 on a : hom(C7, v A) = 
hom(i*[7, i*vA). Ainsi notre groupe s'insère dans une suite exacte longue : 

hom_1(i*u/, A) >Ynom(U,vA) >Yiom(i*U, A) > hom(z'*c/, j*j*A) 

On voit donc qu'il suffit de montrer que homk (i*U, j*j* A) = 0 pour k = 
0, —1. Comme U est un objet général de H(Z), il suffit alors de prouver que 
hom(z*l77 j*3*A) = 0. Mais admet pour adjoint à gauche. On en déduit que 
hom(i*U,3*3*A) = hom(j*z*[/5 j*A) = 0 car j*i* = 0 par le lemme 1.4.7. • 

Corollaire 1.4.10. — Il existe à un unique isomorphisme près un 2-foncteur : 

ImmH! : (Sch/S)Imm T$ 

qui soit un adjoint global à droite du 2-foncteur ImmH*. On notera c(f,g) les 2-
isomorphismes de connexion de ce 2-foncteur. 

1.4.5. Une structure de foncteurs croisés sur (H*, H*, LlssH#, LlssH*). — Notre 
point de départ est la structure d'échange triviale relativement à la classe des carrés 
commutatifs de (Sch/5) sur le couple (H*, H*). Cette structure d'échange est induite 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007 



80 CHAPITRE 1. OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 

par les 2-isomorphismes de connexion. En effet il s'agit de deux isoéchanges inverses 
l'un de l'autre de type y et f qui à un carré commutatif de S-schéma : 

X' g' 'X 
g f 

Y' g_ Y 

associe respectivement les deux 2-isomorphismes inverses l'un de l'autre : 

g'* of 
сЧа'ГГ1 

(fog')* (gof)* 
c*(f,g) f*og* 

f'*°g* 
c^f'.g)-1 

(gof)* (fog') 
ç*(g'J) 

g'* of* 

On définit à l'aide de la proposition 1.2.5 une structure d'échange de type \ sur le 
couple (H*, H*) à partir de la structure d'échange de type f sur (H*, H*) et l'adjonc­
tion globale entre H* et H*. Si (C) est un carré commutatif : 

X g' x 

f f 

Y' 
g 

Y 

on appellera Ex%(C) le 2-morphisme d'échange : 

Exl(C): g*f > fig'* 

Par définition Ex% (C) est la composée 

g*f* 
vt(f 

fif*g*f 
fif*g*f 

f'Agof'TU 

f'Afog'Tf, 
c*(g'f) 

fg'*f*f 
61(f) 

fig'* 

Remarque 1.4.11. — Il existe a priori une autre structure d'échange sur le couple 
(H*, H*). Elle est obtenue à partir de la structure d'échange triviale sur (H*, H*) de 
type / et l'adjonction globale entre H* et H*. Le 2-morphisme d'échange de cette 
structure associé au carré commutatif de tout à l'heure est égal à la composée : 

g* f 
vl(g') 

9 J*9*9 
cJa'f)-' 

g*(fog')*g'* 

--g*(gof'W MW 
g*g*f*g' 

K(g) 
fig'* 

Le fait que ces deux structures d'échange coïncident, est une conséquence du 
lemme 1.1.15. 

ASTÉRISQUE 314 



1.4. ÉNONCÉ DU RÉSULTAT PRINCIPAL. QUELQUES PRÉPARATIONS 81 

Par restriction on a une structure d'échange de type / sur (H*, LlssH*). En utilisant 
l'adjonction globale entre LlssH* et LlssH# on obtient une structure d'échange (pour 
la classe des carrés commutatifs avec morphismes verticaux lisses) de type y sur le 
couple de 2-foncteurs (H*, LlssH#). On notera Ex^(.) les 2-morphismes d'échange de 
cette structure. Pour un carré commutatif (C) de 5-morphismes : 

X' g' >x 

X4 f 

Y' 
g f' 

avec / et f lisses, le 2-morphisme d'échange : 

Ex%{C): f>#g>* >g*f# 

est la composée : 

f#g 
f#g 

9*uf#g 
r*if'r,\-1 

9 (9°J )#9 

g*(f°g'hg'* 
f#g 

9*f#9#g" 

#9#g" 

g*f# 

On a également la formule a(Ex%(C)) — Ex^(C) (voir la proposition 1.1.5 pour la dé­
finition de l'opération a(.)). Lorsque le carré (C) est cartésien l'axiome 3 nous dit que 
le 2-morphisme d'échange Ex^(C) est un 2-isomorphisme. En d'autres termes, la res­
triction de cet échange à la sous-classe formée des carrés cartésiens est un isoéchange. 
D'après la proposition 1.2.14 on a alors : 

Proposition 1.4.12. — On a un foncteur croisé de (Sch/S) et (Sch/5f)Llss vers X9a par 
rapport à la classe des carrés cartésiens dont les flèches verticales sont des morphismes 
lisses. Ce foncteur croisé est défini par les données : 

- le 2-foncteur H* et son adjoint global à droite H*, 
- le 2-foncteur LlssH* et son adjoint global à gauche LlssH#, 
- la structure d'échange triviale sur (H*,LlssH*)7 
- la structure d'échange sur (H*,LlssH#) déduite de l'isoéchange de type \ in­

verse de l'isoéchange sur (H*,LlssH#) (par rapport aux carrés cartésiens) et de 
l'adjonction globale entre H* et H*. 

Pour un carré cartésien (C) : 

g' 

Z' f 

g 
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avec f lisse, le 2-morphisme d'échange de la structure d'échange sur (H*,LlssH*) est 
donné par Ex% appliqué au carré commutatif : 

f' 

9' 9 

f 

Le 2-isomorphisme d'échange de la structure d'échange sur (H*, LlssH#) est donné par 
le 2-morphisme Ex#(C). Finalement le 2-morphisme d'échange Ex*,#(C) relatif à la 
structure d'échange sur (H*,LlssH#) est donné par la composée : 

f#9* g*g*Ugf* 
f#9* 

g*f#g'*g'* g*f# 

En particulier, on a le résultat suivant, dont l'analogue dans [AGV73] est connu 
sous le nom du « théorème de changement de base par un morphisme lisse » : 

Proposition 1.4.13. — Soit un carré cartésien dans Sch/S : 

X' 9' 
X 

f' f 

Y1 9 
Y 

avec g lisse. Le 2-morphisme d'échange Exl : g*f* > es~k inversible. En 

d'autre termes l'échange sur (LlssH*,H*) est un isoéchange (par rapport aux carrés 

cartésiens). 

1.4.6. Une structure de foncteurs croisés sur (H*, H*, ImmHi, ImmH!). — Dans 
la même veine, on continue avec le « cas trivial » du « théorème de changement de 
base pour un morphisme propre ». 

Lemme 1.4.14. — Soit un carré cartésien : 

T 
9' 

Z 

ï\ 

Y 9 
i 

X 

avec i une immersion fermée. Le 2-morphisme d'échange Ex% : g*i* ——-^i^gf* est 

inversible. 
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Démonstration. — Fixons A un objet de H(Z). Soit j : U > X l'immersion 
de l'ouvert complémentaire de i(Z). Notons aussi j l'immersion ouverte de Y X j U 
dans Y. L'objet g*i*A est à support dans T car j*g*i*A ~ g*j*i*A 0. Donc le 
2-morphisme d'unité : g*i*A > if^if*g*i*A est un 2-isomorphisme. Mais notre 
2-morphisme d'échange est égal à la composée : 

g*i*A —i'J'*g*i*A > i'*g'*i*i*A > i'+g'*A 

Le deuxième 2-morphisme est un 2-isomorphisme puisque c'est une composée 
de deux 2-morphismes de connexions c*. Le troisième 2-morphisme est aussi un 
2-isomorphisme par l'axiome 2. Le lemme est prouvé. • 

L'échange sur (H*,IMMH*) par rapport à la classe des carrés cartésiens défini par 
les 2-morphismes Ex% est donc un isoéchange de type \ . En utilisant la proposi­
tion 1.2.14 : 

Proposition 1.4.15. — On a un foncteur croisé de (Sch/S) et (Sch/S)Imm vers T9a par 
rapport à la classe des carrés cartésiens dont les flèches verticales sont des immersions 
fermées. Ce foncteur croisé est défini par les données : 

le 2-foncteur H* et son adjoint global à droite H*, 
- le 2-foncteur IMMH! et son adjoint global à gauche IMMH*7 

la structure d'échange triviale sur (H*, IMMH*), 

- la structure d'échange sur (H*,IMMH!) déduite de l'isoéchange de type \ inverse 
de l'échange sur (H*,IMMH*) (par rapport aux carrés cartésiens) et de l'adjonc­
tion globale entre IMMH* et IMMH!? 

Pour un carré cartésien (C) : 

f' 

i' i 

f 

avec i une immersion fermée, le 2-morphisme d'échange de la structure d'échange sur 
(H*,IMMH!) est donné par Ex\(C) = a(Ex%(C)). C'est donc la composée : 

fj- гfj-•г*/;г'• > fj-г•г*/;г'• >v(i /')*?/• r(foi')*i'-r(foi')*i >vf'Xv-r(foi')*i>vfl 

L'échange sur (H*,IMMH!) est donné par les 2-morphismes d'échange Ex''*(C) 
f'*v > ?'/!/* égaux à la composée : 

f'*v 
sii*) 

sii*)sii*) ЕхЦСУ1 sii*) sii*) sii*) 
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Voici une caractérisation des 2-morphismes d'échange Ex1'* : 

Proposition 1.4.16 

1- Soit un carré cartésien (C) : 

T i! x 

f f 

Z i 
X 

On suppose que i est une immersion fermée. Le 2-morphisme e = Ex]'* est Punique 

2-morphisme e : f'*v > in f* rendant le diagramme suivant commutatif : 

(20) 

f*i*r x 

Ext 

i'. f'*r 

¿3 

J*J*f*A x 

2- Formons le diagramme commutatif : 

T i' Y 
i' 

-V 

f f f" 
i j 

avec j les inclusions des ouverts complémentaires ai. Le carré de droite est également 
cartésien. Le morphisme e — Ex1'* fournit pour tout A G H(X) un morphisme de 
triangles distingués : 

(21) 

f*A f*3*J*A • •f*ijA[+l] f*A[+l 

Ex% o Ex1'* 

f*A J*J*f*A >iJf*A[+\\ /M[+l] 

Démonstration. — La preuve de cet énoncé est facile. La preuve de l'existence et 
l'unicité du morphisme e est totalement analogue à celle du fait que A —> C(A) 
est un foncteur (voir lemme 1.4.8)(4). On prouvera donc seulement que Ex1'* — e. 
Mais pour cela il suffit de prouver que le diagramme obtenu un remplaçant e par 
Ex1'* dans le diagramme 20 de l'énoncé est commutatif. Mais ceci découle de la 
proposition (1.2.5). • 

(4)ll faut utiliser en plus le fait que Ex% est un 2-isomorphisme, ce qui découle du lemme 1.4.14. 
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Corollaire 1.4.17'. — Supposons que f est lisse. Le 2-morphisme d'échange Ex1'* est 
inversible. 

Démonstration. — Il suffit d'appliquer la proposition 1.4.13 et le lemme 1.4.14 et 
d'utiliser le morphisme de triangles distingués 21 de la proposition 1.4.16. • 

Par adjonction on a également : 

Corollaire 1.4.18. — Sous les hypothèses du corollaire 1.4-17, le 2-morphisme 
d'échange : 

Ex*,# ->i*f# >i*f# 

relativement à l'échange sur (H*,LlssH#) est inversible. 

1.4.7. Sur le 2-morphisme 0. — Supposons donné un diagramme de 5-schémas : 

Y —^X<J—U 

avec i une immersion fermée et j une immersion ouverte complémentaire. On a défini 
dans la proposition 1.4.9 un 2-morphisme 0 : 

x 

V g f 

M- l] 

caractérisé par la propriété d'être l'unique 2-morphisme tel que pour tout A dans 
Ob(H(#)) le triangle : 

iJ-A ——> A — j * j * A — i j A[+l] 

est un triangle distingué. Dans cette sous section on construira deux diagrammes 
solides commutatifs décrivant des compatibilités du 2-morphisme 6 avec différents 
2-morphismes d'échange. 

Proposition 1.4.19. — Soit f : X' > X un morphisme de S-schémas dans 
(Sch/5). On forme le diagramme commutatif à carrés cartésiens : 

Y' i' X' 
g 

U' 

f f f 

Y i 
X 

j 
U 
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On a un cube commutatif : 

f 

i l 

V 

f 

i* 

j " 

V 

f 

¿4+1] 
f 

¿4+1] 

f 

dont les faces parallèles au plan de la feuille sont les 2-morphismes 6 et ceux perpen­
diculaires au plan de la feuille sont des 2-morphismes d'échange. En d'autres termes 
le diagramme de 2-morphismes : 

¿4+1] e ГгЛ+l] 

Ext Ext 

ÏJ*3* <f*il[+l] 

ÏJ'*f* e 

Ex]>* 

+ Wlf*[+i] 

est commutatif De plus, ce dernier s'insère dans un morphisme de 2-triangles distin­
gués (de 1-morphismes) : 

f*i*il • S f 71 
f*J*3* 

fl 
f*i*il[+l] 

f*i*il 
f r 7) j'J'*f* e >Vr[+i] 

Lorsque f est lisse tous les 2-morphismes verticaux sont des 2-isomorphismes. 

Démonstration. — Puisque le diagramme suivant est commutatif : 

f f*3*3* 

Ext 

j i f f [ + 1 ] 

*3*3 f*i*il 
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et d'après les axiomes d'une catégorie triangulée il existe pour tout objet A de H(X) 

une flèche a a rendant commutatif le diagramme suivant : 

P ij A 8 
f*A 

V 
1*3*3*A 

0 f*i*ilA[+l] 

a ; f J*f A o[l] 

Ì'J"PA 
s 

f*A 
V 

fJ'*f*A 
e 

i',i'!/M[+l] 

Il suffit alors de prouver que CLA est égale à l'évaluation en A de la composée : 

p u*i-
Exl 

i' f*1! Ex1'* i' i!f* 

Compte tenu de 1.4.8 il suffit de prouver que le diagramme : 

f*i*il f* 

i' f*1! 

i' i*f! f* 

est commutatif^5). Mais ceci découle de la proposition 1.2.5. • 

On a également le même énoncé pour les 1-morphismes « sections à support » : 

Proposition 1.4.20. — Soit s : T > X une immersion fermée de S-schémas. On 

forme le diagramme commutatif à carrés cartésiens : 

Z ï 
T 

j' 
V 

s s s 

Y 
i 

X 
.1 

u 

(5)Strictement parlant, le lemme 1.4.8 ne suffit pas pour compléter l'argument. Il faudrait prouver 
un résultat un petit peu plus général qui se démontre exactement de la même façon que le lemme en 
question. On espère que le lecteur pourra pallier lui-même cette difficulté. 
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On a un cube commutatif : 

i' ! 

sy s'y 

V 
¿'.[+1] 

j'* M[+i] 

A . j* 

s! 

3* 

S" 

dont les faces parallèles au plan de la feuille sont les 2-morphismes 0 et ceux perpen­

diculaires au plan de la feuille sont des 2-morphismes d'échange. En d'autres termes, 

le diagramme de 2-morphismes : 

J'J'**1 
0 z'#Z/!$![+l] 

Ex-* 

•i ' •* i'*s !i! [+1] 

Ex[ Ex[ 

¿3*3* 
9 

sli*r[+l] 

est commutatif. De plus, ce dernier s'insère dans un morphisme de triangles distingués 

(de 1-morphismes) : 

l' i s- ô s1 
7] 

j'*j' s! 0 z'.z'!s![+l] 

s!i!*i! 
ô 

S' 
n * 3*3* 

0 
5!¿*r[+l] 

De plus, tous les 2-morphismes verticaux sont des 2-isomorphismes. 

Démonstration. — Puisque le diagramme suivant est commutatif : 

S' l'j!* s! 

Ext 

3**3 

Ex[ 

S' s'3*3* 
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par les axiomes d'une catégorie triangulée il existe pour tout objet A de H(X) une 

flèche a A rendant commutatif le diagramme ci-dessous : 

i'J'-sA 
ô 

s'A 
n 

ÏJ'*s]A 
0 i^-sA i+i] 

a j'* s!* A a[l] 

S 2*2 A 
ô 

s]A 
n 

s1 j*3* A 
0 

5!2*2!^[+l] 

Il suffit alors de prouver que a A est égale à l'évaluation en A de la composée : 

i'*i'! s! 
Ext 

i'*s'! i! Ex-* s'*i'! i! 

Compte tenu du lemme 1.4.8, il suffit de prouver que le diagramme : 

l'i S' s1 

., ! .1 

S!2*2! s! 

est commutatif. Mais ceci découle de 1.2.5. La dernière assertion découle du fait que 

Ex-* est un 2-isomorphisme dans notre situation puisque j et j ' sont des immersions 

ouvertes (voir le corollaire 1.4.17). • 

1.5. Les équivalences de Thom. Les 2-foncteurs LlssH! et LlssHi 

1.5.1. Définition. — Soit une suite de S'-morphismes : X s V 
P 

X tel 

que p o s = Idx et p lisse. On définit un 1-morphisme Th(s,p) : H(X) —> H(X) par 

la formule : Th(s,p) = p # o ^ . 

Définition 7.5.7. — Le 1-morphisme Th(s,p) est appelé le 1-morphisme de Thom as­

socié à la section s du morphisme lisse p. Il admet un adjoint à droite Th_1(s,p) 

défini par Th_1(s,p) = s! op* et appelé le 1-morphisme de Thom inverse associé à la 

section s du morphisme lisse p. 
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Proposition 1.5.2. — Soit f : X' > X un S-morphisme. On choisit un dia­

gramme commutatif : 

X' s' V 
y' 

X' 

f f' f 

X s V p 
X 

à carrés cartésiens. Il existe un 2-isomorphisme : 

</>(/) : Th(s',p')P = /*Th(s,p) 

défini par la composition du diagramme planaire : 

H(X') 
s'* 

•H(V') 
p'# 

M(X') 

f'* 
(Ex",)'1 

f'* 
Ex'# 

f'* 

H(X) 
S* 

H(V) 
p# 

H(X) 

Démonstration. — Le fait que c'est un 2-isomorphisme est clair par le théorème de 

changement de base pour une immersion fermée (voir le lemme 1.4.14)(6) ainsi que 

l'axiome 3. • 

En utilisant les adjonctions entre Th(.,.) et Th_1(.,.) on déduit par la proposi­

tion 1.1.9 un 2-morphisme : 

ф-М) : ГТЬ-Ча.р) Th-1 (s'n p') f* 

Toujours par 1.1.9, on a le lemme : 

Lemme 1.5.3. — Le losange (de compatibilité avec l'unité) suivant : 

r T h - ^ s ^ T h ^ p ) 

n 
o -1 (f) 

r: T h - V , p ' ) /*Th(s,p) 

1 
= 
Hf) 

Th-V.pOTKs' .pOr 

est commutatif. Il existe également un losange commutatif analogue pour la counité. 

(6)En fait, la définition même de ce 2-morphisme repose sur le lemme 1.4.14. 
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Par définition le 2-morphisme 0 _ i ( / ) est la composée du diagramme planaire : 

(22) 

H(X') 

S' 

H(V') 

P* 

H(X')-
s'* H(V) p'# M(X') 

f* 
(Ex'.)-1 

f* 
Ex# 

f* 

H{X) 
S* 

H(V) 
p# 

H(X) 

S' 

H(V) 

p* 

H(X) 

En découpant (22) suivant la ligne : 

p f*r S 

on voit que 0 _ i ( / ) est la composée du diagramme planaire : 

(23) 

H(X') s"- H(V') p'* H (A") 

p'* 
Ex! * 

p'* 
c"(KO~' 

p'* 

H(X) 
5" 

H(V) 
p* 

H(X) 

On a en particulier le lemme suivant : 

Lemme 1.5.4. — Si f est lisse le 2-morphisme : 

Ф-ЛЛ- f*Th-l(s>P) = Thais', !/)/* 

est inversible. 

Démonstration. — En effet, en utilisant la représentation planaire de </>_i(/) par (23) 
on voit qu'il suffit de montrer que le 2-morphisme d'échange Ex1'* qui figure dans 
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le diagramme est un 2-isomorphisme. Mais ceci découle du corollaire 1.4.17 et de 

l'hypothèse que / est lisse. • 

Dans le même esprit on a : 

Proposition 1.5.5. — Soit i : Z > X une S-immersion fermée. On choisit un 

diagramme commutatif : 

Z sf 
W 

p' 
z 

i i' i 

X s V 
P 

X 
à carrés cartésiens. Il existe un 2-isomorphisme : 

(/>(f) : Th(s,p)û H.Th(s',p') 

défini par la composition du diagramme planaire : 

H(Z) 
s' 

•H(W) p'# H(Z) 

2* 
Ex*,* 

i' 
Ex*,* 

i* 

H(X) 
S* 

H(V) 
p# 

H{X) 

Démonstration. — Le fait que Ex#^ est inversible découle du corollaire 1.4.18. • 

Notons également le lemme utile suivant : 

Lemme 1.5.6. — Supposons donné un voisinage Nisnevich de X dans V : 

U 
t 

u 

X s V 

avec u étale. Il existe alors un 2-isomorphisme Th(t,p o u) = Th(s,p) . De plus, 

si le carré suivant : 

X t • 11 

u 

X s V 
est cartésien, cet isomorphisme est défini par la composition du diagramme planaire : 

H(X) 
t* 

H(iO 
(pu)# 

H(I) 

Ex#,# 
Ex# 

Ex#,# 

H(X) 
s* 

H(V) 
v# 

HIX) 
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Démonstration. — Lorsque X ~ X Xy U le résultat découle immédiatement du co­

rollaire 1.4.18. Dans le cas contraire, on remarque que qu'il existe un voisinage ouvert 

j : Uo — U — (X Xy U — X) C U de X dans U tel que les carrés suivants sont 

cartésiens : 

X 
to 

Un 

uo j 

X s V 

X 
to 

Uo 

j 

X 
t 

U 

Il vient de ce qui précède que Th(s,_p) ~ Th(to,p ° u ° j) — Th(t,p ou). • 

On a le théorème : 

Théorème 1.5.7. — Les 1-morphismes Th(s,p) et Th~1(s,p) sont deux équivalences 

inverses Lune de Vautre. Le 1-morphisme Th(s,p) (resp. Th_1(s,p)y) sera dorénavant 

appelé Z'équivalence de Thom (resp. inverse^ associée à la section s du morphisme 

lisse p. 

Démonstration. — Il s'agit de prouver que les 2-morphismes d'unité et de counité : 

i d - Th_1(5,p) o Th(s,p) et Th(s,p) o Th_1(s,p) id 

sont inversibles. 

Soit (fi : Ui > X )i un recouvrement de X pour la topologie de Nisnevich (en 

particulier les fi sont des 5-morphismes lisses). Par 1.4.4, il suffit de prouver que les 

2-morphismes : 

ft f*Jh-\s,p)oJh{s,P) et f;T\n(S,p) °TYT\s,p) fi* 

sont inversibles pour tous les indices i. On considère pour tout i la suite : 

Ui 
Si Ut xxV 

Vi Ui 

qui s'insère dans un diagramme commutatif à carrés cartésiens : 

Ui Si Ui xxV 
Pi Ui 

fi fi \fi 

X s •V p X 
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On sait que les deux 2-morphismes : 

/*Th(s,p) Th(Si,Pi)f* et f*Th-\s,p)- Th"1^ ,^) /* 

sont des 2-isomorphismes par 1.5.2 et 1.5.4. En utilisant donc les deux losanges com-

mutatifs du lemme 1.5.3 : 

tf Th- ̂ p r rh ^ p ) 

7] J>-l(fi) 

fi Th-Hsu PiWTHs,») 

r] 
= 
O(fi) 

Th 1(sl,pl)Th(sî,pl)f* 

et 

fi* Th(s,p) RH-1 (s,p) 

<Kh) ô 

fi* Th (s, p) RH-1 (s,p) fi 

o-1 (fi) ô 
fi* Th (s, p) RH -1 (s, p) 

On voit qu'il suffit de prouver que les 2-morphismes : 

id Th 1(si,pi) o Th(supi) et Th(s2,pi)oTh ^ s ^ , ^ ) id 

sont des 2-isomorphismes. En d'autres termes, il suffit de prouver que Th(si,pi) est 

une équivalence pour tous les indices i. En choisissant donc un recouvrement Nisnevich 

assez fin de X et en remplaçant V par un voisinage Nisnevich de X (ce qui est légitime 

au vu du lemme 1.5.6) on voit qu'il suffit de traiter le cas où il existe un carré cartésien : 

X s V 

Q 

X o AX 

avec o l'inclusion de la section nulle. En appliquant encore une fois le lemme 1.5.6 on 

se ramène au cas V = A ^ . Lorsque n = 1, c'est bien une équivalence par l'axiome de 

stabilité. 
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Notons pn la projection de A ^ sur X et on la section nulle. On a un diagramme à 
carrés cartésiens : 

X 01 Ax Pi X 

On-l O'n-l On-l 

An-1 °i Ax 
p1 

A r 1 

Pn-1 Pn-1 Pn-1 

X Ol Ax Pi X 

Il vient que Th(on,pn) = pn#On* ^ P i#K- i#°n- i*° i* = Pi#Th(0n-i>Pn-i)0i*- Par 
la proposition 1.5.5, on a un isomorphisme T\\(o,n_1^p'n_l)oi* Oi*Th(on_i,pn_i). 
On en déduit en fin de compte un isomorphisme Th(on,pn) ~ Th(oi,pi) o 
Th(on_i,pn_i) et par récurrence un isomorphisme Th(on,pn) ~ Th(oi,_pi)on. 
Le résultat est maintenant clair. • 

Corollaire 1.5.8. — Soient X un S-schéma quasi-projectif et X s V P X 
une suite de S-morphismes tels quepos = idx et p lisse. Pour tout objet X' > X 
de (Sch/X) on forme le diagramme à carrés cartésiens : 

X' s' V 
P1 

X1 

X s V p X 

avec V = V xx X'. Le couple de familles ( (Th(V,p'))x '^x, (</>(/))f-.x"-*x>) définit 
une auto équivalence du 2-foncteur H*̂ Scĥ x̂  restriction du 2-foncteur H* à (Sch/X). 

Démonstration. — Il s'agit de prouver que la composée des 2-isomorphismes : 

H(X") •H(V") >W(X") 

f'* 
(Exl)-1 

f'* 
Ex* 

f'* 

H(X')-
s' .H(V')- p'* 

H(X') 

commute aux 2-isomorphismes de connexions du 2-foncteur H*. Pour une suite de 
X-morphismes composables : 

X'" 
f' 

X" 
f 

X' 
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on forme le diagramme à carrés cartésiens : 

X'" 
s"' 

V'" 
Pm 

X'" 

X" 
s" 

V" 
p" 

X" 

X' 
s' 

V 
p' 

X' 

avec V" = V Xx X" et V'" — Vxx X'". On voit qu'il suffit de prouver que les deux 

2-morphismes Ex*^ et Ex% commutent à la composition horizontale des carrés carté­

siens. Mais ceci est clair puisque c'est les 2-morphismes d'échange de deux structures 

d'échange. • 

1.5.2. Propriétés des équivalences de Thom. — On résume quelques propriétés 

des équivalences de Thom dans l'énoncé suivant : 

Théorème 1.5.9. — Soit une suite de S-morphismes : X s V P X tels que 

p o s = idx et p lisse. Pour tout X-schéma X' > X on considère un diagramme 
commutatif : 

X' s' V 
P' 

•X' 

X s V p X 

à carrés cartésiens. Pour tout X-morphisme f : X" > X' , on a des 2-

isomorphismes : 

- 4>(f) : Tb(s",p")f* = /*Th(s',p') , 

- Mf) : / . W , p " ) = Th ( s> ' ) / * , 

- X(f) : /#Th(S",p") = Th(s',p')f# si f est lisse, 

- ((i) : Th(s",p")i! = rTh(V,//) si i — f est une immersion. 

La famille des équivalences (Th(V,p'))x'-+x munie des 2-isomorphismes (/>(.) (resp. 

Vx(-) & C(-)) définit une auto équivalence sur le 2-foncteur H* (resp. H*7 LlssH# et 

ImmH!j restreint aux X-schémas. De plus, ces auto équivalences sont compatibles avec 

toutes les structures d'échange construites jusqu'à présent. 

Démonstration. — Pour construire les autoéquivalences on se sert de la proposi­

tion 1.1.26 et du corollaire 1.5.8. Pour se convaincre de la compatibilité avec les 

échanges construits dans la section 1.4, il suffit de remarquer que tous les échanges 

ont été obtenus à partir de l'échange trivial sur (H*, H*) en : 

- utilisant le procédé de la proposition 1.2.5, 

- prenant l'isoéchange inverse dans la cas d'un isoéchange, 
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- faisant une restriction (soit au niveau de la classe des carrés, soit aux niveaux 

des catégories sources). 

D'après la proposition 1.2.11 il suffit alors de prouver que nos autoéquivalences sont 

compatibles avec l'échange de (H*, H*). En d'autres termes on est ramené à prouver 

que l'autoéquivalence de Thom est compatible avec les 2-isomorphismes de connexion 

de H*. Ceci est la définition même d'une autoéquivalence. • 

Remarque 1.5.10. — On déduit du théorème précédent un énoncé analogue concer­

nant les équivalences de Thom inverses. On obtient ainsi les 2-isomorphismes : 

- </>_!(/) : T h - V , p " ) / * = Th-V. ph p/., 

- 4-i(f) : / . T h - V , p " ) = T h - V . p O / . , 

- X-i(f) : / # T h - V > P " ) 
= Th 1(s,,pf)f# si / est lisse, 

- C-i(i) : Th_1(s",p")r = i!Th 1(s',p') si i — f est une immersion. 

La dernière assertion reste également vraie pour les équivalences de Thom inverses. 

Supposons donné maintenant un diagramme commutatif : 

W 

t q 
poq 

X 
s 

V 
P 

X 

avec s une immersion fermée, p et q lisses et p o s = idx- Il vient alors que : 

poqot^pos — \àx 

et que t est une immersion fermée. On peut former le diagramme : 

X 
u — t x id 

W xvX 
r = pr2 

X 

On a alors que u est une immersion fermée, r est lisse et rou = idx- On va construire 

un 2-isomorphisme (de composition) : 

C : Th(t,p o q) = Th(s,p) o Th(ii, r) 

Pour cela on forme le diagramme commutatif de ^-schémas : 

X 

u 
t 

W xvX 
pi1 

W 

r Q 
poq 

X 
s 

V 
P 

X 
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et on prend la composée du diagramme planaire : 

U* c* t* 

pr1* 

t # 
Ex*n# 

9# 

c# 

IP0 (I)# 

s* P* 

Le 2-morphisme ainsi obtenu est inversible car Ex*^ est un isomorphisme puisque 

q est lisse et s une immersion fermée (voir le corollaire 1.4.18). On a la proposition 

suivante qui complète le théorème 1.5.9 : 

Proposition 1.5.11. — Sous les hypothèses du théorème 1.5.9, les 2-isomorphismes 

qu'on vient de construire, définissent un isomorphisme d'auto équivalences entre 

V auto équivalence (Th(t',pf o q'))x'^x et l'auto équivalence composée (Th(s\pf) o 

Th(i/, r'))x'-^x, ceci pour les restrictions des 2-foncteurs : H% H*; LlssH# et ImmH! 

à la catégorie (Sch/X). 

Démonstration. — En utilisant les deux dernières assertions de la proposition 1.1.26, 

on voit qu'il suffit de prouver la proposition pour l'autoéquivalence sur la restric­

tion de H* à (Sch/X). En revenant à la définition on voit qu'il suffit de prouver la 

commutativité des trois diagrammes solides : 

f* 
u* t'/ 

pr1 

u* f* 
t* 

pru 

f* 

pr'1 

f' /1 

pru 

e# 

t'# 

q# 

j* 

s' 

q# 
f* 

S* 

f* >' ° q')# 
<4 

f* 

q# f* f* 

p* 
La commutation du premier diagramme solide découle facilement de l'axiome de co-

cycle pour le 2-foncteur H*. La commutation du troisième diagramme est la compati­

bilité de l'échange sur (H*, H#) avec la composition verticale des carrés. Finalement, 

pour montrer la commutation du cube on le divise selon les plan des deux lignes 

en pointillé. Ces lignes correspondent aux 1-morphismes (pr\ o f')* = ( / o pr[)* et 

( s o / ' ) * = ( s ' o / ) * . La commutation des deux diagrammes ainsi obtenus découle cette 

fois de la compatibilité de l'échange avec la composition horizontale des carrés. • 
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Remarque 1.5.12. — En prenant l'inverse de l'adjoint du 2-isomorphisme de composi­

tion C, on obtient un 2-isomorphisme de composition pour les équivalences de Thom 

inverses : 

C_i : Th_1(t ,poç) • = Th-1(u,r) oTh_1(s,p) 

On vérifie immédiatement que ce 2-morphisme est donné par la composée du dia­

gramme planaire : 

1 \ 4' 

pt1 

r* 
(Ex1-*)-

<7* (poq)* 

c* 
S' P* 

On a également l'analogue de la proposition 1.5.11. 

Dans la suite de ce paragraphe on se bornera à énoncer les propriétés des 2-

isomorphismes de composition (ainsi que les 2-isomorphismes dérivés) pour les équiva­

lences de Thom Th( —). Les énoncés analogues pour les équivalences de Thom inverses 

s'obtiennent alors facilement par adjonction. 

En utilisant le 2-isomorphisme de composition on peut déduire un 2-isomorphisme 

de commutation : 

Corollaire 1.5.13. — Les équivalences de Thom commutent entre elles. Plus précisé­

ment si X si V1 Pl X et X S2 V2 P2 X sont deux suites comme avant, 

il existe un 2-isomorphisme : 

Cm: Th(si,pi) o Th(s2,P2) Th(s2,p2) 0 Th(si,pi) 

De plus, les Cm définissent un isomorphisme d'auto équivalences entre (Th(s/1,p/1) o 

Th(s2,p2))x'-^x et (Th(s2,.P2) 0 Th(5/1,p/1))x/-^x, ceci pour les restrictions des 2-

foncteurs : H*, H*7 LissH# et ImmH! à la catégorie (Sch/X). 

Démonstration. — On pose V = V\ X j V2. On a une suite : X 
S — SI X s2 V --- X. 

Remarquons que cette suite est obtenue par composition de X si 
Vi 

Pi 
X avec 

Vi I X 8 2 V pri Vi . De plus, quand on restreint à X on obtient la deuxième suite de 

l'énoncé. On a ainsi un 2-isomorphisme C : Th(s,p) > Th(si,pi)Th(s2,_p2) . Par 

symétrie on a également un 2-isomorphisme C : Th(s,p) > Th(s2,p2)Th(si,pi) . 

On obtient le 2-isomorphisme recherché comme composée : 

Th(si,pi) o Th(s2,p2) 
C'1 

Th(s,p) 
C 

Th(s2,p2) o Th(si,pi) 

La dernière assertion découle immédiatement de la proposition 1.5.11. • 
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Soit maintenant un diagramme commutatif de S'-schémas : 

U 

n 
m 

p o q o m 
W 

t q 
poq\ 

X 
s 

V 
P x 

On peut former le diagramme commutatif : 

U xvX 

V 
X 

X 
u 

W xvX 
r 

X 

et puis la suite : 

X w (U xv X) xWxvX X = U xw X 
y_ 

X 

On a la proposition suivante : 

Proposition 1.5.14. — Le carré de 2-isomorphismes : 

Th(n,p o q o m) • = Th(£, p o q) o Th(W1 y) 

= = 

Th(s,_p) o Th(v, r o x) = Th(s,p) o Th(tt, r) o Th(w, y) 

est commutatif. 

Démonstration. — On forme le diagramme commutatif de .S-schémas : 

X 

W 
v 

n 

U xw X u U xvX 
s 

U 

y X m 

X 
u 

W xvX 
s 

W K pqm 

r q pq 
X 

s 
V 

p 
X 
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On en déduit un diagramme planaire dans : 

H(X) 

w* v* n* 

H(U xwX) u* H(U xV X) s* •H(U) 

(24) y#\ Ex*,# 
x# Ex# m# 

И(Х) 
u* 

H(W xvX)- S* H{W) (poqom)# 

r# 
Ex*,# 

q# (poq)# 

H(X) 
s* 

H(V)-
p# 

H(X) 

Nous allons prouver que la composée du diagramme planaire (24) est égale aux deux 
composées suivantes : 

(25) 

Th(n,p о q о m) Th(s,p) о Th(v, r о x) Th(s,_p) о Th(г¿, r) о Th(w, г/) 

et 
(26) 

Th(n, p о a о m) lh(t,poq)o J\\{w,y) Th(s,p) о Th(?i, r) о Th(it;, ?/) 

Ceci prouvera notre proposition. 
Prouvons d'abord que la composée de (24) est égale au 2-morphisme (25). Pour 

cela on divise notre diagramme planaire (24) suivant la ligne : 

w* УФ и* s* (p o q) # 

Si on attache un 2-morphisme de connexion : 

au УФ u* s* (p o q) # 

(s ои)^ 

à la partie du diagramme planaire (24) située au-dessus de la ligne choisie il est facile 
de voir (en utilisant la compatibilité des 2-morphismes Ex*^# avec la composition des 
carrés) qu'on obtient le 2-isomorphisme : 

Th(n, p о q о m) = Th(s,p) о Th(v, r о x) 
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Puis en attachant le 2-morphisme de connexion (égal à l'inverse du précédent) : 

(s o u)* 

w* y* 1£* s* (p o q)# 

à la partie du diagramme planaire (24) située au dessous de la ligne choisie, on obtient 

par définition : 

Th(s,_p) o Th(v1 r o x) = Th(s.p) o Th(u, r) o Th(w, y) 

Ceci achève la première moitié de la démonstration. 

Il reste donc à prouver que la composée du diagramme planaire (24) est égale au 

2-morphisme (26). Pour cela on divise (24) suivant la ligne : 

v* X4L r# S* p# 

et on fait exactement comme avant mais en introduisant un 2-isomorphisme de 

connexion ainsi que son inverse au niveau de la composée : 
X4L r# 

. 

On déduit de la proposition précédente la compatibilité suivante entre les 2-

isomorphismes de composition et les 2-isomorphismes de commutation : 

Corollaire 1.5.15. — On suppose donné un diagramme commutatif : 

W 

t q poq 

X 
s 

V 
P 

X 

comme avant et on garde les notations précédentes. Soit X z R 
k 

X une 
troisième suite. Le diaqramme suivant : 

Th(t,_p o q) o Th(z, k) 
Cm 

Th(z, k) o Th(t,p o q) 

C C 

Th(s,p) oTh(^, r)o Th(2, k) 
Cm Th(s,p) oTh(z, k) oTh(w, r) Cm Th(z, k) oTh(s,p) oTh^, r) 

est commutatif. 
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Démonstration. — On va appliquer la proposition précédente aux trois diagrammes 

suivants : 

W xx R 

t X z 
pri 

Po qoPN 
W 

t q poq\ 

X _s V 
P 

X 

W xxR 

^ x id 
t X z po q o pr2 

V x R 

Is X z \pr2 
p' pr2 

X z R k X 

W xx R 

'q x id 
t x z P o Q o pr2 

V x R 
s x z p' o pt1 

pr2 

X s V 
P 

X 

On en déduit les diagrammes commutatifs suivants : 

(W xvX) xx R 

U X z PN 

X u W xvX r X 

(W xvX) xxR 

U X s PN 

X z R 
k X 

Dans la suite de la preuve, on se permet de noter simplement Th (immersion fermée, — ) 

lorsque le nom de la projection lisse est long à écrire. Les trois carrés commutatifs 

qu'on obtient par application de la proposition 1.5.14 s'organisent alors de la manière 

suivante : 

Jh(z,k)Jh(t,pq) Th(2,fc)Th(s,p)Th(u,r) 

Th(í X z,-) Th(s x *,-)Th(u,r) 

Jh(t,pq)Jh(z,k) Th(s,p)Th(n x z, —) Th(s,p)Th(*,fc)Th(u,r) 

Th(s,i?)Th(w,r)Th(z,A;) 

Ceci prouve le corollaire. • 

Dans la définition des 2-isomorphismes de connexions du 2-foncteur H!, on rencontre 

naturellement une version modifiée du 2-isomorphisme de composition. 
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Définition 1.5.16. — Supposons donné un diagramme commutatif : 

W 
t 

9 
poq 

X 
s 

V 
P 

X 

avec s une immersion fermée, p et q lisses et p o s — idx- Avec les notations précé­

dentes, on pose C le 2-isomorphisme composé : 

C : Th(£,p o q) C 
Th(s,p) o Th(ii, r) 

Cm 
Th(u, r) o Th(s,_p) 

Le 2-isomorphisme C est appelé le 2-isomorphisme de composition modifié. L'inverse 

de l'adjoint de C sera noté Cr_x. C'est la composée : 

C'_x : Th_1(t,pog) 
C-1 

Th-1(ix,r)oTh-1(8 ,p) 
Cm-i 

Th_1(s,p) oTh_1(u,r) 

On a de même pour ce 2-isomorphisme : 

Théorème 1.5.17. — Sous les hypothèses du théorème 1.5.9, les 2-isomorphismes C 

définissent un isomorphisme d'auto équivalences entre l'auto équivalence (Th(t',pf o 

q'))x'->x et l'autoéquivalence composée (Th(î/,r7) o Th(s' ,p'))x'-*x, ceci pour les 

restrictions des 2-foncteurs : H*7 H*, LlssH# et ImmH! à la catégorie (Sch/X). 

De plus, sous les hypothèses de la proposition 1.5.14, le carré de 2-isomorphismes : 

Th(n,p o qom) = Th(w, y) o Th(£,p o q) 

= = 

Th(v, r o x) o TU(s,p) = Th(w, y) o Tin(u, r) o Th(s,p) 

est commutatif. 

Démonstration. — Le résultat est une conséquence facile de la proposition 1.5.14 et 

du corollaire 1.5.15. • 

1.5.3. Cas particulier des fibres vectoriels. Les 2-foncteurs LlssH! et LlssHi 

Soit «if un -module localement libre de dimension finie. On note 

p : V(Sf) • X 

le fibre vectoriel associé. C'est le spectre de la -algèbre symétrique ®^>o Symz «if 

associé à «if. Si s : X > V(«if ) est la section nulle, on notera Th («if ) l'équivalence 

Th(s,p). Lorsque «if = ûx on posera aussi Th(<^x)^[-2] = ^ ( + 1 ) . Le 1-morphisme 

Th(^x)[—2] : A > A ( + l ) est connu sous le nom de twist à la Tate. 

La proposition 1.5.14 et le théorème 1.5.17 donnent facilement le théorème suivant. 
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Théorème 1.5.18. — Soit une suite exacte de ûx-modules localement libres : 

0 N M L 0 

// existe alors un 2-isomorphisme de composition : 

C: Th(^) Th(^)oTh(if) 

et un 2-isomorphisme de composition modifié : 

C : Th(>f) T h m o T h m 

De plus si 0 C C ^2 C ^ 3 = M est une filtration du ûx-module locale­

ment libre .Jt en trois crans tel que le gradué soit aussi localement libre, on a deux 

diagrammes commutatifs : 

ThOf) c 
Th(^2)oTh(^3 /^2) 

c c 

Th(^i) o T h ( ^ M ) 
C 

Th(^i) o Th(^2/^i) ° Th(^r3/^2) 

T h ( ^ ) 
C' 

Th(^3/^2)oTh(^2) 

C C 

T h ( ^ 3 / ^ i ) oTh(^ i ) 
C 

Th(^3/^2) o T h ( ^ 2 / ^ i ) o Th(^Ti) 

i.5.3.i. Le 2-foncteur LissH!. — Le théorème 1.5.18 nous permettra de définir sur 

(Sch/6f)Liss un 2-foncteur LissH!. Bien sûr on veut que H!(X) = H(X) pour tout 

.S-schéma X. On posera pour un morphisme lisse / : 

? = Th(Çlf)of* 

où Qf est le faisceau des différentielles relatives. 

Définissons les 2-isomorphismes de connexions. Pour une suite de S'-morphismes 

lisses 
t 9 , on prendra c'(f,g) la composée : 

( 5 ° / ) ' f 1 1 

Th(0„o/)(c,o/)* 
c*(f,g) 

Th(îî90/)/V 
a 

T h ^ y T h c r o j / v 
m-1 

Th(n/)/*Th(09)fl* 

avec C le 2-isomorphisme de composition modifié associé à la suite exacte courte : 

0 f*Qg Qgof Qg 0 

Il nous faut vérifier l'axiome de cocycle. Soient les trois morphismes lisses compo-

sables : 
f g h 
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Il s'agit de vérifier que le diagramme suivant est commutatif : 

(hgf)[ (gfYti 

f{hg? fg h-

Notons pour cela le diagramme commutatif : 

/•Th(fî9)ff*Th(nh) /*Th(nff)Th(</*îW 

Th(/*n9)/VTh(îîh) Th(/*fi9)/*Th(<7*ftft)5* 

Th(/*fi9)(3o/)*Th(nh) Th(/*îî9)Th(/Vîîh)/V 

Th(/*Q9)Th(/V«h)(<?°/)* 

La commutation du sous-diagramme inférieur étant la compatibilité des 2-

isomorphismes <B avec la composition. On en déduit donc le diagramme commutatif : 

Th(n/)/*Th(na)fl*Th(n/l)/l* Th(fi,)/*Th(fi,)Th(fl*nh)(/is)* 

Th(fy)Th(/*fi9)(so/)*Th(fih)fc* Th(nf) Tb(rng)Th(rg*nh)(hgfr 

Et en fin de compte le diagramme commutatif : 

f!g!h! /!Th(fi„)Th(5*Qfe)(M* f'Th(nhg)(ghy 

Th(fi,)Th(/*n9)(fl/)*/i! Th(Qf)Th(f*ng) Th(rg*nhg)(hgfr Th((îf)J h{rngh)(hgfY 

Tb(Sîq f)(gf Y ti- Th(fi9/)Th((5/)*îîh)(hfl/)* (hg f)! 

où le carré inférieur à droite est simplement le deuxième carré commutatif du théo­

rème 1.5.18 associé à la filtration : (gf)*Çth C f*tthg C iïhgf- Ceci prouve ce que l'on 

veut. 
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1.5.3.2. Le 2-foncteurLissHi. — On définit également sur (Sch/^)^88 un 2-foncteur 

LlssH| tel que Hi (X) = H(X) pour tout 5-schéma X. Pour un S-morphisme lisse / on 

définit le 1-morphisme Ht( / ) = f\ par la formule : 

/! = / #oTh "1 (n / ) 

Le 1-morphisme f\ est donc adjoint à gauche à f1. Les 2-morphismes d'unité et de 

counité sont respectivement : 

id Th(Qf)Th-1OV)/* 

Th(n/)/*/#Th-1(n/) 

et ^ T h - ^ T h O V ) / * / # / * 

id 

D'après 1.1.17 il existe un unique adjoint global à gauche Ll88Hi de LlssH! tels que : 

- Hi(/) = f\ = f^Th^1 (Qf) pour tout ^-morphisme lisse / , 

- les 2-morphismes d'unité et de counité sont ceux donnés ci-dessus. 

Les 2-isomorphismes de connexions relativement à la suite 
f 9 

sont 

donnés par la composée des 2-isomorphismes : 

(gof)i 

( p o / U T h - ^ o . / ) 
'#(f,g] 

7#/#Th-i(^o/) 

EU 
9#UTh-\rng) Th-l(nf) g#Th~L(IÏG)f#T\\~l(iïf) 

9\f\ 

1.5.4. Une structure de foncteurs croisés sur (H*, H*, LlssHi, LlssH!). — Pour 

l'énoncé qui suivra, on utilisera la structure de foncteurs croisés sur le quadruplet 

(H*, H*, LlssH#, LlssH*) relativement à la classe des carrés cartésiens à flèches verticales 

lisses. 

Proposition 1.5.19. — II existe une structure de foncteurs croisés sur le quadruplet : 

(H*,H*,LissH,,Li88H!) 

tel pour tout carré cartésien de S-schémas (C) : 

g' 

f f 
g 
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avec f lisse, on a : 
1. Le 2-morphisme d'échange Ex*J(C) : f\g^ > g*f{ relatif à l'échange sur 

(H*,LlssHi) et associé au carré (C) est donné par la composée du diagramme 
planaire : 

9* 

Jh-\ Ç}f) Jh-\Ç}f) 

g: 

f'# 
Ex*,#(C) 

f# 

9* 
2. Le 2-morphisme d'échange Ex*,l(C) : g'*f1 > f,lg* relatif à l'échange sur 

(H*,LlssH!) et associé au carré (C) est donné par la composée du diagramme 
planaire : 

g. 

Th(fi/.) Th(îî/) 

g" 

f'" 
Ex*'*(C) 

f# 

g* 

3. Le 2-isomorphisme d'échange Exl(C) : f'-q* = g*f'1 relatif à l'isoéchange 

sur (H*, LlssH) et associé au carré (C) est donné par la composée du diagramme 
planaire : 

gi 

Th(fi/0 Th(fi/) 

g', 

f'"* 
Ex'ACy1 

f'" 

g* 

ou 

g' 

Th(îty) Th(0/) 

g'* 

f'"* 
E<(C) 

f'"* 

9* 
selon le sens de l'isoéchange (\ ou \ ) . 
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4. Le 2-morphisme d'échange Ex*j(C) : f\g^ > g*fl relatif à l'échange sur 

(H*,LlssHi) et associé au carré (C) est donné par la composée du diagramme 

planaire : 

g'* 

Th_1(Qf/) Th_1(f2/) 

g'* 

f# 
Ex*#(C) 

f# 

g* 

ou 

g" 

Th_1(f2/) Th_1(f2/) 

g'* 

f# 
Ex*#(C) 

f# 

2* 

selon le sens de l'isoéchange (\ ou \ ) . 

Démonstration. — Il s'agit de vérifier les deux points suivants : 

1. Les 2-morphismes définis par les diagrammes planaires de l'énoncé définissent 

bien des structures d'échange. 

2. Les échanges s'organisent en un foncteur croisé. 

Pour cela, il suffira de prouver (compte tenu que les quatre derniers diagrammes 

planaires de l'énoncé définissent des 2-isomorphismes) les deux points suivants : 

1. La famille des 2-morphismes Ex*'](C) pour (C) variant dans la classe des carrés 

cartésiens à morphismes verticaux lisses définit une structure d'échange sur le 

couple (H*,LissH!). 

2. Les autres 2-morphismes : ££*5t(C), Ex\(C) et Ex*(C) sont obtenus par appli­

cations itérées de 1.2.5 à partir de Ex*,l(C) (on se permet de prendre l'inverse 

lorsqu'il existe pour tous les carrés cartésiens). 

Le second point est clair par les propositions 1.1.9 , 1.1.11 et 1.1.12 et la définition 

même des 2-isomorphismes de commutation avec les équivalences de Thom. Il nous 

reste donc à établir le premier point, z.e., à vérifier la compatibilité des 2-morphismes 

Ex*'l(C) avec la composition des carrés cartésiens. Là encore on distingue deux cas 

suivant la nature de la composition : 

1. La compatibilité avec la composition horizontale des carrés. 

2. La compatibilité avec la composition verticale des carrés. 
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Le premier point est très facile, on le laisse en exercice. On s'intéresse donc à établir la 

compatibilité avec la composition verticale des carrés. On se donne donc un diagramme 

commutatif à carrés cartésiens : 

g" 

h' 
q' 

h 

f' f 

g 

Il s'agit de prouver que les deux diagrammes planaires : 

(27) 

q"* 

h'< h' 

g'* c! 
(fh)' 

f'! f'! 

g* 

et 

g"* 

h' 
[fh')' 

C 

Ex*'] 
(fn) 

f'! 

g* 

définissent le même 2-morphisme. Pour prouver cela on va expliciter les 2-morphismes 

qui figurent dans le premier diagramme planaire. On obtient alors le diagramme pla­

naire suivant : 

(28) 

g"* 

Th(îîvl 
Th(nO, 

g'" Th(îî/h) 

h'* h* 

g" 
Th(h*nFY 

Th{QrJ Th{Qf') 
'h* 

g'* 
c* 

(fh)* 

f'* f' 

g* 
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Le fait que les équivalences de Thom munies des 2-isomorphismes de commutations 
avec les H*(.) forment une autoéquivalence de 2-foncteurs (compatible avec la struc­
ture d'échange triviale donnée par les Ex*'*) implique que les composées des deux 
diagrammes planaires : 

g"" 

h'* h* 
Th(/i*fi/)\ 

g'* 

T h ( ^ ) x Th(fif) 
h* 

g'* 

et 

g"* 

h'* 
\Jh(h'*VLr) 

Th(/г*fi/^ 

g"* 

ThOVr 
h'y 

'h* 

g'* 

sont les mêmes. En remplaçant dans (28) le premier des deux diagrammes planaires 

ci-dessus par le deuxième, nous obtenons le diagramme planaire suivant : 

(29) 

g"" 

Th(Qh') 
Th(Qh) 

g"* 
Th(nA) 

h'* 
~ï\\(h'*VLry Th(h*nfy 

g"* 

Th(lty) 
h'* 

h* 
c* (fh)* 

g'* 

f' f' 

g* 

En utilisant maintenant le fait que les 2-isomorphismes : 

Th(îî/h) 
C 

Th(nh)Th(h*Qf) 
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s'organisent en un isomorphisme d'autoéquivalences de 2-foncteurs (voir le théo­

rème 1.5.17), on voit que les deux diagrammes planaires : 

g"* 

Th(Qh) 
Th(Qh') 

g"* Th(nfh) 

Th(/i/*^/O 
Th(/i*n/J 

g"" 

et 

g"* 

Th(Qh') 

Th(fìA) 

Th(/i'*ftr)X 
Tht fW) 

g"* 
définissent le même 2-morphisme. De même l'axiome de cocycle pour les 2-

isomorphismes de connexion du 2-foncteur H* nous dis que les deux diagrammes 

planaires : 

g"* 

h'* h* 

g'* c* 
(fhy 

f'* f* 

9* 

et 

q"* 

h'* 
(fh')* 

C* 

Ex*'* 
(fhY 

f'* 

g* 

définissent le même 2-morphisme. En remplaçant dans (29) on obtient en fin de compte 
le diagramme planaire suivant : 

g"* 

ThtfîhO 

iTh(îi/h) 

ti*. Th(h'*nf,y 
Th(Qf'f' 

Th(Qh) ti*/ 
g"* 

(fh)* 

(f'tiy d'* 

g* 
dont la composée est exactement celle du second diagramme planaire de (27). La 

proposition est prouvée. • 
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1.5.5. L'action des automorphismes sur les équivalences de Thom 

On termine cette section par l'étude de la fonctorialité des équivalences Th(s,_p) 

et Th_1(s,p) par rapport à la paire (s,_p). Le problème est le suivant. Soit X un 

S-schéma quasi-projectif. On se donne deux suites : 

X s V 
P 

X et X 
s' 

V 
p' 

X 

avec s, s des immersions fermées, p, p lisses et po s = p' o s = idx- Supposons donné 

un isomorphisme a : V' > V rendant commutatif le diagramme suivant : 

X s' 
V 

P' 
X 

~ a 

X s V P X 

Comme a est inversible, le diagramme ci-dessus est à carrés cartésiens. En utilisant 

la proposition 1.5.2 et le lemme 1.5.3, on déduit deux 2-isomorphismes : 

uj(a) : Th(s',p') = Th(s,p) et LU-i(a) : Th 1(s,p) = Th - 1 (s', p') 

ainsi que deux carrés commutatifs : 

(30) 

id = Th_1(s,p)Th(s,p) 

= \v-i(a) 

Jh~\s',p')Jh(s',p') 
cu(a) 

Th_1(s',P')Th(s,p) 

id = Th(s,p)Th-1(s,p) 

= w-1(a) 

Th(s',p')T\\-l(s',p') 
u(a) 

Th(s,p)Th-1(sf,pr) 

On vérifie immédiatement que le couple (Th(—),UJ( — )) (resp. (Th_1( — ) ,CJ_I (—))) 

définit un foncteur covariant (resp. contravariant) de la catégorie des suites 

X > • > X (et les isomorphismes • ~ • ) vers celle des équivalences de 

H (X) . Le résultat suivant est facile; il est laissé en exercice : 

Proposition 1.5.20. — Indiçons par 1 pour désigner le pull-back suivant un X-

schéma X\ >X. Les 2-isomorphismes u(a\) définissent un isomorphisme 

d'auto équivalences entre l'auto équivalence (Th(s'1,p[))xl^x et l'auto équivalence 

(Th(siipi))x1-^xy ceci pour les restrictions des 2-foncteurs H*; H*, LlssH# et ImmH! 
à la catégorie (Sch/X). 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007 



114 CHAPITRE 1. OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 

Supposons maintenant que (s,p) = (s',pf). En d'autres termes, a est un automor-

phisme du couple (s,p). On a alors deux automorphismes a;(a) et a;_i(a) de Th(s,p) 

et Th_1(s,p) respectivement. On a le lemme suivant : 

Lemme 1.5.21 

1- Les deux composées suivantes : 

idH(x) ru Th(s,p)Th_1(s,p) 
Lü(a) 

Th(s,p)Th_1(s,p) rU 
id|H(x) 

idH(x) ru Th_1(s,p)Th(s,p) 
= 

Th--(8,p)Th(8,P) ru idH(x) 

sont égales. 

2- Les deux composées suivantes : 

idH(x) ru Th(s,i>)Th_1(s,p) 
cj_i(a) 

T h O ^ - n r 1 ^ ) = idH(x) 

idH(x) = Th_1(s,p)Th(s,p) 
cj_i(a) 

Th-\s,p)Th{s,p) = 
idH(x) 

sont égales. 

Démonstration. — On démontre uniquement la partie 1. Appliquons la première com­

posée à Th(s,p). On obtient : 

(31) 

Th(s,p) ru Th(s,p)Th_1(s,p)Th(5,p) 

LU (a) o id o id 
Th(s,p)Th-1(s,p)Th(s,p) ru Th(s,p) 

En utilisant les carrés commutatifs (30), il est facile de voir que les deux 2-
isomorphismes suivants : 

Th{s,P)Jh - \s,p)Th(s,p) 
CUTA) o id o id 

Th(s,p)Th_1(s,p)Th(s,p) 

Th(s,rtTh (s,p)Th(s,p) 
id o id o UJ(a) 

Th(s,p)Th_1(s,p)Th(s,p) 

coïncident avec Th(s,p)Th 1(s,p)Th(s,p) 
ID o UN-! (a) o ir 

rh(s,p)Th_1(s,p)Th(s,p) . 

En particulier, ils sont égaux. Ceci montre que la composée de (31) coïncide avec : 

(32) 

Th(s,p) ru Th(s,p)Th-1(s,p)Th(s,ü) 

id o idw(a) 
Th(S,p)Th-^,p)Th(s ,^ 

= Th(s,p) 

qui n'est autre que la seconde composée de l'énoncé auquel on a appliqué Th(s,_p). Le 

lemme découle alors du fait que Th(s,p) est une équivalence. • 
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Définition 1.5.22. — Etant donné un automorphisme a : V > V compatible avec 

(s,p), on note uj(V,a) (resp. U-i(V,a)) Vautomorphisme de idH(x) définit via l'une 

des deux composées de la partie 1 (resp. la partie 2) du lemme 1.5.21. 

Lemme 1.5.23. — Sous les hypothèses de la définition précédente, on a : uj(V,a) = 

o;_i(V,a). De plus, si l'on applique Th(s,p) (resp. Th~l(s,p)) à uj(V,a) (resp. 

cj-i(V,a)) on obtient u (a) (resp. u-i{a)). De même, si l'on applique UJ(V,a) (resp. 

uj-i(V, a)) àTh(s,_p) (resp. Th~1(s,p)) on obtient UU (a) (resp. UJ-\{a)). 

Démonstration. — L'égalité uo{V,a) = uj-i(V,a) découle immédiatement des carrés 

commutatifs (30). Les autres assertions découlent du lemme 1.5.21. • 

Remarque 1.5.24. — Les deux transformations naturelles UJ{F, —) et CJ_I(V, —) sont de 

variances opposées par rapport à a. Comme elles sont égales, on déduit que uj(V,a.b) = 

LU(V, b.a) ou encore que les CJ(V, — ) commutent entre elles. Ceci est en fait tout à fait 

normal, étant donné que Aut(idn(x)) es^ un groupe abélien. Ainsi, la représentation 

UJ(V,—) : Aut(s,p) » Aut(idH(x)) se factorise à travers Aut(s,p)/(Aut(s,p))/ 

avec (Aut(s,p)); le sous-groupe distingué des commutateurs (appelé aussi le sous-

groupe dérivé). 

Proposition 1.5.25. — Indiçons par 1 pour désigner le pull-back suivant un X-schéma 

X\ > X . Les 2-isomorphismes u;(Vi,ai) définissent un automorphisme d'autoé-

quivalences entre LES auto équivalences identités DE Y\(Xi), ceci POUR LES RESTRICTIONS 
des 2-foncteurs H*, H*7 LissH# et ImmH! à la catégorie (Sch/X). 

Définition 1.5.26. — Soit un ûx-module localement lire de rang fini. Soit a un 

automorphisme de ^ . On posera cu(a) = uj(Y(a)), cj-i(a) = cj_i(V(a))7 oj(^,a) = 

cj(V(^#),V(a)) etv-xi^id) = u ; _ i ( V ( ^ ) , V(a)). Pour u G T(X,ÛX), on posera 

aussi UJ(JZ,U) = UJ(V(^),Y(U x - ) ) et u-X(Jt,u) = cj_i ( V ( ^ f ), V(u x - ) ) . 

Remarque 1.5.27. — Supposons que X est le spectre d'un corps k et soit jfé 

un /c-espace vectoriel de dimension fini. D'après la remarque 1.5.24, la repré­

sentation UJ{^, — ) : Gl(^) »Aut(id|-|(fc)) se factorise par le déterminant 

det : Gl(JZ) > kx . 

1.6. Pureté. Construction du foncteur croisé (H*, H*, Hj, H') 

On commence la section par un lemme simple qui sera utilisé (ainsi que son 

corollaire) plusieurs fois dans la suite. Ce résultat utilise d'une manière essentielle 
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l'axiome d'homotopie. Soit X un 5-schéma. On considère le diagramme commutatif 

dans (Sch/S) : 

X 
I 

Ax 
j EX 

P 
q 

x 

avec j l'inclusion de la droite affine épointée complémentaire dans de la section 

nulle i. Voici notre lemme : 

Lemme 1.6.1. — Le 2-morphisme : 

vp* i*p* 

déduit de la composée : 

(33) i*rp* 
ô 

p* n i*i*p* 

et du fait que la counité i*û —» id est un 2-isomorphisme, est nul. En particulier la 

composée (33) est elle aussi nulle. 

Démonstration. — En remarquant que ~ id, on voit qu'il suffit de prouver que 

la composée : 

p*i*i!p* 
ô 

p*p* 
7] 

p*i*i*p* 

est nulle. Soit i\ : X > Âx la section unité de p. Montrons que le carré de 

2-morphismes ci-dessous : 

(34) 

P*P* 
V 

P*I*I*P* 

n = 

P*II*I*P* 
= 

idx*id^ 

est commutatif (les 2-morphismes désignés par un ~ étant des composées de 2-

isomorphismes de connexions). L'axiome d'homotopie nous dit que le 2-morphisme : 

idH(x) 
V p*p* 

est inversible. Il suffit donc de prouver que le bord du diagramme suivant : 

igH(X) 
V 

•1 

P*P* 
n 

P*I*I*P* 

V 7] n 

P*H*IIP* = idx*id^ 
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est commutatif. Il faut donc prouver que les deux composées : 

id|H(x) 
n 

p*p* 
V 

p*i*i*p* idx*id^ 

id|-i(X) 
T] 

p*p* 
rj 

P*h*i*P* i d x . i d x 

sont égales. Mais par le lemme 1.1.4, les deux composées ci-dessus sont égales au 2-

morphisme d'unité de l'adjonction entre idx* et id^. Ceci prouve la commutation du 

carré (34). Donc pour prouver le lemme, il suffira de prouver que la composée : 

p*i*i'P* 
ô 

p*p* 
V 

p*iiJtp* 

est nulle. Mais cette composée provient de la composée : 

(35) i*vp* 
ô_ p* 

n 
h*iiP* 

par application de p*. Il suffira donc de prouver que la composée de (35) est nulle. 

Par adjonction, on est ramené à montrer que la composée : 

i{i*i'p* 
À 

i1p* i1p* 

est nulle. Ceci est évident^ puisque ~ 0. 

Voici un corollaire du lemme précédent. 

Corollaire 1.6.2. — Soit A un objet de H(X). Lorsqu'on applique i* au triangle dis­

tingué : 

i*ilp*A 
5 

p*A 
T] 

j*q*A 
0 

iJp*A[+ï\ 

(7)On peut voir cela en utilisant par exemple le théorème de changement de base pour une immersion 
fermée (voir le lemme 1.4.14) appliqué au carré cartésien : 

0 • X 

i 

X 
i1 

AX 
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on obtient un triangle distingué scindé. En particulier, le morphisme : 

i*j*q*A 
0 i!p*A [+1] 

admet une section^. 

1.6.1. Les 2-morphismes 7r. — On fixe un triangle commutatif de S'-schémas : 

Y s X 

9 
f 

Z 

avec s une immersion fermée et f et g des morphismes lisses. On comparera les deux 

1-morphismes g* et s1 f* de Mor<j-<n(H(Z), H (F)). Plus précisément on construira un 

2-isomorphisme (appelé 2-isomorphisme de pureté) : 

(36) n : s]f* = Th-1 (Ns) g* 

avec jVs le fibre normal de l'immersion régulière s. Notre outil géométrique est l'es­

pace de déformation au cône normal qui sera noté C (voir le chapitre 5 de [Ful84] ). 
Rappelons que C est un ouvert de l'éclaté du sous-schéma fermé Y x 0 dans X x s A^. 

Le choix d'un isomorphisme de /S-schémas en groupes A^ ~ Spec(<^s[£]) induit un 

isomorphisme canonique entre C xAi 0 et V(^Vs.t~l) qu'on identifiera avec V(./K) 

via l'isomorphisme — x t~l : ^/Ys K/Kj.£_1 . Dans la suite, un tel isomorphisnie 

Âxs ̂  Spec(^s[£]) sera fixé une fois pour toute. La construction du 2-isomorphisnie 

de pureté ne dépendra pas de ce choix (voir la remarque 1.6.4). 

On résume la déformation dans la figure : 

(37) 

Y so V(Ns) 

9o fo 

Z 

i 

Ay s C 

g f 

AE 

P 

Z 

j 

q 

EY s EX 

g f 

EZ 

où l'on note i les immersions fermées déduites par pull-back de l'immersion de la 

section nulle de A1 et j les immersions ouvertes déduites de l'immersion du complé­

mentaire E1 de la section nulle de A1. Le fait que g est un morphisme lisse implique la 

(8)Nous ignorons s'il existe une section fonctorielle en A G Ob(H(X)), i.E., s'il existe un 2-morphisme 
inverse à droite de 0. Toutefois, lorsque H provient d'un dérivateur algébrique homotopique stable 
(voir le second chapitre pour la définition de cette notion) une telle section peut être construite à 
l'aide du formalisme des foncteurs cycles proches du troisième chapitre. 
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lissité des .S'-morphismes / et /o- Le 2-isomorphisme de pureté sera déduit d'un certain 

2-morphisme 7r : j*q*[s]f*} > i*[s0/q](—1)[— 1] . Cette sous-section est consacrée 

à la construction et à l'étude de ce 2-morphisme. 

Voici la construction du 2-morphisme n. Rappelons qu'on dispose d'un 2-

morphisme 9 : 

.7* 

•i 
v 

OS, 
\3* 

M+l] 

défini comme étant l'unique 2-morphisme tel que pour tout A dans Ob(H(»)) le tri­

angle : 

i*i!A 
ô 

A 
V 

3*3*A 
0 i*i! A[+1] 

est distingué (voir la proposition 1.4.9). En appliquant 0 au 1-morphisme on 

obtient un 2-morphisme : 

6: jtj*[s'-pP*} • z . i ' t s ' / V n + i ] 

D'autre part, on a un premier 2-isomorphisme « évident » : 

J*3*s'f*P* 
= j*s!f*q* = j*q*s'*f* 

et un deuxième 2-isomorphisme « évident » : 

r s ! / V = s-0rf*p* = 
*o/o*!P* 

= s O M-l)[-2] 

On définit ainsi un 2-morphisme : 

(38) tto : j*q*Wf*} î . [ 4 / o 1 ( - i ) [ - i ] 

par la condition que le carré ci-dessous soit commutatif : 

(39) 

3*3*[s]f*P*i 
f) i*i-[s-f*p*][+ï\ 

= = 

3*Q*Wf*] uo * . [4 /o ] ( - l ) [ - l ] 
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On fait la définition suivante : 

Définition 1.6.3. — On appelle TT : > M s o / o K _ l ) [ - l ] ^e ̂ -morphism.e 

composé : 

(40) 
J*q*Wf*} = j . i < W ) < Z * [ s ! f ] 

to{q*^Vs,t-1) 

j*idH(Ei)(?*[S!r] =j*q*Wn 
uo 

* . K / o K - l ) [ - l ] 

avec t l'indéterminée tel que Âg — Spec(^s[£]) (voir la sous-section 1.5.5 et plus 

précisément la remarque 1.5.26 pour la définition de uo(q*jVs, t"1)). Dans le langage 

des diaqrammes planaires, le 2-morphisme TT est la composée : 

(41) 

H(Z) fS H(V(^5)) 
SO 

Н(У) 

• ! (Ex-*)'1 V V i*[+1] 

H(A )̂ H(C) H (Al) E H(Ay) 
f* S' 

7* J* (Ex!,*)-1 j* i* 

p* c* H(EÎ,) 
f* 

H(E )̂ 
S' 

H(EY) 

q* q* Exu* q* w(q* Ns,t-1) 

H(Z) 
f* 

H(X) 
S' 

H(Y) 

modulo l'égalité vp* = (—1)[—2] et le 2-isomorphisme [+l]so/o — 5o/o [+!]• ^ Par̂  
#7 ¿01/5 /es 2-morphismes de ce diagramme planaire sont des 2-isomorphismes. 

Remarque 1.6.4. — Le 2-morphisme TT ne dépend pas du choix de T isomorphisme de 

.S-schémas en groupes A^ ~ Spec(ûs[i\). En effet, si l'on fait un autre choix : A^ ~ 

Spec(^[t/]) il existe une section u G r (5 , û^) avec t' — u.t. Les deux isomorphismes 

V(o/KJ) ^ C x A i O différeront par la multiplication par u. On aura ainsi un diagramme 

commutatif : 

j*q*[smf*] 
Lü(q*,jVs,t'-1) 

î*q*WF] ùs!,/o*(-i)[-i] 

u)(q*jVs,u l) w-1(Ns, u-1) 

3*q*Wr\ 
u)(q*jVa,t-1) 

5*q*Wn 
u'0 

i . 4 / o ( - l ) [ " l ] 
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En utilisant que LÚ-\(JYS,U X) = UJ(JVS,U 1), il est facile de déduire que la composée 

des deux lignes horizontales du diagramme ci-dessus sont égales. 

On peut également déduire de TT un autre 2-morphisme par adjonction : 

(42) i*3.q*Wr] >SyS (-!)[-!] 

On notera également TT ce 2-morphisme. 

On prouvera d'ici la fin de la sous-section trois compatibilités pour les 2-morphismes 

7T sous leur formes (40) et (42). Notons que ces compatibilités sont également vraies 

pour le 2-morphisme TTQ. 

1.6.1.1. Compatibilité avec les restrictions suivant des morphismes lisses. — Suppo­

sons donné un carré cartésien : 

T t R 

u V 

Y s X 

avec v lisse. Les déformations aux cônes normaux sont compatibles, Le., on a un 

diagramme : 

T 
to V(u*Ns) 

Uq \vq 

Y so V ( ^ ) 

9o fo 

Z 

AT t 
D 

û V 

AY s C 

i 
> 9\ f 

AZ 

P 

Z 

7 

ET t ER 

Ü v 

EY s E'x 

g f 

EZ 

Q 

à carrés cartésiens. On a la proposition : 

Proposition 1.6.5. — Le carré ci dessous est commutatif : 

u*j*q* [s!f*] 
TT 

û*i . [4/ol(- l ) [ - l ] 

= = 

3.q*[tl(f°v)*] TT 
i.[iö(/o° %)*](-!)[-1] 
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Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche à droite les composées des diagrammes 

planaires : 

H(R) 
t1 H(T) 

q* 
H(E^) J* H (Ai) 

(fv)* 

(c*)-1 

v* Ex-* u* u* 
Ex* 

û* 

H(Z) 
f* 

H(X) 
S' 

H(y) 
q* 

H (El) 
j* 

H(A^) 

et 

H(V(uV^)) H (T.) 
2* 

H(A^) 

(f0v0)* 

(c*)-1 

v0* Ex-* u0* Exl 
U0 

H(Z) 
/o 

H(V(^i)) 
S 

H(Y) 
i* 

H (A^) 

Noter bien qu'il y a des redondances dans les notations : UQ — u, û = ÛQ, etc. 

Démonstration. — On construit un diagramme solide à partir du diagramme pla­

naire (41) et : 

(43) 

H(Z) (/o«o)* H(V(«*^S)) ¿0 H(T) 

t' (Ex!,*)-1 t'- t'- i*[+1] 

H(Al) H(D) H (Ai,) 9 H (Ai,) 
(fvY t! 

j* j * (Ex!,*)-1 j* j* 

p* C* H(E^) 
(fv)** 

H(E^) 
t! 

H(E^) 

<7* 4* Sx1'* <7 Luiq*^^1) 

H(Z) 
(fvY 

H(it>) 
t1 

H(T) 

en identifiant les 1-morphismes hachurés ainsi que la face qu'ils délimitent et en reliant 

les sommets ne se trouvant pas sur la partie commune par des 1-morphismes /* , /* , 

/ * et /g (qu'on notera / * dans cette preuve pour simplifier) et en mettant sur les 

nouvelles faces créées des 2-morphismes de connexions c* si cette face est un triangle 

ou un 2-morphisme d'échange (Ex% ou Ex*'* ou Ex''*) si cette face est un carré. 

On invite le lecteur à se convaincre qu'il existe une unique façon de construire un tel 

diagramme solide et que la proposition équivaut à dire que ce diagramme solide est 

commutatif. Pour prouver la commutation de ce diagramme on utilise sa subdivision 
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naturelle en diagrammes solides du type : 

s-

f'* f* 

V 
¿'.[+1] 

j'* ¿.[+1] 

f 
j'* 

T f* 

3* 

?* 
f* f* 

?* 
?! 

?! 

?! 
?* 

f* ?! f* 

?* 

7* 

f* f* 

7* 

7* 

7* 

7* 7* 

7* 
?* f* 

?* 

f* 
?* 7* 

f* ?* 

7* 
7* 

f* 

?* 

f* 
?! 

?* 

f* ?! 

?* 
?! 

f* 

?! 

u'* 

w(q* Ns,1) w(q Nt,1) 

U* 

La commutation du premier cube est le contenu de la proposition 1.4.19. Pour prouver 

la commutation des cubes du deuxième type on fait comme dans la preuve de la 

proposition l.ö.ll^9). La commutation des cubes du troisième type et des solides 

du quatrième type découle de l'axiome de cocycle. La commutation des solides du 

cinquième type découle de la compatibilité des morphismes d'échange Ex\ avec la 

composition horizontale des carrés. Enfin la commutation du dernier solide découle 

de la proposition 1.5.25. • 

(9)pius précisément on utilise « la technique » d'insertion d'une face diagonale découpant le cube en 
deux solides commutatifs. 
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On a également l'énoncé analogue pour la forme (42) du 2-morphisme TT : 

Proposition 1.6.6. — Le carré ci dessous est commutatif : 

u*i*j*q*[s-f*} 
TT 

«S[aUoK-l)[-l] 

= = 

i*J.[9**'(/°«)1 
TT 

[*{)(/oo«o)*](-l)[-l] 

Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche à droite les composées des diagrammes 

planaires : 

H(R) 
t' 

H(T) 
q* 

H(E^) 
j* 

H(A^) 
i* 

H(T) 

(fv)* 

(c*)-1 

v* Ex!,* u* u* Ex* 
u* u* 

H(Z) 
/* 

H(X) 
s-

H(F) 
9* 

H(Ei-) 
j* 

H ( A U 
2* 

H(F) 

et 

H(V («*^ i ) ) 
t0 

H ( T ) 

(/o«o)> 

(c*)-1 

«5 Ex"' u0 

H(Z) 
fS 

H ( V ( ^ î ) ) 
S 

H(F) 

1.6.1.2. Compatibilité avec les restrictions quelconques au niveau de la base. — On 
considère un triangle commutatif de S'-schémas quasi-projectifs : 

Y s X 

g f 

z 

avec f et g lisses et s une immersion fermée. On suppose donné un S-morphisme : 

Z' —^—> Z . On forme le morphisme de triangles commutatifs : 

Y s X 

9 f 

Z 

a 

Y' = YxzZ' s' 
X' = XxzZf 

g' 
f' 

z' 
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Les déformations aux cônes normaux associées aux deux immersions fermées s et s' 
sont compatibles dans le sens qu'on a des morphismes de triangles commutatifs : 

Y so V(Ns) 

9o fo 

Z 

a0 

Y' s'o V(aV*J) 

g'o fi 

Z' 

Ey s EX 

g f 

Ez 

a 

El, s' Ex, 

~9f f' 

E\, 

AY s C 

g f 

AZ 

à 

AY s' C 

g' 
f' 

AZ 

On a la proposition : 

Proposition 1.6.7\ — On a un diagramme commutatif de 2-morphismes : 

a*j*q* [s!f*] 7T â*i.[4/Ôl(-l)[-l] 

= = 

j*q* [s!f'*]q* 7 i.[s(,76*]a*(-l)[-l] 

Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche à droite les composées des diagrammes 
planaires : 

H(Z') 
f* 

•m'y 
s"-

H(F') 
q* H(EY) j* •H(Ay,) 

a* 
Ei*'* 

a* 
Ex"1* 

a* Ex*'* à* 
Ex* a* 

H(Z) 
/* 

H(X) 
S' 

H(y)-
9* 

H(Ey) 
J* 

H(A^) 

et 

H(Z') 
/5* H(V(aV^); 

s0 
H(F')-

i* 
H(A^) 

«5 Ex*,* a0 fîxu a0 Exl à*o 

H(Z) 
/o 

H(V(^)) 
S0 

H(y) 
2* 

H(A^) 
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Démonstration. — On construit un diagramme solide à partir de (41) et : 

(44) 

H(Z') 
/0* 

H(V(aV>£)) 
s' 

H(F') 

V (Ex!,*)-1 V V U+l ] 

H(A^) 
d'* 

H(C") 
s'' 

H(Ay,) 0 H(AJ.) 

j * (Sx1'*)-1 .7* j* 

p* c* H(EZ) 
f' 

H(E^,) 
s1' H(EL,) 

9* 9* Ex!,* q* w(q* Ns',t-1) 

H(Z') 
d'* 

H(X') 
s' 

H(y') 

en reliant les sommets par des 1-morphismes a*, â*, à* et a$ (qu'on notera a* dans 

cette preuve pour simplifier) et en mettant sur les nouvelles faces (carrées) créées des 

2-morphismes d'échange (Ex% ou Ex*'1 ou Ex*1*). On invite le lecteur à se convaincre 

qu'il existe une unique façon de construire un tel diagramme solide et que la pro­

position équivaut à dire que ce diagramme solide est commutatif. Pour prouver la 

commutation de ce diagramme on utilise sa subdivision naturelle en cubes solides du 

type : 

v 

a*, a*/ 

v 
z.[+l] 

3* u + n 

3* 
j* 

a /a* 

i* 

?* 

a*/ a*y 

?* 
?! 

?! 

?! 
?* 

a* 
?! 

/a* 

?* 

?* 

a* a*/ 

7* 

?* 

?* 

?* 
7* 

/a* 
?* 

a* 

?* 

ainsi que le solide : 
a* 

w(q* Ns',t-1) w(q* Ns',t-1) 

a 
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La commutation du premier cube est le contenu de la proposition 1.4.19. Pour prouver 

la commutation des cubes du deuxième type on fait comme dans la preuve de la 

proposition 1.5.11. Les cubes du troisième type sont commutatifs par l'axiome de 

cocycle. Enfin le dernier solide est commutatif par la proposition 1.5.25. • 

On a également l'énoncé analogue pour la forme (42) du 2-morphisme TT : 

Proposition 1.6.8. — Le carré ci-des sous est commutatif : 

a*i*j*q*s-f* u 
aSso/ot-1)!-1! 

= = 

i*j*q*s'lf'*a* TT 
so7rT«5(-i)[-i] 

Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche à droite les composées des diagrammes 

planaires : 

H(Z') 
f' 

H (T?) 
i'! 

H(T) 9* H(Ej,) 3* 
H(A^) 

i* 
H(T) 

a* Ex** 
a* 

Exu* 
a* à* 

Exl 
â* a* 

H(Z) 
f* 

H(X) 
! 

S' 

H(Y) 
q* 

H (Ei.) 
3* 

H (Ai.) 
i* 

H(Y) 

et 

H(Z) f!>* 
HÇV(u*JK)) 

s'a 
H(T) 

a0 Ex** 
«0 Ex'-" a*0 

H(Z) 
/o 

H(V(.^S)) 
«o 

H (F) 

1.6.1.3. Compatibilité avec les sections à support. — On garde les notations du para­

graphe 1.6.1.2. On supposera en plus que le 5-morphisme a est une immersion fermée. 

On a alors le résultat suivant : 

Proposition 1.6.9. — On a un diagramme commutatif de 2-morphismes : 

3*q s'-f'*Œ TT 
i.s{,7à*a!(-l)[-l] 

= = 

a>'3*q s'f 
TT 

àli*s 0fo(-l)[-ï\ 
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Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche à droite les composées des diagrammes 

planaires : 

H(Z') 
f'* 

•H(X') 
f'* 

• H (F') 
9* 

•H (EU 
3* 

H ( A U 

œ 
Ex>* 

a! a! Ex-'* a! Ex\ 
a" 

H(Z) 
f* 

H(X) 
5' 

H(Y) 
f* 

H(El) 
f* 

H(A^) 

et 

H(Z') 
f'0 

H(V(a*^s)) 
f'0 

H(F') 
f'0 

•H ( A U 

a*0 a*0 a*0 a*0 
EX', 

à*0 

H(Z) 
/o 

H(V(^J)) 
«6 

H(F) 
i* 

H(AY) 

Démonstration. — On construit un diagramme solide à partir de (41) et : 

(45) 

H(Z') 
Jo 

H(V(a*^)) 4 ' H(K') 

2" (Sx1'*)-1 i! 2' i* [+1] 

H(AU H(C') H ( A U 0 H ( A U 
f* f* 

f* i* (Sx1'*)"1 j* J* 

p* c* H (EU 
f* 

H(EU 
sr 

H(Ey,)^ 

f* g* Sx1'* V w(q* Ns'nt-1) 

H(Z') 
f* 

H(X') 
s" 

H(F') 

en reliant les sommets par des 1-morphismes a-, â-, à' et a0 (qu'on notera œ dans 

cette preuve pour simplifier) et en mettant sur les nouvelles faces (carrées) créées des 

2-morphismes d'échange (Ex\ ou Ex'''- ou Ex''*). On invite le lecteur à se convaincre 
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qu'il existe une unique façon de construire un tel diagramme solide et que la proposi­

tion équivaut à dire que ce diagramme solide est commutatif. Pour prouver la commu­

tation de ce diagramme on utilise sa subdivision naturelle en cubes solides du type : 

v 

a a/ 

a/ 
M+i] 

a/ UJ+l 

a/ 
j* 

/ ! 

J* 

/ ! 
a-

?* 

AÏY av 
?* 

?! 

?! 

?! 

7* 

a' 
?! 

a' 

7* 

7* 

a/ a/ 

?* 

7* 

7* 

7* 

7* 

a' 
?* 

a' 

7* 

ainsi que le solide : 

a' 

u;(gt/Ks,,i) u;(gt/Ks,,i) 

a' 

La commutation du premier cube est le contenu de la proposition 1.4.20. Pour prouver 

la commutation des cubes du deuxième et troisième type on fait comme dans la 

preuve de la proposition 1.5.11. Enfin, la commutation du dernier solide vient de la 

proposition 1.5.25. • 

Notons que l'analogue de la proposition précédente pour le 2-morphisme : 

u ; i *j *q*! f* 4 / o ( - i ) [ - i ] 

fait intervenir le 2-morphisme d'échange Ex1'* : i*a! > a!i* . Comme i est une 

immersion fermée on ne sait pas que que Ex1'* est un 2-isomorphisme^10). Pour cela 

on n'établira pas cet analogue de la proposition 1.6.9. 

1.6.1.4- Compatibilité avec l'oubli de structure. — Le résultat de compatibilité ci-

dessous est encore plus simple que les deux derniers. En fait, il est complètement 

trivial mais on a préféré le mentionner. On suppose donné en plus des donnés de base 

de cette sous-section un /S-morphisme lisse : 

ò : Z >B 

(10)On peut montrer que le 2-morphisme Ex[>* en question devient inversible lorsqu'on l'applique 
à j*q*. 
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On s'intéresse à comparer les deux 2-morphismes TT associés aux deux triangles com­

mutât ifs : 

Y s X 

9 f 

Z 

et Y s X 

bog 
bof 

B 

La déformation au cône normal du second diagramme se résume dans la figure : 

Y so V(Ns) 

bo g0 
bo fo 

B 

i 

AY s 
C 

bog 
bof 

AY 

P 

B 

j 

q 

El 
s AY 

bog bof 

AY 

On a la proposition : 

Proposition 1.6.10. — Le diagramme de 2-morphismes suivant : 

J*q*[sl(bofy] 7T M 4 ( W o ) K - i ) [ - i ] 

c* ~ c* ~ 

W W W 
7T i.[4/o]ft*(-l)[-l] 

est commutatif. (Faire attention que les deux 2-morphismes TT sont associés à deux 
triangles de S-schémas différents.) 

1.6.2. Le cas particulier d'un fibre vectoriel sur Y. — On se place dans la 
cas particulier suivant. On suppose donné un fibre vectoriel : 

/: V = N(JK) >Y 

où M est un <^y-module localement libre de présentation finie. On notera 

s : Y > V la section nulle de / . On a un triangle commutatif de S-schémas : 

Y s V 

f 

Y 

Le faisceau normal à s est canoniquement isomorphe à jfâ. On le notera comme 

dans la sous-section précédente JVS. La déformation au cône normal est résumée dans 
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la figure ci-dessous : 

Y 50 V(NS) 

fo 

Y 

i 

AY s C 

f 

AY 

p 

Y 

3 

Q 

AY s AY 

f 

AY 

Ce qui est spécial à la situation est le lemme suivant : 

Lemme 1.6.11. — Soit t Vindéterminée tel que Als = Spec(^s[£]). On a alors une 

égalité de Ay-schémas : 

C = Y{p\^.t'1) 

(avec p la projection : Ay > Y ) . 

Démonstration. — Il s'agit d'un calcul élémentaire. Par définition même C est un 

ouvert de l'éclaté de 0 x F dans Ay qui est affine sur Ay est qui est donné par le 

spectre de la -algèbre quasi-cohérente : 

Spec 

i>0 

(IAV.t + M. OAV)i/ti = Spec 

2>0 

(IAV.t + M. OAV)i/ti 

= Spec 

hj>0 

MV.t +. OAV) 

En utilisant le fait que ûAi_ C û^.t'1 on voit que M^.t'1 C .t'1'3. On 
obtient en fin de compte que C est égal au spectre de la ûAi -algèbre : 

i>0 

ûAI JTLRL = 

i,k>0 

ûki^l+kt~l = 

i>0 

OAY + M.i/ti 

Mais C est aussi le spectre de cette algèbre vue comme GA\ -algèbre. Le résultat est 

maintenant clair. • 

Remarquons que via l'identification du lemme précédent l'isomorphisme de Ey-

fibrés vectoriels Ey > C xAi E1 induit par j correspond à l'inverse de V(q*^ C 

q*^t~l). Notons h : C > Ay l'isomorphisme : 

C = V(p*J?t-1) 
V ( - x t"1) 

V ( p * ^ ) = Ay 
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On a alors un carré cartésien : 
Ev c EV 

j u 

C b EV 

avec u l'inclusion évidente et c l'isomorphisme de fibres vectoriels : 

Ey = N(q*J{) 
V ( - x t'1) 

Ey = N (q *J{) 

De plus, l'isomorphisme canonique JVS >M induit l'isomorphisme V(^VS) ~ 
V(^#) = V qui n'est autre que le pull-back de b suivant l'immersion de la section 
nulle de A1. On a en fin de compte un diagramme commutatif à carrés cartésiens : 

V ( ^ ) i C 
j EV 

a b c 

V L EV u EV 

Dorénavant on notera u par j et t par i. La déformation au cône normal est alors 
isomorphe à : 

Y s V 

f 

Y 

i 

EV s Av 

f 

AY 

P 

Y 

j 

Q 

EY s Ev 

f 

EY 

L'isomorphisme étant induit par l'identité sur y , Ay et Ey ainsi que les isomorphismes 
a, b et c. 

On déduit de là un diagramme commutatif(n) : 

j^f *q* 3*J*s-f*P* 
6 3* J *s- f* P* 3* J*s- f* P* 

Ex-* Ex-* Ex-* Ex-* 

j*slc*f*q* j*j*slb*f*p* 6 i*ilslb*f*p* [+1] i*s0a*f*ilp*[+l] 

* c* c* c* 

3*fsf*p* 3*fsf*p* 9 2*2!S!/V[+l] 2*4/0*2y[+l] 

^n^On fera attention que le symbole c* est utilisé dans ce diagramme pour désigner deux objets 
distincts : le 1-morphisme H*(c) et le 2-isomorphisme de connexion du 2-foncteur H*. 
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Remarquons d'autre part que la composée : 

s! f* Ex'-* sc*f* c* 
s!f* 

est par définition le 2-isomorphisme LC-I(C) sur les équivalences de Thom inverses qui 
est égale à l'automorphisme t~l) — u{q*JK\t~l) du foncteur identité de 
H(Ey-) appliqué à Th_1(ç*^) (voir le lemme 1.5.23). On en déduit donc le diagramme 
commutatif : 

J*idH(EV)'5!/*Ç* J*idH(EV)'5!/*Ç* J*idH(EV) 

Exl>* 

u(q*Jt,\) UJ(Q*^,J) 
U J (Q*^,J) 

E* 

i*idH(Er)Ç*5!/* i*idH(E^)5!/*^* j*s]f*q* 

En mettant ces deux diagrammes ensemble, on a ainsi démontré la commutâtivité du 
carré suivant : 

J*Q*Wf*] 0 J*Q*Wf*] J*Q*Wf*] 

u{q*Jt,\) 

3*q*Wf*] Uo 
^ [4 /o1 ( - i ) [ - i ] 

En remarquant que uj(q*^YSJt x) = oj(q*^,t 1) on obtient la proposition suivante : 

Proposition 1.6.12. — Notons a : V ( ^ ) — — - > V Visomorphisme canonique indui­

sant un isomorphisme ~ Sq/q- Le triangle suivant : 

3*q*Wr\ 
TT 

i.[*b/Ô](-i)[-i] 

e 

i.[*b/Ô] (-i) [-i] 

est commutatif. 

Voici un corollaire de la proposition 1.6.12 : 

Corollaire 1.6.13. — La composée des 2-morphismes suivants : 

s!f* 4/o(-i)[-i] TT 
d 4 / o ( - i ) [ - i ] 

est nulle. De plus ces deux 2-morphismes constituent deux cotés d'un 2-triangle dis­
tingué. 
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1.6.3. Le 2-isomorphisme de pureté. — On reprend les notations de la sous-

section 1.6.1 surtout le diagramme (37) décrivant la déformation au cône normal. On 

va construire à partir de TT un 2-isomorphisme : 

(46) n : s ' / . - ^ 4 / 0 * 

ou avec le langage des diagrammes planaires, une face carrée inversible : 

(47) 

H(Z) 
f* 

•H(X) 

fo 
n 

f* 

H(V(^))-
f0 

H(Y) 

C'est presque le 2-isomorphisme de pureté recherché. En effet, pour obtenir le 2-

isomorphisme de pureté (36) (qu'on notera également II) : 

on remarque que fo est égal à la composée : fo = pr o g avec pr la projection du fibre 
normal sur Y : 

pr : V(jy8) >Y 

et on compose (46) à droite avec le 2-isomorphisme : 

sbfo 
c* 

s\>pr*g*=Th-1(tSa)g* 

Dans la suite on étudiera essentiellement le 2-isomorphisme de pureté sous sa 

forme (46). Pour le construire, on procède en deux étapes. On construit d'abord 

pour tout objet A de H(Z) un isomorphisme dans H (F) entre slf*(A) et s^f^A) 

sans se préoccuper de la fonctorialité de la construction par rapport à A. En utilisant 

l'existence de tels isomorphismes pour un diagramme bien choisi on prouve que la 

composée des 2-morphismes : 

P*Wf*] P*Wf*] 
TT 

M 4 / o ] ( - i ) [ - i ] 

est nulle. On utilise ceci ainsi que le corollaire 1.6.2 pour déduire une unique factori­

sation de TT : 

J*q*Wf] i.[S!/1 ( - l ) [ - l ] M 4 / o * K - i ) [ - i ] 

et de là notre 2-isomorphisme II. 

Soit A un objet de H(Z). On part donc du morphisme : 

i*j,q*[s'-f*A] 
TT 

4 / 0 M ( - i ) [ - i ] 

D'après le corollaire 1.6.2, on sait que le morphisme : 

i*j*q* WpA\ e S!/M ( -1 ) [ -1 ] 
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admet des sections. On choisit une section a A ' slf*A( —1)[—1] > i*j*q*[slf*A] 

et on définit TA par la composée : 

S ! / M ( - 1 ) [ - 1 ] 
OA 

i*j*q"[s[f*A] 
e 

s i , /0M(- l ) [ - l ] 

Ce morphisme^12) dépend donc a priori du choix de la section a A- On a le lemme : 

Lemme 1.6.14. — Pour tout objet A de H(Z) et toute section a A (comme ci-dessus) 

le morphisme : 

rA : slf*A sbfoA 

est inversible. De plus, si on se donne un carré cartésien : 

T 
t R 

u V 

Y 
s 

X 

avec v lisse, on peut choisir la section : 

°'A • sl(fo v)*A(-l)[-l] • i*j*q*s\f o v)*A 

de telle sorte que le carré suivant (voir les notations de la sous-section 1.6.1.1) : 

u*slf*A TA uosbfoA 

Ex-* Ex-* 

tlv*f*A t'ovofoA 

tlv*f* tlv*f* 

tHfo vYA-
rfA t Hf ov Y A-

soit commutatif. 

Démonstration. — On divise la preuve en deux étapes : 

Etape 1. — On commence par prouver la dernière assertion du lemme. Par la pro­

position 1.6.6, on a un diagramme commutatif : 

(48) 

u*i*j*q*sf*A 
U*7T 

« s 4 / o ^ ( - i ) [ - i ] 

i*j*q*t'v*f*A <î)«o/o^(-l)[-l] 

i*j,q*t'ifov)*A TT t |,(/o°t-o)*A(-l)[-l] 

(12)Bien sûr, le morphisme ta n'est autre que le 2-isomorphisme II évalué en A. Sauf qu'on n'a pas 
encore construit le 2-isomorphisme de pureté II. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007 



136 CHAPITRE 1. OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 

Il suffit donc de choisir la section aA : t!(/ o v ) M ( - l ) [ - l ] > i*j*Q*tl{f o v)*A 

de telle sorte que le diagramme : 

u*¿rA (-l) [-l] u a A u*i*j*q*s]f*A 

* W M ( - 1 ) [ - 1 ] i*j*q*tlv*f*A 

i ! ( / oV)M(- l ) [ - l ] 
oA 

î*j .?*i ! ( / °«)M 

soit commutatif. Mais comme les flèches verticales sont des isomorphismes on voit 

que le choix d'une section a A : s ! /*^4(- l ) [ - l ] > i*j*q*slf*A détermine une 

section^13) G'A : t\f o V)*A(-1)[-1] > i*j*q*tl(f o v)*A et celle-là convient. 

Etape 2. — Prouvons que TA est un isomorphisme. Par le corollaire 1.4.4, il suffit de 

prouver ceci localement pour la topologie ele Nisnevich sur X. Soit 

v: R = Ui ... Un X 

un recouvrement Nisnevich de X . La première étape de la démonstration montre qu'on 

peut choisir une section a'A de sorte que le morphisme r'A = 9 o a'A rend commutatif 

le carré : 

u*s-f*A uosàfoA 

tKfo vYA 
TA 

t0(fo°v0)*A 

On voit donc que pour prouver que TA est un isomorphisme il suffit de prouver que 

rA en est un. Il suffit de prouver ce que l'on veut pour chaque U%. Quitte à remplacer 

X par chacun des il vient qu'on peut supposer qu'il existe un carré cartésien : 

Y s X 

9 h 

Z z AZ 

avec h lisse et z la section nulle. Considérons le diagramme de 2-morphismes : 

9oz'0 9oz'0r*0{-l} = 9oz'0r*0{-l}(-l) 

== = 

9oz i*j,q*s'f* 7T 
4 /o [-1K-1) 

(13) n'eŝ  pas complètement évident que le morphisme o'A est une section à 9. Pour démontrer ça, 
il faut utiliser un diagramme commutatif analogue au diagramme (48) avec des 2-morphismes 0 à la 
place des 2-morphismes ir. 
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avec r : > Z la projection canonique (les 2-morphismes verticaux étant les 

2-isomorphismes habituels). On voit facilement que le carré de gauche est commutatif. 

En invoquant encore une fois la proposition 1.6.6, on voit que le carré de droite est 

aussi commutatif. Donc le diagramme total est commutatif et par le corollaire 1.6.13 

appliqué au triangle : 

Z z AS 

r 

Z 
la composée : 

Z'T i*j*q*zlr* 
TT 

4 r 5 ( - i ) [ - i ] 

est nulle. On en déduit donc que la composee : 

s'f* i*j*q*zlr* TT 
4 / o ( - i ) [ - i ] 

est aussi nulle. Ceci montre en particulier que TA est indépendant du choix du scindage 

a A- Finalement puisque g$ est un foncteur triangulé on voit par la deuxième partie 

de 1.6.13 que pour tout A, la suite : 

sî*A i*j,q*s-f*A 
TT 

4 / 0 M ( - l ) [ - l ] 

constitue deux cotés d'un triangle distingué. Ceci prouve que le morphisme TA est 

inversible. • 

L'énoncé suivant est une conséquence directe du corollaire 1.6.13 : 

Proposition 1.6.15. — Supposons que l'immersion s : Y > X est l'inclusion de la 

section nulle d'un fibre vectoriel sur Y. On note a : V(jYs) > X l'isomorphisme 

canonique de Y-schémas entre X et le fibre normal à l'immersion s. Pour chaque A 

de H(Z) et tout scindage O~A, lisomorphisme TA s'f*A > SQ/Q A est égal à la 

composée : 

slf*A 
Ex-*, 

s\>a*f*A s\>a*f*A 

En particulier, il ne dépend pas du choix du scindage. 

La proposition suivante contient l'argument clef permettant la construction du 

2-isomorphisme de pureté : 

Proposition 1.6.16. — La composée^ des 2-morphismes : 

q*slf* j*q*slf* 
TT 

W Ô ( - i ) [ - i ] 

est le 2-morphisme nul. 

(14)Le premier 2-morphisme n'est autre que le 2-morphisme évident qui provient de : 

p* T] q*s*f* c* 
j*q* • 
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Démonstration. — La démonstration se fera en plusieurs étapes : 

Etape 1. Réduction du problème. — Il suffit bien sûr de prouver que la composée des 

morphismes : 

p*s-f*A j*q*slf*A 
u 

i . 4 / 0 M ( - l ) [ - l ] 

est nulle pour tout objet A de H(Z). Par la construction même du 2-morphisme TTQ 
(voir le diagramme (39)), on a un carré commutatif dont les flèches verticales sont des 

isomorphismes : 

j*q*s-f*A 
u z .4 /0M(- l ) [ - l ] 

= = 

j*j*slf*p*A 
0 

i*i[êlf*p*A[+ï\ 

On forme le diagramme : 

(49) p's'f'A j*q*sf*A 
w(qNs,1) 

71 

j*q s-j A 
7T0 ûs\> f5A(-l)[-l] 

= = 

S-Pp*a- j*j*slf*p*A 
0 

i*ils-f*p*A[+ï\ 

La composée des flèches horizontales inférieures est nulle étant donné qu'ils consti­

tuent deux côtés d'un 2-triangle distingué (voir la proposition 1.4.9). On veut prou­

ver que la composée des flèches horizontales supérieures est nulle et on sait que les 

flèches verticales pleines sont des isomorphismes. Il suffit donc de construire un iso­

morphisme : 

(50) a : slf*p*A = p*slf*A 

rendant commutatif la partie gauche du diagramme (49), ou encore le diagramme 

obtenu par adjonction : 

3*P*s-rA 3*P*s-rA 
3*P*s-rA 

3*P*s-rA 

3*P* 

j*s]f*p*A j*s f*p*A 
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En utilisant la définition de la première flèche verticale pleine de (49) (voir le début 

de la sous-section 1.6.1) on voit que l'isomorphisme j*(a) doit coïncider avec la 

composée : 

(51) 
j*s- f*p*A 

Ex-* j*s- f*p*A C* s'f*q*A 
Ex*'* 

s-q*f*A 

(Ex1**)-'' 
q*slf*A 

w(q*NS, 1) 
q*s'f*A 

c* 
j*p*slf*A 

Le reste de la preuve est consacré à la construction d'un isomorphisme a comme 

dans (50) tel que l'isomorphisme j*(a) soit égal à la composée de (51). 

Etape 2. Application du lemme 1.6.14- — Dans cette étape on applique le 

lemme 1.6.14 au triangle suivant : 

PY IL c 

g' 
f' 

PZ 

avec C l'espace de déformation au cône normal associé à l'immersion s mais para­

métré par la droite projective (au lieu de la droite affine !). On supposera que le cône 

normal de s se trouve au-dessus de la section o — [1 : 0] de ¥lz. On notera (resp. 

c/^, etc) le faisceau normal de l'immersion s' (resp. s, etc) de telle sorte qu'on a un 

triangle commutatif : 

PY 
s0 

V(NS) 

ai* 
/ó* 

PY 

On appellera l la projection de la droite projective : P1 > ? . Soit A l'objet de 

H(Z) fixé dans la première étape. Le lemme 1.6.14 (appliqué à l*A) nous dit que 

modulo le choix d'une section, on peut trouver un isomorphisme : 

(52) f' : s"-f'*l*A = s"-f'*l*A 

On a une immersion fermée de losanges commutatifs d'immersions ouvertes : 

Ay 

j u' 

P Y P Y 

u j' 

A]. 

S 

C 

j u' 

E'x C 

u j' 
Al-
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L'immersion ouverte j ' est complémentaire à la section nulle. L'immersion ou­

verte v! est complémentaire à la section à l'infinie. L'immersion j est celle qui 

figure dans le diagramme (37). Les immersions s seront notées s', s', s et s, 

etc. En passant au cône normal, on a une immersion de losanges d'immersions 

ouvertes : 

AY 

3 AY 

AY Pi 

u f 
AY 

so 

V ( ^ ) 
3 u' 

W ^ s ) AYNS 

u f 
V(p* NS) 

Les immersions so seront aussi notées s'0, s'0, so et ëo, etc. En utilisant la seconde 

partie du lemme 1.6.14, on déduit de (52) trois autres isomorphismes : 

- « ' / V A f - ë'-f'*p*A 

- ë'-f'*p*A 
f 

- ë'-f'*p*A 

- s-f*q*A 
f - ë'-f'*p*A 

ainsi que des carrés commutatifs. Bien entendu, le morphisme / ' n'est autre que la 

projection de sur A^. Les autres morphismes ont tous été définis soit durant la 

preuve soit dans le diagramme (37). 

Etape S. L'isomorphisme r. — On va déduire de f un isomorphisme^15) r : 

sf*A > Sq/q ^ ' ^n commence Par définir un isomorphisme qu'on appellera (par 

abus de notations) « p*r » : p*slf*A > p^s^f^A en imposant la commutativité 

du carré : 

P*s[f*A P**ofSA 

= = 

snf'*p*A = *o!/oV^ 

Le morphisme p n'est autre que la projection de la droite affine. Les isomor­

phismes verticaux sont des composées de 2-isomorphismes de connexions et de 

Ex]*. En utilisant l'axiome d'homotopie^16), on a pour U et V dans H(Z) des 

isomorphismes : 

hom(p*U,p*V) ~ hom(U,p*p*V) ~ hom([/, V) 

(15)Bien sûr le lemme 1.6.14 nous donne de tels isomorphismes, mais l'isomorphisme r qu'on va 
construire, jouira d'une propriété spéciale qu'on ne saurait attraper en appliquant tout simple­
ment 1.6.14. 
(16)Par le choix de l'espace de déformation au cône normal paramétrisé par la droite projective. 
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Il existe alors un unique isomorphisme : 

(53) r: s'-f*A >4 /0M 

tel que p*(r) =<C p*r >. 

Ainsi, on dispose en plus des quatre isomorphismes f', f7, f et f d'un isomorphisme 

T. Dans la suite, le lecteur pourra bien oublier les isomorphismes T' et r' : on se 

servira uniquement des trois isomorphismes : 

f, f et r 

ainsi que les deux carrés commutatifs : 

(54) 

S'-f*q*A 
F 

4 /o q*A 

= = 

q*s-f*A 
3*t 

q*sofSA 

slf*q*A 
F 

s0f5q*A 

= = 

j*$f*p*A 
3*t 

3%f*P*A 

Précisons ici que nous avons considéré l'espace de déformation C paramétré par P1 

uniquement dans le but d'obtenir simultanément ces deux carrés commutatifs (ceci 

n'étant pas possible en appliquant directement le lemme 1.6.14). 

Etape 4- Construction de Visomorphisme a. — On dispose d'un isomorphisme 

évident e : V ( ^ ) >V{q*<yVs) induit par le carré cartésien : 

EY s Ex 

q q 

Y s X 

Par le lemme 1.6.17 ci-dessous, il existe un isomorphisme b : V ( ^ ) >N(p*jVs) . 

Les isomorphismes e et b s'insèrent dans un carré cartésien d'isomorphismes de fibres 

vectoriels : 

V ( ^ ) • e V(q* NS) 

= V(q* NS) 

V(q* NS) 
b x«i E1 

V(q* NS) 

On a donc un carré commutatif d'équivalences de Thom inverses : 

T h - V ^ ) 
w_i(e) 

V(q* NS) 

w-1(q* NS,t-1) = 

Th-'t?'*^) 
w_i(6xAi E1) 

Th- 't?'*^) 
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Ceci permet de considérer le diagramme commutatif de 2-isomorphismes : 

o*Th-x(^)o* o*Th-x (^)o* w-i(e) o*Th-x(^)o* 

LO^ {Q*^S ,T-1) o*Th-x( ^)o* 

o*Th-x(^)o* T I t V ^ W Th-X0-*^)Â*9* 

o*Th-x (^) o* o*Th - x (^) o* 
i W & ) 

o*T h-x(^) o* 

Ainsi en définissant les 2-isomorphismes : p*4/o = So/ÔP* et 9*55/0 = 9*55/0 

par les composées : 

P* So/o ^ P*Th (NS)g* = T h " V ^ ) r P * 
w-1(b) 

P* So/o ^ P*Th (NS)g* 

9*4/0* - 4*™ *Th (NS)g* 
= Th"V^)rP* *Th ( w-i (e) 

Th l{~Yï)G*Q* ~ 4/o*9* 

on obtient un diagramme commutatif : 

(55) 

i *4 /oV 
= 

i v 4 / o 
= 4/0*9* 

= Th l{~Yï)G*Q* ~ 4/o*9* *Th (NS)g* 

4/0*9* 
= 

9*4/0 

On prend pour a la composée des isomorphismes suivants : 

a : slf*p*A = 
f 

4 / o P* A 
= P*s0f*0A = 

f'*r 
p*s'f*A 

Prouvons que ce a convient, c'est-à-dire que si l'on applique j * on obtient bien 

l'isomorphisme composé (51). Pour cela, on remarque (en utilisant le second carré 

de (54) ainsi que (55)) que l'on a un diagramme commutatif : 

j*slf*p*A 
J*TA 

j*s0f*p*A 0f*p*A 
q*rA 

q*s]f*A 

= = u{q* ̂  \) u {q *^\) 

slf*q*A 
TA 

4 / o V ^ = 9*4/0*^ 
q*rA 

q*slf*A 

Il suffit alors de prouver que la composée : 

s]f*q*A 
TA u{q*^\) = 

q*stioA 
TA 

q*slf*A 

est égale au morphisme évident : 

slf*q*A = ë'-q*f*A 
(Ex1'*)-1 

q*S!f*A 
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En d'autre termes il faut que le carré : 

slf*q*A 
TA slf*q* 

= = 

slf*q*A 
TA q*sofSA 

soit commutatif. Mais ceci est exactement le premier carré commutatif dans (54) de 

l'étape précédente. • 

Pour terminer la preuve de la proposition 1.6.16 il nous reste à établir le lemme 

suivant : 

Lemme 1.6.17. — Le faisceau normal de Vimmersion s est canoniquement isomorphe 

à {j>* Jfs)t~x avec t l'indéterminé tel que Ag = Spec(Gs[i\). De plus, l'isomorphisme de 

fibres vectoriels V ( j * ^ ) > V ( ^ ) ~ N{q*^Ys) correspond via cette identification 

à — x t~x : q*JVs > (q*^Ys).t~l . On a ainsi le carré cartésien : 

V(q* NS) V(q* NS) 
V ( - x t'1) 

V(q* NS) 

3 j 

V(q* NS) b V(q* NS) 

avec j les inclusions évidentes et b l'isomorphisme induit par — x t : p* JVS —> 

{p*^s)t~l = o¥V 

Démonstration. — Notons J> C Gx Ie faisceau d'idéaux définissant l'immersion fer­

mée s : Y > X . Le schéma C correspond à l'ouvert affine (relativement à X) 

associé à t dans l'éclaté de l'idéal Gai + Gai .t C Gai . Ainsi, le AV-schéma C est 

le spectre de la Gx [£]-algèbre quasi-cohérente : 

Gc = 

i>0 

(Gx[t].y + Gx[t}.ty 

t1 
i>0 

u+v=i 
Ûx\t \ ^u.tv 

t1 

= 
i>0 u-\-v=i 

âx\t}.-J?u.ru = 

i>0 

u+v=i .Y 

t 
i 

De plus, l'idéal de l'immersion fermée 5 : Ah > C est égal à : 

GC-
J 

t 
= 

i<1 

OX[t]. 
S 

t 
1 
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On a un isomorphisme canonique de û&i -modules : 

Ns = 
0c-

1 

t 

OC 
t 

t 
)2 

= 
i>1 

OX[t]. ( 
J 

t 
)2 

i>2 

0x[t].( 
.y 

t 
)2 

= 
OX[t]. ( 

J 

t 
) 

OX[t]. ( J 

t 
) n 

i>2 
0x[tU 

J 

t 
)2 

On vérifie facilement que 0x [t] • 
.y 
t n 

i>2 
0x[tU 

J 

t 
Y = 0x[t]-

y2 

t 
. On a ainsi construit 

un isomorphisme canonique de -modules : 

(NS[t].t-1 = OXOX[t]. ((NS[t].t-1 = OXOX[t]. . 

cet isomorphisme provient d'un unique isomorphisme de ûk\ -modules. Les autres 

assertions du lemmes découlent immédiatement de la construction. • 

Remarque 1.6.18. — Faisons une remarque sur la démonstration de la proposi­

tion 1.6.16. Le fait d'avoir utilisé l'espace de déformation paramétré par la droite 

projectif semble indiquer qu'on aurait mieux fait d'utiliser cet espace depuis le début ! 

Ceci n'est pas forcément vrai. En fait on est obligé de passer par les deux espaces de 

déformation puisque : 

- La réduction de l'étape 1 n'est pas utile si on travaillait avec l'espace de défor­

mation paramétré par la droite projective car un isomorphisme a entre s'f*p* et 

p*sf* n'aurait pas existé^17). 

- Si on travaillait exclusivement sur l'espace de déformation paramétré par la droite 

affine on n'aurait pas pu utiliser l'axiome de l'homotopie dans l'étape 3 pour 

descendre l'isomorphisme f. 

On est en mesure maintenant de prouver le théorème : 

Théorème 1.6.19. — On garde les notations ambiantes (spécialement ceux du 

lemme 1.6.1 A). Il existe un unique 2-morphisme : 

n : slf* sbfo 

rendant le triangle : 

n : slf* 71 
^ o / o t - 1 ) ! - 1 ) 

n 
n : slf*n : slf* 

commutatif. De plus ce 2-morphisme est inversible. 

(17)En effet le faisceau normal à s (dans le cas de l'espace de déformation paramétré par la droite 
projectif) n'est pas isomorphe à p* JV mais plutôt à p*<yV (g) O(1). 
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Démonstration. — En effet, soit A dans Ob(H(Z)). En utilisant le triangle distingué : 

q*s[r A > j*q*slf*A > nslf*A(-l)[-l] > 

et la proposition 1.6.16, on déduit (par les axiomes d'une catégorie triangulée) pour 

tout A une factorisation : 

j*q*slf*A 7T i , 4 /0M(- i ) [ - i ] 

n 
iJ f*A(-l) {-l} 

Le morphisme II provient d'un unique morphisme : 

H : ,'J-A >sy*A 

L'unicité de ce morphisme découle de l'unicité de la factorisation qui s'obtient en 

appliquant i* au triangle de l'énoncé : 

i*j,q*sf*A > S ' /M( - l ) [ - l ] > 4 / 0 M ( - l ) [ - l ] 

et en utilisant le fait que i*j*q*s[f*A ~ s]f*A ® —1)[—1]. Il reste à prouver 

que ces morphismes définissent un 2-morphisme (Le., une transformation naturelle). 

Soit A > B une flèche dans H(Z). On a un diagramme : 

i*j*q*slf*A s ! /M( - l ) [ - l ] 4 / ó ^ ( - i ) [ - i ] 

i*j*q*slf*B s!/M (-l) [-l] sl0f0B(-l){-l} 

Le carré total et le petit carré de gauche sont commutatifs car les flèches horizontaux 

proviennent d'un 2-morphisme dans les deux cas. Mais comme i*j*q*slf*C ~ s!/*(70 

s[ f*C( —1)[— 1] pour C égal à A ou B, on a également la commutation du petit carré 

de droite. Ceci montre que II est une transformation naturelle. Enfin, pour voir que II 

est un isomorphisme pour tout A il suffit de remarquer que II appliqué à A coïncide 

avec les TA du lemme 1.6.14. • 

On termine cette sous-section par des résultats de compatibilité pour les 2-

isomorphismes : 

- n : s-f* = 
sofo 

- n : s-f* = Th~lLA/s)g* 

Rappelons que le deuxième 2-isomorphisme est obtenu à partir du premier en prenant 

la composée : 

(56) s!/M(-l)[-l] -s!/M(- c* 
soPr*g* 
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avec pr : V ( ^ ) > Y la projection du fibre normal de l'immersion s. Ces résultats 

de compatibilité se dérivent des trois résultats de compatibilité pour le 2-morphisme 

7T de la sous-section précédente. 

Proposition 1.6.20 (Compatibilité avec les restrictions suivant des morphismes lisses) 

Sous les hypothèses de 1.6.1.1, on a un carré commutatif : 

uosbfo n 
uosbfo 

= = 

t\fovY 
n 

4( /o°^o)* 

Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche à droite les composées : 

u*slf* 
Ex!,* 

tlv*f* 
Ex!,* 

tUfovY 

uosbfo 
Ex-* 

t'ovofo 
Ex!,* 

^o( /o°«o)* 

En d'autres termes, le cube ci-dessous est commutatif : 

H PO 
f* 

H PO 

v* 

H(Z) 
(M* 

H(R) S' 

fS 

(fov0)* H ( V ( ^ ) ) 

t! 
1 

H 0 0 

v0 u* = uS 

H(V(uVTs)) 
t0 

H ( T ) 

Les faces parallèles au plan de le feuille sont les 2-isomorphismes de pureté. Les autres 

sont des 2-isomorphismes de connexions ou des 2-isomorphismes d'échange de type 

Ex-*. 

Démonstration. — On considère le diagramme de 2-morphismes suivant : 

u*s]r(-l)[-l} 0 u*s]r(-l)[-l} 
0 

" 5 4 / o ( - i ) [ - i ] 

i*j*q*t](f oVy 
e 

t\fov)*(~l)[-l] 
n 

tl(f0ovoy(-l){-l] 

La proposition 1.6.6 nous dit que le carré total est commutatif. Il suffit alors, compte 

tenu de 1.6.2, de voir que le petit carré de droite est commutatif. Ceci est un exercice 

facile. • 
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Corollaire 1.6.21. — Sous les hypothèses de 1.6.1.1, on a un carré commutatif : 

1(y^)? n Th-1 (y^) G ? 

= = 

t\foVy 
n 

Th-1(y^)G?o?x)* 

Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche à droite les composées : 

u*s}-f* 
Ex-* 

tlv*f* 
E x-* 

t\fo Vy 

u*T\\-\<yVs)g* Jh~l{u* ^s)u*g* 
(c*)-] 

T\\-l {u*jr8) {gouY 

Démonstration. — En effet le carré de l'énoncé se factorise de la manière suivante : 

u*s-r 
n 

uos'ofo uo s' ofo 

tl(fov)* 
n 

*ô(/o °^o)* t\)pr'*{gou)* 

Le premier carré est commutatif par la proposition précédente. La commutation du 
second carré est laissée en exercice. • 

On a également la proposition suivante ainsi que son corollaire qui se démontrent 

exactement de la même manière que la proposition précédente et son corollaire : 

Proposition 1.6.22. — (Compatibilité avec les restrictions quelconques au niveau de la 

base) Sous les hypothèses de 1.6.1.2, on a un carré commutatif : 

a*s-f* 
n 

aoso/o 

= = 

so fo a n 
so fo ao 

Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche à droite les composées : 

a*slf* > s'la*f* > s'lf'*a* 

absbJo f so abJo * so Jo ao 
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En d'autres termes, le cube ci-dessous est commutatif : 

H(Z) 
fi 

H(*) 

aX — a* a* 

H(Z') r 
H(X') 

fi 

s-

s"-

fi H(V(^i)) 
fi 

H (F) 

a0 a*= aX 

H(V(a*^s)) 
fi H(F') 

Les faces parallèles au plan de le feuille sont les 2-isomorphismes de pureté. Les autres 

sont des 2-isomorphismes d'échange de type Ex*1* ou Ex*,}". 

Corollaire 1.6.23. — Sous les hypothèses de 1.6.1.2, on a un carré commutatif : 

a*s!f* n a*Th_1(«yK)o* 

= = 

s'lf'*a* n Th-1 (aWs)g'*a* 

Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche à droite les composées : 

a*5!/* > sna*f* > snf'*a* 

a!Th_1(^)0* Th'1 (a*^Vs)œ g* Th~1(a*^)^*a! 

Proposition 1.6.24. — (Compatibilité avec les sections à support) Sous les hypothèses 

de 1.6.1.3, on a un carré commutatif : 

s'lf'*al n 
50 JO a0 

= = 

aosô 
n aosô/o 

Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche à droite les composées : 

sn f'*al 
Ex1'* 

s'1 a1 f* a's'f* 

so Jo ab 
Ex-* 

so abfo absbfo 

ASTÉRISQUE 314 



1.6. PURETÉ. CONSTRUCTION DU FONCTEUR CROISÉ (H*, H», HH H!) 149 

En d'autres termes le cube ci-dessous est commutatif : 

HfZ) 
f* 

H(X) 

a0 = a- a-

H(Z') 
f* 

•H(X') s' 

/0 

Jo H (vpK,)) 

f* 
S0 

H(Y) 

a0 a>= a!, 

H(V(a*^)) 
4 ' 

H(F') 

Les /aces parallèles au plan de le feuille sont les 2-isomorphismes de pureté. Les autres 

sont des 2-isomorphismes d'échange de type Ex^* ou Ex1'1. 

Démonstration. — Considérons le diagramme ci-dessus : 

3*q*s ,lf'* al 3*q*s, lf'* adl n z.sí>7óV(-i)[-i] 

z*aVr ( - l ) [ - l ] 
n 

¿.a^o/o C-1)!-1] 

fe* Er 

a'J*Ç s'f • a'i*s' f* a!i*sô/o 

Le carré total est commutatif par 1.6.9. Le petit carré de gauche est lui aussi 

commutatif. Finalement le petit carré à droite en bas est commutatif et ses flèches 

verticales sont des 2-isomorphismes. On construit ainsi en prenant les inverses de 

Ex\ un diagramme : 

3*q*s'lf'*a] ûsnf'*al (-!)[-!] 
n 

**47¿V ( - i) [-i] 

alj*q*slf* z*a!S!/* ( - l ) [ - l ] 
n 

i*o!sys (-i)[-ï\ 

Par construction, le carré total est commutatif et le petit carré de gauche aussi. Par 

adjonction entre A et z* on déduit alors le diagramme : 

i*M*s'lf'*al S'!f*a!(-1)[-1] n S'!f*a!(-1)[-1] 

i*a-j„q*s-f i* a-j„ q*s -f 
n 

« ! 4 / o ( - i ) [ - i ] 
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On a toujours la commutativité du carré total et du petit carré de gauche. Les flèches 

verticales sont bien entendu des 2-isomorphismes. Etant donné que pour tout A le 

morphisme : 

i*j*q*(snra!A) > s"-f'*a'-A(-l)[-i} 

est scindé, on déduit que le petit carré de droite du dernier diagramme est lui aussi 

commutatif. C'est exactement ce que l'on cherche à prouver. • 

Corollaire 1.6.25. — Sous les hypothèses de 1.6.1.3, on a un carré commutatif : 

5/!f*a! n Th_1(aV^)0'*a! 

= = 

œs't 
n 

a 'Th"1^)^* 

Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche à droite les composées : 

s''f'*a!' 
Ex-* s''f'*a! a-s-f 

Th_1(aV^)0'*a! 
Exl>* 

Th-\ a^s) alg* a ' T h - 1 ^ ) ^ 

Proposition 1.6.26 (Compatibilité avec l'oubli de structure). — Sous les hypothèses 

de 1.6.1.4, on a un carré commutatif : 

sl(bofy n sb(bof)* 

* = * = 

slf*b* 
n 4 /o b* 

Corollaire 1.6.27 (Compatibilité avec l'oubli de structure). — Sous les hypothèses 

de I.6.I.4, on a un carré commutatif : 

s\bofy n Th-\jr) {bog YfY 

* = * = 

slrb* 
n 

Th-\jK)g*b* 

Proposition 1.6.28. — Soient f : V — V(^#) > Y un fibre vectoriel sur Y (avec 

M localement libre) et s Vimmersion de la section nulle. Le fibre normal c/Kj est 

canoniquement isomorphe à J% et le 2-isomorphisme de pureté : 

s! f* = 
sbfo 

est égal au 2-isomorphisme induit par jYs ~ M. 
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Démonstration. — Ceci découle directement du théorème 1.6.19 et de la proposi­
tion 1.6.12. • 

1.6.4. Compatibilité du 2-isomorphisme de pureté avec la composition 
des immersions fermées. — On suppose donné un diagramme commutatif de 

S-schémas : 

T t Y s X 

h 
g f 

z 

avec g et h lisses et s et t des immersions fermées. En prenant les cônes normaux 

relativement aux immersions s, s o t et so o t on obtient respectivement les trois 

diagrammes commutatifs^18^ : 

T t 
Y so V ( ^ ) 

h 
g fo 

Z 

T 
t1 

v ( ^ ) II V(Nsot) 

h 
9i 

h 

Z 

T 
f 

V(0ot) 
s'l 

V(^0ot) 

h 
9i 

fi 

Z 

et donc trois 2-isomorphismes de pureté. Le but de cette sous-section est de com­

prendre le relation entre ces trois 2-isomorphismes : ce que l'on appellera la compati­

bilité du 2-isomorphisme de pureté avec la composition des immersions fermées. 

On aura besoin de l'espace de déformation au cône normal de l'immersion s. Il 

sera encore noté C. On gardera alors les notations du diagramme (37). Le fait qu'on 

puisse prouver la compatibilité de l'isomorphisme de pureté en utilisant seulement 

l'espace de déformation C est assez surprenant étant donné qu'il existe au moins trois 

autres espaces de déformations qu'on peut associer à la situation, à savoir : le double 

(18)Nous nous excusons pour les mauvaises notations. Avec les notations de la sous-section précédente 
(z.e., indicer par 0 pour marquer le passage au cône normal d'une immersion) on a : (sioti) — (so£)o 
et (s[ oti) = (sqo t)o. 
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espace de déformation pour le couple (t, s), l'espace de déformation du cône normal 
de l'immersion t et celui de l'immersion sot. 

On va définir deux 2-isomorphismes : ( s o t ) ' / * ^(5o°^)!/o • ^e premier, 
qu'on notera 111, est la composée : 

(57) Щ : ( s o i ) ' / * C t-s-p n 
t'sbfo 

Tnu-^t 
(s0 o t) ! f0 

En langage de diagrammes planaires, IIi est la composée : 

(58) 

H(V(^)) 

/o* s0 (sot)' 

H(Z) n 
(c*) 

H(Y) H(T) 
t'-c 

f* S' (stY 
H(X) 

Pour définir le second 2-isomorphisme (qui sera noté n2), on remarque que le 

faisceau normal de l'immersion s0 ° t est canoniquement isomorphe à t*jVs 0 JVt. En 

effet, l'extension associée à la composée SQ o t : 

0 t\yso ^K0ot Nt 0 

t*^s 

est canoniquement scindée via le morphisme jVt > JYSQOt associé au carré com­

mutatif : 

T 
Sq O t VMS) 

r t Y 

On en déduit de là un 2-isomorphisme 7 : (sx o £i)!/i —̂ —> (s[ o ti)]f{* par la com­

posée : 

(«i °ii)!/r = nnu-^t^Ah* 
C-1 

Jh-1 (^nnu-^t^Ah* 

= 

Th-1(^)Th-1(**^n)ft 
C-1-1 

nnu-^t^Ah* = nnu-^t^Ah* 
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où les deux C_i désignent les 2-isomorphismes de composition pour les équivalences 

de Thom inverses associés respectivement aux deux suites exactes courtes : 

0 > t*jVs > JKsot > J/t > 0 

et 

0 > £*^0 > JKSQOt > jVt > 0 

On définit notre 2-isomorphisme II2 par la composée : 

(59) n2 : (sot)1/* 
n 

(^oot)7o di 
7 

( * W i ) 7 r 
n-1 

(^oot)7o 

Bien sûr, le premier 2-isomorphisme de pureté est celui associé à l'immersion s o t 

alors que le second est celui associé à so o t. En termes de diagrammes planaires II2 

est la composée : 

(60) 

H(Z) H(Z) 

f* /r f'C /0 

H(X) 
n 

H(V (^ i t ) ) 
7 

H(V(.yKSo()) 
n-1 

H(V(.^S)) 

(stY (stY (stY (sot)' 

H ( T ) H ( T ) 

Le résultat principal de cette sous-section s'énonce alors : 

Théorème 1.6.29. — Les deux 2-isomorphismes 111 et II2 sont égaux. 

Avant de se lancer dans la preuve, rappelons que l'on avait noté C l'espace de 

déformation au cône normal associée à l'immersion fermée s : Y > X . On a les 
inclusions des diagrammes : 

(61) 

A^ 
t 

A^ 
s C 

f 

A^ 

i 

T t Y s0 VMS) 

/0 

z 

j 

ET t Eh s Ex 

f 

ET 
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I.6.4.I. Le 2-morphisme TT' . Réduction du problème. — On aura besoin d'un ana­

logue du 2-morphisme TT de la sous-section 1.6.1. On définit à partir du 2-morphisme 

TT un 2-morphisme TT' : 

• j*q*(s o t)1/* > ù(s0 o *)'/0*(-l)[-l] 

par la condition que le diagramme suivant soit commutatif : 

(62) 

/:./.</->'.r 
TT ?2.4/n*(-l)[-l] 

= = 

j*q*{sot)-f* 
TT' 

as0ot)70*(-i)[- i ] 

Les 2-isomorphismes verticaux étant de gauche à droite les composées : 

t'j*q s-
t'j* 

t'j*q s-
(Ex-*)-1 

j*q t-s-
t'j* 

j*q* {sot)-

et 
X! • ! 
T TJJF. SQ 

Ex\ 
• A ! 

t' j* 
i*(so o t)-

En utilisant la commutation de oj(g*<jYs,t 1) avec le 1-morphisme ? (voir la proposi­

tion 1.5.25), on voit que le 2-morphisme TT' est la composée du diagramme planaire : 

(63) 

(sot)1 

(c!)-1 

H(Z) /0 
H(V(^S)) 

s0 
H(Y) H(T) 

• I 
V 

«.[+1] V V «.[+1] 
¿.[+1] 

H(A^) H(C) H(AY) e H(A^) H(A^) 
F S" 

F j * Ex «.[+1] F j* Ex «.[+1] j* 

c* c* H(E^) 
c* 

H(EV) 
S' 

H(E^) H (El,) 
c* 

q* q* Ex-* q* fEx-* q Ex-* Ex-* 

H(Z) 
q* 

H(X) 
S' 

H(F) 
q* 

H(T) 

c 

(st)! 
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En utilisant la commutativité du cube : 

i' 

i' t'y 

i' 
¿.[+1] 

r ¿.[+1] 

•r 
i' 

i' F 

i' 

on peut remplacer la partie en pointillé dans le diagramme planaire (63) par celle en 

pointillé dans le diagramme planaire ci-dessous sans changer la composition : 

(sot)'-

tc'r1 

H(Z) 
/0 H(v(.4g) 

S0 
H(Y) 

F 
H(T) 

V ¿.[+1] V V V ¿.[+1] 

H(A^) 
H (F 

H(C) 
S' 

H (Ai) 
t! 

H(A^) 6» H (Ai,) 

i* v H (E3,) j* H (E3,)-1 3* 3* 

i* 
c* H(E^) 

i* 
H (E3,) 

S' 
mV) H(E* ) 

i* 

4* 4* i* 9 i* 9* 
u;(q*t\/Ks,t_1) 

H ( Z ) 
i* 

H(X) 
.S" 

H (F) 
i* 

H(T) 

i* 

H (F 
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Enfin, en utilisant la compatibilité des morphismes d'échange Ex1'* avec la composi­
tion des carrés on voit que n' est aussi la composée du diagramme planaire : 

(64) 

H ( Z ) 
/o 

H ( V ( ^ ) ) 
M)1 

H(T) 

(st)! (Ex1'*)'1 V V >!•[+!] 

H (AU H(C) H(A^) e H (Ai,) 
/* (st)! 

(st)! 3* {(Ex-*)-1 3* J* 

P* 
c* H(E^) r H(E^) 

• ! 
H (El,) 

9* • ! Ex1'* • ! w(q*t* Ns,t-1 

H ( Z ) 
• ! 

H m 
• ! 

H ( T ) 

Revenons maintenant à la preuve du théorème 1.6.29. On forme les deux triangles 

(un pour chaque i G { 1 , 2 } ) : 

(65) 

j*q*(sot)-f* 
G 

!.(S0ot)!/0*(-l)[-l] 

e 
U 

t.(aot)'/*(-l)[-l] 

On a le lemme : 

Lemme 1.6.30. — Pour prouver le théorème 1.6.29, il suffira de prouver que les deux 
triangles (*i) et (*2) sont commutatifs. 

Démonstration. — En effet, puisque i*j*q*A ~ A(BA(—1)[—1] (voir le corollaire 1.6.2) 

il existe au plus un seul 2-morphisme (?) tel que le triangle : 

j*q*(sot)lf* 
7r' 

г*(sootУf$ (-!)[-!] 

0 
(?) 

t.(a ot)'/*( -l) [-l] 

soit commutatif. Donc si les deux triangles (*i) et (*2) sont commutatifs, on a forcé­
ment l'égalité 111 = n2. • 
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1.6.4-2. La commutation du premier triangle. — On va prouver que le triangle : 

(*i) 

j.q*(sot)lf* 
n. 

*.(so°i)!/o*(-l)hl] 

e\ 
n. 

i , (ao t ) ' /*( - l ) [ - l ] 

est commutatif. Pour cela considérons le diagramme planaire suivant : 

(65) 

H(Z) 
P* 

H(Z) 
V 

W{Z) 

H(Z) 
fS 

Ex** 
15 

(Ex'')-1 
fS 

H(X) 
n 

H(V(^i)) 
p 

H(V(p*^)) 
r 

H(V(^i)) 

: s* H(Z) 

Ex* 
s0 

ExA 
S0 

H(Y) 
v* 

H(Av) 
v 

W) (sotY 

(stY 
C 

C* 
H(Z) 

p H 
0 

H(Z) G 

H(T) 
Es'* 

H(Et) 
GG 

H (Ai,) 
H(Z 

H(T) 

9* 
t! 

Ex'^ 
P ¿.[+1] 

H(E^) 
.7* 

H (Ai) 

La composée de la partie du diagramme planaire (65) située entre les deux 1-

morphismes : 

(66) H(Z) 
p 

H(AU 
r 

H(Z) 
/o 

H(V(^S)) 
S0 

H(y) 
¿.[+1] 

H(Ai) 
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et 

(67) H(Z) 
r 

H(X) 
S' 

H(Y) 
a 

H (Ei.) 
3* 

H (Ei.) 

(i.e. la partie en pointillés) est égale (par définition) à la composée des 2-morphismes : 

j*q*sf* 
e 

us1/* (-!)[-!] 
n 

ÙsbfS (-!)[-!] 

Mais d'après le théorème 1.6.19, le triangle suivant est commutatif : 

j*q s-f* KK 
i . 4 / o ( - i ) h i ] 

e 
n 

(sotyr (-!) [- !] 

Il vient que la composée de la partie en pointillé du diagramme représente le 2-

morphisme TT. On en déduit alors en revenant aux définitions que la composée du 

diagramme planaire (65) est exactement notre 2-morphisme ix'. Il suffira ainsi de 

prouver que la composée du diagramme planaire (65) est aussi égale à : 

j*q*(sot)-f* 
0 

(sotyr (-!)[-!] 
G 

(*oot ) ! /o*(- l ) [ - l ] 

En utilisant le cube commutatif de la proposition*19) 1.4.20 : 

i1 

i1 i1 

i1 
¿'.[+1] 

i1 u + n 

i1 i1 

i1 F 

j* 

'19'Attention aux notations : les morphismes s sont dans notre contexte les morphismes t, i, etc. 
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on peut voir que la composée du diagramme (65) est aussi égale à la composée du 

diagramme ci-dessous : 

(68) 

H(Z) 
P* 

H(k\) 
v 

H(Z) 

fd fo Ex** 
fô 

Ex**-1 
fd 

H(X) n 
H(V(^.)) 

p 
H(V(pV>£)) 

• I 
V H(VPfJ)) 

fd 50 
Ex1* 

fd 
ExA 

fd 

H(Y) 
P* 

•H(Ai) 
i: 

H(F) 
H(T) 

(sntf 

(stf C 
C* 

<7 
<7 

<7 
<7 

Ex" 
P 

(Ex"*)-1 
H(T) 

Ex1* 
H(Ey) H (Ai,) 

<7 
H(T) 

q* 
P <7 

9 
M+i] 

H(E^) 
<7 

H(A^) 

En utilisant la compatibilité des 2-morphismes d'échange Ex-* avec la composition 

des carrés (induite par la composée q — j op) sur la partie en pointillés du diagramme 

planaire ci-dessus, on voit qu'on ne change pas la composée en remplaçant (68) par : 

(69) 

H(Z) 
P* 

H(AU 
• 1 
V H(Z) 

t' /0 'Ex" 
fo 

(Éx'T1 
fo 

H(X) 
n 

H(V(^) ) 
p* 

H(V(pV^)) 
V 

H(V(.^)) 

S' S0 
Ex1* 

S0 Ex" t' 

H(Y) 
t' 

H(A*) 
t' 

H(Y) [sot)1 
H(T) (Stf C 

t' 
Ex"* 

P 
Ex l 

P 

H(T) 
t' 

H(Ai)-
t' 

H(T) 

9* 
H(T) .7*. 

0 
H(T) 

H(EJ-) 
H( 

H(A*,) 
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En utilisant la compatibilité des 2-morphismes d'échange Ex1,1 puis Ex1'* avec la 

composition des carrés (induites par la composée so ot), on voit que la partie en poin­

tillé du diagramme (69) peut être remplacée par la partie en pointillés du diagramme 

planaire suivant sans que le 2-morphisme composée change : 

H(Z) 
p* 

H(A )̂ 
v 

H(Z) 

r. ft Ex** 
fS 

(Ex-'r1 
f5 

H(X) 
n 

H(V(^i)) 
p* 

H(V(pVK)) 
V 

H(V(^) ) 

S' 5n 

H(Y) Ex1* (sot)'- Ex'1 (sot)1 

(st)'- C' (st)'- (soty 

t1 

H(T) 
f 

H(A^> 
f 

H(T) 

4* 
(st)'- f 

e 
¿.[+1] 

H(E^) 
i* 

H (Ai,) 

En découpant le diagramme planaire précédent suivant la ligne : 

H(Z) 
/o 

H ( V ( ^ ) ) 
(*o*)! 

H(T) 
9* 

H(E^) 
J* 

H (A*,) 

on obtient la factorisation recherchée : 

j.q*(sot)'-f* 
0 

i.(s°tyr (-!)[-!] 
ni 

i . ( * o ° * ) 7 o * ( - l ) [ - l ] 

On a ainsi prouvé la commutation du premier triangle. 

1.6.4-3. La commutation du second triangle. — On aura besoin d'un nouveau 2-

isomorphisme "de pureté" w. Pour le définir on rappelle les notations suivantes : 

(70) 

A^ 
t 

Al s C 

f 

AXY 

AXY i 
AXY s AXY 

/ 

AXY 
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Le premier des deux diagrammes ci-dessus n'est autre que la déformation au cône 

normal (voir le diagramme (61)). On dispose ainsi de deux suites exactes canoniques : 

0 > frjVg > <yVèoî > J^i > o 

et 

0 > t*jVs > JYsot > > 0 

Comme t — i on a clairement JVi = Par le lemme 1.6.17, le faisceau JVS s'identifie 

canoniquement à (p*^ ) t_1 . On déduit alors un isomorphisme — p*^ —» 

(p*c/f^)t_1 ~ jVg induisant un isomorphisme b : V ( ^ ) — N { J V S ) • 

On indicera par co chaque fois qu'on passe au cône normal^20). Ainsi fco 

(resp. fco) est la projection de Y(^4/êo^) (resp.V(£y^0£) ) sur A^. On notera 

T : {scoicof f*Q ~ > {sCotco)lfco le 2-isomorphisme composé : 

(Scoïco)' fco ds Th_1(t*^) 
C-i 

Th_1(t*^)Th_1(^)h* 

LO-i(b) o w_i(id) 

T h - ^ r ^ T h - 1 ^ ) ^ * 
(C-1)-1 

r h - 1 ^ - ) ^ w (scotco)' fco 

Remarquons que les pull-back suivant i de sCOJ tCOl sco et tco sont respectivement si, t\, 

s[ et t\. De même les pull-back suivant j des même morphismes sont respectivement 

Sco-) tco-) S co tco. 
Notons immédiatement le lemme suivant : 

Lemme 1.6.31. — Les deux diagrammes : 

i](scotco)]f*oP* s[t[fii]p* 

z!r 7 

il{scotcoyf*0p* il{scotcoyf*0p* 

j*{Scotco)]fcoP* {Scotco)1 fcoQ* {Scotco)1 fcoQ* 

J*L {Scotco)1 fcoQ* u(q*t*J<ai\) 

[6pt]j*(s cotco) fcoP {s cot co) f coq {Scotco)1 fcoQ* 

sont commutatifs. 

(20) Qn aurait pu également indicer par 0 comme on l'a fait jusqu'à présent. On espère que ce choix 
facilitera un peu la lecture. 
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Démonstration. — La commutation du premier carré découle immédiatement du fait 

que les fibres au-dessus de la section nulle de A1 des extensions : 

0 > î*jVg > JYèoi y Jft > 0 

et 

o > t*jvè > ^sot > <A > o 

sont canoniquement isomorphes aux extensions : 

0 > t*<yVS0 > JfS0Ot > Jft > 0 

et 

0 > t*Jfs > Jfsot > J/t y 0 

et que la fibre de l'isomorphisme b est l'isomorphisme évident V ( ^ 0 ) ~ Y(^VS) utilisé 

dans la définition de 7. 

Démontrons la commutation du second diagramme. Les fibres au-dessus de E1 C A1 

des extensions : 

0 y t*jYs y ̂ èoî y J^i y 0 

et 

0 y t*jVè > ^sot > A. > 0 

sont canoniquement isomorphes à l'extension : 

0 y ï*jV~s y JY~sol y J/Ï y 0 

De plus, modulo les identifications canoniques j*JVg — et j*^ë — l'isomor­
phisme b correspond à V(— x t-1) par le lemme 1.6.17. 

Il vient que modulo les isomorphismes canoniques j*(scotcoy f*Qp* ~ (scotco)>!/*0ç* 

et j*(sCoîco)jcoP* — (Scotco)1 f*oQ*? l'isomorphisme j*T est la composée : 

(71) 

(Scotco)' fco 
fd (Scotco)' fco 

C7_! 
(S co tco)' fco (Sco tco) 

(Sc otc o)' f co 

(S cotco)' fco(S cotco) 
LC-i)-\ (Sc otco)' fco f (Sc otco) fco 

En considérant uj-i(q*t* JVS, t~l) = uu(q*t*jYs,t~x) comme un 2-automorphisme du 

1-morphisme identité de H(E^), on peut simplifier dans la composée précédente C_i 

et (C-i)~l. Ceci montre que la composée de (71) est simplement le 2-automorphisme 

uj(q*t*jVs, t~l) de (scotco)' fco- Le lemme est prouvé. • 
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On prend pour le 2-isomorphisme w la composée suivante : 

w : p*(sot)-f* • fd (soiyf*p* 
n 

{Sco°tco)lfïoP* 

r 
{Sco°teo)'fïoV* 

n-1 
(sot yf p* 

En d'autres termes w est la composée du diagramme planaire : 

(72) 

H(Z) 
P* 

H(Alz) H ( A U 

fco fco fco fco fco 

H(X) 
p* 

H(A]X) 
n 

H(A]X) Ns)) 
r 

H(V(.^f-)) 
n-1 

H(C) 

(stf Ex'* (•0 (*«Âo)! H(A]X) (si)1 

H ( T ) 
fdf 

H(A^) : H(Aj.) 

On commence par le résultat ci-dessous qui affirme que « w prolonge le 2-isomorphisme 

II2 » : 

Lemme 1.6.32. — Le carré de 2-isomorphismes suivant est commutatif : 

iV(s ot y-r (s°t )'-r( -l) [-2] 

ï-(w) n2 

il(s o * ) ! / V (*o°<)7o*(-l)[-2] 

(Rappelons que par définition : ( —1)[—2] = vp*.) 

Démonstration. — La composée du diagramme planaire : 

(73) 

H(Z) 
p* 

H(A^) H(AU 
V 

H(Z) 

fco fco fco fco fco 
(Ex")-' 

fS 

H(X) 
p* 

H ( A Y ) 

n 
H(V(-AÙ) 

r 
H(V(-AÙ) 

rr1 
H(C)—>H(V(../K:)) 

d 

(st)' >E.,:" (st)'- (ScotcoY (Srotro)' (*i)[ (sot)1 

H ( T ) 
p 

H(A*,) H(A^) 
V 

W(T) 

est égale à la composée : 

i'P *(so tyr 
w t'- (êoi yrP* (•soof) 7 , î ( - l ) [ -2l 
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Il s'agit donc de prouver que la composée du diagramme planaire (73) est égale à la 

composée : 

i'p*{sotfr >(sotyf*(-l)[-2] 
n2 

( s0o t ) ! / o ( - l ) [ -2 ] 

On remarque d'abord qu'on a un carré cartésien : 

VMS) l C 

fo f 

Z 
i 

AZ 

La proposition 1.6.24 appliquée à l'immersion fermée i nous donne alors un cube 

commutatif : 

(74) 

H(Al) 
AZ 

H(C) 

• 1 A 

HIZ) 
fo 

H(X) (et)'-

J CO (sot)-

/ r H ( V ( ^ ) > 
(Scotco) 

•H (Ai.) 

AZ tr 

H(V (^)> 
H(V(^)> 

H(T) 

Les faces parallèles au plan de le feuille sont les 2-isomorphismes de pureté. Les autres 

sont des 2-isomorphismes d'échange de type Ex-* ou Ex-1. On peut donc remplacer 

le diagramme planaire (73) par le diagramme planaire ci-dessous sans changer la 

composée : 

(75) 

H(Z) 
P* 

H(Ai) H(Al) 
tr 

H(Z) 

f* f fCO f* 
J CO (Ex')-) 

f? fS 

H * ) 
V* 

H (Al) 
n 

H(V(pV^É)) 
r 

H(V(=/%)) 
V 

H(V(^ifflt)) 
tr 

H(V(^Î)) 

(stf Ex}' Ex}' cotco) (Scotco) (s0ty (s0ty 

H(T) 
p* 

•H(A^) H(Ai,) 
V 

H(T) 
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En utilisant le premier diagramme commutatif du lemme 1.6.31, on voit qu'on peut 

remplacer (75) par le diagramme planaire suivant sans changer la composée : 

(76) 

H(Z) 
P* 

H(A^) 
V 

H(Z) H(Z) 

/r /r f CO 
(Ex")-' 

fd / r /n 

H(X) 
p* 

H(XA) 
n 

H(V(pV^t)) 
V 

H(V(.^.()) 
7 H(V(^„t)) 

U-1 
H(VCTS)) 

(stf 7Ex* (ëi.y {scotcoy 7Ex* (s'iti)1 (sot)'-

H(T) 
dd 

H(A^)-
V 

H(T) H(T) 

En appliquant encore une fois la proposition 1.6.24 à l'immersion i dans le carré 

cartésien : 

X i AX 

/ / 

Z i AX 

on obtient le cube commutatif : 

H(Al) 
f* 

•H(Al) 

AX AX 

H(Z) 
/0 

H(X) (sî)! 

/CO AX 

/1* H(V(^f)> 
AXAX 

H(A^) 

2 /.I 
2" 

H(V(^t)) 
(si*i)! 

•H(T) 

On voit que la composée de (76) est égale à la composée du diagramme planaire 

suivant : 

H(Z) 
P 

H(k\) 
V 

H(Z) H(Z) 

r . f* 
(Ex-")'1 

f* f* f* /n* 

H(X) 
P* 

H (Ai-) 
• I 
V H(X) 

n 
H(VU£t)) 

7 
H(V(,^oi)) 

n-1 
H (VUS)) 

(si)'- ?Ex" (sty (si)'- (si)'- (si)'- (sot)1 

H(T) 
p* 

H(Âj.)-
p* 

H(T) H(r) 
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On reconnaît dans la partie en pointillé le 2-morphisme II2 (voir (60)). Ceci nous 

donne la factorisation recherchée : 

i'-P*(Sotyr ( s o t ) 7 * ( - l ) [ - 2 ] 
n2 

(s0ot)!/n*(-l)[-2] 

Le lemme est prouvé. 

Rappelons que notre but est de prouver que le triangle (*2) est commutatif ce qui 

veut dire que la composée : 

j*q*{s°t)-f* 0 
n(*„°07ô(-i)[-i] -1 

n2 
n ( * „ ° 0 7 ô ( - i ) [ - i ] 

est égale au 2-morphisme TT'. Le 2-morphisme 6 en question est la composée : 

j*q* {s°t)-f* 
c* 

j*fP*( sotyf* 
0 

iJp*( sotyr\ +l} 

* , ( S o * ) 7 * ( - i ) [ - i ] 

où 0 est le 2-morphisme donné par la proposition 1.4.9. On veut donc montrer que TT' 
est égal à la composée : 

j*q* {s°t) -f* c* 
j*j*p*{sot)-f* 

e 
IJP* (S 0t)lf* [+1] 

n(s otyr:(-i)[-1] • 
n2 

* . (ao° t )70*( - i ) [ - i ] 

D'après le lemme précédent, la composée des deux dernières flèches est égale à : 

ïp*(Sotyr w il(sot)lf*p* (s0o*)!/o*(-l)[-2] 

modulo l'application du 1-morphisme z*. Ainsi, il faut montrer que TT' est égal à la 

composée : 

(77) 

3.q*(sot)'-f* 
c* 

3*J*P*(sot)lf* 
0 

iJp*{so tyf* \+l) 

w ij\ê oîyf*P*[+ i} * . (*o° t )7o* ( - l ) [ - l ] 
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La composée (77) est égale à la composée du diagramme planaire suivant : 

(78) 

H(Z) 
/0* H(V(,y>g) 

(sot)'-
H(T) 

l'y (Ex'*)'1 V (Ex'*)'1 (Ex'*)'1 

H(Al) 
f* 

H(C) 
(sî)' H(AT) e H(Âj.) 

d W d 
C* 

d j* 

H(Z) 
d 

H(X)-
(st)'-

H(T) 
d 

•H (Ei,) 

En inspectant le diagramme planaire (64), dont la composée vaut le 2-morphisme TT', 
on voit facilement qu'il suffit de prouver l'égalité des composées des deux diagrammes 
planaires ci-dessus : 

(79) 

H(A )̂ 
gf 

H(C) 
(si)[ 

H(A*,) 

gf W P*. 
gf 

hj 

H(Z) 
gf 

H(X) 
gf 

H(T) 
gf 

H(E^) 

(80) 

H(A )̂ 
fd 

H(C) m . H{Al) 

fd fd (Ex'--)-i fd 

P* C* H(E^) 
fd 

H(E^) 
fd 

H(E^) 

4* q 'Ex'-* 9* w (q*t* NS, t-1) 

H(Z) 
fd 

H(X) 
(.st)'-

H(T) 
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En supprimant la partie en pointillé du diagramme planaire (79) (resp. (80)) et en at­

tachant son inverse au diagramme planaire (80) (resp. (79)) on voit qu'il est équivalent 

de montrer l'égalité des composées des deux diagrammes planaires suivants : 

(81) 

H(E )̂ 
f* 

H(E^) 
m-

H(Ei) 

J* f* Ex"1* 
f* 

H(Al) 
f* 

HIC) 
f* 

H (Ai,) 

P* s W p* 

H(Z) 
f* 

H(X) 
(sty 

H(T) 

Lj(q*t*^Ys,t~l) 

H(E )̂ 
f* 

H (El) 
(Si)1 

H(El): 

f* f* 

H (Aï,) C* f* f* Ex1* q* 
(c)-1 

H(A*,) 

P* P 

H(Z) 
f* 

H(X) 
(sty 

H(T) 

Pour montrer cela, on revient à la définition du 2-isomorphisme w : le premier de ces 

deux diagrammes planaires (81) s'écrit alors : 

(82) 

H(Z) 
P* 

H(AZ) H(A )̂ 
3* 

H(El) 

f* f* f* f* r f* 

W)-
p* 

H(A^) 
n 

H(V(p*^É)) 
r 

H(V(^£)) 
n-1 

H(C) 
f* 

H (El) 

(si)1- f* (sty (Scotco) (scotco) (StY 
(Exl*r} 

(si)1 

H(T) 
f* 

H(A^) H(A^)-
.7* 

H(E^) 

On procède alors comme dans la démonstration du lemme 1.6.32. On remarque 

d'abord qu'on a un carré cartésien : 

E^ 
3 

C 

f f 

Ez 
3 

f* 
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En appliquant la proposition 1.6.22 on obtient un cube commutatif : 

H(Al) 
f* 

H(C) 

3* f* 

H(E^) 
f* 

H(Ejf) (st)'-

J CO (sty 

f* H(V(.^))-
(Scocco) 

H(Aj.) 

f* f* 

H ( V № ) 
(Scocco) 

H(E^) 

Les faces parallèles au plan de la feuille sont les 2-isomorphismes de pureté. Les autres 

sont des 2-isomorphismes d'échange de type Ex]'* ou Ex*'*. On peut donc remplacer 

le diagramme planaire (82) par le suivant sans changer la composée : 

(83) 

H(Z) 
P* 

H(A )̂ H(A )̂ 
3* 

'H(E^) 

f* f* J co fco f* f* 

H(X) 
f* 

H (AU 
n 

H(V(pV^)) 
r 

H(V(̂ ât-)) H ( V ( ^ ) ) 
n-1 

H(E]f) 

(st)'- Ï>EX<- (si)'- (ScO^Co) (scotco) 
(Ex!*)-1 

(scotco ) (si)1 

h m 
f* 

H (Al) H(A^> 
j * 

H(E^) 

En utilisant le deuxième diagramme commutatif du lemme 1.6.31, on voit qu'on peut 

remplacer (83) par le diagramme planaire suivant sans changer la composée : 

(84) 

H(Z) 
p* 

H(ASf) 
f* 

H(E^) H(El) 

f* f* fCO fCO J CO f* 

H(X) 
f* 

H(Al) 
n 

H(V(pVf£t)) 
3* 

H(VfoVKst)) H(V(q*^st)) 
n-1 

H(E^) 

(st)'- Ex1* (st)1 (scotco) {scotco)' (Scocco) (str­

um 
p* 

H(AlT) 
f* 

H(E^) H(E^) 

u(q*t*^s,t-1) 
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En appliquant encore une fois le lemme 1.6.22 à l'immersion ouverte j du diagramme 
cartésien : 

AX 3 A\ 

f f 

AX 3 Az 

on obtient le cube commutatif : 

M (Al) 
f* 

M (Al) 

3*, 3f 

H(E^) 
f* 

H(EX) (si)' 

fco (sty 

fco H(V(p*^t)) 
(Scotco) 

H(A )̂ 

f* 3* 

H(V(q*-yVst)) 
{Scotco) 

H(E^) 

On voit alors que la composée du diagramme planaire (84) est encore la composée du 
diagramme planaire ci-dessous : 

(85) 

H(Z) 
P* 

H(A )̂ 3* H(A^) H(Elz) 

r f* f* fco J ca f* 

H(X) 
p* 

H(Ax) 
3* 

H (EU 
n 

H(EX) H(El) 
n-1 

H(E^) 

(stf fer" (si)'- (Sty (scotco) (Scotco) (fty 

H(T) 
f* 

H (Ai) 
f* 

H(E^) H(E^) 

w(q*t* Ns,t-1) 
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Mais toute la partie en pointillé du diagramme planaire (85) se collapse en le 2-

morphisme identique du 1-morphisme (s o f)lf* pour donner en fin de compte le 

diagramme planaire : 

H(Z) 
P* 

H(EÎj) 
P* 

H(EÎj) 

P* P* P* 

H(X) 
p* 

H(A.\.) 
P* 

H(E\0 

(st)'- Ex[* P* (sty 

H(T) 
p* 

H(A^) 
P* 

•H(EU 

w(q*t* NS.t-1) 

En utilisant la compatibilité des 2-morphismes d'échange avec les compositions des 

carrés on obtient ce que l'on cherche, Le., le deuxième diagramme planaire de (81). 

Le théorème 1.6.29 est prouvé. 

Avant de passer au paragraphe suivant nous allons formuler le résultat démontré 

sous forme d'un diagramme commutatif. Nous donnerons un énoncé détaillé : 

Théorème 1.6.33. — Supposons donné un diagramme commutatif de S-schémas : 

T t Y s X 

h 
g f 

z 

avec f, g et h lisses et s et t des immersions fermées. On forme les cônes normaux 

suivants : 

T t Y S() V(,/Ka) 

fo 

Z 

puis : 

T 
ti 

H(EÎj) Si H(EÎj) 

P* 

Z 

T 
t1 

H(EÎj) 
t1 

V(-A,ot) 

fi 

z 
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Les deux derniers sont associés aux immersions fermées : s o t et so o t. On a alors 

trois 2-isomorphismes de pureté : 

- n : slf* = 
5ò/o > 

- n : (sotyr = (* io* i )7 i , 

- n : (So°t)!/o* = 
(* ï°* i )7 ï* 

qui s'insèrent dans un diagramme commutatif de 2-isomorphismes : 

(sotyp 
c! 

tur 

n 

n 

t's'ofo 

(c')-i 

( * l ° * l )7 l * 
7 

W ° * i ) 7 r 
n 

(so ° ty/s 

avec 7 la composée : 

(* i °* i )7 r 
d Th"1^*) / !* 

C_i 
Th_1(^î)Th_1(<*^)/i* 

(C-1)-1 
Th-1 (Nso0t) h* = 

K ° * i ) 7 i * 

1.6.4-4- Variantes. — Le théorème 1.6.33 admet une variante (ou plutôt un corol­

laire) qui nous sera plus utile dans la suite. On garde les notations du théorème 1.6.33. 

Pour obtenir cette variante on a besoin de quelques notations en plus. On introduit 

d'abord une nouvelle suite d'immersions fermées : 

T u V(t* NS) v V(tNS) 

/0 

z 

Le carré : 

(86) 

T u V(tVKs) 

t v 

Y 
s0 

V ( ^ ) 
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est commutatif et même cartésien. On déduit par passage aux cônes normaux les 

suites : 

(87) 

T u V(t* Ns) v0 V(Ns) 

/oo 

Z 

T v0 V ( ^ ) vi V(Nou ou ) 

foi 

Z 

T Ui V(t* Ns) 
v0 

V(c/^0ou) 

foi 

Z 
Du carré commutatif (86) on déduit les égalités évidentes : 

(88) Nvou = Ns 0ot /Ol = f[ Vi O U\ = s[ O ti 

La suite : T >N[t*J^s) >V(<Àtu) admet une rétraction canonique : 

V{jVv) ^ V ( f ^ ) >T . De plus, le T-schéma V ( ^ ) s'identifie canonique-

ment au fibre vectoriel V(t*,yVs ® jVt) vm les deux projections évidentes : 

V ^ ) > V ( r ^ ) et V ( ^ ) > V ( ^ ) 

(la seconde projection étant celle induite du carré cartésien (86)). De plus l'immersion 

Vo o u s'identifie à la section nulle du fibre V(t* jVs 0 jVt). Il vient alors facilement que 

les trois diagrammes (87) sont canoniquement isomorphes entre eux et au diagramme : 

T u V ( M ) V ( M ® ^ ) 

On a le corollaire suivant du théorème 1.6.33 : 

Corollaire 1.6.34. — Le diagramme suivant est commutatif : 

(so tyr 
C t! s! f* 

n 

n t! s! f* 

Ex-

{si °ti)!/i* wvfo 

7 n 

(*Wi)7 i* 
v0 

(̂ o°w)!/oo 
c 

u'vofoo 
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Le 2-morphisme Ex1,1 est associé au carré commutatif (86). Le 2-isomorphisme /i est 

celui induit par l'isomorphisme canonique du cône normal de l'immersion v avec le 

cône normal de Vimmersion s0 ot. 

Démonstration. — On a le diagramme commutatif suivant par 1.6.33 : 

(SOTY-r 
c t! s! f* 

n 

n t-s'ofo 

t! s! f* 

(si oti)!/i* 7 
(*i°*i )7r 

n 
(so°t)lfo 

En appliquant une deuxième fois le théorème 1.6.33, mais cette fois à la composée : 

T u V (t* NS) 
V V (t* NS) 

on obtient un second diagramme commutatif qu'on peut concaténer avec le premier 

de la façon suivante : 

(sot)lr 
c tls-p 

ni 

n 

V (t* NS) 

(CT1 

(*i°*i)7i 
7 ( * W i ) 7 f 

n (sQOt)lfS 

(î'i °wi)!/oi 
n (v°u)lfo 

c 

wvfo 

ds U 

V (t* NS) 

V (t* 

W°« i ) ! /o i* 
n 

(i'o°«)7oo 

en utilisant les égalités : SQ O t = v o u, s[ O t\ = V\ O m et f[ = /01 (voir le carré 

commutatif (86) et les égalités (88)). 
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Puisque VQ o u est l'inclusion de la section nulle d'un fibre vectoriel sur T, on a 

d'après la proposition 1.6.28 que le 2-isomorphisme : 

n : (v0ou)lf*0 n 
K O^i)!/oi* 

n'est autre que le 2-isomorphisme induit par l'isomorphisme de T-fibres vectoriels : 

V(Nv) = V ( ^ 0 o « ) 

De même, on voit facilement que le 2-isomorphisme 7' est simplement celui induit par 

l'isomorphisme de T-fibrés vectoriels 

V(Nvou) = 
vpK,0o„) 

Le résultat annoncé est maintenant clair. 

Voici la variante finale de notre théorème. Cette variante concerne l'isomorphisme 

de pureté sous sa forme II : s! f* = Th -1 (Ns) g* : 

Corollaire 1.6.35. — Le diagramme suivant est commutatif : 

(sot)'R 
C" 

tls\r 

n 

t 'Th-1^)^* 

n C-i 

T h - 1 ^ ) ^ * 

n 

T h - 1 ^ , ) ^ * -
C' -1 

Th -1^,)^*- Th -1^,)^*-

avec C'_x le 2-isomorphisme de composition modifié (voir la définition 1.5.16) associé 

à la suite exacte courte de ÛT-modules : 

0 > t\sVs y ,yKsot > jrt y 0 

et C-i le 2-isomorphisme défini dans 1.5.9. 
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Démonstration. — On notera pro : V(jVs) > Y la projection du fibre normal sur 

Y. On notera également pro la projection : V ( t * ^ ) > T . On notera par contre 

pr\ : V(c/^t) > T la projection du fibre normal de t, pr2 : V(^Kot) > T la 

projection du fibre normal de s o t et pr% : V(^VSÇ)0t) > T celle de so o t. Il existe 

un carré cartésien canonique : 

V(*V*£) v V(V*£) 

pr0 pr0 

T t Y 

et les pro sont bien sûr lisses. Par la proposition 1.6.20, on a un carré commutatif de 

2-isomorphismes : 

P^oAdl n 
P^oAdl 

Ex1* Ex-* 

v]pr^g* voProo9i 

P^o-1 P^o-1 

v'fo 
n P^o-1 

avec proo la projection : N(AÇ) > V(Ai) • Ce diagramme commutatif se récrit : 

P^o0 c* P^o0 
(Ex^)-'-

prp-g* 

n n 

v'ofoo 
c* 

^oProo9l 
(Ex'-T] 

^oProo9l 

D'autre part on a un carré commutatif évident : 

t'sbfo 
c* 

t]shprZg* 

Exu Exu 

wvfo c u-vprXg* 

En concaténant judicieusement les deux derniers diagrammes commutatifs avec le 

diagramme commutatif du corollaire 1.6.34, on obtient le diagramme commutatif 
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(à flèches solides) suivant : 

(89) 

(sotfr 
C 

ts-f 

n 

n t'sbfo 
c* 

tls\)prÛg* 

Ex" 

(«I Oil)'/!* uvpr^ uvpr^g* 
(Ex1*)'1 

vrprtfg* 

7 n n 

K ° * i ) 7 i * 
fd 

uvpruvpr^ 
! 

C 
uvpr^ c* 

uvpr^uvpr^ 
(Ex1*)-1 

upr*t[g¡ 

c* 

(si oti)]pr%h* 
ô 

uprQt[prlh* 

Calculons le 2-isomorphisme ô en pointillé qui rendra le diagramme total commutatif. 

Pour cela on forme le diagramme : 

(90) 

Woti )7f ds Oo o u)!/o*o 
s 

û 'Ô/oo 
c* uvpr^uvpr^ 

(Ex'T1 
upr*t[g{ 

c* c* c* c* fd 

(s[ otx)-Vrlh* a (v0 o ti)!(pn opr00yh* 
I 

u-vñ(pri oprooYh* 
fd uvpr^uvpr^ 

uvpr^ 
u-pr*t,pr;h* 

d 

Les petits carrés de ce diagramme sont tous commutatifs. D'autre part, modulo les 

égalités : 

Th"1(^0Ot) = (s,1°íi)!°P^3 Th-\t*,yVs) =uopr*0 Th -1(^í ) = í!1oprÍ 

la composée d des trois derniers 2-isomorphismes de la ligne inférieure de (90) est par 

définition le 2-isomorphisme de composition : 

C-i : T h " 1 ^ ) fd lh- dt*^s)lh-l{ ^Vt) 

associé au diagramme commutatif suivant : 

V(^i.) 

VQO u pr00 

T 
u V(Nt) T 
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ainsi que le carré cartésien : 

VMS) 
v0 

VMS) 

proo 

T si 
V ( ^ ) 

ou encore le 2-isomorphisme de composition associé à la suite exacte courte de ÛT-

modules localement libres : 

o > jvt > jyv > t*jVs > 0 

Il vient donc que le 2-isomorphisme S est simplement le 2-isomorphisme de composi­

tion associé à la suite exacte courte : 

0 > Jft > ^ o o t > t*Jfa > 0 

En revenant à la définition du 2-isomorphisme 7, on voit que la composée : 

( s i ° * i ) 7 * 
7 

(*Wi) !A '* (s[ ohypr^h* 
ô 

ulprot[pr*h* 

est égale à : 

(s1 o t1)! f*1 T\\-l{.yVsot)h* 
C- i 

Th_1(^)Th_1(t*^)/i-
( C i ) " ' 

Th_1(^)Th_1 
C- i 

Th'1 ( r ^ ) Th'1 ( ^ ) / i * 

Cm_i 

et donc à (s\ o t\)'/f Th_1(^)Th_1 
eu 

Th~1(t*^) Th-1(^)^* avec C^x 

le 2-isomorphisme de composition modifié associé à la suite exacte courte : 

0 > t*yKs > ,yVsot > JVt > 0 

Le corollaire est prouvé. 

1.6.5. Le foncteur croisé (H*, H*, Hi, H!) 

1.6.5.1. Quelques préparations. — On va définir deux classes de 2-isomorphismes 

qui formeront les ingrédients principaux pour la construction des 2-isomorphismes de 

connexions du 2-foncteur : 

H! : (Sch/5) >X9l 

annoncé dans la scholie 1.4.2. Le 2-isomorphisme de pureté jouera un rôle fonda­

mental dans la suite (spécialement dans la construction de la deuxième classe de 

2-isomorphismes). 

ASTÉRISQUE 314 



1.6. PURETÉ. CONSTRUCTION DU FONCTEUR CROISÉ (H* , H* , H., H! ) 179 

Un isoéchange sur le couple (ImmH!, LlssH!). — On va définir une structure d'échange 

sur le couple (ImmH!, LlssH!) relativement à la classe des carrés cartésiens de (Sch/5) 

ayant les flèches verticales lisses et les flèches horizontales des immersions fermées. On 

notera Exl,l(.) les 2-morphismes d'échange qui définissent cette structure d'échange. 

Cette notation est abusive au moins à ce stade de la construction, puisqu'elle peut être 

confondue avec les 2-isomorphismes d'échange de le structure d'isoéchange triviale sur 

(ImmH'ImmH!) (par exemple). 

Proposition 1.6.36. — // existe une structure d'échange sur le couple (ImmH!, LlssH!) 
relativement à la classe des carrés cartésiens de (Sch/S) ayant les flèches verticales 

lisses et les flèches horizontales des immersions fermées. Le 2-morphisme d'échange 

relativement à un carré cartésien (C) : 

ï 

f f 
i 

(avec i une immersion fermée et f un morphisme lisse) est donné par la composée : 

fd 

Th(Qr) Тп(П/) 

fd 

fds 
Ex-' 

fd 

V 
Il sera noté Exu(C). De plus cet échange est un isoéchange. 

Démonstration. — Il s'agit de prouver que la formule qui donne les Ex-\C) définit 

une famille de 2-morphismes compatibles avec les 2-isomorphismes d'échange de cha­

cun des 2-foncteurs ImmH! et LissH!. On pourra pour cela reprendre la preuve de la 

proposition 1.5.19. Une façon plus économique est d'utiliser directement la proposi­

tion 1.5.19. Voici comment on procède : 

D'après la proposition 1.5.19 on dispose d'un foncteur croisé sur le quadru­

plet (H*, H*, LlssHi, LlssH!). On s'intéresse uniquement à l'échange sur le couple : 

(H*,LlssH!). Par restriction on obtient un échange de type \ sur le couple 

(ImmH*, Ll8SH!) pour la classe des carrés cartésiens. Par le théorème de change­

ment de base pour une immersion fermée il est aisé de voir que cet échange est 

en fait un isoéchange. En prenant l'inverse on obtient un échange de type \ sur 

(ImmH*. LlssH!). En utilisant enfin l'adjonction globale entre les deux 2-foncteurs 
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ImmH* et ImmH! (ce dernier étant l'adjoint à gauche) on déduit un échange de type 
,/ sur le couple (ImmH!,LissH!). Il est aisé de voir que les 2-morphismes d'échange de 
cette structure sont donnés par les formules de l'énoncé. • 

Une troisième forme du 2-isomorphisme de pureté. — On suppose donné un triangle 

commutatif de S-schémas : 

Y s X 

9 
f 

Z 

avec f et g des morphismes lisses et s une immersion fermée. En prenant le cone 

normal de l'immersion s on obtient le triangle commutatif : 

Y so V ( ^ ) 

9 
fo 

Z 

On a construit dans la sous-section 1.6.3 deux 2-isomorphismes (essentiellement équi­

valents) : 

- U : s! f* = 
sbfo 

- H : s'f* = Th(s*%)s!/* 

Remarquons que le second des ces deux 2-isomorphismes est « plus intrinsèque » dans 
le sens qu'il ne fait pas apparaître la section so ni la projection fo. Dans ce para­
graphe on va définir une troisième forme du 2-isomorphisme de pureté qui cette fois 
ne fera apparaître que les .S'-morphismes s, / et g. Ensuite on établira les différentes 
compatibilités pour ces nouveaux 2-isomorphismes de pureté. 

Définition 1.6.37. — Pour chaque triangle commutatif comme ci-dessus, on définit un 

2-isomorphisme : 

U : s! f! = 
g-

par la composée : 

sl J №f)r = Th(s*%)s!/* = Th(5*%)Th"1(^)p* 

sfl 

C T h ^ J T h ^ J T h - 1 ^ ) ^ * s Th(ïig)g* 

g~ 
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Le 2-morphisme C étant le 2-isomorphisme de composition modifié Th(s*f£/) = d 

Th(Q^)Th(^) associé à la suite exacte courte de ûy-modules localement libres : 

0 > jVs > s*Qf > Qg > 0 

Le 2-morphisme ô est la counité de l'adjonction (qui est un 2-isomorphisme). Dans 

le langage des diagrammes planaires, ce 2-isomorphisme de pureté est la composée du 

diagramme planaire : 

(91) 

HfY) s! H(X) 

Th(fU 

Th(.s*fi/) 

C 
Th(fif) 

H(Y) 
T h ( ^ ) 

H(Y) 
S' 

H(X) 

n 
f* 

T h " 1 ^ ) 

H(F) 
9* 

H(Z) 

Compatibilité avec les restrictions suivant des morphismes lisses. — On a la propo­
sition suivante : 

Proposition 1.6.38. — Supposons donné un diagramme commutatif : 

T t R 

u V 

Y s X 

f 

Z 

à carré cartésien avec s, f et g comme avant, et v lisse. On a alors un diagramme 

commutatif de 2-isomorphismes : 

t-(foVy n (gou)-

C! C! 

t!v!f! 
Ex" 

usj- n U'Q' 
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avec Ex'A le 2-isomorphisme d'échange de la proposition 1.6.36. En d'autres termes, 

le solide : 

H(T) 
t] H(R) 

W (gu)! ( M / V 

H(Y) 
•S' 

H(X) 

g' g' 

H(Z) 

(avec sur la face carrée le 2-isom,orphisme Ex]- et sur les faces triangulaires soit le 

2-isomorphisme de connexion c! soit le 2-isomorphisme de pureté U) est commutatif 

Démonstration. — Il s'agit de prouver que les composées des deux diagrammes pla­

naires : 

(92) 

H(F) 
g' 

H ( n 

•ir 
Ex-

V 

H(Y) .S" 
H(F) 

C 

9' 
n f! 

H(>7 

(fv)[ et 

H(F) 
g' 

H(Y) 

W 
'n 

H (F) g' (.gu)1 (fv)1 

9' 

H (TV 

sont les mêmes. Pour cela, on explicite le premier des deux diagrammes en revenant 
aux définitions des 2-morphismes il et Ex/[. On obtient ainsi le diagramme planaire : 

(93) 

H(T) 
t-

H(R) 
Thft* fi,,) 

H(T) 
t'-

H(R) Th(fi,.) Th(fi/(,) 

7/* ExL* 
C 

Th(.s*fif) 
v 

H (F)' S' 
H(A-) H(R) 

Th(Qfl) Th(.s*fif) Th(QF) 
C fd 

H(Y) 
Th(,4f,) 

H(F) 
fd 

H(X) 
C* 

H(X) 

n ds 
Th(Qfl) 

H(F) 
3* 

H(/) 
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En utilisant le fait que les équivalences de Thom sont des autoéquivalences des res­

trictions à (Sch/X) des 2-foncteurs H*, et ImmH! et que ces autoéquivalences sont 

compatibles à l'échange sur le couple (H*,ImmH!) on obtient un cube commutatif : 

v* 

u* Th(s*Q/) v* 

T\\(v*nf) 
s1 

Th(fy) 

Th(s*Q/) 
t1 

ds V 

S' 

avec w — vot — sou\ T > X . Il vient que la composée du diagramme pla­

naire (93) est égale à la composée du diagramme planaire : 

(94) 

H(T) 
ds 

H(R) 
Th(s*Q/) 

h m 
t1 H(R) Th(Qv) Th(nfv) 

u ̂  
Th(v*nfY C 

Th(w*Qf)' 

H(Y) H(T) 
y 

H(R) 

Th(Qq) C 
Th(s*fif) 

Ex-* 
U* V 

H(Y) 
Th(s*Q/) 

HIY) 
S' 

Th(s*Q/) (M* 
. c* 

n r 
J\YlLYs) 

H (F) 
9 

H(Z) 

En utilisant : 

- la compatibilité avec les 2-isomorphismes de connexions des 2-isomorphismes 

structuraux de l'autoéquivalence de Thom induite par ÇLF sur la restriction de 

ImmH! à (Sch/X) (voir le théorème 1.5.9). 

la compatibilité du 2-isomorphisme de pureté avec la restriction suivant un mor­

phisme lisse (voir le corollaire 1.6.21), 
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on voit que l'on peut remplacer les deux parties en pointillé de (94) par deux autres 

diagrammes planaires ayant les mêmes composées pour obtenir le diagramme planaire 

suivant : 

(95) 

H(T) H(R) 
Th(**fi„) 

H(T) 
c 

Th(îî/U) 

u* 
Th(**fi„) 

Th(**fi„) 

H ( n h m 
gf 

H(R) 

Th(p-) Th(s*fif) 
C 

H (Y) 
Th(,4Q 

H y 

Th (** fi„) n 
HIT) (/«)* 

Th(**fi„) 
ù (c*)-1 

(9U) 

H(Yf 
9* 

H(Z) 

En utilisant le fait que les 2-isomorphismes de composition sont des isomorphismes 

d'autoéquivalences de la restriction du 2-foncteur H* à (Sch/F) (voir proposi­

tion 1.5.11), on voit que les deux diagrammes planaires ci-dessous : 

(96) 

H(Y) 
U* 

H(T) 

Th(fifl) 
Th(s*fif) 

Th(*fi„) 
c"_ 

H(Y) 
Th(^i) 

H(Y) U H ( T ) 

n 
Th(fi„) 

Th(fi„) 

H(Y) 
dfd 

H(T) 

H(Y) 11* H(T) 

Th(fi0) Th(u*fi„) Th (fi „) 

H(Y) 
df 

HIT: 
Th(fi„) 

H ( T ) 

Th (fi „) 

H(Y) 
u* 

H m 
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ont la même composée. En remplaçant dans la partie en pointillé de (95) le premier 

diagramme de (96) par le second, on obtient le diagramme planaire : 

(97) 

H ( Y ) u* H ( T ) 
Th(rfi„) 

H ( T ) 
t'-

H(R) 

Th(îî9) Th(u*ny) 
C 

TMw*nf) Th(i*Q/l) 
Th(Q/tl) 

H ( Y ) 
U* 

H ( T ) ThMî) H T •H(R) 

Th-'(^î) 
t'-

n 

'H m (M* 

u* (c*)-1 (gu)* 

H (Y) ' 
a 

H ( Z ) 

En utilisant l'associativité de la composition pour les équivalences de Thom (voir le 

théorème 1.5.18), on voit que la composée de (97) est égale à celle du diagramme 

planaire : 

(98) 

H ( Y ) 
u* 

H ( T ) 
Th(rn„) 

H ( T ) 
t'-

H(R) 

Th(fts) Th(u*ft ) 
Th(^) Th(f*fif,,) 

Th(fif„) 

H ( Y ) M* H(T) . Th(^) 
H T H(i?) 

Th-1(Nt) 
ds 

n 

( M * ;H (T ) 

г¿* (c*)-1 ( ^ ) * 

rt(y)-
Th-1(Nt) 

'H(Z) 

On divise le diagramme planaire (98) suivant la ligne en pointillé : 

H(Z) 
(gu)* 

H(T) H(T) 
Th(îîffU) 

H(T) 

On reconnaît à droite de cette ligne le 2-isomorphisme de pureté : 

H : t\foVy (gou)1 

et à gauche de cette ligne, le 2-isomorphisme de connexion : 

c! : (gou)1 ug-
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On retrouve donc le second diagramme planaire de (92). La proposition est prouvée. 
• 

Compatibilité avec les restrictions quelconques au niveau de la base. On a la pro­
position suivante : 

Proposition 1.6.39. — On suppose donné un triangle commutatif de S-schémas : 

Y s X 

9 f 

Z 
avec f et g lisses et s une immersion fermée. On se donne en plus un S-morphisme 
a : Z' > Z et on forme le triangle commutatif : 

Y' sf X' 

9' 
f 

Z' 
obtenu par pull-back suivant a. On notera a les S-morphismes : 

Y' > Y et X' > X 

Le diagramme de 2-isomorphismes ci-dessous : 

a sf- Ex]~* sa r Ex'-; s ta 

n n 

a*g- Ex*1 
9 a 

est commutatif. En d'autres termes, le diaqramme solide suivant : 

H(y') s'1 •H(X') 

a* 
9* a* f-

H(Y) S' 
H(X) H(Z') 

! f! a* 

H(Z) 
est commutatif 

Démonstration. — Nous ne donnerons pas la preuve de cette proposition. Elle est 
tout à fait analogue à celle de la proposition 1.6.40. Il faut juste remplacer dans le 
paragraphe suivant cv par a*. • 
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Compatibilité avec les sections à support. On a la proposition suivante : 

Proposition 1.6.40. On suppose donné un triangle commutati/ de S-schémas : 

Y s X 

M f 

z 

avec f et g lisses et s une immersion fermée. On se donne en plus une immersion 

fermée a : Z' > Z et on forme le triangle commutatif : 

Y' s' X' 

g' 
f 

z' 

obtenu par pull-back suivant a. On notera a les immersions fermées : 

Y' Y et X' - •X 

Le diagramme de 2-isomorphismes ci-dessous : 

MPL Ex" 
.̂ SO.' f ' Ex" %£M 

n n 

a-gl 
7- M 
Er­

ri i * g 'œ 

est commutatif. En d'autres termes, le diagramme solide suivant : 

H{Y')<r 
sn •H(X') 

¨MPL 
OKI 

O' ¨MP 

H(Y) S' 
H(A-) H(Z') 

M/LM ¨PM 'ti-

H(Z) 

est. commutatif. 

S< >CIKTÉ MAT IIÉM ATIQ l h] DE FRANCE 2007 
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Démonstration. — Il s'agit de prouver que l'égalité des composées des deux dia­
grammes planaires suivants : 

(99) 

H(y; 
%M/ML 

-H(X') 

a .K?J MPL 

H (Y) 
! 

.S" - H(X) 
Ex" 

H(Z>) 

V 
5' 

n 
.LMO MOL 

H(Z) 

H(Y') • M%OPL - H(X') 

L/L! 9' 
n 

M/LO 

H(y) 
/L.K? 

H(Z') 

KLO ! 
a-

H(Z) 

Pour cela, on explicite le premier de ces deux diagrammes planaires en revenant à la 
définition du 2-isomorphisme II. On obtient ainsi le diagramme planaire : 

(100) 

H(l 

Th(îî„), 

H (F) 

a1 

H(Y' 
L?KM 

- H(Z'] 

s-

Ex" œ 
Th(Q//) 

H(xf H(X') 

Th(s*%) 

c H(H( 
Œ 

H(H( 

Th(,/K,) 
H(Y) 

! 

S' -H(X) 
Ex* H(Z') 

7̂ 

n / * 
Th_1(^ 

Th_1(^) 

Th_1(^ 
9* 

H(Z) 

En utilisant le fait que les équivalences de Thom induites par Qf forment une autoéqui­
valence du 2-foncteur restriction de ImmH! à (Sch/X)Imm (voir la proposition 1.5.11), 
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on voit que le diagramme planaire (100) admet la même composée que : 

(101) 

H(Y')< 
s" H(Z') 

! 

a / 
Th(s/*^/0 

T\\(Qf>) 

H(YY 

Jh(Q9 
Th(S*fy) 

! 

a: 

H ( r ) -H(X') 
Th_1(^ 

Ex" Th_1(^ 

T h ( ^ ) 
H(Y) 

! 

S' -H(X) 

Th_1(^ 

<= 

Th_1(^ 

^H(Z') H (Y) 

T h - 1 ^ ) 

Th_1(^ Th_1(^ 
! 

a' 
H(Y) 

2* 
H(Z) 

En utilisant la compatibilité du 2-isomorphisme de pureté avec les sections à support 
(sous la forme donnée dans le corollaire 1.6.25), on voit que la composée de (101) es! 
égale à la composée de : 

(102) 

H (Y) 

Th(fis) 
C 

H(YY 

Th_1(^ 

H (Y') 
s"- -H(Z ' ) 

Th(s'*Qr 
Th_1(^ 

Th(s*fi/) 

H(Y')< -H(X') 

!Th_1(^ 
s"-

Th_1(^Th_1(^ 
Th_1(^ Th_1(^ 

T h ( ^ ) 
H(Y) H(Y') -H(Z') Th_1(^ 

Th-X(^:,) Th_1(^! 

Ex* a1 

H(Yy 
g* 

H(Z)' 
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En utilisant le fait que les 2-isomorphismes de composition sont des isomorphismes 
d'autoéquivalences de la restriction de ImmH! à (Sch/y)Imm (voir la proposi­
tion 1.5.11), on voit que les deux diagrammes planaires ci-dessous : 

(103) 

H (Y) 

Th_1(^ 

Th_1(^ a' »H(T) 

Th(.s*ft/) 

c Th(s'*fir) 

Th(,4g 
H(Y) cr H(T) 

Th_1(^ 
T h " 1 ^ ) 

Th_1(^Th_1(^ 

H(Y) 
!Th_1(^ 

H(T) 

H(Y) 

Th_1(^ 

H ( F ) - a} H(T) 

Th(îV) Th(a'*îV) 

Th_1(^ >H(T) 
Th_1(^ 

H(T) 

Th_1(^Th_1(^ 

H ( Y ) -
! 

(V 

H(T 

ont la même composée. En remplaçant dans la partie en pointillé de (102) le premier 
diagramme de (103) par le second, on obtient le diagramme planaire suivant : 

(104) 

H(Y 

Th(Q„) 

H(K) 
œ Th_1(^ s"- -H(Z') 

Th(ng-
Th(s'*nf,] 

Th(fir) 

Th_1(^1 
M(Y'\ 

Th(.4v) 
-H(Y')- -H(X') 

s"-
Th_1(^Th_1(^ 

Th_1(^ 
Th_1(^ 

Th_1(^ H(Z') 
9> 

! 
a; Ex'* Th_1(^! 

H ( F ) ^ Th_ H(Z) 
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On divise le diagramme planaire (104) selon la ligne en pointillé : 

H(Z) 
Th_1(^ 

• H ( y ' ) --H(Y') 
Th(fi9-) 

H(y ' ) 

La partie de droite n'est autre que le 2-isomorphisme de pureté 

n : sfl f/! g'1 

La partie de gauche n'est autre que le 2-isomorphisme d'échange Ex" relatif à la 
structure d'échange sur le couple (ImmH!, LlssH!) de la proposition 1.6.36 : 

Ex : g'a; — ! ! 
' a'fJ' 

Il vient que la composée de (104) est égale à la composée du second diagramme 
planaire de (99). La proposition est alors démontrée. • 

Compatibilité avec la composition des immersions fermées. -— On a la proposition 
suivante : 

Proposition 1.6.41. — On suppose donné un diagramme commutati/ de S-schémas : 

T t 
Y s X 

h 
9 f 

Z 
avec s et t des immersions fermées et f, g et h des morphismes lisses. Le diagramme 
de 2-isomorphism.es ci-dessous : 

(sotyf- n Th_1(^ 

! 
c: 

/ 
n Th_1(^2 

n tlgl 

est commutatif. 

Démonstration. Il s'agit de prouver que les composées des deux diagrammes pla­
naires ci-dessous : 

(105) 

(S O ry 

H(T) • 
Th_1(^ 

H(Y) 
! •S" i H(X) 

h1 
<I Th_1(^ 

Th_1(^ 

H(T) i» ° t) H(X) 

h' 
Th_ 
1(^ 

H(Z) 
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sont les mêmes. Pour cela on remarque (en revenant aux définitions) que la composée 
du premier des deux diagrammes est égal à celle de : 

(106) 
(si)'-

Th(nh) H ( T ) 
Th_1(^ 

Th_1(^ 

H 00 
i 

S' •H(X) 

c Th(t*na 
Th_1(^ "h(s*fi/; 

Th(îî/) 

H ( T 
T h ( ^ ) 

H ( T ) 
Th_1(^ 

- H(F ; 

c 
T h ( ^ ) 

HY 
! 

S' H(X) 
Th_1(^ 

Th_1(^ 
Th_1(^ 

Th_1(^ 
9* 

H ( Z ) 

Th_1(^ Th_1(^ -ft* 

H(T) 
T h ( ^ ) 

H(T)' 
T h " 1 ^ ) 

H ( T f 

En utilisant le fait que les 2-isomorphismes de composition sont des isomorphismes 
d'autoéquivalences de la restriction de IMMH! à (Sch/y)Imm (voir proposition 1.5.11), 
on voit que les composées des deux diagrammes planaires ci-dessous sont égales : 

(107) 

H(T) 

Th_1(^Th_1 

H ( T ) 
Th_1(^ 

- H ( y ) 

LO 
hTh(£VQ/) 

Th_1(^Th_1(^ 

Th(£VQ/ 
H ( T ) <- MO • H ( y ) 

Th(£VQ/Th(£ 
T h " 1 ^ ) 

H(T)< 
LMO 

H(F) 

H(T 

Th(r^) 

H T 
JKU Th(£VQ/ 

Th(n„ Th(s*fi/) 

LOM 
- H (y ) 

Th(^s) 
H(y) 

T h " 1 ^ ) 

H ( T ) 
MOK 

- H ( y ) 
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En remplaçant dans la partie en pointillé dans (106) le second diagramme planaire 

de (107) par le premier, on obtient : 

(108) 

H(T; 

Th(nh) > H ( T ) 

(St)* 

Th(£ Th(t*nn) Th(£VQ/ 

Th(£VQ/ 
H(Y 

! 
S' H(X) 

Th(s*f2/) 
Th(%) 

T h ( ^ ) 
- H m ' 

Th( t * ^ ) 
- H ( T ) 

Th(£VQ/ 
• H ( K ) + 

Th(£VQ/ 
H(X) 

T h " 1 ^ ) 
r h - 1 ^ ) 

n 
¨%P 

H(y)+-
9* 

-H(Z) 

LMOK Th(£V %PL 

H ( T ) 
T h ( ^ ) 

H ( T ) 
Th(£VQ/ 

- H(T)' 

En utilisant la compatibilité des 2-isomorphismes structuraux des autoéquivalences 

de Thom avec les 2-isomorphismes de connexions de ImmH!, on voit que la composée 

du diagramme (108) est égale à celle de : 

(109) 

H ( T ) 

Th(nfe) > H ( T ) 

(si)'-

c Th(£*n9) 
Th(t*s*Qf 

(sty 
H(X) 

Th(n/ 

T h ( ^ ) 
H m 

Th(<VKs) 
H ( T ) . 

?GBN 
! 

' C" 
H(F) 

! 
S" •H(X) 

Th(£VQ/Th(£VQ/ 
Th(£VQ/ 

n .P 

H(F) 
.9* 

H(Z) 

t'- Th(£VQ/ 
ft* 

H(T) 
Th (^ î ) 

H ( T ) 
T h " 1 ^ ) 

• HIT1 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007 



194 CHAPITRE 1. OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 

En utilisant la compatibilité du 2-isomorphisme de pureté avec la composition des 
immersions fermées sous la forme donnée dans le corollaire 1.6.35, on obtient en fin 
de compte que la composée de (108) est égale à la composée du diagramme planaire : 

(110) 

H ( T ) 

Th(nft) H(T; 
(si)'-

H(X) 

c Th(t*ft9) Th(£VQ/Th(£VQ/ 
Th(ft/) 

Th(£VQ/ 
- H ( T ) 

Th(£VQ/ 
- H ( T ) 

(stY 
-H(X) 

Th(£VQ/Th(£VQ/ 
MOK 

H(Z) 

Th(£VQ/Th(£ 

^ 1 . 
h* 

H ( T ) 
T h ( ^ ) 

- H ( T ) 
Th(£VQ/Th(£ 

- H ( T ) 

Donc pour terminer la preuve de la proposition, il suffit de montrer que la partie du 
diagramme planaire (110) située à gauche de la ligne en pointillé : 

H ( T ) 
T h " 1 ^ ) 

H ( T ) 
Th(t*s*nf) 

' H ( T ) 

définit le même 2-isomorphisme que le diagramme planaire : 

H ( T ) 

Th(îî,, 

H ( T ) 

Th(£VQ/ 

Th(£VQ/ 
H ( T ) 

r h - 1 ^ ) 

H(T) 

On laisse ceci en exercice. La preuve de la proposition est terminée. 

Compatibilité avec l'oubli de structure. — On termine les préliminaires avec la pro­
position suivante. 
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Proposition 1.6.42. — On suppose comme d'habitude, donné un triangle commutatif 
de S-schémas : 

Y s X 

9 f 

Z 

avec f et g lisses et s une immersion fermée. On suppose donné en plus un S-
morphisme lisse : 

Z 
b 

B 

Le diagramme de 2-isomorphismes suivant : 

s1 (bori­ li (bogy 

! 
c 

MO 

1 /•? I î s-f-b-
n 

MOK 

est commutatif. 

Démonstration. — Cette proposition se prouve de la même manière que les trois 
précédentes. Toutefois elle est bien plus simple que les autres. Elle sera donc laissée 
en exercice. • 

1.6.5.2. La construction du fondeur croisé : ( H * . H * , H I . H ! ) . — On veut appliquer 
le théorème 1.3.1 aux 2-foncteurs partiels : 

(Sch/s)Imm >im 

(Sch/S)Liss > T91 

Il faut donc définir pour tout carré commutatif (C) 

Z 
k 

X 
i 

9\ f 

T i Y 

avec / et g lisses et i et A: des immersions fermées un 2-isomorphisme : 

a(C) : /,••./•• Th(£VQ/ 

et vérifier ensuite la compatibilité avec les compositions des carrés. 
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196 CHAPITRE 1. OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 

Pour construire a(C), on forme le diagramme commutatif : 

Z s X xYT ï X 

9 
Th( f 

T 
i Th( 

Et on prend a(C) la composée des 2-isomorphismes : 

Th(£VQ/ MLOK 
s-i''f- ~ 

'Ex11)-1 
s-f'-v -

M/O ! •! 
g-v 

En d'autres termes, a(C) est la composée du diagramme planaire : 

H(Z) 

k' 

! 
S' 

c 

H(X xy T) 
MOKL 

H(X) 

Th(£VQ/ 
n Th(£ 

(Ex-'T1 
%¨MP 

H(T) MPL% KJHU 

Proposition 1.6.43. — Les 2-isomorphismes a(C) sont compatibles avec la composition 

verticale des carrés. 

Démonstration. — On se donne un diagramme commutatif : 

V l 
) w 

n m 

Z- k X 

9 f 

T 
i 

Y 

avec f, g, n et m des morphismes lisses et i, k et Z des immersions fermées. On forme 
le diagramme de 5-schémas : 

V 
t 

W xx Z- s W xY T - i 
%¨MLP 

n m m m 

Z ; S >X xYT i >X 

9 f f 

T i Th(£ 
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Tous les carrés de ce diagrammes sont cartésiens. Il s'agit de prouver que le diagramme 
de 2-isomorphismes : 

(Z O S O t)l(f O ?7l)! (gon)lr 

(i o s o t)Wfl • •» nl(i o s)!/! ! ! -I 

est commutatif. En d'autres termes il s'agit de voir que les composées des deux dia­
grammes planaires ci-dessous sont égaux : 

( m ) 

(istf 

H(V) 
(st)' 

' C 

•H(W xY T)-
V 

-H(W) 

n 
(fmf 

Ex'-')-1 
(fm)' 

(an)1 ^ 

H(TW 
V 

H(Y) 

et 

(112) 
H(V)< 

(ist)] 

MOKL 
•H(W xx Z) 

4 c 
(IS)*' 

(ET/-1)'1 

(is)1 
H{W)T 

I \ 
77/ 

n 
LMOK 

H(Z) 
S" 

MOKLI 

H(X xy-T) 
V 

I 
rrv 

\(X) 
C! 

Th(£V 

Th(£VQ/ 
! 

fl' 

n MOKI 
(Ex'-')-1 

%¨MP 

Th(£VQ/ 
•H(T)< 

Th(£ 
H(Y). 

Pour prouver ceci, on travaillera sur le second diagramme planaire en le simplifiant. En 
utilisant la compatibilité des 2-isomorphismes d'échange Ex" de la proposition 1.6.36 
avec la composition horizontale des carrés, on voit que la composée du diagramme 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007 



198 CHAPITRE 1. OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 

planaire (112) est égale à celle de : 

(113) 

(istY 

H(V) 
t'-

Th(£ 

— H(W xx Z)<-
! 

S' 

Th(£ 

H(W x y T ) f 
c' 

.1 
V - H ( W ) k . 

Th(£ 
n ! 

rrr (Ex-)-1 

S' H(Z)< H(X xy T) i 

1 
77T (Ex1-1)-1 

V 

Th(£ 

H(X) 
c' 

(/m)! 

MOKI 
Th(£V 

n GB 
(Ex'-')'1 

HTG 
Th(£ 

• H(T 
MPL 

H(Y) 

En utilisant la compatibilité des 2-isomorphismes d'échange Ex'^ de la proposi­
tion 1.6.36 avec la composition verticale des carrés, ainsi que l'axiome de cocycle pour 
le 2-isomorphismes de connexion c du 2-foncteur ImmH!, on obtient le diagramme 
ci-dessous qui a la même composée que (113) : 

(114) 
H(V) 

(istY 

(St)'-
MOKL 

MOKI c 

•H(W xx Z)< 
1 

S' 1(W x y T ) f 
.1 
V %¨MP 

! 

Tl' 
n 

MOKLI 
(Ex1')'1 

nv 

H ( Z ) - .S' - H ( I x y r ) 4 [fm)] 
(Ex'-1)'1 

(/m)! 

MOKIU 
MIUHK 

n MOKIA 

(m)' 
H(T) 

• iLIL.Th(£VQ/ 
-H{Y) 

En utilisant la compatibilité du 2-isomorphisme de pureté avec la restriction suivant 
le morphisme lisse m (voir la proposition 1.6.38), on voit que la composée de (114) 
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est égale à la composée du diagramme planaire : 

(115) 

_ (ist)'- ^ 

(si)'-
MOPKKI 

H(V) 
MOK MLOL 

H(W xx Z) 
! 

S' H(W xYT)± 
• ! 
V -H(W) 

rr 
n m!\ 

Agm)lU 
(/m)! 

(ExAr 
(f™)1 H(Z) P¨P¨¨ 

LIKO 
! 

9' (gn)1 
-H(TW 

P%% 
— H (Y 

D'après la proposition 1.6.42, les composées des deux diagrammes planaires suivants 
sont égales : 

H(V) 
MOK 

H(W xx Z) 

! 
W 

MOK rrv\ 
(gm)1 

H(Z) 

%PL 
9' 

c 

(fln)'x 
-H(T) 

H(V) 
MOK 

(IF x.Y Z) 

(gn)' 

LOKM \(gm)' 

- H ( T ) 

On voit alors que la composée de (115) est égale à la composée du diagramme planaire : 

(116; 
HIV) 

(ist)1 

(st)'-
MÖLL 

t^ 
-H(W X.v Z)< 

%PLM 
s' 

H (VF xy T) 
2' 

-H(W) 

MPLO (7?n)! n 
MPLP (Ex--)'1 

(fm)1 

Th(£VQ/ 

- H(T) < 
MPLO 

H(F) 
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En utilisant en fin de compte la compatibilité du 2-isomorphisme de pureté avec la 
composition des immersions fermées sous la forme donnée dans la proposition 1.6.41, 
on obtient le diagramme planaire suivant qui a la même composée que (116) : 

H(V) 

(lokoi)1 

(koi)] c 

H(W xYT) 
• ! 
i: MOOL 

MPKIL 
(/m)-MPKIL (fmy 

Th(£VQ/ 

- H(T; 
V 

H(Y) 

On retrouve donc le diagramme planaire (111). La proposition est prouvée. 

La compatibilité avec la composition horizontale des carrés est un peu plus délicate 

Proposition 1.6.44. — Les 2-isomorphismes a(C) sont compatibles avec la composition 

horizontale des carrés. 

Démonstration. — On se donne un diagramme commutatif : 

W 
l Z k 

X 

h 9 f 

V 
j 

- T -
i 

LKI 

les flèches verticales étant lisses et les flèches horizontales étant des immersions fer­
mées. On forme les deux diagrammes commutatifs : 

W 
lo V xTZ j Z 

ko 
X xYT- i MOKL 

h 
9 ^ f f 

v 
j 

T = T - i Y 
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et 

W z 
lo 

V xTZ-
ki 

V xYX 
3 X xYT i X 

i 

h 
9 

f 
j 

f 

T 
i 

f 

v-

Notre but est de prouver que le diagramme suivant : 

(kol)'f >hHl°j)' 

ïk'-f 7! I -I 
>lgr 

tifr 

est commutatif. C'est-à-dire il faut prouver que la composée du diagramme planaire 
suivant : 

(kl)1 

(117) 
H{W) 

(M- Th(£VQ/ (ikof 

Th( 
Th(£ 

H{V xT Z) • 
Th( 

H(Z; 
ThVQ ' C" 

H(X x y T ) 
2' 

- H ( X ) 

T 
n i 

0" (Ex")-1 
Th(£ 

n Th( 
(E^!!)-' 

Th( 

H(l/) 
y 

H(T) H(T) 
.1Th(£VQ/ 

H(Y) 

CTh(£VQ/ 

Th(£VQ/ 

est égal au 2-isomorphisme o(—) associé au carré commutatif : 

(118) 

W kol Th( 

h\ f 

V -
ioj 

Th(£VQ/ 
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On travaillera sur le diagramme planaire (117). L'axiome de cocyle pour les 2-
isomorphismes de connexion c du 2-foncteur ImmH! montre qu'on peut rempla­
cer (117) par le diagramme planaire suivant sans changer la composée : 

(119) H: Il 

Th(£VQ/ 

Th( 

(ik0j)'-

H(V xT Z) 

Th(£VQ/ 
h1 

3' h' 
H Z 

Th( 
H(X xy T) < 

.1 
V -H(X) 

h'-
n g1 

[Ex-y1 9' 
' n Th(£ 

(Ex")-1 
Th( 

H(V) 
3 

H(T): H(T). 
- ! 
V 

H(Y) 

Th(£ 

m1 

Remarquons que le triangle commutât if de S-schémas : 

V xTZ 
Th(£V 

V xY X 

9 f 

V 

est obtenu à partir du triangle commutatif : 

Z 
ko 

X xYT 

9 f 

T 

par pull-back suivant l'immersion fermée j : V > T . On a donc d'après la pro­
position 1.6.40 un solide commutatif : 

H(VxTiZ) 
r 

-H(Z) 

9' 

Th(£ 

H(V xY X) 
Th(£ 

Th( 

• HÇX xy T) 

7 

H(V) 
Th(£ 

-H(T) 
Th( 
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La ligne non pleine est le 1-morphisme (joA"i)! = (Â'0oj)! et les 2-morphismes adjacents 
à ce 1-morphisme sont les 2-isomorphismes de connexions c du 2-foncteurs ImmH! (les 
morphismes Aq. k\ et j sont des immersions fermées). Il vient que les deux diagrammes 
planaires suivants ont la même composée : 

Th(£VQ/ 

H{V xT Z) 
Th(£ 

Th(£ 

-H(Z) 
Th( 

H(X xy T) 

g1 
Th(£VQ/ g- n Th( 

H(V) H(T) 
j 

Th(£ 

HIV xT Z) 
Th(£ 

Th(£ 

H(V xy X) 
f • H(X xy T) 

1 
g-

n 
f 

(E.>•")-' 
Th(£ 

H (V) 
• 1 

r 

H(T) 

On voit ainsi que la composée du diagramme planaire (119) est égale à la composée 
de : 

(120) 

Th(£V 

H(W) 
¿0 H(V xT Z) ^- H{V xY X) 

Th(£ 

h' Vk0j)'-

Th(£V Th(£ 

Th(£ 
H(X XyT)-

V 
-H(X) 

Ir 
il 

! 
9' 

n M%¨£ 
(Ex11)-1 

LMO 
(Exu)-1 

Th(£ 
VQ/ 

H(V) 
r 

Th(£ 

H(T) 
KLMO 

H(Y) 

Th(£VQ/ 
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En utilisant encore une fois l'axiome de cocycle pour les 2-isomorphismes de connexion 
c du 2-foncteur IMMH!, on obtient le diagramme planaire : 

(kl)'-

H(W)< 

Th(£VQ/ Th(£VQ/ (y)1 

LMO 
H(V xTZ) • 

-C k[ 
•H(VxY X) r H(X xYT) 

c • ! 
H(X) 

LOM 
n 

9' n / 
MOKI (Ex")-1 

f 
(Ex'')-1 

H(V) 
rNHB 

Th(£ 

- H(T)< 
r 

H(Y) 

Th(£VQ/ 

En utilisant, d'une part la compatibilité des 2-isomorphismes de pureté avec la com­
position des immersions fermées telle qu'elle est donnée dans la proposition 1.6.41 et 
d'autre part la compatibilité des 2-isomorphismes Exi[ de la proposition 1.6.36 avec 
la composition horizontale des carrés cartésiens, on obtient que la composée de (120) 
est égale à celle de : 

(kl)'-

K K 
H{W) 

(Mo)! h' 
Th(£VQ/ 

Th(£ 
n 

H(V xy X) H(X) 

Th(£V 
(Ex")'1 

MOK 

H(V) H(Y) 

(y) ! 

Mais ce diagramme planaire n'est autre que celui qui définit le 2-isomorphisme a( — ) 

associé au carré (118). La proposition est prouvée. • 
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Ainsi, on est dans les conditions d'application du théorème 1.3.1. On obtient donc 
un 2-foncteur contravariant : 

H- : (Sch/S)- Th(£V 

et des isomorphismes de 2-foncteurs : 

Imm Imm et Liss I I J_ Liss |_|! 

On notera comme d'habitude / - à la place de H-( / ) . 
Pour construire le 2-foncteur H|, on remarque que pour tout S'-morphisme / , le 

1-morphisme / - admet un adjoint à gauche. En effet si / = p o s est une factorisation 
de / avec s une immersion fermée et p lisse on peut choisir comme adjoint à gauche : 
p#Th_1(np)s*. 

Lemme 1.6.45. — Quitte à remplacer H- et par des 2-foncteurs isomorphes, on peut 
suvvoser au7on a les éaalités : 

Liss Liss 
Imm|_|| _ Imm|_|! 
LissHi = LissH! 
Imm|_j( Imm|_| 

Dans la suite on supposera la conclusion du lemme ci-dessus satisfaite. On arrête 
donc de souligner le point d'exclamation; on écrit simplement : H!, H;, f et f\. On 
résume ce qui a été démontré dans la proposition suivante : 

Proposition 1.6.46. — Il existe à un unique isomorphisms près^21\ un couple de 2-
foncteurs : 

H!, H» : (Sch/S) - Th(£VQ/ 

globalement adjoints l'un de l'autre (H! est adjoint global à droite de H\) tels que : 

- H! prolonge (au sens strict) les deux 2-foncteurs : ImmH! et LissH!, 
- Hi prolonge (au sens strict) les deux 2-foncteurs : ImmHi et LlssHi; 
- l'échange par rapport aux carrés commutatifs sur le couple (ImmH!, LlssH!) 

construit dans la sous-section 1.6.5.2 devient Véchange trivial induit par les 

2-isomorphismes de connexion de H!. 

Il nous reste à construire la structure de foncteurs croisés sur le quadruplet : 
(H*,hU,Hi,H!). On commence par définir un échange sur le couple (H*,H!). Plus 
précisément, on va recoller les deux échanges sur : 

- (H*,ImmH!) (voir proposition 1.4.15), 
- (H*,LissH!) (voir proposition 1.5.19). 

(21)Nous ne sommes pas complètement convaincu de l'unicité à un unique isomorphisme près du 
foncteur H! prolongeant les 2-foncteurs ImmH! et LlssH! lorsqu'on n'impose pas la condition finale. 
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206 CHAPITRE 1. OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 

On se servira de la proposition 1.2.7. Pour pouvoir appliquer 1.2.7 on a besoin de : 

Proposition 1.6.47. — Supposons donné un diagramme commutatif de S-schémas : 

Z' 
i 

X 
a 

Z k 
a 

X 
71 f 

m 

J 9 X Y' 

T 
Th(£VQ/ a 

i 
Y 

avec i, j , k et l des immersions fermées, f, g, m et n des morphismes lisses et tels 

que les quatre carrés ayant deux cotés parallèles libellés a sont cartésiens. Alors, le 
diagramme de 2-isomorphismes ci-dessous : 

inva 
Ex1* 

l'-a*fl 
Th(£ 

Th(£ 

n-j-a* 
Ex'* 

• ii'a*i' 
Exu 

a gr 

est commutatif En d'autres termes, le cube : 

a* 

Th(£ 

Th( 
a*y 

g-

71' 

\rn' 

J' 

a 
Th(£ 

Th(£ 

• \ 
v 

est commutatif 

Démonstration. — On forme les deux digrammes commutatifs de 5-schémas : 

Z s X xYT- i' X 

g 
Th(£ f 

T 
i Y 

Z' 
s' 

•X' xy, T 
Th(£ 

X 

Th( m! 

T 3 
m 

Y 
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Ces deux diagrammes sont reliés par des S-morphismes a, tous déduits de Y' > Y 

par pull-back. On forme un diagramme solide à partir des deux diagrammes planaires : 

H(Z) 

H(Z) 

! 
S' - H(X xY T) 

H(Z) 

l" 
H(X) 

H(Z) n H(Z) 
(Ex'-'yl 

H(Z) 

H(T)< -H(Y) 
V 

W(Z') 
s" 

+\(X' xY> T' 

H(Z) 

H(Z) 

j " -H(X') 

7V 
n 

m" 
H(Z)H(Z) 

! 
m' 

H(T') H(Z)H(Z) -H(Y') 

en reliant les sommets se trouvant au même niveau par un 1-morphisme a* et en 
mettant sur les nouvelles faces créées un 2-morphisme Ex*. Il s'agit bien entendu 
de prouver que ce diagramme solide est commutatif. Pour cela on le divise en trois 
sous-diagrammes solides : 

H(Z') 
H(Z H(X/Xy,T/) 

a* 
! a* 

f" 

H(Z) 
I 

S" H(Ixyr ) H(T') 

9' f' a 

H(T) 

H(z/; 
mp 

H(X/Xy/T/) 

a* 

H(Z) S" 

H(Z) a* H( 

H ( I x v T ) H(X') 

ml H(Z) a* 

H(A-) 

H(Z) 

a*/ a* 

H( 

H( 

m • 

H( 

.ï 
J' 

a 
f 

a* 

H( 
Le premier diagramme solide est commutatif d'après la proposition 1.6.39. Le se­
cond est commutatif par la compatibilité des 2-morphismes d'échange avec les 2-
isomorphismes de connexion du 2-foncteur ImmH!. Il reste donc à prouver que le cube 
est commutatif. Pour cela on revient à la définition des 1-morphismes f\ fn rrr et m/! 
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et de l'échange sur (H*, LlssH!). On voit donc que ce cube se factorise par le cube com­
mutatif : 

Th( 

a* 
Th 

a y 

Th(fim.) Th(Q;) 

Th(nm) 

TMQr) 

a* 

Th( 

a 

Th( 

Il suffit donc de prouver la commutation du cube : 

Th( 

a 

Th( 

a* 

\m* 
m7* 

Th( 
Th(£ 

a* 
Th(£V 

a* 

v 

On utilise alors l'astuce (devenue classique) qui consiste à diviser le cube suivant les 
deux 1-morphismes (parallèles) : 

(foa)* = (aom)*, 
- (f o a)* = (a o m')*, 

et à utiliser le fait qu'on a un échange sur le couple (ImmH!, H*). La proposition est 
prouvée. • 

A ce stade on dispose donc d'un échange contradirectionnel de type y sur le couple 
de 2-foncteurs (H*,H!) pour la classe des carrés cartésiens. On veut prouver que cet 
échange fait partie d'une structure de foncteur croisé sur le quadruplet (H*,H*,Hi,H!). 
Mais ceci est presque clair ! En effet, en utilisant l'adjonction globale entre H! et Ht on 
obtient un échange sur le couple (H*, Ht). Il suffira par la proposition 1.2.14 de voir 
que cet échange est un isoéchange. Mais il suffit de vérifier ceci pour les restrictions 
de cet échange à : 

- (H*,ImmH,), 

(H*,LlssH.). 

Ces échanges ne sont autres que ceux définis dans les propositions 1.4.15 et 1.5.19. 
Le fait que le premier échange est un isoéchange découle trivialement du théorème de 

ASTÉRISQUE 314 



1.6. PURETÉ. CONSTRUCTION DU FONCTEUR CROISÉ (H* , H* , H., H! ) 209 

changement de base pour une immersion fermée et de l'égalité i\ — valable pour 
une immersion fermée i. 

Le fait que le second échange est un isoéchange découle de l'axiome 3 et de l'égalité 
/. = . / ^ T h - 1 ^ / ) valable pour un .S-morphisme lisse / . 

On a donc prouvé le résultat suivant : 

Proposition 1.6.48. — Il existe une unique structure de joncteurs croisés sur le qua-

druplet (H*,H*,Hi,H!) qui prolonge les deux fondeurs croisés : 
- (H%H*,ImmH,,ImmH!) delà proposition 14.15, 

- (H*,H*,LissHi,LissH!) de la proposition 1.5.19. 

On termine la section par le résultat suivant : 

Lemme 1.6.49. — La structure d'échange sur le couple (ImmhL,H!) induite par 
restriction du fondeur croisé qu'on vient de construire coïncide modulo Végalité 

ImmH* = ImmH! avec l'échange induit par restriction de l'échange triviaf22^ sur le 
couple (Ht, Hi). 

Démonstration. — Par construction, l'échange sur (ImmH*, Hi) prolonge les deux 

échanges sur : 

1. (ImmH*,ImmH,) de la proposition 1.4.15, 
2. (ImmH*,LissHi) de la proposition 1.5.19. 

Par l'unicité du prolongement, il suffit de prouver que modulo l'égalité ImmH* = ImmHi 

ces échanges coïncident respectivement avec les échanges sur : 

Y îmm|_|! imm|_|̂  m(ju^ par }es 2-isomorphismes de connexions de Ht, 

2. (ImmH,,LissH,) induit également par les 2-isomorphismes de connexions de Ht. 

En ce qui concerne les premiers échanges, il suffit d'invoquer le foncteur croisé sur 
(H*,H*,ImmH,,ImmH!) de la proposition 1.4.15. 

On s'intéresse donc exclusivement aux deux échanges sur : 
- (ImmH*,LissHi) de la proposition 1.5.19, 
- (ImmHi, LlssHi) induit par les 2-isomorphismes de connexions de Hi. 

En prenant les adjoints globaux à gauche de tous les 2-foncteurs (ils en ont tous même 
ImmH*) on se ramène à prouver que les deux échanges sur : 

_ (ImmH!LissH!) de iR proposition 1.6.36, 

îmm|_j! Lissai j m(jujt par }es 2-isomorphismes de connexion de H!, 

sont égaux. Mais ceci est évident par la construction même du 2-foncteur H! comme 

étant l'unique 2-foncteur qui prolonge ImmH! et LlssH! et tel que l'échange sur les carrés 

commutatifs a(.) construit dans la sous-section 1.6.5.2 devient l'échange trivial induit 

par les 2-isomorphismes de connexion de H!. • 

(22)C'est-à-dire celui obtenu à l'aide des 2-isomorphismes de connexion. 
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1.7. Le morphisme de 2-foncteurs Ht i—> H*. Fin de la démonstration 

Dans cette section, afin pour pouvoir utiliser la 2-dualité, on va « alléger les pro­
priétés » établies jusqu'ici. On suppose donnés : 

un foncteur croisé sur un quadruplet (H*,H*,Hi,H!) de 2-foncteurs de (Sch/S) 

dans T5R, 
- pour tout 5-schéma X et tout ^x-niodule localement libre «^#, deux équiva­

lenceŝ 23̂  : 

E{JK), E-X{Ji) : H{X)- H(X) 

quasi-inverses l'une de l'autre. De plus, si M est le faisceau nul, ces deux équiva­
lences sont 2-isomorphes au 1-morphisme identité, et si jfâ est isomorphe à jfé1 

les équivalences obtenues sont 2-isomorphes. 
On suppose que ces données vérifient les propriétés suivantes. 

2 imm|_Ĵ  _ imm|_|̂  ê  jeg échanges obtenus par restriction du foncteur croisé sur 

les couples : 
(H*,ImmH, = ImmH*) 
(ImmH, = ImmH*,H.) 

coïncident avec les structures triviales^24'. 
2. Homotopie. Soit q : X la projection de la droite affine au-dessus d'un 

^-schémas X. Les deux 2-morphismes d'unités et de counité : 

1 7] Th(£VQ/ et Th(£V 
ô 

y 1 

sont inversibles. 
3. Localité. Il existe deux 2-triangles distingués : 

%P ô 
1 

Th(£V 
Th(£V Th(£LMP 

MPL s 
> 1 7] 

MOK MOK U 

4. Pour / : Y > X et ./# un Ô'x-module localement libre, il existe des 2-
isomorphismes'25' : 

f*E(Jt) 
Th(£VQ/ 

et fE(^) Th(£VQ/ 

Th(£VQ/ Th(£VQ/ et /!£-iM0 Th(£VQ/Th(£ 

(23) Qn ne demancie pas qUe ces équivalences admettent des isomorphismes de composition associés 
aux suites exactes courtes de -modules localement libres. 
(24)La seconde propriété est le contenu du lemme 1.6.49. 
(25)Ces 2-isomorphismes ne sont pas supposés former une autoéquivalences d'aucun des 2-foncteurs 
H*, H*, HT ou H!. Ils sont encore moins supposés être compatibles avec les échanges du foncteur 
croisé. 
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5. Pour / : Y > X un S-morphisme lisse, on a des 2-isomorphismes : 

Th(£ 
E{Üf)r et Th(£V Th(£VQ/Th(£V 

Les données et les conditions précédentes sont permutées par la 2-dualité dans 
le sens précis qu'on décrira ci-dessous. Pour tout 5-schéma X on note G(X) la 
catégorie triangulée opposée H(X)op de H(X) . Pour tout .S-morphisme / on pose 
/* = (f\)op, / * = (/!)°P. /v = (/*)°p et fw = (/*)op. On définit un foncteur croisé 
sur (G*, G*, Gv, Gv) en posant Ex±^ = Ex*\, Ex+ = Ex*, etc. Toutes les proprié­
tés ci-dessus sont alors vérifiées. Ceci nous permettra de faire des raisonnements par 
dualité dans la suite. 

À l'aide de ces données on va définir pour tout .S-morphisme (séparé) un 2-
morphisme : 

Th(£VQ/ Th(£VQ/ 

On insiste sur le fait que / est séparé (bien que ce soit automatiquement le cas 
puisque on ne considère que les S-schémas quasi-projectifs) car la séparation joue un 
rôle crucial dans la définition de af. On montrera ensuite que pour / projectif le 2-
morphisme aj est un 2-isomorphisme. On utilisera essentiellement le foncteur croisé 
(H*,H*,H,,H!). V axiome de l'homotopie jouera un rôle décisif. 

1.7.1. Définition et propriétés des 2-morphismes f\ —> /* 

Définition 1.7.1. — Soit un S-morphisme entre S-schémas quasi-projectifs : 

f'- X >Y 

On forme le carré cartésien : 

X xY X 
Th(£ 

•X 

pri f 

X Y 
f 

et on note A Vimmersion diagonale : 

X X xy X 

L'immersion A est fermée puisque F est séparé. En particulier, on a l'égalité Ai = A* 

(en effet : ImmHi = ImmH>J. On prend alors pour a = af la composée : 

Th( 
/îI(Lv. 

M¨P 
/ • î / " : : . A . -

Th(£VQ/ Th(£VQ/ 

-- f*pruA\ • 
(ci)"1 Th(£VQ/ MP 

K 
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En langage des diagrammes planaires, a/ est la composée : 

H{xy-

Th(£VQ/ 

A , Th( 

H(XxYX)-
Th(£ 

•H(X) 
Th(£ 

prv. Th(£VQ/ MPLO 

H(X)-
MOKP 

>H(Y) 

Remarque 1.7.2. — Les 2-morphismes a sont compatibles avec la dualité dans le sens 
suivant. Le 2-morphisme / y > f+ qu'on construit par la même formule mais en 

utilisant le foncteur croisé sur (G*, G*, Gv, Gv) coïncide avec la flèche : 

(/.)°P = /v -

op 
(/l)op = / . 

On a la proposition suivante : 

Proposition 1.7.3. — Les 2-morphismes cvf sont compatibles avec les 2-isomorphismes 

de connexions de H\ et H*. Plus précisément, pour toute suite de S-morphismes com-

posables : 

X 
f 

Y -
9 

Z 

le diagramme de 2-morphismes : 

Th(£VQ/ a9°f 
>(9°f) 

Cl MPLO 

9\f\ 
MKOP 

9*f\ 
Th(£ 

Th(£V 

est commutatif. Bien entendu il en est de même du diagramme obtenu en remplaçant 

la ligne horizontale inférieure du diagramme précédent par : 

9\f\ 

Th(£VQ/ 

9\J* 
a9 

9*f* 
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Démonstration. — Le 2-morphisme : (g o / ) ¡ > (g ° f)* eŝ  par définition la 

composée du diagramme : 

(121) 

H po 

Th(£V 
A* 

Th(£ 

Th(£VQ/ 
H(XxzX) 

Th(£VQ/ 
Th(£VQ/ 

pru 
Ex., \(9°f)\ 

Th(£VQ/ 
(g of), 

•H(Z) 

On dispose d'un diagramme commutatif de ^-schémas : 

XxzX V2 
i Th(£ Q2 X 

Vl Th( Th(£ 

YxzX 
r2 

!> YxzY-
P2 

Th(£ 

Th( MOK g 

x f Y - g 
» z 

à carrés cartésiens. En utilisant la compatibilité des 2-morphismes d'échange Ex*\(.) 
avec les compositions horizontales et verticales des carrés cartésiens, on voit que le 2-
morphisme Ex*\ qui se trouve dans le diagramme planaire (121) est égal à la composée 
du diagramme planaire : 

pr2* 

H(XxzX)-
Th(£ 

H(XxzF) 

Th(£ 
92* 

H(X) 

pru 

vu 

FAR 

H(YxzX) 

Th(£V 

r2* 

ru 

H(yxzy) 

Ex*< 

V2* 

f. 

H(T) 
LOK 

\(g°f)i 

Qv. 
Th(£VQ 

Pli 
Th(£V 

9\ 

Th(£VQ/ 
Th(£VQ/ 

H(y) 
Th(£VQ/ 

9* 
+ H(Z) 

(g of), 
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Il vient que la composée des 2-morphismes : 

9\J\ ~ 
(ci)'1 

(g on 
agof 

(gof)* 
Th(£VQ/ 

g*f* 

est égale à la composée du diagramme planaire : 

(122) 

H(X) 

A» 
Th(£VQ/ pr2, Th(£VQ/ 

H(XxzX) 
l>2. 

>H(Xy.zY) 

Th(£V 
<?2* 

H(X) 

Th(£VQ/ 
vu 

' H"1 SX*! 
ri! 

Ex,, 
Th(£VQ/ 

pri! H(FxzX)-
r2* 

H(Tx zy) P2* >H(F) 

qv. Ex*, 
PU 

Ex*] 
9\ 

;H(X) 
Th(£V 

• H(F) 
p. 

H(Z 

Mais l'immersion fermée A se factorise par deux immersions fermées : 

X 
A2 

X xY X 
A ; 

X xzX 

On voit donc que la face c* de (122) adjacente au 1-morphisme : 

H(A-) 
A » 

H(X x z X ) 

se factorise par la face : 

A2^ Th(£VQ/ 
Th(£VQ/ 

A . 

De même la face (ci) 1 de (122) adjacente au 1-morphisme : 

H(X) 
Ai 

H(X xzX) 
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(le même que le précédent) se factorise par : 

Ai 

A2! 
Th(£VQ/ 

A' ^1! 

En utilisant le fait que ImmHi — ImmH* (et plus particulièrement que a — c*) on voit 
que la composée du diagramme planaire : 

A2> -A' i* 

A* Th( 

Ai Th(£ 
Th(£VQ/ Th(£ 

est l'identité : A ^ o A2* = = A^, o A2! • Ainsi, la composée du diagramme pla­

naire (122) ne change pas si on remplace le 1-morphisme : 

H(X) 
A* 

Ai 
• H(X xz X) 

par le 1-morphisme composé : 

H(X) 
A2* 

A2! 
H(X xy X ) • 

Th(£V 

a;. 
H(X x z X ) 

et les faces adjacentes par les composées des 2-isomorphismes de connexions adéquats. 
D'autres part, l'immersion fermée A[ s'insère dans un diagramme commutatif : 

XxyX 
p'2 

X. 
a; 

Th(£ XxzX-

d2 
V-2 

XxzY 

X 

Th(£VQ/ 
vi 

YxzX 
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En utilisant alors la relation de cocycle pour les 2-isomorphismes de connexion des 
2-foncteurs Hi et H*, on voit que la composée de (122) est égale à la composée du dia­
gramme planaire : 

(123) 

H(A') 

MP 
MPKIL H(XxYX) PO MO 

p'u LK §Ex** 
LOK 

H(X) 
Ex\\ L 

LLILI 
v2* V\{XxzY) LU H(X) 

du vu 

H(yxzx; 
Ex., 

r2* 

H! 
Ex*\ ft 

+ H(YxzY) •H(Y) 

LI Ex., \PV. El,! g< 

H(X)- TG H QO 
g* 

H ( Z ) 

On invoque maintenant le cube commutatif de ^-schémas : 

XxYX-
P2 

X d-2 MO 

p'i XxzX 
V2 

XxzY 

MOL 
MI 

.K? 
YH 

MLK Ai 
di K.L 

YxzX 
T'2 

>YxzY 

Toutes les faces de ce cube sont des carrés cartésiens et les ^-morphismes A i , A'l5 d\ 
et d2 sont des immersions fermées. On forme alors un cube dans XSH : 

(124) 

H{XxYX)- P2* 
Hffl 

Pv. 

A'i: 
KOM 

H(XxzX) 

KLO 

l>2* 
H(XxzY) 

H(A0 
%P 

.K? 

• H0O 
KOL 

MO 

du 
JH 

H(YxzX) 
r2» 

JYT 
H(YxzF) 
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en prenant sur les faces carrées parallèles au plan de la feuille les 2-morphismes 
d'échange Ex*\. Les autres faces sont : 

LMOK 

f* 

KK XI! 

r2* 

Pu 

a;, 

Ex\\ vu 

dv. 

a;, 

P2* 

Ex, HT 

V2* 

DD 

d2* 

F RT 

A I . 

Étant donné que l'échange sur ( H » , H i ) prolonge l'échange trivial sur ( H * , I m m H i ) 

(modulo l'égalité I m m H i = I m m H » ) , on voit que la première face est égale à : 

FG 

du 4 
Ex** 

A I . 

ï '2 . 

De même, puisque l'échange sur ( H * , H t ) prolonge l'échange trivial sur ( I m m H * , H i ) 

(modulo l'égalité I m m H * = I m m H i ) , on voit que la deuxième face est égale à : 

A'i, 

P'v. 4 FG 

DI. 

On voit donc que le cube (124) est égal au cube (plus familier): 

H(XxYX) 
P2* 

>H(X) 

va;. STD 

P'v. 

AC 

H(XxzX) 
"2* 

>H(XxzY) 
i 

fl 

ru H(X 
f* 

H(y) 

SRF 1̂! 
^l*x 

H(FxzX)-
2̂* 

>H(YxzY) 

où les faces perpendiculaires au plan de la feuille sont soit Ex** soit Ex\*. On a déjà 

vu plusieurs fois que de tels cubes sont commutât ifs. L'astuce est de diviser le solide 

en deux selon les 1-morphisme : (v2 ° A ^ ) * = (¿¿2 ° P 2 ) * e^ ( r 2 — (Ai o / ) * et puis 
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utiliser la compatibilité des 2-morphismes d'échange Ex*\(-) avec les compositions des 
carrés. On a ainsi obtenu la commutation du cube (124). Ceci montre alors que la 
composée du diagramme planaire (123) est égale à la composée de : 

(125) 

H(X) 

A2!x 
A2. 

H{XxYX)-
HJG FGF 

Pi. 
Exu 

f* 

FGH d2, 

H(x; H(Y) 
Ex*, 

H(Xx?Y FHG H(X) 
(il! 

FDGH An" 
A i . 

rv. 
Ex*, 

fl 

U(YxzX)-
r2* 

H(Yx ?Y) P2* 
>H(y) 

FHG 
Ex*, PU Ex*, 91 

H(X) 
/* 

>H(r 
9* 

H(Z) 

En utilisant en fin de compte la compatibilité des 2-isomorphismes d'échange Ex\*(.) 
avec les compositions des carrés, on voit que la composée de (125) est la même que 
celle de : 

(126) 

YUU 

vA2. 
VA2, 

H{XxYX)- P^~ UJH 

Pi-
Ex*, 

HR 

H(X) 
YH 

FGY H(X) 

Au 
GHGF 

MYxzY) TRFG 

FGF 

H(Y) 

PV. 
Ex*, 

9< 

H(X) — HFH H ( F ) -
9* 

H(Z) 
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La composée du diagramme planaire (126) est clairement égale à la composée des 
2-morphismes : 

9\î\ -
JIH 

•9*f\ ~ V >9*f* 

La proposition est prouvée. 

Une autre façon d'énoncer la proposition précédente est : 

Corollaire 1.7.4. — Les 2-morphismes aj : fi > /* définissent un morphisme de 
2-fondeurs (égaux sur les objets) : 

a : H» > H* 

De plus, ce morphisme prolonge le morphisme identité : 

ImmH| ImmH* 

On a la proposition suivante : 

Proposition 1.7.5. Supposons donné un carré cartésien dans (Sch/5) : 

HJ 9' •X 

GH f 

Y' 9 Y 

Le carré de 2-morphismes 

kl 
Ex.t, FGH 

FGH o/' 

FGH 
Ex„ FGH 

est commutatif. 

Démonstration. — Notons d'abord qu'on a un cube de 5-schémas ayant pour faces 
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des carrés cartésiens : 

MPKIL r XxYX 

p'i 

P2 P2 

X' 
g' 

X 

X': 
9 

Pi 

X 
f 

f 

M 
M 

Y' 
9 

Y 

Ce cube de 5-schéma définit un cube dans la 2-catégorie TSH : 

(127) 

H(X'xY,X') 
K -> H(XxYX) 

J>2* V P2. 

Pv H(X' JJI H(X) 

PU 

H(X') 
LIIU 

M(X) fi 

II 
f! 

LL 

H(Y')-
9* 

H(Y) 

Sur les faces on a soit un 2-morphisme Ex*\ soit un 2-isomorphisme Ex**. Ce cube 
est commutatif (pour voir cela, on peut le diviser en deux). Revenons à la preuve de 
la proposition. On va expliciter la composée : 

f\9* • 
Ex*\ L 9\f[ -

af> 
>9*fl 

En reprenant la définition de af, on obtient le diagramme planaire : 

(128) 

H(X' 

K 
X * MOK MOK 

MOK H(X'xy'X') >H(X') g* H(X) 
P2* 

P'v Ex*, f! Ex*< 
fi. 

•H(X' 
LMO 

KOL 
g* 

>H(Y) 
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avec A ' l'immersion diagonale MLO X' xY> X' , La composée du diagramme 
planaire (128) est égale à celle de : 

(129) 

H(A-) 

9* 

H(X') 

MOL 
JKH 

Ex** H{XxYX) 

GHG 
FG• \ 

H{X'xY>X') 

r* P2* 

Ex** H(X) 
FGH 

P'v. 
GHHTR 

H(X') 

g'* 
FGH 

FGH 
H(F) --H(X') 

Ex.. 

FGH 
FFG 

FH 

H(r) 

Pour s'en convaincre, il suffit de voir que la partie du diagramme située au-dessus do 
la ligne en pointillé : 

H(X') 
A' 

H(X' xy- X ' ) • P2* •H(X') g'. 
- > H ( X ) 

est égale à la composée des 2-morphismes : 

S.°P2.oA-'. 
MPKIL 

9i 

Mais ceci est clair par la relation de cocycle pour le 2-foncteur H* étant donné que la 
partie en question du diagramme ne fait intervenir que des 2-morphismes de connexion 
c*(.) ou d'échange Ex** = c(.)c(.)_1. En utilisant maintenant le cube commuta­
tif (127) ainsi que l'égalité des deux 2-morphismes d'échange Ex\* et Ex** associés 
au carré cartésien : 

X' xY> X' 

A' 

X' g' x 
i 
A 

r 
X xY X 
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on voit que la composée de (129) est égale à la composée de : 

(130) 

H(X') 

9* 

H p o 

A* 

A. 'il 

Ex*. H(XxyX) 

GFF 

a; 

H(X'xyJT) 
FGH 

HTR 
Pu 

FH 

FJJGJGG 
Ex.! 

H p o 

PI. 
FH 

FHFHF : H ( x ' ) 

FHF 
FH 

H(F) 

FHF 9* 

W{Y>) 

En utilisant en fin la compatibilité des 2-morphismes d'échange Ex*\ avec la compo­

sition des carrés on obtient : 

(131) 

H(X') 

9* 

H (A" 

A . 
A. c*j. 

H(XxyX) 
(CIR1 

\P2* 
Pli 

FHGF 
Ex.! 

H(A) 

ï H ( A ' ) 

FH 

FHF 

FGH 
FH 

H (Y) 

FHG 5* 

H (F') 
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Évidement, la composée du diagramme planaire ci-dessus est égale à la composée des 
2-morphismes : 

f\9f* 
MOK 

KM 
MOM 

9*f* 

La proposition est donc prouvée. 

On a également les analogues suivants : 

Proposition 1.7.6. — Supposons donné un carré cartésien dans (Sch/S) : 

X' g' 
x 

r 
LIKO g 

f 
MOK 

Le carré de 2-morphismes : 

HJKY Ex n 
>9if! 

HJKU ag 

HJK 
Ex*\ >9\f* 

est commutatif. 

Démonstration. — Cette proposition découle de la proposition 1.7.5 par un argument 
de 2-dualité. En effet la commutativité du carré de l'énoncé équivaut à la commuta-
tivité de : 

JKK 
Ex*.* 

- g* fi 

HJK 

UIUI 
HJKK 9*& 

HKJ 

Ce qui est assuré par la proposition 1.7.5 appliqué au foncteur croisé sur le quadruplet 
(G\G. .GV.GV) . • 

Proposition 1.7.7. Supposons donné un carré cartésien dans (Sch/S) ; 

X' 
a' 

X 

JKK 

Y' g 
f 

>Y 
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Le carré de 2-morphismes : 

9* fi. 
Ext 

^fi'g'* 

MOK JKL 

g*f* Exl 
JKL 

est commutatif. 

Démonstration. — Le diagramme commutatif de l'énoncé s'obtient du diagramme de 
la proposition 1.7.5 via l'adjonction globale entre H* et H*. • 

Proposition 1.7.8. — Supposons donné un carré cartésien dans (Sch/5) : 

X' - g' 
JKL 

JLJ 

Y' g Y 

f 

Le carré de 2-morphismes 

Ex\ 
f[g'- gf. 

JKL 

fign 

JKL 

JKL 
gU 

est commutatif. 

Démonstration. — Le diagramme commutatif de l'énoncé s'obtient du diagramme 
de la proposition 1.7.6 via l'adjonction globale entre Hi et H!. On peut également le 
déduire par un argument de 2-dualité à partir de la proposition 1.7.7. • 

1.7.2. Pour / projectif, f\ —» /* est un 2-isomorphisme 

1.7.2.1. Le cas des espaces projectif s. — Soit X un ^-schéma quasi-projectif. Dans 
ce numéro on prouvera que si pn est la projection canonique > X alors : 

Théorème 1.7.9. — Le 2-morphisme : 

MPKILMPKILMPKIL 

est inversible. 

On va raisonner par récurrence sur l'entier n. Pour n = 0, il n'y a rien à démontrer. 
On fixe donc n > 1. Pour simplifier les notations, on écrira simplement p à la place 
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de pn la projection P^ > X mais on conservera la notation^26) pm pour m ^ n. 

L'hypothèse de récurrence nous dit donc que le 2-morphisme : 

ttpn-i : Pn-V. • ' Pn — 1* 

est inversible. On considère le diagramme commutatif de S-schémas : 

pn-l 

P ^ 1 
h 

F"x< 
toc 

X 

t 

1) MOKL 
Joo 30 

P 

S 

JKY 
r 

JYGU 
X Pn-l 

Les notations sont expliquées ci-dessous : 
- h est l'inclusion de l'hyperplan défini par l'annulation de la dernière coordonnée 

homogène, 
- jo est l'inclusion de l'ouvert complémentaire envoyant la section nulle de sur 

la section à l'infini de P^, 

- Zoo est l'inclusion de la section à l'infini de P^, 
- joo est l'immersion de l'ouvert complémentaire à l'Œ, 
- v est la projection sur P^T1 de centre i^. La projection v est naturellement un 

fibre en droites sur P^T1 avec t pour section nulle. On choisit JV un q#(s0)# 

module tel que ( P ^ ) * sort isomorphe à N(jV). 

Fixons un objet A de H(X). On considère le complexe (ou plutôt le triangle) dans 
la catégorie additive H(P^) : 

( A ) h\ti-p*A 
S 

p*A 
rj 

MPKIL 0 
h\tip*A[+l] 

On a la proposition : 

Proposition 1.7.10. — Si on applique p* au triangle (A), on obtient un triangle dis­

tingué de H ( X ) . 

Démonstration. — On forme le diagramme suivant dans H(P^) : 

(132; 

h\h[p*A à p*A -
MKK 

i^c*i*P*A 0 h\ti-p*A[+l] 

h\hlp*A-
ô 

•p*A 
OLK 

a 

' Jo*JoP*A 
0 

fati-p*A[+ï\ 

(26 )gn faj^ Qn aura seulement besoin de pn-i-
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Le triangle inférieur étant le premier triangle distingué de l'axiome de localité. La 
flèche a est l'évaluation en p*A de la composée : 

Jo*Jo 
TJ 

Jo*s*s* Jo ï ̂ 00*̂ 00 

Le diagramme (132) est commutatif. En effet la commutation du second carré de (132) 
découle de la proposition 1.1.17. 

Appliquons p* au diagramme (132). On obtient alors le diagramme commutatif : 

(133) 

p*h\tip*A -
ô 

P*P*A 
7] 

P*ioo*iloP*A ~ 0 p*h\h}p*A[+l] 

p*h\h}p*A 
ô 

P*P*A -
MKI 

P*Jo*JoP*A 

p. (a) 

e 
p*h\h!'P*A[+l] 

On va prouver que ce diagramme se prolonge en un isomorphisme de triangles, ce qui 
prouvera la proposition. On divise la démonstration en deux étapes : 

Etape 1. La flèche p*(a) du diagramme (133) est un isomorphisme. — On montrera 
plus généralement que le 2-morphisme : 

MPKIL 
77 

p*jo*s*s*j$p* P*ioo*iooP 

est inversible. Le 2-morphisme en question est la composée du diagramme planaire 

suivant : 

(134) 
H(X) 

MOK 

KMKL 
KLI s* 

JKUH 

JKLI 

KLOK 

H(A') 
KLJ 

>H(P'i) 
Jo 

MLKJ H(a j ; 
Jo* 

•H (PAO 
JKJ 

• H P N 

Pour montrer qu'il est un 2-isomorphisme, il suffira de prouver que la composée du 
diagramme planaire suivant en est un : 

(135) 
H(X) 

{pjosï (pjos). 

LIU 
S* JK 

KJK 

JKK 

JKJK 
7/(cr' 

JKJK 
(cT№ 

H(X) -
p* 

• H(P») 
JK •H(A£ H ( A ! 

Jo* 
H(P£) P* 

H(X) 

fc, c* 

JKJK <7* 
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En effet, les deux diagrammes planaires (134) et (135) ne diffèrent que par des 2-
isomorphismes de connexion du type c* et c*. Mais en utilisant l'axiome de cocycle 
pour les 2-isomorphismes de connexion des 2-foncteurs H* et H* on voit immédiate­
ment que la composée de (135) est simplement la composée de : 

(136) 

H(X) 

MOK OUYH 

(rTA 
A* .s.\ 

HJK HJK 

H(A-) 
1* 

» H ( A J ) h(a;(-) 
HJ 

H(X) 

Par l'axiome d'homotopie, on sait que le 2-morphisme d'unité : 1 —^—> q*q* est 

inversible. En attachant ce 2-isomorphisme au diagramme planaire (136), on se ramène 

finalement à prouver que la composée du diagramme planaire : 

(137) 

H(X) 

KJK 

J KKJ 
KK 

KUYT 

(cTA YUYU 

H(X) 
'1 

H ( A £ ) 

-it" 

:H(A;{ . ) 
X 

H(X) 

est un 2-isomorphisme. Mais par la proposition 1.1.17, la composée du diagramme 
planaire 137 n'est autre que le 2-morphisme d'unité de l'adjonction entre (q o s)* et 
((/os)». Puisque qos = idx ce 2-morphisme d'unité est forcément un 2-isomorphisme. 
D'où le résultat recherché ! 

Etape 2. Fin de la preuve. — Pour terminer la preuve de la proposition, on pourra 
prouver que la flèche : 

(138) P*Jo*3oP*A 0 p*h\ti-p*A[+l] 

est nulle. En effet, si c'est le cas, le diagramme : 

p*h\h;p*A • 
6 p*p*A 

71 
V*i^J%cP*A -

0 
p*h\lvp*A[+\] 

p*h\hlp*A 
ó 

P*P*A 
+ 

•P*Jq*JqP A 

PÁa) 

0 p*h\tip*A[+\] 

sera commutatif et d'après l'étape précédente il aura les flèches verticales des isomor-
phismes. 
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Mais pour que la flèche (138) soit nulle, il suffit (compte tenu du fait que le triangle 
inférieur est distingué) que la flèche : 

(139) P*P*A 
%£% 

P*3o*JoP*A 

admette une section. Par la proposition 1.1.17, on a un diagramme commutatif : 

P*p*A 
%£% 

o*jo*J5P*A 

7] 

A 
%£ 

>q*q*A 

La flèche horizontale inférieure est un isomorphisme par l'axiome de l'homotopie. On 
peut donc prendre comme section à (139) la composée : 

P*3o*3oP*A • q*q*A 
rj 

A 
%£ 

%+%+% 

En effet, on a le diagramme commutatif : 

P*3o*JoP*A q*q*A A 
%+ 

• p*p*A -%+ P*3o*3oP*A 
n %+ 

P*3o*3oP*A q*q*A 
PM 

- A 
7] 

• q*q*A - yP*3o*JoP*A 

P*3o*JSp*A n 
q*q* + 

•Q*q*A P*3o*3oP*A 
n 

p*io* jSp*a -- P*3o*JoP*A 

La proposition est prouvée. 

Remarque 1.7.11. — Le lecteur pourra remarquer que l'hypothèse de récurrence n'a 
servi nulle part dans la démonstration de la proposition 1.7.10. En fait on ajuste utilisé 
l1 axiome de l'homotopie et quelques sorites élémentaires sur les adjonctions globales (la 
proposition 1.1.17). En ce sens, la proposition 1.7.10 est élémentaire. La démonstration 
de la proposition 1.7.12, suit les même lignes de la démonstration précédente mais 
utilisera des résultats plus élaborés ainsi que l'hypothèse de récurrence. 

Proposition 1.7.12. — Si on applique p\ au triangle (A), on obtient un triangle dis­
tingué de \~\(X). 
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Démonstration. — On forme le diagramme suivant dans H(P^) : 

h\h}p*A • S p*A 
n 

'oc^i^cP* A 0 
W!PM[TLL 

a 

3oo\3ooP*A ~ 
ô -^p*A- V 

ioG*iocP A 
f) 

•JOC!JLp*A[+1] 

Le triangle inférieur étant le triangle distingué habituel et a est l'évaluation en p*A 
de la composée : 

fati MPKIL ô 
MPKIL 

Ce diagramme est commutatif par la proposition 1.1.17. Lorsqu'on applique p\ on 
obtient le diagramme commutatif : 

(140) 

p\h\hp*A 
ô p\p*A V 

P\ioG*itcP*A 
0 

P!/l!/l!pM[Tl] 

MPI 

P\JoodLP*A 
ô 

p\p*A 
n 

pdocJlcP* A 
e 

•P\3oo\3nP*A[+\] 

Il suffit comme dans la démonstration de 1.7.10 de prouver les points suivants. 

- La flèche p\(a) : p\h\hlp*A- • p\joo\focp*A est un isomorphisme. 

- La flèche pijoodLP^ 
ô 

p\p*A admet une rétraction ou encore (une fois 

qu on sait que p\(a) est inversible) que la flèche : 

(141) p\h\fvp*A 
ô 

o\p*A 

admet une rétraction. 
On établira chaque point dans une étape à part : 

Étape 1. La flèche p\(a) du diagramme (HO) est un isomorphisme. — On prouvera 
plus généralement que la composée des 2-morphismes : 

p\h\h}p* 'VlJocM-j-^p* 
ô 

PlJoclfooP* 

est inversible. En langage de diagrammes planaires, le 2-morphisme en question est 

la composée de : 

(142) 

H(P^1) 

ft' 

HYG 
LO \ 

t\ HUJ 

JUH 

GHT 

H(X) 
V* 

H(P£ 
RGF 

>H((P"Yr) = H((p^r) 
joo! H(px) 

TY 
>H(X) 
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Dire que la composée du diagramme planaire (142) est un 2-isomorphisme est équi­

valent à dire que la composée du diagramme planaire suivant en est un : 

(143) 

H(X 

JUH 
H(P'i) 

r* 
b 

> c* 

Pn-l 
H (HT ) 

V 

Joe 

H((P-)*) 

HfPV1) 

t1 
M 

t\ 

H((P-)*) 

JIU 
H(Px) 

J! 
HMP ri 

%¨£ 
%£ 

H(p^-1; 
Pn-V. 

H(X) 

(b étant la composée des 2-isomorphismes^27) : f^p* MPKIL )j^p* = j^p*MPKIL ̂ * )• 

En effet, les deux diagrammes planaires (142) et (143) ne diffèrent que par des 2-

isomorphismes de connexions du type c*, c et c\ ainsi que le 2-isomorphisme b. 

On voit alors qu'on pourra se contenter de prouver que la composée du diagramme 

planaire suivant : 

(144) 

H(P""1) 

H(P^r1) 
K 

H ( ( n n 

M IO 

= H((P£)*) 
KL 

H(P^1) 

est un 2-isomorphisme. Rappelons qu'on avait choisi un û^n-i-module inversible X 

tel que v soit isomorphe à la projection du fîbré : V(./K) > P^r . Par un calcul 

facile^28), on voit qu'on a un isomorphisme entre Qv et v*jV. En particulier Qv provient 

d'un pull-back par v. Rappelons également qu'on peut associer à X une équivalence 

E{jV) de H(P^-1) . Pour prouver que la composée de (144) est un 2-isomorphisme il 

(27) Remarquer que le ^Pn )*-module f2Joc est nul puisque jœ est une immersion ouverte. 
(28) En effet soit E —-—y B un fibre vectoriel. Par définition Qe est le faisceau normal de 
l'immersion diagonale d : E >ExbE . Notons p\ la projection sur le premier facteur : 
E x 73 E > E . Maintenant, le £?-schéma E x 73 E s'identifie à la somme directe E 0 E et la 

projection pi s'identifie à l'application x (& y x. En particulier p\ définit un fibre vectoriel sur E 
isomorphe au pull-back de E par e et l'immersion diagonale d devient une section. De là il est facile 
de conclure que V(f£e) — e.* E. 
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suffit de le faire après composition à gauche par E(jV), i.e. : 

(145) 

H(pr1) 

t' P 

MPKIL 
MPK H(Pr1) PL 

•H((P£)*) :H((P£)*) 
IL 

H(P^-1) 

Mais ir et v* E(jV) sont 2-isomorphes par la composée des 2-isomorphismes : 

MPKILJU E{y*jT)v* E(Qv)v* ! 
• V 

(le second isomorphisme provient de l'isomorphisme entre vVK et Qv). Ainsi, pour 

montrer ce que l'on veut, il suffira de prouver que la composée du diagramme planaire : 

(146) 

H ( P r ' ) 

MPO 
P 

H(P({r1) 
v 

H((P»)*) = H((p;^)*) 
KLM 

» H(P^1) 

est un 2-isomorphisme. On peut aussi considérer le diagramme planaire : 

(147) 

HCPr1) 

(vt)[ KML 

KLM 
t1 LM 

KLM KLM 

H(P"_1) 
v 

H ( ( P t r ; 

KL 

H((n-)*) 
KL 

H(P^R1) 

puisque les deux diagrammes planaires (146) et (147) diffèrent par des 2-isomorphismes 

de connexions de type c et a ainsi que par le 2-morphisme de counité vw1 > 1 

qui est inversible par l'axiome d'homotopie (étant donné que v est la projection 

d'un fibre en droites). Mais par la proposition 1.1.17, la composée du diagramme 

planaire (147) est égale au morphisme de counité de l'adjonction entre (v o t)\ et 

(v o t)1. Puisque v o t — idPN-I, ce 2-morphisme de counité est un 2-isomorphisme. 

D'où le résultat recherché^29) ! 

(29)Le lecteur pourra remarquer que l'on n'a toujours pas utilisé l'hypothèse de récurrence. 
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Etape 2. La flèche (141) admet une rétraction. — On construira dans cette étape 
une rétraction à la flèche (141) : 

p\h\hlp*A » P\P*A 

Pour cela on va utiliser le 2-morphisme ap : p\ y p* (voir la définition 1.7.1). Par 

naturalité, le diagramme suivant : 

(148) 

p\h\h)p*A 
S 

p\p*A 

ap ap 

p*h\h/p*A 
ô 

P*P*A 

est commutatif. La flèche horizontale inférieure admet une rétraction par la proposi­
tion précédente^30). On en fixe une qu'on notera p. D'autre part, la flèche : 

p\h\h}p*A 
AP 

p*h\ti-p*A 

est un isomorphisme et même le 2-morphisme ap : p\h\ > p*h\ est inversible. En 

effet, par la proposition 1.7.3 on a un carré commutatif : 

Pn-V. 
apn-l 

MPKIL 

Cl c* 

Pi h] > p*h\ P*H 

dont les flèches verticales sont des 2-isomorphismes de connexions, et par l'hypothèse 
de récurrence le 2-morphisme otPn_1 est un 2-isomorphisme. Ceci dit, on peut prendre 
comme rétraction la composée : 

p\p*A 
ap 

P*p*A -
P 

p*h\hlp*A 
ap 

p\h\hlp*A 

(30)Ceci a été établi dans la démonstration de la proposition 1.7.10. On peut également le déduire 
directement de l'énoncé de la proposition en question. En effet, cet énoncé affirme que le triangle 
suivant : 

p*h\hìmp* A S p*p*A -LM p+ioo+i^p^A 0 MPKILMP 

est distingué. Mais dans un triangle distingué où le troisième coté est nul, le premier coté admet une 
rétraction et le second une section i.e. le triangle est scindé. 
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En effet, on a le diagramme commutatif suivant : 

p\h\hlp*A 
ô 

p\p*A - ap P*P*A P p*h\Jvp*A 
ap 

p\h\tip*A 

p\h\h/p*A 
ap 

p±h\hlp*A -ô 
>p*p*A -

P 
p*h\hp*A 

PM 
- p\h\hlp*A 

p\h\h]p*A 
hlp*A 

p*h\h]p*A - : p*h\h]p*A 
ap 

- p\h\tip*A 

p\h\Tvp*A - p\h\hlp*A 

La proposition 1.7.12 est prouvée. 

Corollaire 1.7.13. — Si p est la projection X , le 2-morphisme : 

ap : p\p* hlp*A 

est inversible. 

Démonstration. — Il suffit de voir que pour tout objet A de H(X) la flèche : 

p\p*A p*p*A 

induite par le 2-morphisme ap est un isomorphisme. 
En appliquant le 2-morphisme ap : p\ >p* au triangle ( A ) , on obtient par 

naturalité un diagramme commutatif : 

p\h\h}p*A ô » P\P*A - n 
P\ioo*iZoP*A ~ 

0 Pihitip*A[+l] 

p*h\h}p*A 
S P*P*A V hlp*Ahlp*A 0 

p*hiti-p*A[+l] 

qui est un morphisme de triangles distingués par les propositions 1.7.10 et 1.7.12. Il 
suffit donc de montrer que les deux 2-morphismes : 

(149) p\h\ - >p*h\ et hlp*A P*7oc* 

sont inversibles. Mais d'après la proposition 1.7.3, on a les diagrammes commutatifs : 

Pn-1\ 
hlp*A 

Pn-U 

Cl C* 

p\h\ • p*h\ hlp*A 

hlp*A : idx* 

hlp*A c* 

P\ioo\ Plioc* P*^OQ* 

dont les flèches verticales sont des 2-isomorphismes. Il devient alors clair que le second 
2-morphisme de (149) est inversible. Pour le premier 2-morphisme de (149) on conclut 
en utilisant l'hypothèse de récurrence. • 
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Par 2-dualité on obtient aussi le corollaire : 

Corollaire 1.7.14. — Le 2-morphisme : 

ap : pip- hlp*A 

est inversible. 

Démonstration. — En effet, le corollaire 1.7.13 s'applique au foncteur croisé sur le 

quadruplet (G*, G*, Gv, Gv). Ainsi, le 2-morphisme : 

hlp*A hlp*A 

est inversible. Ceci veut exactement dire (puisque * correspond à ! et v correspond à 

* ) que le 2-morphisme : 

PiP' ~ 'P*F 

est inversible. 

On va construire à l'aide des deux corollaires 1.7.13 et 1.7.14 deux 2-morphismes 

hlp*A P\ • 

1. Le premier 2-morphisme est la composée : 

01 : £>* 
hl 

[p*p%p* 
ap 

Pl [P*P*}ô 
hlp 

Pl 

(les notations [.J^ et [.]§ désignent le couple de 1-morphismes qui définissent les 
2-morphismes d'unité et de counité). 

2. Le deuxième 2-morphisme est la composée : 

<t>2 • P* 
hlp*A hlp*Ahlp*A 

ap 
\p\P']ôP\ 

S 
'Pi 

On a le lemme : 

Lemme 1.7.15. — Le 2-morphisme 4>i appliqué àp* donne l'inverse du 2-isomorphisme 
c\p : pip* — — • Dualement, le 2-morphisme 02 appliqué à pl donne l'inverse 
du 2-isomorphisme ap : p\p- > p*p- . 

Démonstration. — On démontrera seulement la première assertion : la seconde dé­
coulera par 2-dualité en remarquant que 02 est exactement le 2-morphisme 0 i mais 
construit à partir du foncteur croisé sur le quadruple! (G*, G*, Gv, Gv). Considérons 
le diagramme suivant : 

(150) 

P*P 
hlp*A 

[P* {P*]r}P*}ôP* 
ap 

Pl b* {P*]ôP*}r, 
Ô 

PlP* 

ô 7] 

P*P* 
av 

pip* 
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les notations et [.]§ désignent le couple de 1-morphismes qui définissent les 
2-morphismes d'unité et de counité dans la ligne horizontale supérieure du dia­
gramme (150). Les notations {.}n et {.}$ désignent le couple de 1-morphismes qui 
définissent les 2-morphismes d'unité et de counité verticaux du diagramme (150). 

Pour prouver le lemme, il suffit bien évidemment de prouver que le diagramme (150) 
est commutatif. 

Le triangle de droite n'est autre que le triangle : 

P* 
hlp* 

P*P*P* 

ô 

hlp*A 

évalué en p*. Mais ce triangle est commutatif par définition des adjonctions. 
De même le triangle de gauche n'est autre que le triangle : 

P*P*P* 
ô 

P* 

f] 

P 

sur lequel on applique p\ Ce triangle est également commutatif par définition des 
adjonctions. 

Il reste donc à prouver la commutation du carré : 

P* {p*P*}sp* 
hlp*A 

P\P {P*P in 

\S V 
hlp*A 

P*P* V\P* 

Ce carré se factorise horizontalement de la manière suivante : 

(151) 

P* {p*P*}spa P*P* {P* P*}rt 
hlp*A 

•P\P* {P*P*}R; 

Ô hlp 77 

hlp*A p*p* 
hlp*A 

•p\p* 

Le second carré de (151) est commutatif par naturalité de ap et le premier carré 

de (151) n'est autre que le carré : 

P*P*P* hlp*A 

ô hlp 

P* P* 

sur lequel on a appliqué p*. En particulier, il est aussi commutatif par définition des 

adjonctions. Ceci termine la preuve de la commutation du carré central de (150) et 

donc la preuve du lemme. • 
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On est en mesure maintenant de prouver le cas n de la récurrence et donc le 

théorème 1.7.9 : 

Proposition 1.7.16 (Le cas n de la récurrence). — Le 2-morphisme : 

ap : p\ >p* 

est inversible. 

Démonstration. — Pour montrer que le 2-morphisme ap est inversible il suffit de 

montrer qu'il a un inverse à droite et un inverse à gauche^31). Nous prouverons que 

0i est un inverse à gauche de ap et que 02 est un inverse à droite de ap. Il faut donc 

montrer que les composées : 

(152) hlp*A hl 
01 >p\ 

ap 
^p* 

et 

(153) U2 : p\ 
ap 

>p* -
02 

P\ 

sont les 2-morphismes identités. Pour prouver cela il suffira de le faire pour les 2-

morphismes au\ : p* > p* et aU2 : p] > p- obtenus par adjonction. 

Etape 1. — Commençons par le 2-morphisme p* . Il est la composée : 

(154) hlp*A 
hlp 

hlp*A hlp*A hlp*A 5 
hlp 

Le 2-morphisme du milieu est par définition la composée : 

(155) hlp*Ahlp*A 0i 
p*p\p* 

ap 
hlp*A 

Mais par le lemme 1.7.15, les deux 2-morphismes : p*p* 0i 
P\P et p\p 

ap 
hlp* 

sont inverses l'un de l'autre. Il vient que le 2-morphisme composé de (155) est le 
2-morphisme identité. Ainsi, la composée de (154) est simplement la composée : 

hlp*A hlp*A 
p*p*p* 

hlp*A 
p* 

Par la définition des adjonctions cette composée est le 2-morphisme identité. 

(31)Par 2-dualité, il suffit juste de prouver que ap admet un inverse à gauche. En effet en appliquant 
ceci au foncteur croisé (G*,G*,Gv,Gv) on voit que a.pP admet aussi un inverse à gauche ce qui 
équivaut à dire que ap admet un inverse à droite. 
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Étape 2. — On fait pareil pour le 2-morphisme p- > p- . Il est la composée : 

! V ! ! 
• P'P\P' 

U2 
> P'P\P' 

S ! 
P' 

Le 2-morphisme du milieu est par définition la composée : 

(156) P'P\P' 
hlp*A 

plp*pm -02 ! ! PP\p-

! aP ! ,02 
Etant donné que p\p- > p*p- et p*p- > p\p- sont inverses l'un de l'autre (par 

le lemme 1.7.15), on voit alors que la composée de (156) est l'identité. Ainsi, notre 

2-endomorphisme p- > p- est la composée des 2-morphismes : 

! 
P' 

V ! ! PP\p- -
S ! 

P' 
C'est donc le 2-morphisme identité. 

1.7.2.2. Le cas général. Application 

Théorème 1.7.17. — Soit f : X > Y un S-morphisme projectif. Le 2-morphisme : 

OLf : hlp*A hlp*A 

est inversible. 

Démonstration. — Dans le numéro précédent on a traité le cas de l'espace projectif 
sur Y. Il est facile en utilisant l'axiome de localité et la compatibilité du 2-morphisme 
p\ > p* avec les échanges, de déduire le cas où p est la projection : P(j£f ) > Y 

avec Jzf un ûy-module localement libre. 
Pour traiter le cas général, on choisit une F-immersion : 

X s P(J^) 

hlp*A 
P 

Y 

(avec j£f localement libre sur Y) et on invoque le diagramme commutatif : 

hlp*A OLf 
/* 

hlp*A hlp*A 

P\S\ - P\s* 
hlp*A 

hlp*A 

Le théorème est prouvé. 

On termine par une application importante du théorème précédent. 
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Corollaire 1.7.18. — Supposons donné an carré cartésien de S-schémas : 

X' 
q' 

X 
MO fJ 

JU 
9 

MO 

avec f projectif. Le 2-morphisme d'échange : 

hlp*Ahlp*A ni/* 

est inversible. 

Démonstration. — En effet, par 1.7.7 on a un carré commutatif : 

9*f\-
Ex* 

flg" 

CXf Gif, 

hlp 
Exl 

hlp 

Étant donné que les 2-morphismes Ex*, af et af> sont inversibles, le résultat est 
clair. • 

Remarque 1.7.19. — L'analogue du corollaire 1.7.18 est connu dans [AGV73] sous le 
nom du « théorème de changement de base pour un morphisme propre » . 
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CHAPITRE 2 

COMPLÉMENTS SUR LES 2-FONCTEURS 
HOMOTOPIQUES STABLES ET LES QUATRE 

OPÉRATIONS 

Introduction. — Beaucoup de théorèmes de base en cohomologie étale se démontrent 
par dévissage en utilisant le théorème de changement de base propre et le théorème 
de changement de base par un morphisme lisse. Parmi ces théorèmes, on note : 

la constructibilité des faisceaux de cohomologie R?/*Ĵ . pour / de type fini et & 
un faisceau de A-modules constructible, 
les encadrements de la dimension cohomologique des R/* (par exemple, le théo­
rème d'Artin sur les images directes cohomologiques par des morphismes af­
fines^)), 

- le formalisme de dualité de Verdier (qui repose en partie sur la notion de faisceau 
constructible). 

Mis à part la section 2.4, on peut dire que le but de ce chapitre est d'établir 
des analogues motiviques d'une partie de ces théorèmes en se basant sur le théo­
rème de changement de base pour un morphisme projectif démontré dans le chapitre 
précédent. Pour cela, on doit d'abord préciser les notions de constructibilité et de 
dimension cohomologique dans le cadre motivique voire même dans le cadre abstrait 
d'un 2-foncteur homotopique stable. Fixons donc un 2-foncteur homotopique stable 
H : Sch/S >X<K . 

Comme remplaçant des faisceaux constructibles, il est naturel d'utiliser les objets 
compacts. Malheureusement, pour que la notion de compacité ait un sens, il faudra 
que les catégories H( —) admettent des petites sommes. Ainsi, on a opté pour une autre 
définition qui garde un sens pour n'importe quel H. Pour motiver ladite définition, 
plaçons nous un instant dans le 2-foncteur SH. Parmi les objets compacts de S H ( X ) , 
on trouve les motifs (U+) A GmAn associés à un X-schéma lisse U. Il est bien connu 

(l)Notons tout de suite, qu'on est très loin de démontrer et même de formuler un analogue du 
théorème d'Artin motivique. 
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que ces motifs engendrent la catégorie avec petites sommes S H ( X ) . Par un résultat 
classique (voir la proposition 2.1.24), on déduit que tout objet compact de S H ( X ) 
peut être construit en un nombre fini d'étapes à partir des ([/)+AGmAn en prenant des 
cônes successifs et des facteurs directs. Ainsi la sous-catégorie des objets compacts de 
S H ( X ) est la plus petite sous-catégorie triangulée stable par facteurs directs contenant 
les motifs ( [ / )+ A GmAn. D'autre part, si / est le morphisme structural du A-schéma 
lisse [/, on sait que = avec S0 la sphère simpliciale de dimension nulle. 
N'ayant pas d'objets distingués dans H(5), ceci nous amène à définir la sous-catégorie 
des objets constructibles de H(X) comme étant celle engendrée par les f#Ajj avec A 
variant dans une classe d'objets de H (S) fixée à l'avance. 

Pour ce qui est de la dimension cohomologique dans H, le formalisme des t-
structures s'impose (voir [BBD82]). Reste bien sûr à en choisir une. En vue des 
applications potentielles, notre choix est tombé sur une généralisation de la ̂ -structure 
homotopique sur DM(fc) ou SH(fc) (avec k un corps). Notre point de départ, est 
un théorème de Fabien Morel [Mor05], affirmant que la ^-structure homotopique 
de SH(fc) est « engendrée » (au sens de la définition 2.1.71) par les motifs de la 
forme : (X+) A GmAn avec X un A:-schéma lisse et n G Z. Ainsi, nous étudierons les 
^-structures sur H(—) engendrée par les objets analogues à savoir des f#Axf(n)[n] 
avec / lisse de source X'', A variant dans un ensemble d'objets de H (S) fixé à l'avance. 

Ayant expliqué nos notions de constructibilité et de dimension cohomologique, 
faisons un bref aperçu des résultats obtenus dans ce chapitre. 

1- La section 2.1 regroupera une grande partie des techniques générales employées 
dans ce chapitre. La première partie concerne les catégories triangulées. On y trouvera 
les notions élémentaires de sous-catégories suspendues et cosuspendues engendrées 
par une classe d'objets. On discutera également des objets constructibles, compacts 
et des catégories bien engendrées. On redémontrera quelques théorèmes bien connus 
comme le lemme de représentabilité de Brown. Tous ces résultats se trouvent déjà dans 
la littérature (voir par exemple le livre de Neeman [NeeOl]). On passe ensuite aux 
dérivateurs triangules auxquels on consacre une sous-section relativement grande. Une 
bonne partie des résultats discutés se trouvent dans [Gro90], [MalOla] et [MalOlb]. 
Mise à part, la section 2.4, la théorie des dérivateurs sera très rarement utilisée dans ce 
chapitre. Elle le sera par contre beaucoup plus dans le chapitre suivant. On enchaîne 
sur les histoires d'engendrement de ^-structure et de t-exactitude des foncteurs, avec 
lesquels on termine la partie « techniques triangulées » de ces préliminaires. 

La suite des préliminaires concerne surtout les catégories monoïdales. Dans cette 
partie très technique, on introduira les notions de modules et projecteurs dans le but 
d'alléger les problèmes de cohérences rencontrés dans la théorie de dualité de Verdier. 
Le lecteur remarquera qu'on travaillera systématiquement avec des catégories monoï­
dales non forcément symétriques ou unitaires. Cette généralité est peut-être inutile 
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étant donné que toutes la catégories motiviques connues sont monoïdales symétriques 
et unitaires. Il y a au moins trois raisons pour ce choix : 

- Les catégories monoïdales sont formellement plus faciles à étudier que les catégo­
ries monoïdales symétriques et unitaires, pour la simple raison que ces derniers 
contiennent plus de structures. 

- Le fait de travailler avec une structure monoïdale non forcément symétrique 
nous force à conserver les objets dans le bon ordre, ce qui rend, il nous semble, 
l'exposition plus claire. 

- Il est tout de même bon de savoir que la théorie de dualité de Verdier peut se 
faire sans l'isomorphisme de commutation. Ou, si l'on préfère, de savoir à quel 
endroit l'isomorphisme de commutation intervient. En fait, Tunique différence 
avec le cas symétrique, est que les opérateurs de dualités ne sont pas involutifs. 

On termine, la section par un retour à la géométrie. Un numéro sera consacré aux 
notions de 2-foncteurs homotopiques stables, Q-linéaire, séparé, quasi-séparé, parfait 
pour les petites sommes, etc. Dans un deuxième numéro on rappellera très brièvement 
les techniques de résolution des singularités. 

2- La seconde section est consacrée aux analogues des théorèmes de constructibi-
lité et de dimension cohomologique du formalisme étale. Pour simplifier, on décrit les 
résultats obtenus uniquement lorsque la base S est le spectre d'un corps parfait k ad­
mettant la résolution des singularités. Dans un premier temps, on prouve le théorème 
de constructibilités des quatre opérations, qui affirme que pour / quasi-projectif, les 
foncteurs /*, /*, f\ et /'• envoient un objet constructible sur un objet constructible. 
Un des résultats intermédiaires de cette preuve est particulièrement intéressant. Il 
s'agit de la proposition 2.2.27 qui décrit un système de générateur des catégories des 
objets constructibles. Cette proposition sera utilisée dans le chapitre 2. 

Pour ce qui concerne les dimensions cohomologiques des opérations, z.e., leurs pro­
priétés de ^-exactitude, la situation est plus complexe. Notons simplement que pour 
/ un morphisme de ^-schémas quasi-projectifs, le foncteur /* est f-exact à droite et 
f*[d] est f-exact à gauche avec d la dimension de la source, que l'on peut remplacer 
par la dimension maximale des fibres lorsque / est projectif. Pour des résultats plus 
détaillés, voir la scholie 2.2.95. Notons également, qu'on arrive à borner la t-dimension 
des opérations f alors qu'il semble impossible de trouver des bornes supérieures (ho-
mologiques) pour les opérations /* et f\ en général. Retenons également, que pour 
prouver la scholie 2.2.95, on introduit une autre ̂ -structure qu'on appelle la ̂ -structure 
engendrée perverse, qui partage des points communs avec la ^-structure perverse en co-
homologie étale (voir [BBD82]). La ^-structure engendrée perverse est, à notre avis, 
intéressante en elle-même. De plus, elle constitue un outil puissant pour résoudre 
des questions de t-exactitude à gauche concerant d'autre t-structures, notament la 
t-structure engendrée non perverse, et ceci grâce à son système de générateurs dé­
gagé dans la proposition 2.2.69 ainsi qu'aux théorèmes 2.2.82 et 2.2.86. Notons enfin 
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un résultat intéressant, qu'on peut considérer comme un petit pas vers un théorème 
d'Artin motivique pour les schémas affines. Il s'agit en fait de la ^-exactitude de l'opé­
ration j * lorsque j est l'immersion d'un ouvert dans une courbe. En effet, la dimension 
cohomologique de ce foncteur chute de 1 à 0 ! 

3- La section 2.3 est consacrée au formalisme de dualité de Verdier. Une bonne par­

tie de cette section est consacrée à des problèmes de cohérence. Une fois ces problèmes 

surmontés, on aboutit à un accouplement canonique / * ( — ) 0 f'( — ) > fl( — ® — ) 

qui fait de f1 un /*-module au sens de 2.1.93. C'est cette structure qui sera à la 

base de la plupart des formules habituelles reliant les quatre opérations, le produit 

tensoriel et les homomorphismes internes. On définira également des accouplements 

/*( — ) ® f\( — ) > fi{ — ) • On montre ensuite l'existence et l'unicité des objets dua-

lisants (au sens de 2.3.66) et on déduit les formules habituelles de commutations aux 

foncteur s de dualités. 

4- La dernière section est d'un esprit différent des deux dernières. Il ne s'agit plus 

d'analogies avec la cohomologie étale, mais simplement de préparer le terrain pour 

le dernier chapitre. On y trouvera une définition fonctionnelle de ce que doit être un 

dérivateur algébrique homotopique et stable. La définition choisie est minimale. On 

montrera dans le dernier chapitre comment étendre le 2-foncteur SH en un dérivateur 

algébrique SEL 

2.1. Préliminaires généraux 

Pour la commodité du lecteur, on regroupe dans cette section quelques résultats 
généraux qui seront utilisés dans les sections qui suivent. Beaucoup de ces résultats 
sont bien connus et facilement accessibles dans la littérature : pour cela, l'exposition 
sera parfois brève, et le lecteur sera renvoyé à la source pour des démonstrations jugées 
longues. 

La première moitié de ces préliminaires concerne les catégories triangulées. On trai­
tera, d'abord, les questions d'engendrement, de sommes infinies et d'objets compacts. 
On introduit juste après la notion de dérivateurs triangules pour terminer avec des 
compléments sur les t-structures. La seconde moitié est essentiellement consacrée aux 
catégories monoïdales. On rappellera brièvement les définitions de catégories monoï-
dales et de foncteurs pseudo-monoïdaux entre eux pour s'intéresser ensuite à leurs 
adjoints. Juste après, on étudie les bifoncteurs homomorphismes internes dans une 
catégorie monoïdale fermée. On termine les préliminaires sur les catégories monoï­
dales par un petit paragraphe portant sur les catégories monoïdales triangulées voire 
sur les dérivateurs monoïdaux triangules. Dans les deux derniers paragraphes, on re­
tourne à la géométrie algébrique avec quelques mots sur les 2-foncteurs homotopiques 
et sur la résolution des singularités. 
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2.1.1. Sous-catégories triangulées et engendrements. — Pour ce qui concerne 
la définition des catégories triangulées ainsi que les conséquences directes des axiomes, 
le lecteur peut consulter [Ver96] ou [NeeOl]. L'autoéquivalence de suspension sera 
notée comme d'habitude [+1]. Étant donnée une catégorie triangulée T, on s'intéres­
sera à trois sortes de sous-catégories de 7 : 

Définition 2.1.1. — Soit 7 une catégorie triangulée. Une sous-catégorie pleine C de 7 
est dite stable par extensions si pour tout triangle distingué : 

A' - >A A" hlp*A 

de T, on a l'implication : {A' et A" G Ob(C)] = ^ > [A e Ob(C)] . 

1- Une sous-catégorie triangulée de 7 est une sous-catégorie pleine C C T stable 

par extensions et par les auto-équivalences de suspension [+1] et de cosuspension [—1]. 

2- Une sous-catégorie suspendue (resp. cosuspendue j est une sous-catégorie pleine 
C C T stable par extensions et le joncteur de suspension [+1] (resp. de cosuspension 

Remarque 2.1.2 

1- Une sous-catégorie triangulée est clairement une sous-catégorie pleine qui est 
suspendue et cosuspendue. Précisons également qu'une sous-catégorie triangulée est 
elle même une catégorie triangulée. 

2- Les deux notions de sous-catégorie suspendue et cosuspendue sont échangées par 
la dualité. Plus précisément, soient T une catégorie triangulée et Top sa catégorie tri­
angulée opposée. Une sous-catégorie suspendue (resp. cosuspendue) C C T induit par 
passage aux catégories opposées, une sous-catégorie cosuspendue (resp. suspendue) 
Cop C Top. En effet, le foncteur de suspension de Top est l'inverse de celui de 7. 

Le lemme suivant est une trivialité : 

Lemme 2.1.3. — Soient 7 une catégorie triangulée et G C 7 une sous-catégorie pleine. 

La catégorie C est une sous-catégorie suspendue (resp. cosuspendue) si et seulement 

si pour tout triangle distingué de 7 : 

A!- > A - A" - A'[+l] 

On a les deux implications : 

(stabilité par extension) [A' et A" e Ob(C)] [A e Ob(e)] 

(stabilité par conoyau) [A' et A e Ob(e)] [A" e Ob(e)] (resp. (stabilité 

pax noyau) [A et A" G Ob(C)] = • [A' e ob(e)] 
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Soit / : T> y T)' un foncteur. Si C C V est une sous-catégorie, on note 
la sous-catégorie de D dont les objets sont les A G Ob(D) tel que f(A) G Ob(C') et 
les flèches sont les a G FI(D) tel que f(a) G FI(C'). On a : 

Lemme 2.1.4. — Soit f : 7 > 7' un foncteur triangulé entre deux catégories tri­

angulées. Soit C C 7' une sous-catégorie triangulée (resp. suspendue, cosuspendue) 

de 7'. Alors, f~1(Q') est une sous-catégorie triangulée (resp. suspendue, cosuspendue) 
de 7. 

Lemme 2.1.5. — Soient 7 une catégorie triangulée et A C Ob(T) un ensemble (ou 

une classe) d'objets de 7. // existe une plus petite sous-catégorie triangulée (resp. 
suspendue, cosuspendue) < A >s_cí (resp. < A >s+ct, < A >s_Tct) de 7 contenant les 

objets dans A. 

Démonstration. — En effet, on définit par récurrence des sous-catégories < A >n 

avec : 

- < A >° la sous-catégorie pleine de T ayant pour objets les suspensions et cosus-
pensions itérés d'objets de A U { 0 } , 

- < A >n est la sous-catégorie pleine de 7 dont les objets sont ceux qui s'obtiennent 
comme une extension entre deux objets de < A >n_1. 

Du fait que < A >n contient un objet nul, on déduit les inclusion < A >nC< A >n+1. 
L'union des < A >n convient clairement. Les cas respectifs se traitent de la même 
manière. • 

Définition 2.1.6 

1- La sous-catégorie < A >s ct est appelée la sous-catégorie triangulée strictement 
engendrée par A. Les objets de cette catégorie sont dits A-strictement constructibles. 

2- De même, la sous-catégorie < A >^_-ct (resp. < A >s~ct) est appelée la sous-
catégorie suspendue (resp. cosuspendue) strictement-engendrée par A. Les objets de 
cette catégorie sont dits A-strictement positivement (resp. négativement) construc­
tibles. 

Lemme 2.1.7. — Soit f : T > 7' un foncteur triangulé entre deux catégories tri­

angulées. Supposons donnée une sous-catégorie triangulée (resp. suspendue, cosus­

pendue) C C 7'. Soit A un ensemble (ou une classe) d'objets de 7. Supposons que 

/ ( A ) c C7. Alors, / ( < A >s~ct) c C (resp. / ( < A > ^ c t ) c &, / ( < A >i"ci) c G!). 

Démonstration. — Ceci découle immédiatement de la minimalité de < A >s~ci et du 

fait que f~l& est triangulée. De même pour les cas respectifs. • 

Le « strictement » de la définition 2.1.6, est employé pour distinguer la notion 
analogue où l'on permet d'ajouter les facteurs directes : 
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Définition 2.1.8. — Soit C une sous-catégorie pleine d'une catégorie additive D. On 
dit que C est stable par facteurs directs si pour tout triplets (A, B,C) d'objets de V, 
l'implication suivante : 

[A-BeC et A e Ob(e)] — > [B e C] 

est vérifiée. 

Lemme 2.1.9. — Soient T une catégorie triangulée et A C Ob(T) un ensemble (ou 
une classe) d'objets de T. Il existe une plus petite sous-catégorie triangulée (resp. 
suspendue, co suspendue) < A >ct (resp. < A < A >cl) de T contenant les objets 
dans A et qui soit stable par facteurs directs. 

Démonstration. — La preuve est aussi évidente que celle de 2.1.5. Il suffit seulement 
d'ajouter les facteurs directes quand on passe du rang n — 1 à n. • 

Définition 2.1.10 

1- La sous-catégorie < A >ct est appelée la sous-catégorie triangulée engendrée 
par A. Les objets de cette catégorie sont dits A-constructibles. 

2- De même, la sous-catégorie < A >c+ (resp. < A >cl) est appelée la sous-
catégorie suspendue (resp. co suspendue) engendrée par A. Les objets de cette catégorie 
sont dits A-positivement (resp. A-négativement) constructibles. 

Lemme 2.1.11. Soit f : T > 7' un foncteur triangulé entre deux catégories tri­
angulées. Supposons donnée une sous-catégorie triangulée (resp. suspendue, co suspen­
due) C C T' stable par facteurs directes. Soit A un ensemble (ou une classe) d'objets 
de T. Supposons que / ( A ) C &. Alors, / ( < A >ct) C C (resp. / ( < A >(_f) C C, 
/ ( < A >i*) c & ) . 

Démonstration. — Ceci découle immédiatement de la minimalité de < A >ct et du 
fait que /_1Cr est triangulée et stable par facteurs directes. De même pour les cas 
respectifs. • 

Rappelons qu'une catégorie discrète est une catégorie qui n'a pour flèches que les 
identités. Si / est une petite catégorie discrète, un foncteur / > C est parfois 
appelé une famille d'objets de C. 

Définition 2.1.12 

1- Soit D une catégorie. On dit que D est une catégorie avec petites sommes (resp. 

avec petits produitsJ si les limites inductives (resp. projectifs) indicées par des petites 

catégories discrètes sont représentables dans V. 

2- Soit C est une sous-catégorie pleine d'une catégorie V avec petites sommes (resp. 

petits produits). On dit que C est stable par petites sommes (resp. petits produits/, 
si la colimite (resp. limite) dans T) d'une petite famille discrète d'objets de C est un 

objet de C. 
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La notion de catégorie avec sommes (resp. avec produits) est particulièrement fé­
conde lorsque la catégorie en question est munie d'une triangulation. On parle alors 
de catégories triangulées avec petites sommes (resp. petits produits). 

Remarque 2.1.13. — La notion d'une catégorie triangulée avec petites sommes est 
duale de celle d'une catégorie triangulée avec petits produits. Ainsi, dans la suite, il 
sera uniquement question de catégories triangulées avec petites sommes. Les énoncés 
et notions concernant les catégories triangulées avec petits produits s'obtiennent par 
passage aux catégories opposées^2). 

Lemme 2.1.14. — Soient 7 une catégorie triangulée avec petites sommes et A C 0b(7) 
un ensemble (ou une classe) d'objets de 7. Il existe une plus petite sons-catégorie 

triangulée (resp. suspendue, cosuspendue) « A » (resp. A ^>+, <C A ^>~) de 7 
contenant les objets dans A et qui soit stable par petites sommes. 

Démonstration. — Pour tout ordinal a, on définit par récurrence transfinie des sous-
catégories pleines < A >aC 7 de la manière suivante. 

Les objets de < A >° sont les suspensions et cosuspensions itérées d'objets de 

A U { 0 } . 
On prend pour < A >Q la sous-catégorie pleine de 7 dont les objets sont ceux 
qui s'obtiennent comme une extension de deux objets de dans < A >a° avec 
ao G a ou comme une petite sommes d'objets dans UaoGa < A >a°. 

La catégorie obtenue comme l'union des < A >a convient clairement. Les cas respec­
tifs se traitent exactement de la même manière. • 

Définition 2.1.15 

1- La sous-catégorie <^ A ^> est appelée la sous-catégorie triangulée avec petite 
sommes engendrée par A. Les objets de cette catégorie sont dits A-ind-constructibles. 

2- De même, la sous-catégorie <C A ^ + (resp. <C A ^ > - ) est appelée la sous-
catégorie suspendue (resp. cosuspendue) stable par petites sommes et engendrée par A. 
Les objets de cette catégorie sont dits A-ind-positivement (resp. A-ind-négativement^ 
constructibles. 

Lemme 2.1.16. —- Soit f : t > 7' un foncteur triangulé commutant aux petites 
sommes, entre deux catégories triangulées avec petites sommes. Supposons donnée 
une sous-catégorie triangulée (resp. suspendue, cosuspendue) c7 C 7r stable par petites 
sommes. 

Soit A un ensemble (ou une classe) d'objets de 7. Supposons que / ( A ) C &. Alors, 

/ ( < A » ) c e ' (resp. / ( < A > + ) C C, / ( « A » _ ) C & ) . 

(2̂ Les catégories triangulées qui apparaissent dans la nature (par exemple les catégories homotopiques 
de certaines catégories de modèles) admettent toutes des petites sommes et produits. Toutefois, en 
pratique, les petites sommes directes semblent être plus utiles que les petits produits. Ceci peut 
s'expliquer par l'abondance en pratique des objets compacts et la rareté des objets cocompacts. 
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Démonstration. — Ceci découle immédiatement de la minimalité de <C A ^> et du 
fait que est triangulée et stable par petites sommes. De même pour les cas 
respectifs. • 

L'analogue avec « facteurs directs » de la définition 2.1.15 est superflu du moins 
pour ce qui concerne les sous-catégories triangulées à cause du résultat suivant^ : 

Lemme 2.1.17. — Soient 7 une catégorie triangulée avec petites sommes. Alors, la 
catégorie additive sous-jacente à 7 est pseudo-abélienne. 

La définition suivante est classique : 

Définition 2.1.18 

1- Soit 7 une catégorie triangulée avec petites sommes. Un objet A de 7 est dit 

compact si le fondeurhoiri-j-(A, — ) commute aux petites sommes, i.e.; pour toute petite 

famille (Bi)iei d'objets de 7, Vhomomorphisme canonique : 

0 ^ / h o m T ( ^ , ^ ) ~ q#(s0)#s%q*AM% 

est inversible. 

2- On notera 7comp la sous-catégorie des objets compacts de 7. C'est une sous-

catégorie triangulée stable par facteurs directs de 7. 

Soit (ul : Dl > Di+i )ieN un système inductif indicé par N dans une catégorie 

triangulée T admettant des petites sommes. On peut associer à ce système inductif 
une colimite homotopique HoColim l(Dl) bien définie à un isomorphisme (non unique) 
près par le triangle distingué : 

hlp*Ahlp*A Si(idDi,-Ui) 
hlp*A * HoColim lDl 

On définit des flèches Dl > HoColim Dt en prenant la composée : 

hlp 0 z A • HoColim Di 

De plus, les triangles suivant sont commutatifs : 

Di 
u% 

>Dl+1 

HoColim Dt 

(3)Ce résultat ne sera pas utilisé par la suite. Pour cela, on ne donnera pas de preuve. Notons tout 
de même que dans le cas où Test compactement engendrée au sens de la définition 2.1.20, on peut 
obtenir le lemme en question comme conséquence directe du critère de représentabilité de Brown 
(voir la proposition 2.1.21). 
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étant donné que la composée : 

hlp*A 
(id£>,, -Ui) 

Di e A+i - hlp*A 
» HOCOLIM D% 

est nulle par construction. Ceci permet de définir un homomorphisme de groupes 

abéliens : 

COLIMÎE^ hom(A, D{) hom(^4, HOCOLIM ^ n A ) 

naturel en A G Ob(T). Le lemme suivant est facile : 

Lemme2.1.19. — Soit A un objet d'une catégorie triangulée avec petites sommes T. 
Les conditions suivantes sont équivalentes : 

1. A est un objet compact. 

2. Pour tout système inductif (ui : Di Di+i )teN, le morphisme canonique : 

COLom(A,HOCOLIM^n > hom(A, HOCOLIM ^ n A ) 

est inversible. 

Démonstration. — L'implication 1 > 2 est claire. Montrons l'implication réci­
proque, i.e., que A est compact si hom(yl, — ) commute aux colimites homotopiques 
indicées par N. Soit (Bl)iei une famille (qu'on peut supposer infinie) d'objets de T et 
montrons que : 

di hom(A, Bi) > hom(A, ®iBt) 

est inversible. En considérant la composée 

(157) 

®ih.om.(A,Bi) >hom(A,®tBi) hom(A, R Bi) •riihom(Aßi) 
on voit que notre homomorphisme est injectif. Motrons donc la surjectivité. Soit 
/ : A > (BiBl une flèche. On note Iq l'ensemble des Ïq G I tel que la composée : 

om(A, HOCOLI f 
(BiBi om(A, HOCOL 

est non nulle. Il suffit de montrer que Iq est fini. En effet, dans ce cas, / sera la 
composée : 

A om(A, HOCOLI ®{Bi 

puisque cette dernière a la même image que / dans Y\I hom^, Bi) par le monomor-
phisme (157). Supposons donc par l'absurde que Iq est infini. On peut dans ce cas 
trouver une suite strictement croissante Jq C J\ C • • • C JN C • • • C Iq telle que 
Iq — UNE^JN. On vérfie immédiatement que (Biei^i eŝ  la colimite du système in­
ductif 0jGjn Y[(j_Io}Bj. Par la seconde condition de l'énoncé, il existe m G N et une 
factorisation de / : 

A > ®jeJmUV-io)B3 > ®ieiBi 
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Mais dans ce cas, pour ¿0 G /0 — Jm-, ia flèche flQ est nulle. On a obtenu une contra­
diction. • 

Définition 2.1.20. — Soit 7 une catégorie triangulée avec petites sommes. On dit que 
7 est compactement engendrée, s'il existe un ensemble d'objets compacts A C Ob(T) 
tel que « A » = T. L'ensemble A est appelé un ensemble de générateurs compacts 
de 7. 

On a le bien-connu critère de représentabilité de Brown : 

Proposition 2.1.21. Soit 7 une catégorie triangulée avec petites sommes, compacte­
ment engendrée. Soit h : 7 > Ab un foncteur exact contravariant qui transforme 

les petites sommes en petits produits. Alors, h est représentable. 

Démonstration. — Si A est un objet de 7, on peut voir un élément a G h(A) comme 

une flèche a : A > h (par exemple dans la catégorie des préfaisceaux en groupes 
abéliens sur T) . 

Pour tout entier n G N, on va construire par récurrence les données suivantes : 
- un objet 3>n de T, 
- un élément an G h($n), 

- une flèche un-\ : 4>n_i > 4>n lorsque n est non nul tel que le diagramme 
suivant commute : 

om(A, HO 
Un-l om(A M¨% h 

OL7l-l 

Fixons un ensemble d'objets compacts A qui engendre la categorie triangulée avec 
petites sommes T. On supposera, quitte à l'élargir, que l'ensemble A est stable par 
suspensions et cosuspensions. On posera : 

$0 = 
AGA, aeh(A) 

A 

et on prend pour «0 le produit des a dans : 

M*o) = 
AGA, aeh(A) 

h(A) 

Lorsque n est un entier non nul, on définit <ï>n par un triangle distingué : 

AeA, òeKer(an_i:homT(A,<En_i)-*/i(A)) 
4̂ om(A, HO 

Un-l 
$n 

En utilisant l'hypothèse que h est exact, on déduit immédiatement que an_i G 

h($n-i) est l'image d'un certain élément an G h($n). 
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Une fois les <Ï>N construits, on pose — HOCOLIM Par définition, et du fait que 
h transforme les petites sommes en petits produits, on a une suite exacte : 

M*) In 
om(A, ( n i d * „ > - n u « ) 

1 v h($n) 

Et donc une surjection : h(<&) » LIM h($n) . On choisit alors un antécédent a par 

cette surjection de la limite des an. 
On montrera que a : <3> > h induit un isomorphisme de préfaisceaux. Étant 

donné que le préfaisceau représenté par ainsi que h sont tous les deux exacts, 
et transforment petites sommes en petites produits, on se ramène immédiatement 
à montrer que l'homomorphisme hom<j(A, <Ê>) > h(A) est inversible pour A 

dans A (noter, qu'ici on utilise le fait que A est stable par suspension et cosuspen-

sion). La surjectivité de cet homomorphisme découle facilement de la surjectivité de 

hom«j(j4, <È>o) > M-̂ ) • P°ur montrer l'injectivité, on considère un élément a dans 

le noyau. Comme A est compact, la flèche a : A > <Ê> provient d'une certaine 

flèche a' : A > &n . Mais par construction, la composée : 

A MOK M¨%£ 

est nulle. Ceci assure la nullité de a. 

Corollaire 2.1.22. — Soient 7 et 7' deux catégories triangulées avec petites sommes. 

On suppose que 7 est compactement engendrée. Soit f : 7 > 7' un foncteur tri­

angulé covariant commutant aux petites sommes. Alors, f admet un adjoint à droite. 

Démonstration. — Soit B' un objet de 7'. Le foncteur 7 > Ab qui à un objet 

A de 7 associe hom<p (/(^4), B') transforme petites sommes en petits produits. Par le 
critère de représentabilité de Brown, ce foncteur est représenté par un objet g(B') de 
7. De plus, on a un isomorphisme : 

hoirie (j(A), B') homo-(A)fl(B')) 

Il existe alors une unique façon d'étendre l'association B' ~~» g(B') en un foncteur 
covariant, de sorte que l'isomorphisme ci-dessus soit naturel en A et B'. • 

L'adjoint à droite de / est automatiquement triangulé. En effet : 

Lemme 2.1.23. — Soit f : T > 7' un foncteur triangulé entre deux catégories 

triangulées. Si g : 7' > 7 est adjoint à f, alors g est triangulé. 

Démonstration. — On traitera uniquement le cas où g est adjoint à droite de / . 
L'autre cas, se traite de manière analogue. Supposons donné un triangle distingué 
de 7' : 

A' — LMOK C - 4'[+l] 
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et complétons la flèche g(A') > g(B') en un triangle distingué de 7 : 

g(A') •<AB') D >9(A')[+1] 

A l'aide les axiomes des catégorie triangulée, il existe une flèche en pointillée rendant 
commutatif le diagramme suivant de 7' : 

om(A, HOCOL • fg(B') - f(D) fg(A')[+i] 

ô 

A' B' MOKL om(A, HOCO 

En effet, le triangle du bas est distingué ainsi que celui du haut puisque / est un 
foncteur triangulé. Par adjonction, on déduit le diagramme commutatif : 

om(A, HOC + ÍÁB')- -> D - om(A, H 

u 

g(A') •<)(B')- >.9(C") 9(.4')[+l] 

Etant donné que le triangle du haut est distingué, il suffira de prouver que u est 
inversible. Il suffit encore de montrer que pour tout objet X de T, l'homomorphisme 
induit par u : 

hom<j(X. D) hom7(X. g(C')) 

est inversible. On applique pour cela le lemme des cinq au morphisme de suites 
~ q#(s0)#s 

hom(X,g{A')) ^>hom(X, g(B')) > hom(A, D) > hom{X. g(A')[+!])-+hom{X, g(B')[+l]) 

hom(X, g(A')) -> hom(X. g(B')) —» hom(A. g{C')) -> hom(X. g(A')[+1]) -> hom(X. g(Bf)[+1]) 

la ligne du bas étant exacte puisque isomorphe à : 

hom( / (X) . A ' ) •hom(/pO,£') 

homi f ( A ) . C) + h o m ( / ( X ) . A ' [ + l ] ) •hom{f(X\B'[+\]) 

Le lemme est prouvé. 

La preuve de la proposition suivante utilise la construction qu'on a exposée dans 

la preuve du lemme de représentabilité de Brown : 

Proposition 2.1.24. Soit 7 une catégorie triangulée avec petites sommes engendrée 

par un ensemble d'objets compacts A. La sous-catégorie 7cornp est la plus petite sous-

catégorie triangulée de 7 contenant A et stable par facteurs directes. En d'autres 

termes, on a l'égalité : 
7 —< A >c/ 
J com p ^ 11 ^ 
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Démonstration. — L'inclusion < A >ctd 7cornp est claire. Fixons un objet compact 
C de T. On va montrer que C est A-constructible. 

On applique la construction de la preuve de la proposition 2.1.21 au foncteur re­
présentable h = honuj( —, C) . On obtient ainsi une présentation de C comme une 
colimite homotopique du système inductif (un : <£n > $n+i W n • 

HoColim <Ê>n C 

Puisque C est compact, on a : 

Colim horn?-(C, <3>n) ~ hom<j-(C, HoColim $n) ~ honur(C, C) 

Ainsi, on choisissant un représentant de l'identité de C dans la colimite de gauche, on 
obtient une factorisation de l'identité : 

C MOK c 

pour un certain no G N. Ceci prouve que C est facteur direct de <Êno. 
Posons <£>_i = 0. On va construire par récurrence descendante pour k G 

{ — 1 , . . . , no} un triangle distingué : 

(158) LMO MOU om(A, •JVFC[+L] 

avec Nk dans < A >s_ct et tel que C soit facteur direct de D^. Pour k = no on 
prendre Nno = 0. Si on arrive à construire A^_i le corollaire découlera. En effet 
puisque $_i = 0, on obtient que C est facteur direct de A^_i[+1]. 

Dans la suite, on utilisera uniquement le fait que pour tout n G N il existe un 
triangle distingué : 

om(A, HO MOK LIJJ {®ieTHAi)[+ïl 

avec In un ensemble d'indices qu'on n'aura pas besoin de préciser et Ai des objets 
de A. Insistons que ceci reste vrai même pour n = 0. Supposons le triangle (158) 
construit pour un k G { 1 , . . . ,no}. On va le construire au rang k — 1. On considère 
d'abord la composée : Nk > &k > ®ieikAi[-\-ï\ . L'objet Nk étant compact, 

il existe un sous-ensemble fini Fk C Ik tel que la composée en question se factorise 
par l'inclusion Q)ieFkAl[~\-l] C 02G/A,̂ 42[-f 1]. On choisit alors un triangle distingué : 

om(A, HOCOL MOJ om(A, H 
(®i€FFC^)[+L] 

L'axiome de l'octaèdre appliqué au carré commutatif : 

®ielk Ai •$fc-l 

®i£FkAi • om(A, 
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fournit un triangle distingué : 

om(A, HOCOLIM ^n " C i %PL¨M (©îe/fc_nA,)[+l] 

PAR CONSTRUCTION, LA COMPOSÉE : iVfc > &k > ®ieh-FkAi[+l] EST MAINTENANT 

NULLE. O N DÉDUIT DE CETTE MANIÈRE UNE FACTORISATION : 

Nk- C i MOK 

FORMONS UN TRIANGLE DISTINGUÉ 

LOJU > C i ^ -^fc-l ->Nk[+l] 

L'axiome de l'octaèdre appliqué maintenant au carré commutatif : 

Nk- om(A, HO 

MOKP ^(fc-i) 

fournit un triangle distingué : 

om(A, HOCOLIM ^n D(i) _ MOK 
->(0tG/fc-Ffc^)[+l] 

L'étape suivante consiste à considérer la composée : C > Dk > 0^e/fc-FA.^/ [+1] . 

L'objet C étant compact, on déduit qu'il existe un ensemble fini Gk C Ik contenant F/, 
tel que la composée en question se factorise par l'inclusion ^ieGh-Fk.Ak C ®iç.jk-pkAi. 
On forme alors un triangle distingué : 

om(A, HOCOLIM ^n D(i) Dk-i (a.eGwfc^)[+i] 

En appliquant l'axiome de l'octaèdre au carré commutatif 

®ieik-FkAi uk~\ 

0z6Gfc-FfcA 
11 

•D(1) 

on obtient un triangle distingué : 

:\içik -ck Aj - LMOK MOU (eie/fc-Gfc^)[+i] 

De plus, par construction, la composée C > Dk > Ç&i£ik-GkAi[+l] est nulle. 

Ceci fournit une factorisation : 

C- Dk-l Dk 

On déduit alors facilement que C est facteur direct de Dk-i-
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Pour terminer, considérons la composée : 

Çk-l 
a ô{1) b >D{1) 

uk-\ 
C om(A, HO 

On va montrer que l'objet Nk-i dans le triangle distingué 

BieGk- BieGk BieG 

est strictement A-constructible. En utilisant suffisamment de fois l'axiome de l'oc­
taèdre on se ramène à montrer que les « noyaux » des flèches : a, b et c sont A-
constructibles. Ces « noyaux » sont respectivement 0^^fcy^, Nk et (BieGk-FkAi. Les 
objets Ai sont dans A et les ensembles d'indices et Gk sont finis. De plus par 
induction Nk est A-strictement constructible. Le corollaire est prouvé. • 

On continue avec un critère qui permet de décider si un ensemble d'objets engendre 
une catégorie triangulée avec petites sommes. La définition suivante est également 
classique : 

Définition 2.1.25. — Soit A un ensemble d'objets d'une catégorie triangulée 7. On 

note A1- la sous-catégorie pleine de 7 formée des objets B G Ob(T) avec : 

homt(A[n],£) = 0, VA G A et Vn G N 

Un objet de A1- est dit orthogonal (à droite) à A 

Le lemme suivant est facile : 

Lemme 2.1.26. — La sous-catégorie A1- C T est une sous-catégorie triangulée stable 
par facteurs directs. Si 7 admet les petits produits, alors A1- est stable par petits 

produits. Finalement si 7 admet les petites sommes, et si les objets de A sont compacts, 

alors A1- est stable par petites sommes. 

Proposition 2.1.27. — Soit 7 une catégorie triangulée avec petites sommes. Soit A C 
Ob(T) un ensemble d'objets compacts. Les trois conditions suivantes sont équivalentes. 

1. L'ensemble A engendre la catégorie avec petites sommes 7, i.e., <C A >>= 7. 
2. La sous-catégorie A1- est réduite à 0. 

3. La famille de fondeurs lionTjM \n , — ) : 7 > Ab avec A e A et n G Z est 

conservative. 

Démonstration. — Les deux dernières assertions sont clairement deux façons diffé­
rentes de dire la même chose. 

Il est immédiat que la première condition implique la seconde (d'ailleurs sans l'hy­
pothèse de compacité sur les objets de A ) . Prouvons l'implication réciproque. 

Notons To =<C A ^> et i : T0 C 7 le foncteur d'inclusion. On prouvera que i est 
une équivalence. 

Il est clair que le foncteur i commute aux petites sommes. Puisque To est com-
pactement engendrée, on dispose d'un adjoint à droite L : 7 > 7q . Puisque i est 

ASTÉRISQUE 314 



2.1. PRÉLIMINAIRES GÉNÉRAUX 255 

pleinement fidèle, le morphisme d'unité 1 > Loi est inversible. Il reste donc à 

prouver que le morphisme de counité i o L > 1 est inversible. 

Soit donc B un objet de T et choisissons un triangle distingué : 

(159) ioL{B) B C • H o L ( B ) [ + L ] 

On montera que C est nul. Pour tout objet A de To, on a : 

hom7(i(A)[m],i o L(B)) = homT()[A[m\, L(B)) = homT(z(A)[ra], B) 

En utilisant le triangle distingué (159), on déduit immédiatement que hom<j(z(,4), C) = 
0. En particulier C est un objet de A-1 = 0 . • 

Notons le résultat suivant : 

Lemme 2.1.28. — Soit f : 7 > 7f un foncteur triangulé entre deux catégories 

triangulées avec petites sommes. On suppose que f admet un adjoint à droite g. 
1- Si le foncteur g commute aux petites sommes, alors f envoie un objet compact 

de 7 sur un objet compact de 7'. 

2- Réciproquement, supposons que f envoie un objet compact de 7 sur un objet 
compact de 7'. Si 7 est compactement engendrée alors g commute aux petites somm.es. 

Démonstration. — Soit A un objet compact de T. Le foncteur hom<j/(f(A), — ) est 
isomorphe à hom«x(A —)) = honvj(A, —) o g. Le foncteur g commute aux petites 
sommes. De même pour hom<j(A, — ) . Ceci montre que f(A) est compact. 

Pour la réciproque, on considère une petite famille (Al)l d'objets de 7'. On veut 
monter que le morphisme canonique : 

BieGk-Fk g(®iAi) 

est inversible. Par la proposition 2.1.27. on se ramène à prouver que pour tout objet 

compact C de T rhomomorphisme : 

homT(C.0?;ry(A¿)) >homT(C.#(e2Az)) 

est inversible. Comme C est compact, on se ramène à prouver que rhomomorphisme : 

®ihom<j(C,g(Ai)) - >hom7{C.g{^iAi)) 

induit par les flèches canoniques g (Ai) > ,-1/) eŝ  un isomorphisme. Mais cet 

homomorphisme correspond par l'adjonction {f.g) à : 

<Bihom7,(f(C),Ai)- •hom7.(f(C),®iAi) 

Cet homomorphisme est effectivement inversible puisque f(C) est compact. 
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2.1.2. Dérivateurs triangules. Application aux 2-triangles distingués 
Dans notre étude des foncteurs homotopiques stables, notamment dans notre 

construction des foncteurs cycles proches, il est pratique d'utiliser le langage souple 
des dérivateurs. Les dérivateurs n'étant pas le sujet d'étude de ce travail, on adoptera 
un point de vu différent et moins satisfaisant que celui de [MalOla] et [MalOlb]. 
Ainsi, au lieu de donner le système d'axiomes minimal que doit vérifier un dérivateur 
triangulé pour pouvoir y faire de l'homotopie, on a préféré inclure dans la définition 
des structures et propriétés supplémentaires qui découlent des axiomes initiaux. A 
titre d'exemple, un dérivateur triangulé sera pour nous un 2-foncteur D de la caté­
gorie des petites catégories dans la 2-catégorie des catégories triangulées. Par contre 
dans [MalOlb], un dérivateur triangulé est simplement un 2-foncteur D à valeur 
dans la 2-catégorie des catégories abstraites vérifiant un certain nombre de propriétés 
permettant de munir les catégories D( — ) d'une structure triangulée canonique. 

2.1.2.1. Définition d'un dérivateur triangulé. — Dans la suite, on fixe une sous-
catégorie pleine Dia de la 2-catégorie stricte des petites catégories vérifiant les condi­
tions suivantes : 

DO : la catégorie vide 0, la catégorie ponctuelle e, et la catégorie A1 = {0 —>• 1} 
sont des objets de Dia, 

D I : la 1-catégorie sous-jacente à Dia est stable par coproduits finis et produits 
fibres et passage aux sous-catégories, 

D2 : pour tout foncteur u : A > B de Dia et b G Ob(i3), les catégories A/b 

et b\A sont dans Dia. 

Remarque 2.1.29. — Avec les notations de D2, la catégorie A/b a pour objets les 
couples ( a , / ) avec a G Ob(A) et / : u(a) —> b G Fl(£?). Une flèche de A/b entre 
deux objets ( a , / ) et ( a ' , / ' ) est simplement une flèche g : a —>• a' G FI (A) tel que 
/ = f ou(g). On définit b\A de sorte que (ò\A)op = Aop/b. Les deux faces suivantes : 

(160) 

A/b- JA/b A 

PA/b a U 

e b__ 
B 

b\A 3b\A 
A 

Pb\A V « 

e 6 B 

jouent un rôle important dans la théorie des dérivateurs triangules. 

Remarque 2.1.30. — Soient A une catégorie et a un objet de A. On notera souvent 
dans la suite par a l'unique foncteur e > A qui envoie l'objet de e sur a. De 

même si C est une catégorie, on notera pc Tunique foncteur C > e . Notons que 

le foncteur pc admet un adjoint à droite si et seulement si la catégorie C admet un 
objet final. Dualement, le foncteur pc admet un adjoint à gauche si et seulement si 
la catégorie C admet un objet initial. 
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On appellera DIA la 2-catégorie des diagrammes. Un dérivateur triangulé est un 
2-foncteur de la 2-catégorie DIA dans celles des catégories. Contrairement à [GRO90] 
et [MALOLA] , on ne supposera pas que ce 2-foncteur est strict. Pour la commodité du 
lecteur, on rappellera la notion de 2-foncteurs stricts et pas forcément stricts. 

Dans la suite, une 2-catégorie sera implicitement supposée stricte. 

Définition 2.1.31 

1- Soient 25 et 25' deux 2-catégories. Un 2-foncteur F : 25 > 25' , strict, 1-
covariant et 2-covariant est Vensemble des données suivantes : 

- une fonction F qui à un objet A de T) associe un objet F (A) de 25'7 
- pour tout couple d'objet A et B de un foncteur F a,b • hoirie) (A, B) —> 

honij)/(F(A), F(B)) covariant, envoyant les 1-morphismes identités sur des 1-
morphismes identités (lorsque A = B), 

tel que pour un triplet d'objets (A,B,C) G Ob(25)3, le carré suivant : 

hoirie (B, C) x homs(A,J5) 
F#,c x F am 

homS/(F(S), F(C)) x hom&(F(A), F(B)) 

o MOK 

homj) (A, C 
Fa,c 

>homI),(F(A),F(C7)) 

soit commutatif (au sens strict). 

2- Les autres types de l-variance et de 2-variance s'obtiennent de la manière ha­

bituelle en remplaçant 55' par (S)')1-013, (D/)2~°p ou (25')12~op. 

Pour obtenir la définition des 2-foncteurs non nécessairement strictes, on destrictifie 
la définition précédente : 

Définition 2.1.32 

1- Soient 25 et 25' deux 2-catégories. Un 2-foncteur F : 25 > 25' , non néces­

sairement strict, 1-covariant et 2-covariant est l'ensemble des données suivantes : 

- une fonction F qui à un objet A de 25 associe un objet F (A) de 25', 
- pour tout couple d'objet A et B de 25 un foncteur Fa,b : hom^ (A, B) —> 

hom<z)'(F(A),F(B)) covariant, envoyant les 1-morphismes identités sur des 1-

morphismes identités (lorsque A — B), 

- pour tout triplet d'objets (A,B,C) G Ob(25)3, une transformation naturelle in­

versible : 

horn® (B,C) x homv(A,B) 
Fb.c x Fa^b 

homs)'(F(i?),F(C)) x hom ŷ (F(A), F(B)) 

o c O 

horn^A C) 
Fa.c 

> homsy(F(A),F(C)) 
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égale au 2-morphisme identité lorsqu'elle est appliquée sur les couples de 1-
morphismes de la forme (ici, — ) (avec B = C) ou ( —, id) (avec A = B). 

Ces données doivent vérifier la condition de cohérence suivante. Étant donnée une 
suite de 1-morphismes composables de £> : 

A 
f 

B 
9 

C 
h 

D 

le carré de 2-morphismes de £>' est commutatif : 

Hhogof) 
c(g o / , h) 

ï(h)oF(gof) 

c(f,hog) 

F(hog)oF(f) 
c{g,h) 

F(h) o F(g) o F(/) 

c(f,9) 

2- Les autres types de 1-variance et de 2-variance s'obtiennent de la manière ha­
bituelle en remplaçant D' par (1),)1~opp, (£')2~opp ou (S)')i2-oPP> 

Notons le lemme simple ci-dessous dont la vérification est laissée aux lecteurs : 

Lemme 2.1.33. — Soit f : A > B un 1-morphisme de £) admettant un adjoint 

à droite g : B > A . Alors F( / ) admet pour adjoint à droite F(g) et les 2-

morphismes d'unité et de counité sont donnés par les composées : 

id F(id) H9f) Hf) o F(g) 

et 

Hg) o F( / ; > Hgf) -> F(id) 
BieGk 

On peut maintenant donner la définition adoptée dans ce texte de la notion de 
dérivâteurs triangules. 

Définition 2.1.34. — Un pré-dérivateur triangulé B de domaine Dia est un 2-foncteur 
(non nécessairement strict) 1- contravariant et 2-contravariant : 

D : Dia- BieG 

S'il n'y a pas de confusion possible, on notera pour un fondeur u (resp. une trans­

formation naturelle ex ) de Dia7 u* le fondeur H)(u) (resp. ce* la transformation natu­

relle a* ) . 

Le pré-dérivateur D est un dérivateur s'il vérifie la liste d'axiomes suivante. 

1. D(0) — 0 la catégorie nulle. 

2. Soient I et J deux catégories de Dia. Considérons l'accouplement évident : 

B(I x J) x J°p D(J) 
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qui à un couple (X,i) G Ob(D(J x J)) x Ob(/op) associe l'objet (i x idj)*X (en 

notant comme d'habitude i : e > I le foncteur qui pointe l'objet i). Par 

adjonction, on déduit un foncteur : 

B(I x J) - • H0M(7°p ,O(J)) 

// est appelé le foncteur /-squelette. L'image d'un objet X de D(7 x J) par ce 

foncteur est appelé le /-squelette de X. 

Le foncteur I-squelette vérifie les trois propriétés : 

il est conservatif pour toutes les catégories I et J de Dia; 
- il est plein et essentiellement surjectif lorsque I est directe, 

- il est une équivalence lorsque I est discrète. 

3. Pour tout foncteur u : A > B de Dia, le foncteur u* : B)(B) > 3(A) 

admet un adjoint à droite u* et un adjoint à gauche u#, 

4. Soient u : A > B un foncteur de Dia et b un objet de B. Les faces (160) 
induisent par 2-fonctorialité les deux faces de ; 

B(A/b)< 3 A/b W)(A) 

Pa/i V u* 

D(e) MOK -B(B) 

B(b\A) . h\A B{A) 

Pb\A 
BieGk 

u* 

D(e) b* •B(B) 

Les deux faces obtenues par adjonction : 

B(A/b] , JA/b B(A) 

(PA/b)* 
Ex* U* 

D(e) ò* -D(J5) 

B(b\/ h\A B(A) 

(Pb\A)# 
Ex*u 
\ * Bie 

D(e) If -B(B) 

sont inversibles. 

5. Notons • la catégorie l x l 

BieG "(0,1) 

(1,0)* (0,0) 

On appelle ir : T > • la sous-catégorie pleine ayant pour objets 

Ob(D) — { (0 ,0 )} . De même on appelle ij : J > • la sous-catégorie 

pleine ayant pour objets Ob (D) — { ( 1 , 1 ) } . Soit I une catégorie de Dia. Un objet 

X de D(D x / ) est dit cartésien (resp. cocartésienj si le morphisrne évident 

X ^(zj)*(zj)*X (resp. ( z r )# ( i r )*X >X) est un isomorphisme. 
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Dans un dérivateur triangulé D7 un objet de D(D x I) est cartésien si et 
seulement si il est cocartésien. 

6. Gardons les notations de Vaxiome précédent. On définit un foncteur E : 
D(J) > D(J) par la formule : 

E = ( o , o r ( ¿ R ) # ( ¿ r r ( i , i ) . 

Il existe un isomorphisme de fondeurs E > [+1] entre E et Vautoéquiva­

lence de suspension de la catégorie D(7). De plus, soit X un objet cartésien et 

cocartésien de D(D x / ) . On définit un morphisme : (0, 0)*X > E( l , 1)*X 

par la composée suivante : 

(0,0)*A (0,0)*(zr)#(*r)*X ( o , o ) * ( ¿ R ) # ( ¿ R ) * ( I , I ) . ( I , I ) * A : 

E(1,1)*X ~ (1,1)*X[+1] 

Supposons que l'objet (1,0)*A est nul. Alors le triangle 

(1,1)*X 
(1) 

o, îyx 
(2) 

(0,0)*X (1, ! ) * * [ + ! ] 

avec (1) et (2) les deux flèches canoniques est un triangle distingué. 

Remarque 2.1.35. — Comme annoncé au début du paragraphe, la définition 2.1.34 
continent des redondances. Habituellement, les structures triangulées sur les catégories 
D(7) sont construites à partir des carrés cartésiens et cocartésiens dont l'abondance 
est assurée par l'axiome 5. Ainsi, notre dernier axiome peut être considéré comme la 
définition de la classe des triangles distingués. Bien entendu, si on fait ce choix, des 
vérifications doivent être effectuées. 

On aurait pu également énoncer l'axiome 5 avec / la catégorie ponctuelle. En 
effet, il est facile de déduire le cas général en utilisant la conservation des foncteurs 
squelettes. 

Remarque 2.1.36. — Soit D un pré-dérivateur triangulé de domaine Dia. Notons Dia' 
la sous-2-catégorie pleine de (tai dont les objets sont les catégories opposées des ca­
tégories dans Dia. On définit un pré-dérivateur Dop de domaine Dia; par l'association 
Dop(A) = D(Aop)op. On dit que Dop est le pré-dérivateur opposé à D. On vérifie 
facilement que lorsque D est un dérivateur triangulé, il en est de même de Dop. 

Remarque 2.1.37. — Soit D est un pré-dérivateur triangulé de domaine Dia. Pour 

des catégories / et J de Dia, on pose HD/(J) = D(7 x J). Il est facile de voir que 

cette association s'étend d'une manière canonique en un pré-dérivateur triangulé D/ : 

Dia > TD^ • C'est un bon exercice de vérifier que lorsque D est un dérivateur 

triangulée, alors il en est de même de D/. L'unique difficulté est dans la vérification 

de l'axiome 4. Pour cela on peut se servir de la conservation du foncteur squelette et 

de la formule (I x A/b)/i = (I x A)/(i x b) pour i e Ob(J). 
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Remarque 2.1.38. — Le dernier axiome paraît plutôt compliqué à première vue. Nous 
allons essayer de montrer qu'il est au contraire simple et naturel. Expliquons d'abord 
la définition du foncteur £. Le point est que dans une catégorie triangulée, le carré 
suivant : 

E >0 

0- £[+1] 

est cartésien et cocartésien ou encore de Mayer-Vietoris. D'où l'idée de définir le 
foncteur de suspension comme étant la colimite du diagramme : 

E - 0 

0 

La difficulté est de trouver pour chaque E G Ob(B(e)) un objet de B(l~ ) d'une manière 
fonct or ielle en E et ayant pour squelette le diagramme ci-dessus. Une formule qui 
marche bien est (zr)*(l , 1)*E. En effet, pour un objet a de 1 x 1 différent de (1,1), 
la catégorie e/a qui apparaît dans la face : 

e/a je/a e 

Pe/a V ( U ) 

e a 
I2 

est vide. Ainsi, par l'axiome 4, on a a*(l,l)*E = 0. On démontre de même que 
(1,1)*(1,1)*£ = £. 

La seconde partie de l'axiome 6, formalise l'idée qu'un carré de Mayer-Vietoris 
donne un triangle distingué. Mieux, si X est un objet cartésien et cocartésien de 
B ( D ) il doit déterminer un triangle distingué fonctoriel. La difficulté est de définir ce 
triangle. En regardant le squelette de X : 

An 
h 

Aoi 

a c 

Aio - Aoo ? 
d 

on devine que le triangle commencera par : 

Xu 
(a,-b) 

' Aio © Agi -
BieGk 

Aoo 
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Pour deviner/trouver la flèche connectante, on utilise la fonctorialité. En effet si on 
considère le morphisme de (zr)*X vers l'objet de D ( F ) ayant pour squelette : 

Bie •0 

u 
et en complétant en un carré cocartésien on tombe sur un morphisme de X vers un 
objet Y ayant pour squelette : 

Xu- >0 

0 >XXn 

En passant aux triangles distingués hypothétiques, on obtient un diagramme commu­
tatif : 

Xu 
(a,-6) 

Aio 0 . Xqi 
c + d 

> Xqo -
? BieG 

Xu BieG BieG BieG 

Ceci nous force à prendre pour morphisme connectant celui induit par X > Y 
après application du foncteur (0, 0)*. C'est exactement la définition de la flèche connec­
tante de l'axiome 6. Finalement, pour éviter les problèmes de signes, on considère 
uniquement les carrés cartésiens et cocartésiens X tels que (1,0)*X = 0. 

Fixons un dérivateur triangulé D de domaine Dia. Voici quelques conséquences 
faciles de la 2-fonctorialité : 

Lemme 2.1.39. Supposons donné un couple (u,v) de fondeurs adjoints : 

u : A- B et v : B A 

entre catégories de Dia. Les composées suivantes : 

BieGk-Fk BieGk-Fk * {PA)# et (pß), • (PB)*u*u* (PA)*V>* 

sont inversibles. 

Démonstration. — Par le lemme 2.1.33, on a un couple de foncteurs adjoints (w*, v*). 

Il vient que u* est isomorphe à v# et que i;* est isomorphe à u*. On traite uniquement 
le premier morphisme. Le second en découle par un argument de dualité. 

La composée : (PA)#u* ~ (PA)#V# ~ > (PA ° ^)# = définit claire­

ment un isomorphisme de (PA)#u* vers {PB)#- Il s'agit de montrer que ce morphisme 

est égal au morphisme de l'énoncé : 

\Pa)#u* ' (Pb)#u#u* {PB)# 
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On se ramène aisément à montrer que le diagramme suivant est commutatif : 

BieGk-FkBieGk-Fk (PA °^)# = CPb)# 

BieGk-Fk%£ 

Ceci découle immédiatement par 2-fonctorialité. 

Corollaire 2.1.40 

1- Soit A une catégorie de Dia admettant un objet initial o. Les 2-morphismes : 

o" = (PA)#o#o* BieGk-Fk MOPK 
Pa BieGk-Fk 

son¿ inversibles. 

2- Dualement si A admet un objet final o, les 2-morphismes : 

{PA)* (PA)*o*o* = o* et o* = o*o*p*A >P*A 

sont inversibles. 

Dans le même esprit on a : 

Proposition 2.1.41. — Soit i : I C J une inclusion pleinement fidèle dans Dia. On 

suppose que le foncteur i admet un adjoint à droite ou à gauche p : J > I . Alors 

le foncteur p* est pleinement fidèle. En particulier les deux 2-morphismes : 

id- BieGk-Fk et P#P* id 

sont inversibles. 

Démonstration. — On traitera uniquement le cas où p est un adjoint à droite de i. 

Comme i est pleinement fidèle, le 2-morphisme id > p o i est inversible. Il vient 

par le lemme 2.1.33 que est adjoint à gauche de i* est que le morphisme de counité 
est inversible. On en déduit que est pleinement fidèle. • 

Il est pratique d'introduire la définition suivante : 

Définition 2.1.42. — On note R# et R* les fondeurs de la 1-catégorie sous-jacente à 

Dia dans celle des endofondeurs triangules de D(e) définis par les formules : 

A^R#(A) = (PAMPAy 
et (u: A^ B) ~» [R#(i¿) = {PA)#(PAT - (PB)#u#u*(PB)* i—> (PB)#(PB)*] 

A R*(A) = (J>A)*(PA)* 

et (u: A^ B) -w [ [R*(u) = (PB)*(PB)* ÍPB)*u*u*(PB)* - {PA)*{PA)*] 

Remarquons que R# est covariant alors que R* est contravariant. Ces fondeurs se­

ront respectivement appelés la réalisation homologique et cohomologique. Remarquons 
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également que le foncteur R# (resp. R*) prend ses valeurs dans la catégorie des endo-

foncteurs de D(e) munis d'une transformation naturelle vers (resp. depuis) le foncteur 

identité. 

Lemme 2A.43. — Soient uq, u\ : A > B deux fondeurs de Dia. On suppose qu'il 

existe une transformation naturelle t : uo > u\ . Alors, les deux transformations 

naturelles : 

R#M, R#(ui) : R#(A) >R#(B) (resp. R*(uo), R*(tii) : R*(B) - R*(A) ) 

sont égales. 

Démonstration. — On traitera uniquement le premier cas. Le cas respectif s'en déduit 
par dualité. La transformation naturelle t équivaut à la donnée d'un foncteur u : 

A x 1 > B tel que les composées : 

A 
idA x 0 

A x 1 - >B et A 
iàA x 1 

> A x 1 • B 

soient respectivement uq et u\. Notons p — id^ x p\ : A x 1 > A la rétraction 

commune à id^ x 0 et id^ x 1. Il suffit clairement de prouver que le 2-morphisme : 

R#(p) R # ( ^ x 1) •R#(A) 

est inversible. En revenant à la définition, on se ramène à montrer que le morphisme 

de counité : 

p#p >id 

est inversible. Par l'axiome 2 de la définition 2.1.34, il suffit de prouver que ce mor­
phisme devient inversible après application de a* pour tout objet a de A. En utilisant 
l'axiome 4 de la définition 2.1.34, on sait que a*p# ~ (Po\Axi)#Ja- Mais la catégorie 
a\A x 1 admet un objet initial à savoir ((a,0),ida). Il vient par le corollaire 2.1.40 
que (pa\Axi)# - ( 0 , 0 ) , ida)*. Ceci montre que a*p#p* 2^ (po ja o ((a, 0), ida))* ~ a*. 
On laisse aux lecteurs les soin de vérifier que cet isomorphisme est bien celui induit 
par la counité de • 

2.1.2.2. Morphismes de dérivateurs triangulés. — L'étape suivante consiste à définir 

les 1-morphismes et les 2-morphismes de dérivateurs triangulés. Pour cela on considère 

d'abord les 1-morphismes et 2-morphismes entre les 2-foncteurs généraux : 

Définition 2.1.44. — Soient X) et V deux 2-catégories. On suppose donnés deux 2-

foncteurs Fi,F2 : S) >fSt • Un morphisme de 2-foncteurs m : Fi > F2 est 
l'ensemble des données suivantes : 

1. pour tout objet A de T), d'un l-morphisme m A ' FI (A) > Fo(A) , 
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2. pour tout l-morphisme a : A > B de d'un 2-isomorphisme am : 

Fi(A) m a 
F2(A) 

Fi(a; OC m F2(a) 

Fi(B)- •F2(S) 

Ces données doivent verifier les conditions suivantes. 
- Pour un 2-morphisme : 

a 

A BieG B 

a' 

de 1), le carré de 2-morphismes de £)' : 

F2(a) o m a mB o Fi(a) 

F2(*) FiW 

F2(a') om^ ms o Fi(a') 

es£ commutatif. 
- Pour une suite composable de 1-morphismes de 2) : 

Bi a B 
b 

c 

les deux diagrammes planaires : 

Fi(6a) 

Fi(4 
Bie F 2 ( ^ 

Fi(a) «M F2(a) 

C"1 
Fi(B)-

LIK 
'-2(B) C 

Fi(6; «M 
F2(6) 

F 1 ( C ) ^ ^ F 2 ( C ) ^ 

F2(to) MO Fi(6o) 

FiU) 
LOK 

•F2(>1) 

CE M 

Fi(c; 

F2(M 

me 
F2(C) 

on£ la même composée. 

La définition de 2-morphismes entre 1-morphismes de 2-foncteurs est relativement 

simple : 

Définition 2.1.45. — Supposons donnés deux 2-foncteurs Fi et F2 entre deux 2-

catégories D et 2)' comme dans la définition 2.1.44- On suppose également donnés 

deux 1-morphismes m, m' : Fi > F2 . £fa 2-morphisme 0 : m > m' est la 
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donnée pour tout objet A deV d'un 2-morphisme 6 A • m A > m'A ^ Que ^e carré 

suivant : 

F2(a) o m A - - mB o Fi(a) 

F2(aJ o mA • m'B o Fi(a) 

soit commutatif. 

Il existe plusieurs définitions non équivalentes de morphismes de dérivateurs. La 
définition de 1-morphismes et de 2-morphismes de dérivateurs triangulées qu'on adop­
tera est la plus faible possible : 

Définition 2.1.46 

1- Soient Di et D2 deux dérivateurs triangules de domaine Dia. Un 1-morphisme 

de dérivateurs est simplement un 1-morphisme entre les 2-foncteurs (1 et 2-

contravariant s) sous-jacents. 

2- De même, un 2-morphismes entre deux 1-morphismes de dérivateurs ayant les 
mêm,es source et but, est simplement un 2-morphisme entre les 1-morphismes des 
2-foncteurs sous-jacents à ces dérivateurs. 

S- Ces notions de 1 et 2-morphismes, définissent une 2-catégorie stricte, qu'on 
appellera la 2-catégorie des dérivateurs triangules et qu'on notera Tiï&xX. 

Soit m : Di > D2 un 1-morphisme de dérivateurs de domaine Dia. Supposons 

donné un foncteur u : A > B entre catégories de Dia. A partir de la face : 

Di(A) 
m A 

•D2(A) 

U* Bie k-Fk 

BieG 
rnB 

•>D2(£) 

ainsi que son inverse, on déduit en utilisant les adjonctions (u*,u*) et (u#,u*) deux 
faces carrées : 

Di(A 
m A 

>B2(A) 

a* BieG 1¿* 

Oi(fl) niB 
BieG 

et 

^i(A) mA 
-B2(A) 

Bie \ * Bie 

&1(B)-
mB 

02(B) 
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On fait la définition suivante : 

Définition 2.1.47. — Soit m : D > W un 1-rnorphisme de dérivateurs triangules. 

On dit que m commute aux D\a-limites homotopiques (resp. aux D'\a-colimites homo-

topiques) si les faces Exl (resp. Ex*^) ci-dessus sont inversibles pour tout foncteur u 

de Dia. 

La proposition suivante décrit les adjonctions entre 1-morphismes de £)&R : 

Proposition 2.1.48 

1- Soit m : D > W un l-morphisme de dérivateurs triangulées. Les conditions 

suivantes sont équivalentes. 

Le l-morphisme m admet un adjoint à droite n : W > D . 
Le l-morphisme m commute aux Dia-colimites homotopiques, et pour toute caté­

gorie A de Dia, le foncteur m a W)(A) > B;(^4) admet un adjoint à droite. 

Si en plus la 2-catégorie Dia contient toutes les petites catégories discrètes et que 

les catégories triangulées B)(A) sont compactement engendrées, on peut simplifier la 

seconde condition en la suivante : 

- Le l-morphisme m commute aux D\a-colimites homotopiques. 

2- Dualement, les conditions suivantes sont équivalentes. 

Le l-morphisme m admet un adjoint à gauche n : W > D . 

- Le l-morphisme m commute aux D\a-hmites homotopiques, et pour toute caté­

gorie A de Dia, le foncteur m a W)(A) > W(A) admet un adjoint à gauche. 

Démonstration. — On prouvera uniquement la première partie du lemme. Supposons 

que m : D > W admet un adjoint à droite n. En examinant la définition des 2-
morphismes de il est facile de voir que pour toute catégorie A de Dia, le foncteur 
ua est un adjoint à droite de m a- De plus, pour un foncteur u : A > B de Dia, 
les deux faces carrées : 

BieGk 
BGk-F 

*B2{A) 

u* BieGk KL et MOO 

Di(£; 
nB 

IMO 

Oi(A)- 711A •D2(A) 

¨POI 
OIM 

IMIM 
rriB 

IMK 

sont échangées via les adjonctions (u#ojnB. 71b°u*) et (niA°u#, u*o71a)- Etant donné 

que la première face est inversible, nous déduisons que m commute aux Dia-colimites. 

D'où la première implication. 

L'implication réciproque est tout aussi facile. Finalement la simplification de la 

seconde assertion découle immédiatement du lemme 2.1.22 et du fait que les coli-

mites homotopiques de familles discrètes calculées dans D coïncident avec les sommes 

directes. • 
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2.1.2.3. Fondeurs Vu-filtrants. Homotopies simpliciales. — Avec les notations de la 
definition 2.1.42, on a le résultat important suivant : 

Proposition 2.1.49. — On suppose donné un dérivateur triangulé de domaine Dia. Soit 
f : J y I un foncteur de Dia. Les conditions suivantes sont équivalentes. 

1. Le 2-morphisme : (pj)#f* ~ (pi)#/#/*~ q#(s0)#s%q*A> es¿ inversible. 

2. Le 2-morphsime : (pj)*~ q#(s0)#s%q*A—~ q#(s0)#s%q*A est inversible. 

3. Pour tout i G Ob(7) le 2-morphisme évident R#(J/i) RID est inversible. 

4. Pour tout i G Ob(7) le 2-morphisme évident id > R*(J/z) est inversible. 

Démonstration. — Les deux premières conditions sont équivalentes puisqu'on passe 
de l'une à l'autre en utilisant les adjonctions : 

((pj)#r,f.,(pj)*) et ( (P/ )# , (P/ )*) 

De même, les deux dernières conditions sont équivalentes puisque R#(J/i) est l'ad­
joint à gauche de R*(J/i). Ainsi, pour montrer la proposition, il suffit de montrer 
l'équivalence entre la seconde et dernière condition. 

Par l'axiome 2 de la définition 2.1.34, la seconde condition équivaut à dire que pour 
tout i G Ob(7) le 2-morphisme : 

i*{piY- + i*f*r{pi)* >i*f*(pj)* 

est inversible. Considérons la face carrée : 

J/i 3i J 

PJ/I a 
f 

e i I 

Par l'axiome 4 de la définition 2.1.34, on sait que la face : 

B(J/i) Jî D(J) 

ÌPj/ì)* 
Ex* MOK 

D(e) JKUY 
-D(7) 

est inversible. Il vient que la seconde assertion équivaut à l'inversibilité pour tout 

i € Ob(I) de la composée suivante : 

id ~i*(Pl)* BieGk-Fk i*f*(pj) 
Ex: 

ÌPJ/Ì)*3Ì(PJ)* - {Pj/r)*{Pj/i)* 

Il n'est pas difficile de voir que cette composée est simplement le morphisme d'unité 

de l'adjonction ((pj/i)*, (pj/%)*)• En d'autres termes, c'est exactement le 2-morphisme 

id >R*(J/i). • 
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Définition 2.1.50. — Soit f : J >I un foncteur de Dia. On dira que f est 

B-filtrant lorsque f vérifie l'une des quatre conditions équivalentes de la proposi­

tion 2.1.49. On dira que f est universellement filtrant s'il est 3-filtrant pour tout 

Dia-dérivateur triangulé B. 

Notons le résultat simple suivant : 

Proposition 2.1.51. — La classe des fondeurs B-filtrants est stable par composition et 
coproduits finis. La classe des fondeurs universellement filtrants est stable par produits 
finis. 

Démonstration. — Soit K 
9 MO f 

1 1 une suite composable de foncteurs de 
Dia. Pour montrer que f o g est B-filtrant sachant que / et g le sont, il suffit de 
remarquer que le 2-morphsime (pK)#(f o g)* > est â composée suivante : 

(jpk)#U°9Y - {PK)#g*f BieGk-Fk BieGk 

La stabilité par coproduits finis est facile et laissée aux lecteurs. Pour la stabilité 

par produits finis, on considère deux foncteurs universellement filtrants / : J > I 

et f : J' > V . Le produits / ' x / : J x J' > I x V se décompose : 

J x J' 
fx là 

I x J' -
id x r 

• J x J' 

En utilisant la stabilité par composition, 011 se ramène à montrer que / x id : 
J x K > I x K est universellement filtrant sachant que / l'est. 

Etant donné un dérivateur triangulé B, on considère le dérivateur triangulé = 
B(— x K). En utilisant le fait que / est Bx-filtrant on déduit que dans B le 2-
morphisme : 

(id xp j )# ( id x / ) * (id x p / ) # 

est inversible. Mais le 2-morphisme qui nous intéresse s'obtient du 2-morphisme ci-

dessus en appliquant (PK)#- La proposition est prouvée. • 

Il est facile de donner des exemples de foncteurs universellement filtrants entre 
ensembles ordonnés. 

Définition 2.1.52. — Soit (/, <) un ensemble ordonné. On dit que (/, <) est semi-bien 

ordonné si toute partie non vide A de I admet une borne supérieure sup(v4) dans I 

(i.e., un plus petit majorant). 

Lemme 2.1.53. — Soit J C I une inclusion entre deux ensembles semi-bien ordonnés. 

On suppose que tout élément de I est minoré par un élément de J. Alors le foncteur 

J > I est universellement filtrant. 
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Démonstration. En effet, soit i un objet (ou plutôt un élément) de I. La catégorie 
J/i correspond alors au sous-ensemble ordonné de J formé des objets inférieurs ou 
égaux à i. Cet ensemble est non vide. Il admet donc une borne supérieure sup(J/?') 
(dans J\). Mais alors cet élément est un objet final de J/i. Il vient par la proposi­
tion 2.1.41 que R*(J/z) ~ id. D'où le résultat. • 

On donne également deux exemples importants de nature simplicale. Notons A est 
la catégorie dont les objets sont les ordinaux finis n pour n G N. Le point clef est le 
lemme suivant : 

Lemme 2.1.54. — On notera A / n x r la catégorie dont les objets sont les couples de 

flèches (m —>• n, m —> r). Le 2-morphisme R#(A /n x r) > id est inversible. 

Démonstration. -— La catégorie A / n admet un objet final. Il vient que R#(A /n ) —> 
id est inversible. Notant s0 •' A / n > A / n x r le foncteur qui associe à une flèche 

(m —> n) le couple : (m —» n, m —> r), on voit qu'il suffit de prouver que R#(so) 
est inversible. Pour cela, on va construire un foncteur u : A / n x r > A / n qui 

réalise cet inverse. 
Le foncteur u associe à un couple (a : m —• n, b : m —» r) une flèche (oq : nip —>• n) 

avec : 
nio le cardinal de l'ensemble ò_1(0), 

- ao = a o t avec t : mç —» m l'unique injection croissante dont l'image est 
exactement ò_1(0). 

Il est clair que les injections t ci-dessus, induisent une transformation naturelle t : 

so o u > id . En particulier, la composée R#(so) ° R#(^) est l'identité par le 

lemme 2.1 A3. D'autre part, on voit facilement que la composée u o «s0 est l'identité de 
A / n . On a donc également R#(u) o R^(so) = id. • 

On en déduit deux exemples de foncteurs filtrants : 

Corollaire 2.1.55 

1- Le foncteur diagonal diag : A > A x A est universellement filtrant. 

2- Pour tout n G N, le foncteur A / n > A est universellement filtrant. 

Démonstration. — Le premier point découle immédiatement du lemme 2.1.54 et de 
la quatrième caractérisation des foncteurs D-filtrants de la proposition 2.1.49. Pour le 
second point, on utilise le fait que A / n / r = A / n x r . • 

En utilisant le fait que A / 1 > A est filtrant, on peut définir une notion d'ho-

motopie simpliciale entre les morphismes de D( A ) de sorte que deux flèches homotopes 
deviennent égales après application de ( P A ) # -

ASTÉRISQUE 314 



2.1. PRÉLIMINAIRES GÉNÉRAUX 271 

On notera dans la suite q : A / 1 > A la projection canonique et sq (resp. s\) 

le foncteur A > A / 1 qui envoie un ordinal n sur la flèche composée : 

n 0 
so 

1 (resp. n- 0 -
pmo 

I ) 

Définition 2.1.56. — Soient A et B deux objets de D ( A ) et f,g : A > B deux 

flèches. Une homotopie de f à g est une flèche : 

h : q#q*A > B 

tels que les composées suivantes : 

A ~ q#(s0)#s%q*A Q#q*A 
h 

B 

~ q#(s0)#s%q*A ~ q#( h 
B 

soient respectivement égales à f et g. 

On a effectivement : 

Proposition 2.1.57. — Soient A et B deux objets de ED(A) et f,g : A- • B deux 
flèches homotopes. Les deux flèches : 

(PA)#^4 
%PL 

( P A ) # £ et ( P A ) # ^ 
9 

( P A ) # £ 

sont égales. 

Démonstration. — Soit h : q#q*A > B une homotopie de / à g. Il suffit de 

prouver que les deux morphismes : 

A = q#(s0)#s%q*A q#q*Almo et A = q#{Sl)#slcfA- q#q*A 

deviennent égales après application de (PA)#- Ces deux flèches admettent la rétraction 
commune : 

q#q*A ALK 

Ainsi, il suffira de montrer que : 

(PA)#4#4*^4 (pa)#Amù 

est inversible. C'est effectivement le cas puisque q est un foncteur filtrant par le co­

rollaire 2.1.55. • 
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2.1.2.4- Application aux 2-triangles distingués. — On termine cette petite introduc­
tion sur les dérivateurs par une application aux 2-triangles distingués. Soient Ti et T2 
deux catégories triangulées. Une suite : 

(m) ~ q#( ¨£M MLL LMO 

de foncteurs triangulés / , f et f" : Ti > T2 est appelée un 2-triangle. On dit 
que cette suite est un 2-triangle distingué si pour tout objet A de Ti, le triangle : 

f'(A) KLM Î"{A) f(A)[+l} 

est distingué. Étant donné un 2-triangle (161) et des adjoints (à droite pour fixer les 
idées) g, g' et g" de / , f et f" respectivement, on peut former un autre 2-triangle : 

(162) g" >g >g' g"[+i] 

La question naturelle qu'on se pose dans ce paragraphe est la suivante : Si le 2-
triangle (161) est distingué, en-est-il de même du triangle (162) ? 

La réponse à cette question est probablement négative sans hypothèses supplémen­
taires. Toutefois, il semble difficile de construire des contre-exemples. 

On commencera l'étude de cette question par un cas particulier qui provient jus­
tement de la théorie des dérivateurs triangulés. 

Soit D un dérivateur triangulé de domaine Dia. Soit X un objet de 0(1) . Notons 
s : 1 > T le foncteur qui envoie 0 et 1 sur (0,1) et (1,1) respectivement. On 

vérifie facilement que l'objet s*X vérifie : 

(0,l)*s*X = 0*X = Xo, (l,l)*s*X = 1*X = X! et (l,0)*s*X = 0 

Ainsi l'axiome 6 de la définition 2.1.34 fournit un triangle distingué fonctoriel en X : 

LMK 
>X0 >(0,0)*(ir)#(s .X) 

KLMKL 

Il est alors naturel de poser Cone(A) = (0, 0)*(zr )#(s*X). On a ainsi un foncteur 
cône : 

Cone : D(l) • 0(e) 

qui s'insère dans un 2-triangle distingué : 

(163) 1* •0* Cone • 1*[+1] 

Ce 2-triangle peut être considéré comme un 2-triangle distingué universel parmi les 
« bons » 2-triangles distingués. On montrera que le 2-triangle formé des adjoints à 
droites de 1*, 0* et Cone est 2-distingué. 
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Il est utile de considérer la variante suivante du foncteur cône : 

Définition 2.1.58. — Soit t : 1 > J le foncteur qui envoie 0 etl sur (0, 0) et (0,1) 

respectivement. On définit le foncteur triangulé 0 : D(l) > ID(1) par la composée : 

(164) D(l) 
s* 

D(r) 
%PL%L 

D(D) 
P%L 

o ( j ; 
t* 

D(l) 

^znsz si X e Ob(B(l)), on a 6{X) = i*(z j )*( i r )#(s*X). 

Remarque 2.1.59. — Pour faciliter la tâche aux lecteurs, on fera un petit dessin dé­
crivant les foncteurs s et t qui entrent en jeu dans la définition de 0 : 

1 -0 

\ir os 

(1,1) (0,1) 

(i,o) 

LM%O 

(0,0) 

1 

0 

Remarque 2.1.60. — Si X est un objet de B(l), le squelette de 0(X) est simplement 
le second côté du triangle distingué canonique (163) à savoir : 0*X > Cone(X) . 

On résume quelques propriétés du foncteur 6 dans la proposition suivante : 

Proposition 2.1.61. — Le foncteur 0 est une équivalence de catégories. Un inverse à 6 
est donné par la composée duale de 164 •' 

D(l) 
LMLI 

D(J) (ij). D(D) , (irY 
D(r) 5* >B(1) 

// existe également des isomorphismes canoniques : 

~ q#(s0)#s%q*A 
0* o 0 - Cone,, 

1*6>3 - 0*ö2 ~ 1*[+1]. 
Enfin, on peut récrire le 2-triangle distingué 163 : 

(165) 1* 
r V0- r •1*6>2 r 1*6>3 c 1*[+1] 

avec r la composée : 1* 0* ~ 1*6» . 

Démonstration. — Pour montrer que 0 est une équivalence, on utilise l'axiome 5 de la 
définition 2.1.34 affirmant qu'un carré est cartésien si et seulement si il est cocartésien. 
Ainsi, pour X un objet de O(l) le carré cartésien (ir)#s*X coïncide avec le carré 
cocartésien (ij)*t#6(X). Ceci fournit un isomorphisme canonique : 

X~s*(iry(ù),.t#0(X) 
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Dualement, on a aussi un isomorphisme canonique : 

X~0(zr)*(2j).*#X 

Il vient que 0 est une équivalence et son inverse est donné par son adjoint 

s*(ir)*(ij) + *# = 0~1. 
Les isomorphismes 1*0 ~ 0* et 0*0 ^ CONE sont faciles à construire. 
L'isomorphisme O*02 ~ 1*[+1] est moins trivial. Pour le construire on procède de 

la manière suivante. Soit 2 x 1 la catégorie : 

(2,1) (1,1) (0,1) 

(2,0) (1,0) (0,0) 

Et r : I C 2 x 1 la sous-catégorie pleine privée des objets (1,0) et (0,0). On note 
i : 1 y I le foncteur qui envoie 1 sur (2,1) et 0 sur(l, 1). 

Soit X un objet de B ( L ) . Considérons l'objet r#i*X de B(2 x 1). Son squelette 
est : 

VX 0*X •0 

0 > CONE(X^ > CONE(0(X) 

Notons e : L X L > 2 x 1 le produit du foncteur 2 > 1 envoyant 0 sur 0 et 

1 sur 2, par le foncteur identité. On vérifie facilement que e*(r#i*X) est un carré 

cartésien. Ceci induit canoniquement un isomorphisme : CONE(0(X)) > ^(^0 • 

• 
Remarque 2.1.62. — Il est probable qu'on dispose d'un isomorphisme canonique 
03 ~ [+1] . Toutefois, on n'aura pas besoin d'un tel isomorphisme dans la suite. 

L'adjoint à droite de 1* est le foncteur 1* : D(e) > ^ ( 1 ) • Comme 1 est l'objet 

final de 1, par le corollaire 2.1.40, le foncteur 1* est canoniquement isomorphe à p* 
avec p : 1 > e . On répondra par l'affirmative à la question proposée dans le cas 

particulier du 2-triangle (163), en montrant que le 2-triangle : 

p*[-i] = 0-3p* 
r' 0 - y 

MOL 
MPO r' 

•p* 

est distingué avec r' le morphisme déduit de r par adjonction. Il revient au même de 
considérer le triangle : 

(166) 0 - y 
LIL 

p* •0J9* • 6>v ~e -y [+ i ] 

Fixons un objet X de D(e). Il est clair que l'objet 0 1p*X admet pour squelette : 

0 X 
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D'autre part ce squelette détermine son objet à isomorphisme unique près. En effet 
si A est un objet ayant un squelette de cette forme, le morphisme 1#1*A > A 

est inversible. Pour la même raison, un morphisme de 6~lp*X vers n'importe quel 
objet de 0(1) est uniquement déterminé par son induit sur les squelettes. Ainsi, le 
morphisme 1*X yO* ~ \*6(X) est l'unique morphisme ayant pour squelette : 

0 -> X 

X 11 
= X 

où les squelettes des objets de O(l) sont représentés par des flèches verticales. 
D'autre part, l'objet 6p*X admet pour squelette : 

X 0 

La discussion précédente s'applique. Ainsi le morphisme p*X > 6p* X est 

l'unique morphisme ayant pour squelette : 

X X 

X 0 

où les squelettes des objets de 0(1) sont représentés par des flèches verticales. 

Il reste à comprendre le troisième coté du 2-triangle (166) : 0p* > 62p* . Notons 

d'abord que le squelette de 62p*X est : 

0- ~ q#(s0 

Il vient que le squelette du morphisme qui nous intéresse est nul puisque de la forme : 

X 0 

0- %¨MP 

Il va donc falloir travailler un peu plus que tout à l'heure. On commence par un 
lemme : 

Lemme 2.1.63. Soient E et F des objets de O(l) ayant pour squelettes respectifs . 

Ei 0 

0 F0 

On va définir des applications hom(E,F) > hom(E,i [+1], F0) par différentes re­

cettes. 
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1. En prenant la composée : 

hom(F, F ) >hom(Cone(F),Cone(F)) hom(£i[+l],F0) 

2. En prenant la composée : 

hom(F, F) - > hom(<9F, OF) >hom(Q*OE,O*0F) ~ hom(Fi [+1], F0) 

3. En prenant la composée : 

hom(F, F) •hom((9-1^,6'-1F) 

• hom(l*6'-1E, 1*0-^) ~ hom(Fi, F0[ - l ] ) ~ hom(Fi [+1], F0) 

4. Soit a : E > F . On choisit un objet G de D(D) dont le 1-squelette est le 

morphisme a. Le squelette de irG est simplement : 

E1 o 

0 

Ainsi, le morphisme canonique : (ir)#i*-G > G induit un morphisme 

Ei[+1] > Fo après application de (0,0)*. Ce morphisme ne dépend que 

de a. 

Toutes ses applications coïncident. De plus, c'est des isomorphismes de groupes abé-

liens. 

Démonstration. — Notons par ordre o^, a2l a% et a4 les applications de l'énoncé. 
Il est clair que a\ = c\2 puisque le morphisme a 2 est induit par le fonc­
teur 0*# qui s'identifie canoniquement au foncteur Cone. Montrons au passage 
que ct2 est un isomorphisme. Pour cela il suffit de prouver que le morphisme 

hom(#F, 6F) > hom(0*6>F, 0*6F) est inversible. Mais les squelettes de 6E et 6F 

sont respectivement : 

0 

£i[+l] 

F0 

F0 

Il vient que les flèches 6E > 6F sont uniquement déterminées par leurs sque­
lettes. Mais il est facile de voir qu'un morphisme entre ces deux squelettes n'est rien 

d'autre qu'un morphisme F [ + l ] > Fo . 

Prouvons que les morphismes a<2 et as sont égaux. Par la proposition 2.1.61, 
les foncteurs 0*#2 et 1*[+1] sont canoniquement isomorphes. On en déduit un 
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isomorphisme canonique 0*0 ~ 1*0 1[+1]. On vérifie facilement qu'il est compatible 
avec les identifications : 

O*0£ = O*0F = F0 et V6-LE[+1] = £ i [ + l ] , 1*0_1F[+1] = F0 

Ceci prouve que «2 = 0:3. 
Montrons finalement que l'application Q4 coïncide avec ai. Notons C le carré car­

tésien (ir)#irG et E' l'objet de O(l) ayant pour squelette : 

0 

£[+1] 

Le 1-squelette de C est un morphisme de a' : E > E' . 

Le morphisme C > G induit alors un carré commutatif : 

E- E 

a' a 

E' 
b F 

L'application 0̂4 associe à a : E F la flèche £ i [ + l ] Fq obtenue en 

appliquant 0* à b : E' > F . Appliquons le foncteur Cone : 

Cone(£) Cone(E) 

a! a 

Cone(£') 
b 

Cone(F) 

Ce diagramme s'identifie alors à : 

q#(s0)#s%q*A № 1 ] 

s0)#s%q*A 
ai(a) 

a4(a) 

Ceci prouve l'égalité a\ = a^. 

On déduit facilement du lemme précédent que le morphisme 0p* X > 02p*X 

vient de l'objet cartésien et cocartésien de P ( D ) dont le squelette est : 

A >0 
1 

4-
0 

• A [ + L ] 

On a ainsi réussi à décrire complètement le 2-triangle (166). On résume la descrip­

tion obtenue : 
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Proposition 2.1.64. — Soit A un objet de D ( E ) . Le triangle : 

6~lp*A p*A - >6p*A • 0-y*4[+l] 

est canoniquement isomorphe au triangle suivant : 

U' 
a 

•U -
b 

U" 
c +#(s0)#s%q 

avec U', U et U" les objets de D(l) uniquement déterminés par leurs squelettes res­

pectifs : 

0 

A 

A 

A 

A 

0 

et a et b les flèches de O(l) uniquement déterminées par leurs squelettes respectifs : 

0- A 

A - A 

A- A 

A - •0 

De plus, le morphisme c est le 1-squelette de Vobjet cartésien et cocartésien 

(ir)#(/rr(l,lM. 

Théorème 2.1.65. — Le 2-triangle (166) est distingué. 

Démonstration. — Il s'agit de prouver que pour tout objet A de D ( E ) , le triangle 
décrit dans la proposition 2.1.64 est distingué. 

Notons d'abord que l'opérateur 0 s'étend à D(l x I) pour toute catégorie / de 
Dia. En particulier, l'opérateur 0 agit sur D ( D ) . En fait, on dispose de deux tels 
opérateurs suivant le facteur 1 de 1 x 1 considéré. Lorsqu'on prend l'opérateur 0 
relativement au premier facteur, on parlera du foncteur 0 horizontal qu'on notera Oh. 
Lorsqu'on prend l'opérateur 0 relativement au second facteur, on parlera du foncteur 
6 vertical qu'on notera 0V. Il est facile de voir que les équivalences 6 verticales et 
horizontales commutent, z.e., il existe un isomorphisme canonique 0V o Qh c± 0h o 0V. 
Une façon économique de vérifier ceci est de considérer 0V comme une autoéquivalence 

de dérivateurs : D I > D I et d'utiliser le fait qu'un morphisme de dérivateurs 

commutant aux Dia-limites et colimites, commute forcément au foncteur 0. On a 
également deux foncteurs cônes Conê  et Conê , ainsi qu'un isomorphisme canonique 
Conev o 0h — 0 o Cone. 

Considérons l'objet D de D ( D ) donné par la formule (i_\)#pjA. Son squelette est : 

0- • A 

A - A 
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Ainsi, son J^-squelette est le morphisme a. Pour prouver le corollaire, on va identifier 
notre triangle à : 

VD rehD > ve2hD >1*01D~1*D[+1] 

Pour les deux premières flèches, il suffit de passer aux squelettes. Pour identifier la 
troisième flèche avec celle décrite dans la proposition 2.1.64, il suffit de montrer que 
0\D est le carré cartésien et cocartésien canonique de squelette : 

A -0 

0 ~ q#(s0)# 

Le calcul du squelette est facile et laissé aux lecteurs. Par le lemme 2.1.63, pour calculer 
le morphisme de induit par 6\D entre les deux objets ayant pour squelettes : 

A 

0 

0 

a\+\] 

il suffit de regarder l'induit sur les cônes. Il suffirait donc de montrer que le squelette 

de Cor\ev6frD est : 

4 + 1 ] — A[+l] 

En utilisant la commutation de 0^ avec Conet,, il vient que ConeyO^D = é^Cone^D. 

Mais le squelette de Cone^D est simplement A > 0 . D'où le résultat. • 

On peut en déduire le résultat suivant : 

Proposition 2.1.66. — Soient 7\ et T2 deux catégories triangulées avec petites sommes. 
On suppose également que 7\ est compactement engendrée. 

On suppose donné un 2-triangle distingué de foncteurs 7\ > T2 

MPL / LOKI 
/ ' [+1] 

et des adjoints à droites g, g' et g" de f, f et f" respectivement. 

Supposons qu'il existe : 

- un dérivateur triangulé D2 de domaine une sous-catégorie DIA C £AT contenant 

les petites catégories discrètes tel que T2 = B2(E)7 

- un foncteur F : 7\ > ^2(1) ainsi qu'un isomorphisme de 2-triangles : 

VF- >0*F- Cone o F VF[+1] 

LUJO 
7 - MOK >/'[+!] 

Alors, le 2-triangle : g" > g > g' > ^//[+l] est distingué. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007 



280 CHAPITRE 2. COMPLÉMENTS SUR LES 2-FONCTEURS HOMOTOPIQUES STABLES 

Démonstration. — En effet, l'existence d'adjoints à droite force les foncteurs / , f et 
/ " à commuter aux petites sommes. L'axiome 2 de la définition 2.1.34, montre qu'il 
en est de même de F. Ainsi, F admet lui aussi un adjoint à droite G (qui est triangulé 
par le lemme 2.1.23). Mais le 2-triangle : 

g" g g' ~ q#(s0) 

est clairement isomorphe au 2-triangle distingué : 

0"V 
r' 

0 - y 
r' 

%PLM •Op* ~ 0 - y [+1] 

auquel on applique le foncteur G. Ceci prouve la proposition. 

Remarque 2.1.67. — Pour un exemple d'application de cette proposition, le lecteur 
peut consulter la proposition 2.1.152. 

2.1.3. Quelques compléments sur les t-structures. — Pour la définition et 
la théorie basique des t-structures, le lecteur pourra consulter [BBD82]. On fera 
attention que dans la suite on utilisera la convention homologique. On va décrire 
une méthode simple due à Fabien Morel [Mor02] qui permet de construire des t-

structures. 

Définition 2.1.68. — Soient 7 une catégorie triangulée et G C Ob(T) un ensemble 

d'objets. 

- Un objet N de 7 est dit strictement G-négatif si pour tout entier n positif ou 

nul, le foncteur hom-j( —, N[—n]) s'annule sur les éléments de G. 

Un objet P de 7 est dit G-positif si le foncteur hom^P, —) s'annule sur tous 

les objets strictement G-négatifs de 7. 

On notera T<o la sous-catégorie pleine de 7 formée des objets strictement négatifs et 

T>o celle formée des objets positifs. Plus généralement, pour tout entier m G Z7 on 

notera 7<m (resp. 7>m) la sous-catégorie pleine de 7 formée des objets A[m] avec 

A e Ob(T<0) (resp. A e Ob{7>0))-

Il nous arrivera parfois de noter T<m_i à la place de 7<rn. On a le lemme facile 
suivant : 

Lemme 2.1.69. — Gardons les notations de la définition précédente : 

1- Tout élément de G est un objet de T>o- Si m < m' sont deux entiers relatifs, 

on a les inclusions 7<m C T<m> et T>m/ C T>m. 

2- Soit m un entier. La sous-catégorie 7<m est cosuspendue (voir la défini­

tion 2.1.1). Dualement, la sous-catégorie 7>m est suspendue. 
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S- La sous-catégorie 7<jn est stable par limites catégoriques représentables. La 
sous-catégorie T>m est stable par colimites catégoriques représent ablest. 

4- Si T admet des petits produits (resp. des petites sommes) alors T<m (resp. T>o/ 
est stable par limites homotopiques (resp. colimites homotopiques) de №p-diagrammes 
(resp. N-diagrammes). 

Démonstration. — L'inclusion G C Ob(T>o) est évidente. 
On montre que T<o est cosuspendue en vérifiant la stabilité par extensions et 

noyaux. Choisissons deux objets strictement négatifs A et B ainsi que deux triangles 
distingués : 

A E B ¿[+1] et TV A B - N[+1] 

Pour P un élément de G et n G N on a les suites exactes : 

hom(P, A[—n\) hom(P,F[-n]) »hom(P,£[-ra]) 

hom(P,P[-n - 1]) hom(P,N[-n]) hom(P, A[-n}) 

Puisque les groupes hom(P, A[—k]), hom(P, B[—k]) sont nuls pour k positif ou nul, on 
déduit que hom(P, E[—n\) et hom(P, N[—n]) sont nuls. Ainsi, E et N sont strictement 
négatifs. En particulier, T<o est stable par cosuspensions. On en déduit immédiate­
ment les inclusions T<m C CT<m/ de 1. 

Montrons que T>o est suspendue en vérifiant la stabilité par extensions et conoyaux. 
Supposons donnés deux triangles distingués : 

A >E B A[+l] et A >B >C- ¿[+1] 

avec A et B positifs. Pour TV est un objet négatif, les suites exactes 

hom(P, TV) hom(P, TV) • hoiii(A N) 

hom(A[+l], TV) = hom(A TV[-1]) hom(G, TV) hom(P,TV) 

montrent que hom(P, TV) = hom(G, TV) = 0 (on utilise ici que N{— 1] est encore 

strictement négatif). Donc P et C sont bien positifs. En particulier T^o est stable par 

suspensions. On en déduit immédiatement les inclusions T>m' C 7>m de 1. 

Remarquons que le point 4 découle immédiatement de 3, de la stabilité par noyaux 

(resp. conoyaux) et de la définition de la limite homotopique (resp. colimite homoto­

pique). Pour terminer, il nous reste à prouver le point 3. 
Soit / une petite catégorie et F : I > T<0 un foncteur. Supposant que F admet 

une limite L dans T. Si P est un objet de G, on a pour n G N : hom(P, L[—n}) — 

^Les limites (resp. colimites) catégoriques sont à opposer avec les limites (resp. colimites) homoto­
piques. Les premières gardent un sens dans toute catégorie. Les secondes peuvent être définies pour 
certains diagrammes dans une catégorie triangulée ayant des produits (resp. des sommes) infinis. 
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hom(P[n],L) = Lim/ hom(P[n], F(i)) = 0 ce qui prouve que L est bien strictement 
négatif. 

On procède pareillement pour le cas respectif. Si F admet une colimite C dans 7 
on a pour N strictement négatif : hom(C, N) = Lim/ hom(F(i), N) = 0 . • 

Sous une hypothèse de compacité on a : 

Proposition 2.1.70. — On garde les notations de la définition 2.1.68. Supposons que 

7 admet les petites sommes et que les objets dans G sont compacts. Alors : 

Le tnplei (T, T>0, 7<0) forme une t-structure sur 7. 

La sous-catégorie T>o est égale à <C G (avec les notations de la défini­

tion 2.1.15), i.e.7 à la plus petite sous-catégorie suspendue, stable par petites 

sommes et contenant les objets de G. 

Démonstration. — Nous suivons la preuve de [Mor02]. Pour chaque objet E de T 
choisissons un triangle distingué : 

vnGN, AeG, fehom7(A\n],E) 
A[n] E 

aE 
HE) 

Posons (j)°(E) — E. On définit par récurrence sur k G N \ { 0 } : 
~ q#(s0)#s%q*A~ q#(s0) 

- afe_i = a^-i{E) : 0fe (E) ~ q#(s0)# 
On obtient ainsi un N-diagramme inductif : 

E = (j)°(E) ï(j)k-l(E) OLk-l >(j)k(E) OLk (j)k+l(E) 

On définit un objet F<o de 7 par : E<q = HoColim (f)K{E). Cet objet reçoit l'objet E. 
kGN 

On choisit enfin un triangle distingué de T : 
E>o E • F<0 • E>0[+1] 

Pour prouver la proposition, il suffira d'établir les deux points suivants : 

1. L'objet E<{) est strictement négatif. 

2. L'objet E>0 est dans < G » + . 

En effet, par le lemme 2.1.69, on a immédiatement l'inclusion G ^>+C T>o- Ainsi, 
le second point suffit pour montrer que E>q est positif et donc la première assertion de 
la proposition. D'autre part, soit P est un objet positif. Le fait qu'on a une t-structure 
implique que le triangle distingué : 

~ q#(s0 p #(s0)#s% 

est l'unique triangle distingué ayant ses deux extrémités respectivement positive et 
strictement négative. Ceci montre que P<o = 0 et P = P>o- En particulier P est dans 
<C G $̂>+ ce qui fournit l'inclusion inverse 7>ç> C C G ^>+. 
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Prouvons donc les points 1 et 2 ci-dessus. Pour 1. on choisit un objet B de G et 
un entier positif m. L'objet B étant compact, on voit que : 

hom<r(B\mlE<0) = homT(£[ml. HoColim ok(E)) ^ Colim h o m T ( £ H . 4)k(E)) 

Il suffit donc de montrer que la colimite des groupes abéliens à droite est nulle. Il 
suffira encore de montrer que les morphismes de transitions : 

hom<j{B[rn].ék(E)) - >hom7{B[m].<pk+i(E)) 

sont nuls. Pour toute flèche b : B[m] • ok(E il existe une flèche en pointillés 

rendant commutatif le diagramme : 

• • B[m] 

b 

V/ÎGN. AEG. fehonvj(A[it}.ok(E)) 
4[n] •0k(E) >ék+l(E) 

Comme la composée des flèches horizontales est nulle (deux arêtes consécutives d'un 
triangle distingué), le premier point est prouvé. 

Pour vérifier que E>q est dans <C G ^>+. on choisit des triangles distingués : 

Fk E 0k{E) - ~ q#(s0)# 

ainsi que des morphismes de triangles : 

(167) 

Fk £MM ->c/(£) 
%¨P§ eu-

Fk+l - E- ->ok+1(E) 

En utilisant la définition de la colimite homotopique il est facile de se convaincre que 

E>o est une colimite homotopique des Fk. Il suffit donc de montrer que les Fk sont 

dans <C G 3>+. Ou montre ceci par récurrence sur k (pour k = 0, c'est clair puisque 

F„ = 0 ) . 
En appliquant l'axiome de l'octaèdre à (167). on obtient un triangle distingué : 

Fk Fk+1 
.rieri. AGG. /6liom.j(.4[n].o1-(£)! 

A[n) •Fkl+1] 

La catégorie « G » + étant stable par extensions et petites sommes, le second point 

est également démontré. • 

Définition 2.1.71. La t-structure (T. T>q. T<q) sur 7 sera appelée la f-structure en­

gendrée par G. 
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Corollaire 2.1.72. — Sous les conditions de la proposition 2.1.70, pour un objet E de 
7 on a les propriétés suivantes : 

- E est positif si et seulement si pour tout N strictement négatif, on a 

hom^f?, N) = 0. 
- E est strictement négatif si et seulement si pour tout P positif, on a 

homT(P,£) = 0. 

Il existe deux conditions simples sur G qui assurent que la t-structure (T, T>o, T<o) 
est non dégénérée : 

Proposition 2.1.73. — On garde les hypothèses de la proposition 2.1.70. On suppose 

en plus que : 

- l'ensemble G est un ensemble de générateurs de la catégorie triangulée avec pe­

tites sommes 7, 

- pour tout A dans G il existe un entier dA tel que pour tout B dans G, 

hom-j^, B[n]) est nul pour n > dA. 

Alors, la t-structure engendrée par G est non dégénérée. 

Démonstration. — Montrons que l'intersection nnGN^<-n est réduite à la catégorie 
nulle. En effet, soient TV un objet de cette intersection et m un entier relatif. Si 
m est positif, l'objet N[—m] est encore strictement négatif puisque T<o est stable 
par cosuspensions. Si m est négatif, l'objet N[—m\ est également strictement négatif 
puisque N G Ob(T<m). Ainsi pour A G G et m un entier relatif quelconque on 
a hom(A, N[—m]) = 0. En d'autres termes, N est orthogonal à l'ensemble G qui 
engendre 7. Il est donc forcément nul. 

Avant de passer à l'intersection nnG^T>n, montrons que si A G G et P G T>o 
on a homy(A, P[n]) — 0 dès que n > dA (avec dA l'entier de l'énoncé). Pour cela 
on montre l'inclusion T>0 =<C G ^>+C 7A avec 7A la sous-catégorie pleine de T 
formée des objets ? tel que homo-(A, ? N ) — 0 si n > dA. En utilisant l'hypothèse que 
G C 0b(7A), on voit qu'il suffit de prouver les deux points : 

- 7A est stable par petites sommes. 
- 7A est suspendue. 

La première assertion découle du fait que A est compact. Pour la seconde on vérifie 
la stabilité par extensions et conoyaux. On prend donc des objets Q et de 7A et 
des triangles distingués : 

Q s0)#s%q •R- •Qï+ll 

Q - •R- C Q[+i] 

On en déduit deux suites exactes : 

hom(AQ[n]) >hom(A,E[n}) >hom(v4,P[n]) 

homM, R[n]) •hom(A,C[n]) hom(A,Q[n + 1]) 

ce qui montre que pour n > dA on a bien hom(A, E[n]) = hom(^4, C[n]) = 0. 
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Muni de ce résultat, il est facile de montrer que nneNT>n = 0. Soit en effet P un 
objet de toutes les catégories 7>n. Pour m un entier relatif, l'objet P[m — ¿A] est 
dans T>o et donc par ce qui précède hom(v4,P[ra]) = 0. En utilisant encore une fois 
que G engendre 7 on déduit que P est nul. • 

2.1.3.1. Quelques lemmes utiles. — On fixe la terminologie à l'aide de la définition 
ci-dessous : 

Définition 2.1.74 

1- On se donne une catégorie triangulée 7 munie d'une t-structure (T>o,T<o). Un 
objet de T<o est dit t-négatif. Un objet de T>o est dit t-positif. Un objet est majoré 
(resp. minoré,) si un certain décalé de cet objet est t-négatif (resp. t-positif) ; il est 
borné s'il est minoré et majoré. 

2- Un foncteur triangulé f : 7 > 7f entre deux catégories triangulées avec 
t-structures est dit t-négatif (resp. t-positif,) s'il envoie tout objet t-négatif (resp. t-
positif) sur un objet du même t-signe. Il sera dit t-exact s'il est à la fois t-négatif et 
t-positif 

Remarque 2.1.75. — D'habitude on dit d'un foncteur t-négatif (resp. t-positif) qu'il 
est exact à droite (resp à gauche). On a préféré employer une terminologie commune 
aux foncteurs et aux objets suivant la philosophie que dans un 2-foncteur homoto­
pique on peut remplacer l'étude des objets par celui des opérations. Notons à titre 
d'exemples que la propriété pour un foncteur triangulée d'être t-négatif (resp. t-positii 
est stable par extensions et noyaux (resp. conoyaux) au sens des 2-triangles distingués. 

On a le lemme facile suivant : 

Lemme 2.1.76. — Soient 7 et (T¿)¿ des catégories triangulées munies de t-structures. 

Supposons donnée une famille conservative de foncteurs t-exacts fi : 7 > 7i . 

Soit E un objet de 7. Alors E est positif (resp. négatif) si et seulement si fi(E) est 

positif (resp. négatif) pour tout i. 

Démonstration. — On traite uniquement le cas positif (le cas négatif en découle par 
dualité). Il existe un triangle distingué : 

E>o E >E<0 

avec E>o positif et F<o strictement négatif. L'objet E est donc positif si F<o est nul. 
La famille des fi étant conservative, il suffira de montrer que les fi(E<o) sont nuls. 
Puisque f\ est t-exact fi(E>o) est positif et fl{E<Q) est strictement négatif. Il vient 
que : 

fi(E>o) ME) fi(E<0) 
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est Tunique triangle distingué ayant pour sommets respectivement : un objet posi­
tif. fi(E) et un objet strictement négatif. Comme fi{E) est positif, on a forcément 
ME<0) = 0. • 

Les deux lemmes qui suivent donnent des critères de ¿-exactitudes pour les fonc­

teurs. Ils seront utilisés à plusieurs reprises dans la suite. 

Lemme 2.1.77. — Soit f : 7 > 7' un foncteur triangulé entre deux catégories 

triangulées munies chacune d'une t-structure. Alors : 

Supposons que f admet un adjoint à droite f¿ qui est t-négatif. Alors f est 

t-positif. 

Supposons que f admet un adjoint à gauche fg qui est t-positif. Alors f est 

t-négatif. 

Démonstration. — Les deux propriétés à démontrer sont duales. On s'intéressera donc 
uniquement à la première. Soit P un objet t-positif de 7. Pour montrer que f(P) reste 
t-positif, il suffit de prouver que pour tout objet strictement t-négatif N de 7r le groupe 
liom<j/(/(P), N) est nul. Par adjonction ce groupe est isomorphe à hom<j(P, f([(N)). 

Comme f¿ est t-négatif. l'objet fd{N) est strictement t-négatif. D'où l'annulation 
recherchée. • 

Lemme 2.1.78. — Soit f : 7 > 7' un foncteur triangulé entre deux catégories 

triangulées. On suppose que 7 admet les petites sommes et que f commute aux petites 

sommes. Supposons également que 7' est munie d'une t-structure. Soit G un ensemble 

d'objets compacts de 7 et munissons 7 de la t-structure engendrée par G. Si pour tout 

A dans G, Vobjet f\A) est t-positif, alors le foncteur f est t-positif. 

Démonstration. Notons D la sous-catégorie pleine de 7 ayant pour classe d'objets 
f~1Ob(7/>0). Il s'agit de montrer que <C G 3~>o C D. Il suffirait donc de vérifier 
les points : 

1. G C Ob(î>), 
2. D est stable par petites sommes, 
3. D est suspendue. 

Le premier point est dans les hypothèses de renoncé. Pour le second point, on se 
donne une petite famille (At)7e¡ d'objets dans D. Comme / commute aux petites 
sommes, on voit que /(02̂ 42) représente la somme directe des f(Ai). En particulier : 

hom^(/(e,y4z),A) = ' homo-/ (f{Ai),N) = 0 

pour tout objet strictement t-négatif N. Ceci montre que /(©2T4z) est positif et donc 
(&iAt est dans D. Pour le troisième point, on choisit deux objets A et B dans D et 
deux triangles distingués dans T : 

A E B et A B C-
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Pour voir que E et N sont dans D, il suffit de montrer que f(E) et f(C) sont ^-positifs. 
On applique alors / à nos deux triangles : 

f(A) > f(E) > f(B) • et f(A) y f(B) > f(C) > 

La sous-catégorie T > 0 étant suspendue et les objets f(A) et f(B) ^-positifs, on a 
immédiatement le résultat recherché. 

2.1.4. Catégories monoïdales, foncteurs pseudo-monoïdaux, modules et 
projecteurs. — Dans cette sous-section, on étudie les catégories monoïdales du 
point de vue fonctoriel. Ainsi, on est intéressé par les foncteurs pseudo-monoïdaux et 
pseudo-comonoïdaux, mais aussi par des foncteurs munis d'un accouplement avec un 
foncteur pseudo-monoïdal fixé. On mettra surtout l'accent sur les structures déduites 
par passage aux foncteurs adjoints à droite ou à gauche. On commence par un petit 
rappel sur les catégories monoïdales. 

2.1.4-1- Quelques rappels. — On rappelle brièvement la définition d'une catégorie 
monoïdale. Pour plus de précisions le lecteur pourra consulter [Mac63] : 

Définition 2A.79 

1- Une catégorie monoïdale est un triplet (C. .a) avec: : 
C une catégorie, 

- (g) : e x e > e un fondeur covariante 

CT : (A S B) 0 C —^ A®(B®C) une famille d/isoniorphismes naturels en 

{A,B,C) e Ob(C) 3 . 
Les isoinorphismes a sont appelés les isomorphismes d'associativité. Ils vérifient cer­
tains axiomes dont celui du pentagone affirmant que deux isomorphismes entre les 
objets (A 0 B) . : (C •' D) et {{A 0 B) 0 C) 0 D construits à partir des isomorphismes 
d'associat/ivité (et de leurs inverses) sont égaux entre eux. 

2- Une catégorie monoïdale symétrique, est un quadruplet (C, 0, (j, 7~) avec .' 

- (e. • .cr) une catégorie monoïdale, 

- r : A (g) B > B 0 A une famille d'isomorphismes naturels en (A, B) G 

ob ( e ) ; 3 

Les isom.orphismes r sont appelés les isomorphismes de comrnutativité. Ils vérifient 

certains axiomes dont Uégalité TÔT = id. Des axiomes supplémentaires sont imposés 

pour décrire les compatibilités entre les isomorphismes d'assonativité et de comrnuta­

tivité. 

Remarque 2.1.80. Les définitions exactes d'une catégorie monoïdale et d'une ca­
tégorie monoïdale symétrique et plus précisément les axiomes vérifiés par les iso­
morphismes d'associativité et de comrnutativité ne seront utilisés nulle part dans la 
théorie générale développée dans cette sous-section ou dans la section 2.3. Toutefois. 
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ces axiomes sont importants dans la cas d'une catégorie monoïdale symétrique pour 
construire une action du groupe symétrique E n sur les objets de la forme A®n. 

Certains auteurs supposent qu'une catégorie monoïdale possède par définition un 
objet unité. Nous avons choisi de supposer que l'objet unité est une donnée supplé­
mentaire : 

Définition 2.1,81 

1- Soit (C, ®, cr) une catégorie monoïdale. Un objet unité de C est un triplet 

(t,ugiUd) avec : 

- 1 un objet de 

- ug : 1 ® A > A et ud : A®1 > A des isomorphismes naturels en 

A G ob ( e ) 
Les isomorphismes ug et Ud sont appelés les isomorphismes d'unité à gauche et à 
droite respectivement. Ils doivent vérifier certaines conditions. Notons par exemple 

que les deux isomorphismes uq,Ud 1 > 1 ® 1 coïncident. 

2- Soit (6, 0, cr, r) une catégorie monoïdale symétrique. Un objet unité de 6 est un 
objet unité (\,ug,Ud) de la catégorie monoïdale (6, ®,cr) vérifiant certaines compati­
bilités supplémentaires avec les isomorphismes de commutation. Notons par exemple 
que le diagramme suivant : 

1 ® A > A<S>t 

Ug Ud 
A 

est commutatif. En particulier, les isomorphismes ug et Ud se déduisent Vun de Vautre. 

3- Une catégorie monoïdale (resp. monoïdale symétrique) munie d'un objet unité 
est appelée une catégorie monoïdale unitaire (resp. monoïdale symétrique unitaire^). 

Remarque 2.1.82. — On évitera, lorsque c'est possible, de nommer les isomorphismes 
d'associativité, de commutativité ou d'unité. Ainsi on dira : soit (C, 0) (resp. (6, 0,1)) 
une catégorie monoïdale (resp. catégorie monoïdale unitaire). 

Remarque 2.1.83 

1- Soit (6, 0, a) une catégorie monoïdale. On peut munir la catégorie opposée C o p 

d'une structure de catégorie monoïdale. En effet, le foncteur 0 induit un foncteur 
covariant : 

Oop: : e°p X e o p — > e o p 

et on prend pour isomorphismes d'associativité les flèches (a 1 ) o p . On appellera 
(C o p , (g) o p , ( ( j _ 1 ) o p ) la catégorie monoïdale opposée de (C, 0, a). 
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D'autre part, notons per : C x C > 6 x G le foncteur de permutation des fac­

teurs : per(A, B) = (B,A) pour (A, B) G Ob(C) 2. On définit alors un foncteur : 

0° : e x e > e 

par 0° = 0oper. Ainsi pour (̂ 4, B) G Ob(C) 2, o n a : i ® ° B = B ® A Pour un triplet 
(A, B,C) G Ob(e) 3 on définit un isomorphisme : 

ct° : (A 0° B) 0° C — A 0° (5 0° C) 

en prenant a 1 C 0 (£? 0 A) > (C 0 £ ) 0 A On obtient ainsi une nouvelle ca­
tégorie monoïdale (e ,0°,cr°) qu'on appellera la catégorie monoïdale 0-opposée de 
(e ,0,cr). 

Un objet unité (1, ug, ua) de (C, 0, cr) induit des objets unités (1 , (0 O P ' ( U J 1 ) O P ) 
et (t,Ud,Ug) des catégories monoïdales ( e o p , 0 o p ) et ( e , 0 ° ) 

2- Lorsque (C, 0, a, r ) est un catégorie monoïdale symétrique, les quadruplets 

( e ° ^ o p , ( c r - 1 ) ° I V o p ) et ( e ° , 0 ° , cT o , r o ) 

(avec r° = r - 1 ) sont des catégories monoïdales symétriques qu'on appellera respec­
tivement la catégorie monoïdale symétrique opposée et 0-opposée de (C, 0, cr, r ) . Il 
est clair que les isomorphismes de comrnutativité founissent un isomorphisme de ca­
tégories monoïdales entre (6 ,0 ) et son 0-opposée. Lorsque (\,ug,Ud) est un objet 
unité de (C,0,cr, r ) les formules ci-dessus définissent des objets unités des catégories 
monoïdales symétriques opposée et 0-opposée. 

3- On peut voir une catégorie monoïdale comme une 2-catégorie (non forcément 
stricte ou unitaire) ayant un seul objet. Ainsi, les catégories monoïdales opposée et 
0-opposée correspondent aux 2-catégories 2-opposée et 1-opposée respectivement. 

Le résultat suivant est bien connu : 

Lemme 2.1.84. — Soient (C,0,cr) une catégorie monoïdale et (t,Ug,Ud) un objet 

unité de C. Notons End(l) Vensemble des endomorphismes de l'objet 1. Cet ensemble 

est muni de deux lois de composition à savoir : 

- Le produit de composition o induit par la composition des flèches de G, 

- Le produit tensoriel 0, qui à un couple (a, b) G End( l ) 2 associe la composée : 

~ a 0 b ~ 
1 > 1 0 1 > 1 0 1 > 1 

Ces deux lois de composition coïncident et sont commutatili es. 

Démonstration. — En utilisant le fait que 0 est un foncteur, on voit immédiatement 

qu'on a dans End(l) la relation : 

(a o a) 0 (b o b') = (a 0 b) o (a7 0 6'), V (a ,a / ,ò ,ò / ) G End( l ) 4 
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De plus, l'identité de 1 est neutre pour les deux lois de composition. On a alors les 
égalités suivantes : 

a o b = (a (S> idi) o (idi ®) b) = (a o idi) <g) (idi o b) — a 0 b 

a o b = (idi o a) o (boidi) = (idi ° b) 0 (a o idi) = b 0 a 

Ceci prouve le lemme. 

2.1.4-2. Fondeurs entre catégories monoïdales. — On passe maintenant aux 1-
morphismes et 2-morphismes entre catégories monoïdales. Plusieurs définitions 
sont possibles. La plus naturelle est probablement celle des foncteurs monoïdaux 
puisqu'elle correspond aux 2-foncteurs non forcément stricts entre 2-catégories non 
forcément strictes (avec un seul objet). Malheureusement pour les applications en 
vue, cette notion est insuffisante. On utilisera la notion plus faible de foncteurs 
pseudo-monoïdaux. Pour plus de symétrie, on considérera également la notion de 
foncteurs pseudo-comonoïdaux : 

Définition 2.1.85 

1- Soient (6, (g>,cr) et (C, (8)', cr') deux catégories monoïdales. Un foncteur pseudo-
monoïdal de C dans C est un couple (/, a) formé : 

d'un foncteur f : G > G' , 

de morphismes a : f(A) ®'f(B) >f(A®B) naturels en (A, B) G ob ( e ) 2

7 

tel que le diagramme suivant : 

(f(A)®'f(B))®'f(C)- f(A®B) ®' f(C) >f({A®B)®C) 

f(A) ®' U(B) ® ' / ( C ) ) - f(A) ®f f(B®C) •f(A®(B®C)) 

soit commutatif pour tout (A,B,C) G Ob ( C ) 3 . 
Les morphismes a sont parfois appelés les morphismes d'accouplement de f. Lorsqu'ils 
sont inversibles, on dit que (/, a) est monoïdal. 

Une transformation naturelle entre deux foncteurs pseudo-monoïdaux ( / i , a i ) et 
(/2,^2) est une transformation naturelle f1 > f2 tel que le diagramme suivant 

soit commutatif : 

f1(A)®f1(B) - f2(A)®f2(B) 

fi(A ® B) f2(A®B) 

pour tout (A, B) G Ob ( C ) 2 . 

2- Gardons les notations du 1, et supposons donnés des objets unités (t,ug,Ud) et 

(V.Ug.u^) de 6 et C7 respectivement. Un foncteur pseudo-monoïdal pseudo-unitaire 
de G dans G' est un triplet ( / , a, e) tel que : 

(/, a) est un foncteur pseudo-monoïdal de C dans &', 
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- e : V > f(t) est une flèche compatible avec les isomorphismes d'unité à 

droite et à gauche, i.e., tel que le diagramme suivant soit commutatif : 

1' ®' f(A) / (1 ) ®' f(A) J. / (1 ® A) 

u'g Ug 

f(A) f(A) 

ainsi que son analogue pour Ud et uf

d. 

Lorsque les morphismes a et e sont inversibles, on dit que ( / , a, e) est un foncteur 

monoïdal unitaire. 
Une transformation naturelle entre deux foncteurs pseudo-monoïdaux pseudo­

unitaires (jfi ,ai ,ei) et (/2,^25^1) est une transformation naturelle entre les foncteurs 
pseudo-monoïdaux ( / i , ai) et (/2, ^2) £eZ ç^e en plus le carré suivant est commutatif : 

l ' - ^ / l f l ) 

l'—^Mi) 

Lorsqu'on travaille avec des catégories monoïdales symétriques on impose égale­
ment une compatibilité avec les isomorphismes de commutativité : 

Définition 2.1.86 Soient (e?(g),<7,T) et ( C / , 0 / . a / , r / ) deux catégories monoïdales 
symétriques (resp. monoïdales symétriques unitaires). Un foncteur pseudo-monoïdal 
symétrique (resp. pseudo-monoïdal symétrique et pseudo-unitaire^ de C dans C est 
un foncteur pseudo-monoïdal (resp. pseudo-monoïdal et pseudo-unitaire ) (/, a) tel 
que le diagramme suivant : 

f(A) ®'/(J3) -^f(A®B) 

T T 

f(B) ®'f(A) >f(B®A) 

soit commutatif pour tout (A,B) e Ob(e) 2 . 
Une transformation naturelle entre deux foncteurs pseudo-monoïdaux symétriques 

(resp. pseudo-monoïdaux symétriques et pseudo-unitaires) est simplement une trans­

formation naturelle entre les foncteurs pseudo-monoïdaux (resp. pseudo-monoïdaux 

et pseudo-unitaires) sous-jacents. 

Un foncteur pseudo-monoïdal ( . / » : ( e , ® ) > (&,& ' ) induit un foncteur 

pseudo-monoïdal sur les catégories 0-opposées {f.a) : (e,<g>°) >(e',<g>'°) Lors­

qu'on passe aux catégories opposées, le foncteur ( / , a) n'est plus pseudo-monoïdal. 
En effet, le morphisme d'accouplement est dans le mauvais sens et induit plutôt une 
structure de foncteur pseudo-comonoïdal. 
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Définition 2.1.87 

1- On obtient la notion de foncteur pseudo-comonoïdal à partir de celle de foncteur 

pseudo-monoïdal en passant aux catégories opposées. Ainsi, si (C, ®, cr) et (G',®', a') 

sont deux catégories monoïdales, un foncteur pseudo-comonoïdal de G dans G' est un 

couple (/, a) formé : 

- d'un foncteur f : G > G' , 

- de morphismes a : /(A 0 B) >/(A) <g>' f(B) naturels en (A, B) G Ob ( C ) 2 , 

compatibles de la manière évidente avec les isomorphismes d'associativité. 

Les morphismes a sont parfois appelés les morphismes de coaccouplement de f. Lors-

qu 7ïls sont inversibles, on dit que (/, a) est comonoïdal. 

Une transformation naturelle entre deux foncteurs pseudo-comonoïdaux ( / i , a i ) et 

(/2,0*2) est une transformation naturelle fi > f2 tel que les diagrammes suivant 

soient commutatifs : 

h(A®B)- MA ® В) 

/1 (A) 0 f2(A)®f2(B) 

Pour tout (A,B) G Ob(G)2. 
2- On obtient la notion de foncteur pseudo-comonoïdal pseudo-counitaire (resp. 

foncteur comonoïdal counitaire) en passant aux catégories opposées. De même, on a 

également la notion de foncteur pseudo-comonoïdal symétrique entre des catégories 

monoïdales symétriques. Les détails seront laissés aux lecteurs. 

Remarque 2.1.88. Si (f,a) (e ,®) kc' ,®') est un foncteur monoïdal, alors 

(La-1) est un foncteur comonoïdal. 

Remarque 2.1.89. — Il va de soi qu'on peut composer les foncteurs pseudo-
monoïdaux, (resp. pseudo-comonoïdaux) ainsi que les transformations naturelles 
entre eux. Par exemple, étant données trois catégories monoïdales (6,0), (C',(g/) 
et (C" ,®") ainsi que deux foncteurs pseudo-monoïdaux (resp. pseudo-comonoïdaux) 

(f,a) : C >G' et (f',af) : G' > G" leur composé est ( / ' ° / ,<*") avec a" 
l'accouplement composé : 

f'f(A) ® f'f(B) a' f'(f(A) ® f(Bj) a f'f(A ® B) 

(resp. le coaccouplement composé : 

f'f(A <g> B) -^-> f'(f(A) (*>' f(B)) a' (ff(A) ®" f'f(B)) ) 

pour *a,b) G ob ( e ) 2 . 

On vérifie aisément que les catégories monoïdales avec les foncteurs pseudo-
monoïdaux (resp. pseudo-comonoïdaux) et leurs transformations naturelles forment 
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une 2-catégorie stricte : (pOTono) (resp. (pcQJtono)). On a également la sous-2-catégorie 
(OTono) (resp. (pOTono)) où l'on prend uniquement les foncteurs monoïdaux (resp. 
comonoïdaux). L'association ( / , a) (/, a~1) définit un isomorphisme entre OTono 
et pOTono. 

L'adjonction des foncteurs transforme les foncteurs pseudo-monoïdaux en foncteurs 
pseudo-comonoïdaux et vice versa : 

Proposition 2.1.90. — Soient deux catégories monoïdales (resp. monoïdales et uni­
taires) (6,(8)) et ( C ' , ^ 7 ) (resp. avec objets unités 1 et 1' respectivement). 

1- Soit (/, a) (resp. (f,a,e)) un foncteur pseudo-comonoïdal (resp. pseudo-

comonoïdal et pseudo-counitaire) : C > C . Supposons que f admet un adjoint à 

droite g. On définit des morphismes : 

b: g(A')®g(B') > g(A'®'B') 

naturels en (A',B') G Ob ( C ' ) 2 par la composée : 

g(A') ® g(B') • gf(g(A') ® g(B')) g(fg(A') ®' fg(B')) > g(A' ®' B') 

(resp. ainsi qu'un morphisme n : 1 —> # ( ! ' ) par adjonction à partir de f(t) —> V). 
Le couple (g,b) (resp. (g,b,n)) est alors un foncteur pseudo-monoïdal (resp. pseudo-
monoïdal et pseudo-unitaire). De plus, cette construction est fonctorielle contra-
variante pour les 2-morphismes de foncteurs pseudo-comonoïdaux (resp. pseudo-
comonoïdaux et pseudo-counitaires). 

2- Soit (Z,a) (resp. (l,a,e)) un foncteur pseudo-monoïdal (resp. pseudo-monoïdal 

et pseudo-unitaire) : C > & . Supposons que l admet un adjoint à gauche k. On 
définit des morphismes : 

b: k(A'®'B') > k{A') (S) k{B') 

naturels en (A')B') G Ob ( C ' ) 2 par la composée : 

k{A' & B') > k{lk{A') <8>' lk(B')) —kl(l{A') 0 1{B')) > l(A') 0 1{B') 

(resp. ainsi qu'un morphisme n : g(V) —> 1 par adjonction à partir de V — 

f(t)). Le couple (g,b) (resp. (g,b,n)) est alors un foncteur pseudo-comonoïdal (resj, 

pseudo-comonoïdal et pseudo-counitaire). De plus, cette construction est fonctoriell 

contravariante pour les 2-morphismes de foncteurs pseudo-monoïdaux (resp. pseudo 
monoïdaux et pseudo-unitaires). 

S- Les variantes symétriques de 1 et 2 sont également vraies. 
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Démonstration. — Les deux parties 1 et 2 sont échangées par la dualité. Plus préci­

sément, l'énoncé 2 pour / : C > & est l'énoncé 1 pour le foncteur induit entre les 

catégories monoïdales opposées fop : C o p > C / o p . Il suffit de prouver la première 

partie. 

Dans le langage des diagrammes planaires, la transformation naturelle b s'écrit 

comme la composée de : 

e ' x c - ^ exe —o—> e 

fxf a ff 

e' x e' 
o e' -

9 
c 

Ainsi, b n'est rien d'autre que le morphisme obtenu par adjonction à partir de la face 

carrée du coaccouplement de / : 

e x e — - — > e 

fxf 
a 

f 

e ; x e' — — , — > e* 

La compatibilité de b avec les isomorphismes d'associativité, s'exprime en disant que 

les composées des deux diagrammes planaires suivants : 

( e x e ) x e e x ( e x e ) — ^ e x e 0 > e 

(gxg)xg gxg(gxg) & gxg\ # g 

(e'xe')xe' = e' x (e' x e') — ^ c x e7 — e ' 
0 ® 

e x ( e x e ) — e x e ® > e 

gx(gxg) & gxg & g 

e7 x (e' x e') — ^ c x e' — e 7 

sont égales modulo les isomorphismes d'associativité. En utilisant la compatibilité 

avec la composition horizontale (voir la proposition 1.1.12), on se ramène à montrer 

ASTÉRISQUE 314 



2.1. PRÉLIMINAIRES GÉNÉRAUX 295 

que les composées suivantes : 

(Cxe)xe = e x ( e x e ) 0 
exe 

0 

( / x / ) x / fx(fxf) 
a 

fxf a f 

(e'xeoxc = e / x ( e / x e / 

- ^ e / x e / - ^ e / 

exfcxe) —§U exe —^—> e 

/ * ( / * / ) 
a 

/ x / a 
á f 

e' x (e7 x e') —t-> e' x e' — r - > e' 
0 0 

coïncident modulo les isomorphismes d'associativité. Ceci est clair par la définition 
même d'un foncteur pseudo-comonoïdal. Le même raisonnement s'applique pour la 
preuve de la compatibilité de b avec les isomorphismes de commutations. 

La fonctorialité de cette construction par rapport aux transformations naturelles 
entre foncteurs pseudo-monoïdaux est évidente. Les vérifications concernant les objets 
unités sont également faciles. 

Corollaire 2.1.91. — Soit (/, a) un l-morphisme dans la 2-catégorie pdJlono. On sup­
pose que (/, a) est monoïdal et que le foncteur sous-jacent f admet un adjoint à droite. 
Alors le l-morphisme (/, a) admet un adjoint à droite dans pdJlono. 

Démonstration. — Le foncteur ( / , a): (6,(8)) >(Q',®') étant monoïdal, le 
couple ( / , a - 1 ) est un foncteur comonoïdal. Par la proposition 2.1.90, l'adjoint à 
droite g est naturellement un foncteur pseudo-comonoïdal. Pour montrer le lemme, il 
suffit de vérifier que les morphismes d'unité et de counité sont des transformations 
de foncteurs pseudo-monoïdaux. 

On traite d'abord le morphisme d'unité. Pour (A, B) G Ob(6) 2 , on a un diagramme 
commutatif : 

A® B - > gf(A 0 B) — > g(f(A) 0' f(B)) — g f ( A 0 B) 

gf(A) 0 gf(B) -+ gf(gf(A) 0 gf(B))a-+'g(fgf(A) 0' fgf(B)) -+ g(f(A) 0' f(B)) A gf(A 0 B) 

La composée des flèches horizontales inférieures du diagramme n'est autre que l'ac­

couplement du foncteur pseudo-monoïdal g o /'. Ce qui prouve que id > gf est 

bien compatible avec l'accouplement. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007 

— * e 



296 CHAPITRE 2. COMPLÉMENTS SUR LES 2-FONCTEURS HOMOTOPIQUES STABLES 

De même, pour le morphisme de counité, on utilise le diagramme commutatif : 

fg(A') ®' fg(B') A f(g(Af) ® g(B')) -> fgf(g(A>) ® g(B'))°—> fg(fg(A>) ®' / ^ ' ) ) "> /</(A' ®' B') 

fg(A')®' fg(B')-±>f(g(A')®g(B')) 
a-1 

fg(A') ®' fg(B') > A' ® B' 

pour (^ /,^ /) G ob ( e ' ) 2 . 

Remarque 2.1.92. — On a vu que lorsqu'on prend l'adjoint à gauche (resp. à droite) 
d'un foncteur pseudo-monoïdal (resp. pseudo-comonoïdal), on obtient un foncteur 
pseudo-comonoïdal (resp. pseudo-monoïdal). En fait, il est possible de raffiner la struc­
ture mise sur l'adjoint en un structure de projecteur (resp. coprojecteur). Concentrons-
nous uniquement sur le premier cas. Soient (Z,a) : (C, 0) > (C7, 07) un foncteur 

pseudo-monoïdal et k un adjoint à gauche de l. On définit une transformation natu­

relle k(l(A) ®' B') > A 0 k(B') par la composée : 

k(l(A) ® 7 B') > k(l(A) ®f lk(B')) > kl(A 0 k{B')) > A 0 fc(B') 

Cette structure est plus fine que la structure de pseudo-comodule de k puisqu'elle 
permet de la retrouver en prenant simplement la composition : 

k(A' 0 7 B') > k(lk(Af) ®7 B') > k(A') <g> k(B') 

La notion de projecteurs et coprojecteurs sera étudiée en détails dans la suite. Pour 
des raisons qui seront claires dans la section 2.3, il est important d'étendre la construc­
tion qu'on vient d'esquisser au cadre plus général des modules et comodules sur des 
foncteurs pseudo-monoïdaux et pseudo-comonoïdaux. 

2.1.4-3. Modules et projecteurs entre catégories monoïdales. — La notion d'un fonc­
teur pseudo-monoïdal ressemble jusqu'à un certain point à la notion d'algèbre. Dans 
ce paragraphe, on poussera cette ressemblance un cran plus loin en introduisant la 
notion de modules sur un foncteur pseudo-monoïdal. 

Définition 2.1.93. — Soient ( 6 ,0 ) et (C 7 ,g) 7) deux catégories monoïdales (resp. mo­

noïdales unitaires avec objets unités 1 et V respectivement). 

1- Soit (/, a) (resp. (f,a,e)) un foncteur pseudo-monoïdal (resp. pseudo-monoïdal 

et pseudo-unitaire). On appelle /-module (resp. /-module unitaire) à gauche, un 
couple (/, b) avec : 

- I : 6 > C7 un foncteur, 

- b : f(A) 0 7 l(B) > l(A (g) B) des morphismes naturels en (A, B) G Ob ( C ) 2

; 
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tel que pour tout (A, B, C) G Ob(6) 3 le diagramme suivant : 

(f(A) ®' f{B)) ®f 1(C) —f(A ® £) (8>' /(C) — ^ /((A ®B)®C) 

o' a 

f(A) ®' ( / ( £ ) ® /(C)) — ^ / ( A ) <8>' /(5 ® C) — / ( A (g) (ß ® C)) 

soit commutati/ (resp. et tel que la composée suivante : 

l(-) 
«г1 

1' Ol(-) / (1 ) <g> Z ( - ) — / ( 1 ® - ) ug i ( - ) 

soit égale à l'identité du joncteur l). 

On a la notion 0-duale de f-module (resp. f-module unitaire) à droite. Un mor-
phisme de f-modules de (l,b) vers (/',&') est une transformation naturelle de l vers b 
compatible au sens évident avec les morphismes b et b'. 

2- Soit (g,a) (resp. (g,a,e)) un Joncteur pseudo-comonoïdal (resp. pseudo-
comonoïdal et pseudo-counitaire). On appelle g-comodule (resp. g-comodule couni-
taire) à gauche, un couple (fc,c) avec : 

- k : C > C un foncteur, 

- c : k(A (g) B) > g (A) ®f k(B) des morphismes naturels en (A, B) G Ob(C) 2

? 

tel que les conditions duales du 1 soient vérifiées. 

On a également la notion de g-comodule (resp. g-comodule counitaire) à droite. Un 
morphisme de g-comodules de (k,c) vers (k/1c

r) est une transformation naturelle de 
k vers k' compatible au sens évident avec les morphismes c et c'. 

Définition 2.1.94 

1- Un module a gauche [/, I] de C dans & est un quadruplet (/,/,a, b) avec (/, a) 
un foncteur pseudo-monoi'dal et (l,b) un f-module a gauche. La categorie des mo­
dules a gauche de 6 dans & est notee Mod^C,C). Une fleche de Mod 5(e, C) est un 

couple (u, v) : ( / i , / i , a i ,6 i ) > {hM, (12,02) avec u- /1 >h une transfor­

mation naturelle monoïdale et v : li > l2 une transformation naturelle tel que le 

diagramme suivant : 

fx(Ä) ®'h(B) >h(A®B) 

u®' v V 

f2(A) ®' l2(B) >l2(A®B) 

est commutati} pour tout {A, B) G Ob(C) 2 . 
Étant donnée une troisième catégorie monoïdale (G",®)"), il existe un foncteur de 

composition : 

Mod^e 7 , e") x Mod^e, e') > Mocye, e") 
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qui associe à [f',l'] = (f',l',a',b') et [f,l] = (f,l,a,b) le quadruplet [f'°f,i'°i] = 
(f'of,l'oLa",b") avec U'°f,a") le foncteur pseudo-monoïdal composé de f et f 

(voir la remarque 2A.89) et b la composée . 

f o f(A) <g> Z' o 1(B) > l'(f(A) o 1(A)) > V o 1(A) 

On obtient ainsi une 2-catégorie dont les objets sont les catégories monoïdales, et dont 

les 1-morphismes dont les modules à gauche. On appellera (dJlodg) cette 2-catégorie. 

On a un 2-foncteur d'oubli 1-covariant et 2-covariant évident : 

Mod(j > pOTono 

qui associe à un quadruplet ( / , / ,a,6) le foncteur pseudo-monoïdal ( / , a). 

2- On a la notion duale de comodule à gauche de C dans C. On forme également 

la 2-catégorie stricte des comodules cDJlodg. Les notions (gi-duales, de modules à droite 

et de comodules à droite s'organisent également en deux 2-catégories strictes VJlodd 

et cffîodd-

Définition 2.1.95 

1- Gardons les notations de la définition 2.1.93. Un /-bimodule est un triplet 
(/, bg, bd) tel que (/, bg) est un f-module à gauche et (/, ò^) un f-module à droite et tel 
que le diagramme suivant soit commutatif : 

(f(A) <g>' 1(B)) & f(C) bg l(A <s> B) <g>' f(C) bd l((A ® B) <g> C) 

f(A) <g>' (1(B) ®f / (C) ) f(A) <g>' l(B <g> C) —^ l(A (g> (B ® C)) 

pour tout (A,B,C) G Ob(C) 3. On définit également la notion de bimodule de C dans 
C ainsi que la 2-catégorie des bimodules DJloV. 

2- On a également la notion duale de g-bicomodules et de bicomodules de C dans 
C. On notera cTlod la 2-catégorie des bicomodules. 

Remarque 2.1.96. — Soit / un foncteur pseudo-monoïdal. L'exemple le plus simple de 
/-module est le foncteur / lui même. Remarquons que / est même un /-bimodule. Il 
va sans dire que si C et & sont symétriques et que / est également symétrique, un 
module à droite est immédiatement un module à gauche et même un bimodule. Ceci 
s'applique aussi pour les comodules. 

Proposition 2.1.97. — Soient (C, (g) et (C ' ,®') deux catégories monoïdales et (/, a) : 

C > C un foncteur pseudo-monoïdal. 

1- On suppose donné un f-module à gauche (/,6) et un adjoint à gauche k du 

foncteur l. On définit un morphisme c : k(f(A)(®/B/) > A 0 k(Br) , naturel 
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en A e Ob(C) et B' e Ob(e'). par la composée : 

k{f(A) <8>' B') > k(f(A) & lk{B')) —^ kl(A (g) k{B')) > A 0 k{B') 

Alors, le diagramme suivant : 

k(f(A) ®' (f(B) <*>' C1)) A ex) k(f(B) <?/ C) > A(g)(B(g) k(C')) 

k((f(A) ®' f(B)) ®' C) > k(f(A oo B) ,' C) > (A B) fc(C') 

est commutatif pour tout [A,B,C) e Ob(C) 2 x Ob(e') . 

2- On suppose donné un f-bimodule (l,bg,bd) ainsi qu'un adjoint à gauche k de 
l. Le module à gauche (Lbg) et le module à droite (Lbci) induisent par 1 les deux 
transformations : 

cg: k{f{A)®'B') >A®k{B') et cd : k(A' <g>' f(B)) > k(A') (S) B 

naturelles en (A,B,A',B') e Ob(e) 2 x ob(e /) 2. Le diagramme suivant : 

k(f(A) S' (B' «' /(C))) cg A x k(B' %' f(C)) cd A :< (k(B') r& C) 

k((f(A) 8' B') ©' f(C)) cd k(f(A) Z' B') g C ̂  (A « k(B')) S C 

est commutatif pour tout {A.B'.C) e ob(e) x ob(e/) x ob (e) . 

Démonstration. — Il est pratique de penser à un /-module (/, b) comme à une classe 
de faces carrées : 

(168) 

A 'X: — 
e — > e 

/ i 

e' f(A)&'- ] e' 

paramétrée par les objets de C. On voit alors immédiatement que les 2-morphismes c 
sont ceux obtenus à partir de la face (168) par les adjonctions (/, k) : 

A ® -
e > e 

k ^ k 

er f(A) ?/ - c' 
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Il s'agit de montrer que les composées des diagrammes planaires suivants : 

(169) 

e д 0 _ , e Л ® - ) e 

fc ^ к ^ к 

e ' / ( в ) ® ' - ; e ' / И ) ® ' - ; e ' 

et 

e (A®B)®- ) e 

k ^ k 

C V f(A <g> B) (g)' - * e ' 

(/(.4) ®'/(£?)) ® -

sont égales modulo les morphismes de foncteurs : 

i ( g ) ( 5 0 - ) - ( A 0 5 ) 0 - et f(A) ®' (f(B) ®' - ) ~ ( / ( A ) <g/ / ( 5 ) ) ^ -

Ces isomorphismes étant ceux induits par les isomorphismes d'associativité. Par la 
fonctorialité de la construction 1.1.9, on voit que la composée du second diagramme 
planaire de (169) coïncide avec le 2-morphisme obtenu par les adjonctions (fc,Z) à 
partir de la face carrée composée de : 

(170) 

e 
(A ® В) ® - e 

l' b I 

е' ч f(A ®В)®'- \ & 

(f(A) ®'/(£))®-

De même, en utilisant la compatibilité de la construction 1.1.9 avec la composition 
horizontale des faces carrées (voir la proposition 1.1.12), on voit que la composée du 
premier diagramme planaire de (169) est la face carrée obtenue par les adjonctions 
(A:, l) à partir de la face carrée composée de : 

(171) 

e в®- e A ® - e 

i *b i *h i 

6' f(B) ®' - } C ' f{A)&- C' 

On se ramène ainsi à prouver que les composées des diagrammes planaires (170) 
et (171) sont égales modulo les isomorphismes d'associativités. Ceci découle immédia­
tement de la commutation du diagramme de la définition 2.1.93. La commutation du 

ASTÉRISQUE 314 



2.1. PRÉLIMINAIRES GÉNÉRAUX 301 

diagramme de 1 est prouvée. La commutation du diagramme de 2 se démontre par 
la même méthode. Elle sera laissée en exercice pour le lecteur. 

En passant aux catégories opposées, on obtient le résultat correspondant pour les 
comodules : 

Proposition 2.1.98. Soient (6, 0 ) et (C',(g)') deux catégories monoïdales et (g, a) 

6 > & un foncteur pseudo-comonoïdal. 

1- On suppose donné un g-comodule à gauche (k,b) tel que le foncteur k admet 
un adjoint à droite l. On définit un morphisme c : A®l(B') >Ug(A) <g>' B') , 

naturel en A e Ob(C) et B' G Ob ( e ' ) , par la composée : 

A ® l(B') > lk{A ® l(B')) —b—+ l(g(A) ®' kl{B')) > l(g(A) ®' B') 

Alors le diagramme suivant : 

A®(B® 1(C)) > A ® l(g(B) <g)' C) > l(g(A) <g>' (g(B) <g)' C)) 

(A®B)® 1(C) > l(g(A G B) (g)' C) > l((g(A) (g)' g(B)) & C) 

est commutatif pour tout (A,B,C) G ob ( e ) 2 x ob ( e ' ) . 

2- On suppose donné un g-bicomodule (h,bg,bd) ainsi qu'un adjoint à gauche l de 
k. Le comodule à gauche (/, 6P) et le comodule à droite (/, bd) induisent par 1 les deux 
transformations : 

ca: A®l(B') >l(q(A)®'B') et cd: l(A')®B > l(A' (g)' g(B)) 

naturelles en (A,B,A',B') G ob ( e ) 2 x ob ( e / ) 2 Le diagramme suivant : 

A (g) (l(B') <g) C) ~~ y A ® l(B' ®' g(C)) cg l(g(A) <g)' (B' ®' g(C))) 

(A ® l(B')) ® C cg l(g(A) ®f B') ® C cd l((g(A) <g>' B') ®' g(C)) 

est commutatif pour tout (A,B',C) G ob ( e ) x ob ( e / ) x ob ( e ) . 

Les propositions 2.1.97 et 2.1.98 motivent les définitions suivantes : 

Définition 2.1.99. Soient (C,(g) et (C ' ,®') deux catégories monoïdales. 

1- Soit (/, a) un foncteur pseudo-monoïdal. On appelle /-projecteur à gauche un 

couple (k,c) avec : 

- k : & > C un foncteur, 

c: k(f(A)®'Bf) >A®k(B') des morphism.es naturels en A G Ob(C) et 

B' G Ob ( e ' ) , 
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tel que le diagramme suivant : 

k{f(A) (g)' if(B) g' C')) > A ® k(f{B) ®' C) y A ® (B ® k(C')) 

k((f(A) ®' f(B)) ®' C) y k(f(A g) B) ®' C) y (AB) • k{C) 

est commutatif pour tout (A,B,C) G Ob(e) 2 x Ob(e'). 
On a la notion C®-duale de /-projecteur à droite. Un morphisme de f -projecteurs 

de (k,c) vers (k/\c') est une transformation naturelle de k vers kf compatible au sens 

évident avec les morphismes b et b'. 

2- Soit (g, a) un foncteur pseudo-comonoïdal. On appelle g-coprojecteur à gauche 

un couple (n, d) avec : 

- n : Gf y C un foncteur, 

-d: A (g) n(B') y n(q(A) ®' B') des morphismes naturels en A G Ob(C) et 

B1 G ob (e ' ) . 
tel que les conditions duales du 1 soient vérifiés. 

On a également la notion (g-duale de g-coprojecteur à droite. Un morphisme de 
g-coprojecteurs de (n,d) vers (n',d') est une transformation naturelle de n vers n' 
compatible au sens évident avec les morphismes c et c'. 

Définition 2.1.100 

1- Un projecteur à gauche [/, k] de C' dans C un quadruplet (/, k, a, c) avec (/, a) : 
C y C un foncteur pseudo-monoïdal et (/c, c) un f -projecteur à gauche. La ca­

tégorie des projecteurs à gauche de & dans C est notée Proj^(C /,C). Une flèche 

de Proj (C',C) est un couple (u,v) : (/ i ,fci ,ai ,ci) y (/ 2 ,fc 2 ,a2,c 2) avec u : 

h—>h une transformation naturelle monoïdale et v : k\ > k,2 une trans­
formation naturelle tel que le diagramme suivant : 

ki{f2{A) 8' B') —^ k2{f2{A) 0' B') c2 A <g> k2(B
r) 

h(f2(A) g' B') —^ ki(fi(A) g' B') —^ A g k^B') 

est commutatif pour tout (ab') G ob ( e ) x ob ( e ; ) . 
Étant donnée une troisième catégorie monoïdale (C" ,®" ) , il existe un foncteur de 

composition : 

Proj" (e 7 , e) x Propre", e') > ProL(e", e) 

qui associe à [ / ' , * ' ] = (f',k',a',cf) et [f,k] = (f,k,a,c) le quadruplet ( / ' o / , k o 

k1\a"\c") avec (f o f^a") le foncteur monoïdal composée (voir la remarque 2.1.89) et 
c" la composée : 

kk\frf(A) cg" B") c' k{f{A) <g>' kf(B")) —C—+ A <g> kk'{B") 
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On obtient ainsi une 2-catégorie dont les objets sont les catégories monoïdales, 

et les 1 -morphismes, les projecteurs à gauche. On appellera (^vo)g) cette 2-catégorie. 

Notons que le 2-foncteur évident : ç^xo)g > pOTono qui à [/, k] associe le foncteur 

pseudo-monoïdal f est \-contravariant et 2-contravariant. 

2- On a également la notion duale de coprojecteur à gauche qui s'organise en 

une 2-catégorie tç$xo)g. Les notions ®-duales fournissent également deux 2-catégories 

strictes ç^xo)d et c^Ptoj^. 

Définition 2A.101 

1- Gardons les notations de la définition 2.1.99. Un /-biprojecteur est un triplet 

(k.Cg.Cd) tel que (k,cg) est un f -projecteur à gauche et (k,Cd) un f -projecteur à droite 

et tel que le diagramme suivant : 

k{f(A) 0' (Bf 0' f(C))) —^ A 0 k(B' 0' / (C) ) - ^ U A 0 (k(B') 0 C) 

k((f(A) ®' B') ®' /(C)) cd k(f(A) 0/ B') 0 C — ^ (A 0 k(B')) 0 C 

est commutatif pour tout [A,B',C) e ob ( e ) x ob (e ' ) x ob ( e ) . 

2- On a également la notion duale de g-bicoprojecteurs. On définit également la 
notion de biprojecteurs et bicoprojecteurs de 6 dans &. On notera ^3roj et ĉ 3roj les 
2-catégories des projecteurs et coprojecteur s bilatères. 

Remarque 2.1.102. — On peut reformuler les propositions 2.1.97 et 2.1.98 de la ma­
nière suivante. Etant donné un module à gauche [/, l] (resp. un comodule à gauche 
[g,k]) de (6 , 0 ) dans (6 ' , 0 ; ) avec l (resp. k) admettant un adjoint à gauche k (resp. 
un adjoint à droite / ) , on peut munir le coupe ( / , k) (resp. (g:l)) d'une structure de 
projecteur (resp. coprojecteur) à droite. On a réciproquement : 

Proposition 2.1.103. Soient (6 .0 ) et ( e ' , 0 ' ) deux catégories monoïdales et (/, a) : 

6 > 6' un foncteur pseudo-monoïdal. 

1- On suppose donné un f -projecteur à gauche (fc, c) tel que le foncteur k admet un 

adjoint à droite l. On définit un morphisme b : f(A) ®fl(B) >l(A®B) naturel 

en (A, B) G Ob ( 6 ) 2 par la composée : 

f(A) 0 ' 1(B) > lk(f(A) 0 1(B)) —^ l(A 0 kl(B)) y l(A 0 B) 

Alors, le coupe (/,6) est un f-module à gauche. 

2- On suppose donné un f-biprojecteur {l,cg,Cd) ainsi qu'un adjoint à droite l de 

k. Les deux transformations : 

bq : f(A)®l(B) >l(A®B) et bd: 1(A)® f(B) >l(A®B) 

naturelles en (A, B) G Ob ( 6 ) 2 définissent une structure de f-bimodule sur l. 
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Démonstration. — On obtient une preuve en parcourant celle de la proposition 2.1.97 
dans le sens inverse. On laissera les détails aux lecteurs. 

On a bien entendu l'énoncé correspondant pour les coprojecteurs et comodules. Le 
lemme suivant est facile et laissé aux lecteurs : 

Lemme 2.1.104. — Les constructions des propositions 2.1.97 et 2.1.98 sont compa­

tibles à la composition et aux 2-morphismes dans 9Jlodg et c%RoDg. De même les 
constructions de la propositions 2.1.103 sont compatibles à la composition et aux 2-

morphismes dans ^pxojg et cSptojg. 

2.1.4-4- Faces carrées exotiques. — On termine avec quatre diagrammes commutatifs 
faisant apparaître des projecteurs et des modules à droite et à gauche. Le plus simple 
est le résultat ci-dessous : 

Lemme 2.1.105 

1- On suppose donnée une face carrée dans la 2-catégorie %Jlodg . 

(e' 2,® 2) 
W, m'] 

(eï,®ï) 

[f'A * VA 

(e 2 ,0 2 ) -
[g,™] 

(ei,®i) 

avec [/,/], [f',l'], [g,™] et Wim'\ des modules à gauche. Soient k et k' des adjoints 
à gauche de l et V respectivement. Le diagramme suivant : 

k,(g,f(A1) <g>2 m'(B[)) -^U k'jn'(f(Al) ®[ B[) > mk(f(A1) <g>i B[) > m(A1 <g>x k(B[)) 

k/(fg(A1) <g>'2 m'(B[)) > g (Ai) ® 2 k'm'B'1 > g(A1) 0 2 mkB[ — ^ m(A1 ®i k(B[)) 

formé de : 
- le morphisme g' f > f g de la face carrée de <20lo'0g, 

- les morphismes structuraux des modules à gauche [g, m] et [g',m'\, 

- les morphismes structuraux des projecteurs à gauche [f,k] et [/',&'], 

- le morphisme k'm! > mk obtenu par les adjonctions (k, l) et (k', V) à partir 

de m'I > l'm , 
est commutatif. 

2- Réciproquement, soient quatre catégories monoïdales ( e i , ® i ) , ( e ; , ® ; ) , ( e 2 , ® 2 ) 
et ( e 2 , ® 2 ) . On suppose donnés deux modules à gauche : 

(g,m): ( d , ® ! ) > ( e 2 , ® 2 ) et (g',m1): (e[M) >(e ' 2 ,®' 2 ) 
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ainsi que deux projecteurs à gauche : 

U,к) : (е\,®[) >(ei ,®i) et ( / ' , * ' ) : (e 2 ,®' 2 ) > ( e 2 , ® 2 ) 

On suppose également données les deux faces carrées dans (£at : 

9 
e; < Gì 

Г ^ f 

е'2 < е 2 

я' 

et 

m 
e; < d 

k' *v k 

Gf

2< e 2 

m' 

m;ec n line transformation naturelle de foncteurs pseudo-monoïdaux et v faisant com­

muter le diagramme du 1. Si l est un adjoint à droite de k et v' : m'I > I'm la 

transformation obtenue à partir de v suivant les adjonctions (k,l) et (k',V), alors le 

couple (u,w) est un 2-morphisme de modules à gauche. 

Démonstration. — On démontre uniquement la première partie du lemme. La seconde 
partie se démontre en remontant la démonstration du 1. En écrivant ce qu'est une 
face carrée dans 9Jlodg on voit que pour A\ G Ob(Ci) on a un cube solide commutatif : 

c'1 

m 

Ci 
A 0! -

Ci 

m. 

c'1 
g{A) 0; -

l' 

e'2 

mg 

e-2 -
f(A) ®2 -

-g2 

m' 

e2 

g'f(A) ®2 -

formé des quatre faces carrées : 

(172) 

c'1 g(A) (S>[ -c'1 

v # v 

e 2 

g'f(A) ®2 -
e'2 

Ci 
A®1 -

Ci 

m m , 

c'1 
g{A) ®i -

c'1 

Ci 
A(d\ -

Ci 

l # l 

e 2 

f(A) Sa -
e 2 

et 

e2 

f(A) 02 -
e 2 

m' ml 

ai 
L- 2 g'f(A) ®2 -

e 2 
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et de deux faces carrées égales à : 

(173) 

ei 
m 

Ci 

V ^ l 

c'2 
m' 

e 2 

Les trois dernières faces de (172), sont simplement les morphismes structuraux des 
modules à gauche (g, m), ( / , / ) et (gf,m'), tandis que la première est la composée : 

g'f(A) ®'2 Z ' ( - ) • f'g(A) ®'2 /'(-) > l'(g(A) ®[ -) 

La face carrée (173), est celle sous-jacente à la face carrée de Wlodg de l'énoncé. En 
utilisant le corollaire 1.1.14, on déduit un cube commutatif : 

C i -
,4®i -

Ci 

m , m 

c'1 c'1 
g(A) ®[ -

k' 

k 

k 

k' 

e 2 -
f(A) ®2 - c2 

77?// m' 

c'2 c'2 
ff'/(^4) ®£ -

On laisse aux lecteurs la tâche de vérifier que la commutation de ce cube se traduit 
dans le langage habituel des flèches par la commutation du diagramme de l'énoncé. 
Notons en guise d'indication que par la proposition 1.1.11, la face carrée : 

c'1 
g(A) ®; -

c"1 

k'\ ^ \k' 

c'2 
g'f(A) ®'2 -

e'2 

est égale à la composée : k'(g'f(A) ®'2 -) > k'(f'g(A) ®'2 - ) • g(A) ®[ fc'(-) . 

Remarque 2.1.106. — Le lemme ci-dessus, admet une version pour les faces dans la 
2-catégorie c9Jlodg des comodules à gauche. On prendra alors un adjoint à droite au 
lieu d'un adjoint à gauche. Le résultat correspondant s'obtient alors par dualité. Les 
détails sont laissés aux lecteurs. 
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On fait la définition suivante : 

Définition 2.1.107. — Une face carrée à gauche de modules et comodules : 

(e 2 ,® 2 )< 
[g',n'] 

( e i , « i ) 

lf'-П IfJ] 

(e 2 ,® 2 )< 
19 n] 

( e i . o i ) 

est /a donnée de deux comodules à gauche [f\l] et [ / ' , / ' ] et de deux modules à gauche 

[g,n] et [g'\n'\ ainsi que deux transformations naturelles : 

f'g >g'f et l'n > n'I 

tel que le diagramme suivant : 

l\g(A{) ® 2 niB,)) > f'giA,) ®'2 Vn(B) > g'{(A,) ®'2 n'l{B{) 

Z'n(Ai 0i B{) > n'IiAi 0! /i,) > n'(f{A{) ®; /(Si)) 

est commutatif pour tout (Aï.B1)eOb(e1)
2. 

Remarque 2.1.108. —- On a la notion 0-duale de face carrée à droite de modules et 
comodules. On peut par ailleurs passer aux catégories opposées. On obtient alors une 
face carrée à gauche de modules et comodules en faisant une symétrie par rapport à 
une diagonale : 

( e 2 ° ' \ 2 2

o p ) -
[ f'op. lfop] 

(e2°'\22

op) 

[g,op,n,op] [g°l\nop] 

( e ; o p . 0 ; o p ) 
[ / o p , / ° p ] 

( e ï " . « ? p ) 

Ceci permet de déduire du lemme qui suivra une version concernant les adjoints 

à gauche de n et n'. Le lecteur pourra facilement écrire le diagramme commutatif 

correspondant. 

Remarque 2.1.109. — Il est évident qu'on peut composer les faces carrées à gauche 
de modules et comodules dans les deux sens vertical et horizontal. 
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On a l'analogue du lemme 2.1.105 pour les faces carrées à gauche de modules et 

comodules : 

Lemme 2.1.110 

1- On suppose donnée une face carrée à gauche de modules et comodules : 

(174) 

(e' 2,®' 2) 
Iff',"'] 

(eï ,®ï) 

[f',l'] [fA 

(e2,<8>2) 
[9 M 

(ei ,®i) 

avec [/, 1} et [f\ V] deux comodules à gauche et [g, n] et [g1', n'] deux modules à gauche. 

Soient m et m' des adjoints à droite de l et V. Le diagramme suivant : 

0(Ai)<8>2 nm(B[) n(A1 0i m(B[)) nmifiA^^Bi) m'n,(f(A1)^1B[) 

g(Al) 02 m'n'(B[) -> m'(f'g(A1) 0 2 n'(B[)) -> m ' ^ ' / ^ i ) ®'2 "'(#1)) - » m'n'(/(>li) ®ï 5 { ) 

formé de : 

- le 1-morphisme f g > g' f de la face carrée à gauche (174), 

- les 1-morphismes structuraux des coprojecteurs à gauche [/, m] et [f ,m'\, 

- les 1-morphismes structuraux des modules à gauche [g,n] et [gf,n'\, 

- le 1-morphisme nm >m'n' obtenu à partir de Vn >n'l suivant les 

adjonctions (Z,ra) et (l',m'), 
est commutatif. 

2- Réciproquement, soient quatre catégories monoïdales (Ci, ®i),(C'1,O'1)(C 2 , 02) 
et ( C 2 , ® 2 ) . On suppose donnés deux modules à gauche : 

\g,n] : (Ci,®i) > ( e 2 , ® 2 ) et [gf

in

f\ : (e ; ,®;) > ( e 2 , ® 2 ) 

ainsi que deux coprojecteurs à gauche : 

IfM : ( e ì , ® ì ) — K e i , ® i ) et [f',m']: ( e 2 , ® 2 ) >(e2,®2) 

On suppose éqalement données les deux faces carrées dans £ai : 

C'1 9 
Ci 

f' u / 

pi 
9' 

e 2 

et 

C'1 n 
Ci 

m' J^v m 

e 2 

n' 
e 2 
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faisant commuter le diagramme du 1. Si l est un adjoint à gauche de m et v' : 

m'I > I'm la transformation déduite de v suivant les adjonctions (/, m) et (/', m'), 

le couple (u,v') définit une face carrée à gauche de modules et comodules. 

Démonstration. — La preuve de ce lemme est complètement analogue à celle du 
lemme 2.1.105. La seule différence, est qu'on part plutôt du cube solide : 

Ci -
A®i-

c1 

n n 

e; 
9(A) ®; -

c'1 

v 

l 
k 

1 

e 2 -
f(A) ®2 -

e 2 

n' n' 

e 2 - g'f(A) 0 2 -
C'2 

formé des quatre faces carrées : 

(175) 

C'1 
g(A) ®; -

C1 

Г # V 

e>2- g'f(A) ®'2 -
e2 

Ci 
A ®! -

Ci 

n ¿7 n , 

C'1 
g(A) ®; -

C'1 

Ci 
A®i -

Ci 

l # l 

e 2 

f(A)®2~ 
e2 

et 

e 2 

f{A) ®2 -
e 2 

n' <F n' 

&2 

g'f(A) *>2 -
e2 

et de deux faces carrées égales à : 

(176) 

C'1 
77. 

Ci 

C'1 C1 

&2 

n' 
e2 
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Les trois dernières faces de (175), sont simplement les morphismes structuraux des 
modules et comodules à gauche (g,n), ( / , / ) et (g',n'), tandis que la première est la 
composée: 

l'(g(A) &[ -) > f'g(A) ®'2 l'(-) > g'f(A) ®'2 l'(-) 

La face carrée (176), est celle sous-jacente à la face carrée à gauche de modules et 
comodules de l'énoncé. 

On continue avec : 

Définition 2.1.111. Une face carrée mixte de modules : 

( e 2 , © 2 ) -
W,™>'ì 

(ei,®i) 

[f'A [fA 

(e 2 .® 2 )< 
[g, m] 

(ei,<g)i) 

est la donnée de deux modules à droite [/,/] et [ / ' , / ' ] et deux modules à gauche [g, m] 
et [g'.m'} ainsi que trois transformations naturelles : 

f'm > m'f g'I > Vg et m'I > I'm, 

faisant commuter le diaqramme : 

g'HAJ ® 2 m7(5 x ) > m'^A,) ®[ f(B{)) > m'I^ ©i Bi) 

<7'/(Ai)®2/'m(£i) 

l'giAi) 0 2 / 'm(Si) > l'igiA^ 0 m(£i)) > Vm(Ax ®i Bx) 

Remarque 2.1.112. — Le sens du 2-morphisme entre m'I et l'm est arbitraire. Dans 
nos applications, cela ne posera pas de problèmes puisque lax flèche en question sera 
inversible. Remarquons également que la ^-dualité ne transforme pas les faces carrées 
mixtes en faces carrées mixtes à cause du fait que Ton a imposé un sens à ce 2-
morphisme. 

Remarque 2.1.113. — Il est clair qu'on peut composer les faces carrées mixtes de 

modules horizontalement et verticalement. 
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On a la notion duale de face carrée mixte de comodules. On laissera aux lecteurs 
le soin d'écrire la version duale de la définition 2.1.111 et du lemme suivant : 

Lemme 2.1.114 

1- On suppose donnée une face carrée mixte de modules : 

(177 

(e 2 ,® 2 ) 
\g',m'] 

(Ci, Si) 

[f'A [fA 

(e 2 ,® 2 ) 
[g,m] 

(ei,®i) 

avec [/, l] et [f'A'] des modules à droite et [g. m] et [gr ,m'} des modules à gauche. 
Soient k et k' des adjoints à gauche de l etV respectivement. Le diagramme suivant : 

kf(g'(A[) 0 2 f m ^ ) ) —> Vg'iA'J 0 2 777(730 —• gk(A[) ® 2 m ^ ) —> rn(k(A[) ® x B x ) 

k'(g'(A[) ®'2 m'f(Bl)) -»• k'm'(A[ ®[ f(By)) —• mk(A[ « /(Si)) — • m(*(¿í) s Si) 

formé de : 

~ le 1-morphisme f'm > m'f de la face carrée mixte (177), 

les morphismes structuraux des projecteurs à droite [/, fc] et [f .k'], 
les morphismes structuraux des modules à gauche [g, m] et [g' ,mf], 
les morphismes k'g' > gk et k'm' > mk déduits de g'I > Vg et 
m'I > l'm suivant les adjonctions (kJ) et (k1 A'), 

est commutatif. 

2- Réciproquement, soient quatre catégories monoïdales (Ci, (g>i), (C' l 5 (C 2 , 02) 
et ( C 2 , ® 2 ) . On suppose donnés deux modules à gauche : 

(g,m) : ( d , ^ ) > ( C 2 . ® 2 ) et (g',ri): (e ; ,®;) >(& 2 ,®' 2 ) 

ainsi que deux projecteurs à droite : 

(f,k) • ( e ; , ® ; ) — > ( e i , ® i ) et (f\k') : te' ® 2 ) — ^ ( e 2 . ® 2 ) 

On suppose également données trois faces carrées dans £aï : 

C'1 772 
Ci 

j u / 

e 2 < 
m' 

e 2 

ei 
9 

C1 

k' #v k 

e 2 

9' 
e 2 

et 

C1 
m 

•ei 

k' <&w k 

e 2 

m' 
e2 
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faisant commuter le diagramme du 1. Si l est un adjoint à droite de k et v' : 

g'l > Vg et w' : m'I > I'm les transformation déduites de v et w, le tri­

plet (u,v'\w') définit une face mixte de modules. 

Démonstration. — On pensera à un module à droite [/, l] comme étant une famille 
de faces carrées : 

ei 
- 0i Si 

•ei 

/ i 

e 2 -
- ® 2 / ( B i ) 

•e 2 

alors qu'on pensera à un module à gauche [g, m] comme étant une famille de faces 
carrées : 

Ci 
- 0i Bi 

Ci 

h ¿7 m 

C'1 
- ®\ m(Bi) 

•e; 

Ainsi, la définition 2.1.111 se traduit par la commutation du cube solide : 

Ci 
-01 B1 

Ci 

5 0 m 

C'1 
- 0[ m(Bi) 

C'1 

l' 

l l' 

l' 

e 2-
- -2 fil' ) 

0 2 

g' ra0 

e 2-
- ® ' 2 / ' m ( B i ) 

ë'2 

formé des six faces carrées : 

(178) 

Ci 
- 8 î m № ) 

C1 

v\ * \v, 

e 2 -®'2f'm{By 
e 2 

Ci 
-<8>iBi C1 

g ^ m 

C'1 
- ®i m(Bi) 

C'1 

Ci 
- ®i Bx Ci 

lì * z, 

e2 

- ®2 / (Bl ) 
e2 

e2 

- ® 2 / ( B i ) 
e 2 

3' ^ m' 

2̂ 
-® ' 2 / 'm(ßi : 

L 2 
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et 

(179) 

y 

e; < d 

l' l 

e 2 < e 2 

C'1 
m 

Ci 

Z' ^ / 

&2< 
m' 

e 2 

Les trois premières faces de (178), sont simplement les morphismes structuraux des 
modules à gauche et à droite (f A'), (g,m) et ( / , / ) . La quatrième, est la composée : 

g'(-) Q 2 f m ( 5 i ) •</(-) 0'2 m'/(Bi) >m'(-®[ /(B,)) 

Les deux faces carrées (179) sont celles sous-jacentes à la face carrée mixte de l'énoncé. 
On termine alors la preuve exactement comme pour le lemme 2.1.105. 

On termine notre liste de faces exotiques par : 

Définition 2.1.115. Une face carrée mixte de modules et comodules : 

(e 2 ,® 2)< 
ig'-n'] 

(eì,fcì) 

If'J'ì [f,f] 

(e2,s2) 
\¡>,n] 

(ei.zi) 

est la donnée de deux comodules à droite [f.l] et [ / ' , / ' ] et de deux modules à gauche 
\g,n] et W.n'\ ainsi que trois transformations naturelles : 

l'g >g'l f'n > n'f et l'n > n'I 

tel que le diagramme suivant : 

V{g(A{) 0 2 n(Bi)) > VgiA,) 0 2 fn(B[) > g'liA,) ®2 n'f(B) 

/'n(Ai 0i Si) > n'IiA, 0i B1) > n'(l(Ai) ®i /№)) 

soit commutatif. 

Remarque 2.1.116. — On aurait pu prendre dans la définition ci-dessus des modules 
à droite et des comodules à gauche. On obtient alors la version 0-duale mais aussi la 
version duale de la définition. 

Remarque 2.1.117. — Il va sans dire qu'on peut composer les faces carrées mixtes de 
modules et comodules dans les deux sens vertical et horizontal. 
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Lemme 2.1.118 

1- Supposons donnée une face mixte de modules et comodules : 

(180) 

( e 2 ,® 2 ) 
(g'.n') 

(ei ,®ì) 

и'л1) 7,0 

( e 2 ,® 2 ) (g,m) 
(ei ,®i) 

avec [/, /] e/; [ / ' , / ' ] des comodules à droite et [g, m] et [g'\mf] des modules à gauche. 
Soient m et m' des adjoints à droite de l et V respectivement. Le diagramme suivant : 

gm(A[) 0 2 /7(730 y n(m(yr0 0i Dx) > nm(A[ ®; /№)) > m'ri^ ®[ f(B1) 

m'g'[A',) 0 2 n(Bi) - + m'(g'(A) 0 2 / 'n(Si) m V ( ^ ï ) 0 2 717(730 - > m 'n 'K ®i /(t30) 

formé de : 

le 1-morphisme f'n > n'f de la face carrée mixte (180), 

- les morphismes structuraux des coprojecteurs à droite [/, m] e£ [./^ra'], 
/es morphismes structuraux des modules à gauche [g,n] et [g', ri], 

- les morphismes gm > m'g' et nm > m'n' déduits de Vg > g'I et 

l'n > n'I suivant les adjonctions (Z,ra) et (l^rri), 

est commutatif. 

2- Réciproquement, soient quatre catéqories monoïdales (ei,0i), (ei,®;), (e 2,® 2) 

et ( e 2 , ® 2 ) . On suppose donnés deux modules à gauche : 

(g,n) : (Ci,cx)i) > (e 2,® 2) et (g',ri): (e;,®;) >(e2,®'2) 

ainsi que deux coprojecteurs à droite : 

(/ ,m) : (e;,®;) >(ei ,®i) et (/',m') : ( e 2 ) ® 2 ) >(e 2,® 2) 

On suppose également données trois faces carrées dans Cat ; 

ei 
n 

Ci 

l' u 
/ 

e 2 

n' 
e 2 

e' 
5 C'1 

m' « l 

e 2 < 
5' 

e 2 

et 

C1 n 
Ci 

m' &w 771 

e 2 < 
n' 

- e 2 

faisant commuter le diagramme du 1. Si l est un adjoint à gauche de m et v' : 

Vg > g'I et w' : l'n > n'I les transformations déduites de v et w, le triplet 

(u, v\ w') définit une face mixte de modules et comodules. 
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Démonstration. — La preuve est encore une fois une adaptation de la preuve du 
lemme 2.1.105. On part du cube solide traduisant la commutativité du diagramme de 
la définition 2.1.115 : 

Ci 
- i Ih 

Gì 

g n 

e; 
O'1 n(B1) 

c1 

l' 

/ l 

l 

e 2 -
O'1 f(B1) 

e 2 

9> c21 

&2-
- г 2 / ' « ( ß i ) 

c'2 

formé des six faces carrées : 
(181) 

eî -<&i n(Bi) c1 

V # V 

e'. 
- a 2 / ' « № 

c 2 

Ci 
- •••ii b1 c'1 

9 it 

c'1 
-a2 /'«№ 

c1 

e, 
- /.i Bi 

Ci 

I * ! 

e 2 - Z2f(Bi) 
e 2 

e 2 

- Ä 2 / ( ß l ) 
e 2 

(/ ¿? ri 

e 2 

-^f'n(Bi) 
<?' 

et 

(182) 

c1 
9 

Si 

l'\ ^ l 

c'2 
v' 

e 2 

c'1 
n 

ei 

r ^ il 

e2< 
n' 

e 2 

Les trois premières faces de (181), sont simplement les morphismes structuraux des 
modules à gauche et comodules à droite (f A'), (g.n) et ( / . / ) . La quatrième, est la 
composée : 

g'(-) ®2 f'n(Bi) > </(-) 0 2 n'f(Bx) > n'(-®\ f(Bt)) 

Les deux faces carrées (182) sont celles sous-jacentes à la face carrée mixte de l'énoncé. 
On termine alors la preuve exactement comme pour le lemme 2.1.105. 

2.1.5. Catégories monoïdales fermées. — Dans ce paragraphe on étudie les 
bifoncteurs homomorphismes internes dans une catégorie monoïdale fermée. Les ré­
sultats de cette sous-section sont tous bien connus du moins dans des situations par­
ticulières. 
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2.1.5.1. Définitions et généralités 

Définition 2.1.119 

1- Soit (C, ®) une catégorie monoïdale. On dit qu'elle est fermée à gauche si pour 
tout objet A de G, le foncteur A® — admet un adjoint à droite. On dit que G est fermée 
à droite si pour tout objet A de G, le foncteur — ® A admet un adjoint à droite. 

2- Une catégorie monoïdale G est fermée à droite si la catégorie 0-opposée G° 
est fermée à gauche et vice versa. Il suffit donc d'étudier un seul type de catégories 

monoïdales fermées. 

Par la suite, on considérera principalement les catégories monoïdales fermées à 
droite. On notera Hom(A — ) l'adjoint à droite de — ® A. On a ainsi des isomor­

phismes : 

hom e ([ / 0 A, V) home (U, Horn (A, V)) 

ainsi que des flèches : 

ev : HomfA V) (X> A > V et ö: U > Homi AM ® A) 

naturelles en U et V dans G. 
Lorsqu 'on aura besoin de considérer des catégories monoïdales fermées à droite et 

à gauche, on notera, pour les distinguer, Hom g (A —) et Hom d (A —) les adjoints à 
droite respectifs de A® — et — (g) A. 

Si (C, g)) est une catégorie monoïdale fermée, on définit un bifoncteur : 

Hom : eop x e > g 

par les associations : 
- à (A, B) e Ob(C) 2 on associe l'objet HomfA B), 
- aux deux flèches / : A! \—> A et g : B i—> B' de G on associe la composée : 

Hom(A B) > HomfA B') > Hom(A, B' 

où la seconde flèche est induite par adjonction de la transformation naturelle : 

- (g) A! > - ® A . 
Ce bifoncteur est appelé le bifoncteur d'homomorphismes internes. 

Lemme 2.1.120. — Soit (6 ,®) une catégorie monoïdale fermée à droite et ( 1 , 1 ^ , ^ ) 
un objet unité de G. Les transformations naturelles ci-dessous : 

Hom(l, A) — ^ Homfl. A) <g> 1 ev A 

et 

A s Hom(l, A <g) 1) — H o m ( % A) 

sont des isomorphismes inverses l'un de l'autre. 

Démonstration. — Ceci découle immédiatement du fait que le foncteur — ® 1 est une 
équivalence puisque isomorphe au foncteur identique. 
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Définition 2.1.121. — Soit (C,®) 'ane catégorie monoïdale fermée à droite. On définit 
un morphisme : 

HomfA 0 S, C) > HomfA, Homfff. C)) 

naturel en (A, B, C) G Ob(C) 3 par la composée : 

Horn(A0 B,C) 

S 

HomfA, HomfA 0 S, C) 0 A) —HomfA, Homfff, (HomfA 0 S, C) 0 A) 0 5)) 

fe 

HomfA, Homfi3,t7)) et? HomfA. Homfff, HomfA -S 5, C) 0 (A 0 B)) 

Lemme 2.1.122. — La transformation naturelle ci-dessus est inversible. 

Démonstration. — En effet, Hom(A, Hom(£?, — )) est l'adjoint à droite du foncteur 
composé : (— 0 B) o (— 0 A ) . D'autre part, HomfA 0 J3, — ) est l'adjoint à droite du 
foncteur — 0 (A<8> B). Les isomorphismes d'associativité donnent un isomorphisme de 
foncteurs : 

(- 0 B) o ( - 0 A) ~ ) - 0 (A 0 B) 

Le morphisme en question, est exactement l'induit par adjonction de cet isomor­
phisme. 

Définition 2.1.123. — On définit un morphisme de composition : 

Homfff, C) 0 Hom_(A, 5 ) > HomfA, C) 

en prenant la composée : 

Homfff, C) 0 HomfA, B) —HomfA. fHomfff, C) 0 HomfA, B)) 0 A) 

HomfA, Hom(ff,C) 0 13) HomfA, Homfff. C) 0 (HomfA, B) 0 A)) 

et? 

HomfA, C) 

La proposition ci-dessous est bien connue, mais ne sera pas utilisée dans la suite. 

On renvoie le lecteur à [KM71] pour une démonstration. 

Proposition 2.1.124. — Le produit de composition ci-dessus est associatif. La catégorie 

C est naturellement une G-catégorie. 

Remarque 2.1.125. — La proposition précédente explique la notation Horn ainsi que 

la terminologie d'homomorphismes internes. 
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2.1.5.2. Objets inversibles et objets dualisants. — On commence ce paragraphe par 
la notion d'objets inversibles. La définition des objets inversibles, ne fait pas intervenir 
la propriété d'une catégorie monoïdale d'être fermée : 

Définition 2.1.126. — Soient (C, 0 ,1 ) une catégorie monoïdale unitaire etU G Ob(C). 
On dit que : 

- U est inversible à gauche, s'il existe un objet Vg de C tel que U($)Vg soit isomorphe 
à Vobjet unité 1. Un tel objet Vg est appelé un inverse à gauche de U, 

- U est inversible à droite, s'il existe un objet Vd de C tel que Vd&U soit isomorphe 
à l'objet unité t. Un tel objet Vd est appelé un inverse à droite de U. 

On dit que U est inversible s'il est inversible à gauche et à droite. 

On a le résultat classique suivant : 

Lemme 2.1.127. — Soient (C, 0 ,1) une catégorie monoïdale unitaire etU G Ob(C) un 

objet inversible. Tout inverse à droite de U est isomorphe à tout inverse à gauche de U. 
En particulier, un inverse à gauche (resp. à droite) de U est défini à un isomorphisme 

près. 

Démonstration. En effet, soit Vg et Vd des inverses à gauche et à droite de U. On 
a les isomorphismes : 

Vd ~ Vd 0 l~Vd 0 (17 0 Vg) ~ {Vd 0 U) 0 Vg ~l®Vg~ Vg 

D'où le résultat. 

Remarque 2.1.128. — Si U est un objet inversible d'une catégorie monoïdale unitaire, 
on appelle inverse de U, un objet V tel que V ® U ~ 1 ~ 17® F. L'existence et 
l'unicité à isomorphisme près d'un inverse est assurée par le lemme précédent. 

Proposition 2.1.129. — Soient (C, 0 ,1 ) une catégorie monoïdale unitaire et U un objet 
de G. Il y a équivalence entre les conditions suivantes : 

1. Le foncteur U 0 — : C > C est une équivalence de catégories. 

2. Le foncteur — 0 U : C > C est une équivalence de catégories. 

3. L 'objet U est inversible. 

De plus si V est un inverse de U, les foncteurs V 0 — et — ®V sont des quasi-inverses 

de U 0 — et — 0 U respectivement. 

Démonstration. — Supposons que U est inversible d'inverse V. Le foncteur U 0 — 
admet un quasi-inverse à gauche et à droite puisque : 

(U 0 - ) o (V 0 - ) ~ (U 0 V) 0 - - 1 0 - - id e 

et 

{V 0 - ) o (U 0 - ) - (V 0 17) 0 - - l 0 - - id e 
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Ceci prouve que 3 > 1 . Par (g)-dualité, on a également l'implication : 3 > 2 . 

Il suffira donc de prouver que 1 > 3 puisque par (g)-dualité on aura également 

2 = = > 3 . 
Supposons donc que le foncteur U ® — est une équivalence. Par essentielle surjecti-

vité, il existe un objet V tel que U ® V soit isomorphe à l'objet unité 1. Ainsi, V est 
un inverse à gauche de U. Le foncteur V ® — fournit alors un quasi-inverse à gauche 
du foncteur U ® — puisque : 

[U ® - ) o (V ® -) ~ (U ® V) ® - ~ 1 ® - ~ id e 

Étant donné que (U ® — ) est quasi-inversible, le foncteur V ® — est également un 
inverse à droite. On a alors un isomorphisme de foncteurs : (V ® — ) o (U ® — ) ~ ide-
Il suffit alors d'évaluer en l'objet unité pour obtenir un isomorphisme V ® U ~ 1. La 
proposition est démontrée. 

Dans la suite, Il sera question de catégories monoïdales fermées à gauche et à droite. 
On utilisera ainsi les notations Homg et Homd. Soient ( A C) G Ob ( C ) 2 . On a une face 
évidente : 

e A ® - ) e 

OC - g ) C 

e - A 0 - e 

Supposons que 6 est fermée à gauche (resp. à droite). En utilisant l'adjonction (̂ 4 ® 
—, Hom (A, —)) (resp. (— (g) C, Hom d (Ç — )) ) on déduit la face carrée : 

e 
Honu(A-) 

e 

-<g)C ^ -®C7 

e 
idom,(A-) 

e 

(resp 

c A®-
e 

Horace,-) Homri(C,-) ) 

e 
A 0 -

e 

Lorsque l'objet A est inversible, le foncteur A® — est une équivalence. On vérifie alors 

facilement que les deux faces ci-dessus sont des 2-isomorphismes. Par ®-dualité, les 

deux faces ci-dessus sont encore des 2-isomorphismes si C est un objet inversible. On 

a ainsi : 

Corollaire 2.1.130. — Soit (C, (g), 1) une catégorie monoïdale unitaire fermée à gauche 

(resp. à droite). Soit U un objet inversible de C. Pour tout (A, B) G Ob ( 6 ) 2

; les 

flèches : 

Homg(U, A)®B^ Homg(U, A B) (resp. A®Homd(U.B) ^ Homd(t/, A®B) ) 

Hom g (A B)®U Hom g (A B®U) (resp. U®Homd(A,B)^Hgmd(A,U®B)) 

sont inversibles. 
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Remarque 2.1.131. — Lorsque (C, 0 ) est fermée à gauche et à droite, en passant aux 
adjoints à droite, on obtient une face carrée inversible : 

e 
Hom , ( A , - ) 

e 

Hom,(C7,-) Homd(C7,-) 

e 
H o m , ( A - ) 

e 

Cette face sera utilisée dans la preuve du lemme 2.1.137. 

Notons également un deuxième corollaire de la proposition 2.1.129 : 

Corollaire 2.1.132. — Soit (6, 0,1) une catégorie monoïdale unitaire fermée à gauche 
(resp. à droite). Soit U un objet inversible de 6. Alors, l'objet Hom (£/, 1) (resp. 
Homd(c0 t)) est un inverse de U. 

Démonstration. — On traite uniquement le premier cas. Le cas respectif s'obtient 
alors par 0-dualité. Si V est un inverse de [/, on sait que le foncteur V 0 — est un 
quasi-inverse de U 0 —. Puisque Homg(L0 —) est un adjoint à U 0 — on en déduit un 
isomorphisme : 

H o r n o ^ - ) - ^ 0 v 0 -

Lorsqu'on évalue en l'objet unité 1, on obtient les isomorphismes : Hom (U, 1) ~ 
V 0 1 ~ V. 

On passe maintenant à la notion d'objets dualisants. Jusqu'à la fin du paragraphe, 
on fixe une catégorie monoïdale unitaire (6 ,0 ,1 ) fermée à droite et à gauche. Pour 
(A,B) € Ob(6) 2 , on construit deux flèches échangées par 0-dualité : 

(183) A > Hom q(Hom d(A B), B) et A > Hom d(Hom g(A B), B) 

en prenant les composées : 

A —Homg(Homd(A B). pi) 
Hom d (A B) 0 A) Hom g(Hom d(A B), B) 

A — ^ Homd(Hom ( A 5) /07; 
A 0 Hom (A, 5)) - ^ - > Hom d(Hom q(A S ) , B) 

Ces morphismes sont ceux obtenus par adjonction des deux morphismes d'évaluations : 

Horn,(A S ) 0 A > B et A 0 Hom (A, 5) >B Notons le lemme : 

Lemme 2.1.133. — Les foncteurs tog(Homd(-,£),B) et Homd(bom5(-,ß),ß) 
sont covariants. De plus, les morphismes 

A > Horn (Hom d (A B), B) et A > t a d ( H p m ^ ( A £ ) , £ ) 

définissent des transformations naturelles. 

ASTÉRISQUE 314 



2.1. PRÉLIMINAIRES GÉNÉRAUX 321 

Démonstration. — On traite uniquement le premier morphisme. Le foncteur 

Hom d(Hom g( —, B), B) étant égal à la composée de deux foncteurs contravariants 

Hom d ( - , B) o Hom p ( - , B) est covariant. Si A > A' est une flèche de C, on doit 
prouver que le carré suivant est commutatif : 

A — Homd(Homg(Afl),fl) 

A' - Homd(Homg(/A
/, B), B) 

En revenant aux définitions, on voit qu'il suffit de prouver que le diagramme suivant : 

Horn (Hom d(A, B), Homd(A B) 0 A) — > Hom (Homd(A B)<B) 

6 

A: Hom Q(Hom d (A \ B), Hom r f ( A B) 0 A) 
ev 

Horn JHomdU\B)<B) 

ô ev 

A' Homg{\\omd(A\ B), Homd(A\ B) ® A) —> H o m ^ H o m ^ A , B), Homd(A\ B) ® A') 

ô 

Homg(Homd(A\ B)Momd(A\ B) 0 A') 

est commutatif. Ceci est facile et laissé aux lecteurs. 

On note le résultat suivant même si il ne sera pas utilisé dans la suite : 

Proposition 2.1.134. — Soit B un objet de C. Le foncteur Homd(-.B) : e o p > e 
est un adjoint à droite du foncteur Horn (-, B) : e > e o p De plus, les 2-
morphismes d'unité et de counité sont donnés par (183). On a également les énonce 
dual et (®-dual. 

Démonstration. — Soient A et A! deux objets de C. On des isomorphismes naturels 
en A et A! : 

hom e M, Hom^ÇA', B)) ~ hom e (A ® A', B) 

~ homriA'Mon\g{A<B)) ~ home<>P (Hojm^(A 5 ) , Af) 

Ceci prouve que Hom,(-,v3) : C o p > e est l'adjoint à droite de Hom ( —, B) : 

e > e o p . La dernière assertion est facile et laissée en exercice. 

On fait la définition suivante : 

Définition 2.1.135. •-—- Un objet R de C est dualisant à gauche (resp. à droitej si la 

transformation naturelle : 

id e > Hom g (Hom d ( - , f l ) , f l ) (resp. id e > H o m r i ( H o m g R ) , R ) ) 

est inversible. On dit que R est dualisant, s'il est dualisant à gauche et à droite. 
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On aura besoin des deux lemmes techniques suivants 

Lemme 2.1.136. — Soient A,R et U des objets de C. Le diagramme suivant : 

A - Hom g(Hom d (A#hfl) 

ô 

Hom (Homd(A U ® R)M ® R) > 

Hom (£/ 0 Homd(A R), U ® R) —Horn (Homd(A fl), Horn (£/, [7 (g) fi)) 

es£ commutatif. 

Démonstration. — On montrera que le diagramme ci-dessous : 

Horn (Hom d (A U ® fl),Homd(A U®R)®A) — ^ Horn (Hom d (A U®R),U®R) 

6 
(1) 

/Hom g (E/®Hom d (A fi), Hom r f ( A C7®R)®A) > Hom g (E/®Hom d (A fi), U®R) 

ev 

A -
Ó 

Hom g(£/®Hom d (A R), E/®Hom d (A R)®A) (2) Hom g(Hom d ( A R)Momg(U. U®R)) 

Horn 
ev s 

(Hom d (A R),tigmg(Uì U0Homd(A fi)0A) (3) Hom g(Hom d ( A fi), fi) 

s 
U 

ev 

Hom g(Hom d ( A fi), Horr.d(A #)<gA) 

est commutatif. La commutation des parallélogrammes (1), (2) et (3) est évidente. 
Pour montrer la commutation du triangle : 

pi) 
Homg(C7 ® Homd(A fi), Homd(A U 0 fi) 0 A) > Homg(U ® Homd(A fi), U ® fi) 

cv 

HomQ([7 0 Homd(A fi), C/ ® Homd(A R) ® A) 

il suffit de montrer la commutation de : 

Hom d ( A U ® R) ® A ev U ® R 

ev 
U 0 Hom d ( A f l ) 0 A 
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Ce qui est clair par définition. La commutation de : 

Hom,;(Homf/(A U te R). Hom d(A U te R) te A) 

S 
Horner Homf,(A AM. Homf/(.1.1 ' R) te A) 

A -
ô 

Hom (U te Homf/( A R).U te Hom d( A R) x A) 

découle de la proposition 1.1.5 appliquée au morphisme de foncteurs : [UCteHomd(A, R)] 
(te > [Hom(A U te R)] te —. La commutation de la partie restante s'obtient par le 
même raisonnement. 

Lemme 2.1.137. — Soient A, R et U des objets de C. Le diagramme suivant 

A - Hom 
Hom dfAHom d(u7. R))Momd(U. R)) 

Hom,, 
Hom,,(.l T. R)Mo\nd(U. R)) 

Hom ( / 

(U.AteU) 
Hom f / 

( £/, Hom g (Hom d (AteU, R),R)) 

est commutatif. 

Démonstration. — Notons a la flèche rendant commutatif le diagramme : 

A Hom g(Hom d(AHom d(E7. R))Momd(U, R)) — ^ Homf,(Homd(Ax -U. i?), Homd(E7. R)) 

a 
- Homd(U, Hom9(Horn,/(AteU,R). R)) 

avec c l'isomorphisme de la remarque 2.1.131. La flèche a correspond par adjonction 
à la flèche d'évaluation : 

Hom d (A HomjU, R)) te) A > Homd(i7, R) 

donc, par une deuxième adjonction, à la composée : 

(Hom d (A Homd(i7, R)) te A) te) U > HomJU, R) te) U > R 

Il vient que la composée b o a correspond par adjonction à la composée : 

(HomJA te) U. R) te A) te U > (Hom d (A Homd(U. R)) te A) te U 

> Homd(C7. R) te U > R 
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Finalement la composée a — c o b o a correspond par adjonction à la composée : 

Homd(A®U, R)®(A®U) 

(Homd(A®U, R)®A)®U > (Homd(AHomd(£/, R))®A)®U > Homd(£7, R)®U > R 

Cette composée est simplement la morphisme d'unité de l'adjonction (— ® (A ® 

U), Horr\d( A®U, — ) ) . On déduit que a correspond via l'adjonction (—®U, Homd(77, —)) 
au morphisme : 

A®U > Hom g (Hom d U ® R), R) 

Ceci prouve le résultat annoncé. 

Muni des lemmes 2.1.136 et 2.1.137, il est facile de prouver : 

Proposition 2.1.138. — Si R est un objet dualisant à gauche (resp. à droite) de C et 

U un objet inversible, alors les objets U® R et R®U sont encore dualisants à gauche 
(resp. à droite). 

Démonstration. — On traite uniquement le premier cas. Le cas respectif découle par 
(0-dualité. On suppose donc que R est dualisant à gauche. Il s'agit de montrer que les 
transformations naturelles : 

- id e > Horn (Hom d ( - , U ® R), U ® R) , 

- id e > Hom g (Hom d (-, R®U),R®U) , 

sont inversibles. On traite d'abord la première transformation naturelle. Par le 
lemme 2.1.136, on a un diagramme commutatif : 

A — Hom 

(Hom , (Af i ) , f i ) 

ô 

Нот, 
(Homd(AM®R)M®R) 

MmHg _ 
(U®Homd(A R)M®R) 

Hom n 

(Hom d(A Ä), Hom 07. U®R)) 

pour tout A G Ob(C). Il suffira donc de prouver que les flèches : 

U ® Hom d (A R) > Hom r f(A U ® R) et R > Horn JUM&R) 

sont inversibles. Ceci est le cas pour la première flèche par 2.1.130. Pour la seconde, 
on remarque que c'est la unité de l'adjonction (U ® —, Horn (C/, —)) et que le foncteur 
U ® — est une équivalence. 

Pour la seconde transformation naturelle, on utilisera le lemme 2.1.137. Il suffit 
en fait de remarquer que R® U est isomorphe à Hom d(y, R) où V est un inverse à 
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U. Il suffira donc de prouver que Homd(V, R) est dualisant à gauche. Ceci découle 
immédiatement de la commutation du diagramme : 

A - Horn, 
(Hom^Hom^R)),Hom, (V, R)) 

Hom 
(Homd(A 0 V, R)Momd(V, R)) 

Hom(i 
(V,A®V) 

Hom(i 
(KHomff(HomdU 0 V, R), R)) 

et du fait que l'unité de l'adjonction (— 0 V. Homd(10 — )) est inversible. 

On a ainsi une « action » à gauche et à droite de la « catégorie groupoïdale » des 
objets inversibles de (C, (g), 1) sur la catégorie des objets dualisants à gauche. Lorsqu'on 
se restreint aux objets dualisants, on obtient alors un « torseur » sous la « catégorie 
groupoïdale » des objets inversibles. En effet : 

Proposition 2.1.139. — Soient Ri et R2 deux objets dualisants de C. Les quatre objets : 

Hornel, R2) Hom^(Äi,Ä2) Homd № , ^ i ) et Hom , № , Ä i ) 
sont des objets inversibles. De plus, les morphismes d'évaluations : 

Homd(R1:R2) 0 Ri ~ > R2 et Ri <3 Hom (i?i,i?9)—^R? 

Homd(^2, Ri) 0 R2 Ri et R2 0 Hom (fo, fli) — ^ Ri 

sont inversibles. 

Démonstration. — On sait que les morphismes canoniques : 

Äi >Hon\JHomd(R^R<>)<Ri.) et R2 > r\omg(Homd(R2, RY),R^ 

sont inversibles. Considérons l'isomorphisme a rendant commutatif le diagramme sui­
vant : 

Ri — ^ Hom,(Hom,№i, Ri), R?) HomfHom JR,, R?), HomfHom jRo, R, ), R^ Y 

a Homg(Homd(fe, Ri) 0 Hornau Ä2), fii) 

On obtient un isomorphisme 1 > homd(R2l R\) ®Homd(Ri,R2) en prenant 
la flèche ¡3 qui rend commutatif le diagramme : 

Homfcu R\ 
Homd(Hom(J(Homd(̂ 9,i?i) 0 Homd(i?i, R2), Ri), Ri) 

1 -
g 

Homd(Ä9,Äi) 0Homd(Äi,fi2) 
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Notons que les flèches verticales sont des isomorphismes puisque R\ est dualisant à 
droite. Ceci prouve que Homd(R2, Ri) est inversible à gauche et que Homd(R^, R2) est 
inversible à droite. Etant donné que les objets R\ et R2 jouent des rôles symétriques, 
on déduit que les objets Jjonid(iiT, ^2) et Hom^i^, Ri) sont tous les deux inver­
sibles. Par 0-dualité, on déduit que Hom^fii, R2) et Hom^i^, #1) sont également 
inversibles. La première partie de la proposition est prouvée. 

Pour terminer la preuve de la proposition, il suffit par symétrie et gD-dualité de 
montrer que le morphisme d'évaluation : 

(184) Homd(R1,R2) ® ñi > R2 

est inversible. Par définition, l'isomorphisme R\ ~ Hom g(Hom d{R\, R?), R?) est la 

composée : 

Ri Homg(Honirffifr , R2), Hom d(fli, R2) ® Ri) Homg(Homd(ifr,iftQ, Jfr) 

La première flèche est un isomorphisme puisque Homd(i2i, R2) est un objet inver­
sible. Il vient que la seconde flèche est inversible, ce qui se traduit par le fait que le 
morphisme d'évaluation (184) devient un isomorphisme après application du foncteur 
Homg(HomQ;(it

)i, R2), — ) . Mais ce foncteur est une équivalence puisque Homd(i?i, R2) 
est inversible. La proposition est prouvée. 

2.1.5.3. Homomorphismes internes, modules et projecteurs. — Dans ce paragraphe, 
on étudie la fonctorialité des catégories monoïdales fermées à droite. 

Définition 2.1.140. — Soient (C, (g), Hom) et (C 7 , (g)7, Hom 7) deux catégories monoïdales 

fermées à droite. Soit (f, a) : G > G' un foncteur pseudo-monoïdal. On définit 

un morphisme : 

/ H o m ( A B) > Horn'(f (A), f(B)) 

naturel en (A, B) G Ob(6) 2 par la composée : 

fHomfA B) —Hom'ffU), fHomiA B) <g>' f(A)) 

Hom'( / (^) , /(Hom(A, 73) ® ,4)) ev Horn'(f (A), /(73)) 

Définition 2.1.141. — Soient (G, (g), Hom) et (G\ (g/, Hom 7) deux catégories monoïdales 

fermées. On suppose donné un foncteur pseudo-monoïdal (/, a) : G > G' admet­

tant un adjoint à droite g : G' > G . On définit des morphismes : 

(185) Hom ( A , g{B')) > 9 H o m ' ( / ( A ) , B') 
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naturels en (A,Bf) G Ob(C) x Ob(C') par la composée : 

Hom(A, g(B')) > g f Homi A, g(B')) 

— > sHom' t f^ ) , fg(B')) > gHom!(f(A), B') 

Lemme 2.1.142. — On garde les notations et les hypothèses de la définition 2.1.141-

Le morphisme de foncteurs Hom (A, g( — )) > çHom'(f(A)< —) correspond via les 

adjonctions : 

((-®' f(A))of , gHom'(f(A),-)) et (fo(-®A), Hom(A,g(-))) 

au morphisme de foncteurs : 

a: (-®f(A))of >fo(-®A) 

En particulier, lorsque f est monoïdal, la flèche (185) est inversible 

Démonstration. — En effet, le morphisme de la définition 2.1.140, correspond à la 
face carrée : 

(186) 

e -
H o m ( A - ) 

e 

/ / 

c' 
Hom ' ( / ( A ) , - ) 

c' 

obtenue via les adjonctions (— (g> A , Homf A —)) et (— ® f(A) , Hom'f f(A)< —)) l 
partir de la face carrée : 

(187) 

e -
- g) A 

e 

/ f 
J a J 

c' 
- ®' f{A) 

c' 

D'autre part, le morphisme de la définition 2.1.141, n'est autre que la face carrée 

obtenue à partir de (187) via les adjonctions ( / , g) et ( / , # ) . Le résulta découle alors 

du lemme 1.1.15. 

La définition suivante généralise 2.1.140 : 

Définition 2.1.143. — Soient (C, 0, Hom) et (C7, (g/, Hom7) deux catégories monoïdales 

fermées à droite. On suppose donné un foncteur pseudo-monoïdal (/, a) : C > C 

et un f-module à droite (l,b)^. On définit des morphismes : 

(188) Mom(A. B) > Hom'C f(A).KB)) 

(5)Rappelons qu'un /-module à droite est un foncteur / : G > C muni de morphismes l(A) (g 
f(B) —• l(A (g B) naturels en A et B. 
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naturels en (A, B) G Ob(C) 2 par la composée : 

/HomfA B) — ^ Hom'fffA),/HomfA, B) <g/ f{A)) 

b Hom'(/(A), ZfHomfA, B) <8> A ) ) ev ] W ( / ( A ) , 1(B)) 

Lemme 2.1.144. — Gardons les hypothèses de la définition précédente. On sup­

pose que le foncteur l admet un adjoint à gauche k. La transformation naturelle 

/HomfA, —) > Hom/(/(A), / (—)) correspond via les adjonctions : 

(k o ( - (g/ / ( A ) ) , Hom'(/(A), / ( - ) ) ) et ((-®A)ofcJHom(A-)) 

an morphisme de projection (voir la proposition 2.1.97) : 

ko(-®' f(A)) > ( - <g> A) o k 

En particulier, lorsque le morphisme structural du projecteur [/, k] est inversible la 
flèche (188) est inversible. 

Démonstration. — Le morphisme de la définition est celui obtenu à partir de la face 
carrée suivante : 

e 
- 0 A 

e 

I ^ I 
о 

c' 
- ® ' / ( A ) 

c' 

via les adjonctions (— (g) A, HomfA, —)) et (— ®' f ( A ) , Hom ( / ( A ) , — ) ) . D'autre part, 
le morphisme de projection est obtenu de le même face carrée via l'adjonction (k,l). 
Le résultat découle maintenant du lemme 1.1.15. 

Définition 2.1.145. — Soient (C,®, Hom) et (G\ Hom/) deux catégories monoïdales 

fermées à droite. On suppose donné un foncteur pseudo-monoïdal (/, a) : G > G' 

et un f-module à gauche (/, b). Soit k un adjoint à gauche del et g un adjoint à droite 

de f. On définit un morphisme : 

HomffefA), B) • aHom'fA, 1(B)) 

naturel en (A',B) G Ob(C /) x Ob(G) à partir de : 

k(f(-)®' A ) >-®k(A') 

via les adjonctions : 

(*(/(-) ®'A') , sJWOU *(-))) et (-®k(A') , Hom(k(A'). -)) 

ASTÉRISQUE 314 



2.1. PRÉLIMINAIRES GÉNÉRAUX 329 

Lemme 2.1.146. — Gardons les notations et hypothèses de la définition 2.1.145. Si le 
morphisme structural du projecteur [/, k] est inversible, alors la flèche : 

HomffcU'), B) — ^ QHom'(A\ 1{B)) 

est inversible pour tout A' et B. 

2.1.6. Catégories monoïdales triangulées. — Soit (6, g) une catégorie monoï­
dale. Lorsque la catégorie 6 est une catégorie additive on aimerait que le foncteur g> 
soit bi-additif. Ainsi, on fait la définition suivante : 

Définition 2.1.147 

1- Une catégorie monoïdale (6,(8), a) est une catégorie monoïdale additive si la 
catégorie 6 est additif et si le bi-foncteur g est biadditif i.e. pour tout A G 6 les 
foncteurs A g) — et — g) A sont additifs. 

Lorsqu'en plus la catégorie monoïdale 6 est symétrique et/ou unitaire, on parlera 
de catégorie monoïdale additive, symétrique et/ou unitaire. 

2- Les foncteurs pseudo-monoïdaux (resp. monoïdaux) entre catégories monoïdales 
additives sont les foncteurs pseudo-monoïdaux (resp. monoïdaux) entre les catégories 

monoïdales sous-jacentes qui sont en plus additifs. 

Pour les applications qui suivront, on est surtout intéressé par la notion de caté­
gories monoïdales triangulées. 

Définition 2.1.148. — Une catégorie monoïdale (resp. monoïdale symétriquej trian-
gulée est une catégorie monoïdale additive (T, 0,cr) (resp. (T, 0, cr, r ) ) , avec une 
structure de catégorie triangulée sur 7 ainsi que des isomorphismes : 

A[+1]®B 
S9 

(A<g>B)[+l] 
Sd 

Ag)B[+l] 

naturels en (A, B) G Ob(T) 2 et commutant de la manière évidente avec les isomor­

phismes d'associativité (resp. d'associativité et de commutativité). Deux axiomes sup­

plémentaires sont imposés : 

1. Pour tout triangle distingué A >B >C A [ + l ] et tout objet D 

de 7 les deux triangles ci-dessous : 

Ag)D > B g) D > Cg)D > {A (g £>)[+!] 

Dg)A > D <g B > D(gC > (D g) A ) [ + l ] 

sont distingués. En d'autres termes, les foncteurs : — ® D et D g> — munis des 

isomorphismes sg et s¿ respectivement, sont des foncteurs triangules. 
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2. Pour tout A et B de 7 le carré ci-dessus est commutatif à multiplication par — 1 

près : 

A[+l]<g)£[+l] •(A[+l]<g> £)[+!] 

(A <8) £>[+!])[+1] 

-1 

(C(g>£>)[+2] 

On dégage facilement la notion de foncteurs pseudo-monoïdaux (resp. monoïdaux) 

triangules : 

Définition 2.1.149. — Soient (T, <g>) et ( T ' , ® ' ) deux catégories monoïdales (resp 

monoïdales symétriques) triangulées. Un foncteur pseudo-monoïdal (resp. pseudo-
monoïdal symétrique) triangulé de 7 dans 7' est un foncteur pseudo-monoïdal (resp 

pseudo-monoïdal symétrique) entre les catégories additives monoïdales sous-jacentes 

qui soit triangulé et compatible avec les isomorphismes sg et Sd-
Supposons donnés des objets unités dans 7 et 7'. Un foncteur pseudo-monoïda 

triangulé et pseudo-unitaire est un simplement un foncteur pseudo-monoïdal trianguh 
munie d'une flèche e le rendant également un foncteur pseudo-monoïdale et pseudo­

unitaire. 

Il est utile de considérer les dérivateurs triangules monoïdaux : 

Définition 2.1.150 

1- Un dérivateur triangulé monoïdal (resp. monoïdal symétriqueJ est un dérivateur 

triangulé D muni des données supplémentaires suivantes : 

- Pour chaque I E Ob(Dia) d'une structure de catégorie monoïdale triangulée 

(D(/),(g)/,<T), 
- Pour chaque foncteur u : A > B de Dia d'une structure de foncteur monoï­

dal (resp. monoïdal symétrique) sur i¿*. 

2- Un dérivateur triangulé monoïdal (resp. monoïdal symétriqueJ unitaire est un 
dérivateur triangulé monoïdal (resp. monoïdal symétrique) muni des données supplé­
mentaires suivantes : 

- Pour chaque I G Ob(Dia) d'une structure de catégorie monoïdale triangulée 
(D(/), (g)/, cr) avec objet unité, 

- Pour chaque foncteur u : A > B de Dia d'une structure de foncteur monoï­
dal (resp. monoïdal symétrique) unitaire sur u*. 

Remarque 2.1.151. — Étant donné un dérivateur triangulé monoïdal (D, ®) on peut 
définir un produit extérieur K de la manière usuelle suivante. Si / et J sont deux 
catégories de Dia de projections respectives pi et pj sur on définit un foncteur bi-
additif : 

K : D(I)x D( J) > D(J x J) 
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par la composée suivante : 

B(J) x D(J) 
(p./ x id)* x (id x «r)* 

D(7 x J) x D(J x J) 
• Ix.J 

B(J x J) 

On vérifie facilement que si X est un objet de B(e), les foncteurs — IKI X et X — 
définissent des morphismes de dérivateur s triangules. 

On a la proposition suivante : 

Proposition 2.1.152. — Soit (T, 0) une catégorie triangulée monoïdale. Supposons que 
la catégorie monoïdale sous-jacente à 7 est fermée à droite. Soit B un objet de 7 et 
considérons le foncteur : 

Homf-.ff) : 7 > 7op 

Pour que le foncteur Homf —, B) soit triangulé il suffit que les deux hypothèses ci-
dessous soient vérifiées : 

La catégorie 7 admet des petites sommes et un système de générateurs compacts, 
Il existe un dérivateur triangulée monoïdal (B, 0) de domaine une sous-catégorie 
Dia de £at contenant les petites catégories discrètes, tel que B(e) — 7 (en tant 
que catégorie monoïdale triangulée). 

Démonstration. — Remarquons tout de suite que l'hypothèse C fermée à droite assure 
que les foncteurs — 0 A commutent aux petites sommes pour tout A G Ob(T). 

Soit A' > A > A" > A\+l] un triangle distingué de 7 = B(e). Les 

axiomes des catégories monoïdales triangulées impliquent que le 2-triangle de foncteur; 
de T dans 7 : 

( - 0 A') > ( - 0 A) > ( - 0 A") > ( - 0 A)[+l] 

est distingué. Si on savait montrer que le 2-triangle obtenu par adjonction : 

HomfA", - ) • H o m ( A - ) > HomfA 7 . - ) > Hom (A".-)[+!] 

est également distingué la conclusion de la proposition sera vraie. On cherchera ainsi 
à appliquer la proposition 2.1.66. 

Notons que par l'axiome 2 de la définition 2.1.34, le foncteur : D ( l ) —> 
H O M ( l o p , D ( e ) ) est essentiellement surjectif. Il existe ainsi un objet E de D ( l ) 
dont le squelette est : 

A' >A 

Il existe alors un morphisme de triangle : 

VE > 0*E > Cone(E) > 1*£[+1] 

A' > A > A" > A[+l] 
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Le foncteur OE D(e) > D ( I ) vérifie les conditions de la proposition 2.1.66. 
En effet on a un morphisme canonique : 

Cone(- №E)~-® Cone(E) 

qui fait commuter le diagramme de foncteurs : 

1*(- K E) > 0*(- K E) > Cone(- K E) > 1*(- K £)[+!] 

- <g> A' > -te A > - te A" y - te A[+l] 

fournissant ainsi un isomorphisme de 2-triangles distingués. On peut donc appliquer 
la proposition 2.1.66 pour conclure. 

2.1.7. Des hypothèses sur un 2-foncteur homotopique stable. — Soit S un 
schéma de base. Dans cette section, on regroupe quelques conditions de nature tech­
niques qu'on peut imposer à un 2-foncteur homotopique stable sur Sch/5 (voir la 
définition 1.4.1). On commence par la condition la plus simple : 

Définition 2.1.153. — Soit A Ç Q une Z-algèbre. Un 2-foncteur homotopique stable 

H : Sch/S > T9t est dit A-linéaire si Vune des conditions équivalentes ci-dessus 

est vérifiée : 
- Pour tout S-schéma X, les groupes de morphismes de la catégorie additive H(X) 

sont naturellement des A-modules. 

- Pour tout S-schéma X, tout objet A de H(X) et tout entier naturel n, la flèche 
n.id^ : A > A est inversible dès que Vêlement n G A l'est. 

Notons que l'équivalence des deux conditions découle du fait que les sous-anneaux 
de Q sont tous de la forme Z[l/p,p te I] où I est une partie de l'ensemble des nombres 
premiers. 

On peut également définir la notion de 2-foncteur homotopique stable A-linéaire 
pour un anneau A quelconque. Notons toutefois que pour A ^ Q et A différent d'un 
produit de corps premiers finis distincts, cette notion n'est pas une propriété mais une 
structure supplémentaire. 

On continue avec la définition suivante : 

Définition 2.1.154 

1- Un 2-foncteur homotopique stable H : Sch/S* > 191 avec petites sommes 

est un 2-foncteur homotopique stable H tel que les catégories triangulée H(X) ad­
mettent les petites sommes pour tous les S-schémas quasi-projectifs X. 
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2- On dit d'un 2-foncteur homotopique stable avec petites sommes H : Sch/iS —> 
TDi qu'il est compactement engendré si pour tout S-schéma X, la catégorie H(X) est 
compactement engendrée. 

Plus intéressant que la définition précédente : 

Définition 2.1.155 

1- On dit qu'un 2-foncteur homotopique stable avec petites sommes H : 

Sch/S >T9l est engendré par la base si pour tout S-schéma quasi-projectif X, 

on a l'égalité : 

<<{ / # 7T^A, / : Y >X lisse et AeOb(H(5))}»=H(i) 

où Try — TTX ° f désiqne la projection sur la base. 

2- On dit que H est compactement engendré par la base si les deux conditions 
suivantes sont vérifiées : 

- Pour tout S-morphisme f le foncteur /* envoie un objet compact sur un objet 
compact, 

- Il existe un ensemble d'objets compacts A C H («S) tel que pour tout S-schéma 
quasi-projectif X, on a l'égalité : 

« {f#n*YA, f : Y > X lisse et A e A} » = H p O 

où ivy — Tlx ° / désigne la projection sur la base. 

Remarque 2.1.156. — Un 2-foncteur homotopique stable H avec petites sommes et 
compactement engendré par la base prend ses valeurs parmi les catégories triangulées 
compactement engendrée au sens de la définition 2.1.20. En effet les objets f^ixYA 
sont compacts pour A compact puisque f# admet un adjoint à droite commutant aux 
petites sommes. D'autre part, la classe d'objets considérée dans la définition 2.1.155 
est essentiellement équivalente à un ensemble puisque c'est le cas pour la classe des 
morphismes lisses. 

Lemme 2.1.157. Soit H : Sch/S >%ÎR un 2-foncteur homotopique stable avec 

petites sommes. Les cinq conditions suivantes sont équivalentes : 

1. Pour tout f : Y > X les 4 foncteurs f*, /*, f\ et f1 commutent aux petites 

sommes, 

2. Pour tout f : Y > X le foncteur /* commute aux petites sommes, 
3. La même chose que la condition précédente avec f une immersion ouverte, 

4. Pour tout f : Y > X le foncteur f commute aux petites sommes, 

5. La même chose que la condition précédente avec f une immersion fermée. 
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Démonstration. — Notons que les opérations /* et f\ commutent aux petites sommes 
puisqu'ils admettent des adjoints à gauche. Ainsi, si on démontre que (2) < > (4) 
on a immédiatement que : (1) équivaut également à (2) et (4). 

Notons d'autre part que (2) < > (3) et (4) < > (5) . Pour la première équiva­
lence, il suffit de factoriser un 5-morphisme par une immersion ouverte suivie d'un 
morphisme projectif et d'utiliser le fait que pour / projectif, } \ = f\ commute aux 
petites sommes. Pour la deuxième équivalence, il suffit de factoriser un S-morphisme 
par une immersion fermée suivie d'un morphisme lisse et de remarquer que lorsque / 
est lisse, f — Th(Qf)f* commute également aux petites sommes. 

Pour terminer, il suffit de montrer l'équivalence : (3) < > (5) . Elle découle faci­

lement du 2-triangle distingué de localité (voir la proposition 1.4.9). 

Définition 2.1.158. — Gardons les hypothèses du lemme précédent. Si les cinq condi­
tions équivalentes sont satisfaites, on dit H est parfait pour les petites sommes. 

Lemme 2.1.159. -— Soit H un 2-foncteur homotopique stable avec petites sommes et 
compactement engendré par la base. Alors H est parfait pour les petites sommes. 

Démonstration. — En effet, soit j une immersion ouverte. Le foncteur j * envoie objet 
compact sur objet compact. Il vient que sont adjoint à droite j * commute aux petites 
sommes puisque la catégorie H (Source (j)) est compactement engendrée. 

On termine les définitions avec les deux notions de séparé et semi-séparé : 

Définition 2.1.160. Soit H : Sch/S y'im un 2-foncteur homotopique stable. 

1- On dit que H est séparé si pour tout S-morphisme f : Y > X sur jectif le 
foncteur /* est conservatif. 

2- On dit H est semi-séparé si pour tout S-morphisme e : X' > X fini sur jectif 
et totalement inséparable le foncteur e* est conservatif. 

Remarque 2.1.161. — Soit X un S-schéma et i : Xrec\ > X l'immersion fermée 
de son sous-schéma réduit. L'axiome de localité appliqué à l'immersion / de complé­
mentaire l'ouvert 0, montre que le foncteur i* est conservatif. En écrivant le triangle 
de localité, on trouve même que i* est une équivalence. En particulier, lorsque S est 
un schéma d'égal caractéristique nulle, H est automatiquement semi-séparé. En effet, 
les morphismes finis surjectifs et totalement inséparables entre schémas d'égale carac­
téristique nulle deviennent des isomorphismes après passage aux schémas réduits. 

La proposition suivante donne un critère simple pour qu'un 2-foncteur homotopique 
stable soit séparé. 
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Proposition 2.1.162. Soit H : Sch/S > X*K ?in 2-foncteur homotopique stable 

sur une base noethérienne S. Supposons que les foncteurs /* sont conservatifs pour 

les S-morphismes f : X' > X tels que 
- X et X' des schémas intègres et f fini surjectif, 

f admet une factorisation : f = e o f0 avec fo un revêtement étale et e fini 
surjectif et totalement inséparable. 

Alors H est séparé. 

Démonstration. — En effet, soit h : Y > X un morphisme surjectif et montrons 
que /i* est conservatif en admettant l'hypothèse de l'énoncé. On raisonne par récur­
rence noethérienne sur X. Si U est un ouvert de X et Z le complémentaire, on forme 
le diagramme commutatif à carrés cartésiens : 

V —-—> Y <—-— T 

9 h l 

U j 
X 

i 
Z 

Si U est non vide, par la récurrence noethérienne. /* est conservatif. En utilisant 
l'axiome de localité, on voit que l'on peut remplacer X par n'importe quel ouvert 
non vide. En particulier on peut supposer X intègre. Quitte à prendre le normalisé 
du produit fibre par une extension totalement inséparable e : XQ > X on peut 
supposer que le lieu de lissité de la fibre générique de / est non vide. Il existe alors une 
section localement pour la topologie étale. Les détails sont laissés aux lecteurs. 

Proposition 2.1.163. — Soit H un 2-foncteur homotopique stable semi-séparé. Soit e : 

X' > X un S-morphisme fini surjectif et totalement inséparable. Le foncteur e* 
est une équivalence de catégories. 

Démonstration. - En effet, formons le carré cartésien : 

X' xx X' 
pr2 

X' 

pri e 

X' >X 

Comme e est totalement inséparable, les morphismes prl induisent des isomorphismes : 

(Parcel : (X' XX X')TQd > (X')red 

Pour montrer que e* est une équivalence de catégories, on montrera que les mor­
phismes d'adjonctions : 

1 > P.^P* et e*e* > 1 

sont inversibles. 
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Pour le morphisme d'unité, on utilise que le foncteur e* est conservatif par semi-
séparabilité. Il suffit donc de montrer que le morphisme : 

e* >e*(e*e*) 

est un 2-isomorphisme. Mais par le théorème de changement de base appliqué au 
morphisme fini e, on a les isomorphismes canoniques : 

(189) e*e*e* ~ pn+pr^e* ~ pri*pr^e* 

De plus modulo cette identification, le morphisme (189) est simplement le morphisme 

d'unité de (prl,pri*) : 

e* > (prlpru)e* 

Ce morphisme est un isomorphisme puisque pr\ est une équivalence étant donné que 

(prOred est un isomorphisme de schémas. 
Pour le morphisme de counité, on remarque que lorsqu'on applique le 1-morphisme 

e* à e*e* > 1 on obtient un 2-isomorphisme. En effet le 2-morphisme (provenant 
de la counité de l'adjonction^ C^e y (3* est un inverse a droite du 2-morphisme 
(provenant de l'unité de l'adjonction) 6* y e*e 6* Ce dernier est inversible 
puisqu'on a montré que l'unité est inversible. Il suffira donc de prouver que le foncteur 
e* est lui aussi conservatif. Sachant que e* est conservatif, il suffit de prouver que 
la composée e*e* est conservative. Mais par l'isomorphisme de changement de base 
e*e* — pr\*pr\. Le résultat découle alors du fait que pr* et pr^ sont des équivalences 
inverses l'une de l'autre, puisque (pri)red est un isomorphisme de schémas. 

Corollaire 2.1.164. — On suppose que H est semi-séparé. Soit e : X' > X un 
pseudo-revêtement étale i.e. un revêtement étale r suivit d'un morphisme fini surjectif 
et totalement inséparable eg. Les foncteurs e! et e* sont naturellement isomorphes. 

Démonstration. — On sait que r ! = r* étant donné que le faisceau Qr est nul. Il 
suffit de montrer que eio = ej. Par la proposition 2.1.163, on sait que eo* = eo\ est une 
équivalence. Il est bien connu que les adjoints à gauche et à droite d'une équivalence 
sont isomorphe entre eux. Il vient que l'adjoint à gauche e^ de eo* est isomorphe à 
l'adjoint à droite e 0 de eni. 

L'hypothèse de séparabilité sera souvent utilisée via le lemme : 

Lemme 2.1.165 

1- Soit H : Sch/s ><m un 2-foncteur homotopique stable Z(n\-linéaire et sé­

paré. Soit e X' >X un pseudo-revêtement étale de S-schémas de partie étale r 

de degré divisant n. En utilisant le corollaire 2.1.164, on définit un 2-morphisme par 
la composée : 

1 > e*e* e\é > 1 

Ce 2-morphisme est inversible. 
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2- Pour simplifier, on supposera que les catégories H( —) sont pseudo-abéliennes. 
On garde les hypothèse du 1. Supposons en plus que la partie étale r est galoisienne de 
groupe G. Le groupe G agit alors sur les 1-morphismes e*e* et e\ê et le projecteur : 

P = 
1 

\G 
geG 

9 

définit des facteurs directes F* C e*e* et F\ C e\ê. Les 2-morphismes évidents : 

1 > F* et F\ > 1 

sont inversibles. 

Démonstration 

1- Il suffit de prouver que cette transformation naturelle est inversible après appli­
cation du foncteur g* = g1 avec g : Y > X une pseudo-revêtement étale pseudo-
galoisien qui domine r : 

(190) g* > g*e*e* g*(\el > g" 

Considérons le carré cartésien : 

q 
Y' —-^X' 

e'\ e 

Y ^ X 

Le morphisme Y'/Y est alors la somme disjointe de d morphismes finis surjectifs tota­
lement inséparables (où d est le degré de la partie étale r de e). Ces morphismes finis 
surjectifs et totalement inséparables induisent même un isomorphisme après passage 
aux schémas réduits. 

Il est facile de voir que la composée de (190) est égale à : 

(191) 9" > < e ' V e(e V > g* 

On se ramène ainsi à traiter le cas où r est un revêtement trivial (i.e. somme de d 

copies) et eo = id. Il est facile de voir que dans ce cas, la composée est simplement la 
multiplication par le degré d. 

2- Le même raisonnement qu'on vient d'utiliser, nous ramène à prouver la conclu­

sion pour e la projection de UGx >x avec l'action évidente de G. C'est là un 

exercice facile. 

2.1.8. Résolution des singularités. — On termine nos préliminaires par un petit 

paragraphe concernant les questions de résolutions des singularités. 
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Définition 2.1.166. — Soit S un schéma noethérien. On dit que S admet la résolution 
des singularités par éclatements, si les deux conditions suivantes sont vérifiées : 

1. Pour tout S-schéma quasi-projectif X, il existe un éclatement m : X' >X 
avec X' un schéma régulier, 

2. Pour tout S-schéma régulier Y et tout sous-schéma Z C Y, il existe un écla­

tement e : Y' > Y de centre inclus dans le lieu de non régularité de Z tel 

que : 

- Y' est encore régulier, 

- Le diviseur exceptionnel E de e est un diviseur à croisements normaux, 
Le transformé pur Zf de Z est régulier, et coupe transversalement E. 

Remarque 2.1.167. — Lorsque le schéma S est lui même régulier, la première condition 
est conséquence de la seconde puisqu'un schéma quasi-projectif est un sous-schéma 
de P'g. 

Remarque 2.1.168. — La résolution des singularités est connue pour les bases S qui 
sont des schémas essentiellement de type fini sur un corps k de caractéristique zéro. 
C'est là, un théorème profond de la géométrie algébrique dû à Hironaka. La résolution 
des singularités est conjecturée sur des bases plus générales comme les corps finis et 
les anneaux de valuation discrète d'inégale caractéristique. 

Remarque 2.1.169. — On fera attention, qu'un corps k admettant la résolution des 
singularités, n'est pas forcément parfait. 

La résolution des singularités par éclatements étant toujours ouverte en caracté­
ristique positive, des techniques ont été développées pour la remplacer dans les ap­
plications. La technique de résolution des singularités par altération à la de Jong est 
sûrement la plus connue. Elle permet souvent de contourner la résolution des singu­
larités au prix de quelques hypothèses supplémentaires parmi ceux introduits dans le 
paragraphe précédent. 

Définition 2.1.170. — Soit X un schéma noethérien. Une altération est un morphisme 

projectif e : X' >X tel qu'il existe un ouvert Zariski dense U de X au-dessus 

duquel e est fini. 

Deux sortes d'altérations apparaissent dans les résultats de De Jong : 

- Une altération est dite génériquement étale si l'ouvert U peut être choisi de sorte 

que e|e-i(£/) : e~l(U) > U soit étale. 

- Une altération est dite génériquement pseudo-galoisienne, si l'ouvert U peut être 

choisit de sorte que e | e - i (^ ) : e~l(U) > U soit la composé d'un revêtement 

étale galoisien suivit d'une extension totalement inséparable. 
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Voici les résultats de désingularisation de De Jong qu'on aura à utiliser par la suite : 

Théorème 2.1.171 

1- Soit X un schéma de type fini sur un corps ou un anneau de valuation discrète. Il 

existe une altération génétiquement étale e : X' >X avec X' régulier. Il existe 

également une altération génériquement pseudo-galoisienne e' : X" >X avec 
X" régulier 

2- Soit X un schéma régulier de type fini sur un corps ou un anneau de valua­

tion. Soit Y C X un sous-schéma de X. Il existe une altération génériquement étale 

e : X' >X tel que e~1(Y) soit un diviseur à croisements normaux. Il existe 

également une altération génériquement pseudo-galoisienne e' : X" > X avec la 
m,ême propriété. 

Définition 2.1.172. — Soit S un schéma noethérien. On dit que S admet la résolution 
des singularités par altération lorsque : 

Tout S-schéma quasi-projectif X vérifie la conclusion de la première partie du 
théorème 2.1.171, 

- Tout S-schéma quasi-pro jectif et régulier X vérifie la conclusion de la seconde 
partie du théorème 2.1.171 

2.2. Engendrement de sous-catégories et de /-structures dans un 2-foncteur 
homotopique stable. 

Soit S un schéma noethérien admettant une famille ample de fibres en droites. On 
note (Sch/S) la catégorie des S-schémas quasi-projectifs (i.e. de type fini et admettant 
une immersion dans P(t^#) avec ^ un ^-module localement libre de rang fini). On 
se donne un 2-foncteur homotopique stable H : (Sch/5) > au sens de la 

définition 1.4.1. 
Dans cette section, on définit des sous-catégories C( — ) C H( — ) par engendrement et 

on étudie la question de la stabilité de C par les quatre opérations. Ensuite, on définit 
(sous certaines conditions) des t-structures sur les catégories H( — ) et on considère la 
question de la ^-exactitude des opérations. 

2.2.1. Définitions des sous-catégories engendrées et propriétés élé­

mentaires de stabilité. — Soit A un objet de H(5). Pour tout S-schéma 

/ : X > S , on pose : 
Ax = f*AeOb(H(X)) 

Ainsi pour tout morphisme g : Y > X de S-schémas, les 2-morphismes de 
connexions de H* fournissent un isomorphisme dans H ( y ) : 

AY >g*Ax 

Ceci justifie l'abus de notation quelquefois utilisé : A = Ax-
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Définition 2.2.1. — Supposons donnée une classe d'objets A c 0b(H(5)). Pour tout 

S-schéma X, on notera A{X) C Ob(H(X)) la classe formée des objets g^Ajj avec 
A G A et g : U > X un S-morphisme lisse. 

Remarque 2.2.2. — Lorsque A est un ensemble (et pas seulement une classe) d'objets, 
il existe un ensemble d'objets A(X)' contenu dans A(X) et essentiellement équivalent 
à A(X) i.e. tel que tout objet de A(X) soit isomorphe à un objet de A(X)'. En effet 
pour construire un tel A(X)' on choisit un ensemble L de ^-morphismes lisses de but 
X représentant les classes d'isomorphismes des ^-morphismes lisses de but X. Un tel 
ensemble L existe puisque les .S'-morphismes lisses de but X sont des morphismes de 
type fini donc paramétrés par un ensemble. Une fois l'ensemble L choisi, on prend 
pour A(X)f l'ensemble des objets de la forme f#A avec / dans L et A dans A. 

Dans la suite, une classe d'objets A C 0b(H(5)) sera fixée. 

Définition 2.2.3. — Soit X un S-schéma quasi-projectif : 

1- Avec les notations de la définition 2.1.6, on pose H S

A-
C t(x) ? = < A(x) >rctc 

H(X) avec ? G { 0 , —, + } . Les objets de H A

_ c t ( X ) seront appelés les objets strictement 
constructibles (ou A-strictement constructibles lorsque le contexte permet une confu­
sion). De même, les objets de H A

- c t ( X ) _ (resp. H A ~ c t ( X ) + y ) sont appelés négativement 
(resp. positivement) strictement constructibles. 

2- Avec les notations de la définition 2.1.10, on note H?(JQ ? = < A(X) >Ç*c 
H(X) avec ? G { 0 , —, + } . Les objets de H A ( X ) seront appelés les objets constructibles 
(ou A-constructibles lorsque le contexte permet une confusion). De même, les objets 
de H^(AT)_ (resp. H A

t ( X ) + y ) sont appelés négativement (resp. positivement) construc­
tibles. 

Dans la suite, on utilisera sans le préciser les lemmes 2.1.7 et 2.1.11. De même, le 
résultat facile suivant permettra de déduire des propriétés sur les objets constructibles 
de leurs analogues sur les positivement constructibles : 

Lemme 2.2.4. — Soit f : T > 7' un foncteur triangulé entre deux catégories tri­
angulées. Soit A C Ob(T) et A' C Ob(T /) deux classes d'objets. Considérons les 
assertions suivantes : 

1. / ( < A >s+ct) c < A' >s~ct, 

2. / ( < A >cñ c < A' >$_*, 
3. f(< A >s~ct) c < A 7 > s - c i , 
4. / ( < A >ct) c < A ; > c t . 

On a les implications suivantes : 

(1) — ( 2 ) 

(3) = > (4) 
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Démonstration. — L'implication (3) > (4) découle de A C / x(< A7 >s ct) c 

/ _ 1 ( < A7 >ct) et du fait que la sous-catégorie triangulée < A7 >ct est stable par 

facteurs directs. Les autres implications se démontrent de manière analogue. 

2.2.1.1. Stabilité par f# et f*. — On commence notre liste des propriétés élémen­
taires par le résultat facile suivant : 

Proposition 2.2.5. — Soient f : Y > X un morphisme de S-schémas quasi-

pro jectif s et ? G { 0 , + , —} 

1. Le l-morphisme f* •• H(X) >H(Y) envoie la sous-catégorie H r * ( x ) ? 

(resp. H%(X)7) dans H\-ct(Y)7 (resp. Hf(Y)?): 

2. Si f est lisse, le l-morphisme /# : H(y) >H(X) envoie la sous-catéqorie 

HA"rt(r)? (resp. H%(Y)?) dans H\~ct(Xh(resp.H%(Xh). 

Démonstration. — Le second point découle facilement de l'inclusion (à isomorphisme 
près) f#A(Y) C A ( X ) . Pour montrer le premier point, on vérifie qu'on a également 
f*A(X) C A(Y) à isomorphisme près. 

Soit A G A et g : U > X un S-morphisme lisse. Formons le carré cartésien : 

V —U 

QF 9 

4- f 4-
Y —-—> X 

Le 2-morphisme d'échange Ex% : g'#r > f*9# est un 2-isomorphisme. On dé­

duit que l'objet f*(g#Au) est isomorphe à g'^f'^Ajj et donc à g'^Ay G A ( F ) . 

On en déduit le corollaire : 

Corollaire 2.2.6. — Soient X un S-schéma quasi-projectif et A un objet de H ( X ) . Soit 
(Uk)k=i,...,r un recouvrement Zariski de X, et notons jk l'immersion de Uk dans X. 

Il y a équivalence entre les deux assertions suivantes : 

- L'objet A est dans HsA-ctpO+ (resp.Hf(X)+, HZ«(X), H%(X)), 

Pour tout k G {!,...,r\, Vobjet jZA est dans H\~ct(Xh(resp.H%(Xh). 
HsA-ct(U), HÎ(Uk)) 

Démonstration. — La première assertion implique la seconde par la proposition 2.2.5. 

On s'intéresse donc à l'implication réciproque. 

On suppose que j£ A est dans HsA-rt([/fc)+ (resp.HcAt([/fc)+, Hrct(U:), Hj(t/fc): pour 
tout k. Si / est une partie non vide de {1, . . . , r } , on notera U\ l'intersection des Uk 
pour k G I et ji l'inclusion de Ui dans X. Toujours par la proposition 2.2.5, l'objet 

j\A est dans HXct(Uj)+ (resp.Hc№)+, HsA-rt(tf/), H«(U,)) car pour / non vide et 
k G / , on a un isomorphisme HsA-ct(U), HÎ(Uk)) avec ji^k l'inclusion de U¡ dans Uk-
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Raisonnons par récurrence sur r. Lorsque r = 1 il y a rien à démontrer. Si r = 2, 
on utilise le triangle de Mayer-Vietoris : 

J12#3*2A ji#JtA®J2#JîA A- JL2#i*2^[+1] 

Le résultat découle alors de la proposition 2.2.5 et le fait que la catégorie H s

A - c t UO+ 
(resp.H?(X) + , H r c t ( X ) , Hf{X)) est suspendue. 

Enfin si r > 3, on se ramène au cas r — 1 en considérant le recouvrement 
(Vfc)fc=i,... ) r_i donné par Vk = Uk pour k < r — 2 et Vr-\ — Ur-i U Ur. Pour vérifier 
que ce recouvrement possède encore la propriété de l'énoncé, on applique le cas r = 2 
au recouvrement de Vr-\ par Ur-\ et Ur. 

Remarque 2.2.7. — Le corollaire 2.2.6 est faux en général pour les sous-catégories 
H A ~ c t ( — ) _ . En effet, l'argument utilisant le triangle de Mayer-Vietoris, ne s'applique 
plus puisque ces sous-catégories sont cosuspendues et non suspendues. 

2.2.1.2. Stabilité par i\ avec i une immersion. — Dans ce paragraphe, on établit le 
résultat suivant : 

Proposition 2.2.8. — Soit i : Z > Y une immersion localement fermée de S-
schémas quasi-projectif s. Le 1-morphisme i\ envoie la sous-catégorie H r « ( Z ) 4 

(resp.H%(Z) + . H A " c t ( Z ) , Hf(Z)) dans H S

A - C t ( n + (resPMf{Y)+, H S

A - C t (n> h%(Y)). 

Dans la suite on considérera uniquement le premier cas. On fera attention que les 
5-schémas Z et Y ne sont pas supposés réduits. La preuve de la proposition 2.2.8 
repose sur les quatre lemmes 2.2.9, 2.2.10, 2.2.11 et 2.2.13. Le premier de ces lemmes, 
traite un cas particulier : 

Lemme 2.2.9. — Soit A un objet de A. Pour toute immersion i : Z > Y de S-
schémas quasi-projectif s, l'objet i\Az de H ( y ) est dans H s

A " c t (U 

Démonstration. — On peut écrire i = b o i' avec b une immersion ouverte et i' une 
immersion fermée : 

Z —Y0 —^ Y 
On en déduit que i\ 2± b\i\ ~ b#i^. Etant donné que le 1-morphisme 6# envoie 
H r c t ( vb ) - dans H A - C t ( n il suffira de prouver que l'objet i'^Az est positivement 
strictement constructible. Pour cela, on utilise le triangle de localité 

j'#rAYo >AYo >ÏJ'*AYn •jl /MyJ+l] 

où j ' est l'immersion ouverte complémentaire à i'. Le lemme découle alors du fait que 

AY() et j#j*Ay0 sont positivement strictement constructibles. 

Le lecteur attentif a sûrement remarqué que la proposition 2.2.8 découle immédia­
tement de son cas particulier : i une immersion fermée. En effet, il suffit de considérer 
la factorisation i — b o i' introduite dans la preuve du lemme précédent. Ceci dit, il 
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est plus pratique de considérer l'énoncé 2.2.8 avec des immersions générales plutôt 
qu'avec des immersions fermées en vue du lemme suivant : 

Lemme 2.2.10. — Soient i : Z > Y une immersion de S-schémas quasi-pro jectif s 

et E un objet de H(Z) . Soit v :V C Z une immersion ouverte et t : T C Z le fermé 
complémentaire. Supposons que les objets (iov)\v*E et (iot)\t*E sont dans H^~ c t(Y)_|_. 
Alors il en est de même de Vobjet i\E. 

Démonstration. — Remarquons d'abord que (i o v)\ ~ i\v# et (i o t)\ ~ i\ o t*. En 
appliquant i\ au triangle distingué de localité : 

v#v*E > E > i*i*E > 

on voit que i\E est une extension de (i o v)\v*E par (i o t)\t*E. 

Le troisième lemme qu'on admettra provisoirement est un ingrédient géométrique : 

Lemme 2.2.11. — Soient i : Z >Y une immersion (avec Z non vide) et g : 

X > Z un morphisme lisse. Tout point générique r] de Z admet un voisinage 
ouvert V suffisamment petit tel que les données suivantes existent : 

- Une famille finie de morphismes lisses hk Rk > Y , 

- Des immersions ouvertes Rk Xy V > X Xz V de V-schémas formant un 
recouvrement de X Xz V pour la topologie de Zariski. 

Remarque 2.2.12. — Soient i : Z > Y une immersion et g : X > Z un Z-
schéma lisse. On dit que g provient d'un Y-schéma lisse, s'il existe un Y-schéma lisse 
h : R > Y est un isomorphisme R Xy Z ~ X. Ainsi le lemme ci-dessus dit 
simplement que pour tout Z-schéma lisse X et tout point générique n de Z, il existe 
un voisinage V de 77 dans Z et un recouvrement Zariski de X\y = X Xz V par des 
Y-schémas lisses qui proviennent de Y-schémas lisses (cette fois ci par produit fibre 
suivant T immersion de Y ) . 

Le dernier lemme est d'un intérêt indépendant du problème considéré : 

Lemme2.2.13. — Soit (Xk)k=i,...,r un recouvrement Zariski d'un S-schéma quasi-
pro jectif X. Pour l e { 1 , . . . , r } non vide, on note jj Timmersion ouverte de Hkei^k 
dans X. Tout objet E de H(X) appartient à la sous-catégorie suspendue : 

< {Ji#3ÏE\ I C {!,...,r} non vide} >s

+

 c t 

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur l'entier r. Lorsque r — 1, il n'y a 
rien à prouver. 

Supposons que r > 2. On définit un recouvrement à r — 1 ouverts (^fc)fc=l,...,r-l 
par : X'k = Xk pour k G { 1 , . . . , r - 2} et X'r_x = X r _ i UXr. Pour K C { 1 , . . . , r — 1} 
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non vide on note j ' K l'immersion de l'ouvert UkeKXf

k. L'hypothèse de récurrence nous 
dit que l'objet E est dans la sous-catégorie : 

<{JK#JKE; KC { l , . . . , r - l } non vide ^s — ct 

Pour prouver ce que l'on cherche, il suffit de montrer que les objets J'K#JKE sont 

dans : 

< {JI^JÎE; IC { ! , . . . , r} non vide •vS — et 

On distinguera deux cas : selon que K contient ou pas r — 1. Lorsque la partie K ne 
contient par r — 1, l'immersion j ' K est simplement JK- L'assertion est donc claire pour 
l'objet JK#JKE> Lorsque K contient r — 1, l'immersion j ' K est l'union des immersions 
JK et JK' avec K' — {K — {r — 1}) U {r} C { 1 , . . . , r } . Ainsi si L = K U {r}, on a un 
triangle de Mayer-Vietoris : 

h#JÎE > 3K#3*kE 0 JK>#3K'E > 3KE > 

D'où l'assertion dans le second cas. 

On utilisera le lemme 2.2.13 sous la forme du corollaire : 

Corollaire 2.2.14. — Soient i : Z >Y une immersion, g : X >Z un Z-

schéma lisse et A un objet de A. 

Soit (Xk)k=i,...,r un recouvrement Zariski de X. Pour I C { l , . . . , r } non vide, 
on note ji Vimmersion ouverte de Dkei^k dans X. Supposons que i*(g ° ji)#A est 
dans H A

_ c t ( F ) + pour toutes les parties non vides I de { 1 , . . . , r | . Alors i*g#Ax est 
également dans H A - C t ( y ) + -

Muni des quatre lemmes ci-dessus, il est facile de prouver la proposition 2.2.8. 
Supposons le 5-schéma Y fixé, et raisonnons par récurrence noethérienne sur sur 
l'adhérence de Z. Lorsque Z est vide il n'y a rien à démontrer. Sinon, on choisit un 
objet g#Ax de A ( F ) avec g : X > Z lisse et A e A et on essaye de montrer que 
i\g#Ax est positivement strictement constructible. 

Soit v : V > Z une immersion ouverte vérifiant la propriété du lemme 2.2.11 
(relativement au Z-schéma lisse g). Notons t : T C Z le fermé complémentaire à V. 

On sait par le lemme 2.2.10 qu'il suffit de montrer que les objets (v o i)\v*g#Ax et 
(toi)\t*g#Ax sont positivement strictement constructibles. C'est le cas pour le second 
objet par récurrence noethérienne et le fait que t*g#Ax est dans H s

v ~
c t ( T ) + . Il suffit 

donc de montrer que l'objet (v o i)\v*g#Ax est dans H A ~ c t ( y ) + . 

Par un argument de changement de base appliqué au carré cartésien : 

X xZV y X 

g' 9 

V—-—>z 
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On voit que v*g#Ax — g#Axxzv- Ceci nous ramène à supposer Z = V. En d'autres 
termes, on peut supposer qu'il existe un recouvrement Zariski (Xk)r=i...r de X par 
des ouverts Xk qui proviennent de y-schémas lisses. Remarquons que la propriété de 
provenir d'un y-schéma lisse est stable par passage à un ouvert Zariski. Il vient que 
pour l e { 1 , . . . , r} non vide, le Z-schéma lisse Xj = Hkei^k provient également d'un 
Y-schéma lisse. Ainsi par 2.2.14 on se ramène à montrer que i*g#Ax est positivement 
strictement constructible pour des Z-schémas X provenant d'un y-schéma lisse R. 
En d'autres ternies, il existe un carré cartésien : 

X —-—> В 

Я h 

z i Y 
avec h lisse. Dans cette situation on dispose d'un 2-isoniorphisme d'échange : 

Ехф^ : h#i\ > цдФ 

Il vient que i\g#Ax est isomorphe à h#i\AX- Par le lemme 2.2.9, on sait que i\Ax 
est dans H s

A ~ c t (#) + . De plus le foncteur / i # envoie H ^ c t ( i ? ) + dans Н 5

л " с 1 (У) + . Ceci 
montre que i*g#Ax est dans Нд _ с 1 : (У) + . La proposition 2.2.8 est prouvée. 

Comme application au résultat démontré, notons le corollaire suivant : 

Corollaire 2.2.15. — Soit X un S-schéma et ,/K un fibre vectoriel sur X. Alors l'équi­
valence de Thom : 

ТИ(ЛО : H(X) > H ( X ) 

envoie la sous-catégorie Hs-ct(X)+(resp.Hs-ct(X)+, Hs-ct(X), Hs-ct(X) dans elle 

même. 

Démonstration. — En effet Th(,/f") = p#s* où p est la projection de V ( ^ K ) et s la 
section nulle. 

On termine le paragraphe par une preuve du lemme 2.2.11. Soit rj un point géné­
rique de Z et y ^ ) le localisé pour la topologie de Zariski du schéma Y au point rj. 

L'existence de l'ouvert V vérifiant l'hypothèse de 2.2.11 découle via des arguments 
standards du lemme ci-dessus appliqué à S = Yj>;) et s = g : 

Lemme2.2.16. — Soit S un schéma local de point fermé s. On suppose donné un 

s-schéma lisse E. Il existe alors un recouvrement ouvert Ek de E et des S-schémas 

lisses Fk tel que {Fh)s~Ek. 

Démonstration. — Il suffit de démontrer que pour tout point fermé x de E, il existe 
un voisinage V de x dans E qui provient d'un S-schéma lisse. Pour cela, on choisit 
d'abord Vo C E un voisinage affine de x tel que l'idéal de définition du fermé x dans 
r(Vb, ^Vo) soit engendré par une suite régulière a.\ an (ceci est possible puisque 
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E est lisse sur s). Soit alors eo Vb > A? = Spec(fc(s)[r!,..., Tn\) le morphisme 

de s-schémas défini sur les anneaux de fonctions par l'association : T% ^ a^. Ce 
morphisme est étale au voisinage de x G Vb« Il existe alors un voisinage ouvert V C Vb 
de x tel le morphisme e : V > A™ obtenue en restreignant eo à V soit isomorphe 

à celui induit par le morphisme de fc(s)-algèbres : 

k(s)[Tu ...,Tn] > (k(s)[Tu ... ,Tn][T]/P\a.P,.Q) 

avec P et Q des polynômes en (T, 7\ , . . . , Tn), P ' la dérivée de P par rapport à 
la variable T et a le coefficient dominant de P = P ( T ) (z.e. de P vue comme un 
polynôme en T ) . 

Choisissons alors des relèvements P et Q de P et Q tel que les polynômes P(T) 
et P(T) considérés comme des polynômes de la variable T soient de même degré. On 
notera a le coefficient dominant de P — P(T). On prend alors pour relèvement de V 
le .S-schéma lisse Spec((^[T1)...,rn][r]/P)(a.p,.(5)). 

2.2.2. La constructibilité des quatre opérations. — Dans cette sous-section 
on considère uniquement les sous-catégories triangulées HA~ct( — ) et HA( — ) . Le but est 
de trouver des conditions suffisantes simples qui garantissent la A-constructibilité des 
quatre opérations i.e. que les quatre opérations transforment les objets constructibles 
en des objets constructibles. Notons qu'à ce stade, on a établit la constructibilité de 
/*, / # (avec / lisse) et de (avec i une immersion fermée). 

2.2.2.1. Constructibilité de f\. — Pour avoir la constructibilité des quatre opérations, 
il faudrait au moins la constructibilité des équivalences de Thom Th( —) ainsi que leurs 
inverses Thi ( - ) . Dans la sous-section précédente, on a vu que les équivalences de 
Thom Th(,/K) étaient constructibles pour un Qx -module localement libre de rang fini. 
Par contre, il est faux en général que l'équivalence Th_1 (,/K) conserve la sous-catégorie 
HsA"rt(X) (ou H-(X)) . 

Ainsi pour aller plus loin, il faut imposer des conditions sur l'ensemble A. Une 
condition qui résoud au moins le problème des 1-morphismes Th_1( —) est de supposer 
que A est stable par twist de Tate négatif : 

Définition 2.2.17. -— On dit que la classe A C H (S) est stable par twist de Tate 
négatifs si pour tout A G A il existe un objet B G A qui soit isomorphe à A( — l). On 

dira que A est quasi-stable par twist de Tate si pour tout A e A Vobjet A(—l) est 

strictement constructible^. 

(6)ll est pas utile de préciser le signe du twist dans ce cas puisque la quasi-stabilité par twist de Tate 
positif est automatique par le corollaire 2.2.15. 
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Remarque 2.2.18. — Si A C H (S) est une classe quelconque, on peut la rendre stable 
par twist de Tate en prenant la classe A' formée des objets de la forme A(—n) avec 
A G A et n G N (ou même dans Z) . Il est facile de montrer qu'on l'égalité H^7ct = 
H^~ c t( —) si et seulement si A est quasi-stable par twist de Tate. 

Lemme 2.2.19. — Supposons que A est quasi-stable par twist de Tate négatifs. Alors 
sous les hypothèses du corollaire 2.2.15, T équivalence de Thom : 

T h T 1 ^ ) : H(X) >H(X) 

envoie la sous-catégorie HS

A

 ct(X) (resp. HC

A(X)) dans elle-même. 

Démonstration. — On se ramène facilement à JV libre de rang n en utilisant le co­
rollaire 2.2.6. Mais dans ce cas, Th~1(^V) ~ (—n)[—2n\. Le résultat découle alors 
immédiatement de la stabilité de H^~ c t (X) et HA(X) par twist de Tate et du fait que 
les catégories H ^ " c t ( X ) et HA(X) sont cosuspendues. 

Le résultat important ci-dessous est un corollaire de 2.2.5, 2.2.8 et 2.2.19 : 

Corollaire 2.2.20. — Supposons que A est quasi-stable par twist de Tate négatifs. Soit 

f : Y > X un morphisme de S-schémas quasi-pro jectif s. Le 1-m.orphisme : 

h : H(Y) >H(X) 

envoie H s

A " c t ( r ) (resp. H<*(Y)) dans H 5

A - c t ( X ) (resp. H c

A

l (X)j . 

Démonstration. — En effet choisissons une factorisation : 

Y —L-^U 

X 

avec g lisse et i une immersion fermée. Il suffit alors de montrer la conclusion du 
corollaire pour i\ et pour g\. Mais i\ = i* et g\ = # # Th 1(Qg). 

Corollaire 2.2.21. — Gardons les hypothèses et notations du corollaire 2.2.20. Suppo­

sons en plus que f est projectif. Alors le l-morphisme : 

/ . : H(Y) >H(X) 

envoie H\-«(Y) (resp. H«(Y), dans H s

A - c t ( X ) (resp. H%(X)). 

Démonstration. — En effet pour / projectif, on a un 2-isomorphisme f\ — 

Dans le reste de cette section on tentera de se débarrasser de l'hypothèse « / 

projective » dans l'énoncé du corollaire précédent. 
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2.2.2.2. Classes génératrices des sous-catégories HA-Ct(") et Hf(-) Dans cette 

sous-section on introduit certaines classes d'objets de H (AT) engendrant la sous-
catégorie triangulée HA_ct(X) et/ou HA ( X ) . La première de ces classes est : 

Définition 2.2.22. — Soit X un S-schéma quasi-projectif. On appelle A*^proj(X) la 

classe d'objets de H ( X ) formée de ceux qui sont de la forme g*Ax'(n) avec g : 

X' > X un S-morphisme projectif et n G N un entier naturel. 

On a le résultat suivant : 

Lemme 2.2.23. — On suppose que A est quasi-stable par twist de Tate négatifs. Soit 

X un S-schéma quasi-projectif. La sous-catégorie HA~ct(X) (resp. HCA(X)) est la plus 
petite sous-catégorie triangulée (resp. triangulée et stable par facteurs directs) de H ( X ) 
contenant la classe d'objets A*iProj. En d'autres termes on a les égalités : 

HA'ct(X) = < A*,pn,j(X) >s~ct et H A P O — < A*,proj(AT) >ct 

Démonstration. — Par 2.2.4, appliqué au foncteur identité, on voit qu'il suffit de 
traiter le premier cas. On sait par le corollaire 2.2.21 que les objets de la forme : 
g*A(n) avec g : X' > X un .S-morphisme projectif, n G M et A G A sont dans 
HA-ctPO< 

Il s'agit donc de montrer qu'un objet de la forme h^Bjj avec h : U > X un 
5-morphisme lisse et B G A, est dans la sous-catégorie < A*iProj(X) >s~ct. Supposons 
donné un recouvrement Zariski (Uk)k=i,...,r de U. Pour I C { 1 , . . . , r } , on note comme 
d'habitude jj l'inclusion de l'ouvert PikeiUk dans U. Par le lemme 2.2.13, on voit qu'il 
suffit de montrer que les objets (h o jj)#Buj sont dans < A*jProj(X) >s~ct. Ainsi en 
prenant un recouvrement trivialisant du <^y-module localement libre Çlh on voit qu'il 
est suffisant de prouver que les objets de la forme h#Bu sont dans < A*^proj(X) >s_ct 
uniquement pour les h tel que Qh est libre. 

L'intérêt de cette réduction vient de la formule h#B — h\X\\(Vth)B = h\B(r)[2r] 
où r est le rang du ̂ y-module libre Qh- On se ramène en fin de compte à prouver 
que pour tout S'-morphisme lisse h : U > X , tout entier naturel n G N et tout 
objet B G A on a : 

h\Bu(n) G 0b(< A*,pr0j(X) >s~ct) 

Pour établir cette appartenance, on choisit une X-compactification j : U > X' 

avec X' projectif sur X. On forme le diagramme commutatif : 

U — ^ X' ^ — Y 

h 
\9 

f 
X 
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avec g projectif, j une immersion ouverte et i une immersion fermée complémentaire 
à j (en particulier / est projective). On a un triangle distingué de localité : 

j\Bu{n) >Bx>(n) >i*BY(n) ^•,St/(n)[+l] 

En lui appliquant le l-morphisme g* — g\, on obtient le triangle : 

h\Bu{n) > g*Bx>{n) > f*BY{n) > hiBu{n)[+ï\ 

Le résultat découle alors du fait que f et g sont tous les deux projectifs. 

Les autres classes d'objets de H(X) seront paramétrés par un sous-schéma fermée 
T C X : 

Définition 2.2.24. — Soient X un S-schéma quasi-projectif et T une partie fermée de 

X. On appelle A*iProyreg(X)T la classe d'objet de H(X) de la forme g*Ax>{n) avec 

X' > X un S-morphisme vérifiant : 

- g est projectif 

- X' est un schéma régulier connexe, 

- La partie g~l(T) C X' est soit X' tout entier, soit Vunion de diviseurs lisses à 

croisements normaux. 

A e A, n G N et g : 

On a clairement une inclusion de classes : A*iProj_reg(X)T C A*iPr0j. Notons que 
dans la définition précédente on adopte la convention que le sous-schéma vide est un 
diviseur lisse. En particulier A*^proj_reg(X)0 est simplement la classe des g*A(n) avec 
g projectif de source un schéma régulier; elle sera notée simplement A*iProj_reg(X). 
Remarquons également que A*fProj_reg(X)x = A*,proj-reg(X)0 = A*^proj_reg(X). Une 
autre conséquence de cette convention est que g*A(n) est dans A.*jProj_reg(X)T si 
l'image de g ne rencontre pas T (exemple si g est l'immersion d'un point fermé qui 
n'est pas sur T ) . 

Avant de prouver que les sous-catégories des objets A-constructibles de H(X) sont 
engendrées par les classes A*iProj-reg(X)T on introduit la notion de 5-dimension. La S-
dimension est utile lorsqu'on a besoin de faire une récurrence double : une noethérienne 
sur les fermées de S et une sur la dimension des fibres d'un S-schéma. 

Définition 2.2.25. — Soit S un schéma noethérien. On appelle D{S) Vensemble des 

couples (Z,d) avec Z une partie fermée de S et d une fonction de Vensemble des 

points génériques à valeurs dans NU { —oo}. L'ensemble D(S) sera muni de l'ordre 

lexicographique (Z,d) -< {Z',d') lorsque Z C Z' ou Z = Z' et d < d! (i.e. pour tout 
point générique n de Z on a d(rj) < df(r]) avec une inégalité stricte au moins une 

fois). 
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Etant donné un S-schéma quasi-projectif f : X > S on définit un élément 

ds(X) G D(S) en prenant le couple : 

(Image ( / ) , d(rj) = dirruAJ 

(avec la convention que la dimension du schéma vide est —oo). On appellera ds(X) 

la S-dimension du S-schéma X. 

On résume quelques propriétés de la fonction ds(-) dans le lemme : 

Lemme 2.2.26 

1- Soit X un S-schéma quasi-projectif et U un ouvert dense de X. Alors ds(X) = 

ds(U) etds(X -U) ^ds(X). 

2- Soit e : X' > X une altération de S-schémas quasi-projectif s tel que toute 
composante irréductible de X' domine une composante irréductible de X. Alors 

ds(X) = ds(X>). 

Démonstration. — Formons le diagramme suivant : 

u >X< Z 

9X f h 
S 

Puisque U est dense dans X l'image de U dans S sera dense dans l'image de X. Ceci 

prouve que : 

Image ( / ) = Image (g) = R 

D'autre part si rj est un point générique de R l'ouvert Uv est un ouvert dense du 
//-schéma quasi-projectif X7]. Ils ont donc la même dimension de Krull. 

Montrons que ds(Z) est strictement inférieur à ds(X). On a clairement : 

Image ( / ) C Image (h) 

Si l'inclusion est stricte il n'y a rien à démontrer. On suppose donc qu'il y a égalité et 
on note comme avant R la partie fermée ainsi définie. Soit n un point générique de R. 
Comme est dense dans X^ on voit que Z^ est de codimension partout non nulle 
dans Xjj. 

Pour démontrer le second point, on procède exactement de la même manière. 

Voici le résultat clef de ce paragraphe : 

Proposition 2.2.27. — On suppose que A est quasi-stable par twist de Tate. Soient X 

un S-schéma quasi-projectif et T C X une partie fermée de X : 

1- Supposons que le schéma S admet la résolution des singularités par éclatements. 

La sous-catégorie H A

_ c t ( A ) (resp. H A ( X ) y ) est la plus petite sous-catégorie triangulée 
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(resp. triangulée et stable par facteurs directes) contenant la classe A*iProyreg(X)T • 
En d'autres termes, on a les égalités : 

HA ct(X) —< A*^proj-reg(X)T >s ct et HA ( X ) = < A 
* ,proj-reg (X)T >CT 

2- Supposons que S admet la résolution des singularités par altérations. On sup­

pose également que H est Q-linéaire et séparé. La catégorie HA(X) est la plus petite 

sous-catégorie triangulée de H(X) stable par facteurs directes et contenant la classe 

A*iProj-reg(X)T- En d'autres termes, on a l'égalité ^A(X) —< A*,Proj-reg(X)T >CT-

Démonstration. — Soit X un S-schéma quasi-projectif et T C X un fermé. Notons 
provisoirement ̂ sp~l).reg{X')T> (resp. H^^^X)^ la sous-catégorie triangulée (resp. 

triangulée et stable par facteurs directes) engendrée par A*,proj_reg(X)T. Par 2.2.21 
on a les inclusions : 

HSprolreg(X)T C HA Ct(A) et Hproj-reg(X)T C HA ( X ) 

Pour prouver la proposition, il s'agit de montrer qu'on a des inclusions inverses dans 
les cas suivants : 

1. HA ct(A) C H* ct_req(X)7 sous l'hypothèse de 1, 

2. H « ( X ) C Y\«roj_reg(X)T sous l'hypothèse de 2. 

En utilisant le lemme 2.2.23, on se ramène à prouver les inclusions : 

1. k*iProj(X) C Hs ct (X)T sous l'hypothèse de 1, 
2. A*ìPr0j(X) C Mptroj_reg(X)T sous Thypothèse de 2. 

Avant de se lancer dans la preuve de ces inclusions notons que pour tout S-morphisme 

projectif / : X' > X le foncteur /* envoie la catégorie ^sp~l).reg{X')T> (resp. 

^roj.reg(X')T') dans H;-«_reg(X)T (resp. H%OJ_reg(X)T) où T' est le fermé / _ 1 ( U -
En effet il suffit de remarquer que pour tout objet g*Ax"(n) G A*,proj_reg(Xf)T' avec 

g : X" > X' vérifiant les conditions de 2.2.24. l'objet (f o g)*AX" est également 
dans A*̂ pr0j.regiyX̂ np. 

En particulier, pour montrer qu'un objet de la forme f*Axf(n) avec / : 

X' > X projectif, A e A et n G N, est dans la catégorie Hp0cj_re^(A)T 

(resp. ^roj.regiX)^ il suffira de montrer que l'objet Ax>{n) est dans №p~o)-reg{X')T> 
(resp. Y\Qprorreg(X')T')- En remarquant que ces catégories sont stables par twist de 
Tate positif on se ramène en fin de compte à prouver les appartenances : 

1. Ax G Ob (^5proj-reg(X)T) sous l'hypothèse de 1, 

2. Ax e Ob Hct • (X)T) 
v proj-reg\ /1 l 

sous les hypothèse de 2. 

pour tout A G A et T C X des S-schémas quasi-projectif s. On raisonne par induction 
sur la S-dimension de X : ds{X) G D(S). Le plus petit élément de D(S) est le couple 
(0 , — oo) qui est atteint par ds uniquement lorsque le S-schéma est vide. Il n'y a rien 
à prouver dans ce cas. 
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Fixons donc X un S-schéma et un fermé T C X. On suppose que Ay est dans 
U7rolre9(Y)z (resp. Wp\OJ_reg{Y)z) pour tout S-schéma Y avec ds(Y) -< ds(X) (la 
partie fermée Z C Y étant quelconque). On montrera que lorsque S admet la réso­
lution des singularités par éclatements (resp. altérations, avec en plus les hypothèses 

de 2 sur H ) que Ax est dans K~rolre9(X)T (resp. Hfr0J.reg(X)T). 

Soit e : X y X un S-morphisme projectif tel que : 

- Le schéma X est régulier et toute composante irréductible domine une unique 

composante irréductible de X , 

- Il existe un ouvert dense U dans X tel que le morphisme f~l{U) > U soit 

un isomorphisme (resp. un revêtement étale), 
- La restriction de f~l{T) à toute composante irréductible est soit la composante 

toute entière, soit un diviseur à croisements normaux. 
L'existence d'un tel e découle de l'hypothèse de désingularisation par éclatements 
(resp. par altérations). Formons alors le diagramme commutatif suivant à carrés car­
tésiens : 

Ü —]—+X^— E 

u\ \e \v 

•4- n >K G 
U—^Xi-^Z 

avec s l'immersion du fermé complémentaire à U. On a un triangle distingué de 

localité : 

j\Au > Ax > s*Az y 

Puisque ds(Z) -< ds(X), l'objet Az e Ob(H(Z)) est dans H r̂ocj_re (̂Z)ZnT (resp. 

^Cpro3-reg(Z)ZC\T) par l'hypothèse de récurrence. On en déduit que s*Az est dans 

Hsp~^_reg(X)T (resp. H^roj_re^(X)T). Il suffit donc de montrer que j\Av est dans 

KroUa(X)T (resp. H%OJ_reg(X)T). 

Remarquons d'abord que j\Ajj est isomorphe à (resp. est facteur direct de) e*j\Ajy-
Pour voir cela, on utilise l'isomorphisme e* ^ e\ (e étant projectif) et l'isomorphisme 
de connexion e\j\ — j\U\. On se ramène ainsi à prouver que Ajj est isomorphe à (resp. 
est facteur direct de ) mAjj. Ceci est clair pour le premier cas étant donné que u 
est un isomorphisme. Pour le cas respectif, i.e. lorsque u est un revêtement étale, on 
considère la composée : 

Au y u*u* Au < u\u'Au > Au 

Par 2.1.165, cette composée est inversible lorsque H est Q-linéaire et séparé. Ceci 

montre qu'effectivement Au est facteur direct de mu'Au ~ u\Afj. 

A ce stade, il suffira de prouver que j\A est dans la sous-catégorie Hsp~^_reg(X)E-ICR) -

On utilise pour cela le triangle distingué de localité : 

jlAù y Ax y s*AE y 
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L'ouvert U est clairement dense dans X puisque les composantes irréductibles de X 

dominent des composantes irréductibles de X. Il vient que ds{E) -< ds(X) — ds(X). 

On peut alors appliquer l'hypothèse de récurrence à E pour déduire que AE est 

dans H5

P~OJ-reg(
E)e-HT)nE- Ceci prouve que s*AE est dans H ^ _ ^ ( X ) e - i ( T ) . On se 

ramène en fin de compte à prouver que Ax est dans ï~\s

p~^_reg(X)E-I^Ty Mais ceci est 

clair puisque X est somme disjointe de schémas réguliers et et e~l{T) est somme de 

composantes irréductibles et de diviseurs à croisements normaux. La proposition est 

ainsi démontrée. 

2.2.2.3. Constructibilité de /* et f. — Dans ce paragraphe on étudie la construc-
tibilité des opérations /* et f pour / un 5-morphisme quasi-projectif quelconque. 
Malheureusement si on travaille sur une base S qui n'est pas un corps, la stabilité de 
A par twist de Tate négatif, ne suffit pas pour prouver la constructibilité de /* ou J!. 
On introduit alors la condition suivante : 

Définition 2.2.28. — On dit que la classe d'objets A C H (S) est quasi-pure si pour 

toute S-immersion fermée i : Y > X avec Y et X réguliers et tout objet A dans 
A l'objet vAx est dans H^" c t (F ) . 

La définition précédente paraît artificielle. Le point est que pour S le spectre d'un 
corps parfait, la condition de quasi-pureté est équivalente à celle de quasi-stabilité par 
twist de Tate : 

Lemme 2.2.29. — Si S est le spectre d'un corps parfait k, les deux conditions suivantes 
sont équivalentes : 

1. A est quasi-stable par twist de Tate négatifs, 
2. A est quasi-pure. 

Démonstration. — Si A est quasi-pure elle est quasi-stable par twist de Tate au vu 
de la formule ( —1)[—2] = slp* avec p : A[. > k la projection de la droite affine et 

s la section nulle. 

Réciproquement, supposons que A est quasi-stable par twist de Tate. Soit i : 

Y > X une ^-immersion fermée entre schémas réguliers. Comme k est par­

fait, les /c-schémas Y et X sont lisses. Il vient d'après l'isomorphisme de pureté que 

v Ax — Th _ 1\jYi)Ay avec jVi le fibre normal de l'immersion i. On conclut alors à 

l'aide du lemme 2.2.19. 

Dans ce paragraphe, la classe A sera supposée quasi-pure. Voici le lemme clef : 

Lemme 2.2.30. — On suppose que S admet la résolution des singularités par écla­

tements (resp. par altérations). Dans le cas respectif, on suppose en plus que H est 

Q-linéaire et séparé. 

Soit i : Z >Y une immersion fermée de S-schéma quasi-pro jectif s. Le 1-
morphisme v envoie H s

A - c t ( Y ) (resp. Hf{Y)) dans H ^ Z ) (resp. Hf{Z)). 
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Démonstration. — En appliquant la proposition 2.2.27 à F et son fermé Z on voit 
qu'il suffit de prouver que vK est dans H^~ c t (Z) pour tout objet K de la forme 
g^Ay(n) avec : 

- g : Y' > Y un 5-morphisme projectif de source un schéma régulier irréduc­
tible, 

- Z' = g~x{Z) soit égal à Y' tout entier soit un diviseur à croisements normaux 
dans Y', 

- A G A et n e N. 
On forme pour cela le carré cartésien : 

Z' i' Y' 

g'\ \9 

Z—^Y 

On a un 2-isomorphisme de changement de base : i'9* >9*i ' Par le corol­

laire 2.2.21, il suffit alors de prouver que if] envoie l'objet Ay{n) dans H^~ c t (Z / ) . 
C'est effectivement le cas lorsque Z' = Y'. On supposera donc dans la suite que Z' 

est un diviseur à croisements normaux. 
On écrit Z' — U™=1Dk avec Dk les composantes irréductibles de Z'. On considère 

alors les schémas réguliers Dj — PikeiDk pour / C { l , . . . , m } non vide ainsi que 

les immersions ij : Dr > Z' . Par le lemme 2.2.31 ci-dessous, pour montrer que 

vAy>(n) est dans Hs

A~
ct(Z/) il suffira de montrer que les ii\i\vAy{n) y sont. Par la 

proposition 2.2.8, on se ramène à prouver que les objets (i o i j ) ! Ay/(n) sont dans 
H^~ c t (D/) . Ceci découle immédiatement de la quasi-pureté et du fait que les schémas 
Dj sont réguliers. 

Lemme 2.2.31. — Soit Y un S-schéma quasi-pro jectif recouvert par des sous-schémas 
fermés (Yk)k=i,dotSlr- Pour I C { 1 , . . . , r } une partie non vide , on note Y} = HkeiYi 

et ij : Yi > Y l'immersion fermée évidente. Tout objet E de H (F ) appartient à 

la sous-catégorie suspendue : 

< {inïjE; I C { 1 , . . . , r} non vide } >^ c t 

Démonstration. — Ce lemme peut-être considéré comme l'analogue pour les immer­
sions fermées du lemme 2.2.13. Cette analogie s'étend même aux démonstrations. En 
effet, on obtient une preuve du lemme en calquant la preuve de 2.2.13 et en remplaçant 
le triangle de Mayer-Vietoris par un triangle de Mayer-Vietoris pour les immersions 
fermées : 

(¿12)̂ 12 > ivA'i © ¿21̂ 2 y 1 > 

avec il : Y1 y Y et i2 : Y2 > Y deux immersions fermées recouvrant Y et 
¿12 l'immersion fermée de l'intersection. 
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À l'aide de la proposition 2.2.8 et du lemme 2.2.30, on déduit : 

Corollaire 2.2.32. — Supposons que S admet la résolution des singularités par écla­

tements (resp. par altérations). Dans le premier cas, on suppose en plus que H est 

Q-linéaire et séparé. 

Soit j : U > X une immersion ouverte entre S-schémas quasi-projectif s. Le 
foncteur j * envoie U\-C\U) (resp. Hf(U)) dans HsA~ct(X) (resp. Y\f{X)). 

Démonstration. — En effet considérons le 2-triangle distingué de localité : 

ijj\ >j\ > j * > 

Le résultat découle du fait que j \ , i* et r envoient H5A-ctR (resp. H £ ( - ) ) dans 

H r c t R (resp. H 2 ( - ) ) . 

Il est maintenant aisé de déduire le résultat : 

Proposition 2.2.33. — Supposons que S admet la résolution des singularités par écla­

tements (resp. par altérations). Dans le cas respectif, on suppose en plus que H est 
Q-linéaire et séparé. 

Soit f : X > Y un morphisme de k-schémas. Alors /* envoie Hrct0r {resn. 
W\\X)) dans HsA~ct(F) (resp. H%(Y)). De même f- envoie HA ct(Y) (resp. HA(Y)) 
dans HsA~ct(X) (resp. H%(X)). 

Démonstration. — Pour /*, il suffit de factoriser / par une immersion ouverte suivie 
d'un morphisme projectif. Pour f on factorise / par une immersion fermée suivie 
d'un morphisme lisse. 

2.2.2.4- Résumé des résultats. — Pour la commodité du lecteur, on résume les ré­
sultats obtenus dans cette section dans le théorème de constructibilité des quatre 
opérations : 

Scholie 2.2.34 

A- Sans hypothèses sur la classe d'objets A on a : 

Soit f : Y > X un morphisme de S-schémas quasi-projectif s. Le 1 

morphisme /* envoie HsA"ct(X) (resp. H%{X)) dans HsA"ct(F) (resp. HA(Y)). 

- Soit f : Y >X un morphisme lisse de S-schémas quasi-projectif s. Le 1 

morphisme f# envoie H5Act(Y) (resp. H%(Y)) dans HsA~ct(X) (resp. H%(X)). 

- Soit i : Z > Y une immersion fermée de S-schémas quasi-projectif s. Le 

1-morphisme 2* envoie H5Act{Z) (resp. Uf{Z) ) dans HSAC\Y) (resp. HA(y ) ) . 

B- On suppose que la classe d'objets A est quasi-stable par twist de Tate. Soit 

f : Y >X un morphisme de S-schémas quasi-projectif s. Le 1-morphisme f\ 

envoie HsA"ct(^) (resp. Hf{Y)) dans HsA~ct(̂ 0 (resp. Hf{X)). 

C- On suppose que la classe d'objets A est quasi-pure (c'est le cas par exemple 

lorsque S est le spectre d'un corps parfait et A comme dans le point B i.e. stable par 
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twist de Tate négatifs). Soit f : Y >X un morphisme entre S-schémas quasi-
projectifs. On a : 

1. On suppose que la base S admet la résolution des singularités par éclatements 
(voir la définition 2.1.166). Alors : 

- Le l-morphisme f' envoie H s

A~ c tpO (resp. Hf(X)) dans H s

A " c t (F) (resp. 
н?(У )Л 

- Le l-morphisme /* envoie H A

_ c t ( y ) (resp. H%(Y)) dans H s

A " c t (X) (resp. 
Hf(X)). 

2. On suppose que la base S admet la résolution des singularités par altérations 

(voir la définition 2.1.172) et que le 2-foncteur homotopique stable H est Q-
linéaire et séparé (voir les définitions 2.1.153 et 2.1.160). Alors : 

- Le l-morphisme f- envoie HA(X) dans HA(Y), 
- Le l-morphisme f* envoie H A ( Y ) dans HA(X). 

Remarque 2.2.35. — Le lecteur peut remarquer que dans le théorème précédent toutes 
les assertions admettent deux versions, une stricte et l'autre non stricte, sauf le der­
nière. Il ne s'agit pas d'un oubli. En effet, cette différence vient de la proposition 2.2.27 

et du fait qu'on ne sait pas prouver que %roj-reg(X) = H A ^ P O en utilisant unique­

ment des résolutions par altérations. 

Notons le corollaire : 

Corollaire 2.2.36 

1- Sous les hypothèses de (Cl) du théorème précédent, il existe une unique struc­

ture de foncteur croisé sur les H . - « ( - ) et lesHZ(-) faisant des inclusions H A

 c ( —) C 

H c

A

l ( - ) c H ( - une suite de morphismes de foncteurs croisés. 

2- Sous les hypothèses de (C.2) du théorème précédent, il existe une unique struc­
ture de foncteur croisé sur les H A (—) faisant des inclusions H A ( —) C H(—) un mor­
phisme de foncteurs croisés. 

2.2.2.5. Le cas où H est compactement engendré par sa base. — On termine notre 
étude de la constructibilité des quatre opérations par quelques compléments dans le 
cas où H est compactement engendré par la base (voir la définition 2.1.155). Plus 
précisément, on supposera que : 

- Pour tout S-morphisme / le foncteur /* envoie un objet compact sur un objet 
compact, 

- A est un ensemble d'objets compacts, 
- Les classes A(X) engendre la catégorie triangulée avec petites sommes H(X). 

Par la proposition 2.1.24 et la remarque 2.1.156, la catégorie HA(X) est simplement 
la catégorie des objets compacts de H(X) . En utilisant ce fait il est aisé de prouver les 
théorèmes de constructibilités « élémentaires » à savoir ceux des foncteurs f\. En effet 
on sait par le lemme 2.1.159 que H est parfait pour les petites sommes au sens de la 
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définition 2.1.158. En particulier, le foncteur f\ admet un adjoint à droite f qui com­
mute aux petites sommes. On conclut en appliquant le lemme 2.1.28. Réciproquement, 
par simple traduction de la scholie 2.2.34, on obtient : 

Théorème 2.237. — On suppose que Tune des deux conditions suivantes est vérifiée : 

- S admet la résolution des singularités par éclatements, 

- S admet la résolution des singularités par altérations et H est Q-linéaire et sé­
paré. 

Si A est quasi-pure alors les quatre opérations envoient un objet compact sur un objet 
compact. 

2.2.3. Définition des t-structures engendrées et propriétés élémentaires de 
t-exactitude. — On fixe un schéma de base noethérien S. Soit H : Sch/S > T9i 

un 2-foncteur homotopique stable. On se donne un ensemble d'objets <éi dans H (S). 
Sous certaines hypothèses techniques, on va associer à l'ensemble ^ une t-structure 
sur chacune des catégories triangulées H (AT). Ces t-structures ont été introduites pour 
la première fois par F. Morel [Mor02] dans le cas de S H avec F le singleton formé 
du spectre de la sphère. On appellera ces ^-structures, les t-structures engendrées par 
^ (ou engendrées tout court lorsqu'il y a pas de confusion). 

On notera comme d'habitude Ax l'objet f*A de H (AT) pour tout S-schéma quasi-
projectif / : X > S et A e Ob(H(S)). Les hypothèses sur H et <S dont on aura 
besoin pour définir nos ^-structures sont : 

Hypothèse 2.2.38. — On supposera dans la suite que le 2-foncteur homotopique stable 
H admet les petites sommes et que les objets Ax sont compacts pour tout A e ^ . 

Définition 2.2.39. — Pour tout S-schéma quasi-projectif f : X > S on notera 
&#(X) la classe d'objets de H ( A ) définie par : 

&#(X) = {g#(AY(n)[?i}); avec g : Y —• X un S-morphisme lisse et n G Z } 

Lemme2.2.40. — Sous l'hypothèse 2.2.38, les objets de^#(X) sont compacts. Déplus 

la classe &#(X) est essentiellement équivalente à un ensemble d'objets de H ( A ) . 

Démonstration. — La compacité des objets de &#(X) découle du fait que les 1-
morphismes g# admettent des adjoints à droite commutant aux petites sommes. 

Définition 2.2.41 

1- La t-structure sur H ( A ) engendrée par l'ensemble d'objets compacts 

est appelée la ^-structure engendrée (par ̂  si confusion est possible) sur H ( A ) . On 

notera H>o(A) la sous-catégorie pleine des objets positifs (qu'on appellera t-positif) et 

H<o(A) celle des objets strictement négatifs (qu'on appellera strictement t-négatifs). 

Le coeur H>o(A) fi H<o(A) de cette t-structure sera noté HE(A). 
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2- Les troncations par rapport à cette t-structure seront notées h> et h<. Ainsi 

pour tout objet E de Y\{X) on a un triangle distingué : 

h>0{E) > E > h<-!(E) > 

On notera finalement hi(E) = (h<z o h>i(E))[—i] € Ob(HE(X)). On appellera hi(E) 

le i-ème objet d'homologie de E. 

Notre but est d'étudier la ^-exactitude des quatre opérations /*, /*, /; et f. Dans 
cette sous-section on considère uniquement les propriétés de ^-exactitude élémentaires. 
Des résultats plus élaborés seront obtenus dans la sous-section 2.2.5. 

2.2.3.1. Traduction des propositions 2.2.5 et 2.2.8 en termes de t-positivité et consé­
quences. — Dans ce paragraphe, on commence par interpréter les résultats de positive 
constructibilité obtenus au numéro 2.2.1 en termes de t-positivité. Le lien vient de la 
remarque triviale suivante : 

Remarque 2.2.42. — Notons A la classe des objets de H (S) qui sont de la forme 
A(n)[n] avec A G ^ et n G Z. Pour tout S-schéma quasi-projectif on a avec la 
notation de la définition 2.2.1 : Л(Х) = & (X) 

Par la proposition 2.1.70, on sait que : 

Lemme 2.2.43. — Pour tout S-schéma X on a H > 0 ( X ) = « <g#{X) »+ = « 

A ( X ) » + . 

Ainsi, un foncteur qui commute aux petites sommes est t-positif s'il envoie les 
objets A-positivement constructibles sur des objets A-positivement constructibles. 

Proposition 2.2.44. — Soit f : Y > X un morphisme de S-schémas quasi-
pro jectif s. On a : 

1. Le l-morphisme f* : H(X) >H(y) estt-positif 

2. Si f est lisse le l-morphisme f# : H ( y ) > est t-positif. 

Démonstration. — Il s'agit de montrer que /* envoie la catégorie A ( X ) dans 
<C A ( Y ) ^ > + . Comme /* commute aux petites sommes, il suffirait de montrer que /* 
envoie < A(X) > F dans < A(Y) > F . Ceci est vrai par 2.2.5. 

De même, si / est lisse, le l-morphisme / # commute aux petites sommes ce qui nous 
ramène à montrer que f# envoie < A ( y ) dans < A(X) > + . Ceci est également 
vrai par 2.2.5. 

On aurait pu donner une preuve directe de la proposition ci-dessus sans se référer 
à 2.2.5. On aurait ainsi montré deux fois la même chose en remplaçant simplement 
A par , ce qui ne pas coûte trop cher, étant donné que la preuve tient en quelques 
lignes. Ceci n'est pas le cas pour les 1-morphismes zi, avec i une immersion, dont la 
preuve correspondante est bien plus longue. 
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Proposition 2.2.45. — Soit i : Z > Y une immersion (pas forcément fermée ou 
ouverte) de S-schémas quasi-projectif s. Le foncteur i\ est t-positif. 

Démonstration. — En effet, le foncteur i\ commute aux petites sommes puisqu'il 
admet un adjoint à droite v. Cela revient donc à montrer que i\ envoie la sous-catégorie 
< A(Z) dans < A ( F ) > ^ . Ceci a été démontré dans le lemme 2.2.8. 

On déduit par adjonction, les propriétés de t-négativité suivantes : 

Proposition 2.2.46. — Soit f : Y > X un morphisme de S-schémas quasi-
pro jectif s. On a : 

1. Le l-morphisme U : H ( Y ) >H(X) est t-négatif 

2. Si f est lisse le l-morphisme f : H(X) >H(Y) est t-négatif. 

Démonstration. — Le l-morphisme /* est t-négatif puisqu'il admet un adjoint à 
gauche /* qui est t-positif. De même pour le l-morphisme /* avec / lisse. 

En combinant 2.2.44 et 2.2.45 avec 2.2.46 on obtient des résultats de t-exactitudes : 

Corollaire 2.2.47 
1- Soit f : Y >X un morphisme lisse de S-schémas quasi-projectif s . Le 

l-morphisme /* est t-exact. 

2- Soit i : Z > Y une immersion fermée de S-schémas quasi-pro jectif s. Le 
l-morphisme est t-exact. 

Remarque 2.2.48. — Soit X un S-schéma et notons zred • X r e d > X la nil-
immersion fermée évidente. Le foncteur (z r ed)* est alors une équivalence de catégorie 
t-exacte. On en déduit qu'il en est de même de son inverse LE. le foncteur (z r ed)* e s t 
également t-exact. 

Notons également : 

Proposition 2.2.49. — Soit i : Z > Y une immersion de S-schémas quasi-

projectifs. Le l-morphisme r est t-négatif. 

Démonstration. — On utilise l'adjonction (i,i') et le fait que i\ est t-positif. 

On termine le paragraphe par deux résultats concernant le passage du local au 
global. Une application aux équivalences de Thom est donnée : 

Corollaire 2.2.50. — Soit (ui : Ul > X )i un recouvrement Nisnévich d'un S-

schéma X. Pour qu'un objet A de H(X) soit t-positif (resp. t-négatif) il faut et il 

suffit que pour tout i l'objet u\A de H(L^) soit t-positif (resp. t-négatif). 

Démonstration. — En effet la famille de foncteurs est conservative et pour tout i 
le foncteur iz* est t-exact. On conclut à l'aide du lemme 2.1.76. 
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Corollaire 2.2.51. — Soit X un S-schéma et jfâ un ûx-module localement libre de 
dimension constante n. L'équivalence Th(./#)[—n] estt-exacte. De même l'équivalence 
Jh~1(^)[n\ estt-exacte. 

Démonstration. — Soit ut : Ui > X un recouvrement Zariski trivialisant J£. 

Soit A un objet ^-positif (resp. t-négatif) de H ( A ) . Il faut montrer que les objets 

Th(^)A[—n] et Th~1(^)A[n] sont ^-positifs (resp. ̂ -négatifs). Par le corollaire 2.2.50 

il suffit de montrer que pour tout z, c'est le cas pour les objets 

< T h ( ^ ) A [ - n ] ~ Th(0iï.)A[-n] ~ A(n)[n] 

et 

u*Th-\^)A[n] ~ Th'1^)A[n] ~ A{-n)[-n) 

On s'est donc ramené à montrer que pour tout entier n G Z, le foncteur ( — )(n)[n] 
est t-exact. Ce foncteur commute clairement aux petites sommes. De plus il garde 
stable l'ensemble £f#(A). D'où la t-positivité de ( — )(n)[n\. D'autre part, ce foncteur 
admet un adjoint à gauche à savoir (—)(—n)[—n] qui est aussi t-positif. On déduit que 
( —)[n](n) est également £-négatif. 

Lemme 2.2.52. — Soit X un S-schéma. Soit i : Y > X une immersion fermée 

et j : U > X l'immersion ouverte complémentaire. Soit A un objet de H (X) . Les 

deux assertions suivantes : 

1. A est dans H > 0 ( A ) 7 

2. i*A est dans H > 0 ( F ) et j*A est dans H>o(U). 

sont équivalentes. 

Démonstration. — Il s'agit de montrer que la seconde assertion implique la première. 
On prend donc un objet A de H ( A ) tel que i*A et j * A soient ^-positifs et on montre 
que A est aussi t-positif. Pour cela, on considère le triangle distingué : 

(192) h>0(A) > A > h<0(A) > 

En appliquant j * , on obtient : 

j*h>0(A) • j*A > j*h<0{A) • 

Puisque j * est t-exact, on voit que j*h<o(A) est forcément nul. En particulier, il est 

concentré sur Y i.e. le morphisme d'adjonction : 

h<0(A) >i*i*h<0(A) 

est un isomorphisme. Pour montrer que h<o(A) est nul, il suffirait de montrer qu'il est 
t-positif. Ainsi par 2.2.45, il suffit de montrer que i*h<0(A) est ^-positif. On applique 
alors au triangle (192) : 

i*h>0(A) > i*A > i*h<0{A) > 
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Comme z* est t-positif, l'objet i*h>o(A) est t-positif. Par hypothèse, on sait que 2*A 
est t-positif. Il vient que i*h<o(A) est positif puisque la sous-catégorie H > 0 ( F ) est 
suspendue. 

2.2.3.2. Les propriétés de t-exactitude des opérations f\ et f. — Dans ce paragraphe 
on donne une borne inférieure pour la dimension (homologique) des foncteurs f\. Pour 
que notre preuve fonctionne, on doit imposer une restriction à H. Ainsi, on supposera 
que H est semi-séparé (voir la définition 2.1.160). Rappelons que lorsque S est d'égale 
caractéristique nulle, H est automatiquement semi-séparé (voir la remarque 2.1.161). 
On aura besoin d'un lemme géométrique : 

Lemme 2.2.53. — Soit X un schéma réduit et noethérien. On suppose donné un mor­

phisme e : X' > X fini surjectif et totalement inséparable avec X' également 

réduit, ainsi qu'un X'-schéma lisse V. Quitte à remplacer X par un de ses ouverts 
denses (et X' et V par les images inverses de l'ouvert en question), on peut supposer 

que les données suivantes existent : 

- Un morphisme fini surjectif totalement inséparable ef : X" > X' , 
- Un X-schéma lisse U, 

- Un X"-morphisme : V xx> X" > U xx X" fini surjectif et totalement in­
séparable. 

Démonstration. — La liberté de pouvoir remplacer X par un de ses ouverts denses, 
nous ramène immédiatement au cas où X est somme disjointe de schémas intègres. 
En traitant chaque composante connexe à part, on peut même supposer X intègre. 

Lorsque le point générique de X est le spectre d'un corps de caractéristique nulle, le 
morphisme e : X' > X est génériquement un isomorphisme. En effet un corps de 
caractéristique nulle n'admet pas d'extensions totalement inséparables non triviales. 
Dans ce cas, on peut supposer que e est un isomorphisme quitte à remplacer X par 
un ouvert non vide (et donc dense). Le lemme est donc trivial dans ce cas. 

Par la suite, on supposera donc que le point générique de X est un corps de carac­
téristique p. Cette condition ne se produit que lorsque X est lui même un F^-schéma. 

Supposons e et V fixé. Si la conclusion du lemme est vraie pour e et V, elle 
sera vraie pour tout changement de base de e et V suivant un morphisme dominant 

Y > X . On doit se restreindre aux changements de base dominants puisque dans 
la conclusion du lemme, on se permet de remplacer X par un ouvert dense. 

Réciproquement, si jamais e et V proviennent de eo : X'Q > XQ et VQ/XQ 

(vérifiant les hypothèses de l'énoncé) par changement de base suivant un morphisme 

dominant X > XQ , il suffira de prouver le lemme pour eo et V¿. Ceci nous ramène 

immédiatement à supposer (en plus des hypothèses de l'énoncé) que X , X1 et V sont 
de type fini sur le corps premier F p . Une fois qu'on s'est ramené aux schémas de 
type fini sur F p , on peut utiliser la liberté de remplacer X par un ouvert dense pour 
supposer que X et XF sont des schémas normaux et ensuite irréductibles. 
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Considérerons alors l'endomorphisme de Frobenius absolu F. Comme e est fini 
surjectif et totalement inséparable entre schémas normaux il est facile de voir qu'il 
existe une puissance suffisamment élevée n de Fx ' X > X qui domine e Le. on 
a un diagramme commutatif : 

X 
Fnx 

e'\ 

X' —E-^X 

Notons alors V" le pull-back du X'-schéma V suivant e'. On note alors U de X-
schéma V". Les endomorphismes Fx et Fu commutent au morphisme U >X 
i.e. le carré suivant est commutatif : 

грп 
и-^и 

X—^X 
Mais par construction le X-schéma U est égal à V". D'où le résultat si on pose 
X" = X. 

Proposition 2.2.54. — On suppose que H est semi-séparé. Soit e : X' > X un 
S-morphisme fini surjectif et totalement inséparable entre S-schémas quasi-projectif s. 
Alors Véquivalence de catégories e* est t-exacte. 

Démonstration. — On se ramène immédiatement au cas où X' et X sont tous les 
deux réduits en utilisant la remarque 2.2.48. 

On sait que e* est t-positif. Comme e* est une équivalence il suffira de montrer que 
le foncteur e* est t-positif. On montrera ceci par récurrence sur la S-dimension de 
X. On supposera donc que eo* est ^-positif pour les S-morphismes finis surjectifs et 
totalement inséparable dont le but et de S-dimension strictement inférieure à ds{X). 

Comme e* commute aux petites sommes (puisque c'est une équivalence), il suffit 
d'établir l'inclusion : 

eMX') C H > 0 ( X ) 

Fixons un morphisme lisse g' : V' > X' et montrons que pour A G ̂  et n G 
Z, l'objet e*g^Av'(n)[n] est ^-positif. On se ramène immédiatement au cas n = 0. 
Considérons un diagramme commutatif à carrés cartésiens : 

v; —J—> v <—-— v' 

9i\ 9 \92 

X[ X' <—-— X'2 

ei e \e2 

^ l i 
X1 X <—^— X2 
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avec j une immersion ouverte et i une immersion fermée complémentaire. Par le 
lemme 2.2.52, il suffit de montrer que j*(e*g'nAV') ^ eug[nAV' et i*{e*g'»AVf) ~ 
e2*^2#^v^ sont tous les deux t-positifs. Lorsque j est l'immersion d'un ouvert dense, 
on a ds(X2) -< ds(X) et le second objet est t-positif par récurrence. Dans ce cas, la 
t-positivité de e^g'^Ay découle de celle de e^g'^Ay^. Ceci permet de remplacer X 
par un de ses ouverts denses. Ainsi par le lemme 2.2.53, on peut supposer qu'il existe : 

- Un morphisme fini surjectif totalement inséparable e' : X" > X' , 

- Un X-schéma lisse h : U > X , 

Un ^''-morphisme a : V" = V xx> X" > U" = U x x X" fini surjectif et 
totalement inséparable. 

Rappelons qu'on veut montrer que l'objet e*g'^Ay est t-positif. Remarquons 
d'abord, qu'il suffit de prouver que g'^Ay est dans e*H>o(X). En effet le foncteur 
e*e* est t-positif puisque isomorphe au foncteur identité de H(X) . D'autre part, 
comme e7* est une équivalence de catégories, il suffira de montrer que e'^g'^Ay est 
dans e'*e*H>0(X). 

On montrera plus précisément que e'*g'^Ay est isomorphe à (e o e'Yh^Ajj- En 
appliquant les 2-isomorphismes d'échange Ex^ aux carrés cartésiens : 

V" > V 

g" g' 

X" X' 

U" >U 

h" g 

X " ^ X 

on obtient les isomorphismes g'LAyn ~ e'*gLAv> et h%Au,, ~ (eoe')*h#Au On se 
ramène donc à montrer que g'f^A et h'^A sont isomorphes. On montrera plus géné­

ralement que les 1-morphismes g'^g"* et h'^h"* sont 2-isomorphes. En passant aux 

adjoints à droite on a à comparer g"g/f* et h"h"*. Le X^-morphisme de schéma 

a : V" > U" fournit une transformation naturelle : 

h"h"* > ti'a*a*h"* > g'^g"* 

Par la proposition 2.1.163, a* est une équivalence. Il résulte que le morphisme d'unité 

1 > a* a* est un isomorphisme. Ceci termine l'étape de la récurrence. 

Proposition 2.2.55. — On suppose que H est semi-séparé. Soit f : Y > X un S-

morphisme quasi-pro jectif. Notons df le maximum des dimensions des fibres f~1(x) 

pour x un point (non forcément fermé) de X. Le foncteur f\[df] est t-positif. En 

d'autres termes le foncteur f\ envoie H>Q(Y) dans H > - d / ( X ) . 

Démonstration. — Notons XQ le sous-schéma fermé de X égal à l'adhérence de 

l'image de / . On obtient ainsi la factorisation de / : 

Y — ^ XQ X 
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Il vient que f\ = z*/o!- Comme z* est t-exact et que les maxima des dimensions des 
fibres de / et de /0 sont les mêmes, on se ramène à considérer le S-morphisme /o- En 
d'autre termes, on peut supposer que / est dominant. On peut également supposer 
que X et Y sont réduits (par la remarque 2.2.48) et connexes. 

On raisonne par récurrence sur la S-dimension de Y (voir la définition 2.2.25). 
Lorsque ds(Y) est minimale, Y est vide et il n'y a rien à prouver. On suppose donc 
que Y est non vide. 

Soit U un ouvert de Y et Z le fermé complémentaire. Considérons le diagramme 
commutatif : 

U —t—ÏY ^— Z 

9 f h 
X 

On obtient le 2-triangle distingué : 

9d*[df] • fi[df] • h,i*[df] > 

en appliquant f\[df] au 2-triangle distingué de localité. 
Pour montrer que f\[df] est t-positif, il suffit donc de montrer que g\[df] et h\[df] 

le sont. Étant donné que dg < df et que dh < df, on voit qu'il suffit de montrer que 
g\[dg] et h\[dh] sont t-positifs. En particulier si U est dense dans F, le schéma Z est 
de S-dimension strictement plus petite que celle de Y (par le lemme 2.2.26). Dans ce 
cas l'hypothèse de récurrence assure que h\[dh] est t-positif et la t-positivité de f\[df] 
résulte alors de celle de g\[dg}. Ceci montre qu'on peut remplacer Y par n'importe 
quel ouvert dense de Y. Comme première application de ce principe, on se ramène au 
cas où Y est X sont tous les deux irréductibles. En effet il suffit de choisir U de telle 
sorte que toute composante connexe de U soit irréductible. On se ramène ensuite à 
traiter à part le cas de chaque composante connexe. En appliquant une second fois la 
discussion du début, on remplace X par l'image de la composante connexe choisie. 

Supposons maintenant donné t : X' > X un morphisme fini surjectif totale­
ment inséparable avec X' irréductible et formons le carré cartésien : 

Y' —-—> Y 

f f 

X' —i-» X 

Comme t* est une équivalence t-exacte, pour montrer que f\[df] est t-positif, il suffit 

de montrer que t*f\ [df] est t-positif. Mais t*f\ ~ f[t'*. Il vient qu'il suffit de montrer la 

conclusion de la proposition pour f : Y' > X' . Ceci nous permet de supposer que 
/ est génériquement lisse i.e. lisse au-dessus d'un ouvert non vide (et donc dense) de 
Y. En remplaçant Y par cet ouvert, on se ramène en fin de compte au cas où / est lui 
même lisse avec flf libre. Dans ce cas, on a un isomorphisme : fi[df] = M-df)[-df]. 
Ceci termine la preuve de la proposition. 
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Corollaire 2.2.56. — Si H est serai-séparé, le foncteur f1 [—clf] est t-négatif. Plus pré­
cisément, le foncteur f1 envoie H<o(X) dans H<df(Y). 

Démonstration. — En effet fl[—df] admet comme adjoint à gauche f\[df}. Ce dernier 
est t-positif par 2.2.55. 

Corollaire 2.2.57. — Supposons que H est semi-séparé. Soit f : Y > X un S-

morphisme projectif. Notons df le maximum des dimensions des fibres de f. Le fonc­
teur f*[df] est t-positif. En particulier /* est de dimension homologique concentré 
dans l'intervalle [0, — df]. 

Démonstration. En effet pour / projectif ona / i = /*. 

Dans le numéro 2.2.5, on verra comment se débarrasser de l'hypothèse de projec-
tivité dans l'énoncé ci-dessus. 

2.2.4. Définition des t-structures engendrées perverses et les propriétés de 
t-exactitude. — Rappelons qu'on s'est donné un 2-foncteur homotopique stable 
H sur (Sch/S) ainsi qu'un ensemble d'objets ^ de H(5). Dans cette sous-section on 
considère une variante « perverse » de la t-structure de la sous-section précédente. On 
commence par adapter l'hypothèse 2.2.38 : 

Hypothèse 2.2.58. — On suppose dans la suite que : 
Pour tout S-schéma de type fini / : X > S , la catégorie triangulée H (X) 
admet les petites sommes et les objets f'A sont compacts pour tout A G <S. 

- Le 2-foncteur homotopique stable H est parfait pour les petites sommes au sens 
de la définition 2.1.158. 

Définition 2.2.59. — Pour un S-schéma quasi-projectif f : X > S , on notera 
%[X) la classe d'objets de H(X) définie par : 

%{X) = {g\glf[A(n)[n], avec g : Xe —» X un S-morphisme et n e Z} 

Remarquons que contrairement à la définition de &#(X) on ne fait pas d'hypothèse 

de lissité sur les morphismes g. 

On a le correspondant du lemme 2.2.40 : 

Lemme2.2.60. — Sous l'hypothèse 2.2.58, les éléments de %{X) sont petits. De plus 

la classe &\(X) est essentiellement équivalente à un ensemble. 

Démonstration. — Ceci est une conséquence directe du lemme 2.1.28 et du fait que 

g\ admet un adjoint à droite g~ commutant aux petites sommes. 
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Définition 2.2.61 

1- La t-structure sur H(X) engendrée par Vensemble d'objets compacts %{X) est 
appelée la t-structure engendrée perverse sur H(X). On notera p \-\>Q(X) la sous-
catégorie pleine des objets positifs (qu'on appellera pt-positifs) etpH<o(X) celle des ob­
jets strictement négatifs (qu'on appellera strictementp t-négatif s). Le coeur p H>o(X)n 
p H<o(X) de cette t-structure sera noté P H E ( X ) . 

2- Les troncations par rapport à cette t-structure seront notées ph> et ph<. Ainsi 
pour tout objet E de H(X) on a un triangle distingué : 

ph>0(E) > E > ph<_1(E) > 

On note finalement pht(E) = (ph<lo
ph>1{E))[-i] G Ob(PHEpO). 

Comme pour la t-structure engendrée non perverse, on axera l'étude sur les pro­
priétés de t-exactitude des 4 opérations. Contrairement au cas de la t-structure non 
perverse, il y a très peu de résultats élémentaires. En effet, on n'obtient des résultats 
intéressant qu'en utilisants les techniques de résolution des singularités. 

2.2.4-E Les propriétés de pt-exactitude des opérations f\ et f. — On a la proposition 
suivante : 

Proposition 2.2.62. — Soit f : Y > X un S-morphisme quasi-pro jectif. On a , 
- Le foncteur f\ est pt-positif. Le foncteur f est pt-négatif 
- Si f est lisse, le foncteur f est t-exact. 

Démonstration. — Comme f\ commute aux petites sommes, il suffira de montrer 
l'inclusion : f\%(Y) C %{X). Ceci est évident par la définition même. Comme f est 
un adjoint à droite de f\, il est pt-négatif. Ceci prouve la première assertion. 

Supposons maintenant que / est lisse. Il faut montrer que fl est pt-positif. Comme 
f - commute aux petites sommes il suffit d'établir l'inclusion f-%(X) C %{Y). Notons 
p la projection structurale de X sur S. Un élément de %[X) est un objet de la forme 

g\glp[A(n)[n] avec g : X' > X un S-morphisme, A G W et n G Z. Formons un 
carré cartésien : 

Y' —-^X' 

9'\ g 

Y ——->X 

On déduit alors les isomorphismes fg\g-p-A(n)[n] ~ g{flglplA(n)[n] ~ g[g,l{p o 
f)lA(n)[n]. 

Corollaire 2.2.63. — Soit (ui : Ui > X ) un recouvrement Nisnévich d'un S-

schéma X. Pour qu'un objet A de H(X) soit pt-positif (resp. pt-négatif) il faut et il 
suffit que pour tout i l'objet u*A de H(L7?;) soit pt-positif (resp. pt-négatif). 
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Démonstration. — En effet on a pour tout i, u* = u\. En particulier les u* sont pt-
exacts. D'autre part, la famille des u* est conservative. Le résultat découle alors du 
lemme 2.1.76. 

Corollaire 2.2.64. — Soit X un S-schéma et M un ûx-module localement libre de 

dimension constante n. Les équivalences Th(./#)[—n] et Th_1(^)[n] sont pt-exacts. 

Démonstration. — C'est exactement la même preuve que celle du corollaire 2.2.51. 

Corollaire 2.2.65. — . Soit f : Y > X un S-morphisme lisse de dimension rela­
tive constante d. Le foncteur f*[d) est t-exact. 

Démonstration. — En effet on a : /* = Jh~\nf)f. Il vient que f*[d] = 

Th"1 (Qf)[d]f-. Comme ftf est de dimension d, le corollaire est prouvé. 

2.2.4.2. Des systèmes de générateurs de la t-structure perverse. — Dans cette section, 
on définit de nouvelles classes d'objets de H(X) qui engendrent la t-structure perverse 
de la définition 2.2.61. Tous les résultats de pt-exactitude qu'on obtiendra par la 
suite reposent essentiellement sur le résultat principal de ce paragraphe à savoir la 
proposition 2.2.69. On introduit d'abord nos classes : 

Définition 2.2.66 

1- Pour tout S-schéma f : X > S et Z С X un sous-schéma fermé, on 
note ^p^°jreg(X) le sous-ensemble de %{X) formé des objets g\glf1 A(n)[n] avec g : 
X' > X un S-morphisme projectif A e 9? et n e Z tel que X' est connexe 
régulier et l'une des conditions suivantes est satisfaite : 

- g~1(Z) est somme de diviseurs réguliers à croisements normaux dans X', 
g se factorise par l'inclusion Z С X i.e. g~l(Z) — X'. 

Lorsque Z est vide ou égal à X, on notera simplement ^projreg(X) la classe dont il 

est question. 

2- On définit de la même façon les classes ^e^{X) lorsqu'on ne demande plus à 

g d'être projectif mais seulement quasi-projectif. 

Le but est de trouver des conditions suffisantes pour que la t-structure engendrée 
par ^p^ojreg(X) soit la t-structure perverse de la définition 2.2.61. Une condition de 
pureté sur l'ensemble F semble indispensable. 

Définition 2.2.67 
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1- Nous dirons que Vensemble & est faiblement pt-puve si pour toute immersion 
fermée de S-schémas : 

Z —l—*Y 

h 
9 

S 

tels que : 
- Les schémas Z et Y sont réguliers et connexes, 

Le faisceau normal jVi de l'immersion i est libre de rang non nul, 
la propriété suivante est vérifiée. Pour tout objet A G ^, l'objet i*g-A\— 1] appartient 
à la sous-catégorie suspendue : 

< {ti-B(n)[n}; Be & et n G Z} > f 

2- On dit que l'ensemble C est pt-pure si pour toute immersion de S-schémas i 
comme ci-dessus, et tout objet A G ^, l'objet i*glA[—r] appartient à la sous-catégorie 

suspendue : 

< {h!'B{n)[n]\ B e & etneZ} > F 

avec r le rang du faisceau normal 

Lemme2.2.68. — Si S est le spectre d'un corps parfait, l'ensemble <S est automati­

quement pt-pure. 

Démonstration. — Tout /c-schéma régulier est lisse sur k. Il vient que l'immersion : 

Z—t—ïY 

est une immersion entre deux À;-schémas lisses. Il vient par l'isomorphisme de pureté 
que i*gl ^ Th(^V)h}. Mais N est libre de rang non nul r. Il vient que : i*g'A\—r] ~ 

hlA(r)[2r][-r] = tiA(r)[r]. 

Voici le résultat principal : 

Proposition 2.2.69. — Supposons Tune des deux conditions suivantes vérifiée : 
S admet la résolution des singularités par éclatements, 

- S admet la résolution des singularités par altérations, et H est Q-linéaire et 

séparé. 

Soit f : X > Y un S-schéma quasi-pro jectif et Z C X une partie fermée. La 

t-structure sur H(X) engendrée par ^rc^(X) coïncide avec la t-structure engendrée 

perverse (voir la définition 2.2.61). 

Si on suppose en plus que l'ensemble & est faiblement pt-pure, alors la t-structure 

sur H(X) engendrée par f#,p™jrcg(X) coïncide également avec la t-structure engendrée 

perverse (voir la définition 2.2.61). 
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Notons provisoirement (pH^0(X),*H~8<0(X)) et ( P H ™ ( X ) ^ H | % e g ( X ) ) les 

t-structures engendrées par y™g{X) et ^ojreg(X) respectivement. On a clairement 

les inclusions "HP^(X) c P H - | 0 ( X ) c PH>0(X) Il s'agit de montrer que ces 

inclusions sont en fait des égalités. Pour cela, il suffit de montrer que la classe d'obiets 
%{X) est dans PHrzeê>0(X) voire dans puprojreg/ v^ lorsque les conditions adéquates 
sont satisfaites. 

Fixons donc un objet h\hl f1 A(n)[n] de %{X) avec h : F > X un S-morphisme 

quasi-projectif, A G £f et n G Z. On va prouver que h,h'f' A(n)[n] est dans pHr^g>0(X) 

(resp. pHp/<i]Qeg(X) ) . On se ramène tout de suite au cas n = 0 et Y réduit et connexe. 

On raisonnera par récurrence sur la S-dimension ds{Y) de Y (voir la définition 2.2.25). 

Lorsque ds(Y) est minimal, Y est le S-schéma vide. Il n'y a rien à montrer dans ce 

cas. 

Supposons que ds(Y) y (0 , —oo). On fixe une X-compactification^ de h : 

Y — Y 

h h 

X 

Cette compactification n'est utile que pour le cas respectif. Le lemme suivant implique 
immédiatement le premier cas : 

Lemme2.2.70. — On peut supposer que Y est régulier et que h 1(Z) est égal à Y 
tout entier ou un diviseur à croisements normaux. 

Démonstration. — Par la résolution des singularités, il existe un S-morphisme pro­

jectif ë : Y' > Y qui est : 
Un éclatement lorsqu'on n'a pas d'hypothèse supplémentaire sur H, 

- Une altération lorsque H est Q-linéaire et séparé. On supposera en plus que cette 
altération est munie d'une action d'un groupe fini G (induisant l'action triviale 
sur la base Y) tel que l'extension k(Xr) C k(X)G est purement inséparable, 

tel que en plus Y' est un schéma régulier connexe et ë~1h~1(Z) est égal à Y' tout 
entier ou un diviseur à croisements normaux. Dans le premier cas on conviendra que le 
groupe trivial G = { 1 } agit sur le y-schéma Y'. On définit un projecteur de l'algèbre 
du groupe Z(|G|)[G] par la formule habituelle : 

P = 
1 

\G\ 
gEG 

g 

Notons que dans tous les cas considérés, le 2-foncteur homotopique stable H est 
Z (iGi)-linéaire. 

(7)On conviendra qu'une compactification d'un .S-schéma est une immersion ouverte dense dans un 
S'-schéma projectif, voire propre. 
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On forme le carré cartésien : 

Y' —-—y Y' 

e e 

Y —^ Y 

L'action de G induit une action sur le Y-schéma Y'. On en déduit une action du 
groupe G sur le foncteur e\ê donnée par : 

g : e\e- > e\g\g'c > (e o g)\(e o g)- = eie-

Et du coups un projecteur p : e\ê > e\ê . On définit le foncteur Fy 

H ( Y ) >H(Y) par 

Fy(A) = Image (p : e\ê A > e\eA ) 

Notons que la catégorie H ( Y ) est pseudo-abélienne puisqu'elle est triangulée et ad­

met les petites sommes. Finalement, en remarquant que le 2-morphisme de counit( 

e\ê > 1 est G-èqui variant (avec 1 muni de l'action triviale), on obtient une fac­

torisation : 

e\é > Fy > 1 

Plus généralement pour tout S-morphisme r : R > Y , formons le carré carté­
sien : 

В! г' Y' 

eR\ e 

R'—^Y 
L'action de G sur le Y-schéma Y' induit une action de G sur le i?-schéma R'. On 
posant FR = Image (p : eR\el

R > ER\^R ) on obtient également la factorisation : 
ew.eR > FR > 1 . 

On appliquera ceci pour u : U > Y l'inclusion d'un ouvert dense de Y au-
dessus duquel e est pseudo-revêtement étale pseudo-galoisien {i.e. composé d'un mor­
phisme étale galoisien suivit d'un morphisme fini surjectif totalement inséparable) et 
t : T > Y l'immersion du fermé complémentaire. On a dans ce cas le diagramme 
commutatif à carrés cartésiens : 

U' Y' ^— T' 

eu e \eT 

U — Y ^—T 

On aura besoin du fait que le 2-morphisme u*Fy > est un 2-isomorphisme. 
En effet, il s'identifie canoniquement à FTJU* > u* . Par 2.1.165 le 2-morphisme 
FJJ > 1 est inversible puisque u est pseudo-étale galoisien. 
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Revenons à notre problème. Pour prouver le lemme, il suffit de montrer les impli­
cations : 

[(hoe),XhoeyfA€^0(X)) \h,tifAer>H^>0(X)} 

[(hoeyXhoeffA e p H ™ ( X ) ] = ^ > [h,hlflA € P H ™ ( X ) ] 

Supposons donc que l'objet (hoe)\(hoe)]fA est dam ^>0(X) (resp. A e pH™(X)] 
Par construction de FY, l'objet h\FYh/• A est un facteur direct de h\e\e'h' f'A. On 
en déduit que h\Fyh f-A est dans W > 0 W (resp. ^r>5eSP0)-

Formons un triangle distingué de H (Y) : 

FytifA r WfA > C > FytifA[+l) 

Il suffit de montrer que h\C est dans ^%_Q(X) (resp.^H™^)) Par la discussion 
précédente, on sait que u*C = 0. Ainsi l'objet C est à support dans T. En d'autres 
termes : t\fC ~ C. En appliquant tdl on obtient un triangle distingué : 

ht1 Fyh-fA > td-h-f-A y C > tdlFYh
lfA[+l} 

Il est facile de montrer que tlFy ~ Frt1. Notre triangle distingué s'écrit donc sous la 
forme : 

hFTt-h
[fA > td[hlfA > C y tiFTt

lti-fA[+l} 

Pour terminer, on montrera que les deux objets h\t\FTtlhlf1 A et hddlh]fA sont 

dans p H ^ g > 0 ( X ) (resp. pHp

z

r^0

eg(X)). Puisque U et U' sont denses dans Y et Y', on 

déduit par"le lemme 2.2.26que : ds(T) -< ds(Y) et ds(T') -< ds(Y') = ds(Y). On 

sait donc que (e-r ° t o h)\(eT ° t o Kf f A et (t o h)\(t o h)[ f A sont dans p H ^ g

> 0 ( X ) 

(resp. p H P/> JQ G g ( A ) ) par hypothèse de récurrence. Pour terminer, il suffit de noter que 

h\t\FTtlhl f1 A est facteur direct de hd\eT\^Tt
l}ifA. Le lemme est prouvé. 

La preuve de l'égalité P H r £ | 0 ( X ) = PH> 0 (X) étant achevée, on passe à la preuve 

de v\^^(X) = PH>0(X) Il nous reste pour cela à montrer que l'objet h\h) fA 

est dans p H P / > Q e g ( X ) sachant que : le S-morphisme h : Y y X admet une X-

compactification h : Y > X avec Y un schéma régulière et h~1(Z) est égal à Y 

ou un diviseur à croisements normaux. Il va sans dire que A est toujours supposé 
dans . 

On raisonne maintenant par une deuxième récurrence sur la .S-dimension de D = 

Y — Y. Lorsque ce dernier est de .S-dimension (0 , — oo), il est vide et Y = Y. La 
conclusion recherchée est clairement vraie dans ce cas. 
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Supposons donc que D est non vide. Notons Dsing C .D le lieu singulier(8) de D. 
Soit C C D un sous-schéma partout de codimension non nulle contenant DSing et tel 
que le faisceau normal de l'inclusion de D — C dans Y = Y — C soit libre. Notons que 
ds{C) -< ds(D). 

On a le diagramme commutatif : 

Y—^Y<——D-C 

h h l 
X 

Par la récurrence sur la S-dimension du complémentaire de la compactiflcation, on 
sait que l'objet h\Jif'A est dans pHP/>Jeg(X). Du 2-triangle distingué de localité : 

v\v- > 1 > ui* > 

on déduit le triangle distingué : 

LiJ*h]flA[-l} • hmv-h-fA > Lh-fA > LiJ*hlfA 

Pour terminer la preuve de la proposition 2.2.69 il suffira de montrer que l'objet 
fidati-fA[-l] est dans р н ™ ( * ) Si l'on note En les composantes connexes de 
D — C et ia : Ea > Y les inclusions évidentes, il est équivalent de prouver que 
les objets h\ia*i* frflA[— 1] sont dans Р Н " ( Х ) . 

Pour montrer cela, on utilise l'hypothèse (qui jusqu'ici n'a pas servi) que £f est 
faiblement pt-pure. On l'appliquera à l'immersion : 

Ea-^Y 

f °ka 
foh 

S 

avec ka = hoia. Il vient que l'objet z* W fA[—1] est dans la sous-catégorie suspendue : 

< {klflB(m)[mh B e & et m G Z} >5_* 

Pour terminer, il suffira de montrer que pour tout B G F et m G Z l'objet 

h\iA*I'JI' f B(m)[m] = h\ia\ilahl f'B(m)[m] ~ (hia)\(hia)1 f[B(m)[rn] 

est dans pHP/>Qeg(X). Ceci découle alors par l'hypothèse de la première récurrence 

appliquée au morphisme hoia puisque ds(Ea) -< ds(Y). La proposition est finalement 

prouvée. 

(8)Si S est un schéma admettant la résolution des singularités par altération, alors tout .S-schéma 
quasi-pro jectif P admet un ouvert dense R C P avec R régulier. Le lieu singulier de P est alors le 
complémentaire du plus gros ouvert régulier de P. 
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Remarque 2.2.71. — Soit / : X > S un S-schéma quasi-pro jectif. On définit une 

classe ^proj(X) C Ob(H(X)) formée des objets de la forme h}h
lflA avec A G & et h 

un morphisme projectif de but X. On a clairement les inclusions : 

Cprojreg (X) C Cproj(X) C C!(X) 

Il vient par 2.2.69 que la classe d'objets compacts ^proj(X) engendre la t-structure 
perverse de H(X) . On peut alors se demander s'il existe une preuve directe de ce fait, 
qui ne passe pas par les techniques de résolutions des singularités, et qui donc sera 
valable sous des hypothèses moins restrictives que celle de la proposition 2.2.69. Nous 
pensons qu'une telle preuve est difficile à obtenir. En tout cas la tentative naïve de 
compactifier et de raisonner par récurrence sur la S-dimension du complémentaire 
échoue puisque l'hypothèse de pt-pureté ne porte que sur des schémas réguliers. 

Le résultat suivant utilise uniquement que la t-structure perverse est engendrée par 

les #,pmj(-) : 

Corollaire 2.2.72. — Gardons les hypothèses de la proposition 2.2.69. Soit f : 

X' > X un morphism,e quasi-pro jectif de S-schémas. Le foncteur /! est pt-exact. 

Démonstration. — En effet on sait déjà que f est pt-négatif. Montrons qu'il est pt-
positif. Étant donné que f1 commute aux sommes infinies il suffit de montrer que 

f&Roi{x) c^projpO à isomorphisme près) 

Notons p la projection structurale de X sur S. Considérons donc un objet 
h\JvplA(n)[n] de H(X) avec h : Y > X un morphisme projectif A G *â et n un 
entier relatif. Formons le carré cartésien : 

Y' ——+Y 

h' h 

X' ——*X 

Par le théorème de changement de base pour un morphisme projectif, on a : fh\ c± 

h\f'\ Il vient que : 

flhihlp-A{n)[n] - h[f'ltiplA(n)[n] - h\h'l(pof)lA{n)[n] 

D'où le résultat. 

2.2.4-3. Les propriétés de pt-exactitude des opérations /* et f*. — On aura besoin 
de la conséquence suivante de la pt-pureté. 

Lemme 2.2.73. —- Supposons donnée une immersion de S-schémas quasi-pro jectif s : 

Z—^Y 

h 
g 

S 
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avec Y un schéma régulier et Z un diviseur à croisements normaux dans Y. Si^ est 
faiblement pt-pure alors pour tout A G £f l'objet i*glA[—1] est pt-positif 

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur le nombre r de composantes ir­
réductibles de Z. Lorsque r — 1, le schéma Z est régulier et le résultat découle de 
l'hypothèse que F est faiblement pt-pure. On supposera dans la suite que r > 1. 

Écrivons Z = Ufc=i ,Dk avec Dl les composantes irréductibles de Z. Posons 
T = Uk=i,...,r-iDi l'union des r — 1 premières composantes et notons D la composante 
restante Dr. On forme le carré cartésien : 

с s' т 
t' c \t 
D-^fZ 

avec c — s o tf — t o s'. Pour A G ^ on a un triangle distingué à la Mayer-Vietoris 
associé au recouvrement fermé de Z par T et D : 

c*c*(i*glA)[-2] >i*glA[-l] 

> Ut*{i*glA)[-l] © s*s*(i*glA)[-ï\ > c*c*(i*glA)[-l] 

Il suffit donc de montrer que les objet!: c*c*(i*glA)[-2], Ut*(i*glA)[-l] et 

s*s*(i*glA)[-l] sont p£-positifs. Les 1-morphismes c* = ci, s* = s! et t* = £t 
étant pt-positifs, on se ramène à prouver que les objets (c o i)*g-A[—2], (t o i)*^vl[—1] 
et (s o ?')*g!̂ L[—1] sont p£-positifs. La p£-positivité des deux derniers objets découle de 
l'hypothèse de récurrence puisque T C Y ET D C Y sont des diviseurs à croisements 
normaux dont le nombre de composantes irréductibles est r — 1 et 1 respectivement. 

Pour prouver que l'objet (c o i)*g1 A[—2] est pt-positif, on remarque que C est un 
diviseur à croisements normaux dans le schéma régulier D. Or, on a un isomorphisme 
évident : 

(coi)*ffU[-2]^*'*((Soi)V^[-l])[-l] 
Par p£-pureté faible l'objet (s oi)*g! A[-1] est dans la sous-catégorie suspendue : 

< {(h o s)lB{n)[n]; B G & ET n G Z} > f 

Pour terminer, il suffit donc de prouver que t'*((h o s)1 B(N)[N})[—1] est ^-positif pour 
tout B E W ET N E Z. On se ramène immédiatement à n = 0. On conclut encore une 
fois à l'aide de l'hypothèse de récurrence qu'on applique au diviseur à croisements 
normaux C C D ayant au plus r — 1 composantes irréductibles. 

Corollaire 2.2.74. — Soient p : X > S un S-schéma quasi-projectif avec X ré­

gulier, i : Y C X l'inclusion d'un diviseur à croisements normaux et j : U C X 

l'immersion de Vouvert complémentaire. 

Si^ est faiblement pt-pure, alors pour tout A G F et n G Z, l'objet i* j*j*p" A(n)[n — 
1] est pt-positif. 
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Démonstration. — Appliquons le l-morphisme z* au 2-triangle de localité : 

i V • 1 ----•j*j* - - - - • > i j \ + l } 

On obtient alors (après rotation) le 2-triangle distingué : 

z*[- l] > i*j*j*[-1] > R > I* 

Ainsi pour montrer que i*j*j*plA(n)[n — 1] est pt-positif il suffit de prouver que les 
objets i*p!A(n)[n — 1] et vp- A(n)[n] le sont. La pt-positivité du second objet est claire. 
Pour le premier, on applique le lemme 2.2.73. 

Proposition 2.2.75. — On suppose que Vune des deux conditions ci-dessous est véri­

fiée : 

- S admet la résolution des singularités par éclatements, 

- S admet la résolution des singularités par altérations et H est Q-linéaire et sé­

paré. 

Soit X un S-schéma quasi-projectif j : U > X une immersion ouverte et i : 

Y > X Vimmersion fermée complémentaire. Si Vensemble ^ est faiblement pt-

pure, le foncteurs j * est pt-exact et le foncteur i*j*[—l] est pt-positif. 

Démonstration. — Le foncteur est p£-négatif puisqu'il admet un adjoint à gauche 

p£-exact par la proposition 2.2.62. D'autre part, la pt-positivité de j * découle de la 

pt-positivité de j \ , i* et de i*j*[1] en invoquant le 2-triangle distingué : 

г*г*.7*[-1] >ji >j* > 

On se contente donc de prouver que i*j*[1] est p t-positif. Ce dernier commute aux 
sommes infinies. En remarquant que &\(U) = j*&(X) (à isomorphisme près) on voit 
qu'il suffirait de montrer que le foncteur F = i*j*j*[-1] est pt-positif. Par la propo­
sition 2.2.69 on se ramène à montrer l'inclusion F^ojreg(X) cpH>0(F). 

Appelons / la projection de X sur S et fixons un objet hih1 f A(n)[n] G ^Pyireg(X) 

avec 

h : W > X un S-morphisme projectif, 

- W un schéma régulier connexe, et h~l(Y) est égal à VF ou un diviseur à croise­

ments normaux de VF, 

- A e W et n e Z. 
On montrera que F(h\h[ f A(n)[n}) est pt-positif. Il suffit bien sûr de traiter le cas 

n = 0. Formons le diagramme commutatif à carrés cartésiens : 

j ' ï 
V —-—v W +— 7 

HU H HY 

^ 3 ^ i 
U X ^—Y 
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Lorsque Z — h~l(Y) — VF, j*h\JvflA est nul. On peut donc supposer que Z est un 
diviseur à croisements normaux dans W. Comme h est projectif, on a les isomor­
phismes : 

•* • •* 7 •* • 7 •/* •* • 7 •/* •* 7 •/ •/* '* 7 '/ •/* 7, •/* •/ •/* 

Étant donné que HY\ est pt-positif, on voit qu'il suffit de montrer que l'objet 
{I'*J'*F*(P ° ^ ) ! ^ ) [ — 1 ] est un objet pt-positif de H(Z). Le corollaire 2.2.74 permet 
donc de conclure. 

Corollaire 2.2.76. — On garde les hypothèses sur S, H et 9? de la proposition 2.2.75. 
Soit f : Y > X un morphisme de S-schémas. Le foncteur /* est pt-positif. 

Démonstration. — On compactifie le morphisme / : 

Y —C-^Y 

f f 
X 

avec c une immersion ouverte et / un morphisme projectif. On a : /* = /*c* = /je*. 
Le foncteur f\ est p£-positif par la proposition 2.2.62. Le foncteur c* est pt-exact par 
la proposition 2.2.75. D'où le résultat. 

Pour les opérations f* on commence par le cas des immersions fermées : 

Lemme 2.2.77. — On garde les hypothèses sur S, H etW de la proposition 2.2.75. Soit 
i : Y > X une immersion fermée de S-schémas. Le foncteur i* est pt-positif. 

Démonstration. — En effet, on le 2-triangle distingué de localité dans H(X) : 

ij > 1 > > 

En appliquant le foncteur z* on obtient (après rotation) le 2-triangle distingué : 

«*J*J*[-1] >i] >2* > 

Mais les foncteurs i*j*j*[-1] et v sont tous les deux p£-positifs par 2.2.75 et 2.2.72. 

Corollaire 2.2.78. — Gardons les hypothèses sur S', H et & de 2.2.75. Le foncteur z* 
est pt-exact. 

Démonstration. — En effet, z* est ^-négatif puisqu'il admet un adjoint à gauche 
qui est p£-positif. D'autre part, par la proposition 2.2.62 on sait qu'il est également 
pt-positif. 

Corollaire2.2.79. — Gardons les hypothèses sur S, H et & de 2.2.75. Soit j : 

U >X une immersion ouverte de S-schémas et i : Z >X Vimmersion 

fermée complémentaire. Soit A un objet de H (X) . Il y a équivalence entre : 
- A est pt-positif 

j * A et i* A sont pt-positifs. 
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Démonstration. — La première assertion implique la seconde par la proposition 2.2.62 
et le lemme 2.2.77. Il s'agit de montrer que A est pu-positif sachant que j * A et i*A le 
sont. Mais on a le triangle distingué de localité : 

j\ f A y A > ni* A > 

Le résultat découle alors de la pt-positivité de j \ et i* 

On est en mesure de démontrer : 

Proposition 2.2.80. — On suppose que l'une des deux conditions ci-dessous est véri­
fiée : 

S admet la résolution des singularités par éclatements et H est semi-séparé, 
- S admet la résolution des singularités par altérations et H est Q-linéaire et sé­

paré. 

Soit f : Y y X un S-morphisme quasi-pro jectif. Notons df le maximum des 
dimensions des fibres de f. Si C est faiblement pt-pure, le foncteur f*[df] est Pt-
positif. 

Démonstration. — On divisera la preuve en deux parties. La première est consacrée 
à un cas particulier : 

Étape 1 : Supposons donné un morphisme e : X' > X fini surjectif et tota­
lement inséparable. Alors l'équivalence e* est p/-exacte. En effet, e* est un adjoint 
à droite et à gauche de son inverse. Il vient que e* est un adjoint à droite de e*. 
Comme e est fini, 2̂  et. Il vient que e* est un adjoint à droite de e?. Ceci fournit 
un isomorphisme e* ^ e !. Le résultat recherché découle alors de 2.2.72. 

Etape 2 : On prouve la proposition 2.2.80 par récurrence sur la S-dimension du 
S-schéma Y. Soit U un ouvert dense de Y. On appelle Z le complémentaire de U et 
on considère le diagramme commutatif : 

U—]—yY ^— Z 

9 
f h 

X 

Par le corollaire 2.2.79, pour montrer que f*[df] est pt-positif, il suffirait de montrer 
que j*f*[df] et i*f*[df] le sont. L'hypothèse de récurrence assure la pt-positivité de 
i*f*[df\. H vient qu'on peut remplacer Y par n'importe quel ouvert dense de Y. En 
particulier, on peut supposer Y régulier. Quitte à prendre une composante connexe 
de F, on peut le supposer irréductible. 

Notons Z C X la clôture Zariski de Limage de / . On a alors la factorisation de / : 

9 i 
Y —^Z—^X 
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avec g dominant et i une immersion fermée. Etant donné que z* est pt-positif, on se 
ramène donc à traiter le morphisme g. En remarquant également que df — dg on 
voit qu'on peut supposer / dominant. Quitte à remplacer Y par un ouvert dense plus 
petit, on peut supposer qu'il existe un carré commutatif : 

Y' — ^ Y~ 

f f 

X' e X 

avec / ' lisse et e et e' des morphismes finis surjectifs totalement inséparables. Par la 
première étape, ceci nous ramène à traiter le 1-morphisme /'*. On peut donc supposer 
/ lisse. Ce cas a été traité dans le corollaire 2.2.65. 

On déduit finalement : 

Corollaire 2.2.81. — Gardons les hypothèses sur S, H et ^ de 2.2.80. Soit f : 

Y > X un S-morphisme. Notons df le maximum des dimensions des fibres de 

f. Le foncteur f*[—df] est pt-négatif. 

Démonstration. — En effet f*[—df] est adjoint à droite de f*[df]. Ce dernier est 
p£-positif par 2.2.80. 

2.2.5. Retour aux ^-structures engendrées non perverses. Résumé des ré­
sultats. — Dans cette section on complète et termine l'étude menée dans la sous-
section 2.2.3 de la /-exactitude des 4 opérations. Bien qu'il s'agisse de résultats sur le 
t-structure non perverse, on utilisera d'une façon essentielle les résultats concernant 
la t-structure perverse établis dans la sous-section précédente. Les théorèmes de com­
paraisons du paragraphe suivant permettrons de déduire des résultats de ^-exactitude 
à partir de résultats de pt-exactitude. 

2.2.5.1. Comparaison des t-structures engendrées perverses et non perverses. — On 
supposera les hypothèses 2.2.38 et 2.2.58 satisfaites. Etant donné un S-morphisme 
/ : X y Y on posera df le maximum des dimensions des fibres de / . Si X est 
un .S-schéma on notera simplement dx l'entier dn où n est le morphisme structural 
de X vers S. 

Théorème 2.2.82. — On suppose que l'une des deux conditions ci-dessous est vérifiée : 

S admet la résolution des singularités par éclatements et H est semi-séparé, 

S admet la résolution des singularités par altérations et H est Q-linéaire et sé­

paré. 

Soit X un S-schéma quasi-projectif Lorsque ^ est faiblement pt-pure, on a l'inclu­

sion : H>o(X) C pH>_dx ( X ) . En d'autres termes, si A est un objet t-positif de W(X), 

l'objet A[dx\ est pt-positif 
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Démonstration. — Il suffira de montrer l'inclusion &#(X) C P H > _ ^ X ( X ) . On prend 

donc un objet ^ i y ( n ) [ n ] avec g : Y > X lisse, A G £f et n G Z. On supposera 
comme d'habitude n = 0. 

Notons / la projection structurale de X sur S. On a un isomorphisme cano­
nique : g#Ay ~ g\Th(Qg)Ay. Comme g\ est pt-positif, il suffira de montrer que 
Th(Çlg)Ay(n)[n\ est dans p H > _ ^ x ( y ) . On peut supposer que les fibres de g sont 
de dimension constante dg. Dans ce cas, l'équivalence T h - 1 (Ç}g)[dg] est pt-exact. Il est 
équivalent donc de prouver que l'objet : 

Th-\Qg)Th(ng)AY[dg]^AY[dg} 

est dans P H > _ ^ X ( F ) , ou encore que l'objet Ay[dx + dg] est dans p H>o(F) . 
Il est évident que dy < dx + dg. Mais, par la proposition 2.2.80, le foncteur ( / o 

gY[dy] est pt-positif. Il vient que (f o g)* A[dx + dg] = Ay[dx +dg] est bien pt-positif. 
Ceci prouve le théorème. 

Pour le théorème suivant, on aura besoin d'introduire une condition sur l'en­
semble F : 

Définition 2.2.83. — Nous dirons que l'ensemble ^ est t-quasi-pure si pour toute im­
mersion fermée de S-schémas : 

Z—^ Y 

/г4 9 
S 

avec ZetY des schémas réguliers et connexes la propriété suivante est vérifiée. Pour 
tout objet AÇLcS, l'objet vg* A[r] est t-positif où r est la codimension de Z dans Y. 

Lemme2.2.84. — Si S est le spectre d'un corps parfait, l'ensemble <S est automati­
quement t-quasi-pure. 

Démonstration. — Tout fc-schéma régulier est lisse sur k. Il vient que l'immersion : 

Z—^Y 

est une immersion entre deux fc-schémas lisses. Par l'isomorphisme de pureté on a : 

vg* ~ Th~ 1 ( t /K)/i*. Mais T f T 1 {^)[r\ est t-exact pour r le rang de J/. Le résultat 

découle alors de l'isomorphisme I-g*A\v\~F\i-x^¥)\r\)Ax. 

On utilisera la conséquence suivante de la t-quasi-pureté. 

Lemme 2.2.85. — Supposons que le schéma S est régulier universellement caténaire 

de dimension de Krull finie s. Soit f : X > S un S-schéma quasi-projectif avec 

X régulier et connexe. Si <S est t-quasi-pure alors pour tout objet A de , l'objet 

f'A\—dx + s] est t-positif. 
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Démonstration. — On peut supposer que X est affine. Soit i : X > W une 
immersion fermée avec W un ouvert de Ag pour n suffisament grand. On notera p la 
projection de W sur S. Comme S est régulier, le schéma W est lui aussi régulier. 

Notons c la codimension de X dans W. On a : c < n + s — dx. En effet, c est plus 
petite que la codimension d'une fibre Xt pour t G S. Il vient que : 

c < codimvu (Xt) = coding (Xt) + codim^ (t) < n — dim (Xt) + s 

Il suffit alors de prendre t G S tel que Xt soit de dimension maximale. 
Il vient par t-quasi-pureté que rp*A[n + s — dx] est t-positif. Mais on a les isomor­

phismes : 

rp*A[n + s-dx}^ i-Th'1 (Пр)р1 A[n + s - dx] ^ rp!A(-n)[-2n][ra + s - dx] 
^(flA(-n)[~n])[s-dx] 

Le résultat est maintenant clair. 

Théorème 2.2.86. — On suppose que l'une des deux conditions ci-dessous est vérifiée : 
- S est régulier, universellement caténaire et admet la résolution des singularités 

par éclatements, 

- S est régulier, universellement caténaire et admet la résolution des singularités 
par altérations et H est Q-linéaire et séparé. 

Soit X un S-schéma quasi-projectif. Lorsque W est t-quasi-pure, on a l'inclusion : 
PH>S(X) C H>o(X) . En d'autres termes, si A est un objet pt-positif de H ( X ) alors 
A[s] est t-positif avec s la dimension de Krull de S. 

Démonstration. — Par la proposition 2.2.69, il suffira d'établir l'inclusion : 

&rHx) c H>_spn Notons / le morphisme structural de X. On considère un 
objet g\g' f'A(n)[n] avec g : Y > X un morphisme quasi-projectif avec Y régu­
lier, A G et n G Z. On montrera que g\gl f A(n)[n + s] est t-positif. On se ramène 
immédiatement au cas n — 0. 

On a clairement dy > dg avec égalité si par exemple g se factorise par l'inclusion 
d'un point fermé. Par la proposition 2.2.55, on sait que le foncteur g\[dg] est t-positif. 
Il en est de même donc du foncteur g\[dy]. Ainsi pour montrer que g\glflA[s] est 
t-positif, il suffira de montrer que ( ( / o g)^ A)[—dy + s] est un objet t-positif de H (Y"). 
Ceci a été établi dans le lemme précédent. 
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2.2.5.2. Les propriétés de t-exactitude des opérations /* et f. — Introduisons l'hy­
pothèse suivante : 

Hypothèse 2.2.87 

1- Le 2-foncteur homotopique stable avec petites sommes H est parfait pour les 
petites sommes. Si A est un objet de & et f : X > S un 5-morphisme quasi-
projectif, les objets /* A et f'A sont compacts. 

2- Le schéma S est régulier et universellement caténaire. On suppose en plus que 
l'une des deux conditions suivantes est vérifiée : 

- S admet la résolution des singularités par éclatements et H est semi-séparé, 
- S admet la résolution des singularités par altérations et H est Q-linéaire et séparé. 

3- L'ensemble <S est t-quasi-pure et faiblement pt-pure. 

Remarque 2.2.88. — La seconde condition est satisfaite dans les deux cas particuliers 
suivants : 

- S le spectre d'un corps de caractéristique nulle, 
- H est Q-linéaire et séparé et S le spectre d'un corps quelconque. 

La troisième condition est automatique lorsque S est le spectre d'un corps parfait. La 
première condition est également satisfaite dans les bons cas. 

Dans la suite du paragraphe, on supposera que Vhypothèse 2.2.87 est satisfaite : 

Corollaire 2.2.89. — Soit f : Y > X un S-morphisme. Le foncteur f*[dy -hs] est 
t-positif. De même le foncteur f[dx + s] est t-positif. 

Démonstration. — En effet, soit A un objet t-positif de H ( y ) . On sait par le théo­
rème 2.2.82 que ^4[<iy] est un objet pt-positif de H ( y ) . Comme le foncteur /* est 
pt-positif (par le corollaire 2.2.76), on déduit que f*A[dy] est un objet pt-positif de 
H(X) . Il vient par le théorème 2.2.86 que f*A[dY + s] est t-positif. 

Pour le foncteur f \ on procède de la même manière. Soit A un objet t-positif de 
H(X) . On sait par le théorème 2.2.82 que A[c?x] est p t-positif. Par le corollaire 2.2.72, 
le foncteur f est pt-exact. Il vient que l'objet f'A[dx] est pt-positif. Ainsi par le 
théorème 2.2.86, f A[dx + s] et t-positif. ~~ 

On continue avec le résultat suivant : 

Proposition 2.2.90. — On suppose donnés des morphismes de S-schémas : 

U — X X ^— Y 

avec i une immersion fermée et j l'immersion ouverte complémentaire. Notons du 

le maximum des dimensions des fibres de U > S . Le foncteur i*j*[djj — 1 + s] : 

H(U) >H(Y) est t-positif. 
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Démonstration. — Rappelons que par la proposition 2.2.75, le foncteur i*j*[-1] est 

pt-positif. Soit A un objet t-positif de H(C/). On sait par le théorème 2.2.82 que A[du] 

est pt-positif. Ceci montre que i*j*A[du - 1] est pt-positif. Donc i*j*A[djj — 1 + s] est 

t-positif par le théorème 2.2.86. 

Le corollaire suivant est une amélioration du corollaire 2.2.89 dans le cas d'une 

immersion ouverte. 

Corollaire 2.2.91. — On garde les hypothèses de la proposition 2.2.90. On suppose de 

plus que du + s > 1. Le foncteur j*[du - 1 + s] : H(U) > H ( X ) est t-positif. En 

particulier si U est de dimension 1 et S de dimension nulle, ce foncteur est t-exact. 

Démonstration. — En effet, on a un 2-triangle distingué : 

j\ [du - 1 + s] > j * [du -1 + s] > i*i*j* [du -1 + s] > 

Comme du — 1 + s > 0, le foncteur j\ [du — l + s] est t-positif. Comme z* est t-exact, on 

déduit de la proposition 2.2.90 que i*i*j*[du — l + s) est t-positif. D'où le résultat. 

2.2.5.3. Résumé des résultats obtenus dans le cas où S est le spectre d'un corps parfait. 

— Dans ce paragraphe, on spécialise les résultats obtenus dans les sous-sections 2.2.3 

et 2.2.4 ainsi qu'au début de la section 2.2.5 au cas où S est le spectre d'un corps 

parfait k. On introduit d'abord l'hypothèse suivante : 

Hypothèse 2.2.92 

1- Le 2-foncteur homotopique stable avec petites sommes H est parfait pour les 

petites sommes. Si A est un objet de & et f : X > S un 5-morphisme quasi-

projectif, l'objet f*A est compact. 

2- On suppose en plus que l'une des deux conditions suivantes est vérifiée : 

k admet la résolution des singularités par éclatements et H est semi-séparé, 

- H est Q-linéaire et séparé. 

On a le lemme suivant : 

Proposition 2.2.93. — Lorsque S est le spectre d'un corps parfait k, les hypo­

thèses 2.2.87 et 2.2.92 sont équivalentes. 

Démonstration. — L'hypothèse 2.2.87 contient toutes les conditions de l'hypo­

thèse 2.2.92. Il s'agit en fait de déduire les conditions manquantes dans 2.2.92 de 

celles qu'on a gardées. 

Par les lemmes 2.2.84 et 2.2.68, on sait que les propriétés de t-quasi-pureté et de 

pt-pureté faible, sont automatiques lorsque la base est un corps parfait. De même, par 

le théorème de Jong, la résolution des singularités par altérations est disponible pour 

les corps. 

Il reste à expliquer pourquoi la compacité des objets f A pour A G C découle de 

l'hypothèse 2.2.92. Pour cela, on pose A C H (A:) la classe des objets de la forme A(n) 

avec A G F et n G Z. Il est clair que A est stable par twist de Tate. Par la seconde 
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condition de l'hypothèse 2.2.92, on dispose du théorème de constructibilité des quatre 
opérations pour les objets A-constructibles (voir la scholie 2.2.34). En particulier, les 
objets f A sont A-constructibles. D'autres part, pour un /c-schéma AT, la classe A ( A ) 
est formée d'objets compacts puisque les objets By sont compacts pour B G £f et 
Y quasi-projectif sur k. Il vient que les objets A-constructibles sont compacts. La 
proposition est prouvée. 

Par la suite, on supposera que l'hypothèse 2.2.92 est satisfaite. Avant d'énoncer les 
scholies 2.2.95 et 2.2.96, notons le résultat intéressant suivant : 

Corollaire 2.2.94. — Soitl/k une extension fini. Les deux t-structures (H>o(Z), H<o(/)) 

et ( p H > o ( / ) , p H < 0 ( 0 ) sur H(Z) sont égales. 

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate des théorèmes 2.2.82 et 2.2.86 
puisque le paramètre s est nul. 

En ce qui concerne la t-structure engendrée non perverse (H>o, H<o) on a : 

Scholie 2.2.95. — (Pour la t-structure ( H > 0 , H < 0 ) ^ Soit f : Y >X un k-
morphisme. On note dx et dy les dimensions de X et Y respectivement. On notera 
également df le maximum des dimensions des fibres de f. On a : 

1. Pour le foncteur /* : 

/* est en t-positif sans conditions sur f, 
- /* est t-exact lorsque f est lisse. 

2. Pour le foncteur /* : 
/* est t-négatif sans conditions sur f, 

~ f*[dy] est t-positif sans conditions sur f, 
~ f*[df] est t-positif lorsque f est projectif. 

3. Pour le foncteur f\ : 
f\[df] est t-positif sans conditions sur f, 
f\ est t-négatif lorsque f est projectif. 

4. Pour le foncteur f : 
f'\—df\ est t-négatif sans conditions sur f, 

~ f'[dx\ est t-positif sans conditions sur f, 
- f'[—df] est t-exact lorsque f est lisse de fibres partout de dimension df. 

Enfin, si j : U > X est une immersion ouverte avec U de dimension du non 

nulle, le foncteur j*[du — 1] est t-positif. 

En ce qui concerne la t-structure engendrée perverse ( p H>o, p H<o) on a : 

Scholie 2.2.96. — (Pour la t-structure ( P H > 0 , P H < 0 ) ; Soit f : Y >X un k-
morphisme. On note df le maximum des dimensions des fibres de f. On a : 

1. Pour le foncteur f* : 

f*[df] est pt-positif sans conditions sur f, 

- f*[df] est pt-exact lorsque f est lisse. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007 



384 CHAPITRE 2. COMPLÉMENTS SUR LES 2-FONCTEURS HOMOTOPIQUES STABLES 

2. Pour le foncteur f* : 
- /* est pt-positif sans conditions sur f, 
- f*[—df] est pt-négatif sans conditions sur f. 

3. Pour le foncteur f\ : 
- f\ est pt-positif sans conditions sur f ? 

~ M~df] est pt-négatif lorsque f est projectif. 
4. Le foncteur f est pt-exact sans conditions sur f. 

Remarque 22.97. — Dans les deux scholies 2.2.95 et 2.2.96, on remarque que les fonc­
teurs /* et f' sont de t-dimension bornée sans conditions sur / . Par contre pour le 
foncteur f\ (resp. / * ) on donne uniquement des bornes supérieures sauf dans le cas / 
projectif (resp. lisse). On pourra donc penser que la liste de propriétés obtenues est 
incomplète. Malheureusement, ceci semble faux même dans des cas très simples. En 
effet, soit j (resp. i) l'immersion d'un ouvert non vide et strict (resp. l'immersion d'un 
point fermé) dans une courbe lisse. Il y a de bonnes raisons pour penser que pour tout 
n G N, les foncteurs j\[—n] et i* [-n] ne sont pas ni t-négatifs ni pt-négatifs. 

2.2.5.4- Deux compléments. — Dans ce numéro, on démontre deux résultats concer­
nant la ^-exactitude des foncteurs /* et f\f* dans le cas où / est le morphisme struc­
tural d'un /c-schéma non forcément lisse ou projectif. 

Proposition 2.2.98. — Soit k un corps parfait admettant la résolution des singularités. 

Soit f : X > k un k-schéma de type fini. Le foncteur /* : H(/c) > H(X) est 

t-exact. 

Démonstration. — On sait que /* est t-positif. Il s'agit de prouver qu'il est t-négatif. 
C'est effectivement le cas pour / lisse. Pour le cas général, on procède par récurrence 
sur la dimension de X. On fixe un objet t-négatif TV de H(k). Soit U un ouvert régulier 
partout dense dans X. On forme le diagramme de /c-schémas : 

U—]—>X^— Y 

h f 9 
k 

où Y est le fermé X — U. On a le 2-triangle de localité : 

j\j*r = j\h* > r > ni*f* = i*g* • 

Ainsi pour démontrer que f*N est t-négatif, il suffira (en vue de la t-exactitude de 
z*) de prouver que g*N et j\h*N sont t-négatifs. L'hypothèse de récurrence nous 
dit que g*N est t-négatif. Il nous reste à traiter l'objet j\h*N. Soit e : X > X 

un éclatement disjoint de U avec X régulier. On forme le diagramme commutatif 
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à carrés cartésiens : 

и 3 X i E 

e P 
m j ± • + 

On a la chaîne de 2-isomorphismes : 

e*j\j*e* ~ e!J!J*e* ~ j,ida!J*e* ^ 

Il vient que j\j*f*N est isomorphe à ji j*e*/*X. Comme e* est t-négatif, on se 
ramène à montrer que j \ j * e * / * X est t-négatif. On utilise alors le 2-triangle de localité : 

j\~3*e*f* > e*f* > ij*e*f* > 

Comme X est lisse sur /c, on voit que e*/* est t-exact. D'autre part, comme E est de 
dimension plus petite de X , l'hypothèse de récurrence assure que z*e*/* est t-négatif. 
Le résultat découle alors du fait que H<o est cosuspendue. 

Corollaire 2.2.99. — Sous les conditions de la proposition 2.2.98, le foncteur f\f* est 
t-négatif. 

Démonstration. — On choisit une compactification : 

X —Xxf-1— Z 

f f 9 

k 

On obtient alors le triangle distingué : 

/</* = hiuT • M* • gw* = fii.i*f* > 

Les foncteurs /* et g* sont t-négatifs. De même, puisque f et g sont projectifs, les 
foncteurs f\ et g\ sont t-négatifs. Il vient que le deuxième et troisième sommet de ce 
2-triangle sont t-négatifs. D'où le résultat. 

2.3. Les 2-foncteurs monoïdaux homotopiques stables 

Soit S un schéma noethérien admettant une famille ample de fibres en droites. Dans 

cette section, on étudie les 2-foncteurs homotopiques stables H : Sch/S* > T91 

munis d'un produit tensoriel 0 x sur H(X) pour tout ^-schéma quasi-projectif X. 

On commencera notre étude par une liste de diagrammes commutatifs déduite de la 
théorie générale développée dans la sous-section 2.1.4. Chemin faisant, on mettra en 
évidence quelques modules et projecteurs. Les modules les plus importants sont les 
[/*? f1} pour / un morphisme entre S-schémas quasi-projectifs. Un des résultats prin­
cipaux sera la construction de ces modules, ou plutôt leur indépendance de certains 
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choix. On obtiendra même un 2-foncteur [H*,H !] : Sch/S > dJlod . On suppo­
sera ensuite que nos catégories monoïdales sont fermées, et on traduit les formules 
de la sous-section 2.1.5 en termes des quatre opérations. Des compatibilités avec les 
isomorphismes d'échange sont également établies. 

2.3.1. Définitions et premières propriétés. — Notons OTonoItH (resp. 
u3Dîono19t) la 2-catégorie des catégories monoïdales (resp. monoïdales unitaires) 
triangulées. Les 1-morphismes de 9)îcmo19t (resp. uOJtonolÜH) sont les foncteurs 
monoïdaux (resp. monoïdaux unitaires) et triangules commutant aux isomorphismes 
sg et Sd (voir la définition 2.1.148). Les transformations naturelles, sont les transfor­
mations naturelles des foncteurs monoïdaux (resp. monoïdaux et unitaires) qui sont 
également des transformations naturelles de foncteurs triangules. 

Définition 2.3.1 

1- Un 2-foncteur monoïdal (resp. monoïdal unitaire) est un 2-foncteur : 

( H , ® ) : Sch/S > VJlonoim (resp. (H,(g),l) : Sch/5 > u9Jîono19t ) 

qui à un S-schéma quasi-projectif X associe une catégorie monoïdale (resp. monoïdale 

unitaire) (H(X),(S>x) (resp. (H(X) , ®x, ^x)) et à un S-morphisme f : Y >X 
associe un foncteur monoïdal (resp. monoïdal unitaire) triangulé /*. 

2- Un 2-foncteur monoïdal (H,®) est dit un 2-foncteur monoïdal homotopique et 
stable si les deux conditions suivantes sont satisfaites : 

- Lorsqu'on compose à droite par le 2-foncteur (strict) d'oubli : OTono19t > 191 
(resp. u9)?cmo19t > 191 ) on obtient un 2-foncteur homotopique stable, 

- Formule de projection. Soit f : Y y X un S-morphisme lisse. Les deux 
morphismes (voir la proposition 2.1.97) : 

pg : f#(f*(A) ®y B>) > A ® x U(B') 

et 

pd : f# (A'®Y f*(B)) > U(A') ®x B 

naturels en (A, B) G Ob(H(X)) 2 et (A',Bf) G Ob(H(F)) 2 sont inversibles. 

S- On obtient la notion de 2-foncteur monoïdal symétrique (resp. monoïdal symé­

trique unitaire) homotopique et stable en faisant les changements évidents. 

Remarque2.3.2. — Étant donné un 2-foncteur monoïdal homotopique stable (H,®) 
on obtient un autre en remplaçant les catégories monoïdales (H(X) , ®x) par les caté­
gories ^-opposées (H(X) , 0°x)- ^ e 2-foncteur monoïdal homotopique stable est appelé 
le ®-opposé de (H,®) . Le passage à (H,(g)°) permettra de déduire des résultats par 
dualité. 
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Par la suite, on se donne un 2-foncteur monoïdal homotopique stable (H,0). On 
commence par des résultats de cohérence qu'on déduit directement de la défini­
tion 2.3.1. Pour un morphisme lisse / entre .S-schémas quasi-projectifs, les morphismes 
pg et pd sont les morphismes structuraux du projecteur [/*,/#] obtenu via l'adjonc­
tion (/#, /*) à partir du module tautologique [/*,/*] (voir la proposition 2.1.97). 
On a : 

Lemme2.3.3. — Les isomorphismes de connexion des 2-foncteurs H* et LlssH# in­
duisent un 2-foncteur : 

Liss|_|* Liss |_j i (Sch/S)Uss /S)U 

Démonstration. — Ceci se démontre facilement en partant du 2-foncteur [H*, H*] : 
Sch/5 Mod . 

Remarque 2.3.4. — Soit / : Y > X un morphisme lisse de .S-schémas quasi-
projectifs. Le fait que les pg et pd définissent un projecteur bilatère [/*, /#] se traduit 
par les trois diagrammes commutatifs ci-dessous : 

MPA >y (PB )Y C')) 
Pg 

A xMfB YC") Pg 
A x (B •>x f#C) 

MU*A >Y PB) •YC) MP (A x B] >Y C) 
Pg (A x B) x Î#C 

f#((A' >Y f*B) Y rC) Pd 
f#(A' YpB) •xC Pd U*A> x B) •xC 

MA' Y (f*B )y PC)) MA' 'Y f*(B :C)) Pd f#A' x (B C) 

MP Ai •Y (B' •>Y PO) Pg A >xMB' >Y PC) Pd A x Lf#B> xC) 

f # ((f* A •Y B') >YPC) Pd M.PA Y B') xC 
Va 

HA x PB') xC 

avec (A,B,C,A',B',C') e Ob(H(X))J x Ob(H(Y))J. 

Lemme 2.3.5. — Soit un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs : 

Y' 
a' 

Y 

f f 

X' 9 X 
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avec f (et donc f) lisse. Pour (A,B,A',B') E Ob(H(X))2 x Ob(H(y))2; les deux 
diagrammes suivants : 

f#({f°9,yA 'Y- çTB') c* f#({f°9,y y< g"B') P#g'*{PA YB') 

C 
E+ccv 

f#({f°9,y >Y- g"B') g*f#(f*A YB') 

Pg \P9 

9* A x> fLg"B' 
Ex# 

>g*A x' g*f#B' g* (A x UB') 

et 

f'#(g'*A' Y' (/»«') *B) c* r#(g'*A> Y' g1* PB) f'#g'*(A' Y PB) 

xc F,r* 

f'Ag'*A' •>Y> f*g*B) g*f#(A' »y PB) 

Pd Pd 

r#g'*A> )X, g*B 
Ex*# 

g*f*A' x'g*B g*(f#A> îx B) 

sont commutatifs. 

Démonstration. — Le second diagramme s'obtient du premier en remplaçant ® par 
<8»°, A par B et B' par A'. Pour montrer que le premier diagramme est commutatif, 
on applique le lemme 2.1.105 à la face carrée de 9Jtodg : 

;H(r), Y') 
W*, g"} 

(H(n -y) 

f#({f°9,y 
Ex*'* 

[/*,/*] 

f#({f°9,y xwc 
f#({f°9,y 

(H(X) 'x) 

formée des quatre modules tautologiques sur /*, g*, / '* et g'*. Dans le diagramme 
commutatif obtenu, on remplace l'isomorphisme d'échange Ex*1* par la composée de 
deux isomorphismes de connexion du type c*. On obtient de cette façon le diagramme 
de l'énoncé. • 

Soit / : Y > X un S'-morphisme entre S'-schémas quasi-projectifs. Le 1-
morphismes /* étant monoïdal, il admet un adjoint à droite /* pseudo-monoïdal 
par le corollaire 2.1.91. Si en plus H est unitaire, le 1-morphisme /* est naturellement 
pseudo-unitaire. On a même un 2-foncteur : 

H* ScU/S • pvJlono 
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adjoint à droite global de la composée : Sch/£ > Mono C pOTono par la propo­
sition 1.1.17. 

Lemme 23.6. — Soient i : Z >Y une immersion fermée de S-schémas quasi-
projectifs et A et B des objets de H(Z). L'accouplement : 

i*A Y Ï*B i*(A ( zB) 

est un isomorphisme. 

Démonstration. — Appelons j l'immersion ouverte complémentaire de i. On a : 
j*(i*A 0y i*B) c± (j*i*A) ®y-z U*i*B) = 0. Il vient par le triangle de localité que 
le morphisme d'unité : 

i*A v i*B i*i*(i*A YÎ*B) 

est un isomorphisme. Or, l'accouplement du foncteur pseudo-monoïdal i* est donné 
par la composition : 

i*A Y i*B ij*% A. Y i*B) i*(i i*A >zi*i*B) zB zB) 

La seconde flèche est un isomorphisme puisque i* est monoïdal. La troisième est 
également inversible puisque la counité de l'adjonction (i*, i*) est inversible. Le lemme 
est ainsi prouvé. • 

Remarque 2.3.7. — Sous les conditions du lemme précédent, le foncteur i* est un 
foncteur monoïdal. On fera attention que, dans le cas où H est unitaire, le foncteur i* 
n'est pas unitaire mais seulement pseudo-unitaire. 

La discussion précédente peut être rendue plus précise. En effet, si / : Y > X 
est un morphisme de .S-schémas quasi-projectifs, le foncteur /* est un foncteur como-
noïdal lorsqu'il est muni du coaccouplement inverse de l'accouplement de / . Par la 
proposition 2.1.98, l'adjoint à droite /* est naturellement un /*-coprojecteur bilatère. 
On notera pour (A, B, A', B') G Ob(H(X))2 x Ob(H(F))2 : 

% ' A >x f*B YB') YB') et 9d : f*A' xB MA' Yf*B) 

les morphismes structuraux du coprojecteur [/*, / * ] . 

Lemme2.3.8. — Les isomorphismes de connexion des 2-foncteurs H* et H* induisent 
un 2-foncteur : 

[H*,HJ Sch/5 ctyxoj 
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Remarque 2.3.9. — Soit / : Y > X un morphisme de «S-schémas quasi-projectifs. 
On a les trois diagrammes commutatifs ci-dessous : 

Ai >x (B >x f*C) 
1g A >x Mf'B Y C) 1g 

YB') / . ( /M Y(f*B. YC')) 

(A >x B) xf.C 1g f4J*(A •x B) YC) YYB')B') 'Y Î*B) YC) 

U*A> xB) •xC Id •MA YÎ*B) xC Id MA' >Y f*B) 'YPC) 

f.A' x (B C) Id f* (A' •Y f*(B >x C)) MA' >y (f*B 'Y f*c)) 

A x (/.B' >x C) Id A )x MB' 5y f*C) 1g Mf* A Y(B' Y rc)) 

(A x /.S') xC 1g Mf*A lY B') xC Id >M(f*A YB') )y f*C) 

avec (A,B,C, A',B',C) e 0b(H(X))3 0b(H(y))3. 

On peut également préciser le lemme 2.3.6 en : 

Lemme 2.3.10. — Soit i : Z >Y une immersion fermée de S-schémas quasi-
projectifs. Les morphismes structuraux de i* -coprojecteur bilatère i* : 

Qg A iy LB' LU* A zB') et qd : LA' yB iJA' >z i*B) 

sont des isomorphismes pour tout (A,B,A',B') € 0b(H(F))2 x 0b(H(Z))2. 

Démonstration. — Par définition, les morphismes qg et qd sont donnés par les com­
posées suivantes : 

A 'y LB' Li*(A YLB') iJi*A >zi*LB') Ui*A iz B') 

LA' •YB ni* (LA' >y B) LU* LA' z i*B) • L(A )Zi*B) 

Dans ces deux composées, les deuxièmes et troisièmes flèches sont inversibles. Il suffit 
donc de prouver que les deux morphismes d'unités : 

A )y i„B i*i*(A )VLB') et 2* A YB t * t * A. yB) 

sont inversibles. En utilisant le triangle de localité, ceci revient à dire que les objets 
j*(A 0y i*Br) et j*{i*A' 0y B) sont nuls lorsque j est l'immersion ouverte complé­
mentaire à i. Par monoïdalité, on a : 

i*(A )y LB') :j*A 'Y-zfÛB' YSDB') 0 0 

et 
j*(LA 5y B) i*LA' Y-Z j*B 0 »i*B = 0 

D'où le lemme. 
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2.3.2. Le module [i*, v] pour une immersion fermée i. — Pour i : Z > Y 
une immersion fermée de S'-schémas quasi-projectifs, on a vu que les morphismes 
structuraux du i*-coprojecteur i* sont des isomorphismes. on peut donc définir un 
projecteur [i, i*-en inversant les morphismes qg et qa : 

q-1* Ui*A zB') A YUB' et q-1* q-1* zi*B) i*A )y B 

Le résultat suivant s'obtient immédiatement à partir du lemme 2.3.8 : 

Lemme 2.3.11. — Les morphismes de connexion des 2-foncteurs H* et H* induisent 
un 2-foncteur : 

rlmm |_j * Imm M M* (Sch/s; \Imm q-1* 

Soit i : Z > Y une immersion fermée entre ^-schémas quasi-projectifs. On 
sait par la proposition 1.4.9 que le foncteur i* admet un adjoint à droite v. Ainsi le 

i* projecteur bilatère i* induit une structure de z*-module bilatère sur v. On a ainsi 
des morphismes : 

T9 • i*A i*A v(A yB) et rd ' vA i*B Ï\A B) 

naturels en (A, B) G Ob(H(F))2. On obtient immédiatement : 

Lemme 2.3.12. — Les isomorphismes de connexion de H* et ImmH! induisent Un Z-
foncteur : 

Imm |_j * Imm |_j ! (Sch/S1) 1 Imm DJlod 

Remarque 2.3.13. — Le morphisme i*A ®z iB > i*r(A ®y B) n'est pas un iso­
morphisme en général. Supposons pour simplifier que i est une immersion fermée entre 
deux ^-schémas lisses : 

Z i Y 

h 9 

S 
Fixons un objet E de H(S) et posons A = i*h*E et B = g*E. On a i*A 0 vB = 
h*E 0 Th~l{<Ai)h*E. D'autre part, v(A <g> B) = ï'(nh*E 0 g*E) = r{n(h*E ® 
i*g*E)) = h*(E®E). En général, les deux objets h*E®Th"1 {<A)h*E et h*{E®E) 
sont non-isomorphes. 

On continue avec quelques diagrammes commutatifs de compatibilité avec les iso­
morphismes d'échange : 

Lemme 2.3.14. — Soit un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs : 

T i' R 

P' P 

Z 
i Y 
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avec i une immersion fermée. Pour (A, B) G Ob(H(Y))27 le diagramme suivant : 

p'*i*A p'*i*A p'*(i*A )YvB) p'*ï\A xB) 

Ex*'* Exl>* Exl>* 

i'*p*A T ï-p*B ïl(p*A RP*B] inp*(A xB) 

ainsi que son ®-dual sont commutatifs. En d'autres termes, les morphismes d'échange 
Ex*'* et Exl:* induisent une face carrée dans la 2-catégorie des bimodules 9Jlod : 

(H(T), r) 
\i'*,ïv 

p'*i*A df 

p'*i*A 
[Ex*'* ,Ex-'*] 

[p*.p1 

(H(Z) •z) 
p'*i*A 

(H(r i* 

Démonstration. — On part de la face carrée de c9Jtoc) : 

(H(T '>T. 
\i'*,i'* 

(H(R), R 

\p'*,p'*} 
p'*i*A 

\P*,P*] 

(H(Z), <z) 
p'*i*A 

(H(n p'*i*A 

formée des comodules tautologiques sur les foncteurs comonoïdaux /*, i*, / '* et i'*. 
Par la version duale du lemme 2.1.105, appliquée aux adjoints à droite it et i'^ de i* 
et i'* respectivement, on obtient le diagramme commutatif de 2-isomorphismes : 

P*(A Y i*B ) p*iJi*A p'*i*A •if,pf*(i*A ̂zB< >i!*(p'*i*A p'*i*A 

p*(A y i*B p*A îRp*i*B p*A p'*i*A i'*(i'*p*A 1TP'*B) 

Pour tout (A,B') G Ob(H(Y)) 0 Ob(H(Z)). Ainsi, en inversant toutes les flèches, on 
obtient le diagramme commutatif : 

if*(p'*i*A )T P'*B') p'*i*A z B'] •p*Ui*A zB') >p*(A p'*i*A 

i',{i'*p*A TP'*B) p*A )RÏJ*B >p*A )RP*Ï*B p*{A Y i*B') 

On obtient le résultat recherché en appliquant la seconde partie du même 
lemme 2.1.105 (version modules) aux adjoints à droite i! et i/! de i* et i'^ res­
pectivement. • 
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Corollaire 2.3.15. — Soit un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs : 

T i' R 

sd P 

Z i_ Y 

avec p lisse et i une immersion fermée. Pour A G H (F) et B' G H(T), le diagramme : 

p'*i*Ap'*i*A t B' 
Ex*,# 

Ex* [p'*i*A TB') Ex* ZP'^B', A >y i*p'#B' 

Ex*'* 

p#ïM'*P*A >r B') >P#(p*A RÏ*B' A YP#Ï*B' 
Ex*,* 

A i*p'#B' 

est commutatif. En d'autres termes, les 2-morphismes Ex*1* et Ex#7* définissent une 
face dans la 2-catégorie tyxoj ; 

(H(T) 'T, 
Ex* 

WR), R) 

(H(T) 
[Ex***,Ex* #] 

\P*>P#i 

(H(Z), ) 7 
(H(T) 

(W(Y\ vxc 

Démonstration. — Par le lemme 2.3.14, les morphismes de connexions Ex*'* et Ex1'* 
induisent une face de la 2-catégorie Wlod. Le résultat découle de la fonctorialité de 
la construction 2.1.97, et du fait que le transformé du 2-morphisme Ex*'* par les 
adjonctions (i*pr^,p'*v) et(i*pr^,p'*v) est le 2-morphisme d'échange Ex*^#. • 

On continue avec : 

Lemme 2.3.16. — Soit un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs : 

T 
s' 

Y 

t' t 

Z s X 

avec s et t des immersions fermées. Les morphismes de connexions : 

Ex-* t'*s- s'H1 Ex1'* s'*tl t'-s* et Ex" t'lsl t'lsl 

induisent une face carrée mixte de modules (au sens de la définition 2.1.111) : 

(H(T) 5T) 
t'lsl 

(H(Y) >Y) 

rt'V'l t'lsl 

(H(Z),< z) 
t'lsl 

(H(X). x) 
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avec [t*,t!] ettf*sl considérés avec leur structure de modules à droite et [s*, s-] et 
[sf*,sn} avec leur structure de modules à gauche. En d'autres termes, le diagramme 
suivant est commutatif : 

s'*t[(A) Tt'*sl(B) tns*(A) IT tf*sl(B) 1/4 s* (A) >zs4B)) t'-s\A xB) 

s'4\A) )T t'*s](B) s'*tl(A] tf*sl tf*sl >r t*(B)t sltl(A xB) 

Pour tout (A, B) G Ob(H(X))2. 

Démonstration. — On part de la face carrée de ffîod : 

(H(T), -T) 
tf*sl 

(Н(П Y) 

\t'*,t'*' 
[Ex*'* ,Ex['*} 

[t*,t*] 

(H(Z), ]z, tf*sl ( В Д , x) 

Plutôt que de considérer [£*,£*] et [t'*,t'*} avec leur structure de module à gauche, 
on va les considérer comme des comodules à droite. Il est alors immédiat qu'on a une 
face carrée mixte de modules et comodules : 

(H(T1. •T) 
tf*sl 

(H(Y) Y) 

\t'*,t'*} tf*sl 

(H(Z). sd 
tf*sl 

(H(X), x) 

formée des modules à gauche [s*, s!] et [s'*, s1'} et des comodules à droite tautologiques 
sur t* et t'*. Il vient par le lemme 2.1.118 que le diagramme suivant : 

sHJA') tf*sl •sl(tt{A') >xB s-tJA tf*sl t'y-(A •>YS*(B)) 

Ks" (A') ïzs!(B •K(s'*(A') TVS\B)) t'As'* {A')1 >TS'4*(B)) t'y'(A' •>Yt*(B)) 

est commutatif pour tout (A',B) G Ob(H(Y)) x Ob(H(X)). L'inversibilité des flèches 
marquées découle de 2.3.10 et du théorème de changement de base pour une immersion 
fermée (voir la proposition 1.4.15). Ainsi, en renversant le sens des flèches : 

sHtJA') tf*sl slt,(A' >Y S*(B)) tW] (A' )y s*(B)) 

s*UA') >ZS4b: •tW* (A'] zs(B. t'As1* (A', Tt'*s\B)) 
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on obtient un nouveau diagramme commutati! : 

t't(s'*(A') •T t'*s-(B)] >t'ts'*(A') tf*sl s*U(A') >zs-(B) sHUA') >xB) 

t'y* (A1) •T s'H"{B)) t'y-(A' Y t*(B)) s'tJA' •y t*(B)) s\U(A') •x B) 

Pour conclure, on applique la seconde partie du lemme 2.1.114 aux : 
deux modules à gauche tf*sl et tf*sl 
deux projecteurs à droite tf*sl et tf*sl 
aux 2-morphismes : Ex1'* t'*sl s'H* (Ext) df t'y* s*U et 
Ex\ t'y' tf*sl 

Le lemme est prouvé. 

2.3.3. Structure monoïdale et équivalences de Thom. — Dans ce paragraphe, 
on verra que les couples [l,Th(tyK)] et [1, Th_1(^/K)] sont naturellement des modules 
bilatères pour tout <^V-module localement libre sur un Ŝ-schéma quasi-projectif X. 

Définition 2.3.17. — Soient X un S-schéma quasi-projectif et un ûx-module lo­
calement libre de rang fini. 

1- On définit une structure de idn(x) -projecteur bilatère sur T\\(jY) en prenant la 
composition des 1-morphismes de ^3roj : [s*, sy] [s*, sy] = [s*, sy] Th(^f/)] et en iden­
tifiants*p* au foncteur identité via les isomorphsimes de connexion. En particulier, 
on dispose pour (A, B) G H(X) des isomorphismes : 

i*p'#B' xcc i*p'#B' >x B) • A )x ( Th ( ^ )B ) 

2- On définit une structure de id^^X)-module bilatère sur Th~1(^V) en prenant 
la composition des 1-morphismes de 9Jîot) :tftfslslo [p*_p*]=[i*P*,Th-1 et en 
identifiant s*p* avec le foncteur identité de H(X) via les isomorphismes de connexion. 
En particulier, on dispose pour (A, B) G H(X) des isomorphismes : 

(Th-1^)xc^) )XB (Th-1^)^)cv xB) A X(J\C\JT)B) 

La proposition suivante regroupe quelques faits évidents concernant les équivalences 
de Thom : 

Proposition 2.3.18. — Soit X un S-schéma quasi-projectif et JV un &x-module loca­
lement libre de rang fini. On a : 

1. Les morphismes structuraux du projecteur [l,Th(^f/)] définissent une structure 
de \à^xycomodule bilatère sur le foncteur T\\(jY), 

2. Les inverses des morphismes structuraux du projecteur [1, Th(^K)] définissent 
une structure de ià^x)-rmodule et une structure de id|H(x)-coprojecteur sur le 
foncteur identité de W(X), 
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3. Les morphismes structuraux du module [1, Th-1(./K)] définissent une structure 
de ià^x)-coprojecteur bilatère sur le foncteur Th_1(^K); 

4. Les inverses des morphismes structuraux du module [l,Th(ty^)] définissent une 
structure de \à^X) -projecteur et une structure de \d^x)-comodule sur le fonc­
teur identité de H(X)7 

5. Les adjonctions (Th(,/K), Th_1(^f )) et (Th~1(yK), Th(c/K)) transforment le mo­
dule (resp. projecteur, comodule, coprojecteur) [l,Th(^/)] en le projecteur (resp. 
module, coprojecteur, comodule) [1, Th_1(,/K)] et vice versa. 

Proposition 2.3.19. — Soient X un S-schéma quasi-projectif et JV un ûx-module lo­
calement libre de rang fini. Soit f : Y > X un morphisme de S-schémas quasi-
projectifs. Les morphismes de commutation aux équivalences de Thom : 

f* °ThMO T h e r e o f " et f* o T h - 1 ^ ) l h - \ r , A - ) o f * < w x w 

induisent des 2-morphismes de modules : 

[/*,/* oThMO] (Th-1^) 'l.ThMO' 

[/*,Th (Th-1^) of*' [ i ,Th(/*^)] [/*>/*] 

(Th-1^)^) T h " 1 ^ ) ] (Th-1^)^) f i .Th-1^) ; 

(Th-1^)^)(Th-1^)^) fi.Th-Vr^K)] Lf,/*ï 

En d'autres termes, les deux diaqrammes suivant : 

f*{A) )Y PTh (JT)B f*(A x (Th-1^)^) (Th-1^)^) xB) 

F (A) (Th-1^)^) )f*B T h ( r ^ ) (/M YJ*B. (Th-1^)^)(Th)^) xB) 

f*(A) (Th-1^ (J/)B p(A •>x Th"1! yK)B) f Th-1 (Th-1^)^) wxcx 

(Th-1^)^) (Th-1^)^) f*B (Th-1^)^) (FA Y f*B) (Th-1^)^) f*(A x B) 

ainsi que leurs ®-duaux sont commutatifs pour tout (A, B) e Ob(Hfx))2 

Démonstration. — On traite d'abord le cas de l'équivalence Th 1{jV). On considère 
le diagramme commutatif : 

Y s' V(/\/T) P 
•Y 

f df f 

X s (Th-1^)^) p X 
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Le morphisme de commutation avec Th 1 est la composée : 

f*sp* 
Ex*-

s'' f'*p* 
Ex*'* s"p'*f* 

Le résultat découle alors du fait que les 2-morphismes ci-dessus sont des morphismes 
de /""-modules par 2.3.14. 

Pour l'équivalence Th(<sV), on applique le lemme 2.1.105 à la face carré de 9KoO : 

ff*, f 1 '- Th ' i . . ) [ î .Th -^r^)] \r,r 

et à l'adjonction (Th(t/K),Th(t/K),Th On obtient alors immédiatement le diagramme 
commutatif recherché. • 

Proposition 2.3.20'. — Soient X un S-schéma quasi-projectif et yV un Ûx-module lo­
calement libre de rang fini. Soit f : Y > X un morphisme de S-schémas quasi-
projectifs. Les morphismes de commutation aux équivalences de Thom : 

Th(,/K) o U / .oThcryK) et T h - 1 ( ^ ) o / , / . o T h " A ( r ^ ) 

induisent des 2-isomorphismes de coprojecteurs : 

[ A T h M O o / . ] [l,Th(^r)]o [/*,/.] 

[r,/.°Th(/vni (t/K),Th [i ,Th(/vni 

[ A T h - ' M O o / . ] (t/K),Th(t/K),Th (t/K),Th 

[/*,/, o T h - ' ( r ^ ) ; (t/K),Th f loTh -Vr^K)] 

En d'autres termes, les deux diagrammes suivants : 

A (t/K),Th(t/K),Th A >x J- ' ' I l ' / ' ' :/»" ' f*(f*A )Y T h ( / ^ ) B ' ) 

(t/K),Th x LB' •Th(,/n/.(/M ÎY B') /.Th(/\/K)(/M y B ] 

A (t/K),Th(t/K),Th ,4 x f.Tb-l(rjr)B' L(f*A YTb-l(rjr)B') 

Jh-\^)(A )A' f*B') JU-l(,y)f,(rA YB') ftJh-l(f\.r)(rA ÎY B') 

ainsi que leurs ®-duaux sont commutatifs pour tout (A, B') GOb(H(X)) x Ob(H(Y)). 

Démonstration. — Les trois modules [/*, /*] , [l,Th(ty4/)] et [1, Th(/*^4/)] sont natu­
rellement des comodules. On obtient la partie de l'énoncé concernant l'équivalence de 
Thom inverse Th_1(t/f/') en utilisant la fonctorialité et la compatibilité avec la compo­
sition de la construction 2.1.98. La partie concernant l'équivalence de Thom Th(^K) 
est traitée de la même manière. • 
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Par le même raisonnement, on démontre aussi : 

Proposition 2.3.21. — Soient X un S-schéma quasi-projectif et JV un ûx-module lo­
calement libre de rang fini. Soit f : Y > X un morphisme lisse de S-schémas 
quasi-projectifs. Les morphismes de commutation aux équivalences de Thom : 

/#oTh ( /VK) (t/K),Thwxc et (t/K),Th(t/K),Th (t/K),Th(t/K),Th 

induisent des 2-isomorphismes de projecteurs : 

y \ / * o T h ( / v n - (t/K),Th [i,Th(/*,/K); 

f r , Th ( ^ )o /# i [l,Th(^)l [/*./#] 

[f\f#oJh-\<wxwf*,^)\ [/*>/#] fi.Th-V/*^)! 

(t/K),Th(t/K),Th xwc [l.Th^MO] (t/K),Th 

£Vi d'autres termes, les deux diagrammes suivants : 

U(f*A YTb(r^)B') A >x S#iHr^)B' A x Th(^K)/#B' 

/#Th(/*(^))(/M •y B') (t/K),Th(t/K),Th (t/K),Th >TUL/V)(A 'x f#B') 

f#(f*A (t/K),Th(t/K),Th A (t/K),Th(t/K),Th A >x Tb-lWf#B' 

(t/K),Thv(t/K),Thv YB') >Jb-\j/)U(rA •>Y B') (t/K),Th(t/K),Thv x f#B') 

ainsi que leurs ®-duaux sont commutatifs pour tout (A, B') G Ob(H(X)) x Ob(H(F)). 

Proposition 2.3.22. — Soient Y un S-schéma quasi-projectif et jV un Gy-module lo­
calement libre de rang fini. Soit i : Z > Y un morphisme de S-schémas quasi-
projectifs. Les morphismes de commutation aux équivalences de Thom : 

Th(zVn o r • i1 o T h p n et Th"V</n oi •r' oTrTV./f) 

induisent des 2-isomorphismes de modules : 

[i*,lh{i*.yV) or'] [l,Th(i\/f)] \i*,ï] 

(t/K),Th(t/K),Th (t/K),Th [l,Th(«yK)] 

fî*,Th-1(z*./(/)or'l "l,Th_1(i*^y (t/K),Th 

[r,r' o ' th-1^)] (t/K),Th (t/K),Th( ,Th 

ASTÉRISQUE 314 



2.3. LES 2-FONCTEURS MONOÏDAUX HOMOTOPIQUES STABLES 399 

En d'autres termes, les deux diagrammes suivants : 

(t/K),Th <zTh(i\yy)il(B) Th{i\yK)(i*{A) >zHB)\ T\\(jY)v(A )y B) 

2* (A)- zrTh(yV)(B) i\A )Y Th(yV)(B)) (t/K),Th(t/K),Th )y B) 

i*(A) )zThc\i*,jV)r B •Th-l(i\yV)(i*(A) (t/K),Th Jh~\yV)i\A )y B) 

i*(A) (t/K),Th(t/K),Th wxcw >i](Ac (t/K),Th(t/K),Th •2!Th-1MO(,4 (t/h 

ainsi que leurs ®-duaux sont commutatifs pour tout (A.B) G Ob(H(Y))2. 

Démonstration. — L'assertion pour le module [l,Th 1(yV)} découle immédiatement 
du lemme 2.3.14. Pour l'équivalence de Thom Th(^K) on applique le lemme 2.1.105 
à l'adjonction (Th(^ ) , T h " 1 ^ ) ) . • 

Comme corollaire, on peut démontrer : 

Proposition 23.23. — boit X un S-schema quasi-projectif. On suppose donnée une 
suite exacte de ûx-modules localement libres de rang fini : 

0- sd sd s 0 

Les diaqrammes : 

Th(^)(A >xB) (t/K),Th(t/K),Th (A xB) •T\\(3?)(A x Th(^)B) 

A ïx Th(^)B A xTh(^)Jh(yV)B 

Th-l{Jt)(A x wxB, Th-1(^)Th"1(^)(^ xB) •Th"1(j^)(^( xTh-\jK)B) 

A xTh-\^)B A )XTh-1(if)Th-1C-yf)5 

sont commutatifs. En d'autres termes, l'isomorphisme de composition est un 2-
morphisme de modules. La même chose s'applique pour les Th_1(-). 

Démonstration. — En effet, par définition, l'isomorphisme de composition des équi­
valences de Thom inverses Th_1(—) est une composée d'isomorphisme de connexion 
de type c* et c et d'un isomorphisme d'échange de type Exl>*. Par le lemme 2.3.14, 
ces 2-morphismes sont des morphismes de modules. Les détails sont laissés aux lec­
teurs. La partie concernant les équivalences de Thom Th( — ) s'obtient en utilisant les 
adjonctions (Th(-), Th_1(-)). • 
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On continue avec des compatibilités mixtes : 

Proposition 2.3.24. — Soient X un S-schéma quasi-projectif et Jï un ûx-module lo­
calement libre de rang fini. Soit f : Y > X un morphisme de S-schémas quasi-
projectifs. Les diagrammes suivants : 

1MJTMA) xh(B') (t/K),Th(t/K),Th >Y B') f.ÇTh(f\/r)r(A) Y B') 

Tb(^)(A KxfJB')) Th(^) ft(f* (A) >y B') /.Th(/*^K)(/*(A) >y B') 

Th~1(,yV)(A) >xf.(B') (t/K),Th(t/K),Th Y B') MTh-\r^)f*(A) 'Y B ) 

T\\-l{jV)(A >x f*(B ) (t/K),Th(t/K),Th Y B') >/.Th-1(/*^)(/*(A) Y B') 

ainsi que leurs ®-duaux sont commutatifs pour tout (A, B ) € Ob(H(A )) x Ob(H(r)). 

Démonstration. — Il suffit d'appliquer le lemme 2.1.114 à la face carrée mixte de 
modules et comodule ayant pour cotés [l,Th(yf)], [1, Th(/*^T)], [/*,/*] et [ /*, /*] . 

• 

Lorsque / est lisse, on a une version de la proposition précédente pour le foncteur 
/#. On laisse aux lecteurs le soin de formuler l'énoncé correspondant et de trouver le 
lemme qui le démontre. On passe à : 

Proposition 2.3.25. — Soient Y un S-schéma quasi-projectif et JV un 6y -module loca­
lement libre de rang fini. Soit i : Z > Y une immersion fermée. Les diagrammes 
suivants : 

i*Thpn(A) 'zi'(B) > i'(Th(,yV)(A) WB) >vJh{,^)(A •YB) 

Tb(i\,Y)i*(A) (t/K),Th Th(i*,J')(i*(A) Ozv(B)) T\\(i*jY)ï-{A •Y B) 

T T h - 1 ^ ) ^ ) >zi'(B) >v{l\\-l{„Y){A) •YB) >ï-T\r1LA')(A >YB) 

Th-l(i*.jV)i*(A){ >zï(B) Tb-1(i*.yV)(i*{A) 9zr(B)) Th_1(i*^K)i!(A >YB) 

sont commutatijs. En d autres termes, on a deux faces carrées mixtes de modules : 

(H(T), z) 
\i*, v 

(H(F), >Y) 

[l,Th(/vni [l-Th(^)] 

(H(Z), z) 
(t/K),Th 

(H(X), >Y) 
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et 

(H(T), •z) 
\i*.v] 

(H(l'), •v) 

\\,Jb-\sdf\Y)} [l.Th-1^)] 

(H(Z) z) 
qdsqd 

:h(x),< v) 

Démonstration. — Le résultat pour les équivalences de Thom inverses T h " ^ - ) dé­
coule immédiatement des lemmes 2.3.14 et de 2.3.16. Le cas des équivalences de Thom 
Th( —) s'obtiennent en appliquant le lemme 2.1.114 et en réarrangeant le sens des 
flèches dans le diagramme commutatif obtenu. • 

Comme application de 2.3.19 et 2.3.25 on obtient facilement le résultat suivant : 

Corollaire2.3.26. — Soient X un S-schéma quasi-projectif et jtft deux ûx~ 
module localement libre de rang fini. Les diagrammes suivants : 

ThpK)(A) x ThL#)(B) •TU(-yV){A x Th(.//)(B)) Th(../K)Th(.#)(,4 >x B) 

ThMO(A) v I h:.//:./<': Th(.#)(Th(,/K)(4) x B Th(.//)Th(.yK)(A .Y B) 

(t/K),Th(t/K),Th xTh-1(.//)(B) ~[\\-lLyY)(A xTh~L(.//)(B): 

•Th_1(.^)Th-1(.^)(Al .Y B) 

Th-xpn(A) >.vTh-1(.#)(B) Th-1(,.//)(Th-1(./l'')(A) xB) -
Jh-l(.J/)lb-1(.J/){A xB) 

Th(,yV)(A)i xlb-\yg){B) Th(,/K)(A -lb-\.J/)(B)) Th(,/K)Th_1(.#)(^ •xB) 

(t/K),Th )vTh^1(.//)(B) >Th-1(..#)(Th(./t')(A) .Y B) Tb-\.£)lh(,Y)(A xB) 

sont commutatifs pour tout (A, B) G Ob(H(X))2. 

2.3A. Le module [/*,/!] lorsque / est lisse 

Définition 2.3.27. — Soit f : Y > X un morphisme lisse de S-schémas quasi-
projectifs. On définit une structure de /*-module bilatère sur f en prenant la composée 
des 1-morphismes de 9Jîo<) : 

[ l ,Th(^) j (t/K),Th Lf-/!] 
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En particulier, on a les isomorphismes : f*A fw-B •f(A B) naturels 

en (A B) G Ob(H(X))2. 

Lemme2.3.28. — Les bi-modules [/*,/!] s'organisent naturellement en un 2-
foncteur : 

(Sch/S)Liss (t/K),Th 

Démonstration. — Il s'agit de montrer qui les isomorphismes de connexions des 2-
foncteurs H* et H! induisent des morphismes de modules. Mais par définition, les 
isomorphismes de connexions de H! sont essentiellement des composées de morphismes 
de commutation de /* avec des équivalences de Thom ainsi que des morphismes de 
composition. Le lemme découle alors de 2.3.19 et 2.3.23. • 

On aura besoin de deux faces carrées mixtes : 

Lemme 2.3.29. — Soit un carré cartésien : 

W g' 
v 

w f 

u 9 
X 

de S-schémas quasi-projectifs avec f et q lisses. On a une face carrée mixte de mo­

dules : 

(H(W) ds 
W\9n\ (H(V) •v) 

(t/K),Th (t/K),Th 

(H(U) >u) 
[ff'.ff1] 

(H(X), •x) 

formée des modules à gauche [g*,g1] et [g'*,g'[] et des modules à droite [/*,/!] et 

(t/K),Th ainsi que les 2-morphismes : 

Ex1'* (t/K),Th g"f* , Ex-* g'*f f"g* et Ex - : q'! f f'W 

Démonstration. — Ceci est une conséquence facile de 2.3.19 et 2.3.23. 

On a de même : 

Lemme 2.3.30. — Soit un carré cartésien 

W 
i' V 

sd f 

z- i 
Y 
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de S-schémas quasi-projectifs avec f lisse et i une immersion fermée. On a une face 
carrée mixte de modules : 

(H(W) W, 
H(W) 

(H(V) v) 

H(W) [/*,/'] 

H(W) z) 
H(W) 

(H(X) Y) 

formée des modules à gauche [i*,r] et [i1*, i'-} et des modules à droite H(W) et H(W) 
ainsi que les 2-morphismes : 

Ex-'* f'*ï- , i'\ f* Ex'" : i'*f fi* et Ex-'1 : i"f f'-v 

Démonstration. — C'est une conséquence facile de 2.3.14 et 2.3.25. • 

2.3.5. Le module [/*,/!] pour / quelconque. — On voudrait recoller les deux 
2-foncteurs : 

|Tmm |_j * Imm|_j!j (Sch/S)Imm OToD et | Liss Liss |_| !" ;sch/s)Liss Mod 

en un 2-foncteur : 
[H*,H! Sch/S •Mod 

Étant donné un S-morphisme / : X > Y entre S-schémas quasi-projectifs, on 
peut trouver, une factorisation f -- p o s avec p lisse et i une immersion fermée. On 
déduit alors un module [/*, f1] en prenant la composée : 

[s*, s1 \P\P-] 

et en identifiant /* avec s*p* et f1 avec slpl via les isornorphisrnes de connexions. La 
difficulté est de prouver l'indépendance des modules obtenus du choix de la factorisa­
tion. La preuve de cette indépendance est basée sur le résultat clef suivant : 

Théorème 2.3.31. — (Compatibilité avec Visomorphisme de pureté) Supposons donné 
un diagramme commutatif (D) de S-schémas quasi-projectifs : 

Y s X 

9 
f 

Z 

avec s une immersion fermée et f et g lisses. Pour (A, B) G Ob(H(Z))2; le diagramme 
ci-dessous : 

s*f*A Y S'PB sHf*A )x f*B) •slP(A >z B) 

n TT 

g* A H(W)H(W)H(W) T h - ^ x ^ M Y9*B) Th-1 W)g*(A zB) 

est commutatif ainsi que son analogue avec ®°. 
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Un diagramme (D) sera dit bon si la conclusion du théorème ci-dessus est satisfaite 
pour (D). On commence par le lemme : 

Lemme 2.3.32. — Soit a : R > X un morphisme lisse. Formons un carré carté­
sien au-dessus de Z : 

7 t • R 

a a 
Y s X 

g 
s 

z 

Pour tout A et B de type fini, les diagrammes suivants : 

a*(s*f*A Ys'-fB) •a*s\f*A (t/K),Th •a*s!f*(A zB) 

a*(q*A< )YJb-\„A/s)g*B) a*Th_1(^)(£iM Yg*B) a*T\\-l(jVa)g*{A <zB) 

t*(fa)*A Tt'UaTB >t\UaYAi n(fa)*B) •i!(/a)*(A< zB) 

(gaYA ïTTh-l(,Yt){ga)*B Jh^^AUgaYAi r(ga)*B) 'Jh-l{A¡)(gaY(A •zB) 

sont isomorphes. 

Démonstration. — Considérons le diagramme suivant : 

t*(fa)*A( TtHfaYB t*a*f*A >rt'a* f*B a*s* f*A( Ta*sf*B >a*(s*f*A YSlf'B) 

(1) 

tH(faYA>. R(faYB) >t'(a*f*A >Ra*f*B) t'-a*(p/. xf*E aV (f*(A >xfB) 

(2) 

t'(fa)*(A >zB) *t-a* ft A <zB) • a*s-f*(Ai zB) 

Le rectangle (1) est commutatif puisque les isomorphismes d'échange Ex*'* et Ex''* 
définissent une face carrée dans la 2-catégorie : OJloD. D'autre part, le rectangle (2) est 
commutatif puisque Pisomorphisme de connexion : (fa)* > a*f* est une trans­
formation naturelle de foncteurs monoïdaux. Il vient que notre diagramme est com­
mutatif. Notons également que toutes les flèches horizontales de ce diagramme sont 
inversibles. 

ASTÉRISQUE 314 



2.3. LES 2-FONCTEURS MONOÏDAUX HOMOTOPIQUES STABLES 405 

De l'autre côté, on considère le diagramme : 

(gaYA lb-l(.A){(gaYA lb-l(.A){(gaYA •)T{ga)*B) Th"1 {jrt)(ga)*(A-zB) 

a*g*A •rThT1 {,/Yt)a* g* B lb-l(.A){(gaYA ro*ff*B)(4) 

a* g* A lb-l(.A){(gaYA (3) J\rlLYt)a*{g*A rg'B) Th-l(,A)a*g*{A zB) 

a*(g*A YTb-LL>Vs)g*B) a*Tb-lLYs)(g*A> ]Y g* B) a*lh-\..Ys)g*{A< zB) 

Le carré (3) est commutatif puisque les isomorphismes de commutation des équiva­
lences de Thom avec a* induisent des morphismes de modules. Le rectangle (4) est 
commutatif pour la même raison que la commutativité du carré (2). On déduit alors 
que notre diagramme est commutatif. Notons également que toutes les flèches de ce 
diagramme sont inversibles. 

De même, les deux diagrammes suivants : 

**(/a)M. Ttl(fa)*B (qaYA lb-l(.A){(gaYA 

t*a*f*A )Ttla* f*B a* g* A )T Th-1(,/fi)a*g*B 

a*s*f*A T a*s[f*B a*g*A lb-l(.A){(gaYA 

y s-PB) 'y s-PB) -a* (g* A îYTh-\,ys)g*B) 

t](fa)*(A zB) •tla*f*(A îzB) > a*s-f*(A zB) 

Th-lLsVt)(gaY(A )zB) Th-lLsVt)(gaY ïz B) >a*Th_1(t̂ )p*(A zB) 

sont commutatifs. Ceci découle immédiatement de la compatibilité de l'isomorphisme 
de pureté avec les restrictions suivants les morphismes lisses. Il est facile, à partir de 
là, de fournir un isomorphisme entre les deux diagrammes de l'énoncé. • 

Corollaire 2.3.33. — Gardons les notations du lemme précédent. Notons (Df) 
le diagramme obtenu en composant a avec g et f. Supposons que le foncteur 
a* : H(y) > H(T) est fidèle. Alors si (D') est bon, il en est de même de (D). 

Muni de ce corollaire, on peut établir un cas particulier du théorème 2.3.31. 
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Proposition 2.3.34. — Les diagrammes du type : 

Z s X 

f 

Z 

avec f lisse, sont bons. 

Démonstration. — Par l'astuce de Jonalolou, on peut trouver un torseur a : 
T > Z sous-un fibre vectoriel avec T un schéma affine (on utilise ici le fait que 

la base S admet une famille ample de fibres en droites). Le foncteur a* est fidèle 
puisque par homotopie, a*a* ~ 1. Il vient par le lemme 2.3.32 qu'on peut remplacer 
Z par T et X par X XZ T. On se ramène ainsi à traiter le cas où Z est un schéma 
affine. 

Posons V = N{JVS) avec ^/VS le faisceau normal de l'immersion s. Puisque Z est 
affine, on peut trouver un diagramme commutatif : 

7, s X 

Z so 

e 

V f 

V 

z 

avec e étale, SQ la section nulle. De plus, on peut supposer que le carré du diagramme 
ci-dessus est cartésien. Toujours par le lemme 2.3.32, on se ramène à traiter le cas 
où / est la projection d'un fibre vectoriel V(^#) (avec .4% un ^-module localement 
libre) et s l'inclusion de la section nulle. Mais dans ce cas, l'isomorphisme de pureté 
coïncide avec l'isomorphisme Th~1(cAi) ~ Th-1(./#) = s! f* induit par l'isomorphisme 
wxwc La conclusion de la proposition est claire dans ce cas. • 

Avant de traiter le cas général, on démontre le lemme suivant en se basant de 
manière essentielle sur le cas particulier qu'on vient de traiter. 

Lemme 2.3.35. — Supposons donné un diagramme commutatif : 

Z t Y s X 

9 f 

Z 
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avec f et g lisses et t et s des immersions fermées. Pour (A B) G Ob(H(Z))2 le 
diagramme suivant : 

t'(s*f*A Y S'PB) YTh-lL .Y f'B) YTh-lL zB) 

t[(g*A t'-Tb-l(,Ys)(g*A t'-Tb-l(,Ys)(g*A yg'B) •t'lb-\^s)g*(A zB) 

est commutatif. 

Démonstration. — Considérons le diagramme suivant : 

* 

t*s*rA. t's-f*B ' t*g*A txJK\,Ys)g*B 

(1) t*g*A i,JW\t\J/s)t-g*B A t'-Tb-l(,Ys)(g*Aw 

t'(s\rA s-rB) >tUq*A )Tb-\.A7)g*B) (3) (5) 

Tb-\t*^s)(t*g*A i'g*B) Th~1(r./t;,)(̂ ic •Th~\^t)B) 

t'sUfA f*B) (2) iTrVK,)(oVl g'B) 
Jh-\t\/K)t'-(g*A ,g*B) (6) T\r\t\//a) Tb-\,Yt)(A B) 

t's'-riA B) •ÏTb-\^s)g\A B) (4" 

Jb-Ht*.^Mg\A B) TK\t* ..A's)Tb-\.A't){A B) 

Les carrés numérotés (1), (4) et (6) sont clairement commutât ifs. Le diagramme numé­
roté (2) est celui dont on cherche à prouver la commutation. Le diagramme (3) com­
mute par 2.3.22. La commutation du diagramme (6) découle de la proposition 2.3.34 
appliquée au triangle commutatif : 

Z t Y 

9 

Z 

D'autre part, par le lemme ci-dessous, toutes les flèches du diagrammes (*) (sauf 
peut-être ceux du sous-diagramme (2)) sont inversibles. Il vient que pour prouver 
la commutation du sous-diagramme (2), il suffit de montrer que le bord de (*) est 
commutatif. Pour montrer cela, on applique encore une fois la proposition 2.3.34 au 
triangle commutatif : 

Z s o t X 

f 

Z 
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pour obtenir la commutation du diagramme : 

(sot)*f*A z(sotyf*B (sot)l(f*A 'v f*B) (sot)lf*(A >7 B) 

A îzTh-l(jVaot)B Th-\jKot)(A ÏZB) •Jh-\^sot)(A ÏZB) 

En utilisant la compatibilité de l'isomorphisme de pureté avec la composition des 
immersions fermées et le fait que les isomorphismes de connexion ainsi que ceux de 
composition des équivalences de Thom sont des isomorphismes de modules, on peut 
développer ce diagramme pour obtenir le bord de (*). Ceci prouve le lemme. • 

Pour compléter la preuve du lemme 2.3.35, il nous reste à montrer : 

Lemme 2.3.36. — Gardons les notations du lemme précédent. Les flèches suivantes : 

t*g*A t'Th-\^s)g*B t\g*A T\\-\jrs)g*B) 

et 

t*q*A U-g*B tl(g*A 9*B) 

sont inversibles. 

Démonstration. — La question étant locale pour la topologie de Nisnévich, on se 
ramène immédiatement au cas où ,.sVs est libre de rang r. Il vient que Th-1 (c.AÇ)g*B ~ 

<f(B(-r)\-2r\) . On doit donc traiter uniquement le second morphisme. 
Pour le second morphisme, on utilise le diagramme commutatif de la proposi­

tion 2.3.34 : 

t*g*A ztlg*B tl(g*A )y g*B) H1 g* (A zB 

4 zJh-sdsd^.^B Th"1sd^)^ zB] --Jh~lLYt)(A V B) 

D'où le résultat. 

Achevons la preuve du théorème 2.3.31. On forme la diagramme commutatif : 

Y >Y xZY 
s' 

X xZY 

pr2 qs 

Y 
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Par le lemme ci-dessus appliqué aux objets g* A et g*B, on a le diagramme commu­
tatif : 

\s'*r{g*A) YX?Y s f (g*B)) ••(pr'ig'A) >yxzy Jh-L(^s,\ vr*{g*B)) 

t'-Tb-l(,Ys)(g*A xxZY r(g*B)) Tb-L(,^)(pr*2(g*A) •yxzv pr*{.g*B)i 

Js'lr(g*A Y g*B) '•Th-lW,)pr*(g*A Y g B) 

Ce diagramme est clairement isomorphe au diagramme ci-dessous qui est donc égale­
ment commutatif : 

!(S'*(flo/')M vx*y s'Hgof'YB) •{{gopr2)*A t'-Tb-l(,Ys)(g*A (g°pr2)*B) 

's'\(gofyA xxZY (g°rrB) Jb^iMigosdpr^A >YxzsddY {g°Pr2)*B) 

}s'\gof'Y(A izB) vlb-H^Ygop^TiA zB) 

En aDDliauant le lemme 2.3.32 à : 

Y xz Y s X xzY 

pr-i pn 

Y s X 

g f 

z 

et en utilisant les égalités gof' = f opi'i et 9°W2 = 9°Wi on déduit que le diagramme 
suivant est commutatif : 

]prl(s*f*A Y S-f*B) •prUg*A yThds-'Wg'B) 

•prls'ifA x }*B) t'-Tb-l(,Ys)(g*A {9'A •'Y g*B) 

'pr1s'f*(A •>zB) Vîa'Th-1^)*,* (A zB) 

Ainsi, on a prouvé que le diagramme qui nous intéresse devient commutatif si on 
applique le foncteur A~lpr* ~ Tb~l(iig). Mais les foncteurs de Thom Th_1(—) sont 
pleinement fidèles puisque ce sont des équivalences. Le théorème est prouvé. 
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Le théorème 2.3.31 se récrit : 

Corollaire 2.3.37. — Supposons donné un diagramme commutatif de S-schémas quasi-

projectifs : 
Y s >X 

9 
f 

Z 

avec s une immersion fermée et g et f des morphismes lisses. Alors le diagramme 
suivant : 

s*f*A s'fB >g*A • g'-B 

s'iPA f'B) 

s]f(A. B) g (A B) 

est commutatif. 

Démonstration. — Considérons le diagramme suivant : 

s'f'A )rs!Th(fif)/*B s'f'A Y t'-Tb-l(,Ys)(g*A q*A t'-Tb-l(,Y(g*A Th-\^s)g*B 

s\f*A xTh(n/)/*5) Th(s*Of)(s*/*^ Y S'PB) Th(s*fif)(oM t'-Tb-l(,Ys)(g*A 

sd 

5!Th(fy)(/M }Y f*B) Th(s*nf)s-(f*Ai f*B] (2)Th(5*nf)Th-1 :^sWA^ Y9*B) 

slTh(nf)r(A >zB) Th(s*nf)slf*(A IzB) >Th(s*Q/)Th"1(^)<7*(^ zB) 

La commutation du rectangle (1) découle de 2.3.22. La commutation du rectangle 
(2) découle de la compatibilité avec l'isomorphisme de pureté 2.3.31. Il vient que 
notre diagramme est commutatif. Pour terminer, il reste à montrer que le diagramme 
suivant : 

g* a y Th(s*fif)Th_1 (jQg'B g*A YT\\{Slg)g*B 

Th(s*nf)(g*A YTh-\jK)g*B) 

Th(s*nf)Th_1 {^s)(g'A yg'B) •Th(n9)(5*Ac Y Q*B) 

Th(s*%)Th-1 (^s)g*(A zB) Th(Qq)g'(A zB) 
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est commutatil. Ceci découle immédiatement du lait que le 2-isomorpmsme de com­
position : 

Th(fifl) Th(s*fif)Th_1i Ns) 

est un morphisme de idH(Y)-modules. 

On peut maintenant prouver le théorème suivant : 

Théorème 2.3.38. — II existe un 2-foncteur contravariant : 

[H*,H! Sch/S t'-Tb-

qui coïncide avec [ImmH*,ImmH!] et [LissH*, LissH!] lorsqu'on se restreint à (Sch/S')Imm 
et (Sch/5)Llss respectivement. 

Démonstration. — Soit / : Y > X un morphisme de 5-schémas quasi-projectifs. 
Il suffit de montrer l'indépendance de la factorisation du module [/*,/'"]. Supposons 
données deux factorisations de /en po s et p' o s'. On se ramène immédiatement aux 
cas où il existe un diagramme commutatif : 

Y s P X 

i 

Y s' P X 

avec i une immersion fermée. On sait que les isomorphismes de connexions : 

[s'*.s"-\ [s'*.s"-[s'*.s"-

sont des morphismes de modules puisque s, s et i sont des immersions fermées. Il 
suffit donc de montrer que les isomorphismes de connexion induisent un morphisme 
de modules : 

[s'*.s"- [s'*.s"-[s'*.s"-

Ceci est vrai par le corollaire 2.3.37. 

Soit / : Y > X un morphisme de 5-schémas quasi-projectifs. En utilisant 
l'adjonction[s'*.s"-]on déduit à partir du /*-module bilatère [/*,/!] un projecteur 
bilatère [/*, f\\. On a de même : 

Corollaire 2.3.39. — Les isomorphismes de connexion de H* et Hi fournissent un 2-
foncteur covariant : 

[H*, H,] Sch/5 [s'*.s"-
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Ce projecteur présente quelques avantages sur le module dont il provient à cause 

de : 

Théorème 23.40. — Soit f : Y > X un morphisme de S-schémas quasi-
projectifs. Pour tout (A,B,A',B') e Ob(H(X))2 x Ob(H(T))2 les morphismes : 

Mr A )y B') A x f\(B) et MA Yf*B) MA') ^xB 

sont des isomorphismes. 

Démonstration. — On traite uniquement la première flèche, la seconde découle par 
(g)-dualité. Il suffit de prouver la proposition dans le cas où / est lisse et puis dans le 
cas où / = i est une immersion fermée. 

1- Si / est lisse, notre morphisme est la composée : 

[s'*.s"- (f*A YB>) f#(f*A [s'*.s"-[s'*.s"- d >xf#lh-UnF)B 

Les deux flèches qui figurent dans cette composition sont inversibles (voir la défini­
tion 2.3.1). 

2- Si / = i est une immersion fermée, notre morphisme est la composée : 

iJi*A )Y B')Ui*A >x i*i*B') ii*i*(A )x i*B') A i*B 

Les deux flèches de cette composée sont également des isomorphismes. 

2.3.6. Des diagrammes commutatifs supplémentaires. — On commence par 
la proposition suivante : 

Proposition 2.3.41. — Supposons donné un carré cartésien de S-schémas quasi-
projectifs : 

Y' 
g' 

Y 

sd f 

x' 
9 X 

Les deux 2-morphismes d'échange Ex*'* et Ex1'* induisent une face carrée dans la 
2-catégorie DJlod : 

(H(n, sd 
[s'*.s"-

H Y , Y) 

[s'*.s"-
[Ex^\Ex-*'_ 

[/*,/'] 

(H(X') d 
.9*,.9* 

(HPO, x) 
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En d'autres termes, le diagramme suivant est commutatif : 

[s'*.s"- >Y'g'*f(B) [s'*.s"- ''Y f (B)) g'*f(A x B) 

f'*g*(A) y /V(B) •M (g* (A '•Y g*{B)) f"g*(A x B) 

pour tout (A, B) e Ob(H(X))2. 

Démonstration. — On choisit une factorisation de / = p o i avec i une immersion 
fermée et p un morphisme lisse de S-schémas quasi-projectifs. On peut alors traiter le 
cas de i et p séparément (puisque que les isomorphismes de connexions induisent un 
morphisme de modules). Mais pour une immersion fermée i, le résultat correspondant 
a été établi dans 2.3.14. Ceci nous ramène à supposer / lisse. Dans ce cas, on utilise 
la formule /! = Th(il/)/*. En revenant à la définition du morphisme d'échange Ex'"*, 
on voit qu'il suffit de prouver qu'on a deux faces dans OJÎoO : 

(H(r'), Y' 
\g'*.g'*' 

(H(Y) xc 

(H(r'), 
Ex*'*,Ex*-"] 

(H(r'), 

(H(X') X') 
[g*-g*] 

(H(X), >x) 

et 

W\g'*[ 
(H(Y') Y' ) (H(Y) sd 

[i,Th(QR); [l,Th(fi/)] 

(H(y'), dsdq 
(H(r'), 

(H(F), Y) 

La première face est évidement un face de OToO puisque les isomorphismes de 
connexions sont des transformations naturelles monoïdales. Pour la seconde face, on 
utilise 2.3.19. • 

Corollaire 2.3.42. — Gardons les hypothèses de la proposition 2.3.41- Le diagramme 
suivant : 

/,'(/'VU) •Y> g'*(B')) g*(A) DX'flg'*(B') >g*(A) x' g* MB') g*(A xh(B')) 

f!(g'*r(A) Y' g'*(B')) f:g'*(r(A) >Y B' 9* MI* (A) YB') g* (A x MB)) 

est commutatif pour tout (A, B') G Ob(H(X)) x Ob(H(Y~)). 

Démonstration. — Il suffit d'appliquer le lemme 2.1.105 à la face carrée de modules 
à gauche de la proposition 2.3.41 et aux adjonctions (/i, f) et (/,', / " ) . • 
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On a également : 

Corollaire 23.43. — Gardons les hypothèses de la proposition 2.3.41- Le diagramme 

suivant : 

(H(r'), 5v F B (H(r'), xB) fg*(A' >x> g*B) >g'J'\A' a- g*B) 

g'J'*(A') >y SB g'Ar(A') >y< q'*{B) >g'M'*(A') (H(r'), g'J'HA' hx g*B) 

est commutatif pour tout (A',B) e Ob(H(X')) x Ob(H(X)). 

Démonstration. — On peut considérer la face carrée de la proposition 2.3.41 comme 
une face carrée mixte de modules et comodules, formée des deux modules à gauche 

(H(r'), et IRJ'-ï et des deux comodules à droite tautologiques sur o* et g'*. On ob­
tient alors la commutation du diagramme de 1 énonce en appliquant le lemme 2.1.118. 

On continue avec la proposition : 

Proposition 2.3.44. — Supposons donné un carré cartésien de S-schémas quasi-
projectifs : 

Y' 
G' 

Y 

s f 

s 
Q 

X 

Les 2-morphismes d'échange : 

f'*9- g'\f* g'*f f"g* et g"f (H(r'), 

induisent une face mixte de modules : 

(H(F'), xc (H(r'), 
H(Y) Y) 

(H(r'), (H(r'), 

(H(Xsd'). wx 
[g\g-\ 

(HpO, x) 

En d'autres termes, le diagramme suivant est commutatif : 

f"g-A 9'\FB •fl'7M g'*f'B g'if'A- f'-B) Q"-F'-(A B) 

RGA, q'*f'B f'*q]A f-g'B fir A g*B) f'W(A B) 

pour tout (A, B) G Ob(H(X))2. 
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Démonstration. — En factorisant g et / par une immersion fermée suivie d'un mor­
phisme lisse, on se ramène immédiatement à traiter les cas suivants : 

- f et g sont tous les deux lisses, 
- f et g sont tous les deux des immersions fermées, 
- / est lisse et g une immersion fermée. 

Nous avons déjà traité ces trois cas dans 2.3.29, 2.3.16 et 2.3.30 respectivement. • 

2.3.7. Le module [/*,/;]. — On fait la définition suivante : 

Définition 2.3.45. — Soit f : Y > X un morphisme de S-schémas quasi-
projectifs. Pour (A, B) G Ob(H(F))2, on définit une flèche : 

MA) (H(r'), MA >Y B) 

en prenant la composée : 

MA) xMB) MF MAdsd yB) MA YB) 

Proposition 2.3.46. — Soit f : Y > X un morphisme de S-schémas quasi-
projectifs. Les morphismes : 

MA) IxMB) MA YB) et MA) x MB) MA >YB) 

avec (A, B) G Ob(H(y)) , définissent une structure de f ^-module bilatère sur f\. De 
plus, les morphismes de connexions de H* et Ht induiseiit un 2-foncteur covariant : 
[H., H,] Sch/S mod 

Démonstration. — Montrons que f\ est un /^-module à gauche. Étant donné que f\ 
est un /*-projecteur, on a le diagramme commutatif suivant : 

MA) x (MB) xMO) MA) x fdf'fAB) Y C) 

Mf\MA) •y M MB] YC)) 

(MA) x f*(B)) xMC) •f\U*U.(A) x UB)) yC) 

mruA) >YfMB)) C) 

En composant à droite par le diagramme commutatif : 

Mf*UA) Y MMB) >Y M) MA Y (B Y C)) 

f'((f*f*(A) f*MB)) C) M(A Y B) C) 

On se ramène immédiatement à prouver la commutation de : 

M M A) x h B)) (J*MA) Y f'MB)) 

f*f*(A >Y B) (A YB) 
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Ceci découle immédiatement de la définition de l'accouplement de /* à partir de celui 
de /*. 

La preuve du fait que f\ est un /*-module bilatère se démontre par la même mé­
thode. Les détails sont laissés aux lecteurs. Le fait que les isomorphismes de connexion 
définissent bien un 2-foncteur dans la 2-catégorie des modules découle facilement du 
fait qu'on a un 2-foncteur [H*, H|] dans la 2-catégorie des projecteurs. • 

Proposition 2.3.47. — Soit un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs : 

Y' g' Y 

d f 
X1 g x 

Les morphismes d'échange définissent deux faces carrées de Wlod : 

(H(r), sd 
(H(r'), 

( H ( n y) 

[fiJI] 
(H(r'), 

[/.,/!] 

;H(X'), 
(H(r'), 

(H(X), •x) 

et 

(H(F'), cx 
\g'*,g'*] 

(H(Y) Y) 

(H(r'), [Exî,Exï] 
[/.,/!] 

(H(X'); X-) 
[g*,g*) 

(H(X) x) 

Démonstration. — Par le corollaire 2.1.91, on a des paires de 1-morphismes adjoints 
dans la 2-catégories pOTono : 

(g", g*) et (H(r'), 

Le 2-foncteur strict pdJlono C Wlod fournit alors deux paires de 1-morphismes ad­
joints : 

(H(r'), [g*, g*) et (H(r'),(r'), (H(r'), 

Il est alors facile de vérifier que la première face carrée, s'obtient de la seconde via ces 
adjonctions. On peut donc se contenter de vérifier que la seconde face est une face de 
modules. Il suffit pour cela de prouver la commutation du diagramme : 

g* MA) a* MB) g* (MA) MB)) a* f\(.f* f*A B 

•f!g'*(rMA) B) 

g* MA) f(g'*(B) f!(fg*MA g'*(B)) • f((g'*f*f*(A) g'*(B)) 

f(g'*(f*MA) B) 

fig'* (A) flg'*(B) f (f fia (A) a'*(B)) •f{(9"(A) g'*(B) 

f!g'*(A B) 

La commutation des trois carrés inférieurs du diagramme est claire. La commutation 
du grand rectangle découle du lemme 2.1.105 appliqué à la face carrée de modules de 
la proposition 2.3.41 . • 
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Corollaire 2.3.48. — Soit f : Y > X un morphisme de S-schémas quasi-
projectifs. Les morphismes évidents, induisent un 2-morphisme dans dJlod : 

(H(r'), [MM 

Démonstration. — En effet considérons le carré cartésien : 

YxxY pr2 Y 

pri f 

Y 
f 

X 

Si A désigne l'immersion fermée diagonale : Y YxxY le 2-morphisme aj : 

fi sd est donné par la composée : 

fi - fipru 
(H(r'), 

(H(r'), (H(r'), 

Mais en utilisant la proposition 2.3.47, on peut former un 2-morphisme dans 9Jîot) en 
prenant la composée : 

(H(r'), [f*PTl* i*,f\pru 
(H(r'), Ex\ J 

(H(r'), (H(r'),xc H(W) 

Ce morphisme est clairement égal à [ i d C e c i prouve le corollaire. 

Comme corollaire du corollaire précédent on a : 

Corollaire 2.3.49. — Soit f : Y > X un morphisme de S-schémas quasi-
projectifs. Pour (A, B) G Ob(H(Y")) le carré suivant est commutatif : 

MA) x MB) MA) xfJB) 

MA) >xMB) MA YB) 

Démonstration. — Soient g et h des morphismes composables de S-schémas quasi-
projectifs. L'énoncé pour g et h implique l'énoncé pour g o h. On se ramène ainsi à 
traiter le cas où / est projectif et / = j une immersion ouverte. 

Lorsque / est projectif, le morphisme /1 > / „ est un isomorphisme. Par le 
corollaire 2.3.48. le carré qui nous intéresse est isomorphe à : 

MA) x MB) •MA) xMB) 

MA] •x MB) MA w B) 

Le résultat est alors vrai dans ce cas. 
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On se donne donc une immersion ouverte j : U > X . Il s'agit de montrer que 
le carré suivant : 

(H(r'), (H(r'), (H(r'), x3*{B) 

7* A)( >X3#(B) >3#(A B) 

est commutatif. Les quatre sommets du carré sont (à isomorphisme près) dans la sous-
catégorie pleine j#(V\(U)) C H(X). Il suffit donc de montrer que le carré en question 
devient commutatif après application de j * . Il est facile de vérifier que lorsqu'on 
applique j* on obtient un carré isomorphe à : 

A B A B 

A B A B 

Le lemme est prouvé. 

2.3.8. Les homomorphismes internes. — On suppose donné un 2-foncteur mo 
noïdal homotopique stable (H, 0). On fait la définition suivante : 

Définition 2.3.50. — On dira que le 2-foncteur monoïdal homotopique stable (H, <g>) est 
fermé à droite (resp. à gauche) si pour tout S-schéma quasi-projectif X, la catégorie 
monoïdale (H(X),(g)) est fermée à droite (resp. à gauche). Dans ce cas7 on notera 
Homd X(A, —) (resp. Homg X(A —) ) l'adjoint à droite de — ®x A (resp. A ®x — ) 
pour tout A G H(X). 

Comme dans la section précédente, on étudiera des formules faisant apparaître (g), 
Horn ainsi que les quatre opérations. Notons que pour (A,B,C) G Ob(H(X))3 on a 
des isomorphismes canoniques : 

hom(A 0x B, C) ~hom(ff,Hom^Y(AC)) - hom(A Homd X(B< C) 

Dans la suite, on supposera que (H, 0) est fermé à droite et on notera Homx( —, — ) 
le bifoncteur homd x( —, — ). Lorsqu'un énoncé concerne les 2-foncteurs monoïdaux 
homotopiques stables fermés à droite et à gauche, on remettra alors les indices d et 
g. On va définir trois isomorphismes bien connus : 

Proposition 2.3.51. — Soit f : Y >X un morphisme de S-schémas quasi-
projectifs. Par la définition 2.1.141, on a des isomorphismes naturels en (A,B') G 

Ob H(X Ob(H(y-)) 

Horriy U,f*Br (H(r'), TA,B') 
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et compatibles avec les 2-isornorphisrnes de connexion dans le sens suivant. Etant 
donné un deuxième morphisme g : Z > Y de S-schémas quasi-projectifs, le dia­

gramme : 

Homx(A,(fog)*B") (/°g)^omz {{fogYA^B") 

nom Y (AJ.g.B") 

LHon irA,g.B") (/°g)^omz [g*rA.B") 

est commutatif pour tout {A, B") Ob(H(X)] Ob(H(Z)). 

Démonstration. — L'isomorphisme en question est celui de la définition 2.1.141 ap­
pliqué au foncteur pseudo-monoïdal /*. La compatibilité avec l'isomorphisme de 
connexion vient par adjonction du diagramme commutatif : 

(fog)* (- ]x A) z (fogVA) (fog) 

a* o f * o ( xA) 

g' Y.f*A)or ••zg'f'A) wvwv 

La proposition est prouvée. 

Proposition 2.3.52. — Soit f : Y > X un morphisme lisse de S-schémas quasi-
projectifs. Par la définition 2.1.145, on a des isornorphisrnes naturels en (A'.B) G 
Ob(H(F)) x Ob(HpQ) : 

tiomx(f#A',B) •/.HomY(A'./*B) 

et compatibles avec les 2-isornorphisrnes de connexion dans le sens suivant. Si g : 
Z Y est un second morphisme lisse, le diaqramme : 

Horn y (U°9)#A",B) (fog) *tiomz(A",(fog)*B) 

Horn y U#9*A",B) 

/.Homy (9#A",fB) xvc Horn 7 (A".g*f*C) 

est commutatif. 
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Démonstration. — L'isomorphisme en question est celui de la définition 2.1.145 ap­
pliqué au module à gauche [/*,/*] et les adjonctions (/#,/*) et ( /* , /*) . Rappelons 
que ce morphisme est celui obtenu par adjonction à partir de l'isomorphisme de pro­
jection : 

/# A'] of f#A' 

Pour montrer la compatibilité avec les isomorphismes de connexion, il suffit par ad­
jonction de prouver la commutation de : 

(f°g) # >z A") (f g)* X (fog)-. A" 

s >9# )7,A") s d 

sd (/°g)^omz c cv vc A" 

Mais ce diagramme est bien commutatif. 

On continue dans le même esprit avec la proposition : 

Proposition 2.3.53. — Soit f : Y > X un morphisme de S-schémas quasi-
projectifs. Par la définition 2.1.145, on a des isomorphismes naturels en (A',B) G 
Ob(H(y)) Ob(H(X)) 

Hom y (fi.A',B) /.Hom, A'-fB) 

et compatibles avec les 2-isomorphismes de connexion de la manière suivante. Si g : 
Z Y est un autre morphisme de S-schémas quasi-projectifs, le diagramme : 

Hom y {{fog),A",B) (f°g. Hom? (A»JfogYB) 

Homx(f,ç<A'\B) 

f*UomY(giA",flB) f*g*Homz(A»,g]-fC) 

est commutatif. 

Démonstration. — L'isomorphisme en question est celui de la définition 2.1.145 appli­
qué au module à gauche [/*, /!] et les adjonctions (/j, / ! ) et (/*, / * ) . Rappelons que ce 
morphisme est celui obtenu par adjonction à partir de l'isomorphisme de projection : 

sd A'] sd qsdqsd 
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Pour montrer la compatibilité avec les isomorphismes de connexion, il suffit par ad­
jonction de prouver la commutation de : 

(fog) zA"] (f°gr x(jog),A" 

s 9\ zA") f ° 9 * 

fl Y g\A"\ r x fw.A" 

Mais ce diagramme est bien commutatif par le corollaire 2.3.39. 

On peut encore définir deux isomorphismes de la même famille : 

Proposition 2.3.54. — Soient f : Y > X un morphisme de S-schémas quasi-
projectifs. Par la définition 2.1.110, on a des morphismes naturels en (A,B) € 
Ob(H(X))2 : 

(193) f* Hom . ( A ß ) Homv (f*A,f*B) 

et compatibles avec les isomorphismes de connexions de la manière suivante. Si g : 
Z Y est un autre morphisme de S-schémas quasi-projectifs, le diagramme sui­

vant : 

(fog) Hom y •(A,B) Hom z 'foq) AAfogYB) 

s f HorrwM, m 

q*Horrh (/°g)^omz Homz(g*rA,g*fB) 

est commutatif Lorsque f est lisse, le morphisme (193) est inversible. 

Démonstration. — Notre morphisme est celui de la définition 2.1.140 mais encore 
celui de la définition 2.1.143 appliqué au module tautologique (à droite) [ /*, /*] . 
Lorsque / est lisse, le foncteur /* admet un adjoint à gauche f# et le morphisme 
structural du projecteur [/*,/#] est inversible. Il vient par le lemme 2.1.144 que le 
morphisme (193) est bien inversible dans ce cas. 

La commutation du diagramme est laissée en exercice. • 

Proposition 2.3.55. — Soit f : Y > X un morphisme de S-schémas quasi-
projectifs. Par la définition 2.1.143, on a des isomorphismes naturels en (A,B) G 
Ob(H(X))2 : 

fHomx(dfAB) Homy(/M,/!B) 
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et compatibles avec les isomorphismes de connexions de la manière suivante. Si g : 

Z Y est un autre morphisme de S-schémas quasi-projectifs, le diagramme sui­
vant : 

(/oo)!Homv(A,B) •Homz((/°a)M, (fogYB) 

glflHomx(A,B: 

glHgmY(f*A,fB) Homz(9*f*A,9lfB) 

est commutatif. 

Démonstration. — Par le lemme 2.1.144, le 2-morphisme en question est obtenu du 
2-isomorphisme : 

df / M ) A) df 

via les adjonctions : (fi o ( - « f*A), Hom( f*A,-)o H et ((-<E> A)o fu f oHom(A,-)) 
Pour prouver la commutation du diagramme de l'énoncé, il suffit de prouver que le 
diagramme suivant : 

(fg)\ (fgYA) (fg)i A 

f\gdf\{-)g*f*A) 

Mgd-) f*A) f\g\(- A 

est commutatif. Ceci découle du corollaire 2.3.39. 

2.3.9. Compatibilité avec les morphismes d'échange. — Dans ce paragraphe 
on regroupe quelque diagrammes commutatifs décrivant des cohérences entre les mor­
phismes définis dans la sous-section précédente et les morphismes d'échange. 

Proposition 23.56. — Supposons donné un carré cartésien de S-schémas quasi-
projectifs : 

Y' g1 Y 
df f 

X' 
Q 

X 
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Les diagrammes suivants : 

(/°g)^omz fJ*A,B') (/°g)^omz (f*ABf) • flHom (g'*rAig'*B') 

fjHomi f'*g*A,g'*B') 

g*Horr (/°g)^omz Horr {g'A,g'KB') y Hom y A, fig1* B') 

et 

V /„Honr (/°g)^omz fV!Hom (/M,B') flHom (g'TA^-B') 

f'Homi f'*g*A, g']B') 

q!Hom (/°g)^omz Horr (g* A, g-KB') Horr tfA,f',g"-B') 

sont commutatifs pour tout A, B' e Ob(Hpn) Ob(H(y)) 

Démonstration. — On prouvera uniquement la commutation du second diagramme. 
Si on considère le diagramme en question comme un diagramme de foncteurs en i?7, on 
remarque immédiatement que tous les foncteurs en question admettent des adjoints 
à gauche. En passant à ces adjoints on se ramène à prouver la commutation de : 

<?((/'* v g'*r(A)) G'F (/°g)^omz fg\ h-r(A) (/°g)^o xA 

g'(dsfh >'vf"g*(A)) (/°g)^ 'x' g*(A)) f*9 x' g* A) f*(g< xA) 

Ceci découle du corollaire 2.3.42. 

On a également : 

Proposition 2.3.57. — Supposons donné un carré cartésien de S-schémas quasi-
projectifs : 

d g' 
Y 

f f 

x' g 
x 
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Les diagrammes suivants : 

g'LHomiA'j'B) flg'* Homi A', f'B] fiUom(g'*A',g"f'B) 

f'Homig'M', f"q*B) 

g Hom(fiA',B) • Hom(g*f\A',g*B] >Hom(f!g'*A',g*B: 

et 

ghHom(A'J'B) > fV!HomU', f'B) ñHom(g'*A>,g"f'B) 

fiììsmW'A'jtg'-B) 

g]Hom(f,A',B) Hom(g*ßÄ,g]B) Hom(f!g'*Ä,g'B) 

sont commutatifs pour tout (A',B) G Ob(H(r )) x Ob(H(A)). 

Démonstration. — La preuve de la commutation du premier diagramme est complè­
tement analogue à celle du second. On prouvera donc uniquement la commutation du 
second diagramme. Il s'agit de montrer que les deux diagrammes planaires suivants 
on même composition : 

H(X) 
Homi M ' , - ) 

>H(X) 

(/°mz 
xc 

H(Y) 
HomfA', - ) 

U(Y) d 
H(X) 

9 9n 9'1 ! 
9' 

H(X') 
f 

•>H(y' 
Homig'* A',-) 

>H(Y') 
d 

H(X') 

H(X 
bomif.A',-) 

H(X) 

i 
9' 

i 

H(X')-
Hornig* -) 

H(A") 

H(X') 
Hom(f!g'*A', -) 

•H(A") 

H(X') 
d 

H(Y') 
Hom(g'*A,-] 

H(Y') 
FI 

•H(X') 

En utilisant la compatibilité avec les compositions horizontales et verticales de la 
construction 1.1.9 (voir les propositions 1.1.11 et 1.1.12), on se ramène à prouver que 
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les composées des diagrammes planaires suivants : 

H(X] 
H(X 

H(X) 

H{X) 
fl H(Y) A' 

H(y; 
x 

H{X) 

fl fl' g' g 

H(X') 
fl. 

H (n 
ig1* A 

H(Y') 
s 

H(X') 

H(X) 
f\A' 

•HX 

Q fl' 
H(X a* M' 

-H(X') 

H(X') 
f!g'*A' 

-H(X') 

H(X') 
fl. 

H(Y')< 
q'*A 

•H(y'). H(X 

sont égales. Ceci découle du lemme 2.1.114 appliqué à la face carrée mixte de modules 
de la proposition 2.3.44. • 

On note finalement le résultat de cohérence ci-dessous, dont la preuve est laissée 
en exercice : 

Proposition 2.3.58. — Supposons donné un carré cartésien de S-schémas quasi-
projectifs : 

Y' 
g' 

Y 

f f 

X' 9 X 

Le diagramme suivant : 

H(Xsddd AB) ô Hom (f*AJlB) Hom(V *rA,g»fB) 

fg Hom(A,B • f'!Homi lg*A,g*B) Hom :rg*AJ«g*B) 

est commutatif. 

2.3.10. Constructibilité, objets dualisants et dualité. — On fixe un 2-foncteur 
monoïdal, homotopique et stable (H, 0). Rappelons que pour une classe d'objets A C 
Ob(H(S')) on a défini dans la section 2.2 des catégories H^(X) (voir la définition 2.2.3) 
pour tout 5-schéma quasi-projectif X. Faisons la définition suivante : 

Définition 2.3.59. — Soit A C Ob(H(5)) une classe d'objets. On dit que A est stable 
par 0 si pour tout A et B de A; Vobjet A®B est isomorphe à un objet de A. 

On a le résultat élémentaire suivant : 

Proposition 2.3.60. — Supposons que A est stable par 0. Alors pour tout S-schéma 
quasi-projectif X et tout (E, F) G Ob(H^(X))2, l'objet E®XF est dans Hf(X). 
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Démonstration. — Le bifoncteur (g) étant triangulé par rapport à chacune des va­
riables, il suffira de prouver que E^xF est constructible pour (E, F) G A(X)2. Soient 
donc / : U > X et g : V > X deux ^-morphismes lisses et (A, B) G A2. On 
va calculer l'objet : 

H(X x 9фВу 
Pour cela, on forme un carré cartésien : 

V xx U pr2 U 

xc f 
V 9 X 

et on note h = f o pr2 — g opr±. On utilisant les isomorphismes de projection, on a : 

H(X g#Bv MAu H(Xcvcv ЫАи рг2фрг\Ву 
!фРг2ф{рг*2Аи prlBv) Нф(АуХхи BvxxU 

Le résultat découle alors immédiatement du fait que A®B est dans A (à isomorphisme 
près) et que AvxxU )yXxU BvxxU (A ]S B)vxxU-

Définition 2.3.61. — Supposons que H est fermé à gauche (resp. à droite). On dit 
qu'une classe d'objets Л С Ob (H (S)) est fermée à gauche (resp. à droitê ) si pour 
tout S-schéma X, avec X régulier, et pour tout (Д B) G A, l'objet Homg X(A\, Bx) 
(resp. HoijLj x(Ax, Bx)) est A-constructible. 

Proposition 2.3.62. — On suppose que (H, 0) est fermé à gauche (resp. à droite) et que 
le foncteur Нот x ( — , A) (resp. Homd Y( —, A)) sont triangules pour tout S-schéma 
quasi-projectif X et A G Ob(H(X)). 

Soit Л С Ob(H(*S')) une classe d'objets, stable par (g), fermée à gauche (resp. à 
droite) et quasi-pure. On suppose que l'une des deux conditions suivantes est satis­
faite : 

- b admet la résolution des singularités par éclatements et H est semi-separe, 
- S admet la résolution des singularités par altérations et H est Q-linéaire et sé­

paré. 
Alors pour tout S-schéma quasi-projectif X et tout {E,F) G Ob(H^(X))2 l'objet 
HomgX(E,F) (resp. Homdx(E,F)) est dans HA(X). 

Démonstration. — On traite uniquement le premier cas. Le bifoncteur Hom Y( —, — ) 
étant triangulé par rapport à chacune des variables, on se ramène par la proposi­
tion 2.2.27 à supposer que E est dans A(X) et que F est dans A*,proj_reg(X). On peut 
donc supposer que : 

- E = u#Au avec u : U > X un S'-morphisme lisse et A G A, 
- F = f*By(n) avec / : Y >X un S-morphisme projectif de source un 

schéma régulier, n G Z et B G A. 
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On se ramène immédiatement au cas n = 0. Par la proposition 2.3.52, on a un iso­
morphisms : 

H(Xsd {u4LAu,f*BY ^Homd[ (Au,u*f*BY) 

On sait par la scholie 2.2.34 que sous les conditions de l'énoncé, le foncteur u* envoie 
les objets A-constructibles sur des objets A-constructibles. Il suffit de montrer que 
Hom^ u(Au,u* f*BY) est dans H^(C/). Formons le carré cartésien : 

V v Y 

9 f 

li­ li X 

Le 2-isomorphisme d échange Exl associe a ce carre est inversible. On a alors : 

Hoíüd,t/ [Au,u*f*BY) Ho01d,f7 (Au,g*v*BY] q*Homdy{Ay.Bv) 

Le foncteur g* envoie les objets constructibles sur des objets constructibles. Le résultat 
découle alors du fait que A est fermée à gauche et que le schéma V est régulier puisque 
lisse sur Y. • 

Corollaire 2.3.63. — On garde les hypothèses de la proposition 2.3.62. Il existe une 
structure de 2-joncteur monoïdal, homotopique et stable sur les catégories Hct( —) 
induite par les inclusions Hct( —) C H( — ). De plus les catégories monoïdales Hct( —) 
sont fermées à gauche (resp. à droite). 

Remarque 2.3.64. — Le cas le plus important est celui où (H, (g)) est unitaire et A égal 
à l'ensemble 1(Z) = \\(n)\ n G Z} avec 1 l'objet unité de H (.S). Les conditions de 
0-stabilité et de fermeture à gauche ou à droite sont alors immédiates. 

On a donc le corollaire suivant : 

Corollaire 2.3.65. — On suppose que S est le spectre d'un corps parfait k. On sup­
pose également que (H, (8)) est fermA à gauche (resp. à droite) et que les fondeurs 
Hom Y( —, A) (resp. homd x( — , A)) sont triangules pour tout k-schéma quasi-
projectifX et ̂  G Ob(H(X)j. 

Si l'une des deux conditions suivantes est satisfaite : 
- k admet la résolution des singularités par éclatements et H est semi-séparé, 

H est Q-linéaire et séparé, 
alors pour tout k-schéma quasi- projectif X et tout (E, F) G Ob(H^(z)(X))2 l'objet 
Homg X(E,F) (resp. Homdx(E,F)) est dans Hf{z)(X). 

On fait la définition suivante : 

Définition 2.3.66. — On suppose que le 2-foncteur monoïdal homotopique et stable 
(H, (g)) est fermé à droite et à gauche. On se donne une classe d'objets A C 0b(H(5)). 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007 



428 CHAPITRE 2. COMPLÉMENTS SUR LES 2-FONCTEURS HOMOTOPIQUES STABLES 

Soit X un S-schéma quasi-projectif. Un objet R de H(X) est dit A-dualisant si les 
deux conditions suivantes sont satisfaites : 

- U objet R est A-constructible. 
- Pour tout objet A-constructible A de H(X), les morphismes : 

A H(X {homdx (A,R),R) et A H(X Hwx(Xc (A,R),R) 

sont des isomorphismes. 

Remarque 2.3.67. — Supposons que les hypothèses de la proposition 2.3.62 sont vé­
rifiées dans le premier cas ainsi que respectivement. Il vient par le corollaire 2.3.63, 
qu'un objet A-dualisant de H(X) est simplement un objet dualisant de la catégorie 
monoïdale fermée à droite et à gauche \~\A(X). 

Le résultat suivant est une conséquence directe de la remarque précédente et la 
proposition 2.1.139 : 

Proposition 2.3.68. — Supposons que les hypothèses de la proposition 2.3.62 sont vé­
rifiées dans les deux cas. On se donne un S-schéma quasi-projectif X. 

1- Soient R un objet A-dualisant et U un objet inversible et A-constructible de 

H(X) Alors les objets U 0 R et R® U sont A-dualisants. 

2- Soient R\ et R2 deux objets A-dualisants de H(X). Les objets homdX(Ri,R2) 
et Hom x(Ri,R2) sont inversibles et A-constructibles. De plus les morphismes d'éva­
luations : 

Hgmdx(Ri,R2) )x R\ R2 et Ri îx Hom y (Ri,R2) R2 

sont des isomorphismes. 

Ainsi, sous les bonnes hypothèses, un objet A-dualisant de H(X) est unique à un 
objet inversible (et A-constructible) près. Toutefois, un tel objet n'existe pas toujours. 
Dans le reste de la section, on décrira des conditions assurant l'existence d'objets A-
dualisants. On fait la définition suivante : 

Définition 2.3.69. — On dit que la classe d'objets A est bonne pour la dualité lorsque 
les conditions suivantes sont satisfaites : 

- L'objet unité 1 est dans A; 
- Pour tout S-schéma quasi-projectif X avec X régulier, les morphismes : 

Ax H(XH(X [qsHonLix(Ax,lx),lx) 

et 

Ax Homd,X {Homgx (Aqsx,tx),tx) 

sont des isomorphismes pour tout A G A. 
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Remarque23.70. — L'ensemble 1(Z) est bon pour la dualité. En effet, les objets 
de cet ensemble sont inversibles. Or pour U on objet inversible, on a bien : U ~ 
Homg(Homrf(C/,l),l). 

On introduit l'hypothèse suivante : 

Hypothèse 2.3.71 

1- Le schéma S est régulier. De plus, l'une des deux alternatives suivantes est vraie : 
S admet la résolution des singularités par éclatements et H est semi-séparé, 

- S admet la résolution des singularités par altérations et H est Q-linéaire et séparé. 

2- Le 2-foncteur monoïdal unitaire, homotopique et stable (H, 0,1) est fermé à 
gauche et à droite. De plus les foncteurs Homg x( —, A) et Homd x(~i A) son^ trian­
gules pour tout 5-schéma X et A G Ob(H(X)). 

3- La classe A est bonne pour la dualité. De plus, elle est stable par ®, fermée à 
droite et à gauche et quasi-pure. 

4- Pour tout morphisme / : Y > X de 5-schémas quasi-projectifs, avec X et 
Y réguliers, l'objet f'tx est inversible au sens de 2.1.126. 

Avant d'énoncer et d établir le théorème d existence d'objets duahsants, on note 
un lemme technique : 

Lemme 23.72. —- On suppose que le 2-foncteur monoïdal homotopique et stable (H, 0) 
est fermé à gauche et à droite. Soit f : Y > X un morphisme de S-schémas 
quasi-projectifs. Pour tout (A, R) E Ob(H(F)) x Ob(H(X)), le diagramme suivant : 

f\A Horrig x (Hom • Y (f\A,R),R) 

H(X (/*Homd,y (AJlR),R) 

tiomq,x (/¡Hom, y (AJlR),R) 

f*A Z*Homg.y ;Horüd,y (AfR).fl!) 

est commutatif. 

Démonstration. —• On utilisera dans cette démonstration le module Hom (voir la 
définition 2.3.45) ainsi que les résultats de la sous-section 2.3.7. On divise la preuve 
en deux étapes. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007 



430 CHAPITRE 2. COMPLEMENTS SUR LES 2-FONCTEURS HOMOTOPIQUES STABLES 

Etape 1 : Soient E et F des objets de H (y). Considérons le diagramme suivant : 

fit nomg.x •{ME), ME) 'x f\(F)) i°m„.x(/!(£) ME) >xMF) 

Z*HomZ*Hom ME F)) 

LF /»Hom y (E, E v F 
/.Hom y EJ'ME Y F)) 

et montrons qu'il est commutatif. Notons a et b les deux flèches : 

Z*Hom /.Hom y {Ej\f\(E )y F)) 

obtenues en prenant les deux chemins possibles dans ce diagramme. On supposera 
que a est la composée longue et b la composée courte. Par l'adjonction (f\(B <S>y 

/ * ( - ) ) , f*Hom Y(B, / ' ( — ))), les flèches a et b correspondent respectivement à deux 
flèches a' et b' : 

ME Z*Homxc ME Y F) 

Il est facile de voir que a' est la composée : 

ME Y MME)) ME) 'x f<(F) ME) 'x f\(F) ME Y F) 

alors que b' est simplement la composée : 

ME 'Y f*MF)) " 'ME 'Y MME) sdfs >Y F) 

Pour montrer que a' = b' on démontre que le diagramme suivant est commutatif : 

ME 'Y MME)) ME) xMF) •ME) x MF) 

(1) 

ME Y MME)) ME) x MF] sqd Y F) 

ME xMMF)) 

Le carré (1) commute par le corollaire 2.3.49. L'autre carré commute pour des rai­
sons triviales. La partie restante du diagramme commute par le définition même du 
morphisme structural du module [/*,/¡]. 
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Etape 2 : Avec le résultat de l'étape 1 en main, on prouvera notre lemme. On 
considère le diagramme : 

sds > Homry A-(Hom(/ л CM, Я) sqd (f,A.R) MA)) >Horn x (Homrf x (fA.R),R) 

sds Нот х(/.Нот^х 'A f-R) ̂ Иот(1Х(A, f-R) :xfi(A)) Z*Hom Hom(iy (A fR),R) 
(3) 

Z*Hom (f\ Нот,; y Иот(1Х(Иот(1Х( Иот(1Х( y A)) Иот(1Х( Иот(1Х( Иот(1Х( 
(2) 
Иот(1Х( (JHonid.A Иот(1Х( /^(Нощ^ Иот(1Х( )YA)) f*Bomg.x (Homd.y(A,fR), f-R) 

f*A • /.Нот чг(Нрт̂ х (Д/!Л),(Нот..х (Д/!Я) •y Л)) AHom,x(Homdy (AJlR)JlfiflR) 

f*Homg x(Homd x (AJlR)JlR) 

Pour démontrer le lemme, il suffit de prouver que le bord de ce diagramme est commu­
tatif. La partie (2) de ce diagramme n'est rien d'autre que le diagramme commutatif 
de l'étape 1 appliqué à F = A et E = Hojti X ( A , L e petit parallélogramme 
en bas et le petit rectangle en haut sont clairement commutatifs. Ainsi, le lemme sera 
vrai si le sous-diagramme (3) est commutatif. Malheureusement, le diagramme (3) ne 
commute pas. Mais pour la preuve du lemme, on peut se contenter de prouver que le 
morphisme : 

(194) Л Н о т ,v (Нот,, ЛЛ, f-R) f]f\f-R) Л Нот x (Homrfy [A, f-R), f-R) 

égalise les deux composées du bord du sous-diagramme (3). Pour démontrer cela, on 
factorise le diagrammes (3) (auquel on rajoute la flèche (194)) en plusieurs petits 
diagrammes. On obtient alors le diagramme ci-dessous. Pour des raisons de place, 
on s'est débarrasse des décorations évidentes en écrivant Hom à la place de Homg x. 

Homg y Hornby Homr/y et à la place de x- Y • 

Hom( Нот (ЛАД). Hpm(/.,1. H MA)) -> Hom(Нот U\A.R),R) 

Нош ( Нот( i'A.R) /.Hom(A/!i?) MA)) 
(4) 

Hom( f.M Нот (A, f-R), К) 

Hom(Hom >(/.l./?)./ (Нот(Л, f]R) A)) ]Hom(iHom(f\A. RXfifR) Hom(/iHom(A flR), R) 

Homf L Нот (A, f-R) /.(Нот(Д/!й) A)) Horn (L Hom (A, f-R), f, f-R) j\ Нот (Нот {A, f-R), f-R) 

Нот (/Нот (A,f]R) /(Hom 'AfR)rùA)) Нот (/Нот (A. flR), f, f-R, /̂ Hom(Hom y(A,fR).ff,fR) 

UHorn(Hom • l./7/)./:/. Нот(Л fRì A)) Д Нот (Нот A. PR). fi\iR) /*Hom(Hom (A. f-R). f-R) 
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Toutes les composantes de ce diagramme commutent pour des raisons triviales sauf la 
partie (4). Ainsi on achèvera la preuve du lemme lorsqu'on prouvera que le diagramme 
suivant : 

Homd,x Иот(1Х( >x MA] R 

/.Hom_w Y (AJlR) xfi(A) 

/-(Hornby (AJlR) vf(A)) f\?-R 

est commutatif. Pour cela, on écrit le diagramme en question en explicitant le mor­
phisme structural du module [/*, f\] : 

Honid,x (f\(A),R) xfi(A) R 

Иот(1Х( (AJlR) xfi(A) 

Mf*f*Homd Y (A,fR) y A) >MBom<i,x' AfR) )y A) fifR R 

On voit alors apparaître, les morphismes de counité des quatre adjonctions : 

xf.A,, l°™d.x IMA) Иот(1Х( Y A, Homrf Y A Juf 

et le diagramme considéré est celui exprimant la compatibilité des morphismes de 
counité avec l'isomorphisme de couples de foncteurs adjoints : 

)X f\A, HomdX (MA) (fi° 'Y A) r,f* Иот(1Х( A. Иот( 

Le lemme est finalement prouvé. 

Le théorème d'existence d'objets A-dualisants est le suivant : 

Théorème23.73. — On suppose que l'hypothèse 2.3.71 est satisfaite. 

1- Soit X est un S-schéma quasi-projectif avec X régulier, l'objet tx G Ob(H(X)) 
est A-dualisant. 

2- Pour tout S-schéma quasi-projectif a : X > S , l'objet alts G Ob(H(X)) 
est A-dualisant. 

3- Soient f : Y > X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs et R un 
objet A-dualisant de H(X). Alors flR est un objet A-dualisant de H (F). 
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Démonstration 

1- Par 0-dualité, il suffit de prouver que la transformation naturelle (de foncteurs 
triangules) : 

(195) Í^H(X) Horn x(Hörndl Иот(1Х( 1A 

est un isomorphisme lorsqu'on l'évalue en un objet A-constructible de H(X). Par la 
proposition 2.2.27, il suffit en fait d'évaluer en un objet de A*^proj_reg(X). 

Soit donc / : Y > X un 5-morphisme projectif de source un schéma régulier. 
On montrera que (195) est un isomorphisme lorsqu'on l'évalue en f*Ay(n) avec A e A. 
On se ramène immédiatement au cas n = 0. Par le lemme 2.3.72, on a un diagramme 
commutatif : 

M Y ИотХ( И(1Х( (MY,1jO,1LY) 

ИотХ( (/*Homdy {AY,ftx).tx) 

Horru * (/iHomd.i {AY,ftx),tx) 

M Y ИотХ (Homd<y (AYJllx)Jllx) 

Étant donné que / est projectif, les flèches verticales de ce diagramme sont inversibles. 
Ceci nous ramène à prouver que le morphisme : 

Ay Hom y ИотХ ИотХИХ FTX) 

est un isomorphisme. Par l'hypothèse 2.3.71. l'objet f'\x est inversible étant donné 
que X et Y sont réguliers. Il suffit de prouver que : 

x ' Hom y (Hom, y AYA.y).lY: 

est un isomorphisme (voir pour cela la preuve de la proposition 2.1.138). Ceci est vrai 
puisque A est bonne pour la dualité. 

2- Par la partie 1, l'objet at est dualisant lorsque S est régulier. En effet, puisque 
le schéma de base S est régulier, on sait que a/ts est un objet inversible et A-
constructible. Mais on vient de démontrer que tx est dualisant. Pour traiter le cas 
général, on choisit une immersion fermée de X dans un 5-schéma W avec W régulier 
(ou même lisse sur S) : 

X ds s 

sd b 

S 
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Il suffit alors de prouver l'énoncé de 3 pour i. En effet, on sait que blts est dualisant 
et ŒIS — ilblts. On suppose donc donné un objet A-dualisant R de H (VF). Soit 
A un objet A-constructible de H(X). On sait par la proposition 2.2.8 que i*A est 
A-constructible. Il vient que : 

i*A * HorTVu (Hom^ (ÛA,R),R) 

est un isomorphisme. Mais en appliquant encore une fois le lemme 2.3.72, on a un 
diagramme commutatif : 

i\A HomgiM, (Homdw (i\A, R), R) 

Hom, H' Hom^ (A,ilR),R) 

Hom^ (i\Homd,x {A,ilR),R) 

i*A Hom^ Hom^ (A,vR),ï'R) 

Ceci prouve que le morphisme 

A > Horn y (Homd,x (A Ï'R),Ï'R) 

devient un isomorphisme lorsqu'on lui applique le foncteur i*. Le résultat découle alors 
du fait que z* est conservatif puisqu'il admet un quasi-inverse à gauche, à savoir i*. 

3- Il est maintenant aisé de prouver la troisième partie du théorème. En effet si R 
est un objet A-dualisant de H(X), on sait par la proposition 2.3.68 qu'il existe un objet 
inversible et A-constructible U tel que R ~ U(&xo}^-s (avec a le morphisme structural 
du 5-schéma X). Si V est un inverse de [/, on a également R ~ Hom^ x(V,alts)> En 
utilisant la proposition 2.3.55, on obtient des isornorphisrnes : 

f(R) /!Homd,x (V,a-ls) Hom^y ( f K / V l s ) 

L'objet f'(R) est donc A-dualisant puisque f*V est un objet inversible et A-
constructible et flats — ( /oa)! ls est A-dualisant par la partie 2. Le théorème est 
prouvé. • 

Définition 23.74. — On suppose que Vhypothèse 2.3.71 est satisfaite. Pour tout S-
schéma quasi-projectif X de morphisme structural a : X > S , on notera Dgx et 
&d,x les fondeurs de dualité : 

Hom^ Hom^x HA(X) •H?(X)°P 

et 
Homd y(- ,a ! l s ) H Ï ( X ) H2(X)°P 

qu'on a restreint aux sous-catégories des objets A-constructibles. 
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On résume les propriétés essentielles des foncteurs de dualité dans le théorème 
suivant : 

Théorème 2.3.75. — On suppose que Vhypothèse 2.3.71 est satisfaite. Soit X un S-
schéma quasi-projectif. Les foncteurs de dualité ^>Qlx et Ddx sont des équivalences 
de catégories inverses l'une de Vautre. De plus, si f : Y > X est un morphisme 
de S-schémas quasi-projectifs, on des isomorphismes de commutation à la dualité : 

D9,Y ° T f ° Dg,x et Hom^ Hom^xc 

Hom^ D9Y ° f\ et Hom^ Dd,y o fi 

D9,X O f\ • f* ° Vg^Y et Dd,x o fi Dd,y o fi 

Dd,y o fi > DnX o ./* et f\ o Dd y Dd,y o fi 
On fera attention que dans les 2-isomorphismes ci-dessus, les notations /*, /*, /i et 

xc désignent les restrictions des quatre opérations usuelles aux objets k-constructibles. 

Démonstration. — Le fait que les foncteurs de dualité sont des équivalences lorsqu'on 
se restreint aux objets A-constructibles est clair. 

On note a (resp. b) le morphisme structural du S'-schéma quasi-projectif X (resp. 

Y). Ainsi b = a o / . L'isomorphisme flDg_x ^ D^y/* est la composée : 

/!Hom * 'A,o}ts Horr 9^ 
:r(A),fWis Hom v (f*(A):b'-ts) 

En utilisant les adjonctions (Dg,Dd) et (D^, D )̂ on déduit la deuxième ligne d'iso-
morphismes. 

L'isomorphisme Dgx ° f\ ~ /* ° D9,Y est la composée : 

Hom ,̂x fiA.ats /*Hom y Dd,y o fi /*Homg|Y (A.blts) 

En utilisant les adjonctions (D9, D,/) et (D^, D )̂ on déduit la dernière ligne d'isomor-
phismes. • 

On note le résultat de cohérence suivant : 

Proposition 2.3.76. — On suppose l'hypothèse 2.3.71 satisfaite. Soit un carré cartésien 
de S-schémas quasi-projectifs : 

Y' 
g' 

Y 

f f 

X' 9 X 

Le diaqramme ci-dessous commute : 

/y!D,..v/! Dd,y o fi Dd,y o fi 

Dd,y o fi V,.Y.f'9" Dd,y o fi 
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Démonstration. — On note a le morphisme structural du 5-schéma quasi-projectif 
X. Par la proposition 2.3.57, on a un diagramme commutatif : 

g- f*Hom Afa-ts) fV!Hom (A, fa-ts) fitiom (g A, g •f-aïts) 

f'Hom Dd,y o fivcvcv+ 

q!Hom .UA,a-tsi Hom (a* fi A, q-atz] Hom (f!g'*A,gWls) 

On obtient le diagramme de l'énoncé en composant par des isomorphismes de 
connexion de h]. Les détails sont faciles et laissés en exercice. • 

2.4. Dérivateurs algébriques homotopiques et stables 

La notion de dérivateurs algébriques est un mariage entre la notion de dérivateurs 
de Grothendieck et celle de 2-foncteurs homotopiques stables. Comme pour les dé­
rivateurs habituels, un dérivateur motivique constitue le cadre idéal pour faire de 
l'homotopie motivique de « façon propre » Le. sans avoir besoin de retourner à la 
catégorie de modèles. 

Dans le chapitre suivant, on a choisi de développer la théorie des cycles évanescents 
dans un dérivateur algébrique homotopique et stable, plutôt que de le faire pour SH et 
pour DM qui sont sans aucun doute les deux cas les plus importants. Nous renvoyons 
le lecteur à l'introduction pour la justification de ce choix. 

Ainsi, les dérivateurs algébriques apparaissent dans cette thèse comme un outil et 
non comme un objet d'étude en soi. Pour cela, l'exposition sera axée sur les résultats 
utiles pour le chapitre suivant. La définition proposée est loin d'être la meilleure 
possible. 

2.4.1. Les 2-catégories de diagrammes de .S-schémas. — Dans la suite, on fixe 
une sous-catégorie pleine Dia de la 2-catégorie stricte des petites catégories vérifiant 
les conditions suivantes : 

DO : la catégorie vide 0, la catégorie ponctuelle e, et la catégorie 1 = {0 —• 1} 
sont des objets de Dia, 

DI : la 1-catégorie sous-jacente à Dia est stable par coproduits finis et produits 
fibres, 

D2 : Pour tout foncteur u : A > B de Dia et b G Ob(jB), les catégories A/b 
et b\A sont dans Dia. 
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Remarque 2.4.1. — Rappelons que la catégorie A/b de D2 a pour objets les couples 
(a, / ) avec a G 0b(^4) et / : u(a) —• b G Fl(13). Une flèche de A/b entre deux objets 
(a,/) et (a'f) est simplement une flèche g : a —> a' E FI (̂ 4) tel que f = ff o u(g). 
On définit ò\v4 de telle sorte que (ò\yl)op = Aop/b. Les deux faces : 

A/b A 

a U 

e b B 

b\A A 

r 
u 

e 
b B 

jouent un rôle important dans la théorie des dérivateurs à cause de l'axiome 4 de la 
définition 2.1.34. 

On appellera dans la suite Dia la 2-catégorie des diagrammes. 

Définition 2.4.2. — Soit 3 une petite catégorie. La catégorie des d-diagrammes de S-
schémas quasi-projectifs est la catégorie des foncteurs covariante de 3 dans Sch/5. La 
catégorie 3 est appelée parfois la catégorie d'indices. 

Remarque 2.4.3. — Plus généralement on a la catégorie des J-diagrammes en objets 
de C pour n'importe quel catégorie C. En particulier on peut parler de 3-diagrammes 
de schémas pas forcément de type fini sur une base. 

Lorsqu'on fait varier la catégorie d'indices, on obtient la catégorie des diagrammes 
de .S-schémas quasi-projectifs : 

Définition 2.4.4. •— La 2-catégorie DiaSch/.S des diagrammes de S-schémas quasi-
projectifs est définie de la manière suivante : 

Un objet de DiaSch/.S est un couple (-^ ,3) avec 3 une catégorie de Dia et & : 
3 Se h /S un foncteur covar iant. 
Un 1-morphisme d'un diagramme de S-schémas quasi-projectifs (&,d) vers 

Dd,y fi est la donnée d'un foncteur a : 3 >3 et d'une transformation 
naturelle f : <S > o a . En d'autres termes, un 1-morphisme de DiaSch/.S 
est une face dans la 2-catégorie des catégories : 

3 sd 

dsa 
sd 

Sch/5 

3 F 

Supposons donnés deux 1-morphismes (f\ a) et (f'.a1) entre les diagrammes 
de S-schémas fâ,d) et (.^.3). Un 2-morphisme dans DiaSch/5' de (/, a) vers 
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& o a' est la donnée d'une transformation naturelle t : a > et telle que le 
carré suivant : 

xc xc 

f xc 

& o a t & o a' 
soit commutatif. 

La 2-catégorie DiaSch/S ainsi définie est une 2-catégorie stricte. 

Remarque 2.4.5. Il va sans dire qu'on peut définir de la même façon la 2-catégorie 
stricte Dia C des diagrammes en objets de C pour toute catégorie C. On peut ainsi 
parler des diagrammes de schémas pas forcément de type fini sur une base. 

Remarque 2.4.6. — Il est possible de définir une autre variante de la 2-catégorie de 
diagrammes de schémas ayant pour objets les mêmes couples & o ' mais pour 1-
morphismes les faces : 

xc xc 

a 
f 

Sch/S 

3 
xc 

Cette 2-catégorie est simplement la 2-catégorie Dia(Sch/S)op dans la notation de la 
remarque précédente, avec (Sch/S)op la catégorie opposée à Sch/S. Il est probable 
que cette deuxième catégorie de « diagrammes de S-schémas » doit jouer un rôle 
dans une définition complète et autoduale de la notion de dérivateurs algébriques. 
L'auteur avoue ne pas avoir trop réfléchi à la question, étant donné que son objectif 
est d'avoir une définition fonctionnelle, suffisante pour développer le formalisme des 
cycles proches. 

Remarque 2.4.7 

1- Supposons donnés un diagramme de S-schémas quasi-projectifs (f, 3) et 
un foncteur p : y > 3 . On obtient un deuxième diagramme de S-schémas 
en prenant la composée & o p. On a même un morphisme évident /; = (id,_p) : 

& o a'wxc & o a' 

2- Tout 1-morphisme (/,a) & o a' & o a' de DiaSch/S se factorise de la 

maniere suivante : 

& o a' 
/ 

{9 o... D) a & o a' 

avec / un morphisme de ^-diagramme de S-schémas. On dira que / est la partie 
géométrique et a la partie catégorique. Cette factorisation est fonctorielle pour les 
2-morphismes de DiaSch/S. Ces derniers agissent par l'identité sur la partie géomé­
trique. 

ASTÉRISQUE 314 



2.4. DÉRIVATEURS ALGÉBRIQUES HOMOTOPIQUES ET STABLES 439 

Remarque 2.4.8. — Si X est un S-schéma quasi-projectif et 3 une catégorie de Dia, on 
note (X,3) le diagramme de S-schémas défini par le foncteur constant de valeur X. 

Le lemme suivant est trivial : 

Lemme 2.4.9. — La catégorie sous-jacente à la 2-catégorie DiaSch/S admet des co­
produits finis. Si (J^, 3) et J^, 3 sont deux diagrammes de S-schémas quasi-projectifs, 
leur coproduit f 3) ] J ( ^ , 3) est représenté par (Ĵ * \ J 3 ] J 3)-

On a également : 

Lemme 2.4.10. — La catégorie sous-jacente à la 2-catégorie DiaSch/S admet des pro­
duits fibres finis. 

Démonstration. — Considérons un diagramme dans DiaSch/S : 

J^, 3 

(/2.a2) 

(#i,3i) 
(/i,<*i) 

•(•?.3) 

ainsi qu'un quatrième objet (Ĵ 9, 3C). On se donne deux flèches (g\,fi\) et (#2,^2) 
rendant commutatif le carré : 

J^, 3 
J^, 3 

J^, 3 

(gufo. (/2-^2) 

(#i,3i) 
J^, 3 

J^, 3 

Le couple de foncteurs (fh*fh) est équivalent à un foncteur : 

fi : % 3i x:)a2 

Notons 3 le produit fibre 3i x 3 82* Pi ia projection de 3 sur 3? et a le morphisme 
évident de 3 vers U. Le couple ((#1, /ii), (#2- /̂ 2)) est équivalent au couple de mor­
phismes J^, 3 (#2,/3)) : 

( Jf \ X) 
(02. .0) 

(%op2,3) 

(.91,/3) (/2,id) 

№opi.3) (/i,id) 
oûJ) 

Si l désigne le produit fibre des 3-diagrammes de S-schémas quasi-projectifs(l1o 
Pi) x&op °P2)i on voit facilement que le couple (.gi.#2) est équivalent à un mor­
phisme de diagrammes de S-schémas : 

( , X) 
(g* fi) 

J^, 3 

Ceci prouve que (£f, 3) représente la limite du diagramme considéré. 
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Définition 2.4.11. — Soit (f, a) J^, 3 J^, 3 un 1 -morphisme de DiaSch/S. 

1- On dit que (/, a) est cartésien lorsque a est une équivalence et pour toute flèche 
xc j de 3 le carré : 

J^, 3 J^, 3 

&(a(j')) J^, 3 

est cartésien. 
2- Si (P) est une propriété des morphismes de S-schémas quasi-projectifs. on dira 

que (f.cx) est (P) argument par argument si pour tout objet j de d< le morphisme de 
S-schémas quasi-projectifs ^(j) > &(a(j)) est (P) . 

2.4.2. Pré-dérivateurs et dérivateurs algébriques. — On fait la définition sui­
vante : 

Définition 2.4.12. — Soit D une 2-catégorie stricte. On appelle pré-dérivateur algé­
brique à valeurs dans 1) un 2-foncteur (non forcément stricte) B de la 2-catégorie 
DiaSch/S vers £), 1-contravariant et 2-contravariant. En termes explicites, un pré-
dérivateur D est Vensemble des données suivantes : 

A un diaqramrne de S-schémas (^.3). un objet B(^.3) de D. 
A un 1-morphisme de diaqrammes de S-schémas (f, a) : J^, 3 M ) 
un 1-morphisme ( / . « )* : H>(:7,3) J^, 3 dans S). 
A un 2-morphisme de diagrammes de S-schémas : 

J^, 3 

(,.̂ .D) t J^, 3 

J^, 3 

7/T7 9,-m.nTnhisrn.p. dnrrs T) • 
M'. X 

M'. X t* M'. X 

M'. X 

- A une suite composable de l-morphism.es de diagrammes de S-schémas : 

(.7.1) 
M'. X 

(#•0) 
(fj.p) 

(M'. X) 

un 2-isomorphisme de connexion c((f, a), (g, ff)) : (f, a)* o (g. (3)* > (g o f. [j o 
A)* dans T). 
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Ces données doivent vérifier les propriétés 1-opposées et 2-opposées de la défini­
t/ion 2.1.32. 

Soit D : DiaSch/S > T1H un pré-dérivateur algébrique à valeurs dans la 

2-catégorie des catégories triangulées. On introduit maintenant un certain nombre 
d'axiomes que peut vérifier un tel pré-dérivateur algébrique : 

DerAlg 0 : soit (-^ .3) un diagramme de S-schémas quasi-projectifs. Si 3 est une 
catégorie discrète, alors les 1-morphismes / : (.j^(z).e) > (^-¡3) pour i G 

0b(3) induisent une équivalence de catégories : 

B(S.3) 
U ObC!) 1 

?:eOb(3) B(&(i)) 

DerAlg 1 : soient (-^ .3) un diagramme de S-schémas quasi-projectifs et a : 

sd 3 un foncteur essentiellement surjectif. Le foncteur triangulé : 

a* or : rZ(.î 3) b( .?OQ .3 ) 

est conservatif. 
DerAlg 2d : pour tout 1-morphisme (f.a) : (^ ,3) >(&,d) de DiaSch/S, 

le foncteur (f.a)* admet un adjoint à droite (f.a)*. 
DerAlg 2g : pour tout 1-morphisme lisse argument par argument (f, a) : 

M'. X M'. X de DiaSch/S, le foncteur (/. a)* admet un adjoint à gauche 
M'. X 

Soient / : ctf > & un morphisme de 3-diagrammes de S-schémas quasi-
projectifs et a : 3 > 3 un foncteur dans Dia. On a un carré : 

M'. X a M'. X 

x f 

(•9 oa.3) x LJ.3) 

commutatif (et même cartésien) dans DiaSch/S. 

DerAlg 3d : le 2-morphisme d'échange a*/* > (f\s)* ° a* associé au carré 
commutatif ci-dessus, est un 2-isomorphisme. 

DerAlg 3g : supposons que / est cartésien et lisse argument par argument. Alors 
le 2-morphisme d'échange (,/'|;j)# o a* y a*/# est 1111 2-isomorphisme. 

DerAlg 4 : pour tout S-schéma quasi-proiectif X le 2-foncteur : 

D ( X - ) Dia M'. X 

qui à une catégorie 3 de Dia associe U)(X.3) est un dérivateur triangulé au sens 
de la définition 2.1.34. 
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DerAle: 5 : le 2-foncteur : 

B(-,e) Sch/S M'. X 

qui à un S-schéma quasi-projectif X associe B(X, e) est un 2-foncteur homoto­
pique stable. 

Définition 2.4A3. — Le pré-dérivâteur algébrique B est un dérivâteur algébrique ho­
motopique et stable lorsque les axiomes DerAlg 0 à DerAlg 5 sont satisfaits. 

Remarque 2.4.14. — On aurait pu imposer à la place de l'axiome DerAlg 4 l'axiome 
plus fort : 

DerAlg 4' : pour tout diagramme de S-schémas quasi-projectifs (J^,3), le 2-
foncteur : 

M'. X Dia M'. X 

qui à une catégorie ¿J de Dia associe B(i£~ opn, J x ¿J) est un dérivateur triangulé 
au sens de la définition 2.1.34. 

Il est possible que l'axiome DerAlg 4' découle des axiomes DerAlg 0 à DerAlg 5. 
C'est le cas si l'on avait adopté la définition de [MalOlb] d'un dérivateur triangulé. 
Le problème qu'on pourrait rencontrer en essayant de déduire l'axiome DerAlg 4' 
vient du fait que la structure de catégories triangulées sur les B(,̂ ~ o pn, j x d) peut 
différer de la structure déduite des axiomes de dérivateurs triangules. 

Remarque 2.4.15. — Le lecteur attentif a sûrement remarqué que dans l'axiome 
DerAlg 3d on ne met aucune hypothèse sur le 1-morphisme (/, a) alors que dans 
l'axiome DerAlg 3g on suppose en plus de l'hypothèse nécessaire de lissité que 
(/, a) est cartésien. Pour expliquer cette asymétrie, il faut considérer le dérivateur 
algébrique homotopique et stable §H qui sera construit au quatrième chapitre. Soit 
U un S-schéma lisse et considérons les deux 1-diagrammes de schémas : 

•9 = 
P 

U S et S S 

ainsi que le morphisme p de 1-diagrammes de schémas induit par le carré commutatif 
(mais non cartésien en général) : 

xc+ S) 

(S •S) 

L'objet unité 1 de §H(^, 1) est représenté par l'objet ( S = S , 1) de Sm/J?. Il 
vient queM'. X est l'objet unité de §H(5,1). Ainsi le morphisme : 

p#tu M'. X 
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est isomorphe à la classe du morphisme p : U > S qui est non inversible en 
général. 

Remarque 2.4.16. — Au lieu d'invoquer les définitions d'un dérivateur triangulé et 
d'un 2-foncteur homotopique stable dans les axiomes DerAlg 4 et DerAlg 5 on 
aurait pu généraliser les propriétés correspondantes au cadre des pré-dérivateurs al­
gébriques. A titre d'exemple, on expliquera un axiome qui généralise une partie de 
l'axiome DerAlg 4 et qui ne découle pas a priori de notre définition : 

DerAlg 4'g : supposons donné un 1-morphisme (/, a) : l ,3) > (JP,3) de 

DiaSch/S et i G Ob(J). On construit à partir de la face carrée de DiaSch/S : 

M'. X 
M'. X 

M'. X 

if i) r M'. X 

M'. X 
(id.iP(,)̂ ''! 

M'. X 

une face carrée de T9a : 

0(^/z,3/z) 
(id, w¿)* 

0(^,3) 

(/A)* M'. X 

D(^(/)) 
(id.W),/)* 

D(.^.a) 

La face carrée ainsi obtenue est un 2-isomorphisme. 

Remarquons par ailleurs que la construction duale avec les catégories i\3 ne fonc­
tionne pas puisqu'on ne dispose pas d'un 1-morphisme évident de [i\S, i\3) vers 
(<^(z),e). On peut envisager que l'axiome dual concerne Vautre 2-catégorie des dia­
grammes de S-schémas discutée dans la remarque 2.4.6. 

2.4.3. Quelques conséquences faciles de la définition. — On se donne un 
dérivateur algébrique homotopique et stable : 

e DiaSch/S M'. X 

On regroupe dans cette section quelques conséquences élémentaires des axiomes 
DerAlg 0 à DerAlg 5. Le lemme suivant est une conséquence immédiate de 
DerAlg 0 et DerAlg 1. Il sera constamment utilisé dans la suite : 

Lemme 2.4.17. — Soit ,3) un diagramme de S-schémas quasi-projectifs. Alors la 
famille de foncteurs i* : H(Ĵ \ 3) >M(-^(i), e) indicée par l'ensemble Ob(3) est 

conservative. 
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Démonstration. — On identifie l'ensemble Ob(J) à la sous-catégorie discrète de 3 
ayant les mêmes objets que 3. On applique alors l'axiome DerAlg 1 à l'inclusion 
essentiellement surjective 0b(3) C 3. Il suffit alors d'appliquer DerAlg 0 à la catégo­
rie discrète 0b(3) pour conclure. • 

Corollaire 2.4.18. — Soit s : 3? > <3/ une immersion fermée cartésienne de 3-
diagrammes de S-schémas quasi-projectifs. On note u : 9/ > W le 3-diagramme 
complémentaire argument par argument à s. Alors le couple (s*,u*) est conservatif. 

Démonstration. — Soit A un objet de W(&,3) tué par s* et u*. Pour tout i G 0b(3) 

on a : 
stiveA i*s*A 0 et u(i) i A . i u A 0 

Mais le couple de foncteurs > J£" u{i)*) est conservatif puisque (s(i),u(i)) est une 
paire complémentaire d'immersions du S-schéma &(i). Il vient que i*(A) est nul pour 
tout i G Ob(J). Par le lemme 2.4.17, A est forcément nul. • 

Corollaire 2.4.19. — Soit u : <§ > J£" une immersion argument par argument de 
3-diagrammes de S-schémas quasi-projectifs. Le morphisme de counité u*u* > 1 
est un 2-isomorphisme. 

Démonstration. — En effet, pour i G Ob(U) on a un diagramme commutatif : 

i*u*u* u(i)*i*u* 
Ext 

w(z)* (̂z)*i* 

sd sd 

Le morphisme d'échange Ext ci-dessus est inversible par DerAlg 3d. De même le 
morphisme de counité de l'adjonction (u(i)*, u(i)*) est inversible par le lemme 2.4.17. 
D'où le résultat. • 

On continue avec une amélioration de l'axiome DerAlg 3g : 

Proposition 2.4.20. — On suppose donné un carré cartésien de diagrammes de S-
schémas : 

> J£" (9, P. 
> J£" 

xcx f 

> J£" 
> J£" 

(9,3) 

avec f un morphisme de 3-diagrammes, cartésien et lisse argument par argument. 
Le morphisme de changement de base Ex*^ : f^ o (</,/?)* > (g,P)* ° /# est un 
2-isomorphisme. 
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Démonstration. — On peut factoriser le carré cartésien de l'énoncé de la manière 
suivante : 

(y,y) 
g' 

> J£wx" 
3 

<wx 

sd r f 

(y,y) 
9 

> J£"wx 
f3 

(y,y) 

Par l'axiome DerAlg 3g le morphisme d'échange associé au carré de droite est inver­
sible. Ceci nous ramène à traiter le cas^ où 3 = 3'. Par le lemme 2.4.17, il suffit de 
prouver que le morphisme d'échange devient inversible après application de pour 
tout i G Ob(J). Le diagramme suivant est commutatif : 

(y,y) 
(1) (y,y)(y,y) (y,y)(y,y) 

(y,y) 9(i)*i*U 
(1) 

(y,y)(y,y) 

De plus, les deux 2-morphismes (1) sont inversibles par DerAlg 3g. Il suffit donc 
de montrer que le morphisme d'échange f (;i)#g' {i)* > f (;i)#g' est inversible. 

Ceci est vrai par la définition des 2-foncteurs homotopiques stables. • 

Comme corollaire on a immédiatement l'extension suivante du théorème de chan­
gement de base par un morphisme lisse : 

Corollaire 2.4.21. — On suppose donné un carré cartésien de diagrammes de S-

schémas : 

(&',3) 
a' (g, g) 

H(W) H(W) 

H(W) 
9 H(W) 

avec g un morphisme de 3-diagrammes, cartésien et lisse argument par argument. 
Le morphisme de changement de base Ex* : g*(f.a)* > (/', cv)*g'* est un 2-

isomorphisme. 

Plus intéressant que tout ce qu'on a dit dans ce paragraphe est probablement le 
résultat suivant. 

Cette réduction n'est pas nécessaire mais simplifiera les notations. 
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Théorème 2.4.22. On suppose donné un carré cartésien de diagrammes de S-
schémas : 

f (;i)#g' 
f (;i)#g' 

f (;i)#g' 

xc f 

f (;i)#g' 
(9,0) 

f (;i)#g' 

tel que l'une des deux conditions suivantes soit satisfaite : 
- Le morphisme de 3-diagrammes f est projectif argument par argument. 
- Le morphisme de diagrammes de S-schémas (g., 3) est lisse argument par argu­

ment. 
Alors le morphisme de changement de base Ex% : (g,/?)*/* > fi(g'',/?)* est un 
2 - isomorphisme. 

Démonstration. — On peut factoriser le carré cartésien de l'énoncé de la manière 
suivante : 

f (;i)#g' 
9' 

(&oj3,y) p ^yx 

xc r f 

o^y) 
9 

(^o^y) 
p 

^yxc 

Par l'axiome DerAlg 3d le morphisme d'échange associé au carré de droite est inver­
sible. Ceci nous ramène à traiter le cas(1°) où 3 = 3'. Par le lemme 2.4.17, il suffit de 
prouver que le morphisme d'échange devient inversible après application de i* pour 
tout i G Ob(U). Le diagramme suivant est commutatif : 

o^y) o^y)x 
(1) 9(}Y№*? 

i*f'*9'* 
(1) 

f'(i)*?9'* - f'{ï)*9'№* 

De plus les deux 2-morphismes (1) sont inversibles par DerAlg 3d. Il suffit donc 
de montrer que le morphisme d'échange g(i)*f(i)* > f'{ï)*9'(P)* eŝ  inversible. 
Ceci est vrai pas le théorème de changement de base pour un morphisme projectif ou 
par un morphisme lisse suivant les cas. • 

Remarque 2.4.23. — On notera bien que dans le théorème précédent le morphisme / 
n'est pas supposé cartésien contrairement à la proposition 2.4.20. Ceci est conséquence 
de l'asymétrie dans les axiomes DerAlg 3d et DerAlg 3g. 

(10), Cette réduction n'est pas nécessaire mais simplifiera les notations. 
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On obtient le corollaire suivant, qui complète la proposition 2.4.20 dans une direc­
tion partielle : 

Corollaire 2.4.24. — On suppose donné un carré cartésien de diagrammes de S-
schémas : 

o^y) 
a' 

o^y) 

o^y) (/,<>) 

o^y) 
9 o^y) 

avec {j,a) un morphisme de diagrammes de schémas, lisse argument par argument. 
Le morphisme de changement de base Ex*^ : F= o (g', fi)* > ((J^fiY ° ./# est un 
2-isomorphisme. 

En reprenant mot pour mot la preuve de la proposition 1.4.9. on peut démontrer 
le résultat suivant : 

Proposition 2.4.25. — Soit s : 3? > ÔJ/ une immersion fermée cartésienne de 3-
diagrammes de S-schémas quasi-projectifs. Le foncteur s* admet un adjoint à droite s1. 
De plus si u : 6tt > est l'inclusion du 3-diagramme complémentaire argument 
par argument à s, on a deux 2-triangles distingués canoniques : 

U4kU* 1 - s* s* >u#u*[+l] 

et 

i 
.S*,S" 

1 • u*u* ! 
S* S' 

[+1] 

On a également l'analogue du corollaire 1.4.17 : 

Lemme 2.4.26. — On suppose donné un carré cartésien de diagrammes de S-schémas 
quasi-projectifs : 

{2\3r) 
(g', fi) 

(2.3) 

s' s 

(W.3r) 
(fJjï) 

(&.3) 

avec s une immersion fermée cartésienne de 3-diagrammes de S-schémas quasi-
projectifs et g un 1-morphisme de DiaSch/S lisse argument par argument. Alors 
le morphisme de changement de base : Ex*A : (g'', fi)*s1 >s/l(g,fi)* est un 
2-isomorphisme. 

Démonstration. — On appelle u l'immersion ouverte de J-diagrammes de S-schémas 
complémentaire à s et u' le pull-back de u par (g, fi). On utilise le fait qu'on 
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a un morphisme de 2-triangies distingues (comme dans 1 énonce de ia proposi­
tion 1.4.16) : 

(g,(3)*s*s- o^y) (g,l3yu*u* (gJ3YsJ-{+l] 

(1) 

s'jHg^Y (g,PY >uW*(g,l3)* o^y)o^y) 

Le 2-morphisme (1) est une composée de Ext et Ex*'*. Il est donc inversible par 
le théorème 2.4.22. Il vient que le 2-morphisme (<7,/?)*s*s! > s'^s'l(g,/3)* est 
inversible. Mais ce 2-morphisme est la composée : 

(#,/3)*s*s! 
Ext 

><{gf^ys-
Ex-* o^y)o^y) 

Le premier 2-morphisme est inversible par le théorème 2.4.22. Il vient que le second 
est également inversible. Le résultat découle alors du fait que est pleinement fidèle 
(donc conservatif). • 

Proposition 2.4.27. — Soit (¿9, 3) un diagramme de S-schémas quasi-projectifs. On 
note p la projection de (¿9,3) Xs sur le premier facteur et s la section nulle. 

Alors : 
Le morphisme d'unité 1 o^y) est inversible. 
Le foncteur p#s* est une équivalence de catéqories. 

Démonstration. — Pour la première propriété, on montre que le morphisme d'unité 
de o^y)devient un isomorphisme après application de i* pour tout i G Ob(!J). On 
utilise pour cela le diagramme commutatif : 

s i* 

i*p*p* p(i)*i*p* •p(i)*p(i)*i* 

Le résultat découle de 1 axiome d homotopie et du fait que p(i) est la projection de la 
droite affine relative sur le S-schéma Y9(ï). 

On passe maintenant à la seconde assertion. On prouvera que p#s* est une équiva­
lence en montrant que les morphismes d'unité et de counité de l'adjonction (p#s*, slp*) 
sont inversibles. On procède par la même méthode en utilisant la conservation de la 
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famille de pour i G 0b(3). Pour le morphisme d'unité, on utilise le diagramme com­
mutatif : 

2* 2* 

s(i)li*p • s(z)*z*s* s(?')'2*S* s(z)-s(z)*z* 

s(i)li*p*p# s(i)li*p*p#s* s(iyp(iyi*p#s* s{i)y-p(i)*p(i)#i*s* s(i)lp(i)*p(i)#s(i)J* 

et le fait que le morphisme d'unité de (p(i)#s(i)*. s(i)lp(i)*) est inversible par l'axiome 
de stabilité. Le morphisme de counité est traité par la même méthode. • 

Comme conséquence de ce qui précède, on a une amélioration de l'axiome 
DerAlg 5 : 

Théorème 2.4.28. — Soient (&,3) un diagramme de S-schémas quasi-projectifs 
ets (i)li*p*p# > (X,e) un 1-morphisme vers un S-schéma quasi-projectif X. Le 
2-foncteur : 

s(i)li*p*p# Sch/X ddsf 

qui à un X-schéma Y associe la catégorie triangulée H((J^, J )xx^ ) est un 2-foncteur 
homotopique stable. 

Remarque 2.4.29. — On garde les hypothèses du théorème précédent. Supposons 
donné un morphisme de X-schémas quasi-projectifs : 

Y' 9 Y 

df f 

X 

On obtient par pull-back un 1-morphisme cartésien de U-diagrammes de S-schémas : 

9& vcv xx y xx y xx y 

On a les quatre opérations g*^, g&*, g&\ et g^ entre les deux catégories triangulées 
H((^, 3) x x y) et H((^\ 3)xxYf)- Dans le numéro suivant ce résultat sera généralisé 
et précisé. 

2.4.4. Extension des résultats du premier chapitre. — Vu la remarque 2.4.29, 
il est naturel d'espérer que tout morphisme cartésien de diagrammes de S-schémas 
quasi-projectifs (/, a) : fâ,d) ^ 0^3 ) induit deux opérations : 

, g&*, g , g&*, g , g&*, g et (f,aY : , g&*, g , g&*, g 
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et que ces foncteurs s'organisent naturellement en deux 2-foncteurs globalement ad­

joints : 

CartM! . (DiaSch/S)Cart sdsffd et Cartjj1 . (DiaSch/S)Cart dfd 

où (DiaSch/S)Cart désigne la sous-2-catégorie 2-pleine de DiaSch/S ayant pour ob­
jets les diagrammes de S-schémas quasi-projectifs (vérifiant peut-être une condition 
technique) et pour 1-morphismes ceux qui sont cartésiens. 

Dans cette sous-section on montre que la quasi-totalité de la construction entreprise 
dans le premier chapitre s'étend mot pour mot à cette nouvelle situation. Toutefois, à 
quelques rares endroits, des arguments nouveaux doivent être rajoutés. On précisera 
alors ces endroits et on décrit rapidement ces arguments. On commence d'abord par 
un petit paragraphe de géométrie algébrique au-dessus d'un diagramme de schémas. 

2.4-4-1- La géométrie des 5?-schémas. — Soient 3 une petite catégorie et 5? un 3-
diagramme de schémas. On fait la définition suivante : 

Définition 2.4.30. — On note 3 — §Ç,si/y la catégorie définie par : 
- Les objets de 3 — SG3-C/y sont les morphismes cartésiens de 3-diagrammes de 

schémas tt : 3£ > y , 
- Les flèches de 3 — SQ3~C/yj sont des triangles commutatifs de morphismes de 

3-diagrammes : 

sd 
f s 

sd 

Les objets de cette catégorie seront simplement appelés des -schémas. 

Remarque 2.4.31. — Si la catégorie 3 admet un objet final o, la catégorie des 5?-
schémas est équivalente à la catégorie des J^(o)-schémas. 

Remarque 2.4.32. — La catégorie 3 — SQJi/J/' admet des produits fibres donnés par 
le produit fibre des 3-diagrammes de schémas. On dispose plus généralement d'un 
foncteur de changement de base : 

3 - s e j c /y d-sewsdf/y 

pour tout 1-morphisme de diagrammes de schémas (^ ,3) > (^\ 3) donné par le 
produit fibre des diagrammes de schémas. 

Le lemme suivant est une conséquence immédiate de la définition : 

Lemme 2.4.33. — Un morphisme de y -schémas est automatiquement un morphisme 
cartésien de 3-diagrammes de schémas. 
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Démonstration. — Ceci découle découle immédiatement du fait général suivant. Soit 
un diagramme commutatif dans une catégorie C : 

C • C 

2 

B' B 

(1) 

A' A 
On suppose que les carrés (1) et (l)o(2) sont cartésiens. Alors le carré (2) est cartésien. 

Pour la preuve de ce fait, on considère le morphisme évident : C > B' xB C . 
Ce morphisme est isomorphe au morphisme évident : C1 > A' C , puisque (1) 
est cartésien. Mais ce dernier est inversible puisque (1) o (2) est cartésien. • 

Le but de ce paragraphe est de montrer que pour certaines questions, on peut penser 
aux ^-schémas comme à des S-schémas habituels. On étendra en particulier tous les 
résultats géométriques (sauf un̂ 11̂  !) sur les S-schémas utilisés dans le chapitre 1 au 
cadre des ^-schémas. Il sera pratique de faire la convention suivante : 

Définition 2.4.34 

1- Soit (P) une propriété des S-schémas avec S un schéma de base. On dit qu'un 
sd • schéma 2£ est (P) si pour tout i G Ob(U), le y (i)-schéma ̂ '(i) est (P). 

2- Soit (P1) une propriété des morphismes de S-schémas avec S un schéma de base. 
On dit qu'un morphisme > 3f' de y-schémas est (P') si pour tout i G Ob(U) 
le morphisme °3/{i) > 3£ (i) de y (i)-schémas est (P'). 

Remarque 2.4.35. — Supposons que la propriété (P) (resp. (Pr)) dans la définition 
précédente est invariante par changement du schéma de base i.e. si T >S est 
un morphisme de schémas, le foncteur de changement de base SClK/S > SC!K/T 
conserve la propriété (P) (resp. (P'))- Alors il en est de même des foncteurs : 
> 3£ (i)xc > 3£ (i)£ (i)x pour tout 1-morphisme de diagrammes de schémas 
> 3£ (i) > 3£ (i) 

Remarque 2.4.36. - - Comme premier exemple, on note le fait important suivant. 
Etant donnée une immersion fermée de ^-schémas 3? > (W , on peut parler 
de T immersion ouverte complémentaire de 2f dans °J/. En effet l'immersion fermée 
en question est cartésienne par le lemme 2.4.33. La même chose s'applique pour les 
immersions ouvertes. 

(ii) Le résultat qui ne s'étend pas aux .̂ -schémas est le suivant. Un couple lisse (Y,X) au-dessus 
d'un schéma Z, est localement pour la topologie de Nisnévich isomorphe à un couple lisse trivial i.e. 
à (ÂJ?,ÂJ) avec m < n. Ce résultat est généralement faux pour les couples lisses de -̂diagrammes 
de schémas. 
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Remarque 2.4.37. — Soit s : 3? > & une immersion de ^-schémas. On peut 
définir un J-diagramme de schémas S en prenant pour ^(i) l'adhérence schématique 
de l'immersion s(i) : 3f(i) > &(i) (où i G Ob(U)). Il est clair que le morphisme 
de U-diagrammes de schémas s se factorise par l. On fera attention toutefois que S 

n'est pas en général un ^-schéma car le 3-morphisme évident S > l n'est pas 
forcément cartésien. Le lecteur pourra facilement vérifier qu'on a jamais eu besoin de 
prendre l'adhérence d'une immersion tout au long du chapitre 1. 

Étant donné un U-diagramme de schémas 3£, on notera iTzar le site défini de la 
manière suivante : 

- Les objets de î zar sont les couples (U,ï) avec i un objet de 3 et U un ouvert 
Zariski de 3£{i). 

- Une flèche (U',i') —> (U,i) est une flèche a : i' —> i de 3 telle que U' soit envoyé 
dans U par le morphisme 2£(a) : 3£(i') > 3C{%) • 

- La topologie de Szar est engendrée par les familles (id; : (Uk,i) —•> (U,i))k où 
(Uk)k est un recouvrement Zariski de U. 

Ainsi, un préfaisceau F sur efzar est un faisceau si et seulement si pour tout objet i 
de 3 la restriction F(i) de F k i£~(v')zar est un faisceau. 

Définition 2.4.38. — Soit Z£ un 3-diagramme de schémas. Le faisceau structural de 

dsf noté Û, est le faisceau sur tfzar qui à un couple (U,i) associe 6^u\\U). 

On adoptera la notion suivant de & % -modules quasi-cohérents : 

Définition 2.4.39. — Soient ̂  un diagramme de 3-schémas et jfâ un û%-module. 

1- On dit que M est quasi-cohérent (resp. cohérent, localement libre, etc) argument 
par argument si pour tout i G Ob(U)7 la restriction ,/#(?') de à St"(i) est un 
module quasi-cohérent (resp. cohérent, localement libre, etc). 

2- On dit que ^ est quasi-cohérent (resp. cohérent) s'il est quasi-cohérent (resp. 
cohérent) argument par argument et si pour toute flèche a : i' i de 3, le morphisme 
évident : l (a)*<Jt(i) > .^K(i') est un isomorphisme de Û^^ymodules. 

Le faisceau û est lui-même unQK -module cohérent. On fera attention que la 
catégorie des â -modules quasi-cohérents n'est pas une catégorie abélienne en géné­
ral. En effet, lorsque les morphismes 3£{i') > 5C[%) dans le 3-diagramme ne sont 
pas tous plats, la deuxième condition de la définition ci-dessus n'est pas stable par 
passage au noyau d'un morphisme de û^-modules. Pour les (^-modules localement 
libres arguments par arguments la situation est meilleure : 

Lemme 2.4.40. — Soit 3£ un 3-diagramme de schémas. On se donne une suite exacte 
courte de G x-modules localement libres arguments par arguments : 

0 N M L 0 
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On suppose que deux des trois -modules Jzf, jfâ et sont quasi-cohérents (resp. 
cohérents). Alors il en est de même du troisième. 

Démonstration. — Les trois modules en question sont localement libres. Il vient que 
pour tout i G Ob(3) les Ggc{%)-modules J£f(2'), JI(%) et N (i) sont quasi-cohérents 
(resp. cohérents). Il s'agit donc de vérifier la seconde propriété de la définition 2.4.39. 
Pour toute flèche a : i' —> i de 3 on a un diagramme commutatif : 

0 • 9£(aYJf(ï) 5£(a)\£{ï) 5£(ayy(i) 0 

0 > 3£ (i) > 3£ (i) > 3£ (i) >0 

Les lignes de ce diagramme sont exactes puisque les modules Jèf(i), <J?(ï) et JY(Ï) 
sont localement libres. Le résultat découle alors du lemme des cinq. • 

Remarque 2 A.41 

1- Etant donnés un J-diagramme de schémas ^ et un û-module jfâ cohérent 
argument par argument on peut définir un U-diagramme de schémas V(^#) en prenant 
V(./#)(i) = V(^#(i)) pour tout objet i de 3. On a alors une projection évidente : 
N(J%) > 3£ . On vérifie alors facilement que V(./#) est un ^T-schéma au sens de 
la définition 2.4.30 si et seulement si jfâ est un ^^-module cohérent. Le ^T-schéma 
ainsi obtenu est affine et de type fini. 

2- En ce qui concerne le projectivisé de jfâ, la situation est légèrement plus délicate. 
En effet, le diagramme de schémas P ( ^ ) vérifiant P(«^Q(z) = F(^(i)) n'existe que 
lorsque ^ est cohérent. Dans ce cas P ( ^ ) est un JT-schéma projectif. 

Les deux modules qui jouent un rôle important dans la construction des 2-foncteurs 
Ht et H! du chapitre 1, sont : 

- Le faisceau normal JVS associé à une immersion fermée s entre Z-schémas lisses 
(avec Z un certain S-schéma quasi-projectif), 

- Le faisceau des différentielles relatives 0/ associé à un morphisme lisse de S-
schémas quasi-projectifs / . 

Définition 2.4.42 

1- Soit s : 3? > & une immersion fermée argument par argument entre 3-
diagrammes de schémas. On définit un -module JVS quasi-cohérent argument par 
argument en prenant JVS — Ĵ /J2̂ 2 où est l'idéal quasi-cohérent argument par 
argument de l'immersion s. On a alors les identifications JYs(i) = JYs{ï) pour tout 
i G Ob(J). On dira que jVs est le faisceau normal de l'immersion s. 
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2- Soit f : <3f > 3£ un morphisme séparé argument par argument de 3-
diagrammes de schémas. On définit un Gay-module Çtf quasi-cohérent argument par 
argument en posant Çlf = NA où A : & y <3f xze Y est l'immersion fermée 
diagonale. On a alors les identifications Qf(i) = Qf(i) pour tout i G Ob(3). On dira 
que Çtf est le faisceau des différentielles relatives. 

Les modules JVS et Qf ne sont pas en général cohérents (ni quasi-cohérents) même 
lorsque s et f sont cartésiens et de présentation finie. Heureusement, dans les cas 
considérés au chapitre 1, la situation est meilleure : 

Lemme 2.4.43. — Soit ¿9" un 3-diagramme de schémas. 

1- On suppose donné un triangle commutatif de S?-schémas : 

s s sd 

9 
f 

sd 

avec s une immersion fermée et f et g lisses. Alors le Gay -module JVs est localement 
libre et cohérent. 

2- On suppose donné un morphisme lisse f : W > 3£ de ¿9-schémas. Alors 
le Gay-module Qf est localement libre et cohérent. 

On termine ce paragraphe par une discussion sur les éclatements. Étant donné un 
carré cartésien de schémas : 

Z2 qsd 

*2 Si 

X2 sd 

avec si et S2 des immersions fermées, on peut déduire un morphisme Ez2(^2) —> 
Ez1 (Xi) entre les éclatés. Ceci permet alors de parler de l'éclaté E^(^) d'un sous-^-
schéma fermé 3f d'un ^-schéma 3C. En général, le J-diagramme de schémas E^(3£) 
n'est pas un ^-schéma étant donné que le morphisme E%>(3£) > 3£ n'est pas 
toujours cartésien. On a toutefois : 

Lemme 2.4.44. — Soit y un 3-diagramme de schémas. On suppose donné un triangle 
commutatif de 5^-schémas : 

sds s sd 

9 
f 

sd 
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avec s une immersion fermée et f et g lisses. Alors le 3-diagramme de schémas 
E%,(3s) est un y -schéma. 

Ce lemme permet alors d'étendre la déformation au cône normal utilisée au nu­
méro 1.6, dans le contexte des ^-schémas. 

2.4-4-2. Les quatre opérations pour les 5^-morphismes. — On se donne un 3-
diagramme de S-schémas quasi-projectifs Sf. On note 3 — Sch/y la catégorie des 
,5 -̂schémas quasi-projectifs (arguments par arguments). On appellera 3 — ScW/y la 
sous-catégorie formée des ^-schémas admettant une immersion dans un P ( ^ ) avec 
M un Ûy-module localement libre et cohérent. Les objets de cette catégorie seront 
appelés les ^-schémas fortement quasi-projectifs. 

Dans ce paragraphe, on va survoler la construction du 2-foncteur H! : Sch/S —> 
X![R dans le cadre des ^-schémas en expliquant comment on peut la modifier pour 
obtenir un 2-foncteur : 

CartM^ 3-ScW/y > X9v 

Comme on l'a déjà affirmé, la quasi-totalité de la construction s'étend mot à mot 
aux ^-schémas. Bien que le résultat final concerne les morphismes de ^-schémas 
fortement quasi-projectifs, une grande partie reste valable pour les morphismes de 
S-schémas quasi-projectifs voire pour les morphismes de diagrammes de S-schémas. 
Ainsi les sections 1.4 et 1.5 seront survolées dans un cadre un peu plus général que 
celui des ,5 -̂schémas. 

Pour simplifier, le lecteur pourra négliger les 2-morphismes des 2-catégories 
DiaSch/S. Ainsi dans la suite de ce paragraphe, DiaSch/S désignera la catégorie 
sous-jacente à la 2-catégorie des diagrammes de S-schémas quasi-projectifs. On 
considérera les sous-catégories suivantes de DiaSch/S : 

- (DiaSch/S)Cart ayant les même objets que DiaSch/S et pour morphismes ceux 
qui sont de la forme : 

> 3£ (i) > 3£ (i) a 

avec / un morphisme cartésien de ^-schémas. 
(DiaSch/S)LissCart : la même chose que la première avec en plus / lisse, 
(DiaSch/S)ImmCart : la même chose que la première avec en plus / une immersion 
fermée, 
(DiaSch/S)Cart : la même chose que la première avec en plus le M -schéma & 
fortement quasi-projectif. 

On utilisera le dictionnaire suivant (que le lecteur pourra facilement compléter si 
besoin) qui permet le passage du cas des S-schémas vers celui des diagramme de 
S-schémas. 
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H* Sch/S T1H 

H* Sch/S T1H 

Liss j_j (Sch/S)Liss T1H 

Liss |_j * (Sch/S)Liss T1H 

Imm j_| (Sch/S)lmm T1H 

Immir . fSch/SÏImn: T1H 

H. Sch/S T1H 

H! Sch/S T1H 

T1H DiaSch/S T1H 

H* DiaSch/S 19a 

LissCartjû  . (DiaSch/S)LissCart • T9T 

LissCart (DiaSch/S)LissCart T1H 

ImmCartĵ j- fn>mÇrh/,ÇÏImmCart T1H 

ImmCart||' (DiaSch/S)ImmCar( T1H 

Cartĵ  . (DiaSch/S)Cart T1H 

Cartjj! (DiaSch/S)Cart T1H 

0x-module localement libre de type fini 
Jt, N J2? ... etc 

ôse-module localement libre et cohérents 
de type fini ', ^K, Jzf ... etc 

i- La section 1.4- — Comme on l'a déjà remarqué dans le numéro précédent, le 
numéro 1.4.4 se transcrit mot à mot dans le cadre des immersions fermées cartésiennes 
des diagrammes de S-schémas quasi-projectifs. On obtient ainsi le 2-foncteur : 

ImmCartpr̂ ' 
(J-Sch/^)Imm T1H 

Le numéro 1.4.5 s'étend également mot a mot au cas des diagrammes de 6-schemas. 
On obtient un foncteur croisé : 

(H*,e*,LissCartH#, LissCart jp£* 

Pour la classe des carrés cartésiens. 
Le numéro 1.4.6 s'étend également mot à mot pour fournir un foncteur croisé : 

;M*,M*, ImmCart ImmCart jjj-' \ 

Dans le numéro 1.4.7, on établit la proposition 1.4.19 avec à la place de / un 
morphisme arbitraire de diagramme de S-schémas et à la place de i et j une des im­
mersions cartésiennes complémentaires. La proposition 1.4.20 sera seulement valable 
pour s une immersion fermée cartésienne. 

2- La section 1.5. — Les définitions ne changent pas et seront faites avec s et p tous 
les deux cartésiens. Dans la proposition 1.5.2 et le lemme 1.5.3 on prendra à la place 
de / un morphisme de diagramme de schémas (/, a). La conclusion du lemme 1.5.4 
est alors valable pour (/, a) lisse argument par argument. 

Pour prouver le théorème 1.5.7, on se ramène immédiatement au cas des S-schémas 
en utilisant le lemme 2.4.17 et en invoquant pour i un objet de la catégorie d'indice, 
le diagramme commutatif : 

i* : i* 

7;*Th_1 (s,p)Th(s,p] Th-1 (s(i),p(i))i* Th(s,p) Th "1^ ) , ^ ) ) Th(s(i),p(z))i* 

ainsi que son analogue pour le morphisme de counité. 
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Pour le reste de la section on se place dans la catégorie des ^-schémas 3 — Sch/y. 
Les résultats de la section s'étendent mot pour mot aux morphismes de ^-schémas. 

Notons toutefois que l'isomorphisme de commutation avec les équivalences de Thom 
peut être défini pour des changements de base par des morphismes arbitraires de 
diagrammes de S-schémas. On obtient en fin de compte le foncteur croisé : 

(H*, H*, LissC art jT_r|( LissCartyr/Jj'A 

S- La section 1.6. — Dans cette section on se place dans la catégorie des ̂ -schémas. 
Le début de la section jusqu'au lemme 1.6.14 exclu s'étend sans aucune difficulté 
aux ^-schémas. Notons tout de même que la proposition 1.6.7 reste valable pour 
les changements de base par des morphismes généraux (a, a) de diagrammes de S-
schémas. 

La seconde partie du lemme 1.6.14 s'étend sans difficulté aux cadre des ̂ -schémas. 
Pour la première assertion, il faudra se ramener au cas des S-schémas. 

Pour chaque objet k de la catégorie d'indices j on prend la section : 

0~k*A s(kym* fk*A i(k)*j(kU(k)*s( k)]f(ky '(k*A) 

faisant commuter le carré : 

k*s'*P(A) k*i*j,s'f (A) 

s(k)'-f(ky (h* A) i(kyj(k)tq(ky s(fc)'/(fc)*(fcM) 

Il vient alors qu'on a un carré commutatif : 

k*s'-f*(A) j(k)tq(ky 

S(k){-f(ky (k A] s0(k)]Mk) "(fcM) 

Ceci nous ramène immédiatement aux cas des S-schémas. 
Ensuite, le raisonnement se transcrit mot pour mot au cadre des ^-schémas jus­

qu'à la fin de la construction du 2-foncteur H! en prenant uniquement des ^-schémas 
fortement quasi-projectifs pour pouvoir appliquer le critère de prolongement du théo­
rème 1.3.1. Notons que la proposition 6.19 reste valable pour les changements de base 
par des morphismes généraux de diagrammes de S-schémas. Ceci permet permet alors 
de définir les morphismes d'échange Ex*'- pour des carrés cartésiens de DiaSch/S : 

0,3 
0,3 

(0,3) 

s f 

0,3 (9,0) 
(JP,J) 
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avec / un morphisme cartésien et fortement quasi-projectif de J-diagrammes de sché­
mas. On obtient finalement un foncteur croisé : 

(H*, M*. Cart'™ Cart'M! 

Remarque 2.4.45. — En lisant le bref survol qu'on vient de faire, on remarque le 
fait suivant. Lorsqu'on passe des ^-schémas aux diagrammes de S-schémas les seuls 
étapes de la construction où un changement est nécessaire sont : 

1. Le théorème 1.5.7 affirmant que les 1-morphismes Th(s,p) et Th-1(s,p) étaient 
des équivalences inverses l'une de l'autre, 

2. Le lemme 1.6.14 et plus précisément la partie affirmant que TA est inversible. 

La raison pour laquelle l'argument initial n'est pas suffisant est directement lié au 
fait qu'il impossible en général de trouver des recouvrements Zariski ou Nisnevich de 
3£ par des ^-schémas qui soient suffisamment fins. Ainsi, tous les arguments qui 
nécessitent de trivialiser des JT-modules localement libres, ou des couples lisses ne 
sont plus valables tels quels. Nous avions contourné cette difficulté en utilisant la 
conservation de la famille des foncteurs i* pour i un objet de la catégorie d'indice. 

Notons le résultat suivant : 

Proposition 2.4.46. — Soit un carré cartésien de diagrammes de S-schémas quasi-
projectifs : 

0,3 (g',0) 0,3 

f f 

0,3xc 
(g,0) v0,3 a 

avec f un morphisme cartésien, fortement projectif et (g, ¡3) lisse argument par argu­
ment. Le 2-morphisme d7échange : 

0,30,3 g, /3)*) g, /3)*)xcv 

est un 2-isomorphisme. 

Démonstration. — On dispose d'un morphisme d'échange Ex#j : (g,f3)#f! —> 
f\{g'•> /?)# obtenu via les adjonctions ((g, = (g, /3)*) et ((g*', /?)#, (</, (3)*) à partir de 
l'isoéchange Ex* : f!(g',(3)* > (g,f3)* f\ . On vérifie facilement que le diagramme 

suivant est commutatif : 

g, /3)*) g, /3)*) 

g, /3)*) g, /3)*) 
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Ce qui nous ramène à montrer que Ex#\ est inversible. Par adjonction, il suffit de 
montrer que le 2-morphsime Ex-* : (g''(3)* f > f,l(gj3) est inversible. En utili­
sant la conservation de la famille des i'* avec i' G Ob(3') on se ramène aux cas des 
schémas. L'énoncé correspondant est alors vrai puisque g(if) est lisse. • 

Remarque 2.4.47. — Comme cas particulier de la proposition précédente, on voit que 
pour / cartésien et fortement projectif, le foncteur f* commute aux Dia-colimites. En 
fait, l'hypothèse « cartésien » est probablement superflue. 

2.4.5. Dérivateurs algébriques monoïdaux homotopiques et stables. — On 
termine cette section sur les dérivateurs algébriques par l'étude des structures monoï-
dales sur eux : 

Définition 2.4.48. — Un dérivateur algébrique monoïdal homotopique et stable est un 
pré-dérivateur algébrique : 

(HP, DiaSch/S g, /3)*) 

vérifiant les deux conditions suivantes : 

1. Le pré-dérivateur composé : 

DiaSch/S g, /3)*)wx oubli T9t 

est un dérivateur homotopique et stable. 
2. (Formules de projection) Soit (/, a) :g, /3)*) >(<^,^) un 1-morphisme 

lisse argument par argument. Les morphismes : 

Pg (/,a)#((/,a)M *,3 B1) A (/,a)#((/,a)M 

Pd : (/,<*)# (/,a)#((/,a)M (/,a)#((/,a)M cvxcv 

sont inversibles pour (A, A!, B') G Ob(H(#\ J))2 x Ob(H(^, 3))2 dans Vun 
des cas suivants : 

(a) a est le foncteur identité et f est cartésien. 
(b) Les foncteurs ̂  et ̂  sont constants de valeur un même S-schéma X et 

f est L'identité de X. 

Remarque 2.4.49. — Les transformations binaturelles pg et pd ci-dessus sont les mor­
phismes structuraux du (/, ce)*-projecteur bilatère (/, a)# obtenu à partir du module 
tautologique via l'adjonction ((/,a= (/, cv)*). 

Dans le reste du paragraphe, on se donne un dérivateur algébrique monoïdal ho­
motopique et stable (H, (g)). De la formule de projection, on déduit immédiatement le 
lemme suivant : 
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Lemme 2.4.50. — Supposons que Dia contient les petites catégories discrètes. Alors 
les catégories H(—) admettent les petites sommes et pour tout A G Ob(H(—)), les 
foncteurs A 0 — et — (g) A commutent aux petites sommes. 

Corollaire 2.4.51. — On suppose que Dia contient les petites catégories et que les caté­
gories triangulées H(—) sont compactement engendrées. Alors, pour tout objet (3£,3) 
de DiaSch/S, la catégorie monoïdale (H(áT, 3), 0^r,a) est fermée à gauche et à droite. 
De plus, les bifoncteurs homomorphisme interne Hom^ g g( —, — ) et H o m ? d( —, — ) 
sont triangules par rapport aux deux variables. 

Démonstration. — Ceci découle immédiatement de la proposition 2.1.152. • 

On peut bien évidemment reprendre l'étude menée pour les 2-foncteurs monoïdaux 
homotopiques et stables, dans le cadre des dérivateurs algébriques monoïdaux homo­
topiques et stables. Ceci n'est pas utile à la théorie des cycles évanescents du chapitre 
suivant. Notons tout de même le résultat suivant : 

Lemme 2.4.52. — Soit g : Y >X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. 
On suppose donné un carré cartésien de diagrammes de S-schémas : 

(^,3) XxY 
(^,3) 

(^,3) xxY 

g" xc 

(^,3) (^,3) (^,3) 

avec g' et g" obtenu par pull-back de g suivant un 1-morphisme (F,j) > (AT, e) . 

Considérons les modules bilatères [g'*^'1} et [g,f*,g"'] obtenus en appliquant le théo­
rème 2.3.38 aux 2-foncteurs monoïdaux homotopiques et stables Hjr/x e^ ̂ &/x- Les 
2-morphismes d'échange Ex*'* et Ex*'* induisent un morphisme de modules : 

[ ( / » * ( / » * ] (^,3) W'*, 9'"-} \lf.a)* (^,3) 

Démonstration. — Notons que les opérations gn et gf/l coïncident avec les opérations 
construites dans la section précédente et que le 2-morphisme Ex1'* est donné par 
l'échange sur (H*, Cart'lHi). 

Pour démontrer le lemme on peut supposer que g est une immersion fermée ou 
un morphisme lisse. Ces deux cas se traitent exactement comme pour le cas des 
schémas. • 
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