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SYSTEMES DE TAYLOR-WILES POUR GSpy
par

Alain Genestier & Jacques Tilouine

Résumé. — Dans cet article, nous mettons en ceuvre la méthode des systémes de
Taylor-Wiles dans le cas du groupe GSp,. Nous démontrons ainsi que certaines re-
présentations galoisiennes symplectiques p de rang quatre a valeurs p-adiques, de
poids de Hodge-Tate réguliers et p-petits, proviennent de formes modulaires de Siegel
cuspidales propres cohomologiques. On doit supposer pour cela un certain nombre
d’hypotheses. Elles concernent la modularité de la représentation résiduelle p = p
(mod p), la grande taille de son image, le caractére ordinaire ou cristallin de la re-
présentation p en p, et, si I'on inclut un conducteur auxiliaire, des conditions de
minimalité aux premiers divisant le conducteur, qui généralisent celles introduites
par Wiles pour GL2. Nos hypothéses sont naturelles mais certaines (principalement
la modularité résiduelle) semblent difficiles & vérifier.

Abstract (Taylor-Wiles systems for GSp;). — In this paper, we apply the method of
Taylor-Wiles systems in the case of the group GSp,. We thus show that certain
symplectic rank four Galois representations p with p-adic values and p-small regular
Hodge-Tate weights, do come from cohomological cuspidal Siegel eigenforms. For this
purpose, one needs to assume certain assumptions. They deal with the residual mod-
ularity of p = p (mod p), the large size of its image, the ordinarity or crystallineness
of p at p, and, if one includes an auxiliary conductor, some minimality conditions for
p at primes dividing the conductor, which generalize those introduced by Wiles for
GL2. Our assumptions are natural, but some (mainly the residual modularity) are
difficult to verify.

1. Introduction

Soit I' = Gal(Q/Q). Le but de ce travail est d’établir, sous un certain nombre
d’hypotheses, que les représentations galoisiennes p’ : I' — GSp,(Z,) congrues & une
représentation provenant d’une forme modulaire de Siegel cohomologique, proviennent

Classification mathématique par sujets (2000). — 11F32, 11F46, 11F80, 11G18, 11R34, 11R39.
Mots clefs. — Représentations galoisiennes, variétés de Siegel, mauvaise réduction, cycles évanescents,
niveau parahorique, relations d’Eichler-Shimura, formes modulaires de Siegel.
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178 A. GENESTIER & J. TILOUINE

elles-méme de telles formes de Siegel. Notre approche suit de pres celle de Harris-
Taylor [24] elle-méme inspirée de [65] et [57]. Plusieurs étapes de ce travail valent pour
le groupe GSpyy, g > 2. Nous essaierons de garder cette généralité dans les sections qui
le permettent ; ce sont celles qui (voir Sect. 4) traitent de la cohomologie des variétés
de Siegel. Par contre, pour les propriétés locales des représentations galoisiennes et
de la cohomologie galoisienne, nous nous limiterons & g = 2. Soit 7 = my ® 7" une
représentation cuspidale cohomologique de G' = GSp, de niveau N (i.e. telle que 7!V
soit non ramifiée) ; soit p un nombre premier et un plongement ¢, : Q — @p On
peut associer & 7 et ¢, une représentation galoisienne p-adique (voir [33], [34], [56]
et [63]). Plus précisément, il existe un corps p-adique F' contenant les valeurs propres
des opérateurs de Hecke sur 7 et un homomorphisme continu

pr: T — GL4(F)

non ramifié hors de Np et tel que pour tout premier £ ne divisant pas Np, le polynéme
caractéristique du Frobenius géométrique en £ est égal au polynéme de Hecke (unitaire
et de degré 4) P ¢(X) = det(X - 14 — tr¢) OU tr ¢ désigne le parametre de Hecke de
m¢ (qui est le produit du parametre de Satake par 3/ 2). Supposons que p ne divise
pas N, que p—1 soit plus grand que le poids motivique w, de 7w et que 7 soit ordinaire
en p (on dira aussi, plus correctement, que m, est ordinaire pour ¢,). Soit O I'anneau
de valuation de F, @ une uniformisante de O, k son corps résiduel.

On sait que p, — si elle est semi-simple, a fortiori, irréductible — est autoduale &
un facteur de similitude preés (c’est en effet le cas pour les parametres de Hecke) ; elle
respecte donc, a un scalaire prés, une forme bilinéaire non dégénérée; on conjecture
que cette forme est symplectique. Nous aurons besoin dans ce travail d’une hypothese
(RLI:) de grande image pour la représentation résiduelle p = p, (mod w) (Sect. 2.2) ;
cette hypotheése entrainera que p est a valeurs dans G(k) et que p, est a valeurs dans
G(O).

La représentation p est cristalline en p au sens de Fontaine-Laffaille [15]; on la
suppose minimale aux places de ramification, et ordinaire en p (voir Section 2). En
fait, E. Urban a démontré pour g = 2 (voir [61]) que la condition d’ordinarité de pnx
et donc de 7 est satisfaite si 7, est ordinaire et 7o, est stable. Cette derniere condition
est remplie pour 7 (c¢f. Th. 3.4.3 ci-dessous).

Le théoréme principal de ce travail (voir Th. 2.2.7) affirme que ’anneau de défor-
mations minimales de p s’identifie & une algebre de Hecke localisée en I'idéal maximal
associé a 7 et p et qu'un groupe de cohomologie de la variété de Siegel localisé en ce
méme idéal maximal est libre sur cette algébre de Hecke. Pour le montrer, on introduit
un systéme de Taylor-Wiles et on vérifie les conditions posées -indépendamment, par
Diamond et Fujiwara. On utilise le résultat principal de [36] sur ’absence de torsion
de la cohomologie & coefficients dans O, localisée en un idéal maximal non-Eisenstein
de ’'algebre de Hecke. Notre construction d’un systéme de Taylor-Wiles suit de pres
celle de [24]. Cependant plusieurs différences substantielles sont a noter. D’abord,
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SYSTEMES DE TAYLOR-WILES POUR GSp, 179

dans notre cas comme dans le travail original de Wiles [65], les variétés de Shimura
considérées ne sont pas propres. Les cas traités dans [24] concernent des variétés de
Shimura propres. Les difficultés causées par le bord sont résolues dans la section 7
de la maniere suivante. Le probleme de changement de base pour les cycles proches
est en fait local : il s’agit de montrer qu'un morphisme de complexes de faisceaux est
un quasi-isomorphisme. On utilise alors un Théoréme de Berkovich pour se ramener
a des schémas formels et on généralise la description des cartes formelles de la com-
pactification toroidale arithmétique de [13] de la variété de Siegel du cas de bonne
réduction au cas de mauvaise réduction pour le parahorique de Klingen II. Un lemme
dont la preuve nous a été communiquée par G. Laumon permet alors de conclure.

Une autre différence tient au choix du niveau auxiliaire. Dans le présent travail, il
est essentiellement de nature parahorique (& 'exception du cas S7 si p ne divise pas
¢4 — 1), voir Sect. 2.2.

La vérification des propriétés locales de la représentation galoisienne « modulaire
universelle » en chaque nombre premier de Taylor-Wiles ¢ occupe une grande partie
de ce travail (Sect.6-9). Suivant approche de [25], elle repose sur une « relation
d’Eichler-Shimura » qui décrit 'action du groupe de décomposition D, en ¢ sur la
x-partie H* (=X de la cohomologie de la variété de Siegel X;(q) de niveau ¢ (de type
parahorique de Klingen), pour tout caractére non trivial x : (Z/pZ)* — O* et ou
(a) désigne I'opérateur diamant de a € (Z/qZ)*. Plus précisément, on a H*{)=x =
H.® Hp, ou H, et Hy,, sont des espaces stables par D, donnés par la cohomologie
des composantes irréductibles X ¢ et X™ de la fibre spéciale de la mauvaise réduction
de X1(q) (¢f. Prop.7.2.2). L’action du sous-groupe d’inertie I, est triviale sur H, et
donnée par x sur Hp,. La relation d’Eichler-Shimura s’énonce alors : Py (Fry) = 0 sur
He, et P"(Frq) = 0 sur X! ® H,,. Les polynémes Py et P se définissent a l'aide
de « transformations de Satake parahoriques » (voir section 3).

Les calculs de cohomologie galoisienne locale et globale (Section 10), dont le but est
de vérifier les conditions de controle (CR) et (CG) de Sect. 5.1, doivent étre modifiés
pour tenir compte de "autodualité symplectique.

La condition de contrdle des modules Mg avec action fidele des algebres de Hecke
est vérifiée dans la Section 11. L’argument (Prop.11.1.2) utilise de facon essentielle
l’absence de torsion démontrée dans [36] et les calculs algébriques sur les algébres de
Hecke parahoriques établis dans la Section 3.

Nous donnons dans la Section 12 une application de notre résultat au calcul de
Pordre du groupe de Selmer de la représentation adjointe d’une forme de Siegel f
propre nouvelle (au sens de [49]) de multiplicité un, en termes de produits de Petersson
et d’une période, dans 'esprit d’une formule de Bloch-Kato pour ce motif. Le lien
explicite avec une telle formule reste cependant & préciser (voir Sect. 12, remarque
finale). Des calculs de Yoshida [68] et un travail récent d’Ichino [29] prédisent la
forme de la période de Deligne pour la valeur critique en s = 1 de la fonction L du
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180 A. GENESTIER & J. TILOUINE

motif adjoint de f en termes du carré de Petersson d’une forme non holomorphe fWhitt
de méme systeme de valeurs propres de Hecke que f. Ceci fournit un lien conjectural
entre les périodes que nous obtenons et les carrés de Petersson pour f et fWhitt,

D’autre part, notre théoréme fournit un outil qui devrait permettre de répondre
dans certains cas -— sous I’hypothese que pour un certain nombre premier p, la repré-
sentation galoisienne p-adique de ce motif est congrue modulo p a celle d’'une forme
de Siegel — & la question (formulée en termes un peu vagues) : un motif défini sur Q
symplectique de rang 4 de type de Hodge adéquat provient-il d’une forme de Siegel
de genre 27

L’un de nous reviendra sur ces applications dans un travail ultérieur.

Les auteurs souhaitent témoigner leur reconnaissance a M. Harris et R. Taylor qui
leur ont généreusement communiqué leur preprint [24], ainsi qu’a G. Laumon qui a
fourni la démonstration du Lemme 7.1.4. Des échanges avec A. Abbeés, M. Dimitrov,
H. Hida, A. Mokrane et F. Oort ont également été tres utiles. Le premier auteur re-
mercie 'THES, ou il a séjourné deux ans pendant lesquels une partie appréciable de sa
contribution a été rédigée, ainsi que le Fields Institute et le TIFR. Le second auteur
remercie les Universités de Muenster, Rome Tor Vergata, UCLA et le Harish-Chandra
Institute. Tous deux ont apprécié les excellentes conditions de travail dont ils ont bé-
néficié dans ces institutions.

Enfin, la lecture détaillée et critique du texte par le rapporteur a été fort utile;
nous l’en remercions. Les erreurs et obscurités restantes sont bien siur de la seule
responsabilité des auteurs.
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2. Notations, Hypothéses et Théoréeme

2.1. Notations. — Soit
G = GSp2g ={X € GLyy; XJIX =v-J}

le schéma en groupes réductif défini sur Z par la matrice antisymétrique 2g x 2g
J = (2% ¢) donnée par blocs g x g, ol s est antidiagonale de coefficients non nuls
égaux a 1; v = v(X) € Gy, est le facteur de la similitude symplectique X. Le sous-
groupe de Borel standard B, resp. son radical unipotent N, resp. le tore maximal
standard T' de G consiste en les matrices triangulaires supérieures, resp. unipotentes

supérieures, resp. diagonales de G. On note
T >t =diag(ty,...,tr,v-t; " ...,v-t;")

Soit {a,..., a4} le systéme de racines simples associées & (G, B,T') ol a; désigne la
premiere racine courte et a4 la racine longue. Soit W¢ le groupe de Weyl de G'; on
note s; € Wg la réflexion associée a la racine simple a;. On note P; le parabolique
maximal standard (i.e. contenant B) associé & la racine simple «;. P; s’appelle le
parabolique de Klingen et Py le parabolique de Siegel. Pour toute matrice A € GL,
on note A’ = s*A~'s. On a

* * *
A
p1={ 0 GSpyy_» * eG}, Pg={<oyz,>€G;AeGLg,ueGm}
0 0 *

La décomposition de Levi standard de P; est notée P; = M;U;; on a M; =
GL; x GSpyy_o; (on identifie GSpy et G, ). Le parabolique maximal de Siegel stan-
dard est associé a la racine longue. Son Levi standard est isomorphe & G,, x GL4.
Les algebres de Lie des groupes G, B, N, T sont notées g, b, n,t. On note n~ 'algebre
nilpotente opposée a n. On a
g=n oton

Pour tout poids dominant A pour (G, B, T'), on note \* son dual (i.e. le poids dominant
associé a la représentation de Weyl duale). Soit &+ ’ensemble des racines positives;
on pose p = % > aca+ @ Tout caractere A de T est donné par un (g + 1)-uplet
(ag,...,a1;¢) €Z9M  onc=ay + -+ ay (mod 2) via

A(t) = oo . g plem)/2

Ici et dans la suite, s désigne le degré |A| = ag+---+a1 de la partie semi-simple de A.
Le caractere est dominant si ag > -+ > a; > 0. Soit d = |p| = g(g + 1)/2. On pose

g

w = |A+p| =d+s=2(ai+i)

=1
Soit Co le composé du compact maximal standard Ko, et du centre de Go, = G(R).
Soit A = Ay X Qo l'anneau des adeles rationnelles; on décompose le groupe des
A-points de G en G(A) = Gf x G . Pour tout sous-groupe ouvert compact net L
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182 A. GENESTIER & J. TILOUINE

de G(Z) considérons la variété de Siegel adélique S;, = G(Q)\G(A)/LCx ; c’est une
variété complexe lisse de dimension d. Si L C L’ sont deux sous-groupes ouverts
compacts de G(z), on a un morphisme de transition ¢, - : S, — Sp qui est fini.

Soit S = lim Sy, la provariété associée au systeme filtrant (Sr, ¢ /). Soit A un
poids dominant de G et V) z une structure entiere de la représentation de Weyl
associée. Soit p premier, p — 1 > d + s, p premier & N. Pour tout module A sur Q ou
Zy, et pour tout sous-groupe compact ouvert net L non ramifié en p de G (2), on note
VA(A) le systeme local sur Sy, associé a V) ® A.

Soit K un sous-groupe ouvert compact de G(Z), non ramifié en p, non nécessaire-
ment net. Soit 7 = 7y ® 7T une représentation cuspidale telle que 7K #£0 et que 7o
soit dans la série discréte de parametre de Harish-Chandra A\* 4+ p. 7 intervient donc
dans H(S, V5 (C))X. On se permet de noter H(Sk,Vr(C)) cet espace d’invariants
(notation cohérente avec le cas ou K est net). Soit E le corps de nombres engendré
par les valeurs propres des opérateurs de Hecke hors de N. On fixe un plongement
p-adique ¢, de Q@ et un corps p-adique F contenant tp(E). On suppose 7 unitaire, le
parametre central ¢ de A satisfait donc ¢ = s.

Le poids de Deligne du systéme local Vy(F') est égal & ¢ = s et celui de la re-
présentation F-rationnelle W,; = Hompecke (ﬂ')[c{, H(Sk, V,\(F))) est w =d+ s. Par
exemple, si g = 2, 0n a :

w = a; + az + 3.

On peut en outre montrer que W, est E-rationnelle et pure de poids w. On suppose
que la représentation p-adique p, associée a 7 est définie sur F. Soit O 'anneau des
entiers de F'; w une uniformisante de O et k = O/wO son corps résiduel.

Dans [36] pour g quelconque, est formulée une I'hypotheése de grande image rési-
duelle notée (RLI) pour p,. On suppose pour le reste de cette section que g = 2. Fixons
un O-réseau stable de p, et formons la représentation résiduelle p = p, (mod w).
Dans cet article, nous formulons et utilisons une version plus forte (RLI2) de 'hypo-
thése (RLI) (qui s’avére nécessaire pour certains calculs galoisiens du présent travail) :

Soit H le sous-groupe réductif de G = GSp, sur Z égal au normalisateur dans G de
(GLa x GL2)?, ou & G tout entier. Noter que H n’est pas nécessairement connexe. On
note HY sa composante neutre. Soit &’ le sous-corps de k engendré par les réductions
mod. @ des valeurs propres des opérateurs de Hecke non ramifiés agissant sur 7. Soit
H' ={he H(K'); v(h) € Imvop}. Notre hypothese est alors

(RLI,) Imp~ H' dans G(k)
et p(I,) C HO(K').
Remarques

(1) Cette hypothese entraine que p, est symplectique (voir Lemme 4.2.4 du texte) ;
on peut alors former vo p,. Le caractére central de 7 s’exprime comme une puissance
du module par un caractére de Dirichlet w, de (Z/NZ)*. Si 'on note encore w, son
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avatar galoisien donné par w, (Fr;) = w,(¥), et x, le caractére cyclotomique p-adique,
on a la formule :
Vo pr =Xy Wn-

(2) Un résultat récent de D. Ramakrishnan [44] entraine que pour g = 2, la repré-
sentation p, est absolument irréductible pourvu que (p +1)/2 > w, = w.

(3) Soit w: I' — Fy le caractere cyclotomique modulo p. Comme vop = w™
on voit que I'image de v o p contient le sous-groupe F;* des puissances w-iémes dans
F;. On le voit en appliquant le théoreme de la progression arithmétique : soit 7 un
nombre premier représentant un élément quelconque de F}, et congru a 1 mod. N. On
aw ¥(Fr,) wg(Fr,) =r*.

En particulier, sip—1 > w,onavop# 1.

w —
cWr,

2.2. Conditions locales, énoncé du Théoréme. — Soit x;, : I' — Z; le carac-
tere cyclotomique p-adique. Soit A une O-algebre.

Définition 2.2.1. — On dit qu’une représentation p : I' — G(A) est ordinaire en p
de poids i = (o, %1, 2,13) avec ip < i1 < i2 < i3 (entiers de Z) 8’il existe une base
symplectique dans laquelle
X;io * * *

0 x," * %

0 0 x,7 =

0 0 0 xp, i

pllp =

Soit I, = (0,a1 + 1,a2 + 2,a1 + a2 + 3). On s’intéressera dans ce texte & des
représentations ordinaires de poids i = Il,.

Soit D, un groupe de décomposition en p. Pour toute o € O*, soit () : D, — O
le caractere non ramifié d’un groupe de décomposition en p appliquant un Frobenius
géométrique Fr, sur «. Eric Urban a montré [61] le résultat suivant. Soit 7 une repré-
sentation cuspidale cohomologique de poids as > a; = 0 non ramifiée en p et ordinaire
en p au sens automorphe, c’est-a-dire que ses parametres de Hecke ay, By, vp, 0p ont
pour valuations p-adiques respectives 0, a1 + 1, a2 + 2, w. Alors, la restriction de p,
a D, est conjuguée a :

E(ap) * * *
0 & 'Bp)x, ! * *
0 0 ™)X, 22 *
0 0 0 E(p™Yop)x, "

On introduit la condition suivante qui jouera un réle dans un corollaire du théoréme
principal.

(ORR) On dit que (7, p) satisfait la condition d’ordinarité réguliere résiduelle si 7 est
non ramifiée ordinaire en p et que I'on a soit ag > a1 > 0, soit a; =0 et a;, Zp~ 105,
(mod @), soit a = ay et B, # p~'yp (mod p**iw).
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184 A. GENESTIER & J. TILOUINE

Remarque. — Notons qu’il résulte de [49] Table 2, que si 7 est non ramifiée ordinaire
en p, 7w est ordinaire réguliére en p; c’est-a dire qu’on a
(OR) soit az > a3 > 0, soit a; = 0 et ap # p~LBp, soit az = a1 et By # p~L,.

Soit S l'ensemble des facteurs premiers de N.

Définition 2.2.2. — On dira que la représentation p : I' — G(k) est S-bien ramifiée, si
I’on a une partition S = 57 U Sz U S3 en sous-ensembles tels que

(1) Si £ € Sy, p restreinte a Iy est absolument irréductible;
(2) Sit € Ss, pl1, est de type UN2 2 ou PRy :

-~ UN2 > (unipotent & deux blocs de Jordan) : I'image de I par p est engendrée
par un conjugué de

Eg =

o O o =
o = O O
o

O O ==

— PRy (le cas peu ramifié)

~

ﬁ|15 =

OO O
o = O
oxXl © o
> o o o

oll ¥ est un caracteére non trivial de Gal(Q(¢,)/Q) et ou le plan fixé par 'inertie
et celui qui est y-variant sont totalement isotropes.
(3) Si £ € Ss3, I'image de Iy par p est engendrée par un conjugué de l'unipotent
régulier standard

S O O =

OO~

O = = O
o

Remarque 2.2.3

(1) Noter que la matrice 2 est conjuguée dans G a

1
0
0

O O = O
O = = O
_o O =
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SYSTEMES DE TAYLOR-WILES POUR GSpy 185

En fait il y a deux classes de conjugaison de matrices unipotentes d’ordre 2 dans
G(Q,) : celle de &3 et celle de

1

2 =

[N
— =

1

(2) On pourrait introduire I’ensemble Sy des premiers ¢ pour lesquels I'image de
I'inertie est de type UNj 21 (unipotente avec trois blocs de Jordan) c’est-a-dire que
I'image de I, par p est engendrée par un conjugué de

000
o 1
2T 0

O O O =
— o O

1

1
00
Cependant nous ne sommes pour le moment pas en mesure de montrer que les formes
nouvelles pour le parahorique de Siegel en ¢ ont cette propriété, bien que cela soit
prédit par la compatibilité des correspondances de Langlands locales et globales. C’est
pourquoi nous ne considérons pas ce cas dans ce travail.

On suppose désormais que la représentation p,. est S-bien ramifiée.

Définition 2.2.4. — On dira qu’une déformation S-ramifiée p : ' — G(A) de p, est
S-minimale si

(1) Pour tout ¢ de Si, p restreinte & I, est géométriquement irréductible
(2) Pour tout ¢ de Ss, p(I;) est unipotent d’ordre deux ou

1 0 00
lo10 o0
pIh: 00 xy 0
00 0 x

pour un caractére x non trivial de Gal(Q¢(¢)/Qy).
(3) Pour tout £ de S3, I'image de I, par p est engendrée par un conjugué de I'uni-
potent régulier standard e

La compatibilité conjecturale de la correspondance de Langlands globale et de la
correspondance locale en ¢ entraine que les types S; ci-dessus pour la restriction a
I, de la représentation galoisienne p-adique p, restreinte sont déterminés par la /(-
composante 7y de 7. La liste complete des possibilités pour 7, admettant un vecteur
fixe par un sous-groupe parahorique, et la représentation du groupe de Weil-Deligne
associée est donnée dans [49] (Table 3). On extrait de cette liste I'information suivante.
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Conjecture

(1) Simy et son changement de base & GL4 restent supercuspidales pour tout chan-
gement de base a une extension non ramifiée de Qq, p, est de type 1 en £.

(2) Si m¢ a une unique droite fize par le parahorique de Klingen, p. est de type
UNgo en £ simy a un vecteur x-propre pour un caractére x non trivial de (Z/0Z)* :
me(x)v = x(a11(x)) - v, pour tout x € G(Z¢) tel que

an(z) * * *

_ 0 * k%
T = 0 . % (mod #),

0 0 0 =

alors pr est de type PRy en € pour Uavatar galoisien de x (normalisé par x(Frq) =
x(q™Y) pour tout premier q # £).

(3) Si me est de Steinberg i.e. posséde un vecteur five par U'Iwahori et par aucun
parahorique contenant strictement I, p. est de type 3 en £.

(4) Sime a une unique droite fize par le parahorique de Siegel, pr est de type UN 2 1
en L.

Le théoreme suivant donne quelques informations sur cette conjecture; il ne sera
pas utilisé dans le texte.

Théoréme 2.2.5. — Pour toute représentation cuspidale cohomologique 7 telle que sa
représentation galoisienne associée p, soit irréductible (et symplectique), on a les faits
sutvants :

(1) Sidimnf' =1, IT désignant le parahorique de Klingen ou celui de Siegel, alors
pr(I¢) est unipotent d’ordre au plus 2.

(2) Si mp posséde un vecteur x-variant pour le parahorique de Klingen (x non
trivial), alors p, est de type PRy en £.

Esquisse de démonstration. — La démonstration du point (1) du Théoreme est don-
née pour le parahorique de Klingen en 9.2.2, comme conséquence immédiate de ’ana-
lyse de la section 6.4 ; pour le parahorique de Siegel, on obtient d’abord que l'inertie est
unipotente d’ordre au plus trois comme corollaire de ’analyse donnée dans 1’appen-
dice; on en déduit qu’elle est d’ordre au plus deux par la condition de symplecticité.

Le point (2) résulte facilement de la Prop. 7.2.3. O

Remarques

(1) L’un de nous a établi [19] que lorsque 7, est de Steinberg, p. est de type S3
en {.

(2) Etant donnée une représentation cuspidale 7/ de représentation galoisienne
associée pr, dans le cas (1) du Théoreme, la question de discerner entre les deux
classes de conjugaison d’unipotents d’ordre 2 e et n2 dans G(@p) est délicate du
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point de vue géométrique, mais devient triviale si on suppose que p,/ est congrue a g,
supposée bien S-ramifiée.

(3) Dans un travail en préparation, on espére montrer que pour le parahorique
de Klingen IT en ¢, et une forme 7’ cuspidale cohomologique IT-nouvelle en £ (i.e. de
type IIla au sens de R.Schmidt [49]) et de représentation galoisienne irréductible
symplectique, 'image de l'inertie est engendrée par 5.

Pour tout nombre premier ¢, notons
I =1l resp. I" =M, = {z € I; a11(z) =1 (mod )}, resp. I = I,

le parahorique de Klingen, resp. le parahorique de Klingen strict, resp. le sous-groupe
d’Twahori de G(Z,).

On a fixé un sous-groupe de niveau tel que 7% # 0. On décompose K en Kgs, %
Kun,, X Kpr, x Kg, x K°. On pose la

Définition 2.2.6. — On dit que (m,p) est S-bon si :
— pour tout ¢ de type UNg o, Ky =11 =1I; 4 et dimw? =1,
— pour tout ¢ de type PRy, K, = Hfz et my possede un vecteur non nul x-variant

(x # 1) par I1 =11, 4,
— pour tout ¢ de Sz, K¢ = I; et dim7}! = 1.

Remarque. — Notons qu’on ne pose aucune condition pour ¢ € Sy.
On se propose de démontrer le théoréme suivant

Théoréeme 2.2.7. — Soit M un motif défini sur Q, symplectique de rang 4 sur un corps
de nombres E, de poids de Hodge 0,a1+ 1,a2+ 2, a1 + az + 3 pour chaque plongement
E — C (az > a1 = 0). Soit S = Ram(M). Soit p un idéal premier de Q au-dessus
d’un nombre premier p rationnel tel que

- p—1>max(4,w)

- M a bonne réduction en p et est ordinaire en p de poids Il
Soit p = pap la réalisation p-adique de M ; elle est en particulier cristalline en p.
On suppose en outre

— p = p mod. p satisfait (RLIy).

— p est S-bien ramifiée et p est S-minimale pour p,

— Pour chaque premier £ € Sy, on suppose de plus que p ne divise pas £* — 1,

— il existe une forme de Siegel m de poids cohomologique (ag,ai;as + ay), telle
que le couple (m,p) soit S-bon et tel que p coincide avec la réduction modulo p de
la représentation galoisienne pn associée a (m,p) représentation de type minimal,
associée a

Alors, il existe une représentation cuspidale cohomologique ©' avec 7' dans le
méme paquet de Harish-Chandra que T et un anneau de valuation discréte O C @p,
tels que paryp et pre soient conjugués dans G(O) = GSp,(O).
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Si on suppose de plus que (w, p) satisfait (ORR), on peut supprimer l’hypothese que
le motif a bonne réduction en p d condition de supposer que sa réalisation p-adique p
soit ordinaire en p (sans étre nécessairement cristalline).

Remarques

(1) Soit A(M) = A1 A2A3 le conducteur d’Artin de ppsp, décomposé en produit
de ses facteurs premiers de type 1,2 et 3. L’hypothese de minimalité entraine que
les facteurs premiers de A, et Az sont des premiers de ramification modérée; plus
précisément, la formule du conducteur d’Artin entraine que Ag, resp. A3 est le carré,
resp. le cube d’un entier sans facteurs carrés.

(2) Le couple (7', p) ot 7" désigne la représentation cuspidale fournie par le Théo-
réme est S-bon.

Si m = 1, on peut aussi traiter le cas p=5et w =3 et H = G(k').

(3) Rappelons que 'hypothese (ORR) est satisfaite par exemple si ag > a1 > 0;
cependant, sous cette derniere condition, il résulte d’un théoreme de B. Perrin-Riou
[42] que la représentation ordinaire p|D,, est cristalline, et il n'y a rien de nouveau
par rapport a ’énoncé principal.

Pour démontrer le théoréme, on va comparer, suivant une stratégie désormais clas-
sique (cf. [65] et [57]), Panneau R des déformations p-ordinaires (et cristallines, sauf
dans le cas (ORR)) S-minimales de p, de poids de Hodge fixés comme précédem-
ment, avec une algebre de Hecke localisée T (voir définition ci-dessous), et montrer
que ces (D-algebres locales sont canoniquement isomorphes d’intersection complete.
On obtiendra également la liberté sur T' d’un module de cohomologie de la variété de
Siegel.

3. Algebres de Hecke et représentations induites

3.1. Algébres de Hecke parahoriques. — On utilise les notations de la section
2.1. En particulier, on fixe le Borel triangulaire supérieur B = T'N et on considere
les paraboliques standards Py = MUy, Py = MU, et I—Dg = J\[gUg dits respective-
ment de Klingen, de Siegel supérieur et de Siegel inférieur, ainsi que l'intersection
P, = PN P, = M 4U; 4. On notera plus brievement My , = M et Byy = BN M.
Pour tout h > 1 soit K}, resp. K, le compact maximal hyperspécial standard de G,
resp. GL(h).

Soit ¢ un nombre premier. Si L désigne le Levi standard d’un des paraboliques ci-
dessus, on note K, le compact maximal hyperspécial standard de L(Qy). Par exemple,
Kr = T(Z,). Les compacts hyperspéciaux standards correspondant a Kar,, K, et
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K par les identifications

M, = GLy xGg_1, diag(a, A, v(A)a™ ') — (a, A)
M, = GLg4 x GL4, diag(B,vs'Bs) — (B, v)
M = GL; x GLy_1 x GLq, diag(a, B',v's"'B's',v'a™ ') — (a, B, V)

sont alors respectivement Z; x Kg_1, Kg x Z;‘ et Z; x Kg_1 x Z(’;.
Rappelons qu’on note &, resp. <I>JLr I’ensemble des racines positives pour (G, B, T)
resp. (L, B, T), si L désigne le sous-groupe de Lévi de I'un des paraboliques ci-dessus.
On note II C K, et Ily, C K, les parahoriques associés a Py et Py N My ; on
note I C K, le sous-groupe d’Iwahori. On note It C II et HLQ C My, les noyaux
des morphismes composés

II— Pl(Fq) — Ml(Fq) g F; X Ggﬁl(Fq) — ]F;
T, — (Pr N M) (Fy) — M(F,) = F) x GLg_1(F,) x F)X 24 FX.

Les sous-groupes IIT C II et foq C IIp, sont appelés sous-groupe parahoriques
stricts de II resp. Iz, . Soit

Dy = {z € Mayx24(Zq) NT(Qy); pour v € &+ — &7, ordy(a(z)) < 0}

g0 U dud~?! dilate le radical

(appelé semigroupe diagonal dilatant car pour d € D
unipotent U; de Pp).

On introduit également
Dy, g = {x € Magxag(Zy) NT(Qy); pour o € @Lg ~ &}, ordy(a(z)) < 0}
On pose D, = 1II-D; -1, Dy = I+ . Dy - 117, D;[g = Iy, -D;Iqu -IIps et

9

-_ . + . - . + . . . . .
D M, = II M, D Myyq II M, Ces ensembles sont des semigroupes multiplicatifs, comme

on le voit en utilisant la décomposition d’Iwahori :
II= (Ul N H)K}\/[l (ﬁl ﬂH) = (U_l n H)K}\{l (U1 n H)
HMg = (Ulﬁg N H}ug )K[\/[(Ulyg N HMg) = (ﬁl,g M H]\/[g)KM(Ul,g M HMg)

Lorsque J C G4(Qq) est un sous-groupe ouvert compact, on définit l'algebre de Hecke
(non commutative)
Hy =Z[I\Gy(Qq)/J],
la structure d’algebre étant définie par
JdJ - Jd'J =" c(Jd"J)Jd"J,
d//
ou JdJd'J = ||Jd"J et, notant JdJ = | |d;J, Jd'J = ||d}J, et Jd"J =|]d}J, I'en-
tier ¢(Jd"J) est défini comme le nombre de couples (i, j) tels que d;d}.J = d}/J (il est
indépendant de k et du choix des représentants d; et d;) Cette algebre est isomorphe
a l'algebre de convolution des fonctions J-biinvariantes & valeurs entiéres, pour la
mesure de Haar valant 1 sur J : (1yg7 % 1yarg)(y) = jG Lras (V) gar g (' ~ty)dy'.
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On définit les algebres de Hecke parahorique dilatante H; resp. parahorique dila-
tante stricte H;, comme les sous-algebres

Hy = Z[I\D, /1] C Hn
o+ = Z[H+\D(I_/H+] C H+-
1l est facile de voir que Hy; s’identifie & la sous-algebre Z[IIT\ D /TI"] de Hy. et que
lona My, = Z[F;]®zHy. Lorsque X € Fy, on note (\) 'image de [\]®1 dans H, ;
si A est un relevement de A dans Zy, (M) est simplement I'élément de H, associé a
la (double-)classe X129H+.
Les algebres Hp, et Hp sont commutatives (voir la proposition 3.1.1 ci-dessous).

On définit de méme les algebres parahorique dilatante resp. parahorique stricte
dilatante

Hn,,, = 2w, \Dr,, /Ty, ] C Hiny,

H f = Z[13; \Dy,,, /1 C HHLQ'

Ces algebres ont des propriétés analogues a celles de H, et Hp.

Pour tout groupe réductif connexe H muni d’un sous-groupe compact maximal
hyperspécial fixé Ky, on note HY = Hg, lalgebre de Hecke non ramifiée entiere
de H.

On a des décompositions

M, =MHéL, ©@Hg, et Hiy = He, @ Hay, , @ He,
associées aux identifications My = GL; xGg-1 et M = GL; x GLy_1 x GL;.

On considére maintenant les matrices diagonales suivantes.

Pour i € {0,...,g}, on pose
dgg) = diag(1;,q - 12g_21-,q2 1;) € Gg(Qq) sil<i<y
et
dég) = qlag, d(gg) = diag(lg,q - 1)
(matrices diagonales par blocs).

— Pour i € {0,...,g}, on pose ¢; = diag(1;,q - 1g—i,1g—i,¢ - 1;). Ona co = dég) et
cg = d(gg).

Finalement, on pose dﬁ‘“” = diag(l;,q - 14—1-:) € GLyg—1(Qq) pour i =
0,...,9— 1

On introduit alors les opérateurs de Hecke suivants.

- Uéf’i) =H-d§g)~H€'Hﬁ,pouri:O,...,g

- U(%“’ =1lp, ¢ My, € Hﬁmq, pouri=20,...,g

STV = Ky dTY Ky e Y pouri=0,...,9 -1

_ TGngl

i :Kg_ydi-]Kg_lEH‘c‘ngﬂ,pouriz1,...,g—1
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Rappelons ([51] Th.1) que les algébres de Hecke entiéres sont des algebres de
polynomes :

MY, —Z[T“’ DTSy
nr Lg— GLg-1
HGLg_l = Z[ q,i la(Tq,o )il]iZI,..,g—L

Pour GL; on allege les notations : HE = Z[T;F']. A Taide des identifications (2.1)
on a donc

= Z[TE @ ZITS Y, (T ) st g1

nr GLq 1 GLg_
Hi; = ZIT @ ZIT @ 2T, (T ) imtg1

Proposition 3.1.1

(1) Les algébres de Hecke dilatantes définies ci-dessus sont commutatives et sont
isomorphes & des anneaux de polynémes a coefficients dans Z :
_ H;I _ Z[U(Q)(U(g))il] g
- M, =2U, ,<U;V{f>ﬂ (Ugg)* iz, .
- L algebre de Hecke HE* est Ualgébre Z[X,(T)] du groupe X.(T) des coca-
ractéres de T

(2) Les applications
resyy,  Hp — Hiyy s AL — Ky dK oy,
et resy; : HI_IMQ — Hiy, U, dlly, — KydKy
données par la restriction des fonctions a M; resp. M sont des homomorphismes

injectifs d’anneauz. L’image de Hy est engendrée par

(T, ®T(g 1)):tl—rele((U(g))il) et 10TV = = resy; (U, (g)) (i=1,...,9);

q,i—1

celle de 'HHM est engendrée par
(Ty® Tyt @ 1)F = resy, (UM)FY), 19 1@ T = resy, (UMo)*)

et 1@T ' @T2 =resy (UM)(i=1,....9—1)

Remarque. On établira plus loin la comparaison des homomorphismes de restric-
tion res;, et resy, avec des transformations de Satake tordues.

Démonstration

(1) Le premier point résulte visiblement du deuxiéme.
(2) Les morphismes res,, et res;, sont des morphismes d’anneaux : ceci est un cas
particulier de la proposition II. 5 de [62].

Par ailleurs, on voit immédiatement que le morphisme res,, est injectif, et que son
image est engendrée par les doubles classes

K gt 109K, et Ky, diag(1,vg—1, v(7g9—1)) K,
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ol vg—1 € Gy_1(Qq) N Mag_2(Z,). 1l résulte de [51], Th. 1 que la sous-algebre

Z[GgAI (Zq)\Ggél(Qq) N M2g—2(Zq)/Gg~1)(Zq)]

N . —1 . s

de ngq_l n’est autre que l'algebre de polynomes Z[Tq(i )]izo,_,‘,g_l, ce qui démontre
la partie de I'’énoncé qui concerne I'image de res,, . La description de I'image de resjy,
se démontre de la méme maniere et sera laissée au lecteur. O

De méme que dans [62], chap. II, on note 7'~ 'homomorphisme inverse de resy; ;
il réalise un isomorphisme d’anneaux de
- -1 -1
Im(resy;, ) = Z[(Tq ® Tq(,go N 1e Tt;(g—1)]i=17--»,g

vers Hp;. La source de ce morphisme est donc un sous-anneau de H,,, ; ona Hg,, =
= (9—=1)y-1
Im(resy, )(1 @ Ty )71

Proposition 3.1.2
(1) L’élément Uy, admet un inverse dans Hp[g~*].
(2) Le morphisme T~ se prolonge donc (de maniére unique) en un morphisme

T Hiy, = 2T, @ T )L 1 TG ) 10 TV )ie,.g — Hulg ™)

q,i—1

Démonstration. — 11 suffit clairement de démontrer le premier point. Soit e €
H; ®z Q Iidempotent correspondant & Hyy, de sorte que Hyy (resp. Hr[g~!]) s’iden-
tifie au sous-anneau (non unitaire) egMren (resp. enHr[qg 'len) de H; ®z Q (at-
tention : 'idempotent ery n’est pas dans Hy, ni méme dans H[g™']). Il résulte de
([62], prop.II. 4, appliquée a la sous-algebre de H; ®z Q engendrée par les doubles
classes des éléments dilatants vis-a-vis de Uy) que err commute & l'opérateur de Hecke
Idiag(1,q,...,q,¢*)I. Ce dernier admet un inverse dans H[g~!] (cf. par exemple
[22]). |

Considérons les homomorphismes de Z[g~*]-modules

Su™ : Hulg™'] — Hiy, 7]
Sn” Hnlg™'] —  HFlg]
SﬁMl © Hulg™') — HanlgY
~1}'I(17;, : Hnmg [q_l] - H%r[q—l]

Kno. » [ —1] N H}u[(]_l]
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définis respectivement par

§™9 (4)(m) = / $(mu)du

g9

SET(g)(t) = / S(tn)dn

Si™ (¢)(m) = $(mu)du
sK5,@0 = [ glmdn
St (9)(t) = ol

les mesures de Haar sur les groupes unipotents étant normalisées pour donner la
masse 1 au sous-groupe des Zg-points.
Ces applications seront appelées transformations de Satake tordues parahoriques.

Variante. — On peut aussi intégrer ®(um)du (resp. ®(7it)dn,...) sur les sous-groupes
unipotents Uy, N, U1, N N M, et U; N M, des paraboliques opposés, la mesure de
Haar sur ces groupes unipotents U étant normalisée de telle sorte que la masse de
U N1I soit 1. Notons provisoirement oppS ces variantes — nous verrons qu’on a en
fait oppS = S. Nous verrons (cf. la remarque & la fin du chapitre 8) que oppé'gMg et
SEMQ s’introduisent tous deux naturellement en relation avec la réduction modulo ¢
des correspondances de Hecke, sur les variétés de Siegel avec structures de niveau de
type Il en q.
La proposition suivante est probablement bien connue.

Proposition 3.1.3. — On a

Kuvy _ oMy _ — Km _ gKm _ -
oppSn | =S ! =resy, et opp§nMg = §nMg =Tes),
Remarque. — On peut rapprocher cette proposition du lemme 8.3.6.
; . - Ky K,y -
Démonstration. — Nous nous contenterons de vérifier que opp Sy~ ' = S ' = Tesyy,,

la vérification des deux autres formules étant analogue.

Pour tout groupe algébrique H défini sur Z4, et pour tout r > 0, on note H ) =
Ker(H(Zq) — H(Z/q"Z)).

Soit d € Dy . Utilisant la décomposition d’Iwahori IT = U(ll)K M Ul(o) et les inclu-
sions U%d c dU et dar) ¢ U(ll)d on a IIdII = Ugl)KMl dK, U, On voit donc
que MyU; NIIdIL = K, dKpg, U (vesp. UMy N IdI = U Kar, dKag, ), ce qui
démontre les deux égalités. O
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Considérons maintenant les transformations de Satake tordues sphériques :
SM, M 0! — H3le Y
St Hitla™'] — HE[g]
définie par les formules

sk, @)m) = [

MiNU,

®(mu)du et LS%",I(@)(m):/MnN ®(tn)dn.

On déduit facilement des propositions 3.1.1 et 3.1.3 la

Proposition 3.1.4

(1) On a un diagramme commutatif

H¥ g™

]

Hityg, 071 —— M3l ]

T T

Hulg ' —— Hig (a7
toutes les fleches étant données par les transformations de Satake tordues S adéquates
(parahoriques pour les quatre fléches de gauche, et sphériques pour les deux fléches
verticales de droite).
(1’) On a un diagramme commutatif similaire faisant intervenir des transforma-
tions de Satake tordues oppS.
(2) En particulier :
(a) Hplg™'] — Hp,, (g7 et Hiln, g7 — HE (g7 sont injectifs,
(b) Hpla™'] — Hy,,, [q71] et Hiln, g7 — HE [g™!] sont des morphismes
d’algébres,
(c) les morphismes Frac(Hy[g™t]) — Frac(My,, [q71]) et Frac(Hp,, ') —
Frac(H¥[q~1]) sont finis (Frac désignant le corps des fractions).
(3) Les morphismes S et oppS définis plus haut coincident; ce sont tous des mor-
phismes d’algébres. O

Remarques

(1) Les transformations de Satake (sphériques) tordues S utilisées dans le chapitre
VII de [13] sont plutdt données par des formules du type S(®)(m) = Ju ®(um)du,
ol U est le radical unipotent d’un parabolique formé de matrices triangulaires supé-
rieures. Elles se comparent & ,ppS en faisant agir (sur la source et le but) la conjugaison
par wo = antidiag(—1,—1,1,1) (un relevement dans Ng,(T') de I’élément le plus long
du groupe de Weyl). Les conventions de [13] seraient naturelles pour nous si nous
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avions choisi au lieu de II le parahorique opposé II et au lieu de D, le monoide
D} = (Dy)~! des éléments contractants du tore 7.

(2) Les formules que nous avons obtenues portent sur des Z[g~']-algebres. En fait,
dans ce travail, nous fixerons un entier premier p. En revanche (cf. section 5) ¢ # p
sera un entier premier variable. Nous nous intéresserons alors aux algebres de Hecke
’ngg (Qy)(p)? ’Hﬁq’(p), ... obtenues aprés tensorisation par Z).

Nous allons maintenant introduire deux polynémes de degré 291 & coefficients dans
‘Hp. En un sens que nous préciserons plus loin, le polynéme de Hecke est produit de
ces deux facteurs.

On munit H% d’une action & droite de W = Wy de la maniere suivante. Pour
f € H¥ (vu comme une fonction sur T(Q,) constante sur les classes tT'(Zq)) et
w € W, on pose

Fe) = 828w ) 2 f(wtw ), Ve T(Q)

(ot @ est un relevement de w dans (Ng,T')(Qg)). Dans [13], une action analogue est
appelée « action tordue » (cependant, comme nous ’avons déja souligné, nos conven-
tions different de celles de loc. cit., si bien que notre action ne coincide pas avec la
leur).

Il résulte de [48] (et de la proposition 3.1.3) que les morphismes

56, M, a7 — Mg
et Sis MM, la7 — HEFlgT]
sont injectifs et ont respectivement pour images les sous-algebres formées des élément
fixes par W et par W)y, via ’action tordue ci-dessus.
Pour t € T(Q), notons [t] I’élément de HY' correspondant & la classe tT'(Z,). Posons

ty = diag(l,...,1,q,...,9) € T(Qq). Le stabilisateur de [t,] pour I’action tordue de
W est Why,.

Remarque. — L’élément [t4] n’est autre que §{-f§,,g (Utf,’[gg). L’élément Uﬁg € H}j, peut
étre considéré comme le Frobenius (cf. [13], Ch. VII; les conventions de Faltings et
Chai different cependant des notres, de sorte que le Frobenius est représenté dans
loc. cit. par I’élément Ky, diag(q,...,q,1,...,1)Ky, de %g).

On pose
Px)= [I (X-1[td*) e ¥l DY [X].
’wEWMg\W
Soit wo 1’élément le plus long de W. On rappelle que Wy, est invariant par conjugaison
par wop. On rappelle de plus qu’'on a Wi = Wiy, N Wiy, dans W. On pose

Poan(X)= I (X —1[td®) e HFlg DY [X]
weEWM\War,

P, (X)= I (X —[t]¥¥) € (HF[g™' DY [X].
wEWM\Wnr,
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Le quotient Wi, \W n’est autre que Wi \Way, II Wi \Waz, wo, de sorte que P, est
le produit des deux polyndmes P 5/, et Py, .

Les polynémes Pq, Pg . et Pi,, sont alors dans limage de §’£y pour le pre-
mier et de Sf;, pour les deux derniers. Notons P, P7 v, et Py, leurs antécédents
respectifs (dans Hg, [¢7!] pour le premier et dans H}; [¢7!] pour les deux derniers).
Le polynéme P, est alors simplement le polynéme de Hecke (cf. [13], Ch. VII). Avec
I'identification Hys, = Z[Tqil]@)ngg_ , introduite juste avant I’énoncé de la proposition
3.1.1 et en notant Pq(g—l) le polynéme de Hecke pour Gg—j ona P¢ ) =1® Pq(g_l),
de sorte que P, est a coefficients dans I'image de res), .

Notation 3.1.5. — On désignera par PV = P¢ e Hplg™')[X] et PP = P €
Hn[g~1][X] les polynémes

P =T (PSy,) et PM =T (P™,)
On désignera encore par le symbole P§ 'image de P € Hy[g™!][X] dans Hyp, [¢7!][X]
(par linjection Hy — My [¢7][X]).
Remarques

(1) Considérons le plongement du corps des fractions H}} dans celui de H}} défini
par la transformation de Satake tordue S, ainsi que son conjugué par wg. Les poly-
némes Py et Py sont alors les polynémes minimaux de Ijs diag(1,...,1,q,...,q)IIy
vis & vis de ces deux plongements.

(2) Le polynéme Pf est a coefficients dans Hy;[¢~1][X] alors que P est seulement
a coefficients dans Hy [U;1][g~!][X] € Hulg™'][X].

(3) Pourg=2ona

Py(X)=X*—Ty2X?+ q(Ty1 + (¢ + 1)Tg0) X% — ¢*Ty2Tg0X + ¢°T2,
P{(X)=X?—Ug2X + qUqg
PM(X) = q U1 X2Pg(q*UgoX 1) = X? — qPU 1 Ug0Uq 2 X + q°U 1 U2,

(4) A Vaide de la théorie du centre de Bernstein (cf. [22]) et de la proposition
I1.4 de [62], on peut voir qu'il existe des polynomes Pg et P;* & coefficients dans
H; ®z Q, commutant a 'idempotent e, et tels que Pgen = Py et Pl'en = Fg*. Leur
produit P, est alors & coefficients dans le centre de H; ®z Q, et on a Peex = P,
(ol ek est I'idempotent associé au compact maximal K = G4(Z4)). En particulier, le

produit Py P" est a coeflicients dans le centre de Hn [¢71] et son produit par ek est
simplement F;.

La proposition suivante nous sera utile dans la section 8.

Proposition 3.1.6. — On a
(_1)29—1ng_Zg(g_l)/zUiT2P;n(X) — ng_lP;(qg(g+1)/2Uq,0X_1)'
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Démonstration. — Il suffit de vérifier la formule
g—1 —2 _ -2 -1 —
(-1 e DR[O Py (X) = X PG, (601D q1d2g ] X T
(on rappelle que d§9 ) désigne diag(1,gq,...,q, @?)). Avec les notations introduites ci-

dessus (au début de (3.2); le lecteur vérifiera sans peine qu’il n’y a pas de cercle
vicieux) on a
-1 —_ w
X¥TPE o (P92 [qldgg) X = [ (@79MY/P[gTdg] - ¥ X)
weEWnm\Wary

= H (g99tD/2[q1dgy] — ¢@t: X)

e:{1,...,g}—{£1}
e1=1

R . 1
ol 'on pose, pour raccourcir les formules, (g) = g(3£2) + -+ + %ﬂ
Continuons le calcul :

H (g99tD/2[q1dg,) — ¢'©t.X) = H t.q'® (g9t 1)/2= () [qtg_l] - X)

g;e1=1 ge1=1
= JI td® @2t - X)
g;e1=1
Il te® I =-x)
ge1=1 weEWn \War, wo
= (0> T tea®@ Py, (X).
gie1=1
Groupant (e1,€2,...,&4) €t (€1, —€2,...,—€&g4) par paires dans le produit, on obtient
la formule annoncée. O
3.2. Vecteurs fixes d’une représentation induite. — Soit x : T(Q,) — C* un

caractére non ramifié du tore T'. On considére I'induite parabolique lisse ¢ droite (non
normalisée) m = %9 Ind(x) :
Ve = {f:G¢(Qq) — C; f est localement constante
et f(gtn) = x(t)f(9), Vg € G4(Qq), t € T(Qq), ® € N(Qg)},

munie de P'action naturelle & droite de G4(Qg) (par translation & gauche). C’est aussi
I’induite & droite normalisée %" Ind(x0), ot1 xo est le caractere xd~/2, ol I’on rappelle
que pour le groupe GSp,,, le caractére unimodulaire § de B vaut
d(diag(ty, ... tg, vty .., vty ) = |(tt71 - tg) 2y 9ot /2],
en normalisant comme d’habitude la norme g-adique de telle sorte que |g| = ¢™1.
Poure: {1,...,9} — {£1}, notons

. l—e l—e 1+4e 14-¢
te = dlag(q'Tl,...,q—?'g',qu,...,q_2]") € T(Qg).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2005



198 A. GENESTIER & J. TILOUINE

Le parametre de Satake de la représentation m = %" Ind(xo) est alors la famille
(8q,e = Xo(te))e- Nous appellerons paramétre de Hecke la famille (o . = q9(9t1/4s,), ;

—e l1—e
il résulte de I’égalité o, = ¢9 R X(te) que 'expression du parametre de Hecke
de 7 en fonction de x n’utilise pas de racine carrée de ¢q. Pour g = 2, nous utiliserons
la notation plus simple

aq = ag,1,1) = x(diag(1,1,4,9))

By = aq,(1,—1) = gx(diag(1,¢,1,q))

Vg = g (-1,1) = ¢°x(diag(g, 1,¢,1))
8 = ag(—1,-1) = ¢°x(diag(q, ¢, 1,1)).

Remarque. — On a alors
X(-gg(Pq(X))) = H (X — o)
e{l,...,9}—{%1}
X(Su™ (Py(X))) = II (X — )
g:{l,...,g}—'{:}:l}
e1=1
X(Si™ (P (X)) = II (X — ).
Q:{lv'é'vg}_l’{il}
=

Considérons maintenant un opérateur de Hecke dilatant U € Hp. La proposition
suivante exprime les valeurs propres pour l'action de U sur V,P en fonction de x, a
I’aide de la transformation de Satake tordue .SII-fT.

Choisissons une fois pour toutes des relévements (encore notés w) des w € W dans
Neg,z,)(T(Zg)) ; on vérifiera aisément que ces choix sont inoffensifs. Rappelons que
l'application

Wi, \W +— II\G,/B, Wy, w+— IwB
est une bijection. Lorsque w € Wy, \W, notons e,, 'unique élément de V' supporté
par ITwB tel que e, (w) = 1. Les 2g éléments e, (w € Wy, \W) forment une base de
VI Rappelons de plus que I'ordre de Bruhat sur W induit un ordre sur Was, \W (si
w et w’ sont des représentants de longueur minimale des classes Wy, w et Wy, W',

on a Wy, w < Wy, w' si et seulement si w < w’; dans le cas qui nous occupe ces
représentants sont

wi=1<wy=(12) < - <wy = (1g)

< Wgt1 = (lg)wo < - <wgg-1 = (12)11)0 < Wgg4 = Wo,

en identifiant W & 6, x {£1}9 et en notant wo = (—1,...,—1) ’élément le plus long
de W) et que Wiy, w — Wiy, wwp est une bijection décroissante vis & vis de cet ordre.
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Introduisons une action & gauche (w, x) — ¥x de W sur I’ensemble des caractéres
de T en posant
() = 3()/28(w™ " w) M2 x(w ™ tw),
de sorte qu’il existe un opérateur d’entrelacement non nul
G G
ggIﬂEl(X) - §g1}3_‘,i(wX)'

Finalement, notons encore x : HYf — C le morphisme d’algébres induit par le
caractere x.

Proposition 3.2.1. — Soit U =€ Hy un opérateur de Hecke dilatant.
(1) La matrice dans la base (ew)wewn,\w de ’endomorphisme de VI induit par
U est triangulaire supérieure : on a
ey|U = Z (U, x, w,w ey .
w' <w
(2) Le coefficient diagonal c(U, x,w,w) est égal &
X((SK™ (U)®) = “X(SK™ ().

Remarques

(1) Un énoncé analogue vaut en fait pour tout groupe réductif déployé; on peut
de plus remplacer C par une Z[g~!]-algébre quelconque — par exemple H5 [¢™ 1], le
caractere x étant le caractere universel.

(2) Si au lieu d’induire & partir du groupe de Borel B nous avions choisi d’induire
a partir de B, les valeurs propres de U s’exprimeraient & ’aide de la transformation
de Satake tordue §II-I{ T ; la matrice de I’endomorphisme associé a U serait triangulaire
inférieure.

(3) On adonc c¢(U, x, ww',ww’) = ¢(U, vy, w, w). Bien entendu, le fait que x — w'y
permute les coefficients diagonaux peut s’obtenir sans calcul grace a la théorie des
opérateurs d’entrelacement.

(4) On peut aussi démontrer une forme un tout petit peu moins précise de cette
proposition en utilisant le module de Jacquet — le résultat obtenu est qu’il existe
une base dans laquelle les matrices des opérateurs dilatants sont toutes triangulaires
supérieures ; on n’obtient les coefficients diagonaux qu’a 'ordre prés (plus précisément,
modulo permutation par un élément de W). C’est la méthode suivie dans [24].

Démonstration. — 1l suffit bien entendu de traiter le cas ou 'opérateur U est associé
a une double-classe IldIl, d € D .
(1) La valeur en w' de la fonction e,|U est

/ Lnan () ew(yw')dy.

9

Supposons que cette valeur est non nulle, et montrons qu’on a alors Wy, w' < Wy, w.
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On a alors Hdllw’ N IwB # @ et donc MwB C IdIw'B. L’élément d est
dilatant et on a donc IIdIl = P;(Z,)dPi(Z,) C P, (Q,). On a donc en-
core IwB C P (Qq)w'B. 1l suffit donc de vérifier que I'on a P;(Q)w'B C
HWMI w” 2Way w! Mw"”B.

Pour 7 € G4(Qq), notons 4g, € (G4/B)(Q,) le point YB(Q,) de la variété de
drapeaux G,/B. Utilisant la propreté de la variété de drapeaux, ce point se prolonge
(de maniére unique) en un point 4z, € (Gy/B)(Zy), et induit donc par réduction
modulo g un point 4f, € (Gy/B)(F,). L’élément ~ appartient & ITw”B(Qy) si et
seulement si 4F, appartient & la cellule de Schubert (Pyw”B)(F,). Par ailleurs, si
v € P1(Qq)w'B(Qy), la cellule de Schubert Pyw”B contenant Jr, est située dans
Padhérence de la cellule de Schubert Pyw’B; notant toujours wg 1’élément le plus
long de W on a B = woBwg ! et la cellule de Schubert Pyw"”woB est donc contenue
dans ’adhérence de Pyw'woB : on a donc Wy, w” > Wy, w' puisque la multiplication
a droite par wo renverse I'ordre de Bruhat sur W, \W.

(2) On vérifie facilement que la fonction e,, admet la représentation intégrale sui-
vante

ew(y) :Axﬁx(t)_llnw(vtﬁ)dtdﬁ

(les mesures de Haar sur T et N étant respectivement choisies de telle sorte que
volT(Zq) = 1 et vol(w™w NN) = 1; une formule de ce genre apparait par exemple
dans [6], paragraphe 3.3). On a

/ Lnan(Y) 1w (Y7) &' = Lria-111e (7)
g

(la mesure de Haar sur G4 étant choisie de telle sorte que volIl = 1) et donc

(ew | Lram)(y) = /T

_ x(t) M ng- 1w (1t7) dt dm.
N

X

On a alors

C(lndl'l» X, W, ’lU) = /

T x

X)) pg-11m, (wtR) dt dR

N

= / x0T 141110 (E0) dt dR
TxN

- f X)L riarme (7it) dt di
TxXN

> X ,[1\7 Ly-1dmw (M) dR

teT(Qq)/T(Zq)
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et la formule qu’on se propose de vérifier équivaut donc a

5(t) _1/26(wtw_1)1/2opplsln<T (11'[d1'[)(’wt’w— 1 )

B Vol(w_li'[w NnN) /7\7 Lo mane () d
(dans la mesure ou le membre de gauche s’écrit lui aussi & ’aide d’une intégrale sur
le groupe ‘N, mais avec une autre normalisation de la mesure de Haar, on abandonne
la normalisation utilisée quelques lignes plus haut pour raccourcir les formules et on
revient & celle de (3.1) : vol(lINN) = 1).

Remarquons tout d’abord que les deux membres de 1'égalité qu’on se propose
de vérifier ne dépendent que de la classe de w dans Wi, \W : pour le membre de
droite ceci résulte simplement du fait que ITw’ = II pour w’ € Wy, et pour celui
de gauche ceci résulte de 'invariance (cf. 3.1) de oppngfT(lndn) par opp‘SgT(ll'[dH) —
oppSET (1am)¥ (w’ € War,). On peut donc se contenter de vérifier la formule en pre-
nant pour w un représentant particulier de sa classe dans Wiy, \W. Nous choisirons
pour w ’élément de longueur minimale dans la classe W), w ; on vérifie aisément que
c’est aussi 'unique élément de Wiy, w tel que wBw™'NM; Cc B.

Ecrivons ¥t = wtw™! et “N = wNw~!. On a alors

1
vol(w—Mw N N) J¥

1—1TdMmw (ﬁt) dn = lndr[(wﬁwt) a¥n

1
vol(IIN*N) /v’ﬁ
vol(IldIT¥¢t~1 N *N)
~ vol(IINn¥N)

)

ol d¥7 désigne une mesure de Haar sur “N. Les décompositions :
O=(UiNM) x Ky, x (U NII)
HdI¥t=! = (U; NII) x (Kan dKar Ut™1) x (Yt (U NIt
YN=U,nYN)x (M;N*N) x (U N*N)
entrainent
INYN=({U,NIINYN) x (Ka, NYN) x (U1 NIINYN)
HdIT*t* NYN = (U; NIINYN) x (K, dKar, Ut NYN) x (Yt (U nID)¥t*N¥N)
de sorte qu’on a

vol(IIdIT“t~! N"¥N)  vol(Kp, dKp,*t ' NV N) vol(¥t (U NI)¥¢t~ N N)
vol(IT N »N) vol(K pr, N*N) vol(U; NnIIN¥N)

Ona M;N¥N =M, ﬂﬁ, de sorte que

vol(Kar, dK ar, *t~ 1 N ¥ N)
vol(Kpr, N®N)
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n’est autre que opp§1{f7‘(1ndn) (cf. 3.1.3 et le premier point de 3.1.4). Il reste donc
uniquement & vérifier que
vol(¥t (Uy NII)*t~1 N¥N)
vol(U; NI NwN)

= §(t) 25 (wtw=1)1/2,

Remarquons qu’on a Uy N YN = N N¥N puisque M; N *N = M; N N. Pour
raccourcir les formules, on va maintenant munir les groupes unipotents qui vont suivre
de la mesure de Haar telle que le volume du sous-groupe des points entiers soit 1. Le
quotient des deux volumes considéré plus haut est alors

vol(“t(N N“N)(Zg)“t™1) = vol(t(* N N N)(Z,)t™1);
on a d’autre part

S(wtw=1)2  (vol(t(N N7 N)(Z)t~) vol(¢(N n* " N)(Zo)t~1))*

SO (ol(t(N N N (Zy)t ) vol(t(N N~ N (Z,)t)
= vol(t(* " N NN)(Z,)t™?)

ce qui termine la démonstration de la proposition 3.2.1. O

On rappelle que dans la discussion précédant ’énoncé de la proposition 3.2.1, on a

introduit une numérotation w; = 1 < --+ < wag—1 = wawp < wpg = wo des éléments
de I/V]u1 \W
Corollaire 3.2.2. — Pour g = 2, les matrices (triangulaires supérieures) des endomor-

phismes (- | Uy,q) et (- | Ua,q) dans la base (e, )1<iga ont respectivement pour éléments
diagonaux

q_laqﬁq» q—laq7q7 q_lﬂqéq, q_17q5q
et aq+ﬁq7 ag+vg Bq+0g g+ g
Démonstration. — Comme dans 3.1, notons [t] 'élément de HY associé a t € T'(Qy).
On a
Sn” (Us,q) = [diag(1,¢,q,¢%)] et Si™ = [diag(1,1,q,q)] + qldiag(L,q,1,q)]
(en utilisant les propositions 3.1.3 et 3.1.4, ceci se réduit & un calcul bien connu dans
GL3). Le corollaire résulte immédiatement de ce calcul et de la proposition 3.2.1. [
Rappelons :
Proposition 3.2.3. — Pour g = 2, la représentation m = %9 Ind xo est irréductible si

et seulement si les quotients ' /¢, ¢, (" € {agq, Bgs Vg, 0q} s0ont tous différents de g*'.
Lorsque c’est le cas, 759 est une droite, engendrée par ey, + €w, + €w; + €w, -

Démonstration. — Ceci résulte de ([47], Lemma 3.2). d
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Les représentations que nous considérerons dans la section 11 seront des représen-
tations a coefficients dans I’anneau d’entiers d’une extension finie de Q,, ol p est un
entier premier divisant ¢ — 1, et seront telles que la condition ¢’/¢ # ¢*!(= 1) soit
vérifiée modulo l’idéal mazximal. Le corollaire suivant nous sera donc utile.

Corollaire 3.2.4. — Pour g = 2, lorsque m = %9 Ind xo est irréductible, lorsque de plus
aqBq & {0qVq, BaOqs Vg0 }, Uendomorphisme de 7'l induit par

Xq=(qU1,q — aq7¢)(qU1,q — ﬁq‘sq)(qu,q = Yq0q)

réalise un isomorphisme de la droite 75¢ des vecteurs sphériques de m sur la
droite (ey,), propre pour Uaction de Hy, sur laquelle qUy 4 et Up g ont respective-
ment pour valeurs propres ogfBq et aq + Bq. L’isomorphisme inverse est donné par

2 [(@B — av)(af — B8)(aB — 76)] " (z | Xy cieq Husll).

4. Déformations de la représentation résiduelle

4.1. L’anneau de déformations universelles. — On se limite au cas g = 2.

Soit xp : I' — Z; le caractere cyclotomique p-adique. Pour tout nombre premier ¢,
soit Dy resp. Iy un groupe de décomposition resp. son sous-groupe d’inertie, en £.

On fixe un couple (7, p) ol 7 est cuspidale cohomologique de poids (a1, az; a1 +az2),
ordinaire en p, telle que p = p, satisfasse (RLI2) et soit S-bien ramifiée.

Soit CNLep la catégorie des (O-algebres locales noethériennes complétes de corps
résiduel k.

Soit € € G(Z) la matrice unipotente réguliére standard. Pour tout ¢ € S5, fixons
o¢ € I, et g, € G(k) tels que p(o¢) = Geeg,

Dans la suite de cette section, on pose pour abréger * = cris-ord ou ord Pour tout
A € CNLp, soit E.(A) ’ensemble des homomorphismes continus p : I' — G (A) tels
que p mod my4 = P (appelés déformations de p) et tels que

— p est non ramifié hors de S U {p, oo}

—vop=vop,

— p est cristalline et ordinaire en p (pour * = cris-ord), resp. est ordinaire en p (si
*x = ord) de poids II,,

- si £ € S1, Papplication de réduction mod. m4 donne p(Iy) = 5(1y),

— Pour tout £ € (UN22) U Ss, il existe g € G(A) tel que p(oy) = g-e.- g1 (avec
* =1, h, D).

— Pour tout £ € PRy, p(Iy) posséde un A-plan lagrangien fixe facteur direct.

Remarque. — Si ¢ € PRy, et si p(I;) possede un A-plan lagrangien fixe facteur di-

rect, il y a automatiquement un A-plan lagrangien x-variant en somme directe ou le
caractere x désigne ici la restriction & I, de v o p;).
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Pour tout A € CNLo, soit G1(A) = Ker(G(A) — G(k)). On définit le foncteur
covariant F, (pour * = cris-ord ou ord) sur CNLp a valeurs dans les ensembles qui
associe & un objet A de CNLop l'ensemble F,(A) = E.(A)/G1(A), des classes de
conjugaison strictes [p] des éléments p de E.(A).

L’espace tangent de F, est de dimension finie (on le calculera plus loin). Par le
critére de (pro)représentabilité de Grothendieck, il suffit pour montrer que F,. est
représentable de vérifier que F, commute au produit fibré. C’est-a-dire que le mor-
phisme.

h: Fu(A1 X4, A2) — Fu(A1) X £, (40) Fx(A2)

associé & deux morphismes A, — Ap d’anneaux locaux artiniens (¢ = 1,2) est un
isomorphisme. On peut supposer que A; — Ag est surjective. L’injectivité résulte
de ’hypothese (RLI5). Pour la surjectivité, étant données p; et p2 donnant la méme
classe dans F.(Ap), on peut aprés modification de p; par conjugaison, former p; =
p1 X p2 € F(A1 X 4, Az); il reste & voir que cette représentation satisfait les conditions
locales. En p, si * = ord ou cris-ord, comme les quatre poids sont distincts modulo
p — 1, le normalisateur de la restriction & I, d’'un p € E(A) est le conjugué dans
G(A) du groupe des A-points un sous-groupe de Borel de G. Ce groupe est lisse et
la. condition * est encore satisfaite par ps. Si les p; sont cristallines, la théorie de
Fontaine-Laffaille montre, comme dans la thése de Ramakrishna, que p3 satisfait est
encore cristalline.

En ¢ € So, sous ’hypotheése (PRy2), pour x = v o pr|l,, et pour toute déformation
p de 7 il ne peut y avoir au plus qu’'un plan lagrangien fixe par l'inertie. Si £ est de
type UN3 2 ou S3, le normalisateur de ps|I, est un groupe lisse, et on conclut comme
ci-dessus que p3 satisfait la méme condition en £.

La surjectivité de h résulte de ces remarques. Les détails de ces vérifications figurent
dans [59] Sect. 6.1.

Le foncteur F, est donc représenté par un couple universel (R, p%). Notons que
pr fournit un élément de F,(O) et par conséquent des homomorphismes R, — O de
O-algebres locales.

De plus, on a un homomorphisme canonique surjectif de O-algebres locales 1orq :
Rord — Reris,ord donné par le morphismes d’oubli Feris,ord < Ford-

4.2. Représentations symplectiques. — Soit V un espace de dimension finie sur
un corps p-adique F. Soit p : ' — GL(V') une représentation autoduale :

pEpP OV
pour un caractére v de I'. Soit L un réseau stable par p.

Lemme 4.2.1

(1) Sip est irréductible, son image est contenue dans le groupe des similitudes pour
une forme ¥, non dégénérée, orthogonale ou symplectique ;
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(2) De plus, si la représentation résiduelle p est irréductible, la réduction ¥ (choi-
sie non nulle) est non dégénérée (orthogonale ou symplectique) et (L,1)) est unimo-
dulaire.

(3) Sous les hypothéses de (2) si de plus dimpV = 4, si p préserve une (autre)
forme symplectique ) et si image de p contient le normalisateur N () dans Sp(v)
de SL(2) x SL(2), alors ¢ est symplectique et sa réduction est un multiple non nul
de .

Sans ’hypothése supplémentaire sur I’image de 3, il est facile de donner un contre-
exemple 3 la symplecticité de 9 : prendre Imp = O(4) N GSp(4) (intersection de
groupes standards) ; ce groupe agit irréductiblement sur V', et contient en fait le nor-
malisateur du tore maximal standard de Sp(z). Cependant, on peut prendre pour 1 la
forme symétrique z1y4 +Z4y1 + Z2y3 +Z3y2, et pour ¥ la forme symplectique standard
T1Y4 — T4Y1 + T2Y3 — T3Y2-

Démonstration

(1) La condition d’autodualité entraine qu’il existe une forme bilinéaire non dégé-
nérée ¢ : VxV — F telle que p agit sur V par 1-similitudes. On peut supposer que ¥
est symétrique ou symplectique : En effet, 'une des deux composantes de ¢ = ¥° +*
est non nulle; elle doit en fait étre non dégénérée car si par exemple ¥*(v,w) = 0
pour tout w, on a ¥*(p(g)v, w) = 0 pour tout g et tout w, et par irréductibilité de p
on trouve ¥® = 0.

(2) On ajuste 9 pour que sa réduction v, soit non nulle sur L/wL ; par ’argument
précédent (lemme de Schur) on voit que cette réduction est non dégénérée; ce qui
entraine que (L, 1)) est unimodulaire.

(3) Fixons une base symplectique (ey, ..., es4) de (L/wL, ) ; les poids du tore T'(3)
agissant sur cette base sont, disons, ¢, tz,tl_l, ty ', 1l est facile de voir que les seuls
indices possibles pour 1 (e;, e;) # 0 sont (1,4), (4,1), (2,3) ou (3,2). Pour exclure le
cas Py = a x (T1Y4 + T4y1 + T2y3 + x3y2) , on utilise un élément unipotent de SL(2) x
SL(2) ; il ne préserve 1, & homothéties prés que si cette forme est symplectique. O

4.3. L’homomorphisme R — T. — Soit K C G(Z) tel que KN = G(ZN) soit le
compact maximal hyperspécial standard de G(QY).

On fixe un sous-groupe de niveau K = Kx x K. Pour décrire Ky, on fixe un
sous-ensemble S; de ’ensemble des facteurs premiers de N. Pour £ € S;, on ne met
aucune condition sur le facteur Ky ; pour ¢ divisant N mais n’appartenant pas & S1,
K est soit le parahorique de Klingen strict, soit le sous-groupe d’Iwahori en ¢. On
suppose en outre que v(K) = Zx.

Remarque. — En I’absence d’une démonstration du cas 4 de la Conjecture de com-
patibilité précédant Th.2.2.5, on ne peut inclure de premiers ¢ de type S; dans le
niveau.
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Pour tout nombre premier ¢ ne divisant pas N7, soit H, = H ’algébre de Hecke
sphérique de Gy = GSp(4, Q) et soit HVP = ®(£’ Np)=1 He le produit tensoriel res-
treint de ses composantes locales.

Soit 7 la représentation cuspidale de niveau K fixée au début de la Sect.4.1; son
type & 'infini 7, est dans la série discréte de parametre de Harish-Chandra A* + p;
soit p ne divisant pas NV et p > w, en lequel 7 est ordinaire. On fixe un plongement
p-adique ¢, : Q — @p.

Soit 0, : HNP — @p I’homomorphisme d’algébre donné par 'action de H, sur la
droite ﬂf‘ des vecteurs sphériques de mp pour chaque £ ne divisant pas Np.

Soit O un anneau de valuation discréte dans @p, fini et plat sur Z, contenant les
valeurs de I’homomorphisme 8, et sur lequel p, est définie ; soit o une uniformisante
et k son corps résiduel. On suppose que (RLI3) est satisfaite. On suppose que pour
chaque premier ¢ de S1, la représentation résiduelle 5, est de type S, en £. On suppose
également que (7, p) est S-bon et que p, est S-bien ramifiée.

Soit HNP(O) = HNP ® O et soit 0, : HVP(O) — k la réduction de 6, ® Ido
modulo w. Soit m I'idéal maximal de H™?(O) noyau de 6.

Soit K(N) le groupe de congruences principal de niveau N ; on a K(N) C K ; soit
K = K/K(N). Comme on ne suppose pas que K est net, on doit prendre la précau-
tion suivante. On définit la cohomologie H*(Sk,Vx(®)) comme ’hypercohomologie
H*(K,RT'(Sk(n), Va(0))) par K (cf. aussi (6.1.2)). Lorsque K est net, on retrouve
donc la cohomologie habituelle.

Rappelons que pour tout v € G(AMP), on peut faire agir la classe double [KvK]
comme une correspondance algébrique de Hecke Tk (y). En fait, on définit la corres-
pondance T () agissant sur le couple (Sk(n), Va(O)), elle agit donc sur la cohomo-
logie de niveau K(N), et on voit qu’elle préserve les K-invariants, définissant ainsi
un endomorphisme Tk (y) de H*(Sk,Vx(O)). Rappelons briévement comment (voir
Sect. 8.1.2 ci-dessous pour une définition géométrique des correspondances de Hecke).

On pose K(N,v) = K(N)N~yK~~!. On a deux applications de dégénérescence
it Sk(N,y) — Sk (i = 1,2). La premiére est induite par I'identité de G(A) et la
seconde par la multiplication & droite par y sur G(A). On pose Tk (n) = Trr, om3 (au
niveau du systéme local, on utilise seulement I'identification 73V, (0) = 71VA(0)).

Les endomorphismes de H3(Sg(ny, Va(O)) ainsi définis commutent & I'action de K;
on peut donc les restreindre & H3(Sk, Va(O)). Notons qu'on définit a priori une anti-
représentation de HNP sur H3(Sk, Va(0)) (c’est-a-dire une action & droite), mais ceci
n’a pas d’importance puisque cette algébre de Hecke est commutative.

Localisons maintenant H*(Sk, Vx(0)) en I'idéal m de I’algebre de Hecke.

Proposition 4.3.1
(1) H*(Sk, Va(0))m = H3(Sk, VA(O))m,
(2) le O-module H*(Sk,VA(O))m est libre, B
(3) H3(Sk, Va(O))m est le sous-module des K -invariants de H3(Sk(ny, VA(O))m-
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Démonstration. — Soit v > 3 un entier premier tel que l'ordre de GSpy(F,) soit
premier & p. Considérons alors le sous-groupe K’ = K N K (v).

C’est un sous-groupe net de GSp,(Ay). Bien entendu, H*(Sk,Vx(O)) n'est autre
que I'hypercohomologie H*(K/K',RI(Sk(ny, VA(O))); le groupe K/K' est d’ordre
premier & p et sa cohomologie supérieure est donc nulle. On a donc H* (Sk,VA(0)) =
H'(SKI,V)\(O))K/K,.

Gréace & ’hypothése (RLI;), on peut appliquer le résultat principal de [36]; ainsi,
H*(Sk', VA(O))m et H*(Sk(ny, Va(O))m satisfont les deux premiéres conditions de la
proposition. Le sous-module des invariants par K/K' les satisfait donc aussi, et du
fait que H*(Sk(n), VA(O))m est concentrée en degré 3, la derniére condition est elle
aussi satisfaite. O

En fait, les opérateurs de Hecke en p agissent aussi sur la cohomologie (mais il faut
utiliser un homomorphisme non trivial de faisceaux entre 73V (O) et 7} Vy(O), voir
[60] Section 2). Soit e 'idempotent ordinaire associé aux opérateurs T 2 et p~ 1T} 1
(voir [60] Section 2) agissant sur H3(Sx, VA(0)).

Si I’ensemble PR, des premiers £ divisant N de type Sy tels que I'image p,(I;)
soit finie est non vide, on note, pour chaque £ € PRq, x; le caractére de (Z/¢Z)*
donnant cette ramification; soit x = ®ses,X¢ : [lsepr,(Z/¢Z)* — O*. Soit B =
Olllecpr,(Z/£Z)*]. Pour tout B-module Y, soit Yy =Y ®p,x O.

Définition 4.3.2. — On pose
M = eH*(Sk, VA(O))m x
et on définit T comme l'image de H™? dans Endp(M).

Remarque. — La précaution consistant a prendre les covariants par le caractére x est
innocente pour tout ce qui suit et ne jouera un réle que dans 9.2.3.

Par la technique des pseudo-représentations de R. Taylor [55] et par un théoréme
de L. Nyssen [40], on peut construire une représentation pr : I' — GL4(T') telle que
pr mod mg = p.

Lemme 4.3.3. — A conjugaison dans GL4(T) prés, pr se factorise d travers G(T) C
GL4(T).

Démonstration. — 1l suffit de vérifier 'autodualité de pr. On compare donc pr et
pr ® v o pr. Grace a ’hypothése d’absolue irréductibilité de la représentation rési-
duelle, on peut appliquer un théoréme de Carayol [5] qui affirme que si deux repré-
sentations sur T" ont la méme pseudo-représentation, et si leurs réductions mod. m¢
sont absolument irréductibles et coincident, alors elles sont conjuguées dans GL4(T').
Ceci nous ramene a vérifier 'autodualité des représentations associées aux caractéres
A T RQ — @p. Si 7’ est une représentation (cuspidale) intervenant dans M, soit
M(n’) la composante 7'-isotypique de M (pour 'action de 1'algébre de Hecke M,
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donc de l'algebre T'). En tant que représentation galoisienne, sa semi-simplification
est isomorphe a pf,m (par irréductibilité de p,/). Noter qu’on devrait plutdt écrire
M (7'NP) au lieu de M (') puisqu’on forme en fait des paquets de représentations
cuspidales 7', indexés par les homomorphismes d’algébre de T'® Q vers C, autrement
dit, constitués des représentations 7’ dont la partie 7/V? hors de Np est fixée & iso-
morphisme pres. Le cup-produit fournit une autodualité symplectique pour M (x’).
On a donc une autodualité (pas forcément symplectique) pour p,.. On trouve donc
une forme bilinéaire non dégénérée sur T*, et le Lemme 4.2.1 montre qu’elle doit étre
symplectique et unimodulaire.

On montrera dans la section 9 que [pr]| € F.(T) (pour * = cris-ord et ord). Par
la propriété universelle de R., il en résulte I’existence d’un homomorphisme de O-
algebres locales

¢« : R — T.

Dans cette section on vérifie les propriétés de pr nécessaires pour assurer [pr] €
F«(T) sauf celles concernant les premiers £ de S U S3 et le premier r. Ces derniéres
nécessiteront une étude géométrique détaillée de la variété de Siegel (voir Sect. 6,7,8
ci-dessous). Admettant ces propriétés, on établit aussi dans la présente section la
surjectivité de ¢..

Proposition 4.3.4. — pr est non ramifiée hors de S U {p, o0} et on a
(1) vopr = xp“wr = Vo0 pr
(2) pr est cristalline en p,
(3) pr est ordinaire en p de poids I1,,.

Démonstration

(0) Par définition, les caractéres de T' ® Q correspondent & des représentations
automorphes 7’ intervenant dans M. La réalisation étale Mg, de M est non ramifiée
en tout £ ne divisant pas Np.

(1) Comme T est réduite, le caractére vo pr est déterminé par ses 7’/-composantes,
données par les homomorphismes A\;; T — @p. La 7’-composante vaut v o p =
Xp Ywr et wh. est S-ramifié (voir par exemple la fin de la Section 1 et le début de la
Section 2 de [56]). Le lemme 4.3.6 ci-dessous implique que wy ¢ = wy ¢ pour £ € Sy
(sous I’hypothése que p ne divise pas £* — 1). Pour £ € Sy U S3, on remarque d’abord
que le caractére w, est la partie finie du caractére central de #’. On montrera (voir
9.2.3) que wxr ¢ = wy e en établissant que les seules représentations 7' qui peuvent
intervenir dans M sont de type i en £ lorsque ¢ € S; pour ¢ = 2,3. Pour ¢ type PRy,
on utilisera que M est constitué de vecteurs y-covariants pour (Z/¢Z)> pour conclure
que le caractére x./ ¢ qui décrit p,|I;, n’est autre que x.

(2) Par Th. 6.2 de [13], Mg, est cristalline, et ses poids de Hodge-Tate sont dans
I1,,.
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(3) Par définition, M est contenu dans la partie ordinaire du H?3. On établit dans le
théoréme suivant que toutes les représentations 7’ intervenant dans M sont stables &
Pinfini. Par un théoréme d’E. Urban [61] (et Section 7 de [60]), les représentations p,/
associée aux 7’ intervenant dans M sont ordinaires en p avec les quatre exposants de
I’énoncé. On a donc une filtration & quatre crans sur ’espace Vr de pr ® Q stable par
D,, et avec action de I, sur les gradués par X, ~% (i € Il,). On définit une filtration sur
pr en posant Fll‘”"’+3 Vo = Vr[x~2"%~3] (espace propre pour le caractére y ~*~0=3);
puis on remonte en posant Fil*™2 Vi / Fil* o3 v = (Vp/ Filo o3 vip) [y —22), ete.
Comme les caractéres sont distincts modulo maz(T'), ces gradués sont libres et la

filtration ainsi construite redonne la filtration précédente apres tensorisation par Q.
O

On peut en fait déduire de 'ordinarité automorphe (et donc galoisienne) une consé-
quence purement archimédienne. Rappelons qu’on suppose ¢ = 2 et qu’on a donc
HP(Sk, Va(C)) = H2 .5, (Sk, Va(C)) pour tout niveau K et tout poids dominant A.

Théoréme 4.3.5

(1) Toutes les représentations automorphes intervenant dans M sont stables da lin-
fini.

(2) Pour chaque ' intervenant dans M, il existe un entier mq tel que la 7'-
partie isotypique de M @ Q est de dimension 4my: sur le corps Fyr égal & la n’-partie
isotypique de T ® Q. En particulier, si m, est indépendant de 7', égal a m, le T ® Q-
module M ® Q est libre de rang 4m.

Remarque. — 1l résultera du théoréme principal de I’article que sous les hypotheses du
théoreme 1, M est libre sur T de rang 4m ou m = mult(w) dim 7% ~ = 1. Rappelons
que si 7 est nouvelle pour K, c’est-a-dire si dim 7rN =1, et qu’elle n’est ni CAP ni
endoscopique, on conjecture que m = 1.

Démonstration. — (1) Montrons la stabilité & 'infini d’une représentation cuspi-
dale 7’ intervenant dans M.

Par la Prop.2.2.2 de [23] reliant la (g, Koo)-cohomologie des représentations
W.(r+p) ® To, du parabolique de Siegel, avec la cohomologie cohérente des faisceaux
automorphes W,,.(x4p) associés aux W,,.(x+p). Le calcul de cette (q, Koo )-cohomologie
est détaillé dans le Th.3.2.1 de [3]. Enfin, on invoque la décomposition de Hodge-
Tate de la composante 7'/VP- isotypique M (') de M en termes de ces groupes de
cohomologie cohérente (Th. 6.2 de [13], Chap. VI). Ceci nous fournit une description
analytique des nombres de Hodge associés respectivement au poids II,,, a savoir :

m(ms @ mh), m(rl @ m\ i), m(r; @ myVPI), m(n] ' @ ') multipliés par dim K~ .
On utilise la notation 7%°!, resp. wWh‘“ pour les representations de Harish-Chandra
de caractere infinitésimal A + p (cf. [56]).
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Par irréductibilité (résiduelle) des représentations galoisiennes p,:, ces quatre
nombres doivent étre tous égaux a la multiplicité de p,» dans M(7')); en par-
ticulier, ils sont non nuls. On conclut que le L-paquet & linfini de chaque =’
intervenant dans M comprend effectivement deux éléments : 771;01 et wXth,
c’est-a-dire que tous les w’ intervenant dans M sont stables & l’infini. Posons
mult(n’) = mult(r} ® 77°!) = mult(r} @ my itt),

(2) On a vu ci-dessus que pour tout 7/, M (7') = ps ™' ott my =mult(n’) dim 7 K~

On voit donc que M (n’) est localement libre de rang 4m,/ sur (T ® Q)(n’). On
peut décomposer (M ® Q,) comme T x I'-module en

(M ®Qp) = ?Fn} ®,07r'§%:",

f
ou F,, désigne le corps de nombres engendré par les valeurs propres des opérateurs
de Hecke hors de Np; or ’algebre de Hecke T'® QQ est semi-simple et se décompose en

T®Q2HF.,,}
T
Si donc pour tout 7/, on & M =m =m,,ona M ® Q = (T ® Q)*™. O

Etudions maintenant le comportement de pp en un premier ¢ € S;. Rappelons que
’on suppose pour un tel £ que p f¢* — 1.

Lemme 4.3.6. — Soit p une déformation de p sur un anneau de valuation discréte O’
d’uniformisante w' (et corps résiduel k). Si £ € S1, p(I;) est nécessairement fini
d’ordre premier a p; en particulier on a par réduction mod. w’ :

p(Ie) = p(1e)

Démonstration. — Soit p: T' — G(O’) telle que p (mod w’) = p. 1l suffit de montrer
que p(I;) est fini d’ordre premier & p. En effet, le groupe G = Ker(G(O') — G(k))
est pro-p; on aura donc p(I;) = p(I¢). Soit Py le pro-¢-Sylow de I, ; son image par p
est finie. Soit A/Q°¢ I’extension finie galoisienne définie par Ker p|P;. Il existe une
{-extension finie L de Q) sauvagement ramifiée et telle que A = LQP°4. 11 suffit de
montrer que p(Ir¢) est finie d’ordre premier & p, sachant que I'image de P par p
est triviale.

L’irréductibilité de p|I, entraine celle de p|l,.

Soit g un générateur topologique de Z,(1) C I/ Py = I1 4/ Pr¢. On va montrer que
o(g) est unipotent. Si p(g) # 1, ceci fournira un sous-espace strict fixe par p(g) et ce
sous-espace est stable par Iy, ce qui contredira l'irréductibilité.

Si p(g) n’était pas unipotent, il posséderait une valeur propre o # 1 (racine de
I’'unité d’ordre une puissance de p). Par conjugaison par p(Fry), les images de g et g*
ont les mémes valeurs propres (dans un ensemble fini d’ordre au plus 4). Les égalités
possibles conduisent facilement a 1’égalité o' = a. Ceci entraine pl¢* — 1 ce qui
contredit ’hypothése et achéve la démonstration. O
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Corollaire 4.3.7. — La déformation pr satisfait la condition locale en tout £ € S.

Démonstration. — 1l suffit de vérifier la condition pour chaque représentation 7’ in-
tervenant dans M. On applique le lemme précédent. O
Proposition 4.3.8. — On a des homomorphismes canoniques d’algébres locales ¢orq :

Rorda — T €t deris,ord : Reris,ord — T', donnés par les propriétés universelles de Rorq
resp. Reris,ord, compatibles avec ’homomorphisme canonique ord : Rord — Reris,ord
donné par les foncteurs d’oubli. Tous ces homomorphismes sont surjectifs.

Démonstration. — L’existence de ces diagrammes commutatifs est évidente par pro-
priété universelle. Il suffit de vérifier que les opérateurs de Hecke T} ; pour ¢ premier
a Np sont atteints. Soit

Py(X) = X* = Tp2X? + £(Toq + (€2 + 1)Tp0) X2 — 3Ty 2To0X + KGTZO.
par définition des représentations galoisiennes p,/, on a
det(X - 1d —pr(Fre)) = Po(X) et vopr(Fre) = £3Typ

En particulier, Tr p(Fr;) =Tpz et la O-algebre engendrée par les Tp,; coincide avec
celle engendrée par les Tr A" pr(Fr,) et vo pr(Fr,) ; elle coincide donc avec ¢(R). O

Le reste de cet article sera consacré a la vérification des conditions locales pour pr
et a la démonstration des théoréemes suivants.

Théoréme 4.3.9. — Les homomorphismes du diagramme précédent sont des isomor-
phismes : Rerisord = T ; de plus, ces anneaux sont d’intersection compléte, et M est
libre de rang 4m comme T'-module (m = mult(m)).

On peut également introduire le foncteur de déformations Fo.q défini par les mémes
conditions que F, en dehors de p, mais avec comme condition en p que p est ordinaire
(pas nécessairement cristalline). Le foncteur Forq est représentable par un anneau
universel noté R,.q. On montre également dans le texte le théoréme suivant.

Théoreme 4.3.10. — Sous les mémes hypothése que pour le théoréme précédent, si on
suppose de plus (ORR), on a canoniquement Rorq = Reris,ora = T'; ces anneaux sont
d’intersection compléte, et M est libre de rang 4 comme T'-module.

Pour démontrer ces énoncés, on sait d’aprés Fujiwara et Diamond [12], [16] qu’il

suffit de construire un STWC, systéme de Taylor-Wiles contrdlé (R. g, Mg)geo as-
socié & (R., M) pour * = cris-ord (et * = ord sous ’hypothése (ORR)).
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5. Systémes de Taylor-Wiles

5.1. Rappels. — Soit Q@ ’ensemble des ensembles finis ) de nombres premiers ne
divisant pas Np et tels que :

pour tout ¢ € Q, ¢ =1 (mod p)N et Py 4 a quatre racines distinctes @, 8,,7, = Bq_l
et 6, =o' dans k, telles que (@,08,)? # 1.

En particulier, @ € Q. Les nombres premiers ¢ satisfaisant la condition ci-dessus
seront appelés nombres premiers de Taylor-Wiles.

Soit A, le p-Sylow de (Z/qZ)* et (Z/qZ)®) son facteur d’ordre premier & p. Soit
Aq = Tl,eq Aq et O[Ag] son O-algebre de groupe. C’est une O-algebre locale finie
plate et d’intersection complete. Soit I son idéal d’augmentation. Il est engendré par
les 64 — 1, (¢ € Q) ol &, désigne un générateur fixé du groupe cyclique A,.

On ordonne aq,Bqﬁq,Sq de sorte que

Tgdq = B,
Un tel ordre est bien défini & action du groupe de Weyl de G preés. On en fixe un
une fois pour toute de sorte que les droites propres pour &g et Bq engendrent un plan

isotrope et ’on note aq : Dg — T'(k) le caractére non ramifié tel que
aq(F‘rq) = dia‘g(a(n qu 7(17 3q)

On va démontrer suivant la méthode du Lemme de I’appendice de [57] le

Lemme 5.1.1. — Pour toute déformation p : I' — G(A) de p et pour tout q € Q, il

eviste g € G(A) tel que la restriction ¢pq @ Dy de g-p- g~ !

soit & valeurs dans T'(A)
et se réduise sur Eq. En particulier la restriction de ¢q a linertie est de la forme
diag(x1, X2, Xx5 > Xx1 ") Gal(Qq(¢q)/Qq), ot les caractéres x1 resp. X2 correspondent
auz droites sur lesquelles ¢(Frq) agit par a(p) resp. B(p) congrus d aq resp. By ; le plan

qu’elles engendrent est facteur direct dans A* et est isotrope.

Démonstration. — On choisit une base symplectique qui diagonalise p(Frg) et qui
reléve une base symplectique diagonalisant p(Frg) et telle que les vecteurs €; et e
correspondant aux valeurs propres o, et Bq engendrent un plan isotrope. Le plan
engendré par (e1,ez) est alors isotrope et facteur direct dans A%. Soit D la matrice
diagonale ainsi obtenue. Comme ¢ = 1 (mod p), p|Dq se factorise par Z Zp(1).
Soit 7 un générateur de If. On a (*) Fry 7 Fr;1 = 79" . On montre par approximations
successives que p(7) est diagonal. Supposons que c’est vrai mod. m’%. On peut écrire

p(7) =d-exp(X) (mod m7y+!

ou d € G(A) est diagonale et X est dans l'algebre de Lie de G sur k (’exponentielle
prenant ses valeurs dans (1 + My(m’)) N G(A). Notons que, comme ¢ = 1 (mod p),
d et X commutent. En appliquant p & la relation (*), on obtient donc

exp(Ad(D)(N) = d?! -exp(X) (mod m7%t!)
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Par hypothese, pour toute racine a de G, a(D) # 1; cette égalité entraine donc que X

est diagonale et que p(7) est diagonale modulo m’5**. O

On va se limiter dans la suite aux déformations p de p qui satisfont la condition
(Dy) en chaque g € Q :

(Dq) La restriction de p & I, fixe le plan V) (nécessairement isotrope) sur lequel les
valeurs propres de Frg sont des éléments ag, 5, de A congrus a &, et Bq.

On a alors une décomposition de ’espace V' de la représentation p en sommes de
quatre droites :

V—_—Va@Vﬁ@Vy@‘/&
ces décompositions étant associées & un ordre fixé des valeurs propres de p(Fry) (pour
un Fry quelconque fixé dans D) Les représentations de Dy sur les droites V, et V sont
notées p, resp. pg. Elles sont non ramifiées. La représentation de Dy sur Vo =V, ®V;
est notée po ; sa restriction & I, est donnée par un caractere qu’on note xq.

Pour tout Q € Q, on va définir une O-algebre locale R, g, et un R, g-module
Mg (indépendant de * = ord ou cris-ord) de sorte que les conditions de Taylor-Wiles
suivantes soient satisfaites :

(TWO) R*,g = R* et Mg = M,

(TW1) R, g est une O[Ag]-algébre locale noethérienne compléte,

(TW2) Ry q/IgR« o = R, comme O-algebres locales,

(TW3) Mg est un R, g-module qui est libre de rang fini comme O[Ag]-module.

Ces données satisferont de plus les conditions de contréle suivantes. Elles concernent
Pexistence d’une suite de sous-ensembles @,, € Q tels que

(CC) (controle de la croissance) Pour tout ¢ € @Qm, ¢ =1 (mod p™),

(CR) (contrdle des relations) r = |@,| est indépendant de m,

(CG) (controle des générateurs) Rg,, est engendré par au plus r éléments,

(CM) (controle des modules) Mg/IgMg = Mg

Lorsque un tel systéme existe, on conclut que T' = Im(R, — Endp(M)) est iso-
morphe & R, est d’intersection compléte, et que M est libre sur T' (nécessairement de
rang 4m par le Théoreme 2.2.5).

5.2. L’anneau R, . — Pour chaque Q € Q, on considére un probléme de défor-
mations F, g (* = cris ou ord) défini par les mémes conditions que F. hors de @,
mais ou 'on permet un certain type de ramification aux places de Q; plus préci-
sément, F, o(A), resp. Fu ord,0(A) (ot * = cris-ord ou ord), désigne I’ensemble des
classes d’équivalence stricte des déformations p de 7 qui satisfont les conditions (1)-
(5), resp. (1)—(6), otx :

(1) p est non ramifiée hors de NpQoo,

(2) vop = (vopx)-x ol x est un caractére d’ordre fini non ramifié hors de Q,

(3) pour tout £ € S tel que p|l; soit de type i € {1,2,3}, p|l¢ est de type i,
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(4) pour tout g € @, la restriction de p & Dy est de type D,

(5) p est cristalline en p (condition omise si * = ord)

(6) p est ordinaire en p de poids 0,a1 + 1,a2 + 2,a1 + a2 + 3.

En formant le produit tensoriel des caractéres x, fournis par la condition (Dg)
pour chaque ¢ € @, on associe & une (classe d’équivalence stricte de) déformation
p € Fi o(A) un caracteére

xXQ: Ag — AX
En utilisant le critére de Schlessinger comme pour construire R représentant F, on
montre

Proposition 5.2.1. — Le foncteur F.q est représenté par wun triplet universel
(Ra,@: PV s XE™)-

On voit en particulier que

(TW1) R. g est un O[Ag]-module via x¢q et que Ry q/IgR«q = R..

5.3. Le module Mg et l’algébre Tg. — Pour chaque € Q, on considere les
sous-groupes de niveau

Ki(Q)C Ko C Ko(Q) C K
définis comme suit.
Pour tout g € @, soit II, resp. H;I*, le parahorique de Klingen, resp. le parahorique
de Klingen strict en ¢ (notations de 3.1). On pose Ko(Q) = K9 x [Tyeo g et K1(Q) =
K® x [1,eq 1§ Concrétement, on a :

1 % %
Ki(Q)={z € Kjzg=| 0% * (mod ¢)}
0 0 =«

On définit alors le groupe intermédiaire Kg par :

U ok %
Ko={z € Ko(Q);xqg = | 0 *g9_2 * (mod q)
0 0 =«

o u e (Z/qz)*P}
L’homomorphisme = — a3 1(z) (mod @) induit des isomorphismes
Ko(Q)/K1(Q) = (Z/QZ)*, Ko(Q)/Kq=Aq
Les isomorphismes inverses sont notés
():(Z/QZ)" — Ko(Q)/K1(Q), Aq = Ko(Q)/Kq.

Pour tout a € (Z/qZ)*, (a) est appelé opérateur diamant de a. Au début de la
section 3.1, on a défini le semi-groupe diagonal dilatant D et les semi-groupes Dy =
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,D; 1, et D, , =TII} D, TI}. On pose Dy =1l4eqDg»Pg =1l4eqPq et Do =
HqEQ Dt;+ :

Soit 7 un nombre premier ne divisant pas Np. Soient a,., By, v, et &, les parameétres
de Hecke de m.. Par la classification des représentations induites paraboliques de
niveau iwahorique de GSp(4, Q,) ([46], [47], [49]) on sait que a,./B, # 71 et B,/ #
r*!, On fait I’hypothese

NR(r) » # 1 (mod p), les parameétres de Hecke a,, By, 7 et 6, sont dans O et les
quotients /B, et B,/v, ne sont congrus & aucun des nombres 1, 7*! (mod w).

L’existence d’un tel r résulte par le théoréme de Cebotarev de ’hypothese (RLI3)
a condition que p > 5. On ordonne les parametres de Hecke de sorte que a, et G,
soient les valeurs propres de p(Fr,) sur un plan isotrope.

Remarque. — Par la classification des induites paraboliques ayant un vecteur fixe par
I'Iwahori, cette hypothése entraine que pour toute représentation 7’ & valeurs propres
dans O, congrue & m mod. p et telle que 7, ait un invariant par le parahorique de
Klingen strict en r (i.e. 7)™ # 0), on a en fait /. sphérique en .

Pour tout nombre premier £ ne divisant pas NQr, soit H, = Hg l'algebre de Hecke
sphérique de Gy = GSp(4, Qy) ; soit

HNQrP — & H,.
LNTPQ

Pour £ = r ou ¢ € Q, on considere I’algebre de Hecke dilatante ’HE+ du parahorique
1,£

de Klingen strict H;“Z. On introduit

Hgf_z & He® ®H;[+
NTPQ £l Qr Le

Soit O I'anneau de valuation discrete fixé au début de Sect. 4.3, w une uniformisante
et k son corps résiduel.

Soit 8, : HN™Q — O ’homomorphisme d’algebre donné par I’action de H, sur la
droite wf‘ des vecteurs sphériques de 7, pour chaque ¢ ne divisant pas NrpQ.

Soit HNPrR(0) = HNP"R ® O et 0, : HNP"R(O) — k la réduction de 6, ® Ido
modulo w. On considere les idéaux maximaux m@" = Ker 8, dans HV"PQ(0) et mg,,
I’idéal maximal de ’Hg,’;((’)) engendré par m@" et (Ue,1 — ag — Be,£Up,2 — a¢fB¢) pour
tout ¢ divisant Qr.

On fixe alors le groupe de niveau K(;) = Ky X I} x xKN" et on pose Kg, =
Kg N K. On fait agir Hg”; par correspondances algébriques sur H3(S Ko VA(O)).

Comme pour la définition du module M (Déf.4.3.2), on considére I'idem-
potent ordinaire e associé aux opérateurs Tp 1 et p~*2T, » agissant sur le module
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H3(Sk,,,VA(0)). Pour £ € PRy, et pour x : (Z/¢Z)* — O* le caractére corres-
pondant, on pose, pour tout O[(Z/¢Z)*]-module H : Hy, = H ®, O le module des
x-covariants de H.

Définition 5.3.1. — On pose
Mg =eH?*(Skq., VA(O))mo.x
et on définit T comme I'image de HVP"@ dans Endp(Mg).

Remarques

(1) On verra (fin de la Section 11) que Mg et Tg ne dépendent pas de r. En
particulier, on aura bien Mg = M. On note mg 'idéal maximal de T'g.

(2) Mg est un T'g-module fidéle.

(3) Rappelons que les racines ag, Gy, Vg, dq dans O du polynéme de Hecke Py 4(X)
de 7w en ¢ sont les valeurs propres de p.(Fry) et relevent donc les valeurs propres
qu’on a fixé pour chaque ¢g. On suppose que g, Gy, Vg, 0 Pris dans ’ordre, relevent
les racines oy, Bq, Vqs Sq ordonnées comme précédemment.

(4) Notons que la définition de I'action de Ag a été donnée en termes de ’action
du groupe d’inertie I, sur les espaces de représentations galoisiennes. On montrera
(Sect. 7, Th. 7.2.1) que la monodromie de I, sur Mg est déterminée par les opérateurs
diamants a — (a),Ag — Ko(Q)/Kq. Il en résultera que l'action de Ag sur Tg
coincide avec le caractere diamant () : Aq — T, (action normale de Ko(Q)/Kq)-

En utilisant la Remarque 5 ci-dessus, on voit que la condition (TW3) résulte du

Théoréme 5.3.2 (Th. 4 de [36]). — Mg est un O[Ag|-module libre de rang fini. De
plus, Mg coincide avec les mg, r-localisations de
— la cohomologie intérieure de degré médian
H{(Skq,.» VA(0)) = Im(H — H?)
— la cohomologie d’intersection en degré médian IHd(SKQ,T, VA (0)).

Rappelons d’ailleurs ’énoncé de cuspidalité qu’on déduit ([36], Prop. (1) du Théo-
réme précédent

Corollaire. — Si g = 2 ou bien si X est régulier, H*(Skq ., VA(F))mq,,. ne contient
que des classes cuspidales.

Pour établir un homomorphisme de O-algebres locales Rg — Tg, on doit
construire une déformation de type Fg de p sur T'q.

Proposition 5.3.3. — 1l eziste une représentation pr, : I' = GL4(Tq) déformant p, &
valeurs dans G, ordinaire en p, cristalline en p, telle que v o pr, = v o p € ou § est
d’ordre fini et est Q-ramifié.
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Démonstration. — La technique des pseudo-représentations de Taylor fournit & nou-
veau, vu l’irréductibilité de p une représentation

pTg I — GL4(TQ)

satisfaisant les conditions de ’énoncé. Comme sa réduction modulo mg prend ses
valeurs dans G(k), on voit comme précédemment que Im pr, C G(Tq). O

L’objet des sections qui suivent est de vérifier que la représentation pr, satisfait
les conditions locales aux places ¢ divisant N et la condition Dy en chaque premier
g € Q (en particulier la compatibilité de x4 avec I'action des diamants).

6. Modeéles entiers, modeles locaux

Cette section est fortement inspirées de ’article [25], dont nous suivons I’approche
autant que possible. La teneur des résultats est que les variétés étudiées se comportent
exactement comme les courbes modulaires étudiées par Deligne-Rapoport dans [11]
Chap. V.

6.1. Bonne réduction

6.1.1. Description modulaire de Sx. — Soit K(NN) le noyau de I’homomorphisme
¢n de réduction modulo N : ¢y : G(i) — G(Z/NZ). Soit K C G’(Z) un sous-
groupe compact ouvert contenant K (N) et tel que v(K) = Z*. Lorsque K est net,
I’espace Sk est une variété complexe; sinon, il s’agit d’un espace analytique, quotient
par un groupe fini d’une variété complexe. Donnons-en la description modulaire sur
Z[1/N]. Soit E la forme symplectique standard sur Z2?9 donnée par Es;(u,v) = ‘uJv.
Considérons le probleme de modules

X%(N) : (Z[1/N)-Sch) —> (Ens), S — {(4,A,n)}/ ~

associant & tout schéma S sur Z[1/N] Pensemble des classes d’isomorphisme de triplets
(Ag, A\, m) ol

— Ay est un schéma abélien sur S

— A est une polarisation principale sur A

—n: (Z/NZ)* — A[N] est une similitude symplectique, (Z/NZ)?9 étant muni
de Paccouplement symplectique standard Fg; et A[N] de 'accouplement de Weil eﬁ :
A[N] x A[N] — un).
Ce probléme est représentable [38] Th. 7.10 par un schéma X (V) quasiprojectif lisse
sur Z[1/N]. Nous noterons (Ag, A,n) le triplet universel sur X2 (N). Lorsqu’aucune
confusion n’est a craindre sur g (resp. sur N, resp. ni sur g ni sur V) nous noterons
simplement X4 (N) (resp. XJ, resp. Xg) le schéma X% (N) ; nous noterons aussi sim-
plement A la variété abélienne universelle lorsqu’il ne sera pas nécessaire de préciser g.
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Théoreme 6.1.1. — On a un isomorphisme naturel de variétés analytiques
SNy — XZ(N)(C)
Démonstration. — Voir Deligne [9] Sect. 1.11. O

Le groupe G(Z/NZ) opére sur le schéma X3 (N). Soit K = ¢n(K) C G(Z/NZ).
Le schéma quotient Xy = X%(N)/K est un schéma de modules grossier pour le
probléme de modules pour le faisceau sur le site fpqe sur Z[1/N] associé au préfaisceau
S — {(A,A\,nK),s}. En particulier, on a canoniquement

Sk =5 Xx(C).

6.1.2. Systémes locaus. — Pour tout poids dominant A de (G, B,T'), on a défini un
faisceau constructible V) sur ’espace analytique Sk comme le faisceau des sections
continues du morphisme

GQ\GA X V)\/K X Coo — SK

donné par la premieére projection. Ce faisceau est localement constant si K est net.

Les systémes locaux V), de (2.1) proviennent en fait de systémes locaux sur les
modeles entiers X i de la maniére suivante. On suppose que K est net et s’écrit sous
la forme K,KP, ou K, C GSpy,(Zy) et KP C GSpyy(AP*°). On rappelle (cf. 2.1)
qu’on a fixé une structure entiere V) de la représentation de Weyl associée au poids
dominant \. Lorsque n > 1 est un nombre entier, on dispose donc d’une représentation
GSpy, (Z/p"Z) — GL(VA/p™Va). Notons K, l'image de K, dans GSp,,(Z/p"Z) et
considérons le Z/p™Z-faisceau lisse

K,
Vajorz = Vaz/onz = Xk, r)ke X VA/P"Va

au-dessus de Xg X Z[1/Np] (on suppose pour simplifier que le groupe K,(p") =
Ker(GSpyy(Zp — GSpyy(Z/p"Z)) est inclus dans Ky, ce qui est de toute fagon le cas
si n est assez grand). Le faisceau V) ®g Qp sur Sk est alors simplement induit par
le systéme p-adique de faisceaux (pour la topologie étale) QEIH Vaz/pmz) ®z, Qp sur
Xk,c.

On définit la cohomologie H ‘(Xk®Q,Vyz /prz) comme ’hypercohomologie

H*(K,RT'(Xk(nv) ® Q,Vaz/pmz)-
Remarque. — Lorsque K est net on a I;"(XK ®Q, Vaz/pmz) = H* (XK RQ, Vaz/pnz)-

En fait, le lecteur familier des champs algébriques reconnaitra dans H* la cohomologie
du champ quotient X, /K.
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6.2. Modéles entiers de Sk,(g), Sk, et Sk,(g- — Soit N > 1 un entier et g
un nombre premier ne divisant pas N. Dans cette section et la suivante, on fixe un
sous-groupe compact ouvert net K de G(Z) de niveau N et tel que K = K? x G(Z,).
Rappelons qu’on note II resp. II* le sous-groupe parahorique de Klingen, resp de
Klingen strict en ¢ (c¢f. Définition 2.2.6). On va décrire la mauvaise réduction en ¢
des modeles entiers des variétés de Siegel associées aux groupes de niveau de type de
Klingen en ¢, Ko(q), K4, Ki(q) :
Ko(q) ={z€K;z, €I}, Ky ={z €K; zg € I} et Ki(q) ={z €K;z, €II}}.

Considérons le probléeme de modules

Xg(Qa N) : (Z[I/N]'SCh) R (EIIS), Sr— {(A’ A 77q7 H)/S}/ ~

ol le membre de droite désigne ’ensemble des classes d’isomorphisme de quadruplets
composés de

— un schéma abélien A/S,

~ une polarisation principale A : A = Af,

~n:(Z/NZ)?»9 — A[N] est une similitude symplectique ((Z/NZ)?9 est muni de
l’accouplement symplectique standard Eg; ; A[N] est muni de ’accouplement de Weil
e} : A[N] x A[N] — un)

— un sous-schéma en groupes fini et plat H C A[q] de rang ¢ sur S.

Théoréme 6.2.1. — Pour K9 net,

(1) le foncteur X3(q, N) est représenta