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SUR LES REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES ASSOCIÉES 
AUX REPRÉSENTATIONS CUSPID ALES DE GSp 4 / e 

par 

Er ic U r b a n 

Résumé. — Soit n une représentation cuspidale cohomologique de GSp4 /Q qui est non 
ramifiée en p. Nous démontrons que le polynôme caractéristique de l'automorphisme 
de Probenius agissant sur le </?-module filtré de la représentation galoisienne p-adique 
associée à 7r s'exprime en termes des paramètres de Langlands de la composante locale 
de 7T en p. 

Abstract (On the p-adic Galois representations associated to the cuspidal representations 
of GSp4 / Q ) 

Let 7T be a cohomological cuspidal representation of GSp 4/Q which is unramified 
at p. We prove that the characteristic polynomial of the Frobenius automorphism 
acting on the filtred (/̂ -module of the p-adic Galois representation associated to 7r is 
expressed in terms of the Langlands parameters of the local component of n at p. 

0. I n t r o d u c t i o n 

Soit 7r = Ç§v 7TV une représentation cuspidale de GSp4 / Q dont la composante ar-

chimédienne TT^ appartient à la série discrète. Dans [W3] (voir aussi les travaux de 

Harder et Laumon [H], [L96, L05]), Weissauer a montré l'existence d 'un système 

compatible de représentations galoisiennes (de rang 4) {pn:e}e associé à TT au sens que 

pour tout p tel que ixv soit non ramifiée et différent de £, pn^ est non ramifié en p et 

le polynôme caractéristique de ^ ^ ( F r o b p ) est donné par 

Q„,P{X) = (x - « P ) ( * - ßp)i* - 7 P ) ( * - Sp) 

où (ap, /3P, 7P, ôp) sont les paramètres de Hecke de TTP. Pour £ = p, on sait par un 

théorème de Faltings (cf. [F]) que la restriction de p^iP à GQP = Gal(Qp/Qp) est 

cristalline. Soit Dcv-is(pn p) = (V(pn„) <S> BCTis)GQp où Bcris est l 'anneau des périodes 

Classification mathématique par sujets (2000). — 11F46, 11F80, 11F85, 14C15, 14C17, 11S37. 
Mots clefs. — Représentation galoisiennes p-adiques, représentation cuspidales, formes modulaires de 
Siegel, motifs. 
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152 E. URBAN 

p-adiques de Fontaine. Ce dernier est muni d'une action de GQP et du Frobenius 

absolu ^cris- Comme ces actions commutent, on récupère une action linéaire de $Cris 

sur Dcr-ls(pnjP). Notre résultat principal est le suivant : 

Théorème 1. — Soit p un nombre premier tel que TT soit non-ramifiée en p. Alors le 

polynôme caractéristique de <£>Cris agissant sur DCris(p7r,p) est Q7T^P(X) 

Le résultat analogue dans le cas de G L ( 2 ) / Q résulte de la construction du motif 

associé à TT et du théorème de Katz-Messing. Par ailleurs, notre méthode permettra i t 

aussi de retrouver ce résultat sans construire le motif associé. Nous en déduirons 

les corollaires ci-dessous dans les cas ordinaires. Nous renvoyons le lecteur à [TU] 

et [Ul] pour les définitions d'ordinarité (pour les représentations automorphes) que 

nous utilisons dans les énoncés suivants qui sont les généralisations naturelles des 

définitions classiques. Rappelons toutefois que ordinaire pour le parabolique de Siegel 

signifie que l 'opérateur de Hecke T(p) « classique » opère par une unité p-adique. On 

note Af le caractère cyclotomique donnant l 'action de GQ sur les racines de l 'unité 

une puissance de p. 

Corollaire 1. — Soit TT une représentation cuspidale cohomologique de G S p 4 / Q de 

poids cohomologique (a, b; a + b) (cf. paragraphe 3.3) telle que TT soit non ramifiée 

en p. 

(i) Si 7r est ordinaire en p pour le sous-groupe parabolique de Siegel alors 

PIT,P\GQP '• 

' E\ X X X N 

0 x x x 

0 x x x 

v 0 0 0 £2A/*~a_6~3, 

avec €\ et £2 des caractères non ramifiés. 

(ii) Si 7T est stable à Vinfini et TT est ordinaire pour le sous-groupe parabolique de 

Klingen, PTT^IGQ stabilise un plan. 

(iii) Si TT est stable à l'infini et TT est ordinaire pour le sous-groupe de Borel. 

PTT,P\GQ — 

61 X X X > 

0 £2M~b-1 X X 

0 0 e3M-a-2 x 

. 0 0 0 £4Af-a-b~3; 

avec (£i)i<i<4 des caractères non ramifiés. 

Remarques 

(i) L ' importance de la stabilité dans cet énoncé vient du fait qu'elle est équivalente, 

dans le cas non endoscopique, à l 'apparition de tous les poids de Hodge-Tate possibles 

pour la représentation pn^p ; voir paragraphe 1 [Ta93] pour ce point. Voir également 

section 2.3 de [MTl. 
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(ii) Si 7T est ordinaire pour le Borel et 7roo est générique, à part ir des positions 

respectives des polygones de Hodge et Newton, on voit que tous les poids de Hodge 

(possibles) doivent intervenir et la représentation est nécessairement stable à l'infini ; 

lorsqu'elle n'est pas endoscopique. 

(iii) Ces résultats sont utilisés dans [U2] pour démontrer une première divisibilité 

vers la conjecture principale pour les représentations modulaires adjointes. 

(iv) Par la théorie de [TU], on déduit que les représentations galoisiennes associées 

aux familles de représentations ordinaires de [TU] sont ordinaires si au moins une 

spécialisation de cette famille est stable à l'infini. 

Si 7r est une représentation cuspidale (non cohomologique) dont la composante 

TToo appartient à la limite de la série discrète holomorphe de paramètre de Harish-

Chandra sur le mur de la Chambre de Weyl correspondant à la racine longue, Taylor 

a construit dans [Ta91] une représentation galoisienne associée à 7r et qui se trouve 

être de dimension 4 grâce aux résultats de Laumon et Weissauer (cf. [Ul]) . Comme 

la construction de Taylor utilise des congruences avec des formes holomorphes coho-

mologiques, la première partie du Corollaire 1 s'applique aussi à de telles formes. En 

s 'appuyant sur les constructions de [HST] et [Ta94], on en déduit le corollaire qui 

suit par les arguments de [U l ] . Cet énoncé était conjecturé dans loc. cit. ce qui en 

rendait conditionnel le résultat principal. 

Corollaire 2. — Soit a une représentation cuspidale cohomologique de GL(2)/K 

pour K un corps imaginaire quadratique sur Q de caractère central invariant par la 

conjugaison complexe de K. Soit p un nombre premier décomposé dans K/Q. Alors 

si a est ordinaire en une place non ramifié p divisant p, la représentation galoisienne 

p-adique gajP associée à a restreinte à un sous-groupe de décomposition en p est 

ordinaire. 

La démonstration du théorème s'articule comme suit. Dans le paragraphe 1, on 

introduit la catégorie des systèmes compatibles de représentations Sadiques Cs~gT, 

constituée des systèmes dont tous les sous-quotients ont bonne réduction hors d 'un 

ensemble fini de nombres premiers S avec des polynômes caractéristiques étale et 

cristallin égaux (cette propriété sera dite de Katz-Messing). Soit X une variété ouverte 

munie d'une compactification lisse X ayant bonne réduction hors de S et de bord dX. 

On montre que tout idempotent de l'algèbre des correspondances sur X (à projections 

propres) découpe un morceau dans la cohomologie de X vérifiant la propriété de Katz-

Messing pourvu que la cohomologie du bord dX soit dans la catégorie C|'gr. Dans 

le paragraphe suivant, on vérifie que ce critère est satisfait dans le contexte qui nous 

intéresse : c'est-à-dire que la cohomologie du bord de la compactification toroïdale du 

produit fibre de la surface abélienne universelle est un objet de Cs~gr. Au paragraphe 3, 

on achève la preuve du théorème an appliquant le critère du paragraphe 1 et on 

prouve les corollaires. En fait, on montre un résultat (voir Théorème 4) sans utiliser 
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le théorème de Weissauer. Ce dernier est utilisé dans [U2] pour donner une autre 

preuve de l'existence de la représentation galoisienne pn^p de dimension 4 dans le cas 

ordinaire en utilisant le résultat publié [L96] de Laumon lorsque celui de Weissauer 

ne l 'était pas encore. Pour finir, notons que cette méthode permet de montrer des 

résultats semblables pour les formes cuspidales pour certains groupes unitaires de 

petit rang ^ 4. 

Je remercie M. Harris de m'avoir signalé une erreur dans une version antérieure de 

cette note. Je remercie également le rapporteur pour sa lecture attentive du manuscrit . 

1. S y s t è m e s c o m p a t i b l e s de représenta t ions ga lo i s i ennes 

1.1. S y s t è m e s . — Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques définitions clas

siques et introduisons certaines catégories qu'il sera commode d'utiliser tout au long 

du texte. 

Pour tout corps /c, on fixe kac un clôture séparable de k et on pose Gk = Ga l ( / cac / / c ) . 

Pour tout nombre premier p, on fixe un plongement de QAC dans QAC ce qui permet 

d'identifier GQP comme un sous-groupe de décomposition en p de GQ et on note 

Frobp G GQP un élément induisant le Frobenius géométrique sur F a c . 

Un système de représentations ^-adiques de GQ à coefficients dans un corps E est la 

donnée d 'un ^-espace vectoriel M tel que pour tout nombre premier £, = M ® Q Q ^ 

est muni d 'une action de GQ. Un morphisme / de N dans M , est la donnée d 'un 

morphisme de i?-espace vectoriel de N dans M tel que pour tout fe = f <& 1Q£ : 

—> soit (jQ-équivariant. Les systèmes de représentations ^-adiques à coefficients 

dans E C Q forment ainsi une catégorie que l'on note CE-

On définit de manière évidente la somme, le produit tensoriel et le Hom interne 

dans la catégorie CE, de même qu'on vérifie trivialement qu'elle est abélienne. On 

appelle rang et on note r g M la dimension du E-vectoriel sous-jacent. Pour toute 

extension E' JE, on a un foncteur d'extension des scalaires évident M i—>• M 0 E' de 

CE dans CE' • 

Définition 1. — Soit M un objet de CE et p un nombre premier, on dit que p est 

un premier de bonne réduction si et seulement si les deux conditions suivantes sont 

vérifiées : 

(i) Pour tout £ p, la représentation de GQ sur est non ramifiée en p. 

(ii) La représentation Mp (restreinte à GQP) est cristalline au sens de Fontaine. 

Pour tout nombre premier p, soit -£?Cris l 'anneau de Fontaine sur Qp. Rappelons qu'il 

est muni d 'une filtration, d'une action de GQP et d 'une action du Frobenius absolu 

<Ê>p qui commute à cette dernière. En particulier ce dernier opère sur 

£>cris,P(M) = H0{GQp,BCT[s 0Qp Mp) 

qui est libre de rang rg M sur Qp (g) E lorsque M à bonne réduction en p. 
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Définition 2. — Soit M un objet de CE et p un premier de bonne réduction pour M . 

On dit que M est compatible en p s'il vérifie les conditions suivantes : 

- Pour tout £ ^ p5 le polynôme caractéristique de Frobp agissant sur a ses 

coefficients dans E et est indépendant de £. On le note Qét,p(M) 

- Soit Qcris,p(M) G Qp 0 E[X] le polynôme caractéristique de 3>p opérant sur 

£>cris,p(M), alors on a : Qcris,p(M) = Qét,P(M). 

Soit S un ensemble fini de nombres premiers. La catégorie CE est la sous-catégorie 

pleine de CE constituée des objets M ayant bonne réduction en tout nombre premier 

hors de S. La catégorie CEC des systèmes .^-compatibles ayant bonne réduction hors 

de S est la sous-catégorie pleine de CE des systèmes compatibles en tout p ^ S. Ces 

catégories sont évidemment stables par somme, produit tensoriel et Hom interne. CE 

est stable par sous-objet et quotient. Par cela nous entendons : Soit M G CE et N G CE 

tel qu'il existe un monomorphisme de N dans M , alors N G CE. 

Soit CEGX la sous-catégorie pleine de CE constitué des objets M tels que pour toute 

extension Ef /.E, M (g) E1' a une suite de Jordan-Hôlder dont les quotients irréductibles 

sont dans CEC. Insistons sur le fait qu 'un élément de cette catégorie n 'a pas nécessai

rement bonne réduction hors de S (une extension de représentations non ramifiée en 

p n'est pas non ramifiée en général). 

Lemme 1 

(i) Soit 0 - ^ N — > M - ^ P ^ 0 une suite exacte d'objets de CE. Si parmi N , M 

et P, deux d'entre eux sont dans CE,C (resp. CEgl), il en est de même du troisième. 

(ii) Soit M un objet de CE- Si M est dans C^ et CE'gr, il est aussi dans CgC. 

(iii) Soit N —> M —» P une suite exacte d'objets de CE- SiN etP sont dans C^'gI\ 
alors il en est de même de M . En particulier, C^,ËT est stable par sous-objet et est une 
catégorie abélienne. 

Démonstration. — La partie (i) est triviale, (ii) découle de (i) par dévissage. Pour la 

partie (iii), on se ramène facilement à montrer que C^'gr est stable par sous-objets : 

Soit M un objet de CE'gr et soit / : N ^ M un morphisme injectif dans la catégorie 

CE?. Il s'agit de montrer que N appartient àCEgr. Nous le montrons par récurrence sur 

la dimension de N . On peut supposer que E est assez gros pour que tous les quotients 

dans la suite de Jordan-Hôlder de M soient absolument irréductibles. Soit N ' C N un 

sous-objet irréductible de N . Son image / ( N ; ) dans M est un sous-objet irréductible 

de M et en considérant la trace de / ( N r ) sur une filtration de M ayant des quotients 

irréductibles dans CEC, on voit facilement que / (Nx) est dans CEC. En prenant le 

quotient de par t et d 'autre on voit que N / N ' est un sous-objet de M / / ( N ' ) et que ce 

dernier est dans CEgr par (i). Par récurrence on en déduit que N / N ; est dans CE,gv. 

A nouveau par (i), on en déduit que N est dans CEgr. • 
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1.2. C o h o m o l o g i e . — Il est commode de définir une cohomologie dans CE de la 

manière suivante. Soit X une variété sur Q, c'est-à-dire un schéma réduit et de type 

fini sur Q. Soit T un faisceau constructible sur X(C) constitué de E-vectoriels. On dit 

que T est admissible s'il existe un faisceau constructible T% de groupes abéliens de 

type fini sur le site analytique XJQ tel que T est obtenu à part ir de T% après extension 

des scalaires à Q et tel que T% (g) Z / n Z se prolonge en un faisceau constructible sur 

le site étale de X/Q. On note alors Tg le faisceau Sadique sur le site étale de X/Q 

correspondant (i.e. Tg = IhnjT ®Z/lnZ))ét <g>Q*). Soit HR(X(C)1JR) la cohomologie 

du faisceau T sur X(C). Il est bien connu qu'on a les isomorphismes (cf. SGA 4 

Exp. XI) de comparaison H£T(X/Q™, Tg) = H*(X(C), T) 0 Qg. On peut donc voir 

H*(X(C), T) comme un objet de CE que l'on notera H*(X, T). Lorsque T est le 

faisceau constant de fibres on note H*(X, E) ou H*(X) si aucune confusion n'est 

possible. On définit similairement la cohomologie à support compact H*(X, T). On 

vérifie aisément les points suivants. 

Soit Y CL X une sous-variété de X, c'est-à-dire un sous-schéma fermé et réduit 

de X. On a la suite longue de cohomologie : 

( i ) ^ >WC(X-Y) - H«(X) — H « ( y ) 

Soit Y —> X un morphisme entre schéma lisse et de type fini sur Q et T un faisceau 

constructible admissible de E-vectoriels sur Y. Les faisceaux images directes supé

rieures à support compact Rq f\T sont admissibles et on a la suite spectrale de Leray 

dans la catégorie CE '• 

(2) ^c(X,RqfiT) = > H ^ ( F , J F ) 

Pour faciliter les références ultérieures, on énonce le lemme suivant qui est une consé

quence facile du lemme 1 et de (1) et (2). 

Lemme 2 

(i) Soit X = Xo D X\ D • • • D Xn D Xn+\ = 0 une stratification par des sous-

schémas fermés de X. On suppose que pour tout r, H*(Xr — Xr+\) est un objet de 

C^gr, H*(X) est un objet de Cf'gr. 

(ii) Soient Y —> X un morphisme entre schéma lisses de type fini sur Q et T un 

faisceau constructible admissible de E-vectoriels sur Y'. On suppose que H^(X, Rqf\T) 

est dans la catégorie C^'gr pour tout p, q tels que p + q = n, alors HJ?(Y, T) est dans 

la catégorie C^,gr. 

1.3. M o t i f s . — On commence par fixer des notations et rappeler certains faits sur 

les diverses théories cohomologiques et les isomorphismes de comparaisons. Pour toute 

variété Y lisse sur un corps k supposé parfait s'il est de caractéristique positive, notons 

Z * F (resp. A*Y) le groupe des cycles sur Y (resp. l 'anneau des cycles sur Y modulo 

l'équivalence rationnelle). Supposons Y propre. On utilise les notations suivantes : 
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- Lorsque car(/c) 7^ £, H?t ^(Y) désigne la cohomologie étale f-adique de l/^ac. 
- Si k est de caractéristique 0, H^R(Y) est la cohomologie de de Rham de Y. 

~ Lorsque k C C, H^(Y) est la cohomologie de Betti de Y. 

- Lorsque k est fini, H^r[s(Y) = lim^ H^riR(Y/Wn ) (g) Q avec Wn(k) l 'anneau des 

vecteurs de Wit t de longueur n et H^ris(Y/Wn^) la cohomologie cristalline de Y 

sur Wn(k). 

Pour ? — « ét, £ », « 5 », « dR, « cris », soit c% Y homomorphisme « classe de cycles » 

de A*Y dans H? (Y) (cf. SGA 4±, [BO], [GM] pour les définitions et propriétés de ces 

homomorphismes). Ces cohomologies sont des cohomologies de Weil au sens de [K]. 
Un cycle h E Ar(Y x Y) opère sur la cohomologie H% via la classe cJxY(h) du 

cycle h dans la cohomologie H%r(Y x y, E) via l'identification : 

H?r(Y x Y) = 0 i # ( y ) 0 tf?2r-*(F) 
g=0 

2 dim 1 
= e 

9=0 

Rom(H!j(Y),H^2id-r)(Y)) 

obtenue par la formule de Kunneth et la dualité de Poincaré. Comme Y est lisse sur k, 

l 'action des correspondances sur la cohomologie définit un homomorphisme d'algèbre 

A* (Y xY) —• EndE(m(Y)) 

la structure d'algèbre sur A* (Y x Y) étant donnée par la composition des correspon

dances (cf. [Fu2]). On note 0X cet homomorphisme. 

On rappelle que l'on a les homomorphismes de comparaison suivant : 

- Betti-Étale. (SGA 4 Exp. XI) On suppose k C C. On a : 

aBE: H*B(Y)®Qt~HLe(Y) 

- Étale-de Rham. ([F]) On suppose que k est une extension finie de Qp. 

CïEdR : HêtlT, {Y)®BdR = H^R(Y)®BdR 

- Étale-Cristallin (cf. [F]) Soit y un schéma propre et lisse sur O une extension 
finie de Zp de corps résiduel k. Soit Yo (resp. Y) la fibre spéciale (resp. générique) 
de y. 

aEC : H*étJY) <g> Bcris 9I H*ris(Y0) <8> BCYls 

- de Rham-Cristallin. (cf. [BO]) Soient K = Frac(O) et K0 = Frac(W(k)) avec 
les même notations 

adRC : H*dR(Y) - H*CIis(Y0) ®Ko K 

Ces isomorphismes sont compatibles avec l'isomorphisme de Kunneth, le pull-back, la 

dualité de Poincaré et la formation des classes de cycles (cf. loc. cit. dans chaque cas). 

Par conséquent on a aussi compatibilité des homomorphismes d 'anneaux 6f pour 

? = B, ét, dR, cris avec les isomorphismes de comparaisons ci-dessus. 

Pour tout schéma X/Q projectif de dimension d sur Q, on note COTTE(X), l'algèbre 

sur E engendrée par les correspondances sur X modulo l'équivalence homologique ; 
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c'est-à-dire Corr^X) = {Ad(X x X)/Ker(c*xX) n Ad(X x X)) (g E. La classe d'un 
élément h G Ad(X x X) (g) E dans Corr£(X) sera notée [h]. 

On considère la catégorie AAOÎE des motifs (de Grothendieck) sur Q à coefficients 
dans E. Les objets sont des couples (X, [h]) où X est une variété projective lisse sur Q 
et [h] un idempotent de Corr#(X) (i.e. [h]2 — [h]) . Un morphisme de (X, [h]) dans 
(Y, [g]) est la donnée d'un cycle C de X x Y de dimension dimX modulo l'équivalence 
homologique tels que [g o C] = [C o /1]. On dira qu'un motif Ai — (X, [/1]) a bonne 
réduction en p s'il en est de même de la variété X. Rappelons comment on définit 
les diverses réalisations de A4 par les diverses théories cohomologiques. Lorsque ? = 
« B », « dR», «ét£», on pose H\(M) = 0?(h)(H\(X) (g) E). Il est à noter que 0?(h) 
ne dépend que de la classe [h] modulo l'équivalence homologique car pour tout cycle 
z G A*(X x X), homologiquement équivalent à zéro, on a c*xX(z) = 0 quelque soit 
? = 5,dR, ét£. Cela résulte de la compatibilité des isomorphismes de comparaison 
avec les applications classes de cycles. Soit p un nombre premier de bonne réduction 
et soit X un modèle lisse sur /ZP de X/Qp. On note XQ la fibre spéciale de X. On sait 
qu'on a un homomorphisme d'anneaux dit de spécialisation [Fu2, Section 20.3] : 

sp : A\(X x X)/Qp) — A*(X0 x X0). 

Alors, 0£?8(sp(ft)) est bien définie et on pose Hl^p(M) = 6^s(sp(h))(Hlris(X0)^E). 
Le fait que 6crUMh)) ne dépende que de la classe [h] vient du fait suivant : Si 
z G A*(X x X) est homologiquement équivalent à zéro, comme on l'a remarqué 
précédemment on a cd̂ X /Qp(z) — 0. D'après [GM, Thm B.3.1], on en déduit que 
ccr?sXXo(sP(2;)) — 0 et donc d*°s(sp(z)) = 0. De la compatibilité des isomorphismes 
de comparaison avec l'isomorphisme de Kùnneth, la dualité de Poincaré et classes de 
cycle, on déduit des isomorphismes : 

(3) H*B(M)®Qi^HL£(M) 

(4) A\(X x X)/Qp) — A*(X0 x X0). 

Pour tout motif M = (X, h), on pose Hq{M) = 0%(h)H.q(X, E). 

Théorème 2 (Katz-Messing+Faltings). — Soit S l'ensemble des premiers de mauvaises 
réductions pour Ai (i.e. pour X). Alors pour tout q, le fondeur Ai 1—• H9(.M) prends 
ses valeurs dans CE'C. 

Démonstration. — C'est un fait bien connu et il résulte principalement du théorème 
de Katz-Messing (cf. [KM]) et du théorème de comparaison entre cohomologie étale 
p-adique et cohomologie cristalline de Faltings (cf. [F]). Expliquons toutefois comment 
on passe des hypothèses en caractéristique zéro à celles en caractéristique p du théo
rème de Katz-Messing dans sa forme originale. On reprend les notations précédentes. 
Par les théorèmes de changement de bases propre et lisse f-adiques et la compati-
bilité des morphismes de spécialisations et de classes de cycle sp, cét°e 0 et cét £ 
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(cf. SGA 6 Exp. 10 Appendice), on a un isomorphisme de (Q^-vectoriel 

( 5 ; Hlj{M) = e^e(h)(H^e(X) ®E)9* ^ ( s p ( / i ) ) ( f f j M ( X 0 ) <8> E). 

De plus l 'action de Gq est non ramifiée sur le membre de gauche et l 'action de Frobp 

sur ce dernier est compatible avec celle du Frobenius absolu <É> sur celui de droite. Soit 

maintenant <l>* le graphe du Frobenius absolu dans Xq X Xq. D'après le théorème de 

Katz-Messing [KM, t hm 2] appliqué au cycle <ï>* o sp(/i) = sp(/i) o $ * , o n a : 

(6) de t (T • id - S ; e%Jh) • (i/c9ris(X0) ® S ) ) = de t (T • id (h) • (if* (X„) ® E)) 

En conjuguant (5), (6), (3) et (4), on obtient Qét,p(HqB(M)) = QCr\s,p(HqB(M)) pour 
tout nombre premier p de bonne réduction. • 

1.4. P s e u d o - m o t i f s . — Dans le paragraphe précédent, on a défini une algèbre 

de correspondance pour une variété propre et lisse X opérant sur la cohomologie 

de X. Lorsque X n'est plus propre, il faut faire une hypothèse de propreté sur les 

correspondances. 

Soient X\ et X<2 des variétés connexes de dimension d définies sur K un corps 
/ j2 

algébriquement clos et munies de compactifications lisses X\ c—• X\ et X2 c—> X2. 

Soit £ un nombre premier différent de la caractéristique de K. 

Soit Z C X\ x X2 une correspondance irréductible (Le. une sous-variété fermée 
irréductible de X\ x X2). Pour i = 1,2, soit pr^ la projection de X\ x X2 sur le 
z-ème facteur Xi. On dit que la correspondance irréductible Z est propre si et seule
ment si les projections p r ^ z et pr2|z sont propres. Plus généralement on dira qu 'une 
correspondance (Le. G Z*X\ x X2) est propre si chacun de ses consti tuants l'est. 

Soit Z C X\ x X2 une correspondance irréductible propre. Comme la composée 
Z Xi x X2 —• X\ est propre par hypothèse, l'immersion Z c—> X\ x X2 est propre 
et donc fermée. Cette procédure fait de toute correspondance propre de X1 x X2 une 
correspondance de X± xX2. De même, en utilisant la propreté de la seconde projection, 
une correspondance propre de X\ x X2 peut se voir comme une correspondance de 
Xi x X2. 

Pour toute correspondance propre Z — ^ aiZi, posons \Z\ — \Ji Zi. Si Z est pur 
de codimension r, d'après ce qui vient d'être dit, on peut lui associer une classe de 
cohomologie Sadique (cf. SGA 4§) c£(Z) = cflXX2(Z) G Hf^(X1 x X2,Qe(r)). Par 
ailleurs, pour un tel Z on a, 

H&dXi x X2Mr)) = HÏUX^ x X2,pr*j ,2Q,(r)) 

car \Z\ C X\ x X2. 

Définition 3. — Pour toute correspondance propre Z de X i x X2, on définit 

la classe de cohomologique ^-adique 0e(Z) de Z comme l'image de Q ( Z ) dans 

H\X1 xX2,pr*2j?Qe). 
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On dira que deux correspondances propres Z et Z' sont homologiquement équiva

lente si elles induisent la même classe. E tan t donné les isomorphismes de comparaison 

entre cohomologie étale et de Betti , cette notion d'équivalence homologique est indé

pendante de £. On note Corr | ; (Xi x X2) l'espace vectoriel sur E des correspondances 

propres modulo l'équivalence homologique. On a donc 

9t : C o r r a i x X2) ^ Hm(X1 x X 2 , p r ^ f ( ^ ) 

Par dualité de Poincaré et isomorphismes de Kùnneth, on a aussi : 

H'(X1xX2,w*2j?Qe) H'(Xl,Qe)®H'(X2,Qe) 9t : Corrai x X2) ^ Hm(X1 x X2,pr^f 

Si Xi et Xo sont des variétés définies sur O, on a donc un morphisme ^-l inéaire : 

0 : Corrà (Xi x X2) > H o m ( H : ( X ! , ^ ) , H - ( X 2 , £ ; ) ) 

On vérifie facilement qu'une correspondance de codimension r induit un homomor-

phisme de degré 2(r — d) sur la cohomologie à support propre. 

Variante. — On peut voir plus concrètement l'action des correspondances propres 
sur la cohomologie de la façon suivante : 

Par propreté de Wi\z, on peut définir prj : Hq(Xi,Qe) —> Hq(Z,Qi) Par ailleurs, 

pr* : Hq(X2,Qg) -> Hq(Z,Q£) est toujours bien défini. Soit ce G Hq(XuQe), 6(Z)-a G 
Hq(X2,Qe) est défini par : 

TiX2(6(Z)-aUp) 0 : Corrà (Xi x X2) 

pour tout 0 G H2d-q{X2,Qe(d)) où on a noté par Trw : H™(W,Qe(d)) -> Q*, le 
morphisme trace pour W sur K purement de dimension d (cf. SGA 4 Exp. XVIII) . 
En notant pr2* l 'homomorphisme de H*(Xi x X 2 , pr2j2<Qe) dans H*(X2, j2Qg) dual de 
pr^ (i.e. tel queTrX2(pr2*(a)U /5) - Trx±x^(aUp^2(p)) pour tout (3 G H*{X2,Qt)), 
la description précédente peut encore se récrire : 

0 ( Z ) - a = pr2 . (0 , (Z)Upr î (a ) ) 

en voyant pr*(a) cette fois comme l'image de a par pv\ : Hq(Xi,Qg) 

Hq(X1 x ^ , Q , ) . 

Soient X i , X 2 , X 3 des variétés lisses sur Q munies de compactifications lisses 

X i , X 2 , X 3 . On peut définir la composition de correspondances propres en utilisant 

la théorie de l'intersection. Soient Z C X i x X2 et W C X2 x X3 des correspondances 

irréductibles propres et soit A la diagonale de X2 x X2. Soit U = ZxWnX\xAx X3. 

On peut définir le produit d'intersection (cf. [Fu2, Chap. 6]) 

(Z x W) • (Xi x A x X3) G A*{U) 

Comme Z ^ X\ x X2 et W <—> X2 x X3 sont des immersions fermées, il en est de 

même de U ^ Z x W ^ Xi x X2 x X2 x X3. Donc la projection sur les première et 
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dernière composantes pr14 : U —-> X\ x X3 est propre et on pose 

Z oW = pr14*((Z x W) • (Xi x A x X3)) E A*(pr14(C7)) 

Cette correspondance n'est définie que modulo l'équivalence rationnelle dans pr14(£7) 

mais n ' importe quel cycle dans cette classe d'équivalence rationnelle définit une cor

respondance propre. Ceci résulte du : 

Lemme 3. — Les projections prx : £/ —• X i et pr4 : U —>• X3 sont propres. 

Démonstration. — En effet, considérons le diagramme ci-dessous dans lequel toutes 

les immersions sont fermées. 

U c > Z x X2 x X3 H X i x A x Xs 

Z x X2 n Xi x A ( X i x A X i x X2 x X2 

-> X1 x X2 

La projection (3) est trivialement propre, il en est donc de même de (2). (1) étant 

propre, par composition avec Z —> X i , on en déduit que pr1 : U —> X\ est propre. 

Avec un argument semblable, on montre aussi que pr4 : U —> X3 est propre. • 

Ceci entraîne que Z o W est une correspondance propre dont la classe dans 
^pr14*(<y)(^i x ^3^Q^) et donc dans H*(Xi x X3,pr2j,3Q^) est bien définie. Cette 
construction définit un produit de composition 

C o r r ^ X i x X2) x Corr^(X2 x X3) Corr^(X1 x X3) 

Pour que ce produit soit bien défini, il faut en fait vérifier qu'il ne dépend que de 
la classe de relation homologique des correspondances. Pour cela il suffit de voir que 
l 'homomorphisme induit par la classe de Z o W vaut 6(Z) o 0(W). Cela revient après 
un calcul classique à vérifier que : 

ce((Z x W) • (Xi x A x X3)) ce(Z) 0 ce(W) U ce(X1 x A x X3) 

dans HÛ(Xi x X2 x X2 x X 3 , Q^). Cela résulte du lemme suivant car X\ x A x X3 

est lisse. 

Lemme 4. — Soient S et T deux sous-variétés irréductibles d'une variété X sur K. 

Supposons S et X lisses. Alors 

c,{S • T) = a(S) u c£(T) e H*SnT(X, Qe) 

via le morphisme U H-s(X,Qe)®H^(X,Qe) H*SnT(X,Q£) 

Démonstration. — Voir la discussion p. 248-249 de [FC], 
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On fixe maintenant X une variété algébrique lisse sur Q pure de dimension d 

muni d'une compactification projective lisse X <—• X de complémentaire un diviseur 

à croisements normaux. On pose CorrcE(X) = QorrcE(X x X). D'après la discussion 

précédente appliquée à X — X\ — X2 — X3, on voit que C o r r ^ ( X ) est munie d'une 

structure d'algèbre pour la composition des correspondances et que le morphisme 

^-l inéaire 

<9A : COTTCE(X) E n d £ ; ( H - ( X , ^ ) ) 

est un homomorphisme d'algèbres. 

Proposition 1. — Soit S Vensemble des premiers de mauvaise réduction pour X. Soit 

h un projecteur de Cor r | ; (X) . On suppose que pour i G {q — l,q}, Hl(dX) est dans 

la catégorie CEër alors 6X (h) • H-?(X, E) est dans la catégorie Cs~c. 

Démonstration. — Écrivons h sous la forme 

(*) 
7. 

où pour chaque i, Vi désigne une correspondance propre irréductible et soit h' G 

Corr(X) définie par h' — X ^ ^ I ^ L ^ désignant l 'adhérence de Vi dans X x X (bien 

entendu, la définition de h' dépend de la représentation (*) de h). Comme Cor r# (X) 

est de dimension finie, il existe un polynôme P à coefficients dans E tel que h = P(hf) 

est un idempotent dont 1' action sur la cohomologie de X induit une décomposition : 

H # ( X , E) = ox(h)ìi*(x1 E) e (id -ex(h))um(x, E) 

pour laquelle le premier facteur (resp. le second) est le sous-espace de H * ( X ) sur 

lequel h' opère de façon inversible (resp. de façon nilpotente). 

Considérons maintenant le morphisme canonique j \ : H * ( X , E) —• ïV(X,E). Par le 

lemme 5 ci-dessous, le diagramme suivant est commutatif : 

H'C(X,E) >W(X,E) 

( 7 ) ex{h) ex{ti) 

H'C(X,E) >H'(X,E) 

Par conséquent, l'image de 9X(h)-H*(J£, E) par j \ est contenue dans 0X(h)H*(X, E). 

De même l'image de (id— 0X (h)) • H*(X, E) par j \ est contenue dans (id— 0X (h)) • 

H*(X, E). La suite exacte longue de restriction au bord 

0 —•H«-1(&X' ,£ ; ) I ^ H ? ( X , £ ) - * U9(X,E) -^-> W(dX, E) 

induit donc la suite exacte : 

0 —y I m f ^ - 1 ) n 9x(h) • WAX, E) ex(h)-Hl(X,E) - 0x(h)-Hq(X,E) 

Hq{dX,E) n l m ( r q ) —> 0 
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Par le théorème 2, le troisième terme de cette suite exacte est dans la catégorie CEC. 

I m ^ - 1 ) H 0x(h) • Hg(X, E) et ïï.q(dX, E) D lm(rq) sont respectivement quotient 

de H^_1(aX, J£) et sous-objet de H^(<9X, £ ) . Il sont donc dans CE,gr. Mais ils sont 

aussi respectivement sous-objet de H^(X, E) et quotient de HJ?(X,1£). Ils sont donc 

dans Cf. Par le lemme X(ii), ils sont donc dans CEC. 

Par ailleurs, comme dX est un diviseur à croisement normaux dans X ayant bonne 

réduction hors de S, on sait par un théorème de Deligne (SGA 7 Exp. XIV lemme 2.11) 

que H^(XQ^C^QI) est non ramifiée hors de S U {£}. Par le théorème de comparaison 

de Faltings, on sait également que H%(XQ*C,QP) est une représentation cristalline 

de GQp pour p £ S. Donc H^(X, E) et a fortiori 6X (h) • H^(X, E) sont dans Cf. En 

appliquant plusieurs fois, le lemme 1, on déduit aisément que 9X (/ i)-H*(X) appartient 

à la catégorie CEC. En effet, par ce que l'on vient de dire, le noyau de la dernière flèche 

(qui est le conoyau de la première) est donc dans la catégorie CEC. Puis que le conoyau 

de la première flèche et Im(£9-1) Pi6x (h) • Hj?(X, E) sont dans CE,C, il en est de même 

pour 0x(h) -ÏÏ.%{X,E). • 

Lemme 5. — Soit Z irréductible et soit Z C X\ xX2 Vadhérence de Zariski de Z dans 

Xi x X2. On note jz : Z ^ ~Z. Soit Hg(Xi,Qe) ^ Hq(Xi,Qe) le morphisme cano

nique induit par le morphisme de faisceau sur Xi : jfQi Q£. Alors le diagramme 

suivant est commutatif : 

9t : Corrai x X2) ^ Hm(X1 x X2,pr^ 

OIZ) 0{Z) 

H'c(X2,Qi. 
•i2 

H*{X2,QE) 

Démonstration. — Pour tout W °-—> W purs de dimension d, on a le diagramme 
commutatif suivant : 

H*{W, Qe) <g> H2d~q(W, Qe(d)) H2d(W,Qe(d) 
Trw 

resw Trw 

H*(W, Qe) ® H2d~i{W, Qt(d))) > H2d(W,Qe(d)) 
Trw 

Soit a € H2(Xi,Qe), alors pour tout /3 G H2d-"(X2,<Qe(d)), on a donc : 

% ( W - J ! « U j 3 ) ^ T r ^ p r ^ a U p r ^ ) l ^ O f p r ï a U p r ^ ) 

Trz(pr^a U resz pr^/?) = Ttz(prìa U pro resx, /3) 

d= TrX2(0(Z)-aUresX2 (3) 9t : Corrai x X2) ^ Hm 

D'où jf o 0(Z) = 6(Z) o j} et le diagramme du lemme 5 est commutatif. 
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2. C o h o m o l o g i e des var ié tés de Siegel et de leur compact i f i ca t ions 

2 . 1 . R a p p e l s et pré l iminaires . — Soient G = GSp2g /z e^ G' = Sp2g /z son 

groupe dérivé ; on note v le morphisme canonique de G dans Gm dont G' est le noyau. 

Soient A l 'anneau des adèles sur Q dont on fixe une décomposition A = R x A / . Soit 

Koo le stabilisateur du morphisme de groupe défini sur R h : Cx —> G (M) 

h(x + iy) = 
Trw 
h(x + iy) = 

Pour tout sous-groupe net ouvert compact U C G (A/ ) , on considère le modèle cano

nique Mg^u/Q défini sur Q de la variété de Shimura dont les points complexes sont 

donnés par 

Mg,u(C) = G{Q)\G(A)/U.K00 

Soit Ag:u —• MQiu la variété abélienne universelle de dimension relative g et soit 

Asg jj le produit fibre s-ième de Agjj avec elle-même au dessus de M9:u- Pour tout n 

un entier naturel, soit U(n) le sous-groupe ouvert compact de G(Af) constitué des 

éléments entiers congrus à l2g modulo n. On note Mg^n/q = Mg^^nyQ. 

Par les travaux de Ash, Mumford, Rapoport et Tai(c/. [AMRT] ) et Pink [P], il 

existe des compactifications toroïdales projectives lisses Mg^n/Q et Asg,n/q respecti

vement de Mg:Tl et Asgn. Au début des années 90, Faltings et Chai en ont construit 

des modèles lisses définis sur Z [ l / n ] et de complémentaire un diviseur à croisements 

normaux relatif. De plus, ils montrent qu'il existe un schéma semi-abélien Gg,n défini 

sur Mg,n prolongeant le schéma abélien universel Ag,n. 

Soit Sn l'ensemble des nombres premiers divisant n. Le but de cette section est de 

prouver le théorème suivant : 

Théorème 3. — Soient s, g et n comme ci-dessus. On suppose que pour tout entier 

r < g, H * ( A ^ r , E) est un objet de CEn'gv, alors il en est de même de ~H*(dAs n) 

Le corollaire ci-dessous donne le critère permet tant d'appliquer la proposition 1 

pour démontrer le Théorème principal de cet article. 

Corollaire 3. — Pour tout entier s, H*(dA2 n) est dans C^N,GR. 

Démonstration. — Il suffit de vérifier les hypothèses du théorème dans le cas 

g = 2. Soit Ai^n Mi?n la courbe elliptique universelle au dessus de la courbe 

modulaire ouverte avec structure de niveau n. On a la suite spectrale de Leray 

H*(Mi>n, i# /*Q) => H ' + ^ î ^ Q ) qui dégénère en E2, de sorte que l'on a un filtra-

tion sur Hp(Af ) avec des quotients de la forme à H*(Mi?n, Symq(R1 f^Q)(i-\-q — p)). 

Chacun de ces espaces a un gradué qui est une somme directe de réalisation de motif 

de Scholl (cf. [Se]) (associé à des formes modulaires cuspidales donc de rang 2 et 

irréductibles) et de motifs de rang 1 définis sur Q, d'où le résultat. • 
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2.2 . GJ^-torseurs et p l o n g e m e n t s tor iques . — On commence par le lemme élé

mentaire suivant : 

Lemme 6. — Soit Y une variété surQ et soit G un G^-torseur sur Y pour la topologie 

étale. Supposons que H * ( F ) est dans CEgr, alors il en est de même de H * ( G ) . 

Démonstration. — On montre ce résultat par récurrence sur r. On fait agir de façon 

évidente G ^ sur G ^ 1 x {0}, et on définit le produit contracté G' = (G7^1 x {0}) xG^G. 

Alors G est un Gm torseur sur G' dont on note / le morphisme structural . 

Sous-lemme. — Rqf\Q£ = 0 pour q ^ 1,2, R^iQt = Qt et R?f\Qe = Q * ( - l ) . 

Démonstration du sous-lemme. — Posons G = A1 xGm C en considérant G comme 

un Gm-torseur sur G' ; G est un fibre en droites sur G' et le complémentaire de G dans 

G est donné par la section zéro de G' dans G. En d 'autre terme on a le diagramme : 

G ' ^ - ^ G ^ ^ G 

ix o i 
TT 

TT o j 
G' 

On a la suite exacte longue correspondante de cohomologie étale £-adique : 

(8) —• Rq-1(TToi)iQi Rq(noj)iQe Rq7r\Qe •Rq(TToi)lQ£ 

Comme un Gm-torseur est localement trivial pour la topologie étale, G est localement 

isomorphe à A1 au dessus de G'. Comme A1 est acyclique, nous en déduisons que 

RQTT\Q£ = 0 pour g / 2. Par ailleurs, pour des raisons de dimension les foncteurs 

images directes supérieures RQ dans la suite exacte (8) sont nuls pour q > 2 et sont 

isomorphes au faisceau Q ^ ( — 1) pour q = 2 par dualité de Poincaré. On obtient donc 

que RQ(TTOJ)Ì(QÌ est trivial pour q ^ 1,2 et on a R1(noj)]QE = Q£ et R2(TT O j)\Qe = 

QA-l). • 

Pour terminer la preuve du lemme, notons que G' est un G J ^ - t o r s e u r sur X. On 

en déduit donc par l 'hypothèse de récurrence que H J ^ C , Rqf\Q) est dans la catégorie 

Cpgr. On conclut en appliquant le lemme 2 (h). • 

On déduit de ce lemme un corollaire sur les plongements toriques. Soient T = G ^ , 

M = X*(T) = Homgp_al(T,Gm) 9* Zr et TV = X*(T) = Homgp_al(Gm,T) (le Z-dual 

de M ) . Soit S une décomposition en cônes rationnels polyédraux (cf. [Fui] pour la 

définition précise) d 'un cône fermé convexe C de Afa = N ®z M. On note r -< G pour 

dire que r est une face de G (i.e. T C G). Pour chaque cr, on a un plongement torique 

affine : 

T = Spec(Z[N]) Spec(Z[Arncrv]) = Ta 

avec Gv = {n e Nu | n*(n) ^ 0 Vn* € G}. Ces derniers se recollent en un plongement 

T ^ Te avec une action de T sur prolongeant celle sur T. De plus, on a une 
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stratification naturelle. Elle est donnée par la décomposition en T-orbites qui est 

indexée sur les cônes de la décomposition : 

EE ZER 

où pour chaque cr, Za est localement fermée et Za = Spec (Z [TV fi cr-1]) est un tore 

isomorphe a (Um 

Soit H un groupe opérant linéairement sur N. Cette action se t ranspor te en une action 

sur E et on suppose la condition d'admissibilité : 

(F) E admet un nombre fini d'orbites sous H. 

Pour A un sous-ensemble de E stable pour l'action de H, posons — L L E A ^ C 
TE- Le corollaire s'énonce : 

Corollaire 4. — On conserve les hypothèses et notations du lemme précédent. On 

suppose que H*(y, E) est dans la catégorie CEzr, alors il en est de même pour 

H*(GxT(WA/H)). 

Démonstration. — Soit Am C A le sous-ensemble des cônes de dimension supérieure 

ou égale à m contenus dans A. Rappelons d 'abord (cf. [Fui]) que pour a G E l 'adhé

rence de Za est donnée par Za = {JT^a ZT. Par conséquent Xm = G xT (W&m/H) est 

un sous-schémas fermé de Xo — G xT (W&/H) et lorsque m varie, on a une filtration 

décroissante XQ D X\ D • • • D ATr+1 = 0 . De plus, pour tout m, 

Xm — Xm+i — 
r€(Am-Am+1)/H 

G xT Zr 

est une réunion finie disjointe topologique de m-torseurs sur S. Par le lemme 

précédent, H*(Xm — Xm+i) est donc dans la catégorie C^'gr pour tout m. Par le 

lemme 2.(i) on conclut que H*(X0) = H*(G xT (WA/H)) est aussi dans C|'gr. • 

2 .3 . Compact i f i ca t ions toro ïda les . — Dans ce paragraphe, nous isolons les ré

sultats de [FC] qui nous seront utiles. Afin de faciliter les références, on reprend les 

notations et terminologies des chapitres IV et VI de loc. cit. à l 'exception près que 

nous notons Mg^n le schéma de module des variétés abéliennes de dimension g muni 

d 'une structure principale de niveau n au lieu de Ag,n comme dans loc. cit. 

Afin d'utiliser les résultats du paragraphe précédents, nous allons dégager une 

stratification du bord de Asgn par des G^-torseurs . Soit Dr le lieu des points de Mg^n 

au dessus desquels la variété semi-abélienne universelle Çg,n est de rang torique r. On 

pose 

Dr. 

EE 
Di 
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Par la semi-continuité supérieure du rang torique, on voit que Dr est un sous-schéma 

fermé de M g(n) (en fait, c'est l 'adhérence de Zariski de Dr mais on n'utilisera pas ce 

point). On a d~Mg(n) = Di et D0 = Mg(n). 

Pour tout Z-module libre de rang fini F , on note F * = Hom(F, Z), Y^ = Y ®z R, 

B(Y) le réseau des formes bilinéaires symétriques entières définies sur Y et S2 (Y) le 

carré symétrique de Y (isomorphe au Z-dual de B(Y)). Soit C(Y) (resp. C(Y)°) le 

cône de B(Y)u des formes positives (resp. définies positives) dont le radical est défini 

sur Q. 

On pose X = Z^ et on munit X ® X* de l'accouplement symplectique 

( x + x ' , y+y') — y'(x) — x'(y). On fixe E = E ( X ) une décomposition GL(X)-admissible 

lisse de C ( X ) en cônes rationnels polyédraux (un éventail GL(X)-admissible) à la

quelle est associée la compactification toroïdale Mg^n. Soient X^ un facteur direct 

totalement isotrope de rang r de X 0 l et E% — B(X^) ®z ^m/z- L'éventail E induit 

un éventail E^ de C(Xç) C B(Xç)u = X*(Eç)]& auquel on associe un plongement to

rique Eç ^ Eç. Soit Wç la réunion des ^ - o r b i t e s correspondant aux cônes contenus 

dans C(X^)° (i.e. = \_\aec{x^)° cf. notations du paragraphe 2.2). 

Proposition!. — Dr est une réunion disjointe topologique de sous-variétés (non ca-

noniquement) isomorphes à 

(9) 
Ker(Zi) D rad(b)}Ker(Zi) D r 

où ^ est un Eç-torseur sur Sç = Hom(X^, Ag-r,n) = Arg_rn où Ag-r,n désigne la 

variété abélienne universelle de dimension relative g — r sur Mg-r^n et GL(Xç)(n) — 

Ker(GL(JQ) -> GL(Xç/nXt:)). 

Démonstration. — C'est une conséquence de la construction de [FC]. Voir la discus
sion précédant le Théorème IV.6.7 et le Corollaire IV.6.10. • 

Maintenant on décrit la stratification du bord de dAsgn. Soient Es un éventail 
GL(X) x (X*)s-admissible lisse de 

CS(X) = {(&; ls) G C(X) x (X*)s Ker(Zi) D rad(b)} 

adaptée à E (cf. [FC] p. 96 et p.195-96) et auquel est associé la compactification 

toroïdale A n. Pour tout X% comme dans (9), on note ES(X^) la décomposition induite 

par Es sur Cs(Xç). Soient = (S2(Xç) x X | ) (g>z Gm et F^ ^ ~F\ le plongement 

torique correspondant à ES(X^). Soit fi la projection canonique de B(X)^ x (X^)s sur 

B(X)^. Cette dernière induit un morphisme /i£ de B(X^)u x (Xç®R)s sur B(X^)u et 

le morphisme canonique de Fç dans Eç se prolonge en un morphisme de plongements 

toriques tel que le carré suivant soit commutatif. 
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Fi 

Soit A^ l'ensemble des cônes r de SS(X^) tels qu'il existe a G Y,(Xç) tel que fi^cr1-) C 

r1-. Alors on a : 

(10) Ker(Zi) D rad 

Ker(Zi) 

Cela résulte du lemme suivant : 

Lemme 7. — Soit (j) un morphisme entre tores déployés T\ —> T2. Soient pour i — 1, 2 

= Homgp_ai(Gm, Ti); im éventail de ^ 1 et <̂-> 7 \ /e plongement torique 

correspondant. Soit (j)1 : X\ X2 le morphisme induit par <fi, on suppose que pour 

tout cône cr € E i , </>£(o~) est contenu dans un cône de E2. Alors <fi induit un carré 

commutatif 

Ti 

T2 To 

de plus pour tout cône a G E2, on a 

Ti x T Za — 
Ti xT Za  

T2 

Démonstration. — La première partie du lemme est triviale. Pour la seconde, on 

remarque que l 'action de Ti sur T\ laisse stable T\ x^2 Za et on observe la décompo

sition de T\ XTJ^2 Za en orbites sous l'action de T\. Si ZT est l 'une d'elles, <p induit un 

morphisme : 

Spec(Z[r, f i r1] ) Spec(Z[Fi f ia1] ) 

avec Yi = Homgp_ai(Ti, Gm) = Homz(Xj ,Z) . On a donc ^(cr-1) C r x . 

Soit = 0 z G m . Il y a une variété semi-abélienne sur 5^ de partie abélienne 

Ag-r^/SF: ^ de partie torique isomorphe à Tç/s^ z.e. telle qu'on ait la suite exacte : 

0 — > J\ —> —• Ag-r^rx/SC — Y 0 

G% est universelle au sens que toute variété semi-abélienne de rang torique r est 

un pull-back de Gç. On considère alors S | = G | x / 5 Ç Hf. C'est un i^- torseur sur 

Ag-r,n/S^= Ag-Tr,n/Q(ÇN))-
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Proposition3. — Asg n XJJ Dr est une réunion disjointe topologique de sous-variétés 

(non canoniquement) isomorphes à 

(H) S | xF* ZT) / GL(X(:)(n) xn-XI 

Démonstration. — Cela résulte de la construction de As n [FC, Ch VI] et de la dé

composition (10). • 

Corollaire 5. — Soit r ^ 1. Supposons que H * ( ^ t ; n ) est un objet de C ^ - G R . Alors 

H * ( ^ n X~MG n es^ dans la catégorie CEn'ër. 

Démonstration. — Cela résulte de la Proposition précédente. Il suffit d'appliquer le 

corollaire 4 avec WA = WA^ = {JtGA^ Z T , Y = Asg±rrJQiCnh T = G^+r(r+1)/2, 

H = G L p Q ) ( n ) x • 

La preuve du Théorème 3 s'obtient en appliquant le lemme 2 à la stratification 

Ag,n XMg(n) ^ 1 D Ag,n XMG(N) D2' • ^ Agn ><MG(N) Dg- • 

3. R e p r é s e n t a t i o n s cuspida les pour GSp2^ /q 

3 . 1 . R a p p e l s sur les correspondances de Hecke . — Soit 7 G M2gx2g(%) fi 
GSp2^(A/). Soit Isog^ n 7 /q Mg^n x MG^N/Q la correspondance de Hecke classifiant 
les isogénies <fi : A —> A! entre variétés abéliennes (de caractéristique zéro) principale
ment polarisées de dimension g telles que pour tout £, le morphisme entre les modules 
de Tate (FIE : Te(A) —> Tg(A') soit équivalent à 7 (i.e. dont la matrice dans des bases 
symplectiques appartient à la classe double GSp4(Z/)7 GSp4(Z^) en prenant sur les 
modules de Tate l'accouplement symplectique induit par l'accouplement de Weil et 
la polarisation principale). La correspondance Isog^ n peut se décrit aussi de la fa
çon suivante. Soit U = U(n). La multiplication à droite par 7, induit un morphisme 
7^ : M5)7[/7-i(C) —> MG^U((C) qui est en fait défini sur Q. Isog^n est l'image dans 
M9iU x Mg:U/Q de MG^UNIUL-I/Q par id X 7 I 

On définit également une correspondance lZsg n^/Q sur AgJTI/Q. L'homomorphisme 
7^ définit un morphisme qu'on note de la même façon entre les produits fibres des 
variétés abéliennes universelles. 

^Ag,U/Q y Al^-WY/Q 

Alors lZsg>n?7/q est défini comme l'image canonique de (1 x ^)*Asg [/n7£/7-i/Q dans 
A* n x A*>n. Les correspondances que nous venons de définir sont propres au sens du 
paragraphe 1. Soit 7ïg(n) l'algèbre de Hecke abstraite engendrée sur Q par les classes 
doubles U(n)~fU(n) avec 7 G G(Af). Il est facile de voir que U(n)^U(n) 1—> Isog^n/y 
(resp. U(n)~fU(n) H-» lZsgni) définit des homomorphismes d'algèbre de TLg(n) dans 
CorrQ(M^5n/Q) (resp. de CorrQ(^5n/Q)) . 
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Soit fs la projection canonique de As n/Mg n sur M9in. On a la suite spectrale de 

Leray : 

E™ = HP(Mg,n/Q,c,Rif:®e) HP(Mg,n/Q,c,Rif:®e) 

Il est facile de verifier que l 'action de Isogp n 7 sur les termes Ef'9 de la suite spec

trale induit une action sur son aboutissement qui coïncide avec l 'action de lZsg n sur 

œ+HA%M,<ye,®t). 

3 .2 . D é c o u p a g e d u p o i d s . — Nous commençons par des préliminaires sur les 

correspondances relatives. Soit T une variété définie sur Q et F un T-schéma lisse de 
f 

type fini de dimension d tel que le morphisme structural Y —» T soit propre et plat. 

Soit Z Y une immersion fermée tel que Z jT soit plat de codimension r . On sait 

qu'on peut définir la classe cj(Z) G H?/(Y, Qe(r)). Par ailleurs, comme R2r f*Qe(r)) 

est le faisceau associé au préfaisceau V H-> H2r(f~1 (V),Q(r)), on a un morphisme 

canonique de H2r(Y, Qt(r) dans H°(T, R2rf*Q£(r)). On pose la définition suivante : 

Définition 4. — La classe relative (à T) de Z dans Y, notée c^T(Z) est l'image de 

ce{Z) par le morphisme canonique H2r(Y, Qe(r)) -> i f ° (T , R2rf*Qe(r)). 

Cette définition se justifie de la façon suivante. Soit t un point géométrique de T. 

On note Yt et Zt respectivement les fibres de y et de Z au dessus de t. On a le 

diagramme commutatif : 

H2r(Y,Qe(r)) •H2r(Yt,Qe(r)) 

H°(T, R2rLQe(r)) ^ R2rf.Qt(r))t 

et on a 

<Pt(ce{Z) = M4/t(z)) = cï'(Zt) 

Une correspondance relative irréductible sur Y/T est un sous-schéma fermé irréductible 

Z jT plat sur T de Y XT Y de codimension r. Comme Y est propre sur T , 7 X ^ 7 M 

Y x Y est une immersion fermée. Ainsi Z est aussi un sous-schéma fermé de Y x Y 

dont il n'est pas difficile de voir que c'est une correspondance propre au sens du 

paragraphe 1.4. De plus via sa classe relative CYXtY^T(Z) et l 'isomorphisme 

H°(T,R2r(f x f),Qt) Hom(R'f*,R'+2(-r-dîf*) 

la correspondance relative Y/T définit un homomorphisme i?*/* —• Rm+2<<-r d>)f*. Par 

ailleurs, comme Z est une correspondance propre d e F x F (au sens du paragraphe 1.4), 

Z définit un morphisme 0£(Z) : H*(Y,Qe) -> H*+2(r~d\Y, Qe). Nous laissons au 

lecteur le soin de vérifier le lemme suivant. 
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Lemme 8. — Avec les notations précédentes, les morphismes définis ci-dessus in

duisent un morphisme sur les suites spectrales de Leray : 

H*(T, Rqf*Qe) Hp(T, Rq+2(r-d) f*Q£) 

qui induit le morphisme 6t(Z) : Hp+q(Y,Q£) -> Hp+q+2(r~d\Y, Qe) sur leur aboutis

sements. 

Nous sommes maintenant prêt pour définir une correspondance relative dans le 

produit fibre de la variété abélienne universelle permet tant d'isoler les faisceaux (irré

ductibles) localement constants de la variété de Siegel. On fixe À = ( a i , . . . , ag; c) 

avec O J , C G Z . À détermine un poids dominant de G = GSp2^ si ai ^ • • • ^ ag ^ 0 et 

ai + — • + ag = c modulo 2 de la façon suivante. Soit T C G le tore diagonal. On pose 

A(diag(xi, . ..,Xg,zx11,...,zxg *)) xi1 •••x°yz^-^ai)l2 

Soit L\ la représentation irréductible de plus haut poids À. L\ définit un système 

local admissible Lx (au sens du paragraphe 1) sur Mg^. 

Dans la suite, on suppose que c — ai H h ag, ce qui n'est pas restrictif quant au 

résultat final (il suffira de faire une torsion à la Tate). Le but de cette section est de 
démontrer la proposition suivante. 

Proposition 4. — Pour tout U C G(Af) ouvert compact, il existe une correspondance 

propre ex G CoTTQ(uAg) tel que ex • R*f\Q£ = Lx(Qt). i.e. exRlfïQe = L.\(Qi) 

lorsque i — s et 0 sinon. 

Démonstration. — Soit St = £(i,o,...,o;i)(Q) la représentation s tandard de rang 2g de 
GSp2£. On note (, ) : St (8> St —• (Q) l'accouplement symplectique symplectique sur St. 

Choisissons s — s\ — J2iai- Alors LA est un facteur directe de <g)s St en tant 
que représentation algébrique de G. On va voir qu'il existe un idempotent E\ G 
End(A*(Sts)) dont l'image est exactement L\. Il est construit à partir des éléments 
des types suivants : 

(i) (Multiplications) Pour une famille de nombre entiers non nuls n — ( m , . . . , ns), 

soit [n] = [ni] <g • • • ® [ns] G End(®s St) où [rii] désigne la multiplication par ni sur la 

i-ème composante de <S>S St. 

(ii) (Permutations) Pour toute permutat ion a des entiers { 1 , . . . , soit l'en-

domorphisme de St® obtenu par permutat ion des composantes selon a. 

(iii) (Contractions) La construction suivante est due à H. Weyl. Pour chaque paire 

(p, q) d'entiers tels que p < g, on considère l 'homomorphisme i/jPtq : <S>S St —• (g)s-2 St 

défini par 

Vi g • • • (8) Vs l > {Vp, Vq)Vi ® • ' • ® Vp ® - • • (g) Vg (g) • ' • <g) Vs 

et soit (j)Pjq la flèche duale gs 2 St —» gs St après avoir identifié V et son dual via (, ). 

Soit ^ = Y,P<q i>P,G et $ = ^p<q 0P,G- On a ^ o $ = # • id. Donc es = i d - 1 / g • $ o ^ 
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est un idempotent de End((g)s St) et 

e,„v • ®sS t = St(s) 
p<q 

Ker(ìpPa) 

On trai te d 'abord le cas À non trivial (i.e. À ^ ( 0 , . . . , 0; 0)). 

Choisissons n tel que les rii soient premiers entre eux deux à deux et posons SN — 

~7 ̂ 2ab^a]- ê sous-espace propre (généralisé) de A* Sts de SN pour la valeur propre 

HiTii est 0S St. Il existe un polynôme P à coefficients rationnels tel que si eE = P(sn) 

alors • A*(Sts) = ®sSt . 

Puisque les permutat ion du (ii) commutent avec les contractions ipp,q et elles 

commutent avec e^sy D'après Young, il existe un idempotent d\ dans l'algèbre du 

groupe sur Q des endomorphismes de permutat ions ((pa)a(Esg tel que L \ = d\St^ 

(cf. [FH, T h 17.11]). Soit E\ — d\ o o e[n], c'est trivialement un idempotent de 

End(A* Sts) ayant pour image L\. 

Lorsque À est trivial, on prend s = 1 et on prend EQ = (2 — [2])/2. On vérifie 

immédiatement que Eo • A* St = Q = LQ si i = 0 et 0 si i = 1. 

Passons maintenant à la construction de e\. On s'inspire de [FC, p.235]. On a 

P*fs*Qe — A*i?1(/*Q^)S et la fibre de i21(/*Q^)s en un point géométrique x est cano-

niquement isomorphe au module de Tate V£(AX) = T£(Ax)®Qe = St(Q^) de la variété 

abélienne classifiée par x. Plus précisément, on a même JR1(/*Q^) = St(Q^). D'après 

la discussion précédente, il suffit donc de construire des correspondances relatives de 

Asg u/MG N Qui induisent les homomorphismes du type (i), (ii) et (iii) ci-dessus sur la 

fibre A*Vi(Ax)s. On prend les correspondances suivantes : 

(i)' Soit Zn le graphe de l'isogénie de Asg u définie par la multiplication par ni sur 

le i-ème facteur. 

(ii)' Soit Za le graphe de l 'automorphisme de AsgU défini par permutat ion des 

facteurs de Asg v suivant a. 

(iii)' Soit V le fibre de Poincaré sur A2gU et soit c\(V) sa classe de Chern dans 

A1(A2gU). Soit prp q : Ag u —> A2 u la projection sur les composantes p et q. Soit 

ô : As JJ Ag JJ XM9 u Ag JJ le plongement diagonal. Comme ô est propre et prp q est 

plat, on peut poser 

AM=5* (pv*M Cl(V)) 

C'est une correspondance de codimension dim(v4^ C7) + 1 ; elle induit donc une action 

de degré 2 sur la cohomologie. Par la formule de projection, on vérifie facilement que 

l 'action de Ap^q sur la fibre de A*V£(AX)S revient à prendre le cup-produit (dans les 

facteurs p et q) avec la classe de Chern dans H2(AX x AXiQt) du fibre de Poincaré 

sur Ax x Ax. Comme cette classe correspond à la forme ( , ) : V£(AX) ® Vi(Ax) —» 

induit par l 'accouplement de Weil sur Vt(Ax x Ax) (cf. par exemple [M, lemma 

16.7]), la restriction à (g)sVi(Ax) de cette action correspond donc à l 'homomorphisme 
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Soit C AgU XM9,U AsgU le plongement diagonal de AG~J sur les 5 — 2 

composantes hors de p et g et soir Pr\ la projection de AgU XM9,U AgU sur le 

premier facteur. On pose : 

Bp,q = A™ • (Prî ( p r ^ . d C P ) 2 " - 1 ) ) 

Cette correspondance est de codimension dim(A^ v) — 1 et elle induit donc une 

action de degré —2 sur la cohomologie. Comme ci(V)2g~1 est dual de ci(V), on 

voit facilement que l'action de Bp^q sur ®sVe(Ax) correspond à l 'homomorphisme 

On peut maintenant composer ces correspondances et définir un idempotent e\ 

grâce à la discussion précédente. C'est une correspondance relative dans AsgV XMQU 

Asg,u/Mg,u- ' • 

Remarque. — Voir l 'appendice 2 de [MT] pour une construction sur Zp de cette 

correspondance. 

3 .3 . D é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e 1. — Soit TT une représentation cuspidale de 

GSp2£ / Q de poids cohomologique À. Soient Sn l'ensemble des places de ramification 

de TT et En le corps engendré par les valeurs propres des opérateurs de Hecke aux 

places v 4. Sn agissant sur TTU pour U minimal tel que TTU ^ 0. Soit 

H.l(Mg,Lx) = ljmH*c(Mg<u,Lx) 

et soit 

VT = HomG(Af)(7rf,U*c(Mg,Lx(Ev))) 

C'est un éléments de CE^ DE dimension M{RRF) la multiplicité de 7R/. Notre résultat 

principal est le suivant : 

Théorème 4. — Soit TT comme ci-dessus. Supposons que les hypothèses du théorème S 

sont satisfaites pour g et pour tout n tel que TTU^ ^ 0. Alors est un objet de 

C^~c ayant bonne réduction aux places de non ramification de TT. 

Démonstration. — Pour tout entier n soit Sn l'ensemble des premiers divisant n. 

Nous montrons que <S>E^ E est un objet de Cgn~c pour tout n > 3 tel que TT soit 

de niveau n (i.e. tel que TTU^ ^ 0) et E un corps de nombres assez gros contenant TT 

et dépendant de n. 

Fixons un entier n tel que TT soit de niveau n. Soit 1Z l'ensemble des représentation 

automorphes cohomologique TT' de niveau n et de poids À' intervenant dans A* Sts 

avec 5 = S A S I À ^ 0 e t , S = L S I À = 0. Cet ensemble est fini ; il existe donc un corps 

de nombres E contenant E^ et tel que TT,U^ ait une structure E'-rationnelle quelque 

soit TT' G 7Z. De plus il existe hnf G 7i.g(n) C*)Q E tel que pour toute représentation 

TT' G 7Z, hn agisse par l 'identité (resp. par zéro) sur TT'U^ si et seulement si TT'U^ = 

(resp. TT/U(nï £É TTU(N^). Soit e7F/ l'image de h7rf dans Cor r£ (A^n) . On pose 

en = e\ • e7r/ G Corr#(A*n) ; c'est un idempotent. En effet, e7r/ commute avec e\ 
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puisque l 'action de e\ vaut l 'identité ou 0 sur les sous-espaces stables par enf. Par la 

suite spectral de Leray, on a donc : 

E™ = e i r . f f ? (MFL,„ /Q„) .R* / .AQ/ ) ew. / ï*+ ' (^ ,n /Q">Q<) 

Par ailleurs, par la propriété vérifiée par e\, on a Ë^q = 0 sauf si q = s. Donc la suite 
spectrale dégénère en E2 et on a : 

m(7rUf{n)) • (7ry(n)) (g) 0 : en • (H?(Ma.n/0«:,Raf;Qi)®E) 
(12) 

m(7rUf{n)) • (7ry(n)) (g) 0 E 0 Qe 

avec m(7Ty ) la multiplicité de TT f dans H^(MgiTll L\(C)). Comme A*)n admet 
une compactification projective lisse et ayant bonne réduction en dehors des premiers 
divisant n et dont la cohomologie du bord appartient à la catégorie C^n~ër d 'après 
nos hypothèses et le théorème 3, on peut appliquer la Proposition 1 pour déduire que 
en • Hg+S(v4^n, E) est dans la catégorie C%c. Le théorème résulte donc de (12). • 

Corollaire 6. — Soit TT une représentation cuspidale cohomologique irréductible de 

GSp4(A). Alors V-JT est dans la catégorie Cg*~c. 

Démonstration. — Cela résulte du théorème précédent et du corollaire 3. 

Remarque. — On n'utilise pas ici l'existence de pn. Dans [U2], on utilise ce résultat, 

pour construire pn^p lorsque TT est ordinaire en p grâce aux résultats de Laumon 

[L96, L05] et Taylor [Ta93]. 

Soit maintenant pn = {pir,i}e le système de représentations ^-adiques construit par 
Weissauer. Par la construction de Weissauer (cf. [ W l , W 2 , W3]) , si TT n'est ni CAP 
ni endoscopique, on a pour tout £. 

(13) m(7rUf{n)) • (7ry(n)) (g) 

Le Théorème 1 de 1 ' introduction est donc prouvé. Les cas CAP et endoscopiques se 

déduisent du résultat pour GL(2) connu par Scholl. 

3.4 . D é m o n s t r a t i o n des Corol la ires . — Dans ce paragraphe, on admet que la 

représentation galoisienne p^iP existe. On conserve les notations de la section précé

dente. On note TTf et TT^ respectivement les parties finie et archimédienne de TT. On 

suppose que TT est de poids cohomologique (a, 6; —a — b). Les poids de Hodge-Tate de 

la restriction de pnjP à GQP sont contenus dans {0,6 + l , a + 2 , a + 6 + 3 } ; Soit TTH 
(resp. TTW) la représentation holomorphe (resp. générique) dans le même paquet local 

que 7TOO. Alors TTJ 0 TTH (resp. TTf 0 TTW) est automorphe si et seulement si 0, a + b + 3 

(resp. b + 1, a + 2) sont des poids de Hodge-Tate pour pn^p (cf. [Ta93]). 

Démonstration du corollaire 1. — On suppose que TT est stable à l'infini, donc tous 

les poids de Hodge-Tate possibles apparaissent. On considère d 'abord le cas où TT est 

ordinaire en p pour le parabolique de Siegel. Par définition, les pentes du polygones 
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de Newton de QniP(X) sont 0, t, a + b + 3 — t, a + b + 3 (cf. [TU]). Par le théorème 1, 

c'est aussi le polygone de Newton du polynôme caractéristique du Frobenius cristallin 

agissant sur -DcriS(p7r7P). On voit que pour que le polygone de Hodge soit en dessous du 

polygone de Newton, il est nécessaire que 0, a + b + 3 soient des poids de Hodge-Tate 

de Pn,p' Dans ce cas, les polygones de Hodge et Newton ont les sommets (1,0) et 

(3, a -f b + 3) en commun. D'où la première partie du corollaire 1. La seconde partie 

se démontre comme dans [TU] Prop. 7.1. • 

Pour démontrer le corollaire 2, il suffit d 'adapter la preuve du Théorème 3.4.3 et 

du corollaire 3.4.5 de [Ul] dans lesquels on avait utilisé l 'ordinarité du « Thêta lift » 

de a à GSp4 pour le Borel. En fait, l 'ordinarité pour le parabolique de Siegel suffit ; 

elle entraîne par la première partie du corollaire 1, l'existence d'une droite stable dans 

Inâ-Q^pa (g) r] ; ici R\ est un caractère quadratique associé au « Thê ta lift » (cf. loc. cit.) 

construit dans [HST]. On en déduit facilement l 'ordinarité de pa. • 
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