Asterisque

FELIPE CANO
ROBERT MOUSSU

FERNANDO SANZ

Pinceaux de courbes intégrales d’un champ
de vecteurs analytique

Astérisque, tome 297 (2004), p. 1-34
<http://www.numdam.org/item?id=AST_2004__ 297 __1_0>

© Société mathématique de France, 2004, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique I’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AST_2004__297__1_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Astérisque
297. 2004, p. 1 34

PINCEAUX DE COURBES INTEGRALES
D’UN CHAMP DE VECTEURS ANALYTIQUE

par

Felipe Cano, Robert Moussu & Fernando Sanz

Résumé. — Soit 4y une courbe intégrale d'un champ de vecteurs analytique X
dans une variété réelle de dimension trois. Supposons que o ait un seul point limite
et qu'elle posstde des tangentes itérées. Le pinceau intégral PI(yo) est I'ensemble
des courbes intégrales de X qui ont les mémes tangentes itérées (orientées) que 7.
Nous montrons que les courbes de Pl() sont, soit deux a deux sous-analytiquement
séparables, soit deux & deux asymptotiquement enlacées. Dans ce dernier cas. P1(vy)
possede un axe formel qui est divergent si et seulement si les courbes de PI(vo) sont
non oscillantes.

Abstract (Integral pencils of trajectories of an analytic vector field). — Let o be an inte-
gral curve of an analytic vector field X in a real three dimensional manifold. Suppose
that vy has a single limit point and that it has all iterated tangents. The integral
pencil PI(~y) is the set of all integral curves of X having the same (oriented) iterated
tangents as vg. We prove that two arbitrary curves in Pl(vg) are either subanalyti-
cally separated or asymptotically linked. In this last case, PI(y9) has a formal axis
which is divergent if and only if the curves of PI(~yg) are not oscillatory.

0. Introduction

Soit X un champ de vectewrs analytique sur une variété Al de dimension trois
et soit 9 une courbe intégrale de X dont 'ensemble w-limite, w(yy). est un point
singulier p de X. Nous nous intéresserons a la question suivante. Comment, d'un
point de vue analytique. 5o peut-elle tendre vers p? Cette question n’est pertinente
que si vy possede une tangente en p. En effet, soit m @ My — My I'éclatement de
centre po et soit 4 le relevé de v par . Son ensemble w-limite, w(yy). est contenu
dans le diviseur exceptionnel de mp qui est identifié a RP(2). La courbe vp a une
tangente en py de direction py si et seulement si w(y;) = pi. Si ce n'est pas le cas.
I'étude de v au voisinage de pp est un probleme de dynamique globale. Ce n'est plus
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2 F. CANO, R. MOUSSU & F. SANZ

un probleme local de géométrie analytique. Pour cette raison nous nous intéressons
seulement aux courbes vy qui possedent des tangentes itérées TI(yg) = {pn}, ¢’est-a-
dire, a celles pour lesquelles il existe une suite infinie d’éclatements ponctuels

My —— M; «—— My--- — M, _, L My, -

de centres les points pg, p1,....pn—1,..., telle que p, = w(7y,) ol 7, est le relevé de
Yn—1 par m,. La droite tangente a v,,—; en p,_1 est naturellement orientée par -, ;.
Nous notons p,! le point correspondant de S? et TT* (7o) = {p;}} la suite des tangentes
itérées orientées de 7. L'ensemble PI(vq) des courbes 7 telles que TIT (v) = TI% (7o)
est le pinceau intégral de vy pour X. Si [ est une courbe formelle en Po, nous notons
encore TI(f) sa suite de points infiniment proches au sens de [2]. Si TI( ) TT(vo)
nous dirons que [ est laze de PI(vp) ou que o a un contact plat avec r.

S’il existe une surface analytique qui ne contient pas g et qui coupe 7o selon une
infinité de points, on dit que vy est oscillante. Dans ce cas, le théoreme suivant décrit
les propriétés du pinceau PI(yy).

Théoreme du spiralement axial ([7]). Si vy est oscillante et posséde des tangentes
itérées, PI(vo) posseéde un are I convergent X -invariant et vy « spirale » autour de T'.
De plus, si I' n’est pas contenu dans Sing X le lieu singulier de X, toutes les courbes
de PI(yp) ~ T" sont oscillantes et spiralent autour de T'.

Si la courbe vy n’est pas oscillante, clle possede des tangentes itérées. Le but de
ce travail est I'étude des pinceaux PI(vy) constitués de courbes non oscillantes. Ces
objets ne sont pas rares. D’apres le théoreme précédent, c'est le cas si vy est non
oscillante et n’a pas un contact plat avec Sing X .

Théoréme I. — Si les courbes de Pl(~y) sont non oscillantes on a ['une des propriétés
suivantes

s) Deux courbes distinctes, quelconques, de Pl(~yg) sont sous-analytiquement sépa-
rables.

e) Deux courbes distinctes, quelconques, de PI(vo) sont asymptotiquement enlacées.

De plus, ces propriétés ne peuvent pas étre satisfaites simultanément.

Dans le cas s) nous dirons que Pl(~g) est un pinceau intégral séparé. Dans le cas e)
nous dirons que Pl(vg) est un pinceau intégral enlacé. La structure de tels pinceaux
est décrite dans le théoreme II ci-dessous. Avant de I'énoncer, définissons brievement
les concepts qui apparaissent dans le théoreme précédent. Soient «, 7' deux courbes

| Vs
intégrales de PI(vy) et soient |v]. |7/| leurs images. On dit que 7, v/ sont « distinctes »
st |v],
sous-analytiquement séparables s'il existe une application f bornée, non constante,

ﬁ,/’| ne sont pas contenues dans une meme orbite du flot de X, que ~, ~' sont

vl U4/ dans R? telle que le nombre de points
)N f(A]) est fini. Des coordonnées w = (r,y.z) centrées en p sont dites

sous-analytique sur un voisinage de
de f(|v
z-positives pour v si |y] € {z > 0} et si v coupe transversalement les plans z =

ASTERISQUE 297



PINCEAUX DE COURBES INTEGRALES 3

constante. On peut alors reparamétrer |y| par z. Ce que nous écrivons z — v(z) =
(z(2),y(2),2), z > 0. Deux courbes v, 7' sont asymptotiquement enlacées s’il existe
des coordonnées w, z-positives pour v, v/, telles que la courbe z — (v(z) - ~'(2))
dans R? x {0} = R? spirale autour de 0. Ce concept est indépendant des coordonnées
choisies pour le définir lorsque v, 7/ sont non oscillantes.

Théoreme I1. — Soit P1(vo) un pinceau intégral enlacé de courbes non oscillantes.
(1) PI(~o) posséde un aze formel T non convergent transcendant ; ¢’est-a-dire quil
n’existe pas de surface analytique qui contienne L.
(2) SiV est un voisinage de p, il eriste un ouvert sous-analytique connexe U C V
positivement invariant par le flot de X tel qu’une courbe intégrale v de X appartient
a PI(~o) si et seulement si |y|NU # @.

Un pinceau enlacé de courbes non oscillantes est X-irréductible au sens suivant.
Un ouvert U comme dans le théoreme 11 n’est pas la réunion de deux ensembles sous-
analytiques non vides, disjoints, positivement invariants par le flot de X. En effet,
sinon, U contiendrait un sous-ensemble sous-analytique A positivement invariant par
le flot de X de dimension inférieure ou égale a deux. L'axe formel T' de PI(~p) serait
contenu dans A, ce qui contredirait I'assertion 1 du théoreme II.

Supposons que 7o soit une courbe oscillante qui possede des tangentes itérées et
que v n'a pas un contact plat avec une courbe contenue dans Sing X. D’apres le
théoréme du spiralement axial, toutes les courbes de PI{~g) ~ I' sont oscillantes et
spiralent autour d'un axe I'. Une des composantes connexes de I' ~ {p}, notée T'"
est une courbe intégrale de PI(vy). Deux courbes quelconques, distinctes de PI(vg)
sont asymptotiquement enlacées et il existe encore U, un ouvert X-invariant comme
dans le théoreme II [7]. Mais dans ce cas, PI(vy) n’est pas X-irréductible puisque
U= (U-~THurt.

Exemple (L’équation d’Euler). Dans C? muni des coordonnées (u, v) I'équation dif-
férentielle
du dv .
E. — = —u+4ev, —=-—0v> avece=0,1
(Ee) dt dt ’

définit un feuilletage holomorphe F. dont v = 0 est une séparatrice. Le plongement
jw de C x R dans C? défini par j,(u,z) = (u,wz) avec w = exp(—ia) oll «a est réel,
|a] < /2 est transverse a F.. L'image inverse F. , de F. par j, est un feuilletage
en courbes réelles. Sa description permet de mieux comprendre la géométrie de F. du
« coté noeud-col » [23]. En identifiant C & R? via Décriture u = z + iy = (x,y), les
feuilles de F., sont les courbes intégrales de I'équation différentielle

dx ) dy ) dz 9
(Few) — = —cosax +sinay + ez, — = —sinar —cosay, — = -—z

dt dt dt
Le plan z = 0 est la variété stable de E. . Les courbes intégrales v de E; ,, contenues

dans z > 0 sont transverses aux plans z =constante. Ce sont des graphes v(z) =
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4 F. CANO, R. MOUSSU & F. SANZ

(u(z).2), z > 0 de fonctions u(z) solutions de

2 Z—Z = 5 —cz, avec u(z) =a(z) +iy(z), z > 0.
Sie =0,onau(z) =cexp(—1/wz), ¢ € C L'ensemble des |y| € {z > 0} est un
pinceau intégral Py d'axe T' = {u = 0}. Si w = 1, elles sont non oscillantes et Py est
séparé. Si w # 1, les courbes de Py~ T sont oscillantes. elles spiralent autour de I". Si

e =1, 'ensemble des |y] C {z > 0} est un pinceau intégral Py d’axe formel

Uy(2) = (2(2).5(x). 2) = (W(2). 2).  avec i(z) = Z(n — Dl
nz=l1
Soient 7, 7', distinctes, appartenant a Py, v(z) = (u(2).2), 7'(z) = (u/(2),2). Alors
on a (u(z) —u'(z)) = cexp(—1/wz), ¢ € C. St w = 1, P, est un pinceau séparé de
courbes non oscillantes. Si w # 1, P; est un pinceau enlacé de courbes non oscillantes.

Les concepts oscillation, tangentes itérées, enlacement asymptotique, séparation
sont définis de fagon précise dans le chapitre suivant. Par des arguments classiques
de géométric analytique réelle nous montrons qu'ils sont stables par des morphismes
permis. Ce sont des composés d’éclatements de points, de courbes lisses et de rami-
fications au-dessus de surfaces lisses. Ainsi, d’apres le « théoréme d’uniformisation
polarisée » de [6], il suffit de démontrer les théoremes I et I1 lorsque la partie lindaire
DX (p) n’est pas nilpotente. Il est alors nécessaire de distinguer différents cas selon la
nature du spectre de DX (p). Cette démarche nécessite encore quelques définitions :
pinceau final hyperbolique, pinceau final de type I, pincean final de type I1.

Les chapitres 2, 3, 4 sont consacrés aux démonstrations des théoremes I (sans
lalternative) et IT pour les pinceaux hyperboliques, finaux de type I, finaux de type 11,
respectivement. Enfin, dans le chapitre 5. nous montrons 'alternative du théoreme I
et nous prouvons que 'étude des pinceaux intégraux se ramene a celui des pinceaux
finaux.

Ce travail doit beaucoup a une question de F. Dumortier et a des conversations
avec J.-M. Lion. Nous les remercions vivement.

1. Enlacement asymptotique et pinceau intégral

Dans toute cette partie, X désigne un champ de vecteurs analytique sur une va-
riété M de dimension trois et v : t +— ~(t), t = 0 une courbe intégrale non constante
de X dont I'ensemble w-limite noté p = w(v) est un point singulier de X. Dans un
premier paragraphe nous rappelons quelques concepts définis dans [7] : tangentes ité-
rées, courbes oscillantes, spiralement axial. Dans le paragraphe suivant nous étudions
les propriétés « individuelles » d'une courbe ~ non oscillante. Nous montrons essentiel-
lement que la non oscillation est une propriété stable par des morphismes admissibles.
Ce sont des composés d’éclatements de points, de courbes et des ramifications. Le
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PINCEAUX DE COURBES INTEGRALES 5

concept d’enlacement asymptotique de deux courbes intégrales est défini dans le pa-
ragraphe trois. Apres avoir constaté qu'il est indépendant des coordonnées choisies
pour le définir, pour des courbes non oscillantes, nous montrons qu'il est stable par
morphismes admissibles. Dans le dernier paragraphe, nous donnons la définition de
pinceau intégral et précisons quelques propriétés d’un tel objet. Nous étudions la
stabilité de ce concept par transformation admissible.

1.1. Tangentes itérées et oscillation. — Nous reprenons les notations de l'intro-
duction, v : t — (1), t > 0 est une courbe intégrale de X sur M telle que w(y) = p.
Soit 7y : My — M U'éclatement de centre p. Il existe une unique courbe v, dans Ay
telle que 7 o y; = 7. Clest une courbe intégrale du champ de vecteurs X, sur A
défini par 7, (X,) = X. On dit que 71, X5 sont les relevés de v, X par m;. L'ensemble
w-limite, w(7v1), de v1 est contenu dans le diviseur exceptionnel ﬂfl (p) qui est identifié
au projectif réel RP(2). Dire que w(y1) est un point p; de RP(2) signific que v possede
une tangente en p dans la direction p1. Si ¢’est le cas, a la courbe v correspond une des
demies droites pf € §% associées & p; € RP(2). Le point p]+ est la tangente orientée
en p & 7. Nous dirons que v possede des tangentes itérées si I'on peut construire une
suite infinie

My o M, 2 My - —— M, AL M, -, avec My = M, po =p,
d’éclatements ponctuels 7, n > 1, de centre le point p,,_1 de M, _y, telle que p,, soit
I'ensemble w-limite du relevé v, = 7, Vo my,_1 de v,—1 par m,. Si c’est l(\ cas nous
dirons que TI(y) = {p,} est la suite des tangentes itérées de v et que TIY () = {p;
est la suite des tangentes itérées orientées de ~

Soit T' une courbe formelle au point p et w2 My — M Véclatement de centre p.
Il existe un unique point NS 771 "(p) et une courbe formelle I} en 1, le transformé
strict de F telle que m o Fl — T. Par une induction évide nte, on construit une suite
infinie de points TI(F = {pn} associés a . Clest la suite de points infiniment proches
de T au sens de [2]. Si Tl(f) = TI(~) nous dirons que v a un contact plat avec I.
Lorsque v a un contact avec une courbe I' analytique, la courbe I' est X-invariante
([7]). Plus généralement supposons que v ait un contact plat avec une courbe formelle
[ et soit F(~) = (Z(2), y(2), z) le développement de Puiseux de [ dans des coordonnées
w = (x,y, z) centrées en p. Si |y| possede un paramétrage z — v(z) = (x(2),y(2), 2)
on peut montrer que I‘( ) est un développement asymptotique de y(z). Cette assertion
est prouvée dans [6] lorsque v est non oscillante. Nous ne l'utiliserons que dans ce
cadre.

Soit S une surface analytique dans Af. On dit que v est S-oscillante si |y| ¢ S et
~ coupe S selon un nombre infini de points. La courbe v est non oscillante si, pour
toute surface analytique S dans M, v n’est pas S-oscillante. En dimension deux. une
courbe qui possede des tangentes itérées est toujours non oscillante. Cette dichotomie
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6 F. CANO, R. MOUSSU & F. SANZ

oscillant-tangentes itérées n’est plus vraie en dimension trois. On a alors le théoreme
suivant du spiralement axial [7] :

Théoreme 1.1. — La courbe vy est oscillante et posséde des tangentes itérées si et seule-
ment si v spirale autour d’une demie branche analytique T,

Le concept de spiralement axial est assez intuitif. Au lieu de rappeler sa définition
rappelons sa propriété caractéristique : v spirale autour de I'" si et seulement si v a
un contact plat avec T et v est S-oscillante pour toute surface analytique S contenant
I'*. On en déduit que le spiralement axial est stable par éclatement (et effondrement)

ponctuel.
1.2. Courbes non oscillantes et transformations admissibles. — Nous
conservons les notations M, X, v, w(y) = p et nous supposons que 7y est non

oscillante. Dans [7] nous avons montré que si v est non oscillante, alors v possede
des tangentes itérées TI(~). Nous allons déduire du théoreme de spiralement axial la
stabilité de la non-oscillation par éclatement ponctuel :

Lemme 1.2. — Soit v non oscillante. Alors son relevé vy par Uéclatement de centre
w(y) = p est une courbe non oscillante.

Démonstration. — Supposons que 7 soit oscillante. C’est une courbe intégrale du
champ de vecteurs X relevé de X par m; qui est oscillante et qui possede des tan-
gentes itérées (comme 7). Ainsi 47 spirale autour d'un axe I'[. Le spiralement axial
étant stable par éclatement de point, la courbe ~ est S-oscillante pour toute surface
analytique S contenant 7 (I'}]). O

Soit Y un germe de courbe analytique lisse dans M passant par p qui ne rencontre
pas |y|. Quitte & localiser en p, on définit I'éclatement 7y : M} — M de centre Y. I
existe une unique courbe 7y, le relevé de v par m;, telle que 7 o~ = ~. Nous dirons
que 71 est un éclatement de courbe lisse ~v-admissible. Si Y n’est pas X-invariant,
on ne peut pas en général « relever » X en un champ de vecteurs analytique sur M.
Cependant, il existe une fonction analytique g, strictement positive sur |y| et un champ

de vecteurs X analytique sur My avec mp,(X1) = gX tels que || soit I'image d'une
courbe intégrale de X;. Nous dirons encore que cette courbe est un relevé de v par
m et nous la noterons toujours ;. Cette ambiguité est sans importance, I'objet de ce

travail étant I'étude des propriétés des images |y| des courbes intégrales v de X.
Lemme 1.3. Si vy est non oscillante, le relevé v de v par Uéclatement 7y : My — M

d’une courbe Y lisse v-admissible est aussi une courbe non oscillante.

Démonstration. Montrons tout d’abord que 1 possede des tangentes itérées. Sup-
posons que ce ne soit pas le cas. Il existe une suite finie d’éclatements ponctuels (vide
si #w(y1) > 1) mppr : Mygyy — My, pour k =1,2,....n—1, de centres des points pg,
telle que w(vg) = pr avec Tk 0y = Yi—1 pour k = 2.3,...,n et telle que #w(v,) > 1.
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PINCEAUX DE COURBES INTEGRALES 7

On peut choisir des coordonnées en p, p, telles que le composé T = m, 0om,_j10---0m
ait une écriture polynomiale. Un argument élémentaire de connexité (voir [7] page
288) permet de construire une surface analytique S, dans M,,, d’équation polyno-
miale, telle que 7, soit S,-oscillante. D’apres le théoreme de Tarski ([34]), 7(.S,,) est
contenu dans une surface algébrique S pour les coordonnées choisies et la courbe y est
S-oscillante. Montrons que ~; est non oscillante. Si ce n’est pas le cas, y; spirale autour
d'un axe I'] . Son image v spirale autour de m(I'T). Cest une courbe oscillante. [

Un morphisme analytique m : M; — M est une g-ramification en p; s’il existe des
coordonnées wy = (x1,y1,21) centrées en py, des coordonnées w = (x,y, z) centrées
est une ramification v-admissible si |y| C {z > 0}. Si c’est le cas, il existe une unique
courbe v; telle que 7 0 v; = v et |y1| C {z1 > 0}. C’est une courbe intégrale du
champ de vecteurs X1 sur M telle que m1,(X1) = X. Nous dirons encore que vy, X3

en p = m(p1) telles que 7y (x1,y1,21) = (x1,y1,27) = (2,9, 2). Nous dirons que

sont les relevés de v, X par m1. Un argument (comme dans le lemme 2) montre que
~1 est non oscillante si et seulement si v est non oscillante.

L’éclatement ponctuel de centre p, les éclatements de courbes lisses y-admissibles,
les ramifications v-admissibles sont appelés des morphismes v-admissibles élémen-
taires. Pour les définir, nous sommes amenés a localiser. Nous les écrirons, avec la
notation germifiée, m : (My,vi,p1) — (M,v,p) ou w(y1) = p1, 1oy = 7. Un
morphisme y-admissible 7 est un composé de morphismes y-admissibles élémentaires.
Nous l’écrirons encore 7 : (]\[7/,]7) — (M,~,p),oumoy =~ et w(y) = p. On peut
résumer les définitions et les résultats de ce paragraphe avec la proposition suivante.

Proposition 1.4. — Soient v wune courbe intégrale non-oscillante de X et
(M.,5,p) — (M,v,p) un morphisme ~y-admissible. Alors, le relevé 5 de ~ est

non oscillant et c¢’est une courbe intégrale d’un champ vecteurs analytique X sur M.

Le corollaire suivant est une conséquence du théoréme de [14] de rectilineairization
des ensembles sous-analytiques, du théoreme du spiralement axial et de la proposition
précédente.

Corollaire 1.5 (Non-oscillation sous-analytique). Si vy est une courbe intégrale non
oscillante de X et Z un ensemble sous-analytique de M alors |y|NZ est un ensemble

fini si |y ¢ Z.

1.3. Enlacement asymptotique. — Ce concept repose sur la notion intuitive de
courbe plane qui spirale autour d’un point que nous allons préciser. Soit v : 0, z9] —
R? < {0} une courbe analytique telle que 0 = lim._ov(z). Dans des coordonnées
u = (x,y) on écrit :

v(z) = (a(z), B(2)) = (p(z)cosB(z), p(z)sinb(z))

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



8 F. CANO, R. MOUSSU & F. SANZ

ol p = ||v]| et B(2) est une fonction analytique sur 0, zo]. On dit que v spirale autour
de 0 si lim, ¢ |0(2)| = oc. La fonction 3(z) étant analytique, la courbe v coupe le
demi axe A = R.g x {0} selon une suite de points isolés v(z,) avec z, < z,_1.
L’indice d’intersection i(n) de v et A en z, prend ses valeurs dans {1, —1,0} selon la
regle : i(n) = 1 s'il existe € > 0 tel que 5(2) < 0 pour 2, —e < z < 2z, et B(z) >0
pour z, < z < zp + €, i(n) = =181 F(z) > 0powr z, —¢ < z < z, et 3(z) <0
pour z, < z < z, + &, i(n) = 0 dans les autres cas. On a clairement 1'équivalence : v
spirale autour de 0 si et seulement si lim,, .~ [I(n)] = o> olt I(n) = >, _, i(n). Avec
cette caractérisation du spiralement, la démonstration de 'assertion suivante est un
exercice élémentaire.

Assertion. — Le concept de spiralement de v autour de O est indépendant des coor-
données (analytiques) choisies pour le définir.

Nous reprenons les notations des paragraphes précédents : X est un champ de
vecteurs sur M, v une courbe intégrale de X avec w(y) = p. Nous dirons que des
coordonnées w = (x,y,z) = (u,z) centrées en p sont z-positives pour v si |y| C
{z > 0} et si v coupe transversalement les plans z=constante. Si ¢’est le cas, on peut
paramétrer v par z. Ce que nous éerirons v(z) = (x(2), y(2), z) = (u(2). z) avec z > 0.
Fixons des coordonnées w = (2, y, z) = (u, z) centrées en p.

Définition 1.6. — Soient v, v deux courbes intégrales distinctes de X avec w(y) =
w(vy') = p. Fixons des coordonnées w = (x,y,z) = (u, z) centrées en p. Nous dirons
que v, 7" sont w-asymptotiquement enlacées siles coordonnées w sont z-positives pour
v, v et si la courbe z — v(z) = u(z) — u/(z), avec v(z) = (u(z), 2), ¥'(2) = (V' (2), 2),
spirale autour de 0.

D’apres l'assertion précédente on a :
Lemme 1.7. Soient w = (x,y,z), w' = (2',y'.z) des coordonnées centrées en p.
Les courbes v, v/ sont w-asymptotiquement enlacées si et seulement si v, ~' sont
w’-asymptotiquement enlacées.

Soit Sy, (7) la surface réglée, a bord |v|, image dans la carte w de l'application
(8,2) — (x(2) + s,y(z).z) avecz >0, s > 0.

Les points d’intersection de 4" avec S, () correspondent au points d’intersection de la
courbe z +— v(z) avec A =R x {0}. Ce sont les points +/(z,) = (2'(2,,),0, z,,) avec
' (zp) > 0,2, < 2,1, o0 {2, } est la suite définie plus haut pour la courbe v. L'indice
d’intersection de 7" avec S, (7) en 7/(z,) est encore i(n) et I(n) = I, (n) est I'indice

d'intersection de v}, [avec Sy (7). Il est clair que v, 4" sont w-asymptotiquement

Z0sZn 41

enlacées si et seulement si limy, . [, (n)| = .
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PINCEAUX DE COURBES INTEGRALES 9

Lemme 1.8. — Soient w = (x,y.z) des coordonnées centrées en p, z-positives el y-
positives pour v, v'. Alors les courbes v, v sont w = (x,y, z)-asymptotiquement en-
lacées si et seulement si~y. ~' sont w' = (x, z, y)-asymptotiquement enlacées.

Démonstration. La premiere partie du lemme est une conséquence de la définition
de I'_,(n). La seconde partie résulte de I'égalité Sw(y) = Sw (7). |
Lemme 1.9. Soit v une courbe intégrale non oscillante de X et soient w = (x,y, z)

des coordonnées centrées en p = w(vy) telles que |y| ¢ {z = 0}. Quitte a restreindre
le domaine de définition de v et a changer z en —z ces coordonnées sont z-positives
pour .

Démonstration. Soient X = ad/dx + b0/0y + cI/0z et y(t) = (x(t).y(t), z(t))
les écritures de X et v dans la carte w. Puisque 7 est non oscillante les fonctions

2(t) = z(~(1)) et e(v(t)) = dz(t)/dt ne s’annulent qu'un nombre fini de fois. O
Proposition 1.10. - Soient v, v deux courbes intégrales non oscillantes de X et soient
w = (z,y,2), w = (2',y'.2") des coordonnées centrées en p = w(y) = w(y') qui

sont z-positives, z'-positives pour v, v'. Les courbes v, ' sont w-asymptotiquement
enlacées si et seulement si vy, v sont w'-asymptotiquement enlacées.

Démonstration. — D’apres le lemme 1.9 on peut supposer que les coordonnées w' =
(x',y',2") sont 2/, ', z/-positives pour 7, v'. La matrice jacobienne D, w’(0) étant
inversible, le vecteur dw’/dz(0) n'est pas nul. Quitte & permuter les positions de
2’y 2" dans w' on peut supposer que 9z'/9z(0) # 0. Cette permutation est en-
core légitime d’apres le lemme 1.8. Cette derniere propriété du couple w, w’ implique
que w’ = (2',y'. z) sont des coordonnées centrées en p. D’apres le lemme 1.7, v, v/
sont w-asymptotiquement enlacées si et seulement si v, 4/ sont w”-asymptotiquement
enlacées. D’apres le lemme 1.8, v, 7' sont w”’ = (@', ¢/, z)-asymptotiquement enla-
cées si et seulement si vy, 7/ sont (2, z, y')-asymptotiquement enlacées. D’apres le
lemme 1.7, v, 7" sont (2, z, y')-asymptotiquement enlacées si et seulement si ~, '
sont (2, 2’, y')-asymptotiquement enlacées. On conclut en appliquant le lemme 1.8 au
couple (z', 2", y"), (2'.y',2") = w' O

La proposition précédente et 'abondance de coordonnées z-positives pour v, v/,
donnée par le lemme 1.9, justifient la définition suivante :

Définition 1.11. Soient v, v deux courbes intégrales non oscillantes de X telles que
w(vy) = w(y') = p. Nous dirons que v, ' sont asymptotiquement enlacées s'il existe
des coordonnées w = (x,y, z) telles que v, v’ solent w-asymptotiquement enlacées.

On peut aussi montrer que l'enlacement asymptotique de deux courbes intégrales
oscillantes qui possedent des tangentes itérées est indépendant des coordonnées z-
positives choisies pour le définir. Mais dans ce cas, on n’a plus le lemme 1.9 « d’abon-
dance » de coordonnées z-positives et la démonstration est plus difficile. Nous n’aurons
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10 F. CANO, R. MOUSSU & F. SANZ

pas a utiliser ce résultat dans ce travail qui porte, essentiellement, sur les courbes non
oscillantes.

Proposition 1.12. — Soient v, ' deux courbes intégrales de X mon oscillantes asymp-
totiquement enlaceés telles que p = w(y) = w(y') et soit H un germe de surface ana-
lytique lisse en p. Alors, ||, || sont contenues dans la méme composante conneze
de M ~ H.

Démonstration. — Il suffit de choisir des coordonnées w = (z,y, 2) telles que H =
{y = 0} et qui sont z-positives pour v, +'. ]

En particulier, dans les conditions de la proposition 1.12, v n’est pas contenue
dans H et toute courbe analytique lisse ou surface analytigue lisse est un centre ~
ou 7'-admissible d’éclatement ou de ramification. La proposition suivante montre la
stabilité de I'enlacement asymptotique par des morphismes admissibles :

Proposition 1.13. Soient v, v deux courbes intégrales de X non oscillantes telles
que p = w(y) = w('). Supposons que ~y, v sont asymptotiquement enlacées. Alors
un morphisme de germes d’espaces analytiques w : (M p) — (M,p) est v-admissible
st et seulement s’il est ~'-admissible. En particulier TI(v) = TI(y'). Les relevés 7,
' de v, 4" par un morphisme admissible pour v,~' sont asymptotiquement enlacés.
Réciproquement, si m : (H,[A)) — (M, p) est admissible pour v, et les relevés ¥,
' de vy, v par ™ sont asymptotiquement enlacés, alors v, v' sont asymptotiquement
enlacées.

Démonstration. D’apres la proposition 1.12, si v, sont asymptotiquement enla-
cées, toute courbe analytique lisse ou surface analytique lisse est un centre admissible
d’éclatement ou de ramification pour v, . Par récurrence, il suffit de considérer le cas
o : M — M est un morphisme admissible élémentaire : soit I’éclatement du point p,
soit ’éclatement d’une courbe analytique lisse Y passant par p, soit une g-ramification.
Montrons tout d’abord que si p = w(7), p' = w(3’) alors p = p’. Supposons que ce
ne soit pas le cas. Soient w = (x,y, z) des coordonnées z-positives pour v,~' centrées
en p choisies de telle maniere qu'il existe des coordonnées w = (7,9, 2) : U — R?
centrées en p avec P’ € U telles que

, 2y, z) si T est 'éclatement de centre p;
(Ty,y,2z) simest U'éclatement de centre Y = {x =y = 0};

m(T,y,2) =
(T, Y,z
w(r,y, 2

~— ~—

= (r,y,2z7) si 7 est une ramification.

Dans tous les cas, il existe un plan affine H dans la carte @ tel que p,p’ appartiennent
a deux composantes connexes distinctes de U~ H et tel que H = 7T(H) soit conte-
nue dans une surface lisse. Les courbes |y, || appartiennent & deux composantes
distinctes de 7r((~/ )~ H. D’apres la proposition précédente, elles ne sont pas asympto-

tiquement enlacdes. On peut supposer que p = p’. Les coordonnées w sont z-positives
1
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pour 7,5 et on a

m(Sa(7)) = Sw(y) et w(Sa(F) NI = Swl) NIy
D’apres le paragraphe précédent, les courbes v, sont asymptotiquement enlacées si
et seulement si 7,7 le sont. O

1.4. Pinceau intégral. — Soit v une courbe intégrale de X qui possede des tan-
gentes itérées avec w(y) = p.

Définition 1.14. Le pinceau intégral PI(v) est I'ensemble des courbes intégrales v/
de X telles que TTIT(y) = TI"(v'). Nous dirons que :

(1) le pincean PI(v) est un pinceau intégral asymptotiquement enlacé sl existe des
coordonnées w centrées en p telles que deux courbes quelconques distinctes de PI(+)
sont w-asymptotiquement enlacées ;

(2) le pinceau PI(v) est un pinceau intégral séparé si tout couple v, v" de PI(y)
est séparable, c’est-a-dire, sil existe une application sous-analytique bornée non
YU Y| dans R? telle que card(f(|v]) N f(]7]) < oo

constante f d'un voisinage de

Lorsqu’il existe une courbe formelle I telle que Tl(f‘) = TI(v) nous dirons que T est
l'are du pinceau intégral P1(«y). Par exemple, si v est oscillante, PI(y) est un pinceau
d’axe I' convergent d’apres le théoreme du spiralement axial. De plus, si I' ¢ Sing X,
I'une des demi-courbes I't C T" appartient & PI(7) et, en précisant le théoreme 2 de [7],
on peut montrer que PI(v) est un pinceau asymptotiquement enlacé et qu'il n’est pas
séparé. D’autre part, il existe des pinceaux intégraux qui ne possedent pas d’axe. C’est
le cas de PI(7) ott v est une courbe intégrale de X = —x9/dx — Ay d/dy — pz d/0z,
ot \, pt € Rog et (1, A, i) sont rationellement indépendants et |y| ¢ {xyz = 0}.

Dans la suite de ce paragraphe nous supposons que toutes les courbes de PI(vy) sont
non oscillantes. C’est par exemple le cas si PI(y) ne possede pas un axe convergent.
D’apres la proposition 1.10, la définition de pinceau enlacé composé de courbes non
oscillantes est intrinséque, elle est indépendante des coordonnées w choisies.

Le concept de pinceau intégral n’est pas en général stable par morphisme admis-
sible. Tllustrons ceci par un exemple. Considérons X = —xd/dx —yd/dy — 22 0/0z.

Le plan z = 0 est X—invzu‘inut et les courbes intégrales de X situées dans z > 0
s'écrivent v, 5(2) = (aexp(—1/z), bexp(—1/z), z). Ce sont les courbes d'un pinceau

intégral PI(vy4,.5,) daxe I' = {& = 1/ = ()} L'éclatement 7, de centre @ = y = 0 est
v-admissible pour toute v, avee a® +b? # 0. Soit Y4 4.1 le relevé de vq p par mp. Alors
Pl(Yap1) = {Harwra | [a: 0] = [ : )'] € RIP’ (1)}. L'image inverse de PI(7,, 5,) est une
union infinie de pinceaux intégraux.

Soit T une courbe formelle en p € M. On dit que T est (sous-analytiquement)
transcendante si T n'est pas contenue dans une surface sous-analytique; ¢'est-a-dire,
”.[“I(f) n’est pas un suite de points infiniment proches d’une surface sous—(umlythu(‘
Soit F(‘/) = (Z(z),y(z), z) une paramétrisation de Puiseux de . La combe T' est
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12 F. CANO, R. MOUSSU & F. SANZ

transcendante si et seulement si pour tout germe non nul de fonction analytique f
en p € M la série f(2(2),7(2),2) est non nulle et cette propriété est stable par
éclatements de centre lisse. La proposition suivante montre que les pinceaux d’axe
formel transcendant sont stables par des morphismes admissibles :

Proposition 1.15. Soit Pl(vy) un pinceau intégral de X d’axe formel transcendant
T et soit 7 : (M’ p") — (M.p) un morphisme local composé d’éclatements de centre
lisse ou de ramifications tel que p appartient au transformé strict " de T par 7. Alors
7 est admissible pour tout courbe v € Pl(~g) et Uensemble 7= H(P1(y0)) des relevés des
courbes de Pl(~vy) par m est un pinceau intégral d are formel . Réciproquement, si
7w (M~ P — (Mo, p) est un morphisme admissible tel que le pinceau intégral

PI(v)) a un axe formel transcendant 1, alors. T = 7(I'") est un axe transcendant du
pinceau PI(vy).

Démonstration. C’est une conséquence de la caractérisation suivante du contact
plat entre vy et r ([6]) : si f(:) = (I(2).79(2). z) est une paramdétrisation de Pui-
seux de I et Yo(z) = (2(2),y(2), 2) est la paramétrization de la courbe ¢ par z,
alors Tl(f) = TI(vp) si et sculement si f(:) est le développement asymptotique de
~v0(z). Notons que toutes les courbes du pinceau PI(vg) sont non oscillantes d’apres
le théoreme de spiralement axial puisque [ est non convergente. O

Le lemme suivant nous sera utile pour définir certains types de pinceaux intégraux
finaux.

Lemme 1.16. Soit v une courbe intégrale de X qui posscéde une tangente en
w(v) = p. Cette tangente est une direction propre de DX (p) de valeur propre A(7y).

Démonstration. - Ce lemme est déja prouvé dans [7] lorsque v a un contact plat
avec une courbe analytique. Largument utilisé se généralise de la fagon suivante. Soit
my : My — M I'éclatement de centre p et vy, X les relevés de v, X par ;. Un point p
de Tfl_l(])) = RP(2) est un point singulier de X si et seulement si p est une direction
propre de DX (p). O

Définition 1.17. Soit v une courbe intégrale de X qui possede des tangentes itérées.
On dit que PI() est hyperbolique si A(v) # 0 et que PI(y) est final de type I si
A(v) =0, DX (p) est diagonalisable et de rang 1.

Dans les deux parties suivantes nous montrerons que les pinceaux hyperboliques et
finaux de type I sont des pinceaux séparés de courbes non oscillantes. Dans la partie 4,
nous définirons et étudierons les pinceaux finaux de type 1. Ils ont un axe formel,
ils peuvent étre séparés, enlacés, ou posséder des courbes oscillantes. Enfin dans une
derniere partie, nous montrerons que ces résultats impliquent les théoremes I et 11 de
I'introduction via des morphismes admissibles.
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2. Pinceau intégral hyperbolique

L’objet de cette partie est de démontrer que les pinceaux hyperboliques sont sépa-
rés. Dans la suite, X désigne un champ de vecteurs analytique sur un voisinage de 0
dans R? et v : t — vo(t) une courbe fixée de X avec A(y9) # 0. Pour des raisons
évidentes de dynamique, A(vyg) < 0.

Théoréme 2.1. Un pinceau intégral hyperbolique de X est séparé. Plus précisément,
supposons que Yo possede des tangentes itérées et que la valeur propre X(vyy) de DX (0)
correspondant a la tangente en 0 a o soit strictement négative. Alors vy est non
oscillante ainsi que toutes les courbes v de Pl(vyo). Deux courbes distinctes de PI(vyp)
peuvent étre séparées par une submersion analytique d’un voisinage de 0 dans R?

sur R?.

En fait, nous allons démontrer sous les mémes hypotheses et avec les mémes nota-
tions le résultat suivant :

Proposition 2.2. Pour tout v € Pl(~y), le germe en 0 de |y| est un germe de courbe

pfaffienne.

Avant de rappeler la définition d'un germe de courbe pfaffienne, notons que cette
proposition implique le théoreme. Tout d’abord «les propriétés de finitude » des sous-
ensembles pfaffiens [18, 25] impliquent que toutes les courbes de PI(yg) sont non
oscillantes. D’autre part, d'apres [21] il existe une structure o-minimale, la famille
des T*°-pfafficns, qui contient les sous-ensembles pfaffiens de R™ pour n € N. Il en
résulte que deux courbes distinctes de Pl(vg) peuvent étre séparées par une projection
linéaire dans des coordonnées fixées.

Soit v @ Ryo — R? avec w(y) = 0 une immersion analytique, injective et soient
wi, wo deux 1-formes analytiques sur un voisinage de 0 dans R? avee w; intégrable

(¢’est-a-dire wy A dwy = 0). Le germe de |y] en 0 est un germe de courbe {wy, ws}-
pfaffien si I'équation de pfaff w; = 0 possede une variété intégrale de Rolle Ry et si
la restriction a Ry de wy possede une courbe intégrale de Rolle Ry telle que pour ¢
assez grand v(t) appartient a Ry. Rappelons que si w = 0 est une équation de Pfaff
intégrable, analytique sur une variété M et R une variété intégrale (lisse) de w = 0,
on dit que R est de Rolle si toute courbe analytique transverse au feuilletage défini
par w = 0 coupe R en un point au plus.

La démonstration de la proposition 2.2 repose sur le concept de variété stable.
Rappelons brievement sa définition et ses propriétés classiques ([28, 9, 12]). Soit V'
un champ de vecteurs analytique sur un voisinage V' de 0 dans R™ dont 0 est un
point singulier. Notons A* = {A;, Aa...., A} le sous-ensemble du spectre de DY (0)
constitué des valeurs propres de partie réelle strictement négative. Soit E® le sous-
espace de Ty R™ = R™ invariant par DY (0) qui lui correspond.
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Théoreme 2.3 (Variété stable). — [l existe une unique sous-variété analytique lisse W*
de dimension £ qui posséde les trois propriétés suivantes :

(i) La variété W* contient O et E® est son espace tangent en 0.

(ii) La variété W* est positivement invariante par le flot du champ Y.

(iii) Soity:t — (1), t = 0 une courbe intégrale de X, avec w(v) = 0, qui posséde
une tangente en 0 appartenant a E®. Alors le germe de || est contenue dans W*.

,

La propriété (iii) est moins classique que les deux précédentes (voir [31]).

Démonstration de la proposition 2.2. — Nous reprenons les notations, hypotheses du
théoréme : X est un champ de vecteurs analytique sur un voisinage de 0 € R3, ~
une courbe intégrale de X avec w(vp) = 0 qui possede des tangentes itérées, la valeur
propre A(7p) est strictement négative et {A(70). Aj). A(} est le spectre de DX (0). Par
définition de W*¥, les courbes v de PI(~g) sont contenues dans W*. Distinguons les
cas suivants :

St dim W* = 1, la variété W* est une courbe analytique lisse. Le pinceau PI(vq)

ne contient que yp. Son image |vo| est une composante connexe de W* < {0}. C'est
une demie branche analytique.

Si dim W* = 2, puisque nous nous intéressons aux germes en 0 des courbes v de
PI(v0), nous pouvons supposer que X est analytique sur R? et que W* est le plan
R2 x {0}. Les courbes v de PI(5) sont des courbes intégrales de X' = X |y« et elles
ont une tangente en 0. D'aprés [18] ou [7] page 298, leur germe en 0 est pfaffien.

St dim W* = 3 et Aj, Aj < 0, nous reprenons un argument de [19]. Le point 0 est
une singularité dans le domaine de Poincaré de X. D’apres le théoreme de Poincaré-
Dulac ([9] ou [1], page 179), il existe des coordonnées analytiques w = (x, y. z) centrées
en 0 telles que X s’éerive, modulo une unité multiplicative,

J 0 0

v ) = 4 gy, ) —
or

X =
Jdy 0z

ou f € Rlx,y], g € Rz, y, z]. Les courbes intégrales de X sont des courbes intégrales
du systeme : wy = xdy — f(x,y, )de =0, wy = f(a,y)dz — g(x,y, z)dy = 0. L'équation
wy est intégrable. Soit R;(7) la variété intégrale de wy = 0 qui contient une courbe
intégrale fixée v € PI(vp). C'est un cylindre

~v1| X R olt 71 est une courbe intégrale du
champ de vecteurs X’ = X|p2. Compte tenu de 1'écriture de X', la courbe v; possede
Nl xR = Ri(y)
7| est une courbe intégrale de wa|p, (1) = 0. Elle

une tangente en 0 et |y;| est une courbe pfaffienne. Le cylindre

est une variété de Rolle. La courbe
possede une tangente en 0. C’est une courbe de Rolle, elle est pfaffienne ([18]).

SidimW?® =3 et A\ = _(’)’ = g + 13y. ag < 0. Jy # 0, nous allons nous ramener
au cas dim W* = 1. Soit n le plus petit entier tel que n > ag/A(y0) et soit

My =R N 2 nfy oo N A,
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la suite de n éclatements ponctuels de centres respectifs pg = 0, p1, p2,...,Pn—1 OU
TI(vo) = {px}. Pour k = 1,2, ... n solent v, X}, les relevés par 7, de vy, Xy, avec
Xo = X. D’apres le lemme 1.16, on sait que la tangente en pg a 7 est une direction
propre de DXy (py) de valeur propre réelle A(yy). Soit Ay = {A(yx), A, AL} le spectre
de DXp(pr). Ona A = {\(v=1): Ny — A(v=1), A/_; — A(yk—1)}, pour £ > 2. On
en déduit que N, = Ag — nA(79) = (ag — nA(0)) + i0o. La partie réelle de X, est
strictement positive. La variété stable de X,, en p,, est de dimension 1. Ainsi PI(yy)
est constitué de vy qui est une demie branche analytique. O

3. Pinceau intégral central de type I

Soit X un champ de vecteurs analytique sur un voisinage de 0 dans R? et soit
~vo une courbe intégrale de X, possedant des tangentes itérées et telle que Pl(~vg)
est un pinceau intégral final de type 1. C’est a dire que I'endomorphisme DX (0)
est diagonalisable de rang 1, de spectre {0,0,A} avec A # 0 et A(y9) = 0. Soient
Ey le noyau de DX (p) et E) le sous-espace propre de DX (0) correspondant a A.
D’apres [12], il existe une unique courbe analytique lisse W" tangente en 0 & E,
qui est invariante par le flot de X. Dans toute la suite nous fixons des coordonnées
analytiques sur R?

w=(x.y.2) = (u.z) avec W" ={u =0}, Ey = {z=0}.

Théoréme 3.1. Les courbes de Pl(~y) sont non oscillantes et

(i) Si A >0, les courbes de P1(vy) sont contenues dans une surface X -invariante de
classe C1 qui est un graphe au-dessus de {z = 0}. Elles sont séparées par la projection
(v, y,2) — (x,y).

(ii) Si A < 0, toute courbe v de Pl(vy) est contenue dans une surface L(7y) de
classe C' et X —invariante (appelée lamelle) qui posséde la propriété suivante. Deux
courbes distinctes v, v de Pl(~o) sont séparées par la projection (x,y,z) + (x,y)
si L(y) # L(v') et elles sont séparées par la projection linéaire de L(~y) sur le plan
contenant 'axe uw = 0 et la tangente en 0 a vy si L(y) = L(v).

Désignons par A° (comme attracteur central) l'ensemble des courbes intégrales
~v| ¢ {u = 0}. D’apres [29],

une courbe v € A¢ possede des tangentes itérées si elle possede une tangente en 0.

v de X dont 0 est 'ensemble w-limite et telles que

Ainsi nous pouvons remplacer 'hypothese « v9 possede des tangentes itérées » par
«7p possede une tangente en 0 ». De plus, on peut montrer, en précisant des arguments
et des résultats de [10, 29], que toutes les courbes de A° possedent une tangente en 0
des que cette propriété est vraie pour I'une d’entre elles. Dans ce cas, A° est une union
disjointe de pinceaux intégraux. Ceci sort du cadre de notre étude et sera 1’objet d'une
publication ultérieure.
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Dans le paragraphe 1, nous démontrons que les courbes de PI(vy) sont non oscil-
lantes et le point (i) du théoreme 3.1. La démonstration du point (ii) est essenticl-
lement une conséquence dun « théoréme de la variété centrale » relativement bien
connu des spéeialistes [15, 8, 26]. Nous 'énongons dans le deuxicme paragraphe sous
la forme que nous a enseignée F. Takens. Nous en déduisons le concept de lamelle et
prouvons (ii).

3.1. Variété centrale. — Nous reprenons les hypotheses et notations de 'intro-
duction pour X, w = (&, y. z). Un calcul classique montre qu’il existe une unique série
formelle ¥ de R[[2, y]], telle que

00) =0, Dp(0)=0. Lyx(z—0(r.y))e(z— t?)(.z@y))R[[;I;,y]].

La surface formelle TW¢ = {z — '1%(;17,;(/) = 0} est X-invariante et nous 'appelerons
variété centrale formelle de X. En général, elle n'est pas convergente. Cependant,
pour tout k& > 1, elle peut s'incarner dans « une » surface de classe C*, W, invariante
par le flot de X, tangente en 0 au plan z = 0. C'est une variété centrale de X en 0.
Plus précisément, k > 1 étant fixé, il existe une fonction 1y, de classe C* sur un
voisinage Vi, de 0 € R? telle que o et '1; ont les meémes jets d’ordre & en 0 et la
surface z — ¢y (2, y) = 0 est X —invariante. En général, il n’y a pas unicité¢ des variétés
centrales pour un k fixé ni de variété centrale de classe C'™ [32].

Montrons que les courbes de PI(7g) sont non oscillantes. Cette assertion étant déja
prouvée dans [29], nous allons en donner I'esquisse d'une démonstration qui s’appuie
sur d’autres arguments. Supposons u’une courbe v de PI(vq) soit oscillante. D’apres
le theoréme 1.1, la courbe v spirale autour dune demie branche analytique T' en 0
qui est X-invariante. Distinguons deux cas. Si T n'est pas contenue dans le lieu
singulier de X, d’apres [7], ¢’est 'axe d'un tourbillon de X et toutes les courbes de
PI(~p)~T7" sont oscillantes. Quitte a effectuer un nombre fini d’éclatements ponctuels,
on peut supposer ([7]) que DX (0) est de rang 2. Ce qui contredit 'hypothese initiale.
Supposons que I't soit contenue dans le lieu singulier de X. Quitte & changer X en
— X, on peut supposer que la valeur propre A = Ay de DX (0) est strictement négative.
En tout point p de I'* voisin de 0, le spectre de DX (p) est du type {0, A], A, } avec
Ap # 0 et |)\;)| petit par rapport a |A,|. D’apres une version a parametre du théoreme
d'Hadamard [12] (voir par exemple [24]), en tout p € I'" assez voisin de 0, il existe
une courbe lisse, analytique, invariante par X et passant par p tangente a la direction
propre correspondante a A,. L'union S de ces courbes est une surface analytique qui
contient I'". Elle est invariante par le flot de X par construction. D’apres la propriété
caractéristique du spiralement axial déerite dans 1.1, v coupe S une infinité de fois et
n’est pas contenue dans S, ce qui est incompatible avec « S est X-invariante ».

Prouvons maintenant la partie (i) du théoreme 3.1. Soit W{ une variété centrale
de classe C'' de X au point 0. Quitte a restreindre 'ouvert U de définition de X, on
peut supposer que W est le graphe d'une fonction de classe C'', 1y u — 11 (u) olt
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u appartient & un voisinage V' de 0 dans R2. Dans la carte (de classe C'') w' = (u, 2')
avee 2/ = z — ¢ (. y) le champ X s’éerit

.

0 0 0
X =a(w) O +0(w') oy AL+ c(wr)) 0z’

ot a(0) = b(0) = ¢(0) = 0. Quitte a restreindre U, on peut supposer que |c(w’)| < 1.
Soit v : ¢+ (u(t), 2'(f)) une courbe intégrale quelconque de X telle que 2/(0) #£ 0.

La fonction t +— |z/(t)| est strictement croissante et ainsi w(y) # 0. Les courbes de
PI(v0) sont contenues dans W{. La restriction a W{ de la projection (@, y, z) v (2, y)

est injective. Elle sépare les courbes de Pl(v).

3.2. Partition en lamelles. — Dans ce paragraphe nous prouvons la partie (ii)
du théoreme 3.1. Nous reprenons les hypotheses et notations précédentes @ X est un
champ de vecteurs analytique sur un voisinage U de 0 et I'endomorphisime DX (0) est
diagonalisable de spectre {0.0, A}, avec A < 0. Quitte a effectuer un changement de
temps, on peut supposer A = —1. Les coordonnées w = (. y, z) = (u, z) sont fixées
telles que Ker DX (0) = {z = 0} et {u = 0} est la variété stable W* de X en 0. Quitte
a restreindre U et a changer z en pz avee > 0, on a :
Théoreme 3.2 (|8, 15, 26]). [l cxiste un wvoisinage V. de 0 dans R? et un C?-
difféomorphisme H : U — V x| =1, 1[, H : w = (v.2) — w = H(w) = (0,z) =
(T.9,2), tangent a lidentit¢ en 0. qui applique Uaxe u =0 surw =0 tel que
~ N N 0
X = H.(X)=Xo(@) —Z(1 + d(w)) 7
Iz
ot X est un champ de vecteurs de classe C sur V ovérifiant Xo(0) = 0. DX (0) =0
et d est une fonction continue sur U nulle en ().
L espace R? st muni des deux normes euclidiennes canoniques associées aux coor-
donndes w = (v, y. 2). W= (T,5.2) ||lw||* = 2? + y? + 22, |[w||? = 7% +§* + 7. Le fait

de les noter de la méme fagon simplifie I'éeriture et n’apporte pas d’ambiguité. Quitte

a restreindre U, on peut supposer en outre que
IDH(w)|| < 3/2 siweU. |DH "w)| <3/2. |dw) <1/2 siwe H(U).

Dans la suite v : ¢ — (u(t).z(t)). t = 0, u(t) # 0 est une courbe intégrale de X
contenue dans PI(vg). Son image 5§ = H o~y : t — (T(t),Z(¢)) est une courbe intégrale
maximale de X telle que w(¥) = 0. La composante horizontale X (@) de X (7, Z) étant
indépendante de Z, la courbe t — u(t) est une courbe intégrale du champ de vecteurs

c

Xp. On désigne par 7° (¢ comme central) la courbe intégrale de X définie par

Tt ) = @(0).0), (1) = Ko((1) £ 0.

L'image inverse L(vy) de L(7) = [7°|x | — 1, 1] par H est appelée lamelle de . L’image

c

réciproque par H de V' x {0} est une variété centrale W{ et 4 = H ' o 5% est

une courbe « accompagnatrice » de v au sens de [29]. A priori, L(v) dépend de H.
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Mais, nous montrerons a la fin de ce chapitre que le germe de L(v) en 0 a un sens
intrinseque. Il est indépendant de H et des coordonnées choisies pour définir L(7). La
lamelle L(v) hérite, via H ~!, des propriétés différentiables des L(¥). Plus précisément,
on a l'énoncé suivant :

Proposition 3.3 (Structure des lamelles). La lamelle L(v) est une surface de classe
CY invariante par le flot de X. Plus précisément L(~) est un ouvert d’une surface S,
de classe C' qui contient U N {u = 0}, tangente en 0 au plan contenant l'axe u = 0
et la tangente en 0 a . Le bord de L(vy) dans S est Uintervalle U N {u = 0}.

Démonstration. — La courbe ~ étant non oscillante. on vérifie que le germe de

v
en 0 est un graphe de classe C' sur sa tangente. Quitte & effectuer une rotation
dans le plan z = 0, on peut supposer que la tangente orientée de v est le demi axe
{y = z = 0,2 > 0}. Nous notons encore x — ~(x) = (x,y(x),z(z)), z > 0 la
paramétrisation de || par z. Il existe une immersion o de classe C'! de | — o, [ dans
{y=2=0,2<0}Uly
courbe de classe C''. L’ensemble

qui prolonge . Son image H oo : 2 — (7°(x), Z(x)) est une
7| x ] = 1,1] est une surface de classe C! des que o

est assez petit. Son image inverse par H est une surface S, de classe C'' qui possede
les propriétés requises. O

Corollaire 3.4 (Séparationde v, ' si L(v) = L(v")). — Soit ' une courbe de PI(v)
contenue dans L(v) distincte de . La projection (x,y, z) +— (1, z) sépare v,~'.

Démonstration. — D’apres la proposition précédente, il existe un voisinage U, de 0
tel que S, N U, soit un graphe de classe C'' sur son plan tangent en 0, le plan y = 0.
En particulier L(y) N U, est un graphe sur un ouvert du demi plan {y = 0, x > 0}.
La restriction a L(y) N U, de (x.y.z) — (2. z) est injective. Elle sépare les courbes
NN =

Le lemme suivant est un des arguments de la caractérisation intrinseque des la-
melles. Il nous permettra aussi de minorer la distance entre deux courbes de PI(~g)
qui n’appartiennent pas a la méme lamelle.

Lemme 3.5. Soit v une courbe intégrale de X contenue dans la lamelle L(v). 1
existe to tel que pour t assez grand ~'(t + to) = y(t) + exp (—t/2) @(t) ot ||p|| est une
fonction bornée.
Démonstration. Par définition de L(7), les images ||, |7/| de ¥ = Ho~,5 = Hoy’
correspondent a la méme orbite de X,. Il existe to tel que pour t > t,

J(t) = (@(t).z(1).  7'(1) = (@t — o). Z'(1))
avec ((]1—7 (t) = Xo(u(t)). Les fonctions Z(t), Z'(t) sont des solutions de

dz

— =—-zZ(1+d(w)) < -%/2 avecz > 0.
dt
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On en déduit que Z(t) = exp (—t/2)p ( ), Z'(t) = exp (—t/2)F ()
DH '(w)|| < 3/2. on a la majoration

o, IP]l sont

des fonctions bornées. Puisque

_ Sy = 3 _
I/t to) = ()] = [HH M @(0), 2/ ( 4 to) = H- @), Z0)]] < S+ to) — Z(0)].
ceci démontre le lemme compte tenu de Uéeriture de Z(t), Z'(t). O
Proposition 3.6. Dewx courbes intégrales . ~' distinctes qui n’appartiennent pas a

la méme lamelle sont séparées par la projection (. y.z) — (x.y). Plus précisément,
siy(t) = (u(t).z(8)). ~'(t) = (W'(#),2/(t). alors quel que soit € > 0, il existe T et
K >0 tels que

' (ty) —u(t)|| > Kexp(—ct). sity =t>T.

La démonstration de cette proposition repose sur le lemme suivant (certainement
classique) qui minore la vitesse a laquelle se rapprochent deux courbes intégrales qui
tendent vers le meéme point singulier dégénéré d'un champ de vecteurs.

Lemme 3.7. Soit F'une application de classe C1 d’un voisinage V de 0 € R" dans
R" telle que F(0) =0, DE(0) = 0 et soient t — v(t), t — /(1) dews courbes intégrales
de dv/dt = F(v) dont O est Uensemble w-limite. Pour tout € > 0.l existe T tel que

N/ (ty) — o) > exp (—et) ['(T+t; —t) —o(T)|| sity =t >T.
Démonstration. Puisque F est (' et F7(0) = 0 on a
F(t!) = F(e) = DE@0)(e! — o) + [ — ol ot/ )

ot DF. ¢ sont continues et DF(0) = 0, ¢(0,0) = 0. Soit 1 > 0 tel que [|[DF(v)|| < 5/2
ot lp(oo || < /2 st |[o]l. 1] < n. U existe T > 0 tel que si ¢ > T alors [[o(1)]].

"(H)]] < 1. Fixous fy = 0. La fonction p(t) = [[v/(t + ty) — o(t)]| satisfait I'équation
L) = (000 10) = 1) P 1)) - Flol),
Pour t > T on a dp(t)?/dt > —2=p(1)%. Ainsi p(t) > exp (—<t) p(T) si t > T, indépen-
demment de t. L'inégalité requise s'en déduit en prenant to = ¢, — t. O
Démonstration de la proposition 3.0. En reprenant les notations précédentes on
posc

T(t) = Hon(t) = (@(t).2().5°(t) = (@(t).0).4 (1) = H "o q°(t) = (u"(1).2°(1)).

On définit de la méme fagon 5/ (1). F°(t). /(1) et on éerit leurs composantes dans les

coordonndes w. . Les courbes 49, 4" appartiennent a la variété centrale WY qui est

tangente en O au plan z = 0. Puisque w(v) = w(7') = 0, il existe T > 0 tel que

_Hw (1) = A (O] < a () —u ()] sity>t>T.

SOCIETE MATHEMATIQUIE DIE FRANCI 2004


file:////DH~1

20 F. CANO. R. MOUSSU & F. SANZ

Puisque v appartient a la lamelle L(~). d’apres le lemme 3.5, on peut choisiv T tel
que

() — al)] < IR0 — A (O] < /2K exp(—1/2) sit>T.

oit A est e constante positive. On a évidemment la meme majoration (avee les
mémes 7. Kyp) pour le couple o', /. On en déduit. par I'inégalité triangulaire entre
w. u, ete. que

/207 () =~ )] < [[u'(t) — ult)|| + Byexp (—1/2) sity >t >T.

Puisque [[DH(w)|| < 3/2. on a [|[7' —ul| < || — 0] <3/2|w— u’

cette majoration & w = (f). w’ = ~"(t;). on obtient pour 1" assez grand :

|. En appliquant

(%) Wa' (t) —at)]] <3l () = ult)]] + 3K exp (—t/2) sity =t >T.

Fixons ¢ < 1/2 ¢t appliquons le lemme 3.7 précédent aux solutions w(#). @' (#) de
du/dt = Xy(u). Puisque ~. 5 n'apparticnnent pas a la meme lawmelle. (1) # /()
pour t.t; = 0 et, en choisissant T assez grand. il existe Ky > 0 tel que

@ (1)) — ()| > Kyexp(—zt) sit; =t >T.

Cette inégalité avee () prouve la minoration anmoncée, O

Corollaire 3.8. La lamelle L(~) a un sens intrinscque. Plus précisément L(vy) est

la réunion des courbes accompagnatrices ~' de ~ au sens de [29] ¢l cxviste T. K > 0
et ty >0 tels que I3 (E+ty) =~ ()] < KNexp(—t/2) sit>T.

Démonstration. D apres le lemme 3.5, 8147 est contenue dans L(v) cette majoration
est vérifide. Dapres la proposition 3.6. clle ne peut pas 'etre si 4" n'est pas contenue

dans L{~) puisque Pon anrait. pour = = 1/2. la minoration

oxp (—1/2) < L' (F + ty) — u(D)|| < |

S+ ty) — SO

des que 1 serait assez grand pour tout £ = 0. O

4. Pinceau intégral final de type 11

L objet de cette section est 'étude dun pincean intégral PI(5) non hyperbolique
de X lorsque DX (p) est de rang 2 ot le germe de X oen p vérifie des conditions
algébriques « génériques ». Un tel pinceant sera appelé un pincean final de type 11
Le premier paragraphe est consacré a lewr définition ot a Pénoned des résultats. les
suivants a la démonstration de ces résultats. Clest le cas le plus riche. le pincean
Pl(~y) peut alors ¢tre sépard ou enlacé. Les courbes qui e constituent peuvent ¢tre

oscillantes ou non oscillantes.
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4.1. Définition d’un pinceau final de type II. — Dans toute cette partie X
désigne un champ de vecteurs analytique sur R? qui s’écrit dans des coordonnées
w=(x,y,z) = (u,z)

- q

(%) X = L(u,z)— 24! (% + Y), L(u,z) = Z:i' L;(u)

i=0
ott ¢ = 1, les L;(u) sont des champs de vecteurs lindaires sur R? = R? x {0} avec
rang DL(0) = 2 et Y est un champ de vecteurs sur R? tel que Y (0) =0, dz(Y)=0.
Nous dirons que 0 est une singularité préfinale (de type I1) pour X et que les coordon-
nées w = (u, z) sont de bonnes coordonnées pour X. Ces singularités ont été étudiées
par P. Bonckaert, F. Dumortier dans le cadre C> ([3]). Le plan z = 0 est I'unique
plan invariant par X tangent a z = 0. Soit v : t — ~(t), t = 0 une courbe intégrale
de X telle que z(0) # 0. Quitte a changer z en —z, on peut supposer z(0) > 0. Pour
t > 0,ona z(t) >0 et z(t) est strictement décroissante. La courbe ~ est transverse
aux plans z = constante. Elle peut étre reparamétrée par z. ce que nous écrirons
v(z) = (x(2),y(2). z) = (u(2). 2), = > 0. L’application u(z) cst solution de I'équation
différentielle

lu o

(%) Zt! Zl_: = —;:’Li(u)+:"+1Y(u,, ).
Nous avons identifié les champs de vecteurs L;(u), Y (u, z) et leur écriture dans la
base d/dx, J/dy. La premicre partie du résultat suivant est classique ([9]) et sa
démonstration est élémentaire. La deuxicme partie est démontrée dans [3].

Proposition 4.1. Supposons que O soit une singularité préfinale de X et que w =
(r.y.z) = (u,z) soient de bonnes coordonnées pour X. Il cxiste une unique courbe
formelle lisse U invariante par X et tangente a Uaxe uw = 0. De plus, il existe une
courbe intégrale vy de X avec w(vo) = 0 qui a un contact plal avec I.

L'entier ¢ + 1 qui apparait dans (x) cst la multiplicité de la restriction de X a
I'. C'est un invariant du germe de X en 0. Un entier r > ¢ + 1, étant fixé, on peut

toujours choisir de bonnes coordonnées en 0 telles que I' soit tangente a Uordre r a
w = 0.
Ordre ((X) de la Trace de X. Soient w = (u.z), w' = (u’,z") de bonnes coordon-
nées pour X. Les plans z = 0. 2/ = 0 sont les mémes. Un caleul dlémentaire montre
que z = 2" et que w' = A.(u) + 27 p(u, 2) avee D,p(0,0) = 0, A, € GL(2.C{z}).
Comparons les éeritures de 1'équation (x,,) dans les coordonnées w, w’
du 1 du’
2T = Lo(u) 4 2 Y (uz), 2T —
dz dz

En considérant L(u. z) = L.(u). L'(u'.2) = L' (u') comme des endomorphismes de R?

=L () + 27 Y (. 2).

A paramotre z, on montre que L. = A_oL.o A (modulo 291, La trace T (z) = T'(z)
de I'endomorphisme L. (u) est un polynome en z de degré < ¢ qui est indépendant
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des bonnes coordonnées choisies. Si T'(z) # 0, nous I'écrivons T'(z) = 2' Trace Ly + - - -
avec Trace Ly # 0. Par définition, l'ordre de la trace Tx(z) de X est Uentier ¢(X)
défini par ((X) =0siT(z) Z0, {(X)=qsi T(z) =0.

Indice de radialité k(X) de X. Notons A le produit extérieur de deux vecteurs de
R? et R(u) = 20/0x +yd/dy le champ radial de R%. Si R(u) A L.(u) # 0 on a

R(u) A L.(u) = 28(Qx(u) +---). avec k < q.

ol Qi(u) est une forme quadratique non nulle. Par définition ['indice de radialité
de X est Ventier k(X)) défini par £(X) = k si R(u) A L.(u) £ 0 et k(X) = g+ 1 si
R(u) A L,(u) = 0. C’est un invariant analytique de X. En effet, on a k(X) = k (avec
éventuellement k = ¢+ 1) si et seulement si R(u)AL;(u) =0pouri =0,1,...,k—1et
R(u) A Li(u) # 0. St w' = (u/, z) sont aussi de bonnes coordonnées, en reprenant les
notations et la formule L/ = A, o L. o AZ! (modulo 29*!) du paragraphe précédent,
on vérifie que si R(u') A L. (u') = 2% (Q}, (') +---)on a k =k et Q) = Qo Ag. Si
k < q le discriminant de la forme quadratique Q) est un invariant de X, on le note

Ap(X) = Ay

Définition 4.2. — Supposons que 0 soit une singularité préfinale de X. Nous dirons que
0 est une singularité finale de type 1 si k(X) =g+ 1 ousi k(X)) < qet Ap(X) #0.
De plus, si 79 est une courbe intégrale de X comme dans la proposition 4.1, nous
dirons que PI(vp) est un pinceau final de type I1.

Dans le chapitre 5, nous démontrerons que, modulo un morphisme admissible,

I'étude des singularités préfinales se ramene a 'étude des singularités finales.

4.2. Propriétés des pinceaux finaux de type II. — Soit PI(yp) un pinceau
intégral final de type Il de X et soient w = (. y. z) des bonnes coordonnées pour X.
Nous dirons que PI(vp) est w-enlacé si deux courbes distinctes quelconques de PI(~g)
sont w-asymptotiquement enlacées.
Théoreme 4.3. Soit PI(~o) un pinceaw final de type 11.

(1) Pl(yo) est un pinceau w-enlacé si les conditions suivantes sont satisfaites :
(¢) (=4(X)<q, TraceL, <0, k=FkX)<q A(X)<O.

(2) Pl(~o) est un pinceau séparé de courbes non oscillantes si une des quatre condi-
tions de (e) n’est pas satisfaite.

D’apres le paragraphe précédent, les conditions (e) sont completement déterminées
par L(u, z), la partie linéaire de X en u. Ainsi, le corollaire suivant est une conséquence
immédiate du théoreme.

Corollaire 4.4. La nature (séparé-enlacé) d’un pinceau intégral final PI(~o) est dé-
terminée par le jet d’ordre ¢ + 1 du champ de vecteurs X .
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11 est possible. dans le cas (ii). de décrire plus précisément la « taille » et la « forme »
de PI(~g). Mais ceci sort un peu des objectifs de ce travail. D autre part, certains tra-
vaux de J. Ecalle ([11]. v. II) laissent & penser que les courbes intégrales d'un pinceau
final possedent des développements transasymptotiques et que ces développements
les caractérisent. On peut alors se poser les questions : Ces développements sont-ils
resommables-réels?. Si oui. comment se traduit sur les développements transasymp-
totiques l'alternative pinceau enlacé - pincean séparé?.

Théoreme 4.5. - Supposons que 0 soit une singularité finale de type 11 de X dans
des coordonnées w = (u.z) et que Pl(vyo) soit w-enlacé d’axe formel T. 11 existe un
cylindre U = {(u.z)/u] < n. 0 < z < =} positivement invariant par le flot de X tel
que v appartient o Pl(~g) si et seulement si |y MU # @. De plus on a [alternative
suivante :

(1) Si PI(vy) contient une courbe oscillante, alors son axve [=T est convergent et
les courbes intégrales de Pl(vq) distinctes de I sont oscillantes.

(2) Les courbes de PI(ho) sont non oscilluntes et alors son awxe T est divergent.

Les démonstrations du théoreme 4.3 et de la premier partie du théoreme 4.5 sont
l'objet des paragraphes 4.4 et 4.5, Quant a la démonstration de I'alternative du théo-
reme 4.5, ¢’est une conséquence immédiate du théoreme du spiralement axial.

Proposition 4.6. Laxe T d'un pinceau intégral final enlacé de courbes non oscil-

lantes n'est pas contenu dans une surface analytique.

Démonstration. — Supposons que ce ne soit pas le cas. Il existe un élément irréduc-
tible i de R{w.y. z} qui appartient a I'idéal de définition de I,
I(T)y={heR[[e.y.z]] [ hol'(2) = h(¥(2),y(z).2) = 0}.
tel que H = {h = 0} soit une surface analytique. La courbe [ étant (formellement)
X-invariante, la dérivée de Lie ¢ = Lxh = dh(X) est aussi un élément de 1(I') N
R{r.y.z}. Il est divisible par h dans R{w.y. z}. En effet. si ce n'était pas le cas.
{h = g = 0} serait un ensemble analytique de dimension un avee h, g € I(1') et I' serait
une courbe convergente. Ainsi. la restriction de g & H = {h = 0} est identiquement
nulle et H est une surface X-invariante. Soit U T'ouvert X-invariant du théoreme 4.5.
Quitte a le restreindre. on peut supposer que i est analytique sur U. Montrons que
H N U nest pas vide. Supposons le contraire. On a par example h(w) > 0 pour
w = (r.y,z) € U. D'apres Iindgalité de Lojasiewicz [22]. il existe C.av > 0 tels que
hw) > Cdist(w. H)" > Cz". siwelU.
D autre part. si 5 @z — (0(2). y(2). 2). 2 > 0. est une courbe de Pl(vg). son dévelop-
pement asymptotique en 0 est I'(2). Toutes les dérivées de ho~(z) en 0 sont nulles.
ce qui est incompatible avece I'indgalité ci-dessus. Lensemble semi-analytique H N U

est de dimension 2. En effet. si ce n'est pas le cas. ¢’est une union finie de courbes
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analytiques lisses || avec v € Pl(7g) et ces courbes ne sout pas enlacées. D’aproes le
théoreme de reduction de singularités (voir par example [13]), il existe un morphisme
7w My — M composé¢ d’éclatements de points et de courbes tel que le transformé
strict. Hy de H soit a croisements normaux. Il existe une composante lisse H| de
H, telle que n(H{) NU soit une surface invariante par X. Soient vi. v les relevés
par 7 de deux courbes 7.4 € Pl(vyg) qui vérifient |5]. |3/| € #(H{) N U. D'apres la
proposition 1.13, v, ~} sont (comme v,7’) asymptotiquement enlacées. Mais ceci est
impossible puisque ;.77 sont contenues dans la surface lisse H. O

4.3. Equations de la dynamique « relative ». — Dans toute la suite 0 est une
singularité finale de type II d'un champ vecteurs X. 11 s'¢erit dans de bonnes coor-
données w = (u.z) = (x.y.z)

q
(+) /‘(:Z:"’L,(u)-:"“(d Y (u. )) Y(0) = 0. d=(Y) = 0.

; 0z

=0
On fixe une courbe intégrale v de X, |[v9| € {z > 0} qui a un contact plat avec la
courbe formelle I donnée par la proposition 4.1. On désigne par v. v/ deux courbes
intégrales de X contenues dans {z > 0} avec w(vy) = w(y') = 0. ()11 l('s reparamdétrise

par gz (u(z).2). 7 2= (W(z).2) ot u(z) = ((2).y(2). u(2) = ((2).y(2))

sont des solutions de 'é¢quation différentielle

g du

q
(%) S = =3 L) 4 2 Y (uz).

=0

B . . 9 . .
Le plan R* est muni de sa structure euclidicune canonique (. ) et du « produit vee-
toricl » A. Pour ddéerire le comportement analytique relatif de v, 4" au voisinage de 0
nous ¢tudicrons les fonctions

vz o(z) = ulz) —u(2). prze—p(2) = |le(2)]].

€z IVE:; 0:z—0(z) avec exp2inlf(z) = ¢(2).
(=
Elles sont reliées par les relations différenticlles suivantes :
d ‘. h
(%) ) = =3 L)+ Y () ) - Y (2). 2)
- i=0
q+1 1 d - l q
(%)) z4 —(—— —lj/)(,) = ~—Z 2 <L,(('(,:')). e(z)) +210(z).
p(z) dz —
g+l (1 2\ o ~ ~ -~
(+0) 0 >——Z (Lie(2)) Ae(z) + 2 O(z).
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L’indice de radialité & = k(X)) est déterminé par la formule

q
ROy A>T = Li(u) = 2(Qu(u) + [Jul> O(2)
i=0
ot Qi (u) est une forme quadratique dont le discriminant Ay est non nul si k < ¢.
Ainsi (xg) s'éerit encore
d k
—0(z) = —2"(Qrle(2)) + O(2)).

(*9) EAa
dz
Rappelons que l'indice £/(X) = { de la trace de X est défini par Ty (z) = Trace L. =

24 (Trace Ly + O(z)) st Trace Ly # 0 et £ < q.

Lemme4.7. — Sik >0 ousik=0ct Ay <0 on peut écrire (x,) sous la forme

1 d

(*P) m I /)(C) = *2(’7(’41 (rl‘l'a‘(i(‘ L(‘ + ()(;))

Démonstration. — Si k > 0, alors ¢ =0, Lo(u) = (Trace Lo)u et la formule (x,) est

vraic. Si k= 0 et Ay < 0 les valeurs propres de Ly ne sont pas réelles. Un argument
. « . 9 .

de F. Takens [33] montre que 'on peut choisir une base de R* telle que les matrices

A; des L; s’éerivent dans cette base comime

*")’,‘ i Yo —(3¢
A = 0 = pour 0 < i < ¢, Ay = e =P ,
;’3,‘ 0 /))( vy

avec oy # 0. La formule (x,) s'en déduit immdédiatement. O
4.4. Pinceau final séparé. — Il s’agit de démontrer que si I'une des quatre condi-

tions (¢) (( = ((X) < g, Trace Ly < 0, k = k(X) < ¢. Ay < 0) n'est pas satisfaite.

alors PI(7g) est séparé. Pour le démontrer, nous distinguons deux cas.

Assertion 1. Sil = q ousit < q avec TraceLy > 0 ¢t Ay < 0 si k = 0 alors
Pl(~o) = {70} et v est non oscillante.

Remarquons tout d’abord que la condition I = ¢ implique & > ¢. Supposons que
PI(7v9) possede une courbe ~/ distincte de ~p. Avec les notations de 4.3, étudions le
couple v = ~p. 7. Posons ¢(z) = u(z) — v/ (2). La fonction p(z) = [[o(2)]| vérifie (x,).
Dans le cas ¢ < ¢ et Trace Ly > 0. la fonction p(z) ne peut pas tendre vers 0 avece z,
¢’est-a-dire que w(v’) # 0. Supposons { = ¢, on a alors

p(z)  —plz) === YTrace Ly + O(2))

Si Trace Ly = 0. on vdérifie que p(z) ne tends pas vers 0 avee z. Si Trace Ly < 0, il
existe o > 0 tel que dp(z)/dz > az 'p(z). Par intégration on obtient, pour z assez
petit, p(z) > ¢z avee ¢ > 0. Ceci est incompatible avee g, v/ ont un contact plat
avec I, Enfin, d’apres le théoreme du spiralement axial, vy est non oscillante.
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Assertion 2. — Sik =g+ 1 ou si k < q avec Ay > 0, deux courbes distinctes v, '
de Pl(vo) peuvent étre séparées par une projection linéaire. De plus, les courbes de
PI(vo) sont non oscillantes.

Signalons que la premiere partie de cette assertion est vraie si 6(z) pos-
sede une limite 6y lorsque z tend vers 0. En effet, on peut supposer 6y = 0,
c'est-a-dire lim. .ge(z) = (1,0). Dans les coordonnées u = (x,y), on a aussi
lim._o(x(z) — 2/ (2))/|x(z) = 2/(2)] = 1. La projection (x.y, z) — (x, 2) sépare v, v'.
Pour démontrer que # tend vers une limite finie nous allons travailler avec (xg). Dis-
tinguons les deux cas de I'énoncé. Si k > ¢ + 1. c'est-a-dire 0 = ¢(z) A L;(e(z)) pour
0 <i < ¢, on déduit de (xy) que la dérivée df(z)/dz est bornée et, par intégration,
que 0(z) tend vers une limite si z tend vers 0. Supposons maintenant que k& < ¢ et
Ay > 0. L’endomorphsime Ly possede deux valeurs propres réelles distinctes A, p.
Choisissons des coordonnées v = (. y) telles que les axes (y = 0), (x = 0) soient les
directions propres correspondantes. Dans ces coordonnées on a

e(z) = (cosf(z).sinb(z)), Qrle(z)) = (A — pu)sinfd(z)cost(z).
La relation (xg) s’écrit, avec r =g+ 1 — k. a = 1/2(j — \),
az" (;—{ 0(z) =sin26(z) + O(=).
On peut toujours supposer a > () quitte a changer 'orientation. En reprenant un joli
argument élémentaire de Hu ([16]) montrons que 6(z) tend vers une limite 6y = 0
(mod 7/2). La dérivée df(z)/dz étant du signe de sin20(z) 4+ O(z), un réel £ > 0 étant
fixé, il existe zg(e) = 2z, b(e) = b > 0 tels que

1 l
l)<(A1)"(;TG(:) siz<z et ng+3<9(:)<(n,+])gfe.

La fonction 6(z) est strictement croissante sur - (Jnw/2 + &, (n + 1

~—

/2 —¢[). On
peut supposer que zp appartient a un de ces intervalles, par exemple avec n = 0. Il
existe z1(2) = 21 < zp tel que O(z)) = 7/2 — 2. Puisque la valeur 7/2 + ¢ ne peut étre
franchie par 6(z) qu'en décroissant on a 7/2 — = < O(z) < 7/2 + 251 0 < 2 < z1(e).

II reste a démontrer que les courbes de PI(p) sont non oscillantes. Supposons qu'il
existe v € PI(vg) oscillante. D apres le théoreme du spiralement axial, 'axe du pinceau
est une courbe lisse analytique I'. Soient w = (2. y. 2) = (u, z) de bonnes coordonnées
telles que I' = {u = 0}. Les courbes ' = T'1 {z > 0} et 4 ne sont pas séparées par
une projection linéaire sur un plan contenant I'. Ce qui contredit la premiere partie
de T'assertion.

4.5. Pinceau final enlacé. — Nous supposons que les quatre conditions () sont

réalisées. Elles s’écrivent encore

(e,) Trace(L.) = 2H(Trace(Ly) + O(2)) avee { < ¢ et Trace(Ly) <0,

(eg) L.(e(2)) Ae(z) = 2"(Qule(2)) + O(z)) avee k < g et le discriminant A, de
Qr(u) est strictement négatif.
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Pour achever la démonstration des théorémes 4.3 et 4.5 nous démontrons les trois
assertions suivantes.

Assertion 1. — Toute courbe intégrale v de X avec w(y') =0, |¥'| € {z > 0} appar-
tient a PI(vo).

Appliquons (*,) au couple v = vo, 7. Si p(z) = [[v(2)]| = [Ju(z) — v/ (2)]], pour z

assez petit on a, compte tenu de I'hypothese (e,),

g1 L d ¢

29 —— — p(z) = =2 (Trace Ly + O(z)).

p(z) dz

Fixons 3 avec 0 < 3 < — Trace Ly. 1l existe zg > 0 tel que pour 0 < z < zg,
1 d 3

— —plz)> — avecr=q+1-0(22.

p(z) dz 2"

On en déduit, par intégration, qu’il existe des constantes ¢, ¢’ > 0 telles que

J

0<plz)<ec (‘,xp<— ”.;1) si0 <z < 2.

Les courbes z — +/(2), 2 — ~o(z) ont un contact plat en 0. Cette propriété est
conservée par éclatements de points et done TI(y') = T1(vp).

Assertion 2. — Deux courbes distinctes de Pl(~yy) sont asymptotiquement enlacées.
Appliquons (#¢) & une couple v, v/ de PI(7p). On a
d .
L 0() =~ (Qule(2)) + O(2))

Compte tenu de 'hypothese (eg), nous pouvons supposer que @Qp(u) est définie po-

~q+

sitive. quitte & changer I'orientation de R%. 1l existe a > 0 et 2y > 0 tels que pour
0<z<zypona

| ,
-;~ 0(z) < ,i avecr=q+1—k>0.
daz z'
Il existe des constantes ¢, ¢ > 0 telles que
c
0(z) > — + dsir>1 ou 0(z)>clLogl/z+c sir=1.

Assertion 3. Il existe e, ) > 0 tels que C' = C. ) = {(u.2) | |Ju]] <7, 0 <z <y}
soit X -positivement invariant et toute courbe v qui coupe C appartient o Pl(~q).

Soit v : z +— (u(z), z) une courbe intégrale de X contenue dans z > 0. Pour établir
une relation différenticlle sur 7(z) = [Ju(z)]|, prenons le produit < u, (,) > avec

lu I
~q+1 ¢ — T Latl oy, .
(%) = E 2 Li(u) 4+ 29 Y (u, 2).
=0
On obtient, compte tenu de 'hypothese (e,),
Y1 /
dr(z)

(+,) PAARTS — = —z'r?(Trace Ly 4+ O(2)) + 297 (u, Y (u, 2)).
dz
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Puisque Y(0) = 0, on peut écrire Y (u, z) = 2 Yy(z) + |Jul| Y1(u, z) ou Yy, Y7 sont des
applications bornées au voisinage de 0. La relation (x,.) s’écrit, avec s = g+ 1—4 > 2,
dr(z)

.
dz z%

Puisque Trace Le < 0, il existe £, ) tels que la dérivée dr(z)/dz est strictement positive

(Trace Ly + O(2)) 4+ z0(z, u).

pour 0 < z < ¢ et r = |lu| = 0. Alnsi C.,, est X-positivement invariant. De plus,

la fonction r(z) est strictement croissante sur une région de la forme r > ezt avec
¢ > 0. Ainsi, lim, _or(z) = 0 871l existe zg tel que (u(zy), z0) appartienne a C. ,,.

. on a

D’autre part, en écrivant vy (z) = (ug(2), 2), p(z) = |[u(z) — up(2)

(*/)) (l_/) = M

dz z*
Ainsi p(z) est une fonction plate en z = 0 puisque s > 2. La courbe v a un contact

plat avec I'. Elle appartient a PI(vy).

(— Trace Ly + O(2)).

5. Le cas général

Soient X un champ de vecteurs analytique sur M., 5y une courbe intégrale non
oscillante de X avec w(vyp) = p et Pl(7g) son pinceau intégral. Nous allons démontrer

les deux théoremes énoneés dans 'introduction :

Théoreme I. Si les courbes de Pl(~y) sont non oscillantes on a l'une des propriétés
suivantes :

s) Deux courbes distinctes. quelconques. de PI(~yg) sont sous-analytiquement sépa-
rées.

¢) Deux courbes distinctes, quelconques. de Pl(~g) sont asymptotiquement enlacées.

De plus, ces proprictés ne peuvent pas ctre satisfaites simultanément.

Théoreme 1. Soit PI(v) est un pinceauw intégral enlacé de courbes non oscillantes.
(1) PI(no) posseéde un axe formel T non convergent. transcendant ;¢ ’est-a-dire, il
n'existe pas de surface analytique qui contienne I.
(2) Si V' est un voisinage de py, il eriste un owvert sous-analytique U C V' posi-
tivement invariant par le flot de X tel qu'une courbe intégrale ~ de X appartient a
Pl(~0) si et seulement si|v| MU # &.

Pour démontrer ces théoremes nous allons tout d’abord montrer que si PI(7g) n'est
pas séparé (par exemple il existe v € PlI(rq) distincte de v non séparable de ).
alors les trois assertions suivantes sont vraies :

(i) 11 existe une courbe formelle [ transcendante telle que Tl(vg) = ll(ﬁ)

(ii) Deux courbes distinctes de Pl(7) sont asyviptotiquenment enlacées.

(iii) Pour tout voisinage V' de p € A, il existe un ouvert sous-analytique connexe U
positivement invariant par X tel que v € PI(vy) si et seulement si [y N U # @.

Leurs démonstrations reposent sur la proposition suivante :
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Proposition 5.1. —  Supposons que o, 71 soient non séparables. Alors il existe un mor-
phisme admissible 7 : (M. v, p") — (M, ~0.p) tel que PI(~{) soit un pinceau final de
type I1.

Enfin, I'alternative de théoreme I est une conséquence de la proposition suivante :

Proposition 5.2. — Soient g, v1 deux courbes non oscillantes asymptotiquement en-
Yol Ul

lacées. Si [ est une application sous-analytique bornée d'un voisinage U de
dans R?, alors card(f|yo| N fly]) = oc.

5.1. La proposition 5.1 implique (i), (ii), (iii). — Supposons que la proposi-
tion 5.1 soit vraie et que o, y1 ne soient pas séparables. Le relevé 4] = 7 1() appar-
tient & PI(7() et de plus () et 4} ne sont pas séparables. Les conditions (e¢) du théo-
reme 4.3 sont satisfaites en p’ pour PI(v()). En particulier, il existe une courbe formelle
[’ de (M, p') analytiquement transcendante et telle que TI({) = Tl(f’) d’apres la
proposition 4.6. Soit [la projection de X par w. En utilisant les mémes arguments que

~

dans la démonstration de la proposition 1.15 on montre que TI(y,) = TI(~y) = TI(T).
Il est clair que [ est analytiquement transcendante. Pour montrer que [ est sous-
analytiquement transcendante, il suffit de montrer que son relevé (771(1?) par un
morphisme o : ([\7[)) — (M, p) est aussi analytiquement transcendant. Les re-
levés ~g, v1 de v9, 71 par o sont toujours non séparables. L'argument précédent
montre 'existence d'un axe I analytiquement transcendant pour PI(5;). Par projec-
tion, TI(y,) = TI(U(f)) ot ainsi [ = o~} (f) Ceci prouve 'assertion (i).

Montrons 'assertion (ii). Soient 2, v3 deux courbes distinctes de Pl(ng). D’apres
la proposition 1.15, le morphisme 7 est admissible pour 72 et v3. Leurs relevés v, +4
appartiennent au pinceau PI(v()). Puisque les courbes (;, 71 ne sont pas séparables,
d’apres le théoreme 4.3, le pinceau PI(7() est un pinceau final de type IT enlacé. Ceci
prouve que v2 et vy sont asymptotiquement enlacées, d’apres la proposition 1.13. Ceci
prouve (ii).

Montrons I'assertion (iii). Si V' est un voisinage de p € M, V' = 7= (V) est un
voisinage de p’ € M’. D’apres le théoreme 4.5, il existe un ouvert sous-analytique U’ C
V' tel que y” € Pl(ry) si et sculement si |/ |NU7 # @. La projection U = w(U') possede
la méme propriété relativement au pinceau Pl(vyg), d’apres la proposition 1.15. O

5.2. Démonstration de la proposition 5.1. — Le résultat suivant de [6] nous
permet de supposer que p est une singularité élémentaire du champ de vecteurs X,
c’'est-a-dire, que DX (p) n'est pas nilpotente.

Théoreme 5.3 (Uniformisation ~(-polarisé). Soit vy une courbe intégrale non oscil-
lante d’un champ de vecteurs X analytique sur un voisinage de p € M. Il existe un
morphisme admissible 7 : (M, ~,p") — (M.~0,p) et un champ de vecteurs X' ana-
lytique sur un voisinage de p' tels que p’ soit une singularité élémentaire de X' et ~|,
une courbe intégrale de X'.
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D’apres le théoreme 2.1, nous pouvons supposer que A(yg) = 0. Sinon 7y et
seraient séparables. On a alors deux possibilités pour le spectre de DX (p). Dans le
premier cas, le spectre de DX (p) s'écrit {0,0, A} avec A # 0. Quitte a effectuer un
éclatement local de centre p, on peut supposer que D X (p) est diagonalisable de rang 1.
Alors, v appartient a un pinceau final de type I. D’apres le théoreme 3.1, vo et v
sont séparables, ce qui est impossible. Dans le deuxieme cas, le spectre de DX (p)
s’éerit {0, A, X'} avee A, N # 0. Montrons d’abord qu’on peut se ramener au cas d'une
singularité préfinale avec le lemme suivant :

Lemme 5.4. Il existe un morphisme ~o-admissible © : (M’ ~(.p') — (M.,~0.p) tel
que ¥ soit une courbe intégrale d’un champ vecteurs X' tel que p' = w(v)) est une
singularité préfinale de type I1.

Démonstration. — Soient w = (x,y,7) = (u, z) des coordonnées centrées en p telles
que Ker DX (p) = {u = 0}. Il existe (comme dans la proposition 4.1, voir [3]) une
unique courbe formelle (ou analytique) r lisse, tangente & {u = 0}, invariante par X
qui vérifie aussi que Tl(f) = TI(v9). De plus. quitte a éclater le point p, on peut
supposer que le plan {z = 0} est X-invariant. Montrons tout d’abord que [ nest pas
contenue dans le lieu singulier Sing X de X. En effet, si [ c Sing X, on peut choisir les
coordonnées w telles que {u =0} = I. Si les valeurs propres A, X de DX (p) ne sont
pas imaginaires, la courbe [ est une variété centrale de X en p. D’apres le théoreme
de la variété centrale (voir [15, 26]), la dynamique du flot de X est topologiquement
conjuguée a la dynamique du champ X|;.—q}. Les courbes intégrales de X dont p est
le point w-limite sont contenues en {z = 0}. En particulier, la courbe 79, ce qui n’est
pas possible puisque A(70) = 0. Si A = N = ia. a € R*. considérons o : M — M
I'éclatement de I'axe {u = 0}. Sa fibre Dy = o~ !(p) est un cercle invariant par le
relevé X de X. 11 possede une application premier retour de Poincaré non triviale.
Ainsi, toute courbe « telle que w() = p est une courbe oscillante. Ceci est impossible
puisque g est non oscillante.

La multiplicité de la restriction de X a la courbe invariante r ¢ Sing Xy est un
entier ¢ + 1 avec ¢ > 1, puisque [ est tangente au noyau de DX (p). Choissisons des
coordonnées w = (x,y.2) = (u,z) avec |y| C {z > 0} telles que [ soit tangente a
l'ordre au moins 2¢ 4+ 1 avec {u = 0}. Un calcul élémentaire montre que, modulo une
unité multiplicative, X s'éerit dans ces coordonnées sous la forme

o

- )
X =S 2L (u) + Yolu. 2) — 2071 L
(*0) ; (u) + Yo(u. z) 2

ott les L;(u) sont des champs de vecteurs lindaires sur R? = R? x {0} avec DL(0) de
rang 2 et Yy est un champ de vecteurs qui vérifie

Yo(0) =0, dz(Yo) =0, Yp(0.2) = O(z*""). D, Yy(0.2) =0.
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Soit m : (M'.p") — (M.p) le morphisme composé des éclatements des ¢ + 1 pre-
miers points infiniment proches de [ et soient (u', z) des coordonndes en p' telles que
m(u'.z) = (2971 ). On vérifie aisément que le transformé X' = 7*(X) s’éerit sous
la forme

(%) X' =L.(u)— 17! (()i)— + Y>A L.(u) = i: L)

=0

avee DLo(0) de rang 2. dz(Y) = 0. Y(0) = 0. Ceci montre que p’ est une singularité
préfinale de type 11 O

Le lemmnie suivant achéve la démonstration de la proposition 5.1 (voir aussi [30]) :

Lemme 5.5. — Supposons que p est une singularité préfinale du champ de vecteurs X
avec M(yo) = 0. 1l existe un morphisme admissible 7. (M, ~(.p") — (M.~vo.p) tel que

PI(~{)) soit un pinceau final de type 11.

Démonstration. - D’apres le lemme précédent, vp a un contact plat avec une courbe
X-invariante I qui nest pas contenue dans le lieu singulier de X. Soient w = (&, y, 2) =
Y| € {z > 0}. Ecrivons X sous la
forme (*) dans ces coordonnées. Notons ¢+ 1 la multiplicité de la restriction de X a r
et k= k(X) l'indice de radialité de X. Par définition, k < ¢+ 1. Si k = ¢ + 1. PI(vo)
est un pinceau final de type II. Supposons que & < ¢. Si R(u) est le champ radial de

(u, z) de bonnes coordonnées pour X telles que

R2. I'entier k est défini par
R(u) A Lo(u) = 2H(Qr(u) + O(2)). k< q.

ot Qr(u) est une forme quadratique non nulle. Notons Ay le discriminant de Q.
Nous allons montrer qu’il existe un morphisme ~yo-admissible = : (M’.p") — (M. p)
tel que p’ soit une singularité préfinale du relevé X7 de X et tel que le diseriminant
AJ, correspondant & X' soit non nul. Supposons que Ay = 0. Posons

17 J ) )
Li(r,y) = (a0 +biy) — + (cix +diy) —. i=0.1,2,....q.
o Jy
Les conditions précédentes sur Lo, Ly.. ... Lj 1 se traduisent par les égalités a; = d;,

b; = ¢ = 0pour i =0.1.2....k = 1 avec ag # 0. De plus, la condition Ay = 0
signifie que DL (0) a une valeur propre double et n'est pas diagonalisable. On peut
choisir u = (a,y) tel que ap = di, by = 1, ¢ = 0. La droite {y = = = 0} est
invariante par X et L (u). L'éclatement de cette droite est un morphisme admissible
o (1\7 31.p) — (M. ~1.p). Soit X le relevé de X par 7 et soient @ = (r,y.2) = (. 2)
des coordonnées centrées en p telles que o(r.y.z) = (r.ry.2). Le champ X s'éerit

sous la forme

X = }l: FL(1) =zt ((—;): +Y (i s))
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ol a; = (7, = a, Ei =i 1. ¢ = ¢y 1 = 0.1..... qg— 1. a4, = aq. (7,, = d, + 1.
Cq = Cqm1- D1 qg—k =0, Rlu) NL.(z) = E”@q(ﬁ). Le discriminant Aq de Q,,(H)
est ¢égal a 1. Sig— & > 0 et ¢y = 0 on a z;(ﬁ) = L;j(u) pour i < k — 1 et
ZA.(II,/) = a, R(u'). Dans cette situation, lindice de radialité k de X satisfait &>k et
on s¢ ramene au cas précédent par une induction élémentaire sur ¢ — k. Si ¢ — k >0
et cppr # 0, effectuons tout d'abord une 2-ramification T au-dessus du plan = = 0.
Clest une transformation admissible 7' 1 (M. p) + (M.p). La droite {y = z = 0}
est invariante par X. Soit ¢ I'éclatement de centre cette droite. La composition © =
ocoT : (M. ~),p') — (M.5.p) est un morphisme admissible. Soient w’ = (u', ') =
(«".y'. ") des coordonndes centrées en p' = w(n])) telles que (' g/ 2") = (o y' 2 2"?).
Dans ces coordonnées le relevé X7 de X séerit

q .
X' = Z L) — <1/2 —(i + Y (. :’))

-
i=0

avee ¢ = 2g — 1. Y possédant les propridtés habituelles. Un petit caleul montre que.

powr i < 2k — 1. L) = 0 si 7 est impair et L) = L; si i = 2j. que L, = ayly et
Ly = y0/dr + ¢ d/dy. L'indice de radialité de X7 est égal & k" = 2k + 1. Le
diseriminant A}, correspondant est degq # 0. O

5.3. Démonstration de la proposition 5.2. — Soient 5.7y, et f = (f1. f2) — R?
comne dans 'enoncé de la proposition 5.2. Les courbes 4. v étant non oscillantes et
enlacées. on peut supposer que fi. fo sont analytiques sur un voisinage U de p. Cette
affirmation est une conséquence d'un résultat de [27]. Elle peut ¢tre aussi montrée en
utilisant le théorcme de préparation de [20].

D’apres le théoreme I1L les courbes ~g.~ ont un contact plat avee une courbe
formelle T' transcendante. Quitte a effectuer nne suite d'éelatements de points ou de
courbes lisses on peut choisir des coordonnées w = (. y. z) centrées en p telles que
(voir [2, 13]) :

(1) Les courbes ~g. 7y sont z-positives.

(2) La courbe [ est lisse transverse a {z=0}.

(3) Pour i = 1. 2. la fonction f; s'éerit dans w sous la forme

fiteoy.z)y =Pyt =" U (voy. z). avee Ui (0) # 0.

Puisque les séries formelles ‘/',»Of ne sont pas nulles. on peut supposer que p; = ¢; = 0
pour i = 1.2. En remplacant la coordonndée = par =(U;)/"". on peut supposer que
fi(ey.z) = 2" Les applications f ot (a.y.z) — (2. fo(r.y. 2)) avant les meémes
fibres dans {z > 0}. on peut supposer que

filey.z) =2 et folroy.z)=2"Us(r.y. 2).

Sile rang géndérique de f est égal a 1. les images de |yol. |51 sont confondues.

La proposition est alors vraic. Supposons que f est de rang générique 2. La courbe

o

[ nest pas contenue dans 'ensemble analyvtique {0 f,/00 = 0 f2/dy = 0}. Quitte a
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effectuer des éclatements de points on peut supposer que %{j # 0 sur {z > 0}. Soient
vi(2) = (xj(x).y;(2).2), j = 0.1 les paramétrisations de |yo|, |y1| par z > 0. Pour
chaque zg > 0, la courbe

Clu = {("1"7:%30) | fQ("l"v y,z) - fz(’}’o(ZO))}

partage le plan {z = 29} en deux composantes connexes U;", U, telles que

{(x.y.20) | 2 =20(20).y > yo(20)} C U/{Tp
{Croy. z0) |2 =wo(20).y <yolzo)} C U,

Puisque g, v1 sont enlacées, il existe deux suites (z,7), (z,,) qui tendent vers 0 telles
que yo(z,l) > yi(z7) et wo(zy) = ri(z)) yolz,) < ynlz,) et wolz,) = ai(z,). Par
continuitd, il existe une suite (z,) qui ten(l vers 0 telle que v (z,) appartient a C, .

“n

A
Ainsi, les points vo(z,,) ct v1(z,) sont dans une méme fibre de f. O
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