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A N A L Y S E C O M P L E X E , S Y S T È M E S D Y N A M I Q U E S , 
S O M M A B I L I T É D E S SÉRIES D I V E R G E N T E S 

E T T H É O R I E S G A L O I S I E N N E S (I) 

VOLUME EN L'HONNEUR DE JEAN-PIERRE RAMIS 

édité par Michèle Loday-Richaud 

Résumé, — Cet ouvrage en deux volumes rassemble les actes du colloque Analyse 
complexe, systèmes dynamiques, somrnabilité des séries divergentes et théories galoi-
siennes organisé à Toulouse du 22 au 26 septembre 2003 à l'occasion du soixantième 
anniversaire de Jean-Pierre Ramis. 

En introduction, le premier volume propose deux textes de souvenirs et trois textes 
de synthèse des travaux de J.-P. Ramis en analyse complexe, en théorie des équa
tions différentielles linéaires et en théorie des équations différentielles non-linéaires. 
Suivent des textes essentiellement consacrés aux théories galoisiennes, à l'arithmétique 
et à l'intégrabilité : analogies entre théories différentielles et théories arithmétiques, 
équations aux -̂différences classiques ou j>adiques, problème de Riemann-Hilbert et 
renormalisation. fonctions, problèmes de descente, modules de Krichever, lieu d'in-
tégrabilité, théorie de Drach et équation de Painlevô VI. 

Le deuxième volume rassemble des textes plutôt liés à des questions d'analyse et 
de géométrie : stabilité de Lyapounov, analyse asymptotique et dynamique pour des 
pinceaux de trajectoires, analyse WKB et géométrie de Stokes, équations de Painlevé 
I et II, formes normales des singularités de type nœud-col, tores invariants d'équations 
aux dérivées partielles. 
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Abstract (Complex analysis, dynamical systems, summability of divergent series and 
Galois theories (I), Volume in honor of Jean-Pierre Ramis) 

These two bound volumes present the proceedings of the conference Complex Anal
ysis, Dynamical Systems, Summability of Divergent Series and Galois Theories held 
in Toulouse from September 22 n d to September 26 t h 2003, on the occasion of J.-P. 
Ramis' 60 t h birthday. 

The first volume opens with two texts composed of recollections and three texts 
on J.-P. Ramis' works on Complex Analysis and Ordinary Differential Equations 
Theory, both linear and non-linear. This introduction is followed by papers concerned 
with Galois Theories, Arithmetic or Integrability: analogies between differential and 
arithmetical theories, (/-difference equations, classical or p-adic, the Riemann-Hilbert 
problem and renormalisation, 6-functions, descent problems, Krichever modules, the 
set of integrability, Drach theory and the VI t h Painlevé equation. 

The second volume contains papers dealing with analytical or geometrical aspects: 
Lyapunov stability, asymptotic and dynamical analysis for pencils of trajectories, 
monodromy in moduli spaces, WKB analysis and Stokes geometry, first and second 
Painlevé equations, normal forms for saddle-node type singularities, invariant tori for 
PDEs. 
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Les premiers travaux de Jean-Pierre Rarnis 
BERNARD MALGRANGE 1 

Exposé des travaux de Jean-Pierre Ramis avant 1978-80, travaux portant 
sur les espaces analytiques banachiques, la dualité en géométrie analytique et 
les D-modules. 

Témoignage 
GABRIEL RUGET 7 

Ce texte est une évocation des années 1962-1971 passées avec Jean-Pierre 
Ramis à l'Ecole Normale Supérieure et à l'université entre Paris et Orsay, puis 
à Tunis. 

Travaux de J.-P. Ramis sur les équations différentielles linéaires 
DANIEL BERTRAND 11 

L'article donne un survol des travaux de J-P. Ramis sur les singularités irré
gulières : théorèmes d'indice Gevrey, dévissage du groupe de Galois analytique, 
problème inverse. 

Travaux de J.-P. Ramis sur les équations différentielles non linéaires 
DOMINIQUE CERVEAU 21 

On survole trois articles de J.-P. Ramis traitant de phénomènes non li
néaires. 

Souvenirs Strasbourgeois 
MICHÈLE LODAY-RICHAUD 33 

Ce texte est une évocation des années 1971-1987 que j'ai passées à Stras
bourg dans le groupe de travail organisé par Jean-Pierre Ramis sur les équations 
fonctionnelles et, en particulier, différentielles. 

Galois representations, differential equations, and q-difference equations : 
sketch of a p-adic unification 
YVES ANDRÉ 43 

Ce texte est une introduction développée à l'article suivant, plus technique 
[AdV]. Nous expliquons comment [AdV] est lié à deux thèmes majeurs de 
l'œuvre de J.-P. Ramis, et comment ceux-ci trouvent leur unification en passant 
au monde p-adique. 



xiv RESUMES DES ARTICLES 

q-différence équations and p-adic local monodromy 
YVES ANDRÉ & LUCIA DI VIZIO 55 

Nous présentons une théorie p-adique des équations aux q-différences sur 
des couronnes arbitrairement minces de rayon extérieur 1. Après une étude 
détaillée des équations de rang 1, nous nous penchons sur le cas de rang supé
rieur et nous démontrons un théorème de monodromie locale (un g-analogue 
de la conjecture de quasi-unipotence de Crew). Cela nous permet de définir, 
dans ce contexte, un foncteur canonique de « confluence » des équations aux 
^-différences vers les équations différentielles, qui s'avère être une équivalence 
de catégories (en présence de structures de Frobenius). 

Renormalisation et ambiguïté galoisienne 
ALAIN CONNES 113 

Cet article donne un exposé détaillé de mes résultats sur la renormalisation 
en collaboration avec D. Kreimer. Le premier résultat essentiel est l'identité 
entre le procédé récursif utilisé par les physiciens pour éliminer les divergences 
en théorie des champs quantiques et la décomposition de Birkhoff des lacets à 
valeurs dans un groupe pro-unipotent. Le groupe impliqué dans la renormalisa
tion est celui des difféographismes, construit à partir des graphes de Feynman. 
Le deuxième résultat important est la construction d'une action de ce groupe 
des difféographismes sur les constantes de couplage sans dimension de la théorie 
physique. Le lien précis entre mon travail avec Kreimer et la correspondance de 
Riemann-Hilbert a été obtenu en collaboration avec M. Marcolli et est explicité 
à la fin de ce texte. Nous établissons une correspondance de Riemann-Hilbert 
entre connexions plates équisingulières et représentations d'un groupe de Galois 
« motivique » explicite (7*. Ce groupe joue dans le contexte de la renormalisa
tion un rôle analogue à celui du tore exponentiel de Jean-Pierre Ramis dans 
la théorie locale des singularités irrégulières des équations différentielles et il 
apporte une réponse satisfaisante à la recherche proposée par P. Cartier d'un 
groupe de Galois « cosmique » qui sous-tend la renormalisation. 

b-fmictions and integrable solutions of holonomic T>-module 
YVES LAURENT 145 

Un célèbre théorème de Harish-Cliandra montre que les distributions inva
riantes propres sur un groupe de Lie semi-simple sont des fonctions localement 
intégrables. Nous donnons ici une version algébrique de ce théorème en termes 
de polynômes associés à un "D-module liolonome. 

Curvature of pencils of foliations 
ALCIDES LINS NETO 167 

Nous nous intéressons au pinceau de feuilletages V = V[T, Q) engendré 
par deux feuilletages T et Q holomorphes singuliers distincts sur une surface 
complexe compacte M et appartenant à la même classe, i.e., Njr — Nç. La 
forme de courbure du pinceau V est une 2-forme 0 = S(V) qui coïncide avec 
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la courbure de Cliern (cf. [Ch]) ; lorsque S(V) = 0 on dit que le pinceau est 
plat. Dans cet article, nous donnons des conditions suffisantes de platitude d'un 
pinceau (Théorème 2). Nous regardons comment se traduit la platitude dans 
le pseudo-groupe d'holonomie des feuilletages de V et, en particulier, nous étu
dions dans certains cas l'ensemble {H G V \ H admet une intégrale première} 
(Théorème 1). 

Skew differential fieMs, differential and différence équations 
MARIES VAN DER PUT 191 

On étudie la descente sur un corps A: d'une équation différentielle ou aux 
différences donnée sur un corps K et qui est isomorphe à toutes ses conjuguées 
sous l'action du groupe de Galois Gal(iv/À;) de K sur h. On traite le cas de 
plusieurs classes d'équations. 

Krichever modules for différence and differential équations 
MARIUS VAN DER PUT & MARC REVERSÂT 207 

On compare explicitement les modules de Krichever différentiels ou aux 
différences de rang 1 aux extensions abéliennes différentielles ou aux diffé
rences. Ceci permet de donner, dans ces situations, un analogue du théorème 
de Kronecker-Weber. 

Algebraïc construction of tfic Stokes sheuf for irregular lincxir q-différence equaiions 
JACQUES SAULOY 227 

La classification analytique locale des équations aux -̂différences linéaires 
ir régulier es a été récemment réalisée par J.-P. Ramis, J. Sauloy et C. Zhang. 
Leur description fait intervenir un (/-analogue du faisceau de Stokes et des 
théorèmes de type1 Malgrange-Sibuya et elle s'appuie sur la sommation discrète 
de C. Zhang. Nous montrons ici comment retrouver une partie de ces résultats 
par voie algébrique et nous décrivons le dévissage (/-Gevrey du (/-faisceau de 
Stokes par des fibres vectoriels holomorphes sur une courbe1 elliptique. 

Monodromy preserving déformation and différentiiil Galois group I 
HIROSHI UMEMURA 253 

En 1914. J. Drach interpréta le travail de R. Fuchs sur les déformations 
isomonodromiques et la sixième équation de Painlevé en termes de sa théorie 
de Galois de dimension infinie. La note de Drach contient une idée très originale 
mais difficile à comprendre. Nous analysons sa note en appliquant notre théorie 
de Galois différentielle de dimension infinie. Cela nous donne des exemples non 
triviaux dont nous pouvons calculer notre groupe de Galois. 
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A B S T R A C T S 

Les premiers travaux de Jean-Pierre Ramis 
BERNARD MALGRANGE 1 

Exposition of Jean-Pierre Ramis' works before 1978-80, works devoted to 
Banach analytic spaces, duality in complex analysis and V-modules. 

Témoignage 
GABRIEL RUGET 7 

We relate memories of the years 1962-1971 spent at the Ecole Normale 
Supérieure in Paris, at the Universities of Paris and Orsay and in Tunis with 
Jean-Pierre Ramis. 

Travaux de J.-P. Ram is sur les équations différentielles linéaires 
DANIEL BERTRAND 11 

We survey the work of J-P. Ramis on irregular singularities, with special 
emphasis on his Gevrey theorems, his extension of Schlesinger's density theo
rem, and the analogies his theory provides between analytic differential Galois 
groups and fundamental groups in positive characterise. 

Travaux de J.-P. Ramis sur les équations différentielles non linéaires 
DOMINIQUE CERVEAU 21 

About three papers of J.-P. Ramis related to non linear phenomena. 

Soui ; enir's strasbo? iryeois 
MICHÈLE LODAY-RICHAUD 33 

This paper deals with memories of the time (1971-1987) I spent in Stras
bourg as a member of the working group on differential or functional equations 
around Jean-Pierre Ramis. 

Galois representations, differential equations, and q-difference equations : 
sketch of a p-adic unificalion 
YVES ANDRE 43 

This is a broad introduction to the following, more technical, paper [AdV]. 
We explain how [AdV] relates to two major themes of J.-P. Ramis' work, which 
eventually become unified in the p-adic world. 



xviii ABSTRACTS 

q-difference equations and p-adic local nionodromy 
YVES ANDRÉ & LUCIA DI VIZIO 55 

We present a p-adic theory of -̂difference equations over arbitrarily thin 
annuii of outer radius 1. After a detailed study of rank one equations, we consi
der higher rank equations and prove a local monodromy theorem (a (/-analog of 
Crew's quasi-unipotence conjecture). This allows us to define, in this context, 
a canonical functor of "confluence" from -̂difference equations to differential 
equations, which turns out to be an equivalence of categories (in the presence 
of Frobenius structures). 

Renorrnalisation et ambiguité galoisienne 
ALAIN CONNES 113 

This paper contains a detailed exposition of my joint work with Kreimer on 
renormalization. The first key result is the identity between the recursive pro
cess used by physicists to remove the divergencies in quantum field theory and 
the Birkhoff decomposition of loops with values in a pro-unipotent Lie group. 
The relevant group for renormalization is the group of diffeographisms which 
is constructed from Feynman graphs. The second key result is the construc
tion of an action of the group of diffeographisms on the dimensionless cou
pling constants of the theory. The precise link between my work with Kreimer 
and the Ricmann-Hilbert correspondence was obtained in collaboration with 
M. Marcolli and is explained briefly at the end of the paper. We construct a 
Riemaim-Hubert correspondence between flat equisingular connections and re
presentations of a specific motivic Galois group U*. This group is the analogue 
in renormalization of the exponential torus of Ramis in the local theory of ir
regular singular differential equations. Our work gives a natural candidate for 
the « cosmic Galois group » envisaged by Cartier as the symmetry underlying 
renormalization. 

b-functions and mtegrable solutions of holononnc 'P-modiilt 
YVES LAURENT 145 

A famous theorem of Harish-Chandra shows that all invariant eigendistri-
butions on a semi-simple Lie group are locally integrable functions. We give 
here an algebraic version of this theorem in terms of polynomials associated 
with a holonomic P-module. 

Curvature of pencils of foliations 
ALCIDES LINS NETO 167 

Let T and Q be two distinct singular holomorphic foliations on a compact 
complex surface M. in the same1 class, that is Njr = Ng. In this case, we can 
define the pencil V = V{T.Q) of foliations generated by T and Q. We can 
associate1 to a pencil V a meromorphic 2-form O = O('P), the form of curvature 
of the pencil, which is in fact the Chern curvature (cf [Ch]). When &(V) = 0 
we will say that the pencil is flat. In this paper we give some sufficient conditions 
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ABSTRACTS xix 

for a pencil to be flat. (Theorem 2). We will see also how the flatness reflects 
in the pseudo-group of holonomy of the foliations of V. In particular, we will 
study the set {H G V \ H has a first integral} in some cases (Theorem 1). 

Skew differential fields, differential and difference equations 
MARIUS VAN DER PUT 191 

The central question is : Let a differential or difference equation over a field 
K be isomorphic to all its Galois twists w.r.t. the group Gdl(K/k). Does the 
equation descend to k ? For a number of categories of equations an answer is 
given. 

Krichever modules for difference and differential equations 
MARIUS VAN DER PUT & MARC REVERSÂT 207 

In order to understand an analogue of Kronecker-Weber and some abelian 
Langlands theory for function fields, an explicit comparison between Kriche
ver differential (or difference) modules of rank one and abelian differential (or 
difference) equations is carried out. 

Algebraic construction of the Stokes sheaf for irregular linear q-difference equations 
JACQUES SAULOY 227 

The local analytic classification of irregular linear (/-difference equations 
has recently been obtained by J.-P. Rarnis, J. Sauloy and C. Zhang. Their 
description involves a (/-analog of the Stokes sheaf and theorems of Malgrange-
Sibuya type and is based on a discrete summation process due to C. Zhang. 
We show here another road to some of these results by algebraic means and we 
describe the ry-Gevrey dévissage of the q-Stokes sheaf by holomorphic vector 
bundles over an elliptic curve. 

Monodromy preserving deformation and differential Galois group I 
HIROSHI UMEMURA 253 

In 1914. J. Drach interpreted in terms of his infinite dimensional differential 
Galois theory R. Fuchs1 work on the monodromy preserving deformation and 
the sixth Painlevé equation. This note of Drach contains a quite original idea 
but it is difficult to understand. We analyze his note by our infinite dimensional 
differential Galois theory. We get non-trivial examples of which we can calculate 
our Galois group. 
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