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RENORMALISATION ET AMBIGUITE GALOISIENNE
par

Alain Connes

Résumé. —  Cet article donne un exposé détaillé de mes résultats sur la renorma-
lisation en collaboration avec D. Kreimer. Le premier résultat essentiel est I'identité
entre le procédé récursif utilisé par les physiciens pour éliminer les divergences en
théorie des champs quantiques et la décomposition de Birkhoff des lacets a valeurs
dans un groupe pro-unipotent. Le groupe impliqué dans la renormalisation est celui
des difféographismes, construit a partir des graphes de Feynman. Le deuxieme résul-
tat important est la construction d’une action de ce groupe des difféographismes sur
les constantes de couplage sans dimension de la théorie physique. Le lien précis entre
mon travail avec Kreimer et la correspondance de Riemann-Hilbert a été obtenu en
collaboration avec N. Marcolli et est explicité & la fin de ce texte. Nous établissons
une correspondance de Riemann-Hilbert entre connexions plates équisingulieres et
représentations d'un groupe de Galois « motivique » explicite U*. Ce groupe joue
dans le contexte de la renormalisation un role analogue a celui du tore exponentiel
de Jean-Pierre Ramis dans la théorie locale des singularités irrégulieres des équa-
tions différentielles et il apporte une réponse satisfaisante a la recherche proposée par
P. Cartier d'un groupe de Galois « cosmique » qui sous-tend la renormalisation.

Abstract (Renormalisation and Galois Ambiguity). — This paper contains a detailed ex-
position of my joint work with Kreimer on renormalization. The first key result is
the identity between the recursive process used by physicists to remove the divergen-
cies in quantum field theory and the Birkhoff decomposition of loops with values in
a pro-unipotent Lic group. The relevant group for renormalization is the group of
diffeographisms which is constructed from Feynman graphs. The second key result
is the construction of an action of the group of diffcographisms on the dimensionless
coupling constants of the theory. The precise link between my work with Kreimer and
the Riemann-Hilbert correspondence was obtained in collaboration with M. Marcolli
and is explained briefly at the end of the paper. We construct a Riemann-Hilbert
correspondence between flat equisingular connections and representations of a spe-
cific motivic Galois group U*. This group is the analogue in renormalization of the
exponential torus of Ramis in the local theory of irregular singular differential equa-
tions. Our work gives a natural candidate for the “cosmic Galois group“envisaged by
Carticr as the symmetry underlying renormalization.

Classification mathématique par sujets (2000). — Primary 58334 ; Secondary 81T15. 11R32.
Mots clefs. — Renormalisation, Galois, Hopf.
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114 A. CONNES

1. Introduction

La renormalisation est sans doute I'un des procédés les plus élaborés pour obtenir
des quantités numériques signifiantes a partir d’expressions mathématiques a priori
dépourvues de sens. A ce titre, elle est fascinante autant pour le physicien que pour
le mathématicien. La profondeur de ses origines en théorie des champs et la précision
avee laquelle elle est corroborée par 'expérience en font I'un des joyaux de la physique
théorique. Pour le mathématicien épris de sens, mais non corseté par la rigucur, les
explications données jusqu’a présent butaient toujours sur le sens conceptuel de la
partie proprement calculatoire, celle qui est utilisée par exemple en électrodynamique
quantique ct ne tombe pas sous la coupe des « théories asymptotiquement libres »
auxquelles la théorie constructive peut prétendre avoir donné un statut mathématique
satisfaisant. Cet état de fait a changé récemment ct cet exposé se propose de donner
la signification conceptuclle des calculs effectués par les physiciens dans la théorie de
la renormalisation grace a mon travail sur la renormalisation en collaboration avec
Dirk Kreimer et la relation que nous avons établic entre renormalisation et probleme
de Riemann-Hilbert.

Le résultat clé est Uidentité entre le procédé récursif utilisé par les physiciens et les
formules mathématiques qui résolvent unce application v : €'+ G d'un cercle C' C S?
a valeurs dans un groupe prouilpotent GG en un rapport d’applications holomorphes
~v4 : Ox v G des composantes connexes du complémentaire de C' dans S?. La signi-
fication géomdtrique de cette décomposition (de Birkhoff ou Wiener-Hopf) provient
directement de la théorie des fibrés holomorphes de groupe structural G sur la sphere
de Riemann S2.

Dans la renormalisation perturbative, les points de la sphere S? sont les dimensions
complexes parmi lesquelles la dimension D de Uespace-temps est un point privilégié. Le
probleme étant que dans les théories physiquement intéressantes les quantités a calcu-
ler conspirent pour diverger précisément au point D. On peut organiser ces quantités
comme ¢lément g € G d'un groupe pronilpotent G par analogic avee le développement
de Taylor d'un difféomorphisme et donner un sens a g = ¢g(z) en remplagant dans les
formules la dimension D par une valeur complexe z # D. Le procédé de renormalisa-
tion acquiert alors la signification suivante : la valeur cherchée g € G n’est autre que la
valeur g4 (D) en D de la partie holomorphe de la décomposition de Riemann-Hilbert
g(z) =g~ " (2) g, (2) du lacet g(z).

La nature exacte du groupe G impliqué dans la renormalisation a ¢té clarifiée par
les étapes essentielles suivantes.

La premiere est la découverte due a Dirk Kreimer de la structure d’algebre de Hopf
secretement présente dans les formules récursives de Bogoliubov, Parasiuk, Hepp et
Zimimermani.

La seconde (qui est le point de départ de notre collaboration) est la similitude
entre lalgebre de Hopf des arbres enracinés de Dirk et une algebre de Hopf que
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RENORMALISATION ET AMBIGUITE GALOISIENNE 115

javais introduite avee Henri Moscovici pour organiser les calculs tres complexes de
géomdtric noncommutative. Ceei nous a conduit avee Dirk a définir une algebre de
Hopf dircctement en termes de graphes de Feynmuan et a lui appliquer le théoreme de
Milnor-Moore pour en déduire une algebre de Lie et un groupe de Lie pronilpotent G,
analogue du groupe des diffécomorphismes formels.

La troisicme ¢tape est identification de la recette combinatoire de Bogoliubov-
Parasiuk-Hepp-Zimmermann avee la formule mathématique qui donne. par récur-
rence. la décomposition de Birkhoff d'un lacet a valeurs dans un groupe de Lie sim-
plement connexe pronilpotent.

Enfin, la dernicre étape est la construction d'une action du groupe G sur les
constantes de couplage de la théorie physique. Ceci permet de relever e groupe de
renormalisation comme un sous-groupe a un paramctre du groupe Goet de montrer
directement que les développements polaires des divergences sont enticrement déter-
minés par leur résidu.

En fait. ce groupe G est intimement relié au groupe des difféomorphisies formels
des constantes de couplage sans dimension de la théorie physique. L'un des résultats
essenticls de notre collaboration avee Dirk est en effet la construction. a partir de la
formule qui donne la valeur effective d'une telle constante de couplage. d'un homo-
morphisme de ¢ dans le groupe des diffcomorphismes formels tangents a identité.
Cela éelaive la nature du groupe Gquiil serait naturel dCappeler le groupe de difféo-
graphismes de la théorie. Clela permet aussi de formuler un corollaire indépendant du
eroupe G.

Théoreme 1.1 ([14]). Considérons la constante de couplage cffective non renormali-
sée gur(2) comme une série formelle en g et soit gor(2) = gor, (2) (ger (2)) 1 sa
décomposition de Birkhoff (opposée) dans le groupe des diffcomorphismes formels.
Alors le lacet g (2) est la constante de couplage nue ot gop (0) la constante de

couplage renormalisce.

Il est naturel dlinterpréter en termes galoisiens ambiguité que le groupe de re-
normalisation introduit dans les théories physiques. La formulation mathématique
dit groupe de renormalisation comme un sous-groupe a un paramoetre du groupe des
difféographismes dans Ta section 5 permet de préciser cette question.

Nous montrerons le role que le groupe de renormalisation devrait jouer pour com-
prendre la composante connexe du groupe des classes d'ideles de la théorie du corps de
classe conme un groupe de Galois. Clette idée s'appuice a la fois sur Fanalogie entre la
théorie des facteurs et la théorie de Brauer powr un corps local et sur la présence im-
plicite en théorie des champs d'un « corps de constantes » plus ¢labordé que le corps C
des nombres complexes. En fait, les caleuls des physiciens regorgent d'exemples de
«constantes » telles les constantes de couplage ¢ des interactions (Glectromagnétiques.
faibles et fortes) qui n'ont de « constantes » que le nom. Elles dépendent. en réalité.

du nivean d'énergie joanquel les expériences sont réalisées et sont des fonctions g(j1).
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116 A. CONNES

de sorte que les physiciens des hautes énergies étendent implicitement le « corps des
constantes » avec lequel ils travaillent, passant du corps C des scalaires a un corps de
fonctions g(pt). Le groupe d’automorphismes de ce corps engendré par pd/dp est le
groupe d’ambiguité de la théorie physique.

Je terminerai cet article par un bref exposé de résultats récents obtenus en colla-
boration avec M. Marcolli ([17]) qui établissent enfin un lien précis entre renormali-
sation et théorie de Galois. en expliquant le role de la décomposition de Birkhoff en
renormalisation par une correspondance de Riemann-Hilbert entre connexions plates
Cquisingulicres ot représentations d'un groupe de Galois motivique explicite U*. Ce
groupe joue dans le contexte de la renormalisation un réole analogue a celui du tore
exponenticl du a Jean-Pierre Ramis ([35, 33]) dans la théorie locale des singularités
irrégulieres des équations différentielles.

L apparition naturelle de ce groupe conune enveloppe du groupe de renormalisation,
et sa détermination comme produit semi-direct du groupe multiplicatif G,, par le
groupe pro-unipotent U dont I'algebre de Lie est algebre libre

Lic(U) = F(1.2.3....).

ayant un générateur en chaque degré positif. ouvrent la porte vers des relations tres
précises entre la théorie des motifs. le groupe de Grothendieck-Teichmuller et la ve-
normalisation. relations suggérées par P. Cartier dans [4].

2. Renormalisation, position du probleme

2.1. Motivation physique. — L’iddée physique de la renormalisation est tres claive
et remonte aux travaux de Green au dix-neuvieme sicele sur 'hyvdrodynamique. Pour
prendre un exemple simple (voir le cours de théorie des champs de Sidney Coleman). si
I'on calcule Iaceélération initiale d une balle de ping-pong plongée a quelques metres
sous I'eant, F'on obtient en appliquant la loi de Newton F = a a la poussée d Archi-
mode F= (M — m)g. olt m est la masse inerte. et M la masse d'cauw occupée par la
balle. une accélération initiale de ordre de 11 ¢! (Ia balle pese m = 2.7 eranunes ot
a un diametre de 4 cm de sorte que M o= 33.5 grammes). En réalité. si Fon réalise
Iexpérience. Taccélération est de Tordre de 2¢g. En fait. comnne le montre Green [27]
la présence du fluide autour de Ta balle oblige a corriger la valeur m de la masse inerte
dans la loi de Newton et a la remplacer par une « masse cffective » qui en locewrrence
vaut m-+ % M. Dans cet excmple. on peut, bien sur. déterminer la masse nue m en
pesant la balle de ping-pong hors de Teau, mais il n’en va pas de meme pour un ¢lec-
tron dans le champ ¢lectromagnétique. dont il est impossible de extraire. De plus, le
calcul montre que pour une particule ponctuelle. comme le demande la relativité. la
correction qui valait & A7 ci-dessus est infinic.
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RENORMALISATION ET AMBIGUITE GALOISIENNE 117

2.2. Champs quantiques. — Vers 1947 les physiciens ont réussi a utiliser la dis-
tinction entre les deux masses qui apparaissent ci-dessus ct, plus généralement, le
concept de quantité physique « effective » pour éliminer les quantités infinies qui ap-
paraissent en théorie des champs quantiques (voir [21] pour un apergu historique).
Une théorie des champs en D dimensions est donnée par une fonctionnelle d’action

classique
(1) S(A) = /[,(A)d”;r

o A = A(r) = A(x#) désigne un champ classique et le lagrangien est de la forme.

2
. , PR 1
(2) L(A) = (0A)7/2 — - A° = Ly (A)
SN2 — () A2 D2 of Lo (A e
ot (JA)* = (D A)~ — ZI,#“(()},A) et Ling(A) est un polynome en A.
Le passage de la théorie classique ala théorie quantique est simple a déerire a priori.
& | |
I1 consiste d'abord a remplacer la notion classique de probabilité par celle (quantique)
A amplitude de probabilite.
En théorie des champs quantiques amplitude de probabilité d'une configuration
o
classicque A est donnde par la formule de Dirac et Feynman.,
(3) i SEA/D
ot i est I'mité d'action de sorte que exposant i S(A)/h est sans dimension.

Cela permet alors de définir la valeur quantique dune observable classique (i.e..

d'une fonctionnelle O sur les champs classiques) par
(1) (0) =N / O(A)e DA

ot N est un facteur de normalisation et ot U'intégrale (de Feviman) n'a quun sens
formel mais qui suffit largement. dans le cas ot 'espace des champs classiques A
est un espace lincaire, pour formuler sans difficulté les termes des développements
perturbatifs qui font apparaitre le probleme de la renormalisation.

On peut, par exemple. déerire Ta théorie par les fonctions de Green.,
(5) Galrgoo .. en) = (01T o) olen)|0)

ott le symbole T signific que les champs quantiques o) sont éerits a temps croissant
de droite a gauche et si Fon pouvait ignorer les problemes de renormalisation. 1'on
pourrait caleuler les fonctions de Green grace a la formule

(6) G ... ry) =N / I Ay Ay ) [dA]

ot N est un facteur de normalisation requis par la normalisation de T'état de vide.

(7) (010) = 1.
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118 A. CONNES

L’on pourrait alors caleuler I'intégrale fonctionnelle (6) en théorie des perturbations
en traitant le terme Ly, conme une perturbation, le lagrangicen libre étant

a2
() Lo(A) = (0A)/2 - T A2,
de sorte que
(9) S(A) = Sy(A) + Sii (A)

ol I'action libre Sy définit une mesure gaussienne (en prenant i = 1 pour I'instant)
(10) exp(i Sy(A)) [dA] = dp.

On obtient alors le développement perturbatif des fonctions de Green sous la forme,

)

(11) Gn(ry...... en) =D / ACry) - Alra) (Sing (AN dyi
n=>0 h « i 1

> it / S (A" dpu

n=0 .
2.3. Diagrammes de Feynman. —— Les termes du développement (11) sont. par
construction. donnés par des intégrales de polynomes sous la gaussienne dye de la
forme.
(12) / AQry) - ACra) (Sie (A))" dp

Ils s’obtiennent en intégrant par parties sous la gaussienne dp et cela engendre un
erand nombre de termes U(IN). Les graphes de Feynman ' sont des données combina-
toires qui servent aindicer les termes qui apparaissent dans le caleul de ces intégrales
de polynomes sous une gaussicnne. Ce sont des graphes dont les sonmmets peuvent
ctre de plusicurs types correspondant aux termes du lagrangien de la théorie. et gue
nous définirons plus en détail ci-dessous. Les valeurs des termes U () (que Fon appelle
valeurs non-renormalisées du graphe 1) sont donndes par des intégrales en i nombre

fini de variables despace-temps.

L on commence par simplifier notablement la combinatoire des graphes par des dé-
finitions convenables de fouctions génératrices. La fonctionnelle génératrice des fone-

tions de Green est donnée par la transformdée de Fourier.

(13) NN

n=0

ot la source J est un dlément du dual de Tespace lindaire des champs classiques A,
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RENORMALISATION ET AMBIGUITE GALOISIENNE 119

La zoologie des diagrammes de la théorie perturbative se simplifie d’abord en pas-
sant au logarithme de Z(.J) qui donne la fonctionnelle génératrice pour les fonctions
de Green connexes G,

(14) W (J) = Log(Z(J)) = Z lﬁ .J(;rl) e Jan) G (e, aen ) dey - daey

Au niveau combinatoire formel, alors que la somme initiale (13) impliquait tous les
graphes y compris ccux qui ne sont pas connexes, le log dans (14) pour W(.J) supprime
tous les graphes non-connexes. De plus, le facteur de normalisation A7 dans (13)
dlimine tous les graphes sans arétes externes. Enfin, le nombre L de boucles dans un
graphe connexe détermine la puissance i~ de Punité d’action qui multiplie ce terme
et fait apparaitre (14) comme un développement semi-classique.

Le pas suivant dans la simplification de la zoologie des graphes consiste a passer
a l'action effective Seg(A). Par définition, Ser(A) est la transformée de Legendre de
W(.J).

L action effective donme les corrections quantiques de 'action classique. Par sa
définition comme transformée de Legendre on voit que les calculs au niveau arbre
(par la méthode de la phase stationnaire) a partir de S.r(A) donnent les mémes
résultats que le caleul complet & partir de S(A). 1l en résulte que le calcul de I'action
effective est un pas crucial dans I'analyse d'une théorie donnée.

Comme ci-dessus, l'action effective adimet un développement formel en termes de
graphes. En fait, cela élimine tous les graphes qui deviennent non-connexes quand on
enleve une arcte convenable. Les graphes restant sont appelés Une Particule Irréduc-
tible (1PI). Le graphe suivant n'est donc pas (1PI) :

—O0-0O—

La contribution de chacun de ces graphes T a la fonctionnelle non-linéaire Seg(A)
est donnée explicitement de la maniere suivante, ot N désigne le nombres d’arctes
externes de I’

1

(15) I'A) = — / j(pl)-~-/A1(1)N)(/'(I’(p].....pN))dm cdpy.
N, -0

Ici /T([)) est la transformée de Fourier de A(x) et la valeur non-renormalisée
(16) UT(pi.---.pn))

du graphe est définie en appliquant des regles simples (celles de Feynman) qui rem-
placent chaque aréte interne'!) par un propagatenr, i.e.. un terme de la forme

1
(17)

k2 —m2’

(D Les propagateurs des arétes externes sont éliminés pour les graphes (1PI)

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2001



120 A. CONNES

oll k est le moment le long de 'aréte. Il 0’y a rien de mystéricux dans 'apparition du
propagateur (17) qui joue le role de Uinverse de la forme quadratique Sy et provient
simplement de la regle d'intégration par parties

[ 70 ) expti st 0] = [ s (a) expli o) a4
pourvu que
—1 OAS()(A) - <] A>

On integre alors sur les moments & qui subsistent apres avoir appliqué a chaque
sommet la regle de conservation des moments (la somme des moments entrants est
égale a zéro). Le nombre de variables d'intégration restantes est le nombre de boucles L
du graphe T.

L’action effective est alors donnée par la série formelle
['(A)
S(I)

(18) Seir(A) = So(A) + Z

reipli

ou le facteur S(I') est Pordre du groupe de symétrie du graphe.

2.4. Divergences. — En regle générale, les intégrales U(I(py, ..., pn)) sont diver-
gentes. La plus simple (avec le graphe correspondant) est de la forme (en ignorant les
puissances de 27 et apres rotation de Wick aux variables cuclidiennes),

p+k

! Dj.
(19) p I - / K24+ m? ((p+ k)% +m?) @
k
Elle diverge en dimension D = 4. En géndral, les divergences les plus importantes
sont causées par la présence, dans le domaine d’intégration, de moments de taille arbi-
trairement grande. La technique de renormalisation consiste d’abord a « régulariser »
ces intégrales divergentes, par excmple, en introduisant un parametre de « cutoff » A
et en se restreignant a la portion correspondante du domaine d’'intégration. Les in-
téerales sont alors finies, mais continuent, bien entendu. a diverger quand A — oc.
On établit ensuite une dépendance entre les termes du lagrangien et A pour que les
choses s'arrangent et que les résultats ayant un sens physique deviennent finis! Cela
est parfaitement justifié du point de vue de la physique par la distinction nécessaire
entre les paramctres nus qui ne sont pas observables et les valeurs qui sont mesurées
dans les expériences. En ajustant les parametres nus au fur et a mesure que I'on en-
leve le « cutoff » on peut alors espérer ¢liminer les divergences. Par exemple, pour la
théorie ¢ de lagrangien

1 4
(20) 5(0u0)* — =
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RENORMALISATION ET AMBIGUITE GALOISIENNE 121

qui est suffisamment générique pour illustrer le procédé, le lagrangien va dépendre du
« cutoff » comme

ey e -z - (

Dans le cas particulier des théories asymptotiquement libres. la forme explicite de la

m2 + (57712(A)) 5 g+ 5.Q(A)Q3.

2 6

dépendance entre les constantes nues et le parametre de régularisation A a permis
dans des cas trés importants ([24], [22]) de mener & bien le programme de la théorie
constructive des champs ([25]).

Décrivons maintenant en détail la technique de renormalisation perturbative. Pour
faire les choses systématiquement, on rajoute un « contre-terme » C'(I') au lagrangien
de départ £, chaque fois que I'on rencontre un diagramme 1PI qui est divergent, dans
le but d’annuler la divergence correspondante. Pour les théories « renormalisables », les
contre-termes C'(I') dont on a besoin sont tous déja des termes du lagrangien L et ces
contorsions peuvent s'interpréter a partir de I'inobservabilité des quantités numdériques
qui apparaissent dans L. par opposition aux quantités physiques qui, elles, doivent
rester finies.

La méthode du « cutoff » n’est pas agréable a mettre en pratique et les physiciens
lui préferent la régularisation dimensionnelle, qui consiste simplement a définir 'in-
tégration en D-dimension lorsque D ¢ N n'est plus un entier. Ceci est trés simple en
se ramenant a des intégrales gaussicnnes qui en dimension entiere sont données par
des expressions simples (23) qui continuent & avoir un sens en dimension arbitraire.

On utilise done d'abord le passage aux parametres de Schwinger que nous explici-
tons dans 'exemple ci-dessus :

1 1
k2 +m? (p+ k)% +m?

puis. apres avoir diagonalisé la forme quadratique qui apparait en exposant, la formule

(22) = / | e SR mI) =R ) g gy
Js>0t>0

suivante pour 'intégrale d'une gaussienne en dimension D,
' 2 o/
(23) / e Ml = gD AP
ce qui donne la valeur non renormalisée du graphe (19) en dimension D sous la forme

.1 S . 5 . ,
(24) / / e Wl rT)pTrym®) /(%"‘-"1" dPkydy du
Jo Jo .

-1 x
— gD/ / / (,7(‘1/(;1-7‘:"’);12#1/'m')) y D/2 ydydr
JO JO

-1

=aP/21(2 - D)2) / (0 —2%)p* + m?)
Jo

D/2-2
/ dx.

L'intégrale restante sc calcule en termes de fonctions hypergéométriques, mais le point

essentiel est la singularité de la fonction I' pour D € 4 + 2N. Notons que 1'on a
alors D/2 —2 € N de sorte que le coefficient du pole est un polynome en p et sa
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122 A. CONNES

transformée de Fourier est un terme local. Cela ne suffit pas pour que la théorie soit
renormalisable; si, par exemple D = 8, le coefficient du pole est de degré 4 et la
théorie n'est pas renormalisable. Quand D = 6. par contre, le cocfficient du pole est
de degré 2: c¢’est un terme du lagrangien ce qui permet d’éliminer la divergence en
ajoutant des contre-termes convenables 67 (=) et dm?(g) au lagrangien de départ.

2.5. Sous divergences. — La principale complication dans la mise en ccuvre
de la procédure ci-dessus vient de l'existence de nombreux graphes I' pour les-
quels les divergences de U(I') ne sont pas locales. Ceci se produit des que 1'on
rencontre des poles d'ordre > 1 dans la régularisation dimensionnelle, ce qui fait
apparaitre comme coefficient du terme en 1/¢ les dérivées en D d’expressions comme
I()l((l — 22)p? + P22 dr qui ne sont plus polynomiales en p méme pour les
valeurs enticres de D/2 — 2 mais qui impliquent des termes comme log(p? + 4m?).
Un autre probleme est que ces graphes possedent déja des sous-graphes dont les
divergences doivent normalenment ¢tre prises en compte avant d’aller plus loin. On a
ainsi deux difficultés,

Les divergences de U(I') ne sont plus données par des termes locaux.
Les corrections précédentes (celles des sous-graphes) doivent ¢tre prises en
compte de manicre colhiérente.
Ces deux problemes sont résolus par une méthode combinatoire précise, due a
Bogoliubov-Parasiuk-Hepp et Zimmermann ([2]) et qui consiste d’abord & « préparer »
le graphe I' en remplacant U(T") par 'expression formelle,

r R — (A Yy
(25) R(I')=U() + E CU( /)
ycr
ol y varic parmi tous les sous-graphes divergents. On montre alors que le caleul des
divergences du graphe « préparé » ne donne que des expressions locales. qui pour les
théories renormalisables se trouvent déja dans le lagrangien L.

3. Structure algébrique des graphes de Feynman

Dirk Kreimer a eu I'idée remarquable en 97 ([31]) d'interpréter la combinatoire des
sous-divergences en terme d'une algebre de Hopf Hy construite a partir des arbres
« enracingés ».

J'avais a la meme époque. dans les calculs de Géométrie Noncommutative de 'in-
dice transverse pour les feuilletages, montré, avec Henri Moscovici, ([19]) que la com-
plexité extréme de ces calculs conduisait a introduire une algebre de Hopf H.,,,, qui
n'est ni commutative ni cocommutative mais qui est intimement reliée au groupe
des difféomorphismes, dont 'algebre de Lie apparait en appliquant le théoreme de

Milnor-Moore a une sous-algebre commutative.
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Apres I'exposé de Dirk a 'THES en février 98. nous avons tous les deux ét¢ intrigués
par la similarit¢ apparente entre ces deux algebres de Hopf Hy et 'Hep,, ot notre
collaboration a commencé par Iapplication du théoreme de Milnor-Moore a algebre
de Hopf Hye et sa caractérisation en termes de cohomologie de Hochschild ([10]).

3.1. L’algébre de Hopf des graphes de Feynman. — Ou peut. en fait ([13]).
associer directement une algebre de Hopf 'H a toute théorie renormalisable en utilisant
la formule (25) pour définir le coproduit. Pour fixer les idées et simplifier les notations
nous expliciterons pour la théorie ¢* en D = 6 dimensions.

Les graphes sont construits a partir de sommets de trois types correspondants aux

. C o
trois termes du lagrangien (?)
Sommet a trois arctes —< assoCié au terme 7.
0

i, N ~ . 9
Sommnet a deux arctes —e— associc an terme <.

Sommet a deux arctes -—x]— Associé au terme (9 p)2.

Le nombre d'arctes partant d'un sommet est le degré du monome correspondant
du lagrangicn. Toute arcte joint deux sommets distinets (arcte interne) ou n'aboutit
(qua un seul sommet (arcte externe).

Comme nous 'avons vu plus haut la valenr munérique U(T(py... .. py)) d'un
graphe dépend de Ta valewr des moments pjoenfrants attachés aux arctes externes

du graphe

P3

r

qui vérifient la regle de conservation des moments.

Z pi = 0.

Par définition. comme nous 'avons vu plus haut. un graphe I' est (1P1) 871l est connexe

ot le reste quand on supprime 'une quelcongue de ses arctes internes.
En tant qualgebre. algebre de Hopt 'H o des graphes de Feynman est Talgebre

commutative libre engendrée par les graphes T'(py..... pn ) qui sont (IPI). Il est. en

5 Lo > Lo
I Ponr la théorie de masse nulle le terme en 2 est absent ainsi que le type de sommet correspondant.
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fait, plus pratique par linéarité d’auntoriser comme structure externe une distribution
arbitraire o : C>(Ep) — C définie sur U'espace des fonctions C>° sur

(26) Er={(p)izton s Y 0= 0}

L’algebre H est alors l'algebre symétrique sur l'espace linéaire somme directe des
espaces de distributions C'7 > (Ep) @ en d'autres termes.

(27) H = S(C'7<(UER)).

Nous utiliserons la notation 'y pour indiquer la structure externe sur le graphe T
donnée par la masse de Dirac en 0 € Ep.

(28) Loy = (lw(l'))p,u

0

Pour les graphes a deux arétes externes I' nous noterons

. a
(29) Iy = <W 1 (11)>
p=—0

ol £p est le moment externe dont le signe est sans importance.

Pour ddéfinir le coproduit.

(30) AtH—H=H

il suffit de le donner sur les graphes 1PI: on a

(31) Al =T 1+4+101 + Z Yy 2 /v
SCT

Tei. v est un sous-ensenible non vide et de complémentaire non-vide v ¢ ') de 1'en-
semble T des aretes internes de I' dont les composantes connexes 4/ sont 1PI et telles
que Tenscmble e(77) des arétes de I' qui rencontrent 47 sans appartenir a 47 ait deux
ou trois ¢léments [13]. On note ”,(’,.) le graphe qui admet 4" comme ensemble d’arétes
internes et #(7") connne ensemble d'arctes externes avee pour structure externe (28)
pour i =0 ct (29) powr i = 1.

La somme (31) porte sur tous les multi-indices 7 de valeurs indépendantes sur les
composantes connexes de ~. Ceux-ci prennent les valeurs 0 ou 1 pour les graphes a
deux aretes externes et la valeur 0 pour les graphes a trois arctes externes. On note

vy le produit des graphes 7/, associds aux composantes connexes de ~v. Le graphe
I() o (i) / I}

2y . . ) 9 .
B pour la théorie de masse nulle. on prend p? = 42 au licu de p = 0.
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I'/5(;) est obtenu en remplagant chacune des composantes connexes 7" de 5 par le
sommet correspondant de type (i) pour 7(/1')' On vérifie que T'/~(i) est un graphe 1PIL.
On notera que. bien que les composantes " de v soient disjointes par construction,
les graphes 'ygl.) ne le sont plus néeessairement car les composantes peuvent avoir des
arétes externes communes, e(v') Ne(y”) # 2.
C’est le cas dans I'exemple suivant.,

r
Y=Yy

' "

v

La structure externe du graphe I' /7y est identique a celle de I,

Voici quelques exemples de coproduit [13] :

MO = -O-8l+1-O-

AD-=-D-0l+1e-D +
2 =<8 -O-

AL D =<D-ol+1e< -
22— ®o-O-+2—< e -0
+—( e -0

e
e

On notera que le coproduit (31) vérific par construction la proprié¢té suivante de « li-
néarité a droite » qui signale sa similitude avec le coproduit donné par la composition

des séries formelles :

Proposition 3.1. Soit Hyy le sous-espace de 'H engendré par 1 et les graphes 1PI.
Alors pour tout I € Hyy on a.

A(T) € HoH,).

Le coproduit (31) se prolonge cn un unique homomorphisme d'algebre A : H —

H e H et Ton a ([13])
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Théoreme 3.2. - Le couple (H.A) est une algébre de Hopf.

On notera que la structure externe des graphes joue un role mineur dans le co-
produit car la structure externe de chacun des graphes I'/5(;) est identique a celle
de I'.

3.2. L’algebre de Lie des graphes, le groupe (' et sa structure. — L’algebre
de Hopf H admet plusieurs graduations naturelles. Il suffit pour définir une graduation
de donner le degré des graphes 1P puis de poser. en géndéral,

(32) deg(Ty ... T ) = deg(I').  deg(1) = 0.
On doit vérifier que

(33) deg(y) + deg(1'/4) = deg()

pour tout sous-graphe admissible ~.

Les deux graduations les plus naturelles sont

(34) [(T") = nombre d'arctes internes de T°
et
(35) o(I) = V(I') = 1 = nombre de sommets de I' — 1.

On a aussi la combinaison importante
(36) L=1—-v=1-V+1

qui est le nombre de boucles du graphe.

Le théoreme de Milnor-Moore montre que algebre de Hopt H est duale de 1al-
ecbre enveloppante d'une algebre de Lie graduée G dont une base est donnée par les
eraphes 1-particule irréductibles. Le crochet de Lie de deux graphes est obtenu par
insertion d'un graphe dans I'autre. Le groupe de Lie correspondant G oest le groupe
des caracteres de H.

Nous avons ensuite analysé le groupe G et montré qu'il est produit semi-direct d'un
groupe abdlien par un groupe tres relié au groupe des difféomorphismes des constantes
de couplage sans dimension de la théorie des champs (voir section 6).

Nous appliquons alors le théoreme de Milnor-Moore a l'algebre de Hopf bigra-

duée H.

Ce théoreme donne une structure d’algebre de Lie sur.
(37) GpC> (Epr) =L

otlt. pour chaque graphe 1PIT'. on définit Er comme ci-dessus. Soit X € L et soit Zy
la forme linéaire sur ‘H donnée. sur les monomes I', par

(38) (U Zx) =0
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sauf si I' est connexe et 1PI et, dans ce cas, par
(39) <F Z_\f) = <0’]'. X1*>

olt or est la distribution qui donne la structure externe de I' et Xp la composante
correspondante de X. Par construction, Zy est un caractere infinitésimal de 'H ainsi
que les commutateurs.

(40) [Zx, Zx, =25, Zx, — Zx, Zx, -
Le produit é¢tant obtenu par transposition du coproduit de H. i.e.. par
(41) <Z1 Z_)F>i<Zl /‘ZZ.AF>

Soient 1'j. j = 1.2 des graphes 1PLet p; € C™(Er)) les fonctions test correspon-
dantes.

Pour i € {0.1}. soit n;(I'y,I'»: T') le nombre de sous-graphes de I' isomorphes a '
et tels que

(12) D/T (i) ~ Is.

Soit (T, ) I'dlément de L associé a ¢ € C™(Ep). le crochet de Lie de (I'y, 1) ot
(T2, v2) est donné par.

(43) > oilp1) (01T D) (Fa) = 0i(p2) ni(Ta. T T) (Fogy).
1"

ol les a; sont les structures externes spécifiées dans (28) et (29).

Théoréeme 3.3 ([13]). L algébre de Lie Loest produit senmvi-direct d'une algébre de Lie

Abélienne Ly par L. ou L. admet une base canonique indéxée par les graphes Iy avee
~/ 5 N/ \
(44) .1 = E I'o, I — E Mol
" v’
ot T o, I est obtenu en greffant T sur I en v.

Nous noterons G le groupe des caracteres de la sous-algebre de Hopf associée a L.

4. Renormalisation et probleme de Riemann-Hilbert
La clé de notre travail avec Dirk Kreimer réside dans Uidentité entre les formules
qui gouvernent la recette combinatoire des pas successifs de la renormalisation per-
turbative et celles qui calculent la décomposition de Birkhoftf (ou de Wiener-Hopt)
d'un lacet & valeurs dans un groupe pronilpotent simplement connexe.
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4.1. Probleme de Riemann-Hilbert. — L’origine de la décomposition de Bir-
khoff (ou de Wiener-Hopf) est le probleme de Riemann-Hilbert qui vient du 21¢ pro-
bleme de Hilbert qu'il formulait ainsi :

« Montrer qu’il existe toujours une équation différentielle linéaire fuchsienne de
singularités et monodromies données. »
Sous cette forme, il admet une réponse positive due a Plemelj et Birkhoft (¢f. [1] pour
un exposé détaillé). Quand on le reformule pour les systemes linéaires de la forme.

(45) Y(2) = ARy, Al) =)

acS

A,

=«

ou S est I'ensemble fini donné des singularités. ~ ¢ S, et les A, sont des matrices
complexes telles que

(46) Z A, =0

pour ¢viter les singularités a >, la réponse n'est pas toujours positive [3], mais la
solution existe quand les matrices de monodromie M, sont suffisaimnment proches de 1.
On peut alors I'éerire explicitement sous la forme d’'une série de polylogarithmes [32].

4.2. Décomposition de Birkhoff. — Soit " C P (C) unc courbe simple conte-
nant U'ensemble S des singularités et v : €' — GL(n,C) I'application constante par
morceaux sur C'\\S produit des matrices de monodromie M, rencontrées le long du
parcours.
Une solution A(z) du probleme de Riemann-Hilbert serait obtenue en posant

, L N m (=l

A(2)dz = dya(2) 74 (2)7",
si I'on disposait de la décomposition de Birkhoff du lacet ~,

A2 =~ (VLA (- -

(47) (2)=7-(:)"p(2). Vied,
ol les trois applications 7 et ~+ sont a valeurs dans GL,(C), et v4 sont les valeurs
au bord d’applications holomorphes
(48) Y+ CVL — (;L,,((C)
avec C'_ la composante connexe du complément de C' contenant oo ¢ C et C la
composante bornée. La condition v_(o¢) = 1 assure 'unicité de la décomposition si
elle existe.

(49)
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En général, pour une courbe simple C' et un lacet régulier
~v:C+— GL(n,C)
I'existence de la décomposition de Birkhofl (47) est intimement reliée a la classification

des fibrés vectoriels holomorphes sur la sphere de Riemann P (C), et équivalente a

I'annulation,

(50) c1 (L/) =0

des nombres de Chern n; = ¢y (L;) des fibrés en droites holomorphes de la décompo-
sition de Birkhoff-Grothendieck

olt E est le fibré vectoriel holomorphe sur P (C) associé a v, i.e., d’espace total
(52) (Cy x C")u, (C- x C™).
La discussion ci-dessus pour G = GL, (C) s’é¢tend aux groupes de Lie complexes

arbitraires en remplagant GL,,(C) par G dans les formules ci-dessus.

4.3. Décomposition de Birkhoff pour les groupes pronilpotents. — Quand
G est un groupe de Lie complexe et simplement connexe l'existence (et I'unicité) de
la décomposition de Birkhoff (47) est vraie pour tout .

Quand le lacet v : ' — G se prolonge en un lacet holomorphe : C. — G, la

décomposition de Birkhofl est donnée par v4 = v, v~ = 1. En général, pour zy € Cy
I'évaluation,
(53) ¥ — v+(20) €G

donne un principe naturel pour extraire une valeur finie a partir de l'expression sin-
guliere v(zp).

Soit C' un cercle de rayon infinitésimal centré en zj. Cette extraction de partie
finie est alors une division par la partie polaire pour un lacet méromorphe ~v. En
effet, y_ est alors essentiellement la partie polaire de v en zy. Explicitons maintenant
les formules qui donnent cette extraction de partie polaire pour un groupe de Lie
complexce pro-nilpotent G dont 1'algebre de Hopf de coordonnées H est gradude.

La table ci-dessous donne la traduction entre langages algébriques et géométriques,
en désignant par R 'anneau des germes de fonctions méromorphes dans un voisinage
de zg, R- C R le sous-anneau des polynomes en (z — z5) "' et Ry C R celui des
fonctions régulieres en z.

Pour X € H, notons le coproduit sous la forme

ou, pour X homogene de degré n, tous les termes X' et X” sont de degré < n. La
décomposition de Birkhoff s’obtient de maniere récursive grace au théoréme suivant :
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Lacet v de C a valeurs dans G Homomorphisme ¢ : H — R

v est régulier en z o(H) C Ry

7 se prolonge en
une application holomorphe o(H) C R-
de P1(C) ~ {20} — G et v(x) =

Y(2) = n(2)12(2), V2 € C b= P1* P2

~1 $poS

z—(z)

Théoréeme 4.1 ((13]). — Soit ¢ : H — R un homomorphisme d’algébres et v : C — G
le lacet correspondant. Sa décomposition de Birkhoff est donnée de maniére récursive
par les égalités

o (X) = ( +Z(/), "o X”))
G (X) = 0(X) + o (X)+ > o (X)e(X")

ou T désigne la projection sur R_ parallélement a R .

4.4. Formules de BPHZ et décomposition de Birkhoff. — La clé de notre
travail avec Dirk Kreimer réside dans 'identité entre les formules du théoreme 4.1 et
celles qui gouvernent la combinatoire des calculs de graphes. Nous avons déja vu la
formule qui définit la préparation d’'un graphe,
(55) R(T) )+ > C(UT /)

yCr
Celle qui donne le contre-terme C(I") est alors,
(56) ey = =1 = () + X et

yCI

et celle qui donne la valeur renormalisée du graphe est,

(57) R(I) = R(T)+C(I) =U() + (') + Z Cy)UT/v)
yCI
Il est alors clair, en posant ¢ = U, ¢ = C, ¢ = R, que ces équations sont identiques

a celles du théoreme 4.1 donnant la construction récursive de la décomposition de
Birkhoff.

Décrivons plus en détails ce résultat. Etant donnée une théorie renormalisable en
dimension D la théorie non-renormalisée donne, en utilisant la régularisation dimen-
sionnelle, un lacet v d’éléments du groupe G associé a la théorie dans la section 3. Le
parametre z du lacet v(z) est une variable complexe et v(z) est méromorphe dans un
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voisinage de D. Notre résultat principal est ue la théorie renormalisée est donnée par
I'évaluation & z = D de la partie non-singulicre v de la décomposition de Birkhoff,

(58) y(z

de .
Les regles de Feynman et la régularisation dimensionnelle associent un nombre.

(59) Ur(pi.... pN) = /(1" by -oodU ke In(py. .. N TR k)

a chaque graphe I'. Nous les utilisons en métrigque cuclidienne pour éviter les facteurs
imaginaires.

Pour respecter les dimensions physiques des quantités impliquées quand on éerit
ces regles en dimension d, il faut introduire une unité de masse e et remplacer partout
3—d/2

la constante de couplage par ¢. On normalise ainsi les caleuls par,

(60) Uy =g Ny B o up)

ot B = B(d) est la dimension de (. Up).
On ¢étend la définition anx réunions disjointes de graphes 1PLT; par

(61) Ul'=uly)=11U(Y;).
Le résultat principal est alors le suivant :

Théoreme 4.2 ([13])
a) Il ceiste une wnique application mcromorphe ~4(z) € G. 2 € C. = # D dont les

I-coordonnées sont données par U(1') ..
b) La valeur renormalisée d une observable physique O est obtenue en remplagant
~(D) dans le développement perturbatif de O par ~v (D) ou

(=) =7(2) Te(2)

est la décomposition de Birkhoff du lacet v(z) relativernent a un cercle infinitésimal
autour de D.

En d’autres termes, la théorie renormalisée est obtenue en évaluant en =z = D la
partie holomorphe ~ . de la décomposition de Birkhoff du lacet 4 associé¢ a la théorie
non-renormalisée. La renormalisation apparait ainsi comme un cas particulier d'un
procédé général dextraction de parties finies de nature multiplicative. basé sur la
décomposition de Birkhoff.

Il est également remarquable que la partie v_ de la décomposition de Birkhoff
donne les contre-termes et que la méme expression formelle déja utilisée pour I'action
cffective (18) donne I'action avee ses contre-termes,

-
(62) Se(A) = So(A)+ > M
S(T)

relpi
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5. Le groupe de renormalisation

Montrons commient le groupe de renormalisation apparait tres simplement de notre
point de vue. Comuine nous l'avons vu ci-dessus. la régularisation dimensionnelle im-
plique le choix arbitraire d'une unité de masse o et I'on constate d’abord que la partie
singuliere de la décomposition de Birkhoff de ~ est. en fait. indépendante de ce choix.
Il en résulte une contrainte tres forte sur cette partie singulicre et le groupe de re-
normalisation s’en déduit immédiatement. Nous en déduisons également une formule
explicite pour 'action nue en terme du résidu.

5.1. Stabilité de v_. — On montre d’abord. en se limitant a la théorie ¢f pour
simplifier les notations, que, bien que le lacet v(d) dépende du choix de 'unité de
MAsse i,

(63) = Y (d).

la partie singuliere v,- de sa décomposition de Birkhoff

(64) () = 3 (d) ™y (d)

est, en fait. indépendante de p.

0
65 — v,-(d) = 0.
(65) o (d)
Cet énoncé découle immdédiatement de 'analyse dimensionnelle.
Soit
(66) 0, ¢ AutG, teR,

le groupe a un parametre d’automorphismes du groupe de Lie G qui est associé¢ a la
graduation de 'algebre de Hopf 'H donnée par le nombre de boucles

(67) L(I') = nombre de boucles T’

pour tout graphe 1PIT.
On a, par construction. I'égalité

(68) Yeruld) = Oro(yu(d))  ViER. e=D~—d

I en résulte que les lacets v = v, associés a la théorie non-renormalisée satisfont a la
propriété suivante :

Proposition 5.1. La partie singuliere ~— de la décomposition de Birkhoff
) =~ (d)" i (d)
est inchangée par opération
y(d) — 0i=(7v(d)). =D —d.

Comme v_(d)v(d) et v_(d)0;-(v(d)) sont régulicrs en ¢ = 0, il en est de méme
pour 0_s-(v_(d))y(d) de sorte que I'on obtient :
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Corollaire 5.2. La partic singuliere ~_(d) est indépendante de et vérifie
(69) Y (d) O (v (d) 1) est régulier en e = 0.
Nous donnerons ci-dessous une caractérisation complete des lacets y_ (=) € G véri-
fiant cette propriété.
5.2. Le groupe F;. — Il est facile de voir que la limite de (69) pour ¢ — 0 définit
U1l SOUS-Eroupe a un parametre.
FoeG . teR. Fi,=F F, VitjeR

La signification de ce groupe est donnée par

Proposition 5.3. - La valeur finie 7/T(D) de la décomposition de Birkhoff vérifie pour
tout t € R
A,rjf,/‘(D) - Friy, (D).

En cffet, 4, (D) est la valeur réguliere de vy (d) 5, (d) en e = 0 et vf, l’(l)) celle de
Y= (d) 0= (v,(d)) ou. ce qui revient an meme. celle de 6_-(v—(d)) 4, (d) en e = 0. Mais
O (v (d)y_(d)~' — F; quand £ — 0, d’ott le résultat.

Le groupe F; gouverne donce le comportement de la théorie renormalisée lorsque 'on
modifie le choix arbitraire de I'échelle de masse p. Il apparalt ainsi comme un groupe
d'ambiguité de la théorie physique. Clest cette ambiguité (ue nous rapprocherons plus
loin de I'ambiguité entre les racines d'une équation algébrique inhérente a la théorie
de Galois.

L'on peut rééerire 'énoned de la proposition 5.3 en terme du générateur infinitési-
S

mal 3 = (5 1 ), ,_ sous la forme
(70) 1A/ oy, (D) = p"yj(D).
5.3. Le résidu et la fonction 5. — Le corollaire 5.2 permet de montrer ([14])

que le génératewr = (% F’)/—o de ce sous-groupe est reli¢ au résidu de 5

- J 1
(71) Res._gy = — <fﬂ, <—>>
du w) ) —o

par I'¢quation
(72) # =Y Res~

ouY = (f—) (),) , ost la graduation associée au nombre de boucles des graphes.

Ceci est nnmulmt mais notre résultat ([14]) donne la formule explicite suivante (74)
qui exprime v_ () en fonction de /3. Introduisons le produit semi-direct de algebre
de Lie GG par la graduation. On a donc un ¢lément Zjy tel que

(73) (Z0.X] =Y(X) VX € LieG.
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et le groupe G* produit semi-direct de G par le groupe a un parametre 6;. On a alors
([14])

Théoreme 5.4. - L application ~_(z) est enticrement déterminée par son résidu par
la formule

(74) ~_(g) = lim e HZ+20) 120

t—nc
Les deux facteurs du terme de droite apparticnnent au groupe G* mais leur rapport
appartient au groupe G.
Cette formule montre que toute la structure des divergences est uniquement déter-
minde par le résidu et donne une forme forte des relations de 't Hooft [28].

6. Le groupe G et les difféomorphismes formels

Bicn entendu, on pourrait facilement objecter aux développements précédents en
arguant que le mystere de la renormalisation n'est pas completement éelairei car
le groupe G construit a partir des graphes de Feynman apparait ¢galement mysté-
ricux. Cette critique est completement levée par la merveilleuse relation. hasée sur la
physique. entre les algebres de Hopf H des graphes de Feynman ot celle, Hgig. des
diff¢omorphismes formels.

6.1. L’action de (i sur les constantes de couplage. — Nous montrons, dans le
cas de masse nulle, que la formule qui donne la constante de couplage effective

—-3/2
. I : r
- - 2041 | 2
(75) gar =9+ > g ST > oy S
- O

considérée comme une série formelle dans la variable g d'éléments de Falgebre de Hopf
‘H, définit, en fait, un homomorphisme d’algebres de Hopf de Talgebre de Hopf Hgig
des coordonndes sur le groupe des difféomorphismes formels de € tels que
3 / .
(76) 20) = 0. £ (0) =1id
vers l'algebre de Hopf 'H de la théorie de masse nulle.
Soit Hair Ualgebre de Hopf des coordonnées du groupe des difféomorphisimes for-
it & &
mels vérifiant (76). Prenons les génératewrs a,, de Hair donnds par
. ~ n
(77) o) =u+ E a, ()",
nz2

Le coproduit dans Hair ost défini par I'égalité

(78) (Aay. o1 p2) = ay(p2091)
On utilise alors la formule (75) pour définiv un homomorphisme d’algebres
(7()) D Hayg — H
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de la manicre suivante. On développe d’abord gy en série de puissances de g sous la
forme

>
(80) il = g + E g
2
ou tous les coefficients a9, d'indice pair sont nuls et les coefficients oy, sont des
combinaisons linc¢aires finies de produits de graphes, de sorte que
(81) a1 €H Vn>1.
L’on d¢finit alors @ par
(82) dla,) = a,.

(Uest, par construction, un morphisme dalgebres. Le résultat essentiel est que @ est

un morphisme d’algebres de Hopf.
Théoréeme 6.1 ([14])
(Ood)Ar=A (P(.'l') Vo € Haig-
Il en résulte, en transposant un homomorphisme de groupes,
(83) pG.— Gy

ou Gy est le groupe des caracteres de Hyir, d.c.. le groupe opposé du groupe des
difféomorphismes formels. C'ela donne. en particulier. une action formelle du groupe
G sur la constante de couplage.

6.2. La décomposition de Birkhoff de la constante de couplage. — Nous
wontrons. cn particulier. que 'image par p de 4 =Y Res v est la fonction 3 de la

constante de couplage g.

Nous obtenons ainsi un corollaire du théoreme principal qui se formule sans faire
intervenir ni le groupe G ni I'algebre de Hopf H.
Théoréeme 6.2 (|14)). Considérons la constante de couplage effective non-renorma-
lisée gop(2) comme une séric formelle en g et soit ge(2) = ger, (€) (g (£)) " sa
décomposition de Birkhoff (opposce) dans le groupe des diffcomorphismes formels.
Alors. le lacet geg_ () est la constante de couplage nue et g, (0) la constante de

couplage renormalisce.

Comme la décomposition de Birkhoff d'un lacet a valeurs dans le groupe des difféo-
morphismes (formels) est évidennent reliée ala classification des fibrés (non-linéaires)
holomorphes. ce résultat suggere quun tel fibré ayant powr base un voisinage de la
dimension D de U'espace-temps et pour fibre les valeurs (complexifides) des constantes
de couplage devrait donner une interprétation enticrement géométrique de l'opération
de renormalisation.
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I1 faut tout de meéme noter que la décomposition de Birkhofl a lieu ici relativement
a un cercle infinitésimal autour de d et qu'il s’agit de difféomorphisimes formels.

Les résultats ci-dessus montrent qu'au niveau des développements perturbatifs le
procédé de renormalisation admet une interprétation géométrique simple grace au
groupe G et a la décomposition de Birkhoff. Le probleme essentiel consiste a passer
du développement perturbatif a la théorie non-perturbative, ce qui revient en termes
de difféomorphismes a passer du développement de Taylor a la formule globale.

Il est tres naturel de postuler que le passage de la théorie non-renormalisée a la
théoric renormalisée dans le cadre non-perturbatif sera toujours donné par la décom-
position de Birkhoff. I1 est crucial pour appliquer cette idée de disposer de la décom-
position de Birkhoff dans ces situations non-perturbatives, i.e., en ce qui concerne
les difféomorphismes pour des groupes de diffécomorphismes dont le développement
de Taylor vérifie des conditions de type Gevrey. Un résultat important dans cette
direction a ¢té récemment obtenn par F. Menous [34].

7. Le groupe de renormalisation et la théorie de Galois

Cette section consiste en la juxtaposition des quatre ¢léments d'un puzzle a la
recherche d'une théorie de Galois satisfaisante aux places archimédiennes d'un corps
de nombres. Le quatrieme élément du puzzle est apparition dans ma collaboration
récente avee M. Marcolli de la théorie de Galois motivique dans la reformulation de
la renormalisation comme une correspondance de Riemann-Hilbert. Notre motivation
était d’obtenir 'analogue du tore exponenticel dans la théorie développée par Jean-
Picrre Ramis pour étendre la correspondance de Riemann-Hilbert au cadre irrégulier
(33, 35)).

7.1. Groupe de Weil. — La généralisation conceptuelle de la notion de corps de
nombres est celle de corps global. Un corps k est global si ¢’est un sous-corps discret co-
compact dun anncau localement compact (non discret) semi-simple et commutatif A
(cf- [29]). Lanneau topologique A est alors canoniquement associé a k et s’appelle
I'anncau des Adeles de A on a

(81) A=k

res
ott le produit est le produit restreint des corps locaux by, indéxés par les places de k.
Les &, sont les corps localement compacts obtenus comme complétions de A de meme
que T'on obtient les nombres réels en complétant les rationnels.

Quand la caractéristique de & est p > 1. i.c.. quand A est un corps de fonctions sur
le corps fini IF,, on a

(85) k C ll"() C kap C ]".\‘vp - Z
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ot k désigne une cloture algébrique de k. by, la cloture séparable dans k. ko, Vex-
tension abélienne maximale et kg extension obtenue en adjoignant a & les racines de
I'unité d'ordre premier a p.

On définit le groupe de Weil 7} comme le sous-groupe de Gal(k., @ k) formé
par les automorphismes de (A, @ &) qui induisent sur Ay une puissance entiere de
I'automorphisme de « Frobenius » 0 :

O(p) = p? Y g racine de I'inité d’ordre premier a p.

Le résultat principal de la théorie du corps de classe global est l'existence dun iso-
morphisme canonique

Wy~ Oy = GLi(A)/GLy (k).

de groupes localement compacts.
Quand k est de caractéristique nulle, Z.e., un corps de nombres, on a un isomor-
phisme canonique

Gal(ka, : k) >~ Cy /Dy,

olt Dy désigne la composante connexe de I'élément neutre dans le groupe des classes
d'ideles Cy = GLi(A)/GL;(k): mais & cause des places archimédiennes de k. 'on n'a
pas d'interprétation de ') analogue au cas des corps de fonctions. Citons A. Weil
[37] :

« La recherche d'une interprétation pour Cy, si A est un corps de nombres. analogue
cen quelgue manicre a Uinterprétation par un groupe de Galois quand A est un corps
de fonctions. me semble constituer 'un des problemes fondamentaux de la théorie des
nombres a 'heure actuelle: il se peut quune telle interprétation renferme la clé de
I'hypothese de Rieman... ».

Cela signific quaux places archimédiennes (i.e., aux complétions de A qui donnent soit
les nombres réels soit les nombres complexes), il devrait v avoir un groupe continu de

symétries secretement présent.

7.2. Classification des facteurs. — Mon intéret pour ce probleme vient de mon
travail sur la classification des facteurs qui indiguait clairement que 'on possédait 1a
I"analogue de la théorie de Brauer qui est I'une des ¢lés de la théorie du corps de classe
local.

Les groupes de Galois sont par construction des limites projectives de groupes finis
attachés a des extensions finies. Pour obtenir des groupes connexes il faut évidemment
relaxer cette condition de finitude qui est la méme que la restriction en théorie de
Brauer aux algebres simples centrales de dimension finie. Comume ce sont les places
archimdédiennes de A qui sont a 'origine de la composante connexe Dy, il est naturel
de considérer la question préliminaire suivante :

« Existe-t-il une théorie de Brauer non-triviale d'algebres simples centrales sur C 7 »
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J'ai montré dans [7] que la classification des factewrs approxvimativement finis sur C
donnait une réponse satisfaisante a cette question. Ils sont classifiés par leur module

Mod(M) C R

qui est un sous-groupe (virtuel) fermé de RY .

Ce groupe joue un role analogue dans le cas archimédien au module des algebres
simples centrales sur un corps local nonarchimdédien. Dans ce dernier cas le module
se définit tres simplement par action du groupe multiplicatif d'une algebre simple
centrale sur la mesure de Haar du groupe additif. La définition de Mod (M) pour les
facteurs est beaucoup plus ¢laborde, mais reste basée sur laction du groupe R de
changement d’échelle.

Pour poursuivre 'analogic avee la théorie de Brauer ou le lien avec le groupe de
Galois s’obtient par la construction d’algebres situples centrales comme produits croi-
sés d'un corps par un groupe d’automorphismes. le pas suivant consiste a trouver des
excmples naturels de construction de facteurs comme produits croisés d'un corps I,
extension transcendante de C par un groupe d’automorphismes. Dans nos recherches
sur les variétés sphériques noncommutatives [8]. avec M. Dubois-Violette. I'algebre de
Sklyanin ([36]) est apparuce comne solution en dimension 3 du probleme de classifica-
tion formulé dans [15]. La représentation « réguliere » de cette algebre engendre une
algebre de von Newmann intégrale directe de facteurs approximativement finis de type
II;. tous isomorphes au factewr hyperfini R. Les homomorphismes correspondants de
I'algebre de Sklyanin ([36)) vers le facteur R se factorisent miraculeusement ([9]) a
travers le produit crois¢ du corps I, des fonctions clliptiques. ot le module ¢ = 2T
est réel, par Iautomorphisme de translation par un nombre réel (mais. en géndéral,
irrationncl). On obtient ainsi le facteur R comme produit croisé de Iy, par un sous-
eroupe du groupe de Galois, en parfaite analogie avec la construction des algebres
simples centrales sur un corps local. 11 reste a obtenir une construction semblable et
naturclle du facteur R+ de type ;. La théorie des algebres de Hecke modulaires
¢hauchde dans ([18]) devrait y jouer un role important.

7.3. Les « constantes » en théorie des champs. — 1l est sans doute prématuré
d’essayer d'identificr le corps A correspondant, ui devrait jouer le role de Iexten-
sion non ramifiée maximale C,,, de C et etre doté dune action naturelle du groupe
multiplicatif R .

Le role du corps A en physique des hautes ¢nergies devrait ¢tre relié a 'observation
suivante concernant les « constantes » gui interviennent en théorie des champs. En fait,
les calculs des physiciens regorgent d’exemples de « constantes » telles les constantes
de couplage ¢ des interactions (électromagnétiques. faibles et fortes) qui nont de
« constantes » que le nom. Elles dépendent en réalité du niveau d'énergie y1 auquel
les expdériences sont réalisées et sont donce des fonctions g(ge). Ainsi les physiciens
des hautes ¢énergies étendent implicitement le « corps des constantes » avee lequel ils
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travaillent, passant du corps C des scalaires & un corps de fonctions g(y). Le générateur
du groupe de renormalisation est simplement pd/dp comme dans 'équation (70).

L’on peut mettre I'exemple plus sitnple du corps K, des fonctions elliptiques sous la
meéme forme en passant aux fonctions loxodromiques, ¢est-a-dire, en posant ji = ¢27%
de sorte que la premicre périodicité (en z — =z + 1) est automatique alors que la
deuxieme s’éerit g(q p) = g(pn). Le groupe des automorphismes de la courbe elliptique
est alors lui aussi engendré par pd/du.

Les points fixes du groupe de renormalisation sont les scalaires ordinaires. mais
il se pourrait que la physique quantique conspire pour nous empécher d’espérer une
théorie qui englobe toute la physique des particules et soit construite comme point fixe
du groupe de renormalisation. Les interactions fortes sont asymptotiquement libres
et I'on peut les analyser a tres hautes énergies en utilisant les points fixes du groupe
de renormalisation, mais la présence du secteur électrodynamique montre qu'il est
vain de vouloir s'en tenir a de tels points fixes pour déerire une théorie qui incorpore
I'ensemble des forces observées. Le probleme est le méme dans le domaine infrarouge
ol les roles des interactions fortes et ¢lectrodynamiques sont inversés.

Il est bien connu des physiciens que le groupe de renormalisation joue le role d'un
groupe d’ambiguit¢; F'on ne peut distinguer entre elles deux théories physiques qui
appartiennent a la meéme orbite de ce groupe, ce qui nous ramenc a Galois dont la
« théorie de I'ambiguité » allait bien au dela des équations algébriques.

7.4. Renormalisation et groupes de Galois motiviques. — Jc terminerai cet
article par un bref exposé de résultats récents obtenus en collaboration avee M. NMar-
colli ([17]) qui établissent enfin un lien précis entre renormalisation et théorie de
Galois.

Nous montrons que les divergences de la théorie des champs codent, en fait, exacte-
ment 'action d'un groupe de Galois motivigue explicite U* sur I'ensemble des théories
physiques. Le groupe de renormalisation apparalt comme un sous-groupe a un para-
metre G, € U* du groupe de Galois U*.

Notre point de départ est le Théoreme 5.4 que nous amdéliorons en donnant la
classification des familles de lacets v, (d) vérifiant les conditions (65), (68) a valeurs
dans un groupe pro-unipotent positivement gradué arbitrairve G :

Théoreme 7.1 ([17]). Soit v, (z) une famille de lacets a valeurs dans G vérifiant les
conditions (65), (68). Il existe alors un unique élément 3 € g de Ualgebre de Lie de
G et un lacet yey(z) régulier en z = 0 tels que
Ta— L [I2180_y(p)dt .
A)'/l(:) =Te = 'I‘ ¢4 (); lng;/(A/l'vg(/«())-
Pour tout 3 € g et tout lacet régulicr veq(2) la décomposition de Birkhoff du lacet
Yu(z) est donnée par
_ L [oElR g3y dt ) ~
’7/4,»(“) =Te = '/0 ¢(8) H: l()g‘/l('Yr(\g(»«))-,

S 0-c(3)dt

|
N =
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La notation

~
Teld a®)dt _q | Z /< L a(sy) - a(sn)Hdsj,
T Ja<s1<0 <0 <

désigne 'exponentielle ordonnée des physiciens qui est une notation commode pour
la valeur en b de la solution A, A(a) = 1 de I'équation différentielle

dA(t) = A(t) aft) dt

a valeurs dans le groupe G et qui est, bien entendu, intimement reliée aux intégrales
itérées.

Le pas suivant consiste a exhiber la correspondance de Riemann-Hilbert secrete-
ment présente dans le théoreme 7.1. Comme toute correspondance de Riemann-Hilbert
clle relie des objets géométriques, qui dans notre cas sont les connexions plates équi-
singulieres, aux représentations d'un groupe de « monodromie généralisée ». Notre
modele était le tore exponentiel de J.-P. Ramis dans la théorie locale des points sin-
guliers irréguliers des ¢quations différentielles.

Le procédé de régularisation dimensionnelle discuté en détails plus haut fournit, en
fait, du fait de l'arbitraire dans la normalisation de I'intégrale en dimension complexe
d =D — z, la donnée géométrique suivante :

~ Un fibré principal B de groupe G,, = C*, de base un disque infinitésimal A
centré en D.

— Une connexion plate w & valeurs dans 'algebre de Lie g de GG, obtenue en diffé-
rentiant la théorie des champs vue comme section du fibré B x GG de base B.

La fibre 77 1(d) du fibré B au dessus de d € A est U'ensemble des normalisations
possibles de I'intégration en dimension d (¢f. (23)). La fibre spéciale V = 7~ 1(D) joue
un role particulier a cause des divergences de sorte que la connexion w est singuliere
sur V C B.

En général, définissons 1'équivalence de deux connexions singulieres w; par I'exis-
tence d'une conjugaison réguliere h entre elles,

wy = h=Ydh + h™'w h.

La notion géométrique qui abstrait les propriétés (65), (68) est la suivante :
Definition 7.2. Une connexion plate w a valeurs dans 'algebre de Lie g définie sur
B* = B\V est équisinguliére si elle est invariante par G, et si la classe d’équivalence
de sa restriction & une section o : A — B ne dépend que de ¢(0).

Notre résultat principal est la classification complete des connexions équisingulieres
a équivalence pres. En fait, nous construisons une catégorie tannakienne ayant pour
objets les fibrés plats équisinguliers lesquels sont des couples (£, V) ot E est un
espace vectoriel Z-gradué et V une (classe de) connexion équisinguliere sur le fibré
Squivariant B x E. Notre résultat s’énonce alors ainsi :
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Théoréme 7.3 ((17]). — La catégorie des fibrés plats équisinguliers est équivalente a
la catégorie des représentations de dimension finie d'un (unique) groupe algébrique
affine U*. Ce groupe est le produit semi-direct par G,, (agissant par la graduation)
du groupe pro-unipotent U dont 'algébre de Lie

Lie(U) = F(1,2,3,...).
est librement engendrée par un générateur e_,, de degré n pour tout entier n > 1.

Le groupe de renormalisation est un sous-groupe canonique rg : G, — U et
nous construisons un repere singulier universel sur un fibré principal de base B et
de groupe U dans lequel les divergences de la théorie des champs disparaissent.

Nous développons de plus 'analogie entre la catégorie des fibrés plats équisingulicers
et celle des motifs de Tate mixtes. On sait, en particulier, que le groupe de Galois mo-
tivique Gaq,. (O) ([20]. [26]) du schéma Sy = Spec(Q) associé aux racines quatriemes
de 'unité (de sorte que O est 'anneau ZM[%]) est (non-canoniquement) isomorphe
au groupe U™,

L’ensemble de ces résultats montre que les divergences de la théorie des champs
indiquent, en fait, la présence de symétries de nature « galoisienne » et, bien loin d’'étre
des pathologies a ¢liminer, elles révelent sans doute la subtilité de la géométrie qui
gouverne l'espace-temps, une fois prise en compte la régularisation dimensionnelle.
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