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INTRODUCTION A LA THEORIE ARITHMETIQUE
DES 92-MODULES

par

Pierre Berthelot

Résumé. — Dans ce texte, qui est un résumé du cours fait au Centre Emile Borel
au printemps 1997, nous expliquons comment étendre un certain nombre de résultats
classiques de la théorie algébrique des modules sur les anneaux d’opérateurs différen-
tiels, lorsque le schéma de base n’est pas nécessairement de caractéristique 0. Nous
montrons en particulier comment se généralisent les résultats basés sur la cohérence,
aussi bien dans le cas algébrique que pour les différents complétés que I’on est amené
a introduire sur un schéma formel p-adique. Nous donnons enfin quelques résultats
et conjectures sur la notion d’holonomie, pour les 2-modules munis d’une action de
Frobenius.

Introduction

Ce texte est un résumé du cours fait au Centre Emile Borel durant le semestre
« Cohomologies p-adiques et applications arithmétiques », au printemps 1997. Son
but est d’expliquer comment s’étendent les résultats de base de la théorie des Zx-
modules, i.e. des modules sur les anneaux d’opérateurs différentiels, lorsqu’on se place
sur un schéma X lisse sur un schéma de base S qui n’est pas nécessairement de
caractéristique 0. Nous nous limiterons ici aux grandes lignes de la théorie, en donnant
les principaux énoncés, mais peu d’indications sur les démonstrations. Pour celles-ci,
le lecteur se reportera notamment & la série d’articles [5], [8], [10], [11], auxquels ce
résumé vise aussi a servir d’introduction générale.

Classification mathématique par sujets (2000). — 13N10, 14F10, 14F30, 14F40, 14G22, 16532, 32C38.
Mots clefs. — Puissances divisées, opérateur différentiel, 2-module, isocristal, surconvergence, com-
plexe parfait, opération cohomologique, cohomologie de de Rham, cohomologie cristalline, cohomo-
logie rigide, Frobenius, variété caractéristique, module holonome.

Pendant la préparation de cet article, ’auteur a bénéficié du soutien du programme TMR de

la Communauté Européenne, dans le cadre du réseau Arithmetic Algebraic Geometry (Contrat
n° ERBFMRXCT 960006).
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2 P. BERTHELOT

L’objectif de cette théorie « arithmétique » des Z-modules est de développer les
outils nécessaires pour étudier au-dela de la caractéristique 0 la cohomologie de de
Rham, et les cohomologies qui en dérivent : cohomologies cristalline, syntomique,
rigide... et notamment pour traiter les « problémes de coefficients » concernant ces
cohomologies. Dans cette perspective, le cas ou le schéma de base est un corps de
caractéristique p, ou un quotient d’anneau de valuation discréte d’inégale caracté-
ristique, présente évidemment un intérét particulier. Il s’agit alors de cohomologies
dites « p-adiques », par opposition & la cohomologie étale ¢-adique pour £ # p, et,
comme le soulignait Grothendieck des le début [26], 'aspect le plus important de ces
cohomologies est de rendre compte des phénomenes de p-torsion. Cette importance
est aujourd’hui renforcée par le développement des théorémes de comparaison avec la,
cohomologie étale p-adique, pour les schémas sur les corps locaux, dans la mesure ol
cette derniere est elle-méme par construction une limite de cohomologies de p-torsion.
C’est pourquoi nous nous intéresserons d’abord aux résultats valables lorsque S est un
Z/p"Z-schéma, puis ensuite & ceux qu’on peut en déduire concernant les modules sur
certains faisceaux d’opérateurs différentiels sur un schéma formel p-adique lisse Z .
Précisons néanmoins que nous nous limiterons dans le présent résumé & la théorie des
2-modules proprement dite, les applications cohomologiques elles-mémes devant faire
I'objet d’un article ultérieur.

La premiere étape, a laquelle est consacrée le chapitre 1, est donc de construire les
faisceaux d’opérateurs différentiels qui apparaissent dans 1’étude de la cohomologie de
de Rham et de la cohomologie cristalline lorsque la base S n’est pas de caractéristique
0, faisceaux qui different alors du faisceau 2x C &ndgg(€Ox) des opérateurs différen-
tiels (relativement & S) au sens classique. En effet, bien que, sans aucune hypothése
sur S, le faisceau Px soit défini pour tout morphisme lisse f : X — S (cf. [EGA,
IV, 16.8}), la donnée d’une connexion intégrable sur un &x-module & est en général
plus faible que celle d’une structure de Zx-module & gauche, lorsque S n’est pas de
caractéristique 0. De plus, un exemple classique dii & Grothendieck [26] montre que la
connexion de Gauss-Manin sur la cohomologie de de Rham relative n’est pas induite
en général par une structure de Zx-module & gauche.

La théorie des enveloppes & puissances divisées permet par contre de modifier la
construction de [EGA, IV, 16.8] et fournit, sur une base S quelconque, un autre
faisceau d’opérateurs différentiels @g?) sur X, engendré librement par les dérivations,
et tel que la donnée d’une connexion intégrable sur un &x-module soit équivalente &
celle d’une structure de %@—module a gauche. Pour les Qf)—modules, on peut définir
en toute généralité les opérations de base de la théorie des 2-modules : image inverse
exceptionnelle f', produit tensoriel externe X, image directe f.., dual D (précisons que
nos notations sont celles de Bernstein et Borel [17]). De plus, en remplagant la notion
de complexe borné & cohomologie cohérente par celle de complexe parfait [SGA6],
qui en est la généralisation naturelle lorsque S n’est pas régulier, nous montrons que
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THEORIE ARITHMETIQUE DES 2-MODULES 3

ceux des théorémes de stabilité de la théorie complexe qui ne font appel qu’a la notion
de cohérence restent valables en toute généralité pour les 95?)-modules : la perfection
est stable par f' pour f lisse, ®, f, pour f propre, D.

Par contre, hors de la caractéristique 0, il n’existe pas au niveau des 9)(?)-modules
de notion analogue a I’holonomie dans le cas complexe, qui permette d’assurer la
stabilité par f' pour f quelconque. Cette situation est liée au fait que, hors de la
caractéristique 0, la cohomologie de de Rham et la cohomologie cristalline different de
la cohomologie étale ou de la cohomologie transcendante sur un point fondamental :
ce ne sont pas des théories de nature topologique. En particulier, si S est de caracté-
ristique p, et si F: X — X’ est le morphisme de Frobenius relatif, ’homomorphisme
F* n’est pas un isomorphisme en cohomologie de de Rham ou cristalline — ce qui
est du reste a l'origine de nombre d’applications parmi les plus importantes de ces
cohomologies! De méme, I'image inverse par F' d’un Qﬁg,)-module cohérent &' n’est
pas un @g?)—module cohérent, sauf si & est cohérent sur &y, ce qui est par ailleurs
trop restrictif pour assurer la stabilité par image directe.

Par contre, on s’apercoit qu’il existe un nouveau faisceau d’opérateurs différentiels
9&1) agissant naturellement sur F*&, et on montre de plus que F** est alors une équi-
valence de catégories entre 20 -modules et Qg)—modules [8] : ce théoréme de descente
apparait comme une généralisation du théoréme classique de Cartier établissant une
équivalence entre la catégorie des &x/-modules et celle des &'x-modules munis d’une
connexion intégrable & p-courbure nulle [34]. Ce procédé s’itére, et ameéne 4 introduire,
pour tout schéma lisse sur une base ou les entiers premiers & p sont inversibles, un
systéme inductif de faisceaux d’opérateurs différentiels (Qg(m))mzo indexé par N, dont
la limite est le faisceau usuel Zx, et & étudier plus généralement les @g(m)-modules [5].

Apres quelques rappels sur les enveloppes & puissances divisées, généralisées par
I'introduction de la notion de structure partielle d’idéal & puissances divisées de ni-
veau m, pour un entier m > 0 quelconque, le chapitre 1 présente la construction et
les premieres propriétés de base de ces faisceaux d’opérateurs différentiels 9)(;”). Le
faisceau Qg(m) est obtenu en dualisant les enveloppes & puissances divisées partielles
nilpotentes de I'idéal diagonal de X dans X xg X, & la maniére de [EGA, IV], et
est appelé faisceau des opérateurs différentiels de niveau m. Ce chapitre s’achéve avec
Pinterprétation de la structure de Qg(m)—module a gauche (resp. & droite) en termes
de stratifications (resp. co-stratifications) au sens de Grothendieck. Celle-ci est es-
sentielle pour la théorie des @&m)—modules, non seulement pour mettre en évidence
la nature cristalline des constructions (ce que nous ne discuterons pas ici, cf. [8] et
[10]), mais aussi dans bien des cas pour munir un module donné d’une structure de
9;”) -module. En effet, les faisceaux @g(m) pour m > 1 ne sont pas engendrés par les
seules dérivations, mais par les opérateurs d’ordre < p™, et on ne dispose pas toujours
de formules explicites donnant ’action de ces opérateurs.
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4 P. BERTHELOT

Le chapitre 2, consacré aux opérations cohomologiques dans le cadre algébrique (et
tout particulierement modulo p™), commence avec le théoréme de descente par Frobe-
nius mentionné plus haut. Ce théoréme s’énonce en fait sur n’importe quel schéma S
annulé par une puissance de p, muni d’un idéal quasi-cohérent a contenant p et pos-
sédant une structure d’idéal & puissances divisées partielles de niveau m. Il est alors
valable pour tout morphisme de S-schémas lisses F' : X — X’ dont la réduction
modulo a est une puissance F5 /So du morphisme de Frobenius relatif de la réduc-

tion de X, et il fournit une équivalence entre la catégorie des 9)({",’)—m0dules et celle
des 9§(m+s)-modules [8]. Le reste du chapitre est consacré aux propriétés de base des
quatre opérations fondamentales, et notamment au théoréme de finitude pour les mor-
phismes propres [10], et au théoréme de dualité relative de Virrion ([49], [51]). Parmi
ces résultats, il convient de souligner tout particulierement la compléte compatibilité
du foncteur F* & toutes les opérations (ce qui, dans les cas de f et D, repose sur le
théoréme de descente). Nous en verrons plus loin les conséquences.

Certaines propriétés sont par contre en défaut tant que ’on reste sur une base
annulée par une puissance p” fixée. On constate deux types de problemes :

a) Certains énoncés ne sont vrais qu’a isogénie prés. Par exemple, pour m > 1, le
complexe de de Rham Q% ® @&"‘) n’est pas une résolution de wx, mais les faisceaux
de cohomologie du cone sont annulés par une puissance fixe de p, indépendante de n.

b) Certains énoncés nécessitent en plus de changer de niveau dans le systéme in-
ductif des faisceaux 9&"“. C’est le cas par exemple de l'isomorphisme Id — u'u,
lorsque u est une immersion fermée.

On est ainsi conduit & étudier les théories obtenues par passage a la limite a partir de
la théorie algébrique du chapitre 2. Soient ¥ un anneau de valuation discréte complet
d’inégale caractéristique, de corps résiduel k. Le chapitre 3 est consacré au passage & la
limite projective sur un ¥-schéma formel lisse 2, de fibre spéciale X . On obtient ainsi
pour tout m un faisceau d’opérateurs différentiels d’ordre infini @%”), p-adiquement
complet, qui reste un faisceau d’anneaux cohérent & sections noethériennes. Lorsqu’on
veut étendre les opérations cohomologiques aux complexes de @gfn)-modules, il appa-
rait alors des difficultés techniques liées aux complétions. Pour obtenir les formules
voulues lorsqu’on compose plusieurs foncteurs qui ne préservent pas nécessairement
la cohérence (notamment la transitivité des images inverses et directes), on est amené
3 intégrer la complétion & la définition de ces foncteurs, et donc aussi & imposer
une condition de complétion aux complexes avec lesquels on travaille. Nous appelons

(m)
x

~ L
quasi-cohérents les complexes & de D™ (24 "’) tels que le complexe Ox ® & soit a

~ . L o e
cohomologie quasi-cohérente, et que & — R@n(Z/ p"Z ® &). Ces conditions sont
vérifiées par les complexes bornés & cohomologie cohérente. On peut alors étendre &
ces complexes les opérations cohomologiques étudiées précédemment, et en déduire
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THEORIE ARITHMETIQUE DES 2-MODULES 5

par passage a la limite les propriétés voulues, en s’appuyant sur les méthodes de I’Ap-

pendice B de [12] sur la finitude de Rlim. On notera que, pour traiter les propriétés
qui nécessitent de tensorlser par Q, nous ne travaillons pas directement dans la catégo-
rie dérivée des 9 P Q—modules ot la condition de qu331-coherence précédente n’aurait

plus de sens, mais dans la catégorie triangulée des complexes quasi-cohérents de ngn) -
modules & isogénie pres. Celle-ci contient une sous-catégorie pleine équivalente & la
catégorie DP h(g(m) ) [9].

Le second passage & la limite, qui fait ’objet du chapitre 4, consiste & passer a la
limite inductive sur le niveau m. On obtient ainsi un faisceau 2‘;5, qui est un sous-
faisceau du complété p-adique 7 o du faisceau 24 des opérateurs différentiels usuels,
formé des opérateurs dont les coefficients vérifient une condition de décroissance de
style Monsky-Washnitzer [44]. Ce faisceau n’a pas d’aussi bonnes propriétés de fini-
tude que les faisceaux é(m), mais le faisceau 9&”,@» bien que n’étant pas noethérien,

est cohérent grace & un théoréme de platitude des homomorphismes é(m) — é(m )
pour m’ > m [5]. Il est également de dimension homologique finie [8] Comme prece—
demment il y a lieu de tenir compte de la topologie naturelle de 7)) 2.0 dans la défini-

tion des opérations cohomologiques sur les 73 P Q—modules. Pour cela, nous partons de

la catégorie dérivée des systemes inductifs de Q(m) modules. Par une localisation ap-
propriée, nous construisons a partir de celle-ci une catégorie L) Q(.@’;g)), dans laquelle
on peut définir une sous-catégorie pleine formée de complexes « quasi-cohérents ». Sur
cette sous-catégorie, qui contient une sous-catégorie pleine équivalente a D'goh( 9;;’@)
[9], on peut alors étendre les opérations cohomologiques précédentes et montrer que
leurs propriétés sont préservées. On obtient ainsi entre autres la préservation de la
cohérence par f lorsque f est propre [10], et le théoréme de dualité relative [49].

C’est au niveau de la théorie des Qk,Q—moduleS que s’effectue le lien avec la coho-
mologie rigide [3]. Si Z est un diviseur de X, et j :  — £ linclusion de 'ouvert
complémentaire de Z, on introduit le faisceau &g o('Z) des fonctions & singularités
surconvergentes le long de Z : c’est le sous-faisceau de j. 0% @ dont les sections sur
un ouvert affine ou Z est défini par la réduction d’une section t de &4 s’écrivent
sous la forme > i>0 @i /t*, ol les a; sont des sections de O 4 ¢ vérifiant la condition de
décroissance de Monsky-Washnitzer. Ce faisceau posseéde une structure naturelle de
9‘%7Q—module. Lorsque £ est propre, la cohomologie rigide de % est par construction
la cohomologie de de Rham de 2 & coefficients dans &g ¢('Z). On voit donc que,
grace au théoréme de finitude pour f; dans le cas propre, la cohérence de Og o(1Z)
en tant que Qkﬂ-module entraine la finitude de cette cohomologie. Ce théoréme
de cohérence, prouvé dans [6], était I'un des objectifs principaux de la théorie des
Q;ng-modules. Nous indiquons ici les principales idées de sa démonstration, basée
sur les théorémes précédents sur les opérations cohomologiques, et sur le théoréme de
de Jong [33].

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



6 P. BERTHELOT

Enfin, nous achevons ce chapitre consacré & la cohérence sur .@ 2@ bar une ra-
pide présentation des travaux de Huyghe sur la transformation de Fourier ([28], [29],
[30]), qui fournissent une interprétation de la transformation de Fourier naive sur la
« complétée faible » de ’algebre de Weyl au moyen des opérations cohomologiques défi-
nies ici. Cette interprétation est entiérement paralléle & celles que donnent Malgrange
pour les Zx-modules en caractéristique 0 [41] et Katz-Laumon pour les faisceaux
¢-adiques. C’est aussi une illustration de la fagon dont, sur un schéma formel propre,
on peut utiliser les algebres de la forme O g(7Z), et les faisceaux d’opérateurs & sin-
gularités surconvergentes .@%’Q(fZ ) qui leur sont associés, pour traiter les opérations
cohomologiques sur les variétés ouvertes.

Pour obtenir un théoréme de finitude pour f' lorsque f est une immersion fermée
(ce qui entrainerait le cas général), il faut néanmoins disposer d’une condition de
finitude plus forte que la cohérence. En caractéristique 0, c’est la condition d’holono-
mie [37]. Au chapitre 5, nous dégageons une condition analogue pour les F -9},{@—
modules cohérents, c’est-a-dire les @“%YQ-modules cohérents & munis d’un isomor-
phisme ® : & —» F*&. Les résultats des chapitres précédents entrainent que la
structure de F° -QQYQ-module est stable par toutes les opérations cohomologiques, de
sorte que tout QQ‘Q-module d’origine géométrique peut étre muni d’une structure de
F -QQ,Q-module. Une propriété essentielle des F' -QQYQ—moduleS cohérents, qui résulte
de la descente par Frobenius, est I’existence pour un tel module & d’un @g{Q—module
cohérent & canonique tel que & ~ @;;YQ ® 5 & (O), dépendant fonctoriellement
de & [8]. Nous expliquons comment, en passanir gar un modele entier de celui-ci et
en réduisant modulo p, on peut construire une variété caractéristique Car(&) dans le
fibré cotangent T* X de la fibre spéciale X, et méme un cycle caractéristique ZCar(&).
Gréace a un analogue du théoréeme de Kashiwara pour les F-@}ry@-modules cohérents
a support dans un sous-schéma fermé lisse, on montre que cette variété caractéris-
tique vérifie 'inégalité de Bernstein dim (Car(€)) > dim(X) [11]. Cela justifie que
I’on définisse comme en caractéristique 0 la notion de F° -@%’Q—module holonome par
la condition dim (Car(&)) = dim(X). Beaucoup de questions sont encore ouvertes
concernant cette notion d’holonomie, et nous en discutons quelques unes en 5.3.6.
Néanmoins, un théoréme de Virrion [52] montre que cette condition géométrique équi-
vaut & la caractérisation homologique habituelle par la nullité des s#*(D(¢)) pour
i # 0, et que ’on dispose ainsi d’une bonne notion de module dual pour les F-@;’Q-
modules holonomes. De plus, nous montrons pour finir que le cycle caractéristique
que nous construisons donne naissance dans le cas projectif & une formule pour la
caractéristique d’Euler-Poincaré analogue & celle de Dubson-Kashiwara ([19], [39]).

Remerciements. — C’est un plaisir de remercier pour leur participation les auditeurs
du cours fait au Centre Emile Borel, et plus particulierement O. Gabber, dont les
nombreuses remarques et suggestions m’ont permis d’améliorer certains des résultats
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présentés ici. Je remercie aussi le personnel du Centre Emile Borel, et notamment son
directeur J. (Esterlé, pour les excellentes conditions de travail qui ont permis le succes
de ce semestre.

Notations et conventions générales

1) Ce texte étant de nature introductive, nous ferons ici de maniere systématique
quelques hypothéses mineures qui permettront de simplifier I’exposé, en renvoyant le
lecteur intéressé par certains énoncés dans une situation plus générale aux articles [5],
8], [9], [10], [11] :

(i) Nous supposerons que tous les schémas et schémas formels considérés sont
quasi-compacts et quasi-séparés (de sorte qu’il en sera de méme des morphismes
entre schémas, d’aprés [EGA, IV 1.2]). Grace & [SGAA4, VI 5], cela assure que la
cohomologie et les images directes commutent aux limites inductives filtrantes.

(ii) Lorsque nous consideérerons un morphisme lisse entre deux schémas ou
schémas formels, nous supposerons qu’il est de dimension relative constante.
Cela permet d’appliquer dans les catégories dérivées I'opérateur de translation
par la dimension relative.

2) Soit 2 un faisceau d’anneaux. Sauf mention explicite du contraire, les Z-
modules considérés seront des Z-modules & gauche.

3) Soit Z un faisceau d’anneaux sur un schéma ou un schéma formel. Nous n’utili-
serons ici les catégories D, (2) et D2, (2) que lorsque 2 est un faisceau d’anneaux
cohérent. Dans ce cas, il s’agit des sous-catégories pleines de D~(2) et D®(2) dont
les objets sont les complexes & cohomologie Z-cohérente.

Nous aurons aussi & utiliser les sous-catégories Digs(2) et Dpare(2). Rappelons
que Dggs(2) est la sous-catégorie pleine de D(2) dont les objets sont les complexes
de Tor-dimension finie (voir [27, I 4] ou [SG A6, I 5.2]), c’est-a-dire quasi-isomorphes
4 un complexe & termes plats, nuls hors d’un intervalle borné; en particulier, Dyqas(2)
est une sous-catégorie pleine de D®(2). Quant & la catégorie Dpar(2), c’est la sous-
catégorie pleine de D(2) dont les objets sont les complexes parfaits [SGAG6, I 4.7],
c’est-a-dire localement isomorphes a un complexe & termes localement projectifs de
type fini, nuls hors d’un intervalle borné. Lorsque 2 est cohérent, il revient au méme,
d’aprés [SGAG, I, 3.5 et 5.8.1], de demander qu’un tel complexe soit localement de
Tor-dimension finie et & cohomologie cohérente. Compte tenu de ’hypothese de quasi-
compacité faite plus haut, nous aurons donc ici Dpart(2) = D2, (2) N Dyat(2).

4) Pour tout faisceau abélien F, nous noterons Eg := E ® Q.

1. Calcul différentiel modulo p™

Nous rappellerons d’abord quelques notions plus ou moins classiques qui servent
de point de départ au calcul différentiel sur un schéma de base quelconque : puis-
sances divisées, algébres d’opérateurs différentiels, stratifications. Lorsque le schéma
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8 P. BERTHELOT

de base est annulé par une puissance d’un nombre premier p, ces notions admettent
des variantes dites « de niveau supérieur », qui sont & la base de la théorie présentée
ici : comme nous le verrons plus loin, celles-ci sont directement liées & 1’action de
I’endomorphisme de Frobenius de la réduction modulo p.

1.1. Enveloppes a puissances divisées. — Hors de la caractéristique nulle, le
calcul différentiel repose de maniere essentielle sur la notion d’idéal & puissances di-
visées, qui permet de donner un sens a la formule de Taylor pour une connexion
intégrable.

L.1.1. Soient A un anneau commutatif, ] C A un idéal. Rappelons (cf. [2] ou [12])
qu’une structure d’idéal d puissances divisées (ou PD-structure) sur I est une famille
¥ = (Yn)n>0 d’applications de I dans A qui vérifient les conditions suivantes :

(i) Vz € I, yo(z) =1, 71(z) =z, Yu(z) € I pour n > 1;

(i) Vo,y €I, Vn 2 0, w(z +y) = 3,1 o %(@)75(¥) 5

(ili) Ve € I, Va e A, Vn 2 0, yp(az) = a™yn(z) ;

(iv) Vz € I, Vm,n € N, v (x)Vn(z) = (m:n)7m+n(x);

(v)Vzel, Vm,neN, y(ym(z)) = W"}:n,’ynm(x)

On dit que (I, ) est un PD-idéal de A. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur -y, on adopte
en général la notation z(® pour v, (z). La condition (iv) entraine que nly,(z) = z".
S’il existe un entier n > 2 tel que A soit une Z/nZ-algebre, I est donc un nilidéal.

Si (A, I,7) et (A, I',74') sont des anneaux munis de PD-idéaux, un PD-morphisme
¢: (A, I,v) — (A, I',~") est un homomorphisme d’anneaux ¢ : A — A’ tel que ¢(I) C
I', et que, pour tout x € I et tout n € N, ¢(vn(z)) = 7, (¢(z)). Si (R,a,a) est un
anneau muni d’un PD-idéal, et ¢ : R — A un homomorphisme d’anneaux, on dit que
la PD-structure o s’étend @ A s’il existe sur aA une PD-structure @ (nécessairement
unique) telle que (R, a, @) — (A4, aA, @) soit un PD-morphisme. Si (R, a,a) et (A,1,7)
sont des anneaux munis de PD-idéaux, et ¢ : R — A un homomorphisme d’anneaux,
on dit que la PD-structure y est compatible ¢ o si a s’étend a A, et s’il existe sur
aA + I une PD-structure prolongeant @ et +.

Soient p un nombre premier, v, la valuation p-adique sur Q (normalisée par
vp(p) = 1), Z(p) le localisé de Z par rapport & l'idéal premier (p). Pour tout n > 1,
vp(p™/n!) > 1, de sorte qu’il existe sur I'idéal pZ,) une PD-structure naturelle. Cette
structure s’étend & toute Z,)-algebre. Par contre, une PD-structure sur un idéal
d’une Z,)-algebre n’est pas automatiquement compatible & celle de (p).

Soient (R, a,a) un anneau muni d’'un PD-idéal, A une R-algebre, I C A un idéal.
Il existe une R-algébre P, (I), munie d’un PD-idéal I dont la PD-structure (généra-
lement notée z — z[™) est compatible & o, et un R-homomorphisme ¢ : A — P,(I)
tel que ¢(I) C I, qui soient universels pour les R-homomorphismes (4, I) — (B, J,§)
envoyant I dans un PD-idéal (J, ) dont la PD-structure est compatible & o (cf. (2,
I 2.4.2) ou [12, 3.19]). La A-algébre P,(I), munie de son PD-idéal canonique, est
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appelée enveloppe & puissances divisées (compatibles & ), ou PD-enveloppe, de I;
lorsqu’aucune confusion n’en résulte, nous la noterons simplement P(I).

1.1.2. Si Von fixe un nombre premier p, I’étude de l'action de Frobenius ameéne a
généraliser la notion d’idéal & puissances divisées. Nous supposons ici que les anneaux
considérés sont des Z,)-algebres, et que toutes les PD-structures sont compatibles
3 la PD-structure canonique de (p). Pour tout entier m > 0, et tout idéal I d'un
anneau A, nous noterons I®™) l’idéal engendré par les puissances 2" pour z € I.

Soient alors m € N un entier positif fixé, A une Z)-algebre, I C A un idéal.
Une PD-structure partielle de niveau m (ou m-PD-structure) sur I est la donnée d’un
PD-idéal (J,7) C I tel que

I®™) 4 pI c J.

Nous dirons que (I, J,~y) est un m-PD-idéal. La donnée d’une m-PD-structure permet
de définir sur I des opérations de puissances divisées partielles vérifiant des propriétés
analogues aux relations (i) & (v) de 1.1.1 (¢f. [5, 1.3.6]) : sin € N, on écrit n = p™q+r,
avec 0 < 7 < p™, et on pose

2w = a7y, (™).

En particulier, ces opérations vérifient les relations glz{"}em = z”. Si aucune confu-
sion n’en résulte, nous noterons simplement z{™} pour z{"}tem) .

Si (A,I,7) et (A, I',4') sont deux anneaux munis de m-PD-idéaux, un m-PD-
morphisme ¢ : (4,I1,J,7) — (A", I',J',v') est un PD-morphisme ¢ : (4,J,7) —
(A, J',7") tel que ¢(I) C I'. Si I est un idéal quelconque d’une Z,)-algebre A, il existe
une A-algebre Py (I), et un m-PD-idéal (7, I,F) c Pny(I) tel que 1P, (I) C 1,
qui soient universels pour les homomorphismes de A dans un anneau A’ envoyant I
dans un m-PD-idéal (I',J',+’) de A’. L’algébre P, (I), munie de son m-PD-idéal
canonique (1, I, , [‘_]), est appelée enveloppe a puissances divisées partielles de niveau
m (ou m-PD-enveloppe) de (A,I). Pour la construire, on procéde de la maniére sui-
vante (voir [5, 1.4.1], ol la construction est faite avec une condition de compatibilité
plus générale) : on définit d’abord P(,,)(I) comme étant 'enveloppe & puissances di-
visées usuelle P(I?™)) (compatible aux puissances divisées canoniques de (p)); on
prend alors pour I le PD-idéal de P(I®™)) engendré par I?™) 4 pI, et pour T I'idéal
IP(I®™) 4+ 1.

Pour m = 0, les définitions et constructions faites ici redonnent celles de 1.1.1.
D’autre part, il résulte immédiatement de la définition qu’une m-PD-structure sur
un idéal I peut aussi étre vue comme une m’-PD-structure pour tout m’ > m. La
propriété universelle des enveloppes & puissances divisées entraine donc que, pour m
variable, celles-ci forment un systéme projectif

= Pimy1y() — Pmy(I) — -+ — Poy(I) = P(I).
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1.1.3. Soit I un idéal d’un anneau A muni d’une m-PD-structure (J, 7). Cette struc-
ture permet de définir sur A une filtration d’anneau décroissante (I {"})n>0, moins fine
que la filtration I-adique et appelée filtration m-PD-adique : elle peut étre caractérisée
comme étant la filtration d’anneau la plus fine vérifiant les conditions suivantes :

(i) 1% = A, 11} =1,

(i) Quels que soient n > 1, z € 11"} et k > 0, z{*} e 11k},

(iii) Quel que soit n > 0, (J 4+ pA) N I{"} est un sous-PD-idéal de J + pA.
Nous renvoyons & Pappendice de [8] pour les détails de sa construction dans le cas
général ; lorsque m = 0, on note habituellement I au lieu de I{"}, et I'™ est alors
I'idéal de A engendré par les produits yn, (Z1) - - - Yn, (Zk), Ol les x; sont dans I, et
Yo =

La condition (iii) entraine que J N I{"} est un sous-PD-idéal de J, de sorte qu’il
munit 7{"} d’une m-PD-structure. De méme, la PD-structure de J +pA passe au quo-
tient modulo I{"} ; le PD-idéal J/(JNI{™}) munit alors I'idéal I/I{"} ¢ A/I{"} d’une
m-PD-structure, telle que I’lhomomorphisme A — A/I{™} soit un m-PD-morphisme.

On dit que I est m-PD-nilpotent s’il existe un entier n tel que I{"} =0.SiIc 4
est un idéal quelconque, et P,,)(I) son enveloppe & puissances divisées de niveau m,
on pose, pour tout entier n > 0,

—+{n+1}
PioyI) = Pmy(I)/1 -

L’image de I dans P(’;n)(l ) est alors munie d’une m-PD-structure canonique, définie
par 'image de I , et la filtration m-PD-adique correspondante est 1'image de celle
de P, (I). En particulier, T est m-PD-nilpotent dans P,y I). Munies de leurs m-
PD-idéaux canoniques, ces enveloppes & puissances divisées nilpotentes possédent une
propriété universelle évidente.

Par fonctorialité, la construction des enveloppes & puissances divisées s’entend aux
idéaux d’un faisceau d’anneaux sur un espace topologique; nous noterons (%),
Pmy(F), Wf‘m)(f ) les enveloppes & puissances divisées d’un idéal #. Si X =
Spec(A) est un schéma affine, et & C Ox 'idéal quasi-cohérent défini par un idéal
I C A, alors ces faisceaux sont les faisceaux quasi-cohérents définis respectivement
par P(I), P(m)(I)7 P(T:n)(I)'

1.1.4. En général, on ne sait pas donner de description simple de la structure al-
gébrique des enveloppes & puissances divisées. On peut néanmoins expliciter cette
structure si 'on fait des hypotheéses de régularité convenables sur les anneaux A et

A/I [5, 1.5.3].
Supposons d’abord que A soit un anneau de polyndomes Rl[ti,...,tq], et I I'idéal
d’augmentation (1, ...,tq). Nous noterons alors R(t1, .. .,tq)(m) 'enveloppe Py (I),

et nous 'appellerons algébre de polynomes a puissances divisées de niveau m. C’est
un R-module libre de base les mondémes & puissances divisées

E{E} — tikl} . t¢{ikd}’
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pour k = {ki,...,ka} € N% Le m-PD-idéal canonique I est I'idéal engendré par les
t&} pour |k| := Y . ki > 1, et le sous-PD-idéal T c T est I'idéal engendré par les
éléments t1£} tels que 'un des k; soit > p™, et par les éléments pt&} pour k| > 1.
Les idéaux T{"} définissant la filtration m-PD-adique sont les idéaux engendrés par
les t{&} pour |k| > n. Par suite, les P,y (I) sont des R-modules libres de type fini,

ayant pour base les t{&} pour |k| < n.

Ces résultats peuvent notamment s’étendre lorsqu’on suppose plus généralement
que A est une R-algebre lisse, et ty,...,ts une suite d’éléments de A engendrant un
idéal I tel que A/I soit lisse sur R :

(i) pour tout n, le choix d’une section A/I — A/I" fait de Pf,, (I) une (A/I)-
algebre libre de type fini, ayant pour base les t{&} pour |k| < n, dont la m-PD-structure
canonique est décrite comme plus haut ;

(ii) s’il existe un entier N tel que p"¥ = 0 dans R, alors I'image de I dans P, (1)
est un idéal nilpotent, et le choix d’une section A/I — A/I™ pour n assez grand
fournit un m-PD-isomorphisme entre 1’algebre de polynomes & puissances divisées

(A/D){t1, . ta)(m) et Pamy(I).

1.2. Faisceaux d’opérateurs différentiels. — Soient S un schéma, X un S-
schéma lisse de dimension relative d. Comme nous l’avons vu dans l'introduction, le
faisceau des opérateurs différentiels Px,5 C &ndes(Ox) n'opere pas en général sur
la cohomologie de de Rham relative d’un morphisme lisse de S-schémas lisses. Pour
appliquer les méthodes de la théorie des Z-modules & la cohomologie de de Rham
et a la cohomologie cristalline, on est donc amené & introduire un autre faisceau
d’opérateurs différentiels 9;?/)3 sur X, tel que la donnée d’une connexion intégrable

sur un Ox-module soit équivalente a celle d’une structure de .@g/)s-module a gauche.

Plus généralement, si S est un Z;)-schéma, la théorie des enveloppes & puissances
divisées partielles va nous permettre de construire un systéme inductif de faisceaux
d’opérateurs différentiels _@;7?9 indexé par N, de limite Zx/,s, dont le role apparaitra
plus loin en liaison d’une part avec I’étude de I’action de Frobenius, d’autre part avec
I'introduction sur un schéma formel lisse £ du faisceau d’opérateurs différentiels
9};&(@ correspondant aux conditions de convergence pour les isocristaux.

Nous explicitons ici la construction de ces faisceaux d’opérateurs différentiels, et

certaines de leurs propriétés algébriques de base.

1.2.1. Rappelons d’abord la construction du faisceau des opérateurs différentiels
usuels Px/s donnée par Grothendieck dans [EGA, IV, 16.8]. Si # est l'idéal de
Pimmersion diagonale X — X x g X, le faisceau des parties principales d’ordre n sur
X relativement & S est le faisceau quotient 9% /s = Oxxx/#"*1. 1l est muni de
deux structures de &x-algebre, définies par les homomorphismes do,d; : Ox — Py /s
tels que do(f) = f ®1,d1(f) = 1 ® f, correspondant aux deux projections pg et p;
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12 P. BERTHELOT

de X xg X sur X. Ces structures sont appelées respectivement structure gauche et
structure droite.

Considérant £% /g comme O x-module par la structure gauche, on définit le faisceau
des opérateurs différentiels par dualité en posant

Dx)sn = Homey (Px,s,0x),  Dxs5 = Upnso Zx/5n-
Pour n,n’ > 0, on dispose d’autre part d’'un homomorphisme d’anneaux
M PYIE — Pys Oox Piys,

tel que 6™ (a ®b) = (a ® 1) ® (1 ® b). Le composé de deux opérateurs différentiels
PP /s~ Ox et Q: .5’?’}}'/ s — Ox est alors défini comme I’homomorphisme
rogmn /o Id® P
PQ: Pyt T P oy Pyg ot Py o Ox.

On fait opérer P : #% /5™ Ox sur Ox en le composant avec le morphisme d; : &x —
P% /s> ce qui fournit un homomorphisme d’anneaux injectif Zx,s — Endes (Ox).

Sur un ouvert U C X possédant un systéme de coordonnées locales t1,...,tq (i.e.
un S-morphisme étale U — A‘é sur I’espace affine relatif au-dessus de S), la structure
de Px/s s’explicite comme suit. Sil'on note ; = 1®t; —t;®1 € Ox x x, les 7; forment
une suite réguliére de générateurs de .#. Pour tout n, et chacune des deux structures

de Ox-algebre, 2% /s est alors un &x-module libre de base les 7E = lel .- Tc’:d pour

|k| € n. On note (Q[E])Mgn la base duale de Zx/s,, de sorte que, sur U, Zx/5 est
un Oy-module libre de base les opérateurs 8%l La structure d’anneau de Dx/s est
déterminée par les relations

(1.2.1.1) ol 15kl — (E +,E’> Sl +E"]
JiLas] y )2 ,
(1.2.1.2) AH(f) = Z Q[E,](f)Q[E"],
&/+E//=&

pour tous k, k', k" € N? et tout f € I'(U, Oy). En particulier, en notant (9;)1<i<a la
base de dérivations duale de la base (dt;) de Qﬁ{ /50 on obtient la relation E!Q[M =5k =

k... 854, de sorte que les ol jouent le role de puissances divisées des dérivations.

1.2.2. Fixons maintenant un entier m € N. Si m > 1, nous supposerons que S est un
Z(p)-schéma. On modifie les constructions précédentes en introduisant les enveloppes
a puissances divisées nilpotentes &% /5, (m) = 39("7”)(] ), que nous appellerons fais-
ceauz de parties principales de niveau m et d’ordre n. Comme précédemment, ces fais-
ceaux sont munis de deux structures de &x-algebre. En utilisant la structure gauche,
nous définirons le faisceau des opérateurs différentiels de niveau m et d’ordre n en
posant

D) = Homoy (PYs (myy OX);
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le faisceau des opérateurs différentiels de niveau m est alors le faisceau 9&7)3 =
Ungogg;l‘)g - En appliquant la fonctorialité des enveloppes & puissances divisées aux

morphismes 6™’ construits en 1.2.1, on obtient des homomorphismes d’anneaux
oy 2 Pl 8 ) — Py, m) @0x PRy,

grace auxquels on définit comme plus haut la structure d’anneau (filtré) de 9)((";)5 On

définit de méme 'opération de 9& s sur Ox ; on prendra garde que cette opération
n’est pas fidéle en général (cf. 1.2. 5 plus bas).

Par la suite, le schéma de base S sera le plus souvent fixé, et nous omettrons
alors I'indice S dans les notations : nous noterons donc y?{,(m)’ Qg(m), ... au lieu de

P sy DS

1.2.3. Sur un ouvert U C X possédant des coordonnées locales t1, ..., tq, la structure
des faisceaux % X,(m) st fournie par 1.1.4. En posant encore ; = 1 ®t; —t; ® 1,
Py J(m) €St un O x-module libre de rang fini, ayant pour base les puissances divisées
partielles & pour |k|] < n. On munit alors 9&"2 de la base duale, que I’on note
(Q<E))| kl<n, b @&m) de la base formée par les 9B pour k € N%: s’il est nécessaire de
préciser le niveau m, on 'indiquera par les notations 7{&}m) ,Q@(m) . Pour expliciter la
structure multiplicative de Qﬁ{m), on est amené & introduire des coefficients bindmiaux
modifiés (qui interviennent déja dans les relations analogues a celles de 1.1.1 pour les
puissances divisées partielles) : pour k', k" € N, k = k' + k", on écrit k = p™q + r,
K =pmq +7r', k" =p™q¢" + 1", avec 0 < r,7', 7" < p™, et on pose

’ ESTISWITR ’ = ’ ’
k (m) q'tq"! k (m) k k (m)

Nous omettrons de préciser le niveau m si aucune confusion n’en résulte. Les coef-
ficients { 5 } sont dans N, et les coefficients ( X ) dans Z,) [5, 1.1.3]. A partir des
relations analogues & celles de 1.1.1 pour les puissances divisées partielles, on obtient
alors

®) ") = (BN g+
(123.1) 2%g <E>Q
k ’ "
(12:3.2) ¥ (= 3 {];/}@u(f)Q(ﬁ)
K HET =k

En particulier, on déduit de (1.2.3.1) la relation (k! /Q!)Q(E) = 9% Lorsque m = 0, on
a donc simplement 'k = gk,

L’étude des propriétés de divisibilité de ces coefficients binémiaux modifiés [5]
montre que, si k € N? s’écrit k = p™ g+r,avec0<r <p™ et = Z;n 01 ampf,
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avec 0 < oy 5 < p, alors

(1.2.3.3) o — kH ( H (6“’7) azg)w(l’ ))qz

ou uy est un élément inversible de Z(p).

Rappelons qu’un faisceau d’anneaux & sur un espace topologique 2~ est dit cohé-
rent si, pour tout ouvert % C £, tout idéal de type fini & C o de la restriction
de &/ & % est de présentation finie [48]. Grace aux relations (1.2.3.3), un argument
classique ramenant au gradué associé & la filtration par I'ordre (voir [15], [17], [36],
[40], [42],...) montre que @g{m) a de bien meilleures propriétés de finitude que Zx
(dont les anneaux de sections ne sont pas noethériens en général) :

1.2.4. Proposition ([5, 2.2.5 et 3.1.2]). — Supposons S localement noethérien.
(i) St X est affine, l'anneau I'(X, @}(\(m)) est noethérien a gauche et a droite.
(it) Le faisceau 9)((’") est un faisceau d’anneaux cohérent.

1.2.5. Pour m variable, et n fixé, les faisceaux &% (m) forment un systeéme projectif, et

les morphismes de transition sont compatibles aux homomorphismes 5?7’”73 . De plus,
P% s’envoie dans chacun des 9?(,(111)’ de maniére compatible aux morphismes de

transition, et aux homomorphismes ™™ . Il en résulte que les faisceaux 9)(("‘) forment
un systeme inductif de faisceaux d’anneaux, muni d’'un homomorphisme d’anneaux
dans Px :

9;?) _,9)((1) . _,gg(m) — e Dy

Supposons que X soit muni d’un systéme de coordonnées locales t1,...,tq. Pour
k € N, et tout entier m, posons k = p"qm + rm, avec 0 < 7, < p™. L’homo-
morphisme canonique 2{™ — 27 (resp. 20 — 9x) envoie alors & sur
(q '/q Do &) (mtn) (resp. sur g '8[—]) En particulier, I'image de %)™ dans 2x
est egale a Q[—] lorsque chacun des k; est tel que k; < p™. Dans ce cas, nous commet-
trons parfois ’abus de notation consistant & noter Q[M I’élément Q(@("’) de 9)(("’). 11
en résulte d’autre part que ’homomorphisme canonique

l_i_IE@;{m) — Dx
m
est un isomorphisme.

On remarquera que, pour d > 1, les homomorphismes Q(m) — 9&’"*‘) et 9)({m) —
Px sont injectifs si et seulement si S est plat sur Spec(Z). Par contre, si S est de ca-
ractéristique p, on vérifie sans difficulté que ces homomorphismes ont le méme noyau,
engendré en coordonnées locales par les opérateurs éi(p Dem
9('”) dans 9x C Endps(Ox) est le sous-anneau des applications &y (m+1)-linéaires
de Ox dans lui-méme, en notant X(™*1) le schéma déduit de X par changement
de base par le (m + 1)-iéme itéré de ’endomorphisme de Frobenius de S [5, 2.2.7].

; d’autre part, 'image de
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En se ramenant & la caractéristique p, un dévissage permet d’en déduire la propriété
suivante :

1.2.6. Proposition ([9]). — Supposons que p soit localement nilpotent sur S. Alors, pour

tout m, 25" est de Tor-dimension d & droite et a gauche sur ™.
1.3. Stratifications et costratifications. — Les relations (1.2.3.3) montrent que,

dans un systéme de coordonnées locales, la donnée d’une structure de Qg(m)-module
sur un Ox-module est déterminée par ’action des opérateurs 81.(”] ) pour 0 < j < m.
Sim > 1, il n’est pas toujours possible de décrire explicitement cette action, et il n’est
pas toujours commode de vérifier directement que la structure qu’elle définit est in-
dépendante du choix des coordonnées. C’est pourquoi on est souvent amené a utiliser
linterprétation cristalline (due & Grothendieck [26] dans le cas classique) d’une struc-
ture de Zx-module en termes de données de descente infinitésimales, encore appelées
stratifications. Comme ce formalisme s’applique aussi bien aux Zx-modules qu’aux
Q;W)-modules, nous engloberons dans notre présentation le cas des Zx-modules en
posant N = N U {0}, P 00) = P> 9)((00) = 9x.

1.3.1. Rappelons d’abord que, si X est un schéma lisse sur une base S quelconque,
la donnée d’une connexion intégrable V sur un &x-module & est équivalente & celle
d’une structure de @g?)-module & gauche prolongeant sa structure de &x-module (cf.
[2, 4.1.3 et 4.2.12] ou [12, th. 4.8]). Sur un ouvert U C X muni de coordonnées locales
t1,...,tq, définissant des dérivations 9y, ..., 04, la connexion V : & — & @ Q% d’un
Qgg)-module & est caractérisée par

d
V(z) = Z Oz ® dt;
i=1

pour toute section x de &. Inversement, si on se donne une connexion intégrable V,
cette formule détermine I'action des 0;, et ces actions commutent grace & la condition
d’intégrabilité ; on vérifie qu’elles s’étendent en une structure de QQ)—module a gauche
en utilisant le fait que les puissances usuelles 8% des 8; forment une base de Qg) sur
Ox, grace a 1.2.3.

1.3.2. Soit m € N. On suppose dans ce qui suit que, si 0 < m < oo, S est un Lpy-
schéma. Pour tous v,n € N et tout m € N, nous noterons X**! = X}’; 1 7, lidéal de
Pimmersion diagonale de X dans X“*!, @ (,.\(v) Penveloppe & puissances divisées
de niveau m de .%,,, £, son m-PD-idéal canonique, '@},(m)(l/) = Px,m)V) /7,{,n+1},
A;’(’(m)(l/) = Spec (9},("1)(1/)), Di : A},(m)(u) — X, q;: A},(m)(Q) — A’}(’(m)(l)
les morphismes induits par les projections (pour 0 € ¢ < j € v). Pour v = 1, on

notera simplement A% . au lieu de A% (1)
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Soit & un #x-module. Une m-PD-stratification sur & est la donnée d’une famille

d’isomorphismes Wﬁ’m)-linéaires
En 1 DIE =5 pL&
sur les A% (m)? vérifiant les conditions suivantes :

(i) Pour n’ < n, &,/ est 'isomorphisme induit par €, par restriction & A}' (m)» €
Eo = 1d.

(ii) Pour tout n, g 5(€n) = g5 1(€n) © g1 2(€n) (condition de cocycle).

La donnée d’une structure de Qg{m) -module & gauche sur & prolongeant sa struc-
ture de Ox-module est alors équivalente & celle d’'une m-PD-stratification sur &. La
correspondance s’effectue ainsi :

a) Si I'on suppose donnée une structure de @ﬁ(m)—module a gauche sur &, la m-
PD-stratification correspondante est donnée en coordonnées locales par la formule de
Taylor

(1.3.2.1) en(l®z) = Z % ¢ @ ik},

|k|<n

b) Sil’on suppose donnée une m-PD-stratification (g,,) sur &, la structure de 9)(("’)-
module & gauche correspondante est caractérisée par l'action des oE . pour toute
section z de &, on définit les 3*¥)z comme étant les composantes de £,(1 ® ) dans la
décomposition de pgé comme somme directe de copies de & fournie par la base 7k}
de P% (m)-

1.3.3. On peut donner des Qﬁ(m)—modules & droite une description analogue a celle
des Qﬁ(m)—modules & gauche en termes de stratifications. Pour tout morphisme fini
localement libre f : X — Y, et tout &y-module Z, nous noterons f°.Z le &x-module
défini par f°*.F =T Home, (f.Ox,F), ou f désigne le morphisme d’espaces annelés
(X, 0x) — (Y, f.Ox). Une m-PD-costratification sur un &x-module .# est alors la
donnée d’une famille d’isomorphismes W;‘(,(m)—linéaires

€n :p%./// = A

sur les A% (m) vérifiant les conditions suivantes :
k)
(i) Pour n' < n,e, est induit par e, via les isomorphismes de foncteurs

Homapy  (PY mys Homoy (P mys M) > Home (P (mys H),

X, (m)
et g = Id.

(ii) Pour tout n, g4 2(¢n) = @3 2(€n) © 461 (€n)-

Comme précédemment, la donnée d’une structure de 9§<m)-module a droite sur

M prolongeant sa structure de Ox-module est équivalente a celle d’'une m-PD-
costratification (8, 1.1.4] :
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a) Les faisceaux p}.# et pj.# s’identifient respectivement & .# ® .@)((m) et

Homex (Pr L% (1> 0. x) @ M. Si A est muni d’une structure de Qg(m)-module a

~(k
droite, et si 'on munit #omey (p1+ P% (1) Ox) de la base (Qu) duale de la base
(r&}) de 2% (my (Pour la structure droite), la costratification de ./ est définie par

NETTOEY {;-z} 5 & gotn

h<k

pour toute section z de . et tout k € N¢.

b) Inversement, cette relation entraine en particulier que e, (z ® 8®)(1) = z0'®,
de sorte que la donnée de la costratification détermine ’action des Q(E) sur .4, et on
vérifie que celle-ci se prolonge en une structure de Qg(m)—module a droite.

1.3.4. En caractéristique 0, on sait classiquement définir une action & droite de Zx
sur le faisceau wy = Q} des différentielles de degré maximum, donnée en coordonnées
locales par l’action par 'opérateur adjoint. L’interprétation d’une structure de ZPx-
module & droite en termes de costratifications permet d’utiliser la théorie de la dualité
de Grothendieck pour les faisceaux cohérents [27] pour étendre cette construction sans
hypothese de caractéristique.

Nous supposerons ici pour simplifier que S est localement noethérien, le cas général
en résultant par un argument classique de passage & la limite (voir [8, 1.2.6]). Repre-
nant les notations de [27], nous noterons f ! le foncteur image inverse extraordinaire
pour les complexes de modules quasi-cohérents : lorsque f : X — Y est un morphisme
fini, f' est le foncteur dérivé du foncteur f° défini plus haut, qu’on note encore f*;
lorsque f est un morphisme lisse de dimension relative r, f'(%) = f*Z @ wyx v [r)-

Soient f : X — S le morphisme donné, p; : A},(oo) — X les morphismes induits
par les projections de X2 sur X. L’égalité f o pg = f o p; fournit des isomorphismes
canoniques

(1.3.4.1) en  Pywx = powx ~ pof' (Os[—d])
~ pif' (Os[-d]) ~ piwx = piwx,

qui munissent wyx d’une costratification. On en tire donc une structure de Zx-module
a droite sur wx, d’olt une structure de Qﬁ(m)-module a droite pour tout m. En explici-
tant en coordonnées locales les isomorphismes définissant (1.3.4.1), on peut interpréter
cette structure au moyen de la notion d’opérateur adjoint :

1.3.5. Théoreme ([8, th. 1.2.3]). — Soient U C X un ouvert possédant un systéme de
coordonnées locales ty,. .., tq, et a € T'(U, Ox). Alors, pour la structure de Dx -module
d droite sur wx définie en 1.8.4, on a

(1.3.5.1) (adty A+ Adtg) - P=("P-a)dt; A--- Adtq,
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18 P. BERTHELOT

ou, pour tout opérateur P =}, a&Q[&] € I'(U, 9x), on définit ’opérateur adjoint P
de P par

(1.3.5.2) P = (-1)klgklg,.
k

1.3.6. Soient m € N, &, # deux Qg{m)-modules a gauche, #, A deux Qg{m)-modules
a droite. Les méthodes de 1.3.2 et 1.3.3 permettent de définir des structures de 9&’")—
module sur les produits tensoriels et les faisceaux d’homomorphismes selon les regles
habituelles :

(i) Les faisceaux & ®¢y F, Homey(E,F) et Homep (N, M) possedent une
structure naturelle de @ﬁ{m)—module a gauche.

(ii) Les faisceaux 4 ®¢y & et Home, (&, .#) posseédent une structure naturelle
de .@g(m)-module a droite.

Gréace a 1.3.4, on en déduit qu’on dispose toujours pour les 9§<m)-modules de la
méthode standard pour transformer un module & droite en module & gauche, et réci-
proquement :

(iii) Si & est un Qg(m)—module & gauche, alors wx ®¢x € a une structure naturelle
de 2™ -module & droite ;

(iv) Si.# est un _@g(m)-module a droite, alors .# ®¢, wx' a une structure naturelle
de 2¢-module & gauche.

Sil’on trivialise wx grace au choix de la base dt; A- - - Adty associée & un systeéme de
coordonnnées locales, ce passage de gauche & droite (resp. de droite & gauche) consiste
a faire agir un opérateur différentiel par I'intermédiaire de son adjoint.

2. Opérations cohomologiques modulo p™

Nous présentons dans ce chapitre un certain nombre de résultats de finitude pour
les opérations cohomologiques de base de la théorie des Z2-modules, dans le cas des an-
neaux d’opérateurs Qg(m) introduits au chapitre précédent. Précisons d’abord quelques
points :

a) Sur un corps de caractéristique 0, la premiére condition de finitude importante
pour un Zx-module est la cohérence sur Zx . Sur une base S localement noethérienne
plus générale, il ne suffit plus d’imposer aux complexes d’étre bornés et a cohomologie
cohérente, car les anneaux considérés ne sont plus de dimension homologique finie
en général : il est facile de voir que Qg)) est de dimension homologique finie si et
seulement si S est régulier, hypotheése qui ne sera pas satisfaite dans le cas — essentiel
ici — ol S est plat sur Z/p"Z, avec n > 2. La généralisation adéquate de la catégorie
DY, (Px) est alors la catégorie Dparf(@;")) des complexes parfaits (voir le point 3)
des conventions générales).
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b) Dans la définition des opérations cohomologiques sur les Z-modules, les nota-
tions et les conventions de décalage que nous suivrons ici sont celles de Bernstein
et Borel [17]. Rappelons qu'elles sont normalisées de telle sorte que, lorsque X est
une variété complexe, la correspondance de Riemann-Hilbert covariante, définie par
le foncteur de de Rham DR, ait les propriétés suivantes :

(i) Elle associe & un complexe réduit & un Px-module holonome placé en
degré 0 un faisceau pervers (défini topologiquement, voir [1], ou [38]);

(ii) Sur la catégorie DP (2x) des complexes bornés & cohomologie holo-
nome réguliére, les opérations cohomologiques correspondent aux opérations de
méme nom sur la catégorie D?(X?® Cy.n) des complexes bornés 4 cohomologie
constructible. v

¢) Pour simplifier Pexposé, nous nous limiterons dans ce qui suit au cas ot m € N,
bien que certains des résultats énoncés restent valables sur le faisceau Zx. Rappelons
que, lorsque m > 0, on suppose que S est un Z)-schéma.

d) Signalons que les résultats des sections 2.1, 2.2 et 2.4 sont « de nature cristal-
line » : si a C Og est un m-PD-idéal quasi-cohérent, et m-PD-nilpotent, il suffit de se
donner des morphismes de schémas entre les réductions modulo a, ou de supposer que
les diagrammes considérés sont commutatifs modulo a. Nous ne développerons pas ce
point ici, renvoyant le lecteur & [8] et [10] pour des énoncés précis.

2.1. Descente par Frobenius. — Outre les homomorphismes de transition définis
en 1.2.5, les faisceaux d’opérateurs différentiels @&m) sont reliés entre eux de maniere
essentielle par 'action du morphisme de Frobenius. Plus précisément, nous verrons ici
que, si X est de caractéristique p, et F' : X — X' le morphisme de Frobenius relatif (ou
plus généralement pour tout relévement de cette situation), le foncteur image inverse
F* induit une équivalence entre la catégorie des 2™ _modules a gauche et celle des
9)((7"+1)—modules a gauche. Ce résultat est d’un usage constant, notamment parce qu’il
permet de déduire certaines propriétés des Qg(m)—modules du cas des @;?) -modules.

2.1.1. A Porigine du théoréme de descente par Frobenius exposé ici se trouve le théo-
reme de descente de Cartier, pour les modules munis d’une connexion intégrable &
p-courbure nulle ([20], [21], [34]). Soient S un schéma de caractéristique p, X un S-
schéma lisse. Rappelons que, si & est un &x-module muni d’une connexion intégrable
V,si U C X est un ouvert muni de coordonnées locales t1,...,tq, et si 0y,...,0y est
la base de dérivations duale de la base (dt;) de Q%, V est & p-courbure nulle (sur U)
si et seulement si, pour toute section x de & au-dessus d’un ouvert de U, et tout %,
oz = 0. Soient X' = X (»/5) Pimage inverse de X par le morphisme de Frobenius
absolu de S, F : X — X' le morphisme de Frobenius relatif. Pour tout &'x/-module
&, F*& est muni d’une connexion intégrable canonique & p-courbure nulle, et le théo-
réme de Cartier affirme alors que F* induit une équivalence de catégories entre la
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catégorie des Ox/-modules et celle des €x-modules munis d’une connexion intégrable
a p-courbure nulle [34, th. 5.1].

Du point de vue des faisceaux d’opérateurs différentiels considérés ici, ce résultat
s’interprete de la maniere suivante. La donnée d’une connexion intégrable V sur un
Ox-module & équivaut & celle d’une structure de .@ﬁ?)-module a gauche. Soient ¢
I’idéal bilatere noyau de ’homomorphisme canonique @)(?) — Px, et ?ﬁ?) = @ﬁ?) [ X .
Comme on I’a vu en 1.2.5, # est engendré localement par les opérateurs 8,-@ Yo apr,
de sorte que V est a p-courbure nulle si et seulement si £ & = 0. D’autre part, ’homo-
morphisme canonique Ox xsx — % se factorise par Oxx,,x pour tout n, puisque
dans un anneau de caractéristique p tout élément d’un PD-idéal est de puissance
p-iéme nulle. On obtient alors ’équivalence des conditions suivantes [8, 2.6.2] :

(i) La connexion V est & p-courbure nulle;

(ii) La structure de Qg)-module & gauche de & est induite par une structure de
@gg)-module a gauche;

(iii) La PD-stratification de & provient par extension des scalaires d’une donnée
de descente de X a X'.

Comme F' est un morphisme fini localement libre, toute donnée de descente de X
3 X' sur un €x-module est effective, d’ol1 le théoréme de Cartier.

2.1.2. Alors que la connexion image inverse par F' d’une connexion intégrable V' sur
un Ox:-module &’ est simplement la connexion standard dont est munie canonique-
ment ’image inverse par F' d’un &'x/-module quelconque, et en particulier ne contient
aucune information sur V’, I'introduction de la famille de faisceaux d’opérateurs dif-
férentiels 9}(("‘) va permettre de reconstruire la structure différentielle de &’ & partir
de celle de F*¢&”.

Ce principe s’appliquera plus généralement & tout relevement d’une puissance du
morphisme de Frobenius. Nous supposerons dans ce qui suit que S est un schéma
annulé par p"V pour N assez grand, muni d’'un m-PD-idéal quasi-cohérent (a, b, ) tel
que p € a. Soient Sy C S le sous-schéma fermé défini par a, X un S-schéma lisse de
réduction X sur Sy, s un entier positif, X((,s) le Sp-schéma déduit de Xy par image
inverse par le s-iéme itéré du morphisme de Frobenius absolu de Sy, F: X — X’ un

morphisme de S-schémas lisses relevant le morphisme de Frobenius relatif F§ /S0

Xo — X,
Gardons les notations de 1.3.2. Pour tout entier v > 1, le morphisme F, : X¥*! —
X" induit par F fournit un homomorphisme de faisceaux d’anneaux

F: :O0xni1 — Oxver — gx,(m-o-s)(l’)'

Supposons donné un systéme de coordonnées locales t1,...,t4 sur un ouvert de X, et

soient t},...,t, des coordonnées locales sur Pouvert correspondant de X' relevant les

coordonnées 1 ®t; € O (- Comme F est un relévement du morphisme de Frobenius
0
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relatif, il existe des sections a; € afx telles que F*(t;) = t¥ "+ a;. On en déduit
(8, 2.2.2] que F} envoie l'idéal &'} ™) de Oxrv (ot &, est 'idéal de 'immersion
diagonale de X’ dans X"**') dans le PD-idéal ., +b.%, de Px ,(m+s)- En factorisant
E} grace a la propriété universelle des enveloppes & puissances divisées, on obtient
alors un homomorphisme canonique ®, : Px: (m)(V) = Px, (m+s) (V). On vérifie de

n} m)

. =i
plus que, pour tout n, ®, envoie & I,, (
d’homomorphismes

dans 7,{,n}(m+’), d’ot1 un systéme projectif

o7 - 9?{/,(77,)(’/) - «@ﬁ,(m“)(”)

Si & est un 2{"-module & gauche, les homomorphismes ®, permettent de mu-
nir & = F*&' d’une (m + s)-PD-stratification, déduite par extension des scalaires
de la m-PD-stratification de &”’. On obtient donc ainsi une structure canonique de
9<m+s -module sur &. De méme, si .#' est un 2\ -module & droite, # = F*.4' est
muni d’une structure canonique de 9§m+3)—module a droite, définie par la (m + s)-
costratification déduite de la m-costratification de .#’ en appliquant les foncteurs
orb,

2.1.3. Théoreme ([8,2.3.6 et 2.4.6]). — Sous les hypothéses précédentes, le foncteur F™*

(resp. F®) est une équivalence entre la catégorie des 9&77)—m0dules d gauche (resp. d

(m+$)_modules @ gauche (resp. & droite).

droite) et la catégorie des @

Généralisant la méthode décrite en 2.1.1, le principe de la démonstration pour les
modules & gauche consiste & se ramener au théoréeme de descente fidelement plate
pour F' et pour les morphismes induits par les ®, au-dessus des A},Y(m)(l/). On
redescend ainsi non seulement le &x-module & en un €x:-module &', en observant
que la (m + s)-stratification de & induit une donnée de descente de X & X', mais
aussi les isomorphismes ¢, formant la (m + s)-stratification de & ; on vérifie de plus
que les isomorphismes ¢/, ainsi obtenus munissent bien &’ d’une m-PD-stratification.

Le cas des modules & droite se déduit de celui des modules & gauche en montrant
que les foncteurs F* et F* sont échangés par le passage de gauche & droite décrit en
1.3.6.

Exemple. — Un cas particuliérement important de descente par Frobenius est celui
de Qﬁ{mﬂ) vu comme bimodule sur lui-méme. Soit Y, = Home,,(Ox, Ox:). 1l existe
alors un isomorphisme canonique de 9)(("’“) -bimodules

(2.1.3.1) ¢ = B (950 80, 6’}) F R oy,

ou, dans la derniére expression, F* est appliqué & la structure gauche de 9;;7), et F?
a la structure droite, les deux opérations commutant entre elles.
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2.1.4. Tl est possible d’expliciter des foncteurs quasi-inverses de F* et F”. Appliquant
F* 3 la structure gauche de 9&’7) et F® & la structure droite, on observe que F* 9)(("7)
posséde une structure canonique de (9§(m+3), 9)((77))-bimodule, et F"@&"f une struc-

ture canonique de (257, 2¢"*))-bimodule. Les foncteurs

E—> (Fbg)(gl)) ®9§(m+s) &, M— M ®9§(m+s) F*g)(gb),

9§(m+s)-m0dules a gauche vers celle des Qg{"f)-modules a

gauche, et de la catégorie des @g(m"'s)-modules a droite vers celle des 2{™-modules &
droite, sont alors respectivement quasi-inverses de F* et F* [8, 2.5.6]. Le cas clé est

fourni par I’isomorphisme de 9)({77)—bimodules

allant de la catégorie des

(2.1.4.1) (F* D) @ e F* 25 < 957,

qu’on déduit du théoréme 2.1.3 et de (2.1.3.1).
On en déduit qu’un 20 -module a gauche &’ est plat si et seulement si F*&’
est plat sur 9§(m+s). D’autre part, I'isomorphisme (2.1.3.1) montre aussi que &’ est

localement projectif sur 27 si et seulement si F*&” V'est sur 9;"”). Le corollaire
suivant en résulte :

2.1.5. Corollaire. — Le foncteur F* induit une équivalence entre les catégories
Dparf(%}’,’)) et Dparf(@(x'm+8)) (resp. Dias, resp. D2, si X est localement noethé-
rien).

Une premiere application du théoreme de descente est fournie par I’étude de la
dimension homologique des anneaux _@g{m) :

2.1.6. Corollaire ([8, 4.4.3]). — Soient S un schéma affine régulier de caractéristique p,
f: X — S un morphisme affine et lisse, dont les fibres sont de dimension relative d,
et posons 1 = sup,c x dim Og ¢(g). Alors, pour tout m > 0, l'anneau I'(X, Qﬁ(m)) est
de dimension homologique 2d + r.

Lorsque m = 0, on peut comme en caractéristique 0 (voir par exemple [15], [36]
ou [40]) utiliser la filtration par l'ordre pour majorer la dimension homologique de
(X, Qg)) par celle du gradué associé, qui est un anneau commutatif régulier de
dimension 2d+r. Un exemple classique montre que cette borne supérieure est atteinte.
Lorsque m > 1, le gradué associé & la filtration par 'ordre n’est pas régulier, mais
le foncteur F}{"/*S associé au morphisme de Frobenius relatif fournit une équivalence

entre la catégorie des Qg{m)-modules & gauche et celle des 2% -modules & gauche (en
posant ici X’ = X(™)). Le cas général résulte ainsi du cas m = 0.

L’énoncé suivant assure la commutation du foncteur F™* aux extensions de I’anneau
d’opérateurs différentiels, et joue un réle important dans les passages a la limite sur
le niveau m :
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(m

2.1.7. Proposition ([8, 3.1.3]). — Soit m’ > m. Pour tout 9, -module & gauche &, il

’
eziste un isomorphisme canonique de 25" ) -modules

~

(2.1.7.1) D) @ggnen FE 5 F* (9&”,‘ ) D é”) .

La fleche est définie par extension des scalaires. Pour prouver que c’est un isomor-
phisme, on se rameéne au cas ou &' = 95(77), puis au cas oll S = Sy. Celui-ci se déduit
de la description locale de I’homomorphisme canonique _@&m-"s) - F *9&”," (défini
par I'image inverse de la section unité) lorsque S est de caractéristique p : il envoie
B emte) qur 1@ Q'@/ P)m i chacun des k; est divisible par p*, et sur 0 sinon.

Comme F* préserve la platitude, on obtient aussi la variante dérivée de (2.1.7.1).

2.2. Image inverse extraordinaire. — La fonctorialité par image inverse (au sens
des Ox-modules) de la structure de .@ﬁ(m)-module donne naijssance a deux opérations
importantes : I'image inverse extraordinaire f' et le changement de base. Bien que ce
dernier ne joue guere de role en caractéristique 0, c’est un ingrédient indispensable de
la théorie arithmétique, ol il permet notamment de passer du cas algébrique au cas
des schémas formels.

2.2.1. Considérons un diagramme commutatif de la forme

x -t .y, 2

I

S T U,

dans lequel X,Y et Z sont respectivement lisses sur S, T et U. Soit m € N. Par fonc-
torialité, f induit pour tout n et tout v des morphismes A% /S,(m)(l/) — A} /Ty(m)(l/)

commutant aux projections. Si & est un 9}(,7%-module a gauche, il s’ensuit que f*.&
est muni d’une m-PD-stratification relativement & S, image inverse de la m-PD-
stratification de % relativement & T. On obtient ainsi sur f*% une structure cano-

nique de 9;,"/‘39-module. Il est clair que cette construction est transitive : si ¢ est un
Qg/"[}-module, l'isomorphisme canonique (g o f)*¥¢ ~ f*(¢*¥) commute aux m-PD-
stratifications, donc est @g{'%Jinéaire.

Il est commode d’expliciter la structure de 9;’7_)9-module de f*# au moyen d’un
bimodule canoniquement associé & f : reprenant une notation classique, nous poserons
Dy = I
2™, est donc muni d’une structure de (9;7;, f '19}(,7%)-bimodule. L’isomorphisme

d’associativité

(2.2.1.1) 2\, ®f—19<y7;f"19 g
est alors 9)({'7;-1inéaire.
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Le foncteur f* posséde un dérivé gauche Lf* : D~ (9}(,'7%) — D~( 9)((7739), calculable

en prenant des résolutions par des 9}(,7%-modules plats, ou plus généralement par des
91(,71),-m0dules qui sont plats en tant que Oy-modules.

2.2.2. Supposons d’abord que X = S X1 Y, de sorte que la situation est celle d’un
changement de base. Le morphisme de fonctorialité 9;7; — f*9§/7% est alors un

isomorphisme, et on dispose d’un morphisme canonique f~! 9)(,77:,)1 — 9)(;7.)9, qui est un

homomorphisme d’anneaux. Le foncteur L f* est alors simplement le composé de f~1
et du foncteur standard d’extension des scalaires par ’homomorphisme f ‘19}(,'7% —

@;’/L)S Par suite, ce foncteur préserve les conditions de finitude telles que la cohérence,
la Tor-dimension finie ou la perfection.

L
Nous commettrons souvent I’abus de notation consistant & noter s ®¢, & pour
Lf*&#, notamment lorsque le morphisme S — T' est une immersion fermée.

2.2.3. Dans le cas général, on peut factoriser f par Ys =S x7 Y, ce qui raméne par
transitivité au cas ou S = T. Nous omettrons donc désormais de noter le schéma de
base S. Du point de vue des six opérations cohomologiques de Grothendieck (nor-
malisées de maniére & assurer la correspondance de Riemann-Hilbert comme on l'a
indiqué plus haut), le foncteur Lf* apparait en général non pas comme le foncteur
image inverse pour les @)((m)—modules, mais simplement comme un intermédiaire dans
la construction du foncteur image inverse extraordinaire f'. Ce dernier est défini en
posant, pour tout % € D~ (2{™),

1 * m L —
F&Z =Lf"Fldx)y] ~ 9)((_),,/ ®f-190m [ Zdx)y),

en notant dx,dy les dimensions relatives de X et Y sur S, et dx;y = dx — dy.

On déduit facilement de cette définition les propriétés suivantes :

(i) Sig : Y — Z est un second morphisme entre S-schémas lisses, il existe pour
tout & € D~ (25™) un isomorphisme canonique de D~ (2{™)

(2.2.3.1) (9o )9 = f'g'g.

(ii) Pour tout morphisme S’ — S, il existe dans D‘(@&"f)) un isomorphisme ca-
nonique

L ~ L
(2.2.3.2) Os o5 ' F = (05 G5 F),

en notant f': X’ — Y’ le morphisme déduit de f par changement de base.

(iii) Supposons que p soit nilpotent sur S, et que S soit muni d’un m-PD-idéal
quasi-cohérent (a, b, @) tel que p € a. Soient fy : Xo — Y la réduction de f modulo a,
Fx:X — X', Fy : Y — Y’ des morphismes de S-schémas lisses relevant les s-iémes
itérés des morphismes de Frobenius relatifs de Xg et Yy, f': X’ — Y’ un relévement
de fés) tel que f'oFx = Fyof. Pour tout #' € D‘(Q}(,'f')), il existe dans D‘(@&m”))
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un isomorphisme canonique
m+s ~ (m)
(2.2.3.3) PR o Ay L T 28

les notations f’ e et f tomte) indiquant que les foncteurs image inverse extraordinaire
sont appliqués respectivement aux niveaux m et m + s.

L’énoncé suivant résume les propriétés de finitude du foncteur f' pour les 9)({7") -
modules :

2.2.4. Théoréme ([10]). — Soit f : X — Y un morphisme de S-schémas lisses.
(i) Si & € D*(2S™), alors f'F € D*(2$V).
(if) Si f est lisse, S localement noethérien, et F € Dcoh(g(m)), alors f'F €
Dcoh(g(m))
Supposons maintenant que, si m > 1, p est localement nilpotent sur S. On a de plus :
(iii) Si F € Das(25™), alors f'F € Dear(257).
(iv) Si f est lisse, et si & € Dparf(@,(,m)), alors f'F € Dparf(gﬁ(m)).

La démonstration de (i) et (ii) s’effectue comme en caractéristique 0. Par contre,
celle de (iil) et (iv) fait appel & la descente par Frobenius pour se ramener au cas
m = 0.

2.2.5. Remarques

(i) Comme en caractéristique 0, le foncteur f ' ne préserve pas en général la cohé-
rence lorsque f est une immersion fermée.

(ii) Pour m fixé, il n’existe pas pour les .@(m) modules de condition de finitude non
triviale qui soit préservée a la fois par image directe et par image inverse extraordinaire
par un morphisme, méme propre, de S-schémas lisses. Supposons en effet que S soit
un schéma de caractéristique p, et soit F' : X — X' le morphisme de Frobenius
relatif d’un S-schéma lisse X. Si % est un 9)(('7)-module, nous avons vu en 2.1.2 que
F'# = F*Z est muni d’une structure naturelle de _@(mH) module. Soient JZ;,
Ker(2§" — 9{"*V), et g;n) 2§ | Ay, L'anneau 2% X ) est alors un Fx-module
localement libre de rang fini, de sorte que F'Z est de type fini sur Q(m) si et seulement
s’il est de type fini sur O, c’est-a-dire si et seulement si F# est de type fini sur Ox:.
Mais d’autre part, si ¢ : Z < X’ est une immersion fermée de codimension > 1,
l'image directe & = i1 & d’un Q(m) module & n’est pas de type fini sur O si & # 0.
Ce n’est donc qu’apres des passages & la limite tels que ceux que nous effectuerons
aux chapitres suivants que 1’on peut espérer obtenir un formalisme complet du type
des six opérations de Grothendieck.

(iii) Méme si f est lisse, le foncteur f' ne commute pas en général aux extensions
des scalaires par les homomorphismes 9}(,"’) — 9)(,"1,) et 9)(}”) — 9&”1) pour m’ > m.
Par exemple, si Y = 8, et si & = Oy, alors f'(™ @y = Ox[dx] pour tout m. Or
I’homomorphisme Qﬁg) — Ox défini par la section unité a pour noyau I’idéal & gauche
engendré localement par les dérivations 9; par rapport aux coordonnées, tandis que
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le noyau de 9)(('") — Ox est engendré par les 6,-[7"J ] pour 0 < j < m, et pas par les
seuls opérateurs 9; si m > 1. Par suite, ’homomorphisme

25" Bgp© Ox — Ox

n’est pas un isomorphisme en général. Il s’agit ici d’'un probléme de torsion (voir 3.4.6
plus bas).

2.3. Produit tensoriel externe. — Soient X, Y deux S-schémas lisses,
Z=XxgY,et f:Z— X,g:Z —Y les deux projections.

2.3.1. Si & est un Qg{m)-module, Z un Qf,m)-module, on voit en appliquant 2.2.1 et
1.3.6 que le produit tensoriel externe de & et %, défini par

ERps F = f*ER®p, 9" F,

possede une structure naturelle de _@ém)-module.

Lorsque la base n’est pas le spectre d’'un corps, le produit tensoriel externe
n’est pas en général un bifoncteur exact en I'un ou 'autre de ses arguments. Pour
& € D™ (.@ﬁ(m)),f € D‘(.@}(,m)), on peut définir le produit tensoriel externe dérivé

& l%ﬁs Z en remplacant & (resp. &) par une résolution plate sur 9)((7") (resp. .@,f,m)),
ou plus généralement par une résolution par des .@&m)-modules plats sur Ox (resp.
2™ | oy).

De ces définitions résultent aisément les propriétés suivantes :

(i) Pour tout morphisme S’ — S, il existe dans D‘(@ém)) un isomorphisme de
changement de base

L L ~ L L L
(2.3.1.1) Os Qe <£’ Neg ﬁ) — (ﬁs/ ®e6s ép) Ko, (ﬁsf R ﬂ) .
(ii) Sous les hypotheses de 2.1.2, soient Fx : X — X', Fy : Y — Y’ des relevements
de Fiy /50 Fyy/s,0 €t Fz + Z — 7' :== X' xgY' le morphisme produit. Pour &' €
D= (2{), #' € D~ (207, il existe un isomorphisme canonique de D—(2{"**))

L L
(2.3.1.2) FL& Ry, Fp &' =5 F (g' Mos y’) .

En utilisant les propriétés des faisceaux de parties principales a puissances divisées,
. . f ye . . . . (m)_
et en dualisant, on voit d’autre part qu’il existe un isomorphisme canonique %,
linéaire
28 2 9™ ®6, g* 2.
On en déduit en particulier des homomorphismes de faisceaux d’anneaux f ‘19;") —
Q(Zm), g‘l%(/m) — .@ém). On obtient alors les propriétés suivantes :
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2.3.2. Théoréme ([10]). — Soient X,Y deux S-schémas lisses, Z = X xgY.
(i) Si€ e Dtdf(g(m)) et F € Dtdf(g(m)) (resp. Dpart(25™), Dpart(28™)), alors

6By, F € Dyag(2™ Dyt (25
os F € Dwt(D; ") (resp. Dpart(Dy"))-

(11) Si S est localement noethérien, et si & € Dcoh(g(m)) Z e Dcoh(%(,m)), alors
& ms Z € D, (95M).
2.4. Image directe. — Nous supposons ici que S est noethérien, de dimension de

Krull finie. Rappelons que les morphismes de S-schémas lisses considérés sont quasi-
compacts et quasi-séparés. Ces hypotheéses permettent notamment d’assurer que le
foncteur R f, soit de dimension cohomologique finie.

2.4.1. Comme en caractéristique 0, on peut associer & f un second bimodule, défini
par
9(m)X = fd(g(m) Ry Wy ) ®ox WX,

ou l'indice d indique que le foncteur f* est ici appliqué pour la structure droite de
Oy-module de 9)(,7") ® wy'. Grace 4 1.3.6 et 2.2.1, on voit que 9Y<_X est muni
d’une structure naturelle de (f~ 19("1) Q(m)) bimodule. On vérifie qu’il est canoni-
quement isomorphe au bimodule wx ®e¢x fg (9}(}") ®6y w{,l) obtenu en appliquant
fra 9,(,'”) ®ey wy ' pour sa structure gauche de Oy-module (8, 3.4.1].

Si& € D~ (@(m) ), on définit le foncteur image directe fi en posant

m L
[+ =RE(FF2 5 S gm ).

Le complexe fi& appartient alors & D~ (2. (m)) Si m = 0, ou si p est nilpotent sur S,

(m) (m))

Q(m) est de Tor-dimension finie sur 25", et le foncteur fi envoie alors DP(2y

dans Db(ﬂl(,m)).

On voit comme en caractéristique 0 (cf. [16], [17], [42]...) que le foncteur fy vérifie
la formule de transitivité : si ¢ : ¥ — Z est un second S-morphisme vérifiant les
mémes hypotheses, il existe pour tout & € D“(Q&m)) un isomorphisme canonique de
D=(25")

(2.4.1.1) (go f)+& — g4 f+6.

On dispose d’autre part d’un théoréme de changement de base pour le foncteur f, :

2.4.2. Proposition. — Soient S’ — S un morphisme de schémas, f' : X' — Y' le
morphisme déduit de f par changement de base. Pour tout complexe d cohomologie
quasz-coherente e ch( ) le complezxe f. & appartient ch(@(m)), et il existe

dans ch(@}// ) un isomorphisme canonique

y L .
(2.4.2.1) Os ®os f+& — fi(Os ®os &).
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La formation des bimodules 9},‘_ x commutant aux changements de base, il est
facile de définir la fleche par adjonction. On peut alors utiliser I'existence de résolu-
tions par des Qg(m)—modules induits au sens de M. Saito (c’est-a-dire de la forme
@(m) Qex L, ou &£ est un Ox-module, cf. [45] ou [46]) pour prouver la quasi-
cohérence de f1 &, et montrer que la fleche est un isomorphisme en se ramenant grace
a la platitude de X sur S a un énoncé classique pour la cohomologie des faisceaux
quasi-cohérents.

En utilisant encore les résolutions par des Qﬁ(m) -modules induits, on obtient aussi
la compatibilité de f aux extensions du faisceau d’opérateurs différentiels, et, lorsque
f est propre, la préservation de la cohérence (en reprenant ici un argument classique,
voir par exemple [16], [39] ou [46]) :

2.4.3. Proposition ([10]). — Soit m’ > m. Pour tout & € ch(QX ) il existe un iso-

morphisme canonique de ch(@)(,m ))
(2.4.3.1) 2" @_@(m) From€ =5 fromn (2 )®@(m) &),

en notant f,m) et f ) les foncteurs image directe correspondant auz niveauzr m et

m'.

2.4.4. Proposition. — Supposons que f soit propre. Pour tout & € D_ (2 (m)) f+&
appartient @ Dc'oh(@ ) Si p est nilpotent sur S, et si & € D2, (2 (m)) alors f1& €
(m)
coh(g )

Enfin, en prouvant que f préserve la finitude de la Tor-dimension, on obtient le
théoréme de finitude pour les images directes par un morphisme propre :

2.4.5. Théoreme ([10])). — Soit f : X — Y un morphisme de S-schémas lisses.
(i) Pour tout & € Dqctas(P\™), f+& € Daeras(28™) ;
(ii) Si f est propre, et si & € Dparf(g‘(xm)), alors fL& € Dparf(Ql(,m)).

Gréace & la formule de transitivité, il suffit de prouver séparément ’assertion (i)
dans le cas ou f est lisse et dans celui ol f est une immersion fermée. En utilisant
la formule de projection, on se raméne dans les deux cas aux propriétés locales de
9%_ - L’assertion (ii) est conséquence de (i) et de 2.4.4.

Remarque. — Lorsque S est un schéma de p-torsion, on ne peut pas espérer de théo-
reme de finitude sur Qg(m) pour les images directes par un morphisme non propre,
méme lorsque & est le faisceau Ox. En effet, supposons que S soit un schéma de
caractéristique p, et soit j : X =Y ~\ D — Y linclusion du complémentaire X d’un
diviseur D de Y. Alors j+Ox = j«Ox. Or j.Ox posséde une structure canonique
de 9y-module qui induit sa structure de Q(m)-module. Par suite, j«Ox est annulé
par JHy,, = Ker(@f, ™o 9y ), et, observant comme en 2.2.5 que @3(,’”) | K €st un
Oy-module de type fini, on voit qu’en général j.Ox ne peut pas étre de type fini
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sur @1(,'"). Les procédures de passage a la limite développées dans les chapitres sui-

vants nous permettront par contre d’obtenir un énoncé qui constitue un substitut
« asymptotique » au défaut de cohérence de j Ox (voir 4.4.7).

Une autre propriété essentielle des images directes est leur compatibilité & 'image
inverse par Frobenius, qu’on prouve grace au théoréme de descente par Frobenius et
a la construction du foncteur quasi-inverse donnée en 2.1.4 :

2.4.6. Théoréme ([8, 3.4.4]). — Sous les hypothéses de 2.1.2, soient X,Y deux S-
schémas lisses de réductions Xo,Yo sur So, Fx : X — X', Fy :' Y — Y’ deux
morphismes de S-schémas lisses relevant Fy /80 €t Fy, /S0 f:X —-Y un S-
morphisme, f': X' — Y’ un S-morphisme relevant fés). Si f'oFx = Fy o f, il existe
pour tout & € D~(2{) un isomorphisme canonique de D~(2{™)

(2.4.6.1) frmin Fx & = FYfi 6.

Remarque. — Ce résultat peut étre utilisé pour I’étude du fonteur fi dans le cas
ol f est lisse. Soit wx/y = wx Q¢-14y f ~lwy. On construit d’abord un morphisme
canonique de @)((m)—modules a droite

wxy ®ox DYV — WDy,

qui donne naissance & un morphisme de complexes

(2.4.6.2) )y ®ox 257 dxsv] — 20y,

ou le terme de gauche est le complexe de de Rham de 2;"” décalé. Lorsque m = 0,
c’est un quasi-isomorphisme, et on en déduit un isomorphisme canonique

(2.4.6.3) Rf:(Q%/y ®ox )ldx/v] — froé.

Lorsque m > 1, il n’est plus vrai en général que le complexe de de Rham de 9§{m) soit
une résolution de 9}(,"2 - Le théoréme 2.4.6 montre que l'isomorphisme (2.4.6.3) est
remplacé par une variante décalée par I’action de Frobenius. Supposons en effet que
Pon dispose de relévements Fx, Fy et f’ comme dans 1’énoncé. Il existe d’apres le
théoréme de descente un .@;0,) -module &” tel que & ~ F*&”’, de sorte que 1’on obtient

un isomorphisme canonique
Rappelons que, comme on ’a signalé au point d) de I'introduction de ce chapitre, les
conditions d’existence globale de Fx et Fy (et a fortiori la condition de commutation

f'o Fx = Fy o f) ne sont en fait pas nécessaires dans I’énoncé du théoréme lorsque
a est m-PD-nilpotent (resp. PD-nilpotent pour obtenir la formule (2.4.6.4)).

2.5. Dualité. — Nous expliquons ici comment les théorémes de dualité locale et
globale s’étendent hors de la caractéristique nulle. Les résultats de cette section sont
dis & Virrion (voir [49], [50], [51], [52]).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



30 P. BERTHELOT

2.5.1. Soient X un S-schéma lisse de dimension relative d, et & € D‘(Q)({m) ) un
complexe de @)((m)-modules a gauche. On définit comme en caractéristique 0 le dual
de & en posant

D(8) = R H#om g (&, 2T R0y wid).

Le foncteur s#om est pris ici pour la structure naturelle de 9)(('") -module & gauche

de ngm) ®ox wx'|d], tandis que D(£) est vu comme un complexe de @;-m)-modules
a gauche grace a 'action sur la droite tordue par 1.3.6. Ces deux structures de 9)(("‘)—
module & gauche sur 9&"‘) ®6x w;(l sont d’ailleurs échangées par une involution
naturelle 8x du bimodule & gauche 2™ ® 4, wx' [8, 1.3.4].

En général, D(&) n’est pas borné supérieurement, méme si & € D2, (2{™). Le
cadre qui permet d’obtenir une théorie de la dualité sur une base quelconque est celui

des complexes parfaits (voir [SGAG6, I 7]). On obtient ainsi :

2.5.2. Proposition ([52,14]). — Soit & € Dypare(2{™).
(i) Le compleze dual D(&€) appartient ¢ Dpars(28™).
(ii) Pour m’' > m, il existe dans Dparf(g(x'm )) un isomorphisme canonique

m’) L m ~ m' m’) L
(2.5.2.1) 7 & gom D™ (£) = D (9 ) g0m &),

en notant D™ et DM les duauz auz niveauz m et m'.
(iii) Pour tout changement de base S — S, il existe dans Dparf(ﬁ(",’)) un isomor-
phisme canonique

L ~ L
(2.5.2.2) Os ®ps Dx(€) — Dx/(Os ®65 &),

en notant Dx et Dx- les duauz sur X et sur X' =8’ xg X.

2.5.3. Soit & € Dparf(%}")). On dispose du morphisme d’évaluation

& — Rotomym | (RAomym (&,957), 257,

25 d 25",

les indices d et g précisant s’il s’agit de modules a droite ou a gauche. En transformant
les modules a droite en modules & gauche par 1.3.6, et en utilisant 'involution Gx, on
en déduit le morphisme de bidualité

(2.5.3.1) & — D(D(&)).

En se ramenant au cas ol & = Qﬁ(m), on obtient alors le théoréme de bidualité locale :

2.5.4. Proposition ([52,1(3.6)]). — Pour tout & € Dyart(25"), le morphisme de bi-
dualité (2.5.3.1) est un isomorphisme.
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2.5.5. Sous les hypothéses de 2.1.2, soient X un S-schéma lisse de réduction Xy
modulo a, et F : X — X' un morphisme de S-schémas lisses relevant F_ /S0 On
vérifie [8, 2.4.4] que, pour tout 9&'7)-module 4 droite .#’, il existe un isomorphisme
canonique de 9§{m+s)-modules 3 gauche

F* (M ®6,, wx)) — F' (M) ®cx wy'

En utilisant celui-ci, et le théoréme de descente, on obtient alors la commutation du
dual & 'image inverse par Frobenius :

2.5.6. Proposition ([52, 11 3]). — Sous les hypothéses précédentes, soit &' € Dpart(D5).
(i) I existe dans Dparf(gg(mﬂ)) un isomorphisme canonique

(2.5.6.1) FD{ (&) =5 D) (Fr6).

(ii) L’somorphisme de bidualité (2.5.3.1) est compatible ¢ ’isomorphisme de com-
mutation & l'image inverse par Frobenius (2.5.6.1).

2.5.7. Voyons maintenant comment le théoreme de dualité relative pour un mor-
phisme propre s’étend hors de la caractéristique 0. Nous supposerons ici que S est un
schéma noethérien régulier, ou lisse sur le spectre d’un quotient d’anneau de valuation
discrete, de sorte que O est un complexe dualisant sur S au sens de [27]. Soit m € N;
si m > 1, nous supposerons comme d’habitude que S est un Z)-schéma.

Soient f : X — Y un morphisme propre de S-schémas lisses, dx, dy les dimensions
relatives de X et Y sur S. La théorie de la dualité de Grothendieck-Hartshorne fournit
alors un morphisme trace Trs : Rf.(wx)[dx] — wy[dy] dans D2, (y). D’autre part,
on dispose sur la catégorie dérivée D‘(.@&m)d) du foncteur image directe pour les

L
complexes de Qg(m)-modules a droite, défini par fi(#) = Rf.(A ®,H0m 9&"_%,).
X

. . . N . d .
La premiere étape consiste & construire dans Dparf(gl(/m) ) un morphisme trace sur
f+(wx), relié au précédent par I'intermédiaire du morphisme

Tt : Rfi(wx)[dx] — f+(wx)[dx]

L
obtenu en appliquant R f, au morphisme wx — wx ®m) 9&"_‘31, déduit du morphisme
X

canonique 27" — 2™, et en décalant :

2.5.8. Théoreme ([49, 5.1], [S1]). — Sous les hypothéses précédentes, il existe dans
Dpa,f(ﬂ}(,m)d) un morphisme canonique Try ¢ @ fi(wx)[dx] — wy[dy], s’insérant
dans un triangle commutatif de D¢, (Oy)

(2.5.8.1) 7, fi(wx)dx] Tr,

Try
Rfi(wx)[dx]

et vérifiant la condition de transitivité pour le composé de deux S-morphismes propres.

HUy[dy],
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En caractéristique 0, la construction de ce morphisme trace fait appel & la résolu-
tion gauche de wx en tant que Zx-module & droite par le complexe de de Rham de
9Px, puis, dans le cas analytique, & la résolution de Dolbeault pour calculer le foncteur
f+ (voir par exemple [16], [46] ou [47]). Sur une base plus générale, on ne dispose
de la résolution de de Rham que pour m = 0. La méthode de Virrion est basée sur
la construction, pour tout Q(m)-module & droite .#, d’une résolution gauche cano-
nique de .# par des Q(m)—modules & droite induits, la résolution de Cech-Alezander
CA*(#). Cette résolution, de type simplicial, est construite par dualité & partir de
la résolution de Ox par le complexe de Cech-Alexander CA(L(&’ 'x)) qui intervient
dans le calcul de la cohomologie cristalline de X relativement & S (cf. [2], [12], [26],
[32]). Son terme de degré —v est de la forme CA%(#) = M Rpy H#x, Doy 9)(("1),
avec Jx,, = lim Homey (g;ﬁ(m)(’/)’ Ox).

On observe alors que le complexe de Cousin £y de wx est une résolution de wx
par des @)((m)-modules & droite injectifs sur x. En lui appliquant la construction
précédente, on en déduit que le morphisme T est représenté dans D(@l(,m)d) par le
morphisme de complexes

Fo( K7 ®ox Hx,e ®ox DY) dx] — fo(H3 ®ox Hxe ®6x D5y )dx].

D’autre part, wy[dy] est représenté par le complexe ¥y Qp, I, Qo Q(m) En
remarquant que chacun des complexes J#¥ ®p, Hx,, (resp. Ky Ry .%”y,l,) est li-
mite de complexes résiduels sur les voisinages infinitésimaux & puissances divisées

A% (my(V) (resp. Ay 1 (v)), on peut alors utiliser la théorie du morphisme trace
pour les complexes résiduels pour construire un morphisme de complexes

Fe(H3 ®ox Hx, ®0x Dy )ldx] — K5 @0y Hr @0y DY dy]

dont la classe dans D(Q}(,m)d) fournit le morphisme Tr¢  voulu.
Cette construction permet alors d’établir le théoréme de dualité relative :

2.5.9. Théoréme ([49, 5.4], [51]). — Sous les hypotheéses de 2.5.7, soit & € Dparf(@;n)).
1l existe dans Dparf(g)(,m)) un isomorphisme canonique

(2.5.9.1) X : f+(Dx(€)) = Dy (f+(8)),

vérifiant la condition de transitivité pour le composé de deux S-morphismes propres.

Via 1.3.6, on se raméne a I’énoncé analogue pour les complexes de modules a
droite. La construction de x se déduit de ’existence du morphisme trace. Pour prouver
que c’est un isomorphisme, on rameéne d’abord le cas ou S est lisse sur un quotient
d’anneau de valuation discréte ¥ au cas ou S est régulier, en utilisant pour la réduction
modulo 'idéal maximal de ¥ la compatibilité du morphisme trace au changement de
base. Dans ce cas, les catégories Dparf(Q(m)d) et Dcoh(Q(m)d) coincident, et on peut
utiliser I’existence de résolutions par des modules induits de la forme £ ®¢ 9&"’), ol
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& est Ox-cohérent, pour déduire 1’énoncé du théoreme de dualité de Grothendieck
pour les &x-modules cohérents, grace a (2.5.8.1).

3. Passage aux schémas formels

Soient ¥ un anneau de valuation discréte complet d’inégale caractéristique, p sa
caractéristique résiduelle, m son idéal maximal, k& son corps résiduel, K son corps des
fractions. Nous noterons .# = Spf(¥),S; = Spec(¥ /m**1). Si & est un ¥-schéma
formel, nous noterons X; = S; X » & sa réduction modulo m**+1.

Nous expliquons ici comment, par passage & la limite projective pour ¢ variable,
les résultats du chapitre précédent sur les 9}((7:’)—modules peuvent s’étendre & certains
complexes de modules sur les complétés p-adiques des faisceaux d’opérateurs diffé-
rentiels correspondants sur £ . Du point de vue cristallin, cela revient & passer de la
cohomologie cristalline relativement & Z/p™Z & la cohomologie cristalline relativement
a Zyp.

3.1. Complétion des faisceaux d’opérateurs différentiels. — Donnons
d’abord quelques propriétés algébriques des complétés p-adiques de ces faisceaux
d’opérateurs différentiels.

3.1.1. Soient m € N, et Z un ¥-schéma formel lisse. Les constructions faites en 1.2
gardent un sens sur £, et fournissent un faisceau d’opérateurs différentiels _@g/") dont
la structure locale est décrite comme en 1.2.3. Nous noterons

@gp) — EI—-H ggz)/miﬂgggw) ~ m 9}({7:1)
7 1

son complété p-adique, et nous appellerons faisceau des opérateurs différentiels
(d’ordre infini) de niveau m sur Z . Si % C % est un ouvert possédant un systéme
de coordonnées locales t1,...,tq, et si 01,...,0y sont les dérivations correspondantes,
les sections de @g}m) sur % sont donc données par

(3.1.11) D%, 95) = {Z&%Q@(m) lax € (U, O),

et a — 0 pour |k| — oo}.

Si % est un ouvert affine quelconque, F(%,@gfn)) est un anneau noethérien.
Comme p est un élément du centre de I'(%, an)), on en déduit que le complété
p-adique I'(%Z, an)f ~ (%, @gfn)) est un anneau noethérien, et que les proprié-
tés usuelles du passage au complété dans le cas commutatif noethérien sont encore
valables [5, 3.2]. Il s’ensuit que le faisceau @S{r") est un faisceau d’anneaux cohérents.

Un @gfn)—module & est donc cohérent si et seulement s’il est localement de pré-

sentation finie. Lorsque £~ est affine, les techniques habituelles de passage & la limite
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projective permettent de montrer facilement les théorémes A et B pour les @g}’)-
modules cohérents [5, 3.3] :

A) Tout @g,n)-module cohérent est engendré par ses sections globales, et le foncteur
I'(Z, —) induit une équivalence entre la catégorie des @gfn)-modules cohérents et celle
des I'( %, @%n) )-modules de type fini.

B) Si & est un @g)-module cohérent, H*(Z , &) = 0 pour tout n > 1.

3.1.2. Lorsque % est quasi-compact, on a I'(%, Eg) = I'(% , E)qg pour tout faisceau
abélien E sur % . Par suite, la description donnée en (3.1.1.1) reste valable pour
(%, @g}lb), avec ax € (%, 0« )q-

Le faisceau @%”3@ est encore un faisceau d’anneaux cohérent. D’autre part, 2
étant de type fini sur 7, la catégorie Coh(égfnyg) des égp’?@-modules cohérents est
équivalente a la catégorie Coh(@gxm) )q des @g’)-modules cohérents & isogénie pres [5,
3.4.5]. Il en résulte que les théorémes A et B restent valables pour les égﬁl’?@—modules
cohérents.

3.1.3. Proposition ([8,4.4.4]). — Soit Z wun schéma formel affine et lisse sur ¥, de
dimension relative d.

(i) L’anneau I'(Z, ngn)) est de dimension homologique 2d + 1.

(ii) L’anneau I'(Z ,9%"}1) est de dimension homologique finie, comprise entre d
et 2d.

Par un argument classique, on majore la dimension homologique de I'( 2", @;n))
par celle de son gradué associé pour la filtration p-adique, égale & 2d + 1 grace a
2.1.6. Que cette borne soit atteinte résulte encore d’un exemple explicite. Il s’ensuit
que la dimension homologique de I'( ", @gfng) est majorée par 2d + 1. On obtient la
majoration par 2d en montrant que tout I'( 2", @gfn))—module de type fini sans torsion
posséde une résolution projective de longueur 2d. La minoration par d provient de ce
que O« @ est de dimension projective d sur @?6

Remarques

(i) Il semble raisonable de conjecturer que, comme dans le cas de I'(X, Zx ) lorsque
X est un schéma affine et lisse sur C, la dimension homologique de I'(Z", @gfn?Q) est
en fait égale a d.

(ii) Les catégories Dparf(é(zm)) et D2, (25 (vesp. Dparf(égg%) et Dgoh(_@%b))
sont donc égales.

3.1.4. Soit e l'indice de ramification absolu de ¥. Pour qu'il existe une m-PD-
structure sur m (nécessairement définie par les puissances divisées naturelles de
mF pour un entier k convenable), il faut et suffit que p™ > e/(p — 1) [5, 1.3.1].
Supposons m fixé de maniére que cette condition soit remplie, et soient s > 1
un entier, F : & — £’ un m'orphisme de #-schémas formels lisses relevant le
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morphisme de Frobenius relatif F§ /So" Le morphisme F' est alors fini localement
libre. En appliquant 2.1.2 aux morphlsmes X — X/ définis par F, on en déduit
par passage a la limite projective que F*@ possede une structure canonique de
(P57, 95)-bimodule, et F*9$) une structure canonique de (D5, 95+
bimodule. Si & (resp. &) est un 9‘(% )_module & gauche (resp. & droite), il en résulte
grace aux isomorphismes canoniques

F'95) @50 6 5 F°6, F @pm FI7) = P F,

que F*& (resp. F*.#) posséde une structure naturelle de @Eag‘“)—module a gauche
(resp. & droite).

D’autre part, en passant & la limite projective sur 7 dans les isomorphismes (2.1.3.1)
et (2.1.4.1), on en déduit qu’il existe comme en 2.1.3 et 2.1.4 des isomorphismes
canoniques de bimodules

B141) G S EPIT),  (PIY)) @ F O 5 9.

Par suite, les foncteurs &' — F*&' et & — (F* @E,;n,)) ®g(m+s & sont des équivalences
x

de catégories quasi-inverses entre la catégorie des Q(%fm,) -modules & gauche et celle des
.@?H)—modules a gauche [8, 4.1.3].

Comme dans le cas algébrique, les propriétés de cohérence, de platitude, de Tor-
dimension finie et de perfection sont conservées dans cette équivalence.

Ces résultats restent évidemment valables pour les @gl’}@—modules.

3.2. Complexes quasi-cohérents. — Dans le cas des @%n)—modules, la méthode
classique de définition des foncteurs f' et f. au moyen de produits tensoriels avec
des bimodules canoniques tels que Zx_,y et Dy.x ne conduit pas en général aux
propriétés voulues, & cause de problémes liés & la complétion (voir & cet égard la
remarque de 3.4.3 sur la formule de transitivité). Nous introduisons ici une sous-
catégorie Do (2 (m)) de la catégorie D~ (Qg,")), formée de complexes vérifiant une
condition de complétion au sens des catégories dérivées, qui contient la sous-catégorie
Dparf(é‘(;)). Sur D;c(égn)), la construction et les propriétés de ces foncteurs se
rameneront aux résultats obtenus précédemment modulo p*.

On note d la dimension relative de Z sur . ; rappelons qu’elle est supposée
constante.

3.2.1. Soit X, le topos des systémes projectifs de faisceaux E, = (E;)ien sur £ . 1l
est muni d’un morphisme de topos L e X, — %, défini en posant

l

— i . -1 — .
‘-X*(E') = !_ll_nE',, "l—X (E) = (Ez)zeNa

%
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ol (E;);en est le systéme projectif constant de valeur E. On notera que le foncteur
L X est de dimension cohomologique finie sur la catégorie des faisceaux abéliens, de
sorte que son dérivé droit R [ - o8t défini sur la catégorie dérivée toute entiére.
Nous considererons X, comme un topos annelé en le munissant du faisceau d’an-
neaux Ox, = (Ox;)ien, ce qui fait de [ K un morphisme de topos annelés. Si & est

un Og-module, [ ;(éa est donc le systéeme projectif
s &M — . E/mPE — &/mé&.

Pour tout & € D~ (O «), nous noterons &; := Ox, &)035 &. Nous dirons que & est
quasi-cohérent s’il vérifie les conditions suivantes [9] :

(i) Le complexe & appartient & D (0x,);

(ii) Le morphisme canonique

&—RI _LI*E

— X =X

est un isomorphisme.

Pour tout m, nous munirons également X, du systeme projectif d’anneaux
(9;?))161\1. On peut alors considérer [  : (X.,@ﬁ}:’)) — (¥ ,@gfl)) comme un
morphisme de topos annelés, et définir la notion de complexe quasi-cohérent de
D- (@%n)) par les conditions analogues & (i) et (ii) obtenues en remplacant O« , Ox,,

gfn), g:l) Comme le foncteur L [ ;{ au sens des @g,")—modules induit par

par 9
restriction des scalaires le foncteur L (l_ ;{ au sens des &g -modules, il est clair qu’un
complexe de D‘(é‘(%’?)) est quasi-cohérent si et seulement s’il est quasi-cohérent en
tant que complexe de D™ (O «).

Nous noterons D;C(@gf")) (resp. D (02 )) la sous-catégorie pleine (triangulée)
de D‘(ég?)) (resp. D™ (O g)) dont les objets sont les complexes quasi-cohérents, et
Dgc(éﬁa?)) la sous-catégorie pleine de D;C(égn)) dont les objets sont & cohomologie
nulle en dehors d’un intervalle borné. On vérifie les propriétés suivantes [9] :

L

a) Si & € D (Ox), alors Ox, ®p, 6 € D (Ox,) pour tout i.

b) S’il existe un entier k tel que & soit dans I'image de D~ (fx, ), alors & est
quasi-cohérent si et seulement si & est & cohomologie quasi-cohérente sur Ox, .

c) La sous-catégorie D;)h(gg,”)) des complexes & cohomologie Qg)-cohérente est

une sous-catégorie de D;c(ég,n)),

Remarque. — Un contre-exemple de Gabber montre que, si & € D (O« ), ses fais-
ceaux de cohomologie /" (&) n’appartiennent pas nécessairement & D (O ).

L’intérét de cette notion de complexe quasi-cohérent vient de ce que les propriétés

L
d’un complexe quasi-cohérent sur £ se rameénent & celles du complexe Ox, ®p, &
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dans la catégorie dérivée des complexes de systémes projectifs. Tout d’abord, en uti-
lisant les résultats de ’appendice B de [12] sur la finitude du foncteur Rlim sur un
anneau noethérien, on obtient la propriété suivante :

3.2.2. Proposition. — Soit &, € Db(g(m)) un compleze vérifiant les conditions sui-
vantes :

8) & € Dhe(2)) ;

b) Pour tout i, le morphisme canonique

@(m) Bg(m Eiv1 — &
z+1

est un isomorphisme.

Alors le morphisme canonique

LI*RI & — 6.

—X X%

est un isomorphisme, et le complexe & = R (l_ éa. appartient d Dgc(ég,")),

D’autre part, si & est un complexe de Dg (Q(m)) la plupart de ses propriétés

de finitude se raménent & celles de & := Ox, ®ax & : pour que & € Dtdf(g'%f )
(resp. Dcoh(@(m)) parf(g‘gwn))), il faut et suffit que & € Dtdf(@;:)) (resp.
Db (2 (m)) Dparf(ﬁ(m))) [9]. On obtient alors la caractérisation suivante de ces

sous-catégories de DqC(QE.;")) :

3.2.3. Théoreme ([9]). — Les foncteurs L J_ ; et l . sont des équivalences de caté-
95), Dyart(95))
et la sous-catégorie pleine de la catégorie Db(9§(.)) formée des complexes de systémes
projectifs &, vérifiant les conditions sm}vantes
a) Le complexe & appartient & chytdf(gx ) (resp. Dcoh(.@(m)) Dparf(@)(g:) ));
b) Pour tout i, le morphisme canonique

gories quasi-inverses entre la catégorie ch,tdf(g p4 ) ( resp. DCoh

@ﬁ(i ®9<m> Eiy1 — &

z+1
est un isomorphisme.

Gréce & cette description des catégories Dgc, tdf(@.%n )) Dcoh(ﬁgfn) ),Dparf(é'(%’rfn)),
nous pourrons utiliser les résultats établis au chapitre précédent sur un schéma de
p-torsion pour obtenir des résultats analogues pour les complexes de @f%n)-modules.

3.3. Complexes a isogénie prés. — Comme certaines des propriétés qu’on sou-
haite obtenir dans le cadre d’une théorie arithmétique des Z-modules ne sont vérifiées
qu’apres tensorisation par @Q, on est amené & étudier les opérations cohomologiques
de base sur les égg’}(p-modules. Comme précédemment, la nécessité de tenir compte
des propriétés de complétion ne permet pas de travailler avec la catégorie dérivée
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D(@_%"?Q) toute entiere. De fait, la catégorie que nous utiliserons n’est méme pas une

sous-catégorie de D(@gf") ) : ce sera la catégorie quotient de la catégorie ch(ﬁ(m))
obtenue en inversant les isogénies. Lorsque Z~ est quasi-compact et quasi-séparé, nous
verrons en effet qu’elle contient une sous-catégorie pleine équivalente & la catégorie

Db (m) @)» de sorte que, par l'intermédiaire des techniques de la section précédente,
cette methode nous permettra d’étendre aux complexes bornés de 7 g,Q—modules co-
hérents les résultats établis modulo p*.

3.3.1. Si ¥ est une catégorie additive, nous désignerons par g, et nous appellerons
catégorie des objets de € a isogénie prés, la catégorie ayant mémes objets que €, et
telle que ’ensemble des fleches entre deux objets soit donné par

Hom(,gQ(E, F):=Homg(E, F)® Q.

Lorsque € est une sous-catégorie D*(«/) d’une catégorie dérivée D(&/), nous em-
ploierons la notation D¢ (&) plutét que D* (& )q-

La catégorie Gg n’est autre que la catégorie localisée de € par rapport au systéme
multiplicatif des isogénies de € : un morphisme f : E — F' est appelé isogénie s’il
existe un entier n # 0 et un morphisme g : F' — E tels que gof =nldg, fog = nldr.
Lorsque % est une catégorie triangulée, les isogénies forment un systéme multiplicatif
compatible & la structure triangulée, de sorte que g posséde une structure naturelle
de catégorie triangulée pour laquelle le foncteur de localisation € — %g est exact.

Si F: % — %' est une foncteur additif (resp. exact) entre catégories additives
(resp. triangulées), il s’étend de maniére unique en un foncteur additif (resp. exact)
%q — %y compatible aux foncteurs de localisation.

3.3.2. Soit £ un ¥-schéma formel lisse. Pour tout m, nous noterons Dy, qC(Q(m))
(resp. D(Q C()h(@(m))) la sous-catégorie pleine de DQ(@ p4 )) obtenue en localisant

qc(Q(m)) (resp. Dcoh(.@ggn))) par rapport aux isogénies. La tensorisation par Q
définit un foncteur naturel

(3.3.2.1) Do(95") — D(DGy)-
On prendra garde qu’en général I'homomorphisme
HomDQ(%;n))(éa, F) — HomD@ga)(éb,?Q)

n’est ni injectif, ni surjectif, méme si & et & sont dans D;{c(@g?)). Par la suite, c’est
avec la catégorie Dg, (égn)) que nous travaillerons. Néanmoins, le résultat suivant
permet d’1dent1ﬁer la sous-catégorie pleine DQ con(2 (m)) de Dg, qc(@(m)) a la catégorie

Coh( ) (rappelons que 2~ est toujours supposé quasi-compact et quasi-séparé) :
3.3.3. Proposition ([9]). — Le foncteur (3.3.2.1) induit une équivalence de catégories
(3.3.3.1) DY eon(257) =5 Do (D50).

coh
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3.4. Produit tensoriel et image inverse extraordinaire. — Les résultats des
sections précédentes permettent de définir les opérations cohomologiques de base pour
les complexes quasi-cohérents de @gﬂn)-modules (voir [10]). Commengons par discuter
les cas du produit tensoriel et de I'image inverse extraordinaire.

3.4.1. Soient & € D;c(é@f; ), # € Dy (Q(m)d) deux complexes de 9 )-modules,
respectivement & gauche et & droite, supposés quasi-cohérents au sens de 3.2.1. On
définit leur produit tensoriel complété sur @g»") en posant

SLo . " L "
MRy E =R1 (LI A ®9§<".l) L1.&):
Il existe un morphisme canonique
L ~L
M ®@gp) & — %@@fép)éﬁ,

et c’est un isomorphisme lorsque I'un des deux complexes appartient & Dcoh(ﬁ(m))

Si A est un (9‘(; ). 9 9% )-bimodule, pour un certain entier m’, alors .4 ®@<m)é"
est de maniére naturelle un complexe de D™ (24 75 )) Si & et .# sont bornés, et si
M € DE(PT), alors MBGm & € DD >).

On deﬁnlt de la méme manﬁre le prodult tensoriel complété sur &g .

Gréce & la propriété universelle des catégories de fractions, ces produits tensoriels
complétés s’étendent aux catégories localisées par rapport aux isogénies définies en
3.3.2. Pourm’/ > m,et & € D&qc(éfa?)), nous commettrons parfois ’abus de notation
consistant & désigner par

A(m/),\][i .
9%7Q®@§r’££
limage dans Dg ,.(2 25V de 25 ®H§§;n>é”.

Exemple. — Placons-nous sous les hypotheéses de 3.1.4, et soit m’ > m. Si & €
Y (Q(m,)) on obtient par passage a la limite projective a partir des isomorphismes
(2 1.7.1) un isomorphisme de D (9(7" 9y

(3.4.1.1) IF B0 F 8 = FH (DY, ®9<m>g )
qui s’écrit simplement

~

(3.4.1.2) 3 anl: Dpgrra F16 (95 %(m) &)

lorsque & € Dcoh(@g,",)) On dispose aussi des isomorphismes analogues dans

Do(95$?) (xesp. Dy (DT S)).
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3.4.2. Soient Z,% deux ¥-schémas formels lisses de dimensions relatives dg et
do,dg )9 = da —dy,f: X — % un ¥-morphisme. Pour tout & € Dgc(%é,m)),
nous définirons I'image inverse extraordinaire f'.# en posant

‘g . ! *
(3.4.2.1) F =Rl (fLL}F)),
ou f. : X, — Y, est le morphisme de topos tel que f,. (resp. f.;!) associe & un
systeéme projectif de faisceaux sur £ (resp. sur %) le systéme projectif de ses images

directes sur & (resp. inverses sur ) ; si 95( ™) . est le systéme projectif des _@;:iyi,
le foncteur f! est alors défini en posant, pour tout corplexe %, € D‘(@,(,:")),

L
flz, = @&"}LY' ® gy [ P lde o).

Soit 2™ . = lim, 7% Alors 9™ . est muni d’une structure naturelle de
X - X; —>Y Z -

(@gﬁl), f —1§§Wm) )—bimodule. Il existe dans D(@gfn)) un morphisme canonique
m ]L —_
(3.4.2.2) Qggl@, F19gm f 1?[613(/@/] — f'Z,

qui est un isomorphisme si & € DY, (95™).
Comme dans le cas algébrique, le foncteur f' vérifie la formule de transitivité :

3.4.3. Proposition ([10]). — Soient f : & — ¥ ,g9 : # — % deur morphismes de
¥ -schémas formels lisses.

(i) Pour tout & € DY (A(m)) f'Z appartient a Dgc(éggl)).

(ii) Pour tout 4 € Db (DS, il eziste dans Dgc(égf") ) un isomorphisme cano-
nique

(3.4.3.1) f!(g!g) i (go f)'g

Ces propriétés résultent de la relation (2.2.3.2) assurant la compatibilité de f' au
changement de base modulo p*, de 3.2.2, et de la formule de transitivité dans le cas
algébrique.

Remarque. — Si ’on avait pris pour définition de f' le terme de gauche de (3.4.2.2), la
formule de transitivité ne serait pas valable en général, méme pour ¥ = @g;") En ef-
fet, si Von prend & = 2 = Spf ¥ {t},% =Spf ¥, et si f : & — # est la projection,
g: % — % lasection nulle, alors T'(Z", @gp_ﬁ &) est Panneau de séries formelles (com-
mutatives) convergentes en 2 variables ¥'{t,0}, tandis que I'(Z’, @fgg)_,@, ® F194m
f ‘1§$L o) est le produit tensoriel non complété ¥ {t} ®y ¥ {0}. L’homomorphisme
canonique

o~ L m S(m
9%”1.@69 19(m>f 1@() _>@,(%’l>ff

n’est donc pas un isomorphisme en général.
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Si 'on suppose par contre que ¢ € Dcoh(Q_gg ), et que de plus g'¢ € DP, ( é;n ),

alors tous les morphismes du carré

~ L m _ ~
92?1.@/‘3 gy FH g/_).g®g-1g§gn>g 1Y) dar /2] — f'(9'9)

| |
~(m) L _ ~
DD 5 G gopyrayn (90 )Y lde 2] ——— (90 1)'Y

sont des isomorphismes.

3.4.4. Placons-nous ici sous les hypotheses de 3.1.4, et supposons donnés des mor-
phismes de ¥-schémas formels lisses Fo : & — £/, Fo : % — ¥’ relevant F§, Xo/So

et Fy, /g,, ainsi qu'un #-morphisme ' &' — %' relevant fo 3, Supposons de plus
que f'oFg = Fg o f. Comme les morphismes F¢ et Fp sont finis localement libres,
on déduit facilement de (2.2.3.3) qu'il existe dans Dgc(ﬁgf"“)) un isomorphisme ca-
nonique

((m+s) ~ )

(3.4.4.1) f Fp F' — Fyf" '
pour tout &' € Dgc(égf)).
3.4.5. Le foncteur f' se factorise de maniére naturelle en un foncteur

f DQqc(g(m)) DQqc(Q(m))

qui vérifie la formule de transitivité pour le composé de deux morphismes. Le foncteur

composé
~ > f m S(m
Don(Z579) = D con(Py") — D qc(95") <= D oo(95”) — D™(25)
s’identifie canoniquement au foncteur qui associe & un complexe F € Dcoh(g(m) ) le

complexe
. L
9%"_)4@,@ ® 154 [ Zlde 2]

3.4.6. Proposition ([10])
(i) Le foncteur f' envoie Dy, tdf(@éym)) dans Dqc, tdf(égf"))
(ii) Si f est lisse, le foncteur f' envoie Dcoh(g(m)) dans Dcoh(g(m)).
(iii) Si f est lisse, le morphisme canonique

7% ®@(m> e f"’")(9<m>®9<m>9)

est un isomorphisme pour tout F € DQ qc(Q(m))
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Les assertions (i) et (ii) résultent des propriétés analogues sur les S;. Pour prouver
lassertion (iii), on introduit sur 2" le complexe de Spencer relatif ngb) QN T,
et on montre que le morphisme naturel

é‘%n) QN T )y — égfnlg
est une isogénie de Dcoh(gg}')).

3.4.7. Soient & ,% deux ¥ -schémas formels lisses, & = 2 x ¥ le ¥-schéma formel
produit. On étend par la méme méthode le produit tensoriel externe en un bifoncteur

~L A
Ro, : Dee(95")  Doe(95) — D™(757),
qui envoie Dgc(ég,}")) X Dgc(%g" )) dans Db.(2 (m)) (resp. D2, ). On procéde de méme
pour étendre sa construction en un bifoncteur entre les catégories Dﬁ,qm et entre les
catégories Dg .-

Lorsqu’on dispose de relevements Fg : & — Z', Fo : 9 — &' de F5 /80 €t
137

/5o € que Pon définit Fer : & — %’ comme étant le produit Fg x Fa , on obtient

pour & € D, (@‘(%fm,) ) et F' € Dfl’c(@ ) (resp. DQ q¢) Un isomorphisme canonique
de DY, (9(m+s)) (resp. Dg 4c)

~

(3.4.7.1) Fy&'8p, FyF' =5 Fi(&'Rg, F').

3.5. Image directe et dualité. — Indiquons maintenant comment s’appliquent
les méthodes de 3.2 et 3.3 pour ’étude des images directes, et pour étendre le théoreme
de dualité relative.

3.5.1. Soit f: Z — % un morphisme de ¥-schémas formels lisses. Pour tout & €

qC(Q(m)) on définit 'image directe de & en posant

(3.5.1.1) f+& = ]R(l_y*(fﬂ_(]L(L* €)),
ou f, est défini comme en 3.4.2, et, pour &, € D~ (Q(m)) fot+8. est le complexe
& =RE (D o & oy E)
fo+ . fc*( Yo —Xo ®9§(m) o)

Nous poserons encore 24" , = lim, 2U™ . On dispose sur 9 , d’une struc-
p Y Y; <—x —Z

ture de (f~1957, @g}n))-bimodule, et il existe dans D(@ng)) un morphisme cano-
nique

(3.5.1.2) RF (DS o ®@<m> €) — [+ 6.

On vérifie que c’est un isomorphisme lorsque & € Dcoh(g(m))
Grace au théoréme de changement de base 2.4.2, les propriétés établies modulo p*
s’étendent sur Z". Donnons d’abord un énoncé ne nécessitant que la quasi-cohérence :
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3.5.2. Proposition. — Soient f : & — ¥, 9 : ¥ — % deur morphismes de ¥ -
schémas formels lisses.

(i) Pour tout & € Dg.(2 (m)) f+& appartient & DY, (Ag")).

(ii) Pour tout & € D (Q(m)), il eziste dans Dgc(gg,")) un isomorphisme cano-
nique

(35.2.1) 9+(f+6) =5 (g0 f)+6.

Lorsque & € Dcoh(g(m)), on obtient de méme le théoréme de finitude pour les
images directes par un morphisme propre :

3.5.3. Théoreme. — Supposons que f: & — % soit un morphisme propre.

(i) Pour tout & € Dcoh( ) f+€ appartzent a Dcoh(@gn ))

(ii) Pour tout & € DP (Q(m)), et tout m' > m, il existe un isomorphisme cano-
nique

coh

~(m/ L ~ N L
(3.5.3.1) 2% )%gﬂ, From& =5 frn (DY )®97§;"> &).

3.5.4. Par passage a la limite, on obtient également la commutation de f; aux images
inverses par Frobenius définies en 3.1.4. Supposons en effet qu’on soit sous les hypo-
theses de 3.4.4. En utilisant la finitude de F'g et Fy et la quasi-cohérence des images
directes, on voit que la commutation de f; aux images inverses par Frobenius dans
le cas algébrique, vue en 2.4.6, entraine qu’il existe pour tout & € Dgc(.@ggl,)) un
isomorphisme canonique

(3.5.4.1) fromsn (Fa &) — F fiom 6

dans D};C(an )).

3.5.5. Le foncteur f, se factorise en un foncteur encore noté
f+ DQqc(g(m)) _)‘DQqc(9 )v

qui vérifie les mémes propriétés que sur D (D g 2(m) ). Compte tenu de ce que le foncteur
Rf. commute & la tensorisation par Q, on voit que le foncteur composé

Din(D57%) = Dl con(95”) — Db oo D57) T Dy oo(957) — DM DY)
s’identifie canoniquement au foncteur qui associe & & € DP h(@ ) le complexe
Hm &
Rfc(Py o o ®gg% ).

Lorsque f est lisse, on dispose par passage & la limite & partir de (2.4.6.2) d’'un
morphisme de complexes
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C’est un isomorphisme pour m = 0, et une isogénie pour tout m. Pour tout & €
Dach(@g,")), on obtient donc dans Da’qc(gé,m)) un isomorphisme canonique

(3.5.5.2) Rfx(Qy /o @0y E)lda /o] — f4+6.

3.5.6. Soit & € Dg’oh(@g,”)) = Dparf(égn)) un complexe parfait. Comme dans le cas
algébrique, on définit le complexe dual en posant [52]

D(£) := R Homge (&, D25 @64 witlda)).

Le complexe D(&") appartient & Dparf(égf")), donc est quasi-cohérent, et on en déduit
des isomorphismes canoniques

—Xx —X

D(£) <RI L1D(E) SRL, RAmyom (LL,E DL @0y, wxllde]).

Supposons maintenant que f soit un morphisme propre. La construction du mor-
phisme trace esquissée en 2.5.8 est suffisamment fonctorielle pour fournir, dans la caté-
gorie dérivée des systemes projectifs, un morphisme Try, | : f, twx, [da] — wy,[da].
En appliquant R [ 5o OO obtient donc dans Dparf(@é,m)) un morphisme trace

Trpt : fr(wa)lde] — walde].

La construction du morphisme de dualité relative s’effectue alors comme dans le cas
algébrique, et le théoréme de dualité relative s’obtient par passage & la limite & partir
de 2.5.9 :

3.5.7. Théoréme ([49, 5.5.3]). — Soient f : & — % wun morphisme propre de ¥ -
schémas formels lisses, & € Dparf(@‘(%”'n)) (resp. Dparf(zg?%) ). 1l eziste alors dans

Dparf(éfgm)) (resp. Dparf(éggg) ) un isomorphisme canonique

(3.5.7.1) X f+ (D (8)) — Do (£4(8)),

vérifiant la condition de transitivité pour le composé de deux morphismes propres.

4. Passage a la limite sur le niveau

Nous restons ici sous les hypotheses du chapitre précédent. Si X est un S-schéma
lisse au-dessus de Z,), nous avons vu en 1.2.5 que le passage a la limite inductive
pour m variable dans le systeme inductif des faisceaux 9)(('”) redonne le faisceau usuel
2x, qui ne joue guere de réle dans I’étude de la cohomologie de de Rham et de la
cohomologie cristalline hors de la caractéristique nulle. Par contre, si £ est un ¥-
schéma formel lisse, un passage & la limite similaire sur les complétés @g{f’) permet
d’introduire un nouveau faisceau, noté 93%, qui est directement lié a ’étude de la
cohomologie rigide de la réduction de 2 sur k (voir [3]).
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4.1. Le faisceau d’opérateurs différentiels 9‘%’ g+ — Nous commengons donc ici
I’étude des faisceaux d’opérateurs différentiels obtenus en passant & la limite inductive
pour m variable dans les systémes de faisceaux (Qg))meN et (9‘(;,211)7”51“'

4.1.1. Soit £ un ¥-schéma formel lisse. On définit un nouveau faisceau d’opérateurs
différentiels sur £ en posant
@I’K = lim @gfn)
m
Il sera appelé faisceau des opérateurs différentiels (d’ordre infini) de niveau fini sur
X.89 4 est le complété p-adique du faisceau usuel des opérateurs différentiels sur
&, la description des sections des faisceaux @g,") donnée en (3.1.1.1) montre que les
morphismes naturels égfn) -9 2 sont injectifs. Par suite, @;’,y est un sous-faisceau
d’anneaux de @5{ Soient % C %4 un ouvert affine muni de coordonnées locales
t1,...,td, et ||-|| une norme de Banach sur l'algebre affinoide I'(%, O )g [18]. En
utilisant la base (8%%) de I'(%, 24-), on peut alors décrire le sous-anneau I'(%, 9}[) C
T(%, D) sous la forme suivante [5, 2.4.4] :

4111) T(#,2%) = {3, | ax eT(%, 0g),
et de,n € R, n < 1, tels que [lag| < cnlkl}_

Nous reviendrons plus loin (voir 4.4.1) sur les relations entre les conditions de décrois-
sance qui apparaissent ici et celles, completement analogues, de Monsky-Washnitzer
[44].

Pour tout 7, la réduction de 2}, modulo m*+? est égale & Px,. Par suite, 9}5 n’est
pas un faisceau d’anneaux noethérien. De plus, &4 n’est pas de présentation finie sur
9}, puisque O, ne l’est pas sur Zx,. Nous nous intéresserons donc essentiellement
dans ce qui suit au faisceau 9:25,@.

En utilisant I'existence d’un morphisme canonique surjectif 9}2’ - F *9}‘,;,, ou
F: % — %' est un relevement local du Frobenius de X, on voit que 9:[%@ n’est
pas non plus un faisceau d’anneaux noethériens [8, 4.2.3]. Mais on peut néanmoins
montrer :

4.1.2. Théoreme ([5, 3.6.1 (1)]). — Le faisceau QT%,YQ est cohérent (d gauche et a
droite).

C’est une conséquence formelle du théoréme de platitude suivant :

4.1.3. Théoréme ([5, 3.5.3]). — Pour tout m’ > m, les homomorphismes @5%”3@ o
@f;& sont plats & gauche et a droite.

1l suffit de prouver que, pour tout ouvert affine % C 2 sur lequel il existe un
systeme de coordonnées locales, I’homomorphisme induit entre les sections est plat.
La méthode de la démonstration consiste & introduire un anneau D’ tel que

%, 95 c D' cr (%, 9§)),
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et qui possede les propriétés suivantes :

(i) 1%, 95"%) = Dy;

(i) D' =T(%,9{));

(iii) D’ est un anneau noethérien.
La condition (iii) entraine que D' est plat sur D', de sorte que 1’énoncé résulte alors
des conditions (i) et (ii).

4.1.4. Par passage & la limite inductive, on peut montrer que, lorsque £ est un
schéma formel affine, les théorémes A et B sont vrais pour les QT%,Q-modules cohérents
[5, 3.6.4]. Plus précisément :

A) Tout .@T%f’Q-mOdule cohérent est engendré par ses sections globales, et le fonc-

teur I'(Z",—) induit une équivalence de catégories entre la catégorie des 9}% o
modules cohérents, et celle des I'( 2, 9}( @)-modules de présentation finie.
B) Si & est un 9}%1@-module cohérent, H"(Z , &) = 0 pour tout n > 1.

A partir de 3.1.3, les résultats précédents fournissent une estimation de la dimension
homologique des anneaux I'(Z", 9“;{’@) lorsque £~ est affine :

4.1.5. Corollaire. — Supposons que Z soit affine, de dimension relative d sur .
Alors :

(i) Tout I'(Z, Q‘EKYQ)-module de présentation finie posséde une résolution projec-
tive de type fini de longueur 2d.

(ii) L’anneau T(Z ,9}{7@) est de dimension homologique finie, comprise entre d
et 2d+ 1.

Comme en 3.1.3, on conjecture que I'( £, 9;[2,@) est en fait de dimension homolo-
gique d.

4.1.6. Exemples

Mentionnons ici quelques exemples de QI,K,Q-modules cohérents provenant de la
cohomologie rigide (voir [3]). Nous noterons Zx la fibre générique de 2, qui est un
espace analytique rigide sur K, et sp : Zx — Z le morphisme de spécialisation.

(i) Un isocristal convergent sur X s’interpréte comme la donnée d’un € g, -module
localement libre de rang fini F, muni d’une connexion intégrable dont la série de
Taylor converge sur le tube de la diagonale de X dans £ x Zk. Le &4 g-module
& = sp, E est alors localement projectif de rang fini, et la condition de convergence
permet de le munir d’une structure canonique de Q%YQ—module, pour laquelle il est
cohérent [3, 3.1.4]. Le foncteur sp, définit ainsi une équivalence entre la catégorie
des isocristaux convergents sur Xg et celle des QI@,Q—modules cohérents qui sont
O ¢ @-cohérents [5, 4.1.4]. Rappelons qu’en particulier tout F-isocristal sur Xo est
convergent (voir (4, 2.4.1]).

(i) Soient Z C Xy un fermé, j : U — Xj linclusion du complémentaire de Z,
U C Z le sous-schéma formel ouvert d’espace sous-jacent U. Pour tout faisceau
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F sur Zk, on pose jiF = li_r)nv Jv«jy LF ot V parcourt ’ensemble des voisinages
stricts du tube |U[2 = %k de U dans Zk. Un isocristal sur U surconvergent le long
de Z s’interpréte comme la donnée d'un jt 6 4, -module localement libre de rang fini
E, muni d’une connexion intégrable dont la série de Taylor est convergente sur un
voisinage strict du tube de U dans £k X £k, dans celui de X dans Zx x Zk.

Le complexe & = Rsp, E (qui est réduit au seul terme sp, E lorsque Z est un
diviseur) peut alors étre muni d’une structure naturelle de complexe de Q‘T,{YQ-moduleS
(cf. [3,4.1.5], en supposant 2~ séparé). Il y a lieu d’observer qu’en général ses faisceaux
de cohomologie ne sont pas nécessairement cohérents sur 9} Q> & cause de difficultés
provenant des nombres de Liouville p-adiques (voir 5.3.6 plus bas pour une discussion
de ce probleme).

(iii) Du point de vue de la théorie développée ici, le complexe Rsp, j1 04, consti-
tue le substitut naturel du complexe Rj.&% @, qui n’a pas de propriétés de finitude
satisfaisantes (méme si 2" est propre, sa cohomologie de de Rham n’est pas de di-
mension finie en général). De méme, si 'on pose pour tout faisceau abélien F' sur

Xk

L/, (F) = Ker(F — j'F),

le complexe Rsp, L]T Z[(é’ %) constitue le substitut naturel du complexe RI';(Fa q)-

Nous verrons en 4.4.9 que ces deux complexes sont a cohomologie @:[2, Q—cohérente.

4.2. Passage a la limite inductive et localisation dans les catégories déri-
vées. — Comme pour les @g")—modules et les @gf?Q—modules, on ne peut pas définir
des opérations cohomologiques pour les @;Q—modules avec une généralité suffisante
sans tenir compte de la topologie de 92&@' La méthode que nous emploierons est une
extension de celle que nous avons utilisée en 3.3 dans le cas des complexes de @%"6—
modules : nous ne travaillerons pas directement dans la catégorie dérivée D(-@}L’,Q)v
mais dans une catégorie triangulée convenable, munie d’un foncteur exact a valeurs
dans D(@%‘Q) qui induise une équivalence entre une sous-catégorie pleine et la ca-
tégorie D('foh(ZT%f’Q). Pour construire cette catégorie, nous partirons de la catégorie
des systémes inductifs de @%")—modules pour m variable, puis nous la localiserons en
deux étapes : nous inverserons d’abord les ind-isogénies entre systemes inductifs, puis
nous effectuerons une localisation qui constituera une certaine forme de passage a la
limite préservant la structure triangulée.

Nous nous limiterons ici aux systemes inductifs de égfn)-modules, renvoyant le
lecteur & [9] pour une étude plus générale.

4.2.1. Nous travaillerons dans le topos 2 (*) des systémes inductifs de faisceaux
(E(’"))meN sur Z . On peut le considérer comme annelé par le systéme inductif de
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faisceaux d’anneaux @g) = (@gl’)')meN. Un @g)-module &(*) est simplement la don-

née d’un systéme inductif de @gfn)—modules &™) tel que les applications de transi-
tion (™™ : £(m) _, £(m) goient semi-linéaires par rapport aux homomorphismes
@gfl) — @gﬁnl) . S’il n’en résulte pas de confusion, nous noterons simplement & un tel
systéme, au lieu de &(*).

Sur la catégorie des systémes inductifs, la notion d’isogénie considérée en 3.3 n’est
plus suffisante, car on souhaite pouvoir considérer des morphismes f pour lesquels
Pentier n tel qu’il existe g vérifiant g o f = n, f o g = n, puisse varier avec m sans
étre nécessairement borné. On est ainsi conduit & remplacer cette notion par la notion
plus souple de ind-isogénie introduite plus bas. Nous nous limiterons ici au cas des
p-isogénies, i.e. telles que n soit une puissance de p, en renvoyant & [9] pour le cas
général.

Soit M D’ensemble des applications croissantes x : N — N, qui est lui méme un
ensemble ordonné filtrant. On peut associer & tout x € M un foncteur exact x*
de la catégorie des @g)-modules dans elle-méme en associant & un systeme inductif
(&(m) o(m" M) le systéme inductif obtenu en posant (x*&)(™) = &™) et en prenant
pour morphismes de transition les morphismes pX(m)=x(m)q(m’,m) . g(m) _, g(m’)
m < m’. On dispose alors d’'un morphisme naturel de systémes inductifs O , : & —
x*&, défini par la multiplication par pX(™) sur &(™),

Les foncteurs x* passent a la catégorie dérivée D(@fé)) Nous dirons qu’un mor-
phisme f: & — & de D(@g)) est une ind-isogénie s'il existe x € M, et un morphisme
g:F — x*& de D(@;)), tels que go f = 0g,, et x*(f) 09 = 0% . Les ind-isogénies
forment un systéme multiplicatif = compatible avec la structure triangulée de D( @g)),
qui contient les morphismes 6¢ . Pour * € {&,+, —, b}, nous noterons l_))&(@;)) la
catégorie triangulée obtenue en localisant D*(@g)) par rapport & EN D*(@g)). Si

&, F sont deux systémes inductifs, on a donc

Hom (€,%) = lim HomD(@m)(é”,x*.?).
eM *

1
—

()
D% ;

La catégorie Q&(@gf)) est une sous-catégorie pleine de QQ(Q(%)), car les foncteurs
x* commutent & la troncation.
Il existe un foncteur exact naturel QQ(Q;)) — D(@g{f)@) factorisant le foncteur

de tensorisation par Q.

Exemple. — Soit f : & — % un morphisme lisse. Pour m variable, les morphismes
(3.5.5.1) définissent un morphisme Qg)-linéaire 3 droite

(4.2.1.1) Vy o ®oy 95 [da /9] — Dy 4
Ce morphisme est une ind-isogénie [9]. En particulier, le morphisme canonique
QY Qo4 ég)[d@’] — Wagr(e),

oll wgr(s) est le systéme inductif constant de valeur wg, est une ind-isogénie.
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4.2.2. L’étape suivante consiste a remplacer le passage a la limite inductive par une
autre localisation. Soit L ’ensemble des applications A : N — N qui sont croissantes,
et telles que A(m) > m pour tout m. C’est de maniére naturelle un ensemble ordonné
filtrant. Pour tout A € L, et tout @So?-module &, nous noterons A*& le .@%)—module tel
que (A\*&)(™) = £ (M) et que, pour m’ > m, le morphisme de transition &)™ -
(A*&)(™") soit le morphisme donné &A™) — &AM On dispose d’un morphisme
canonique pg ) : & — A*&. Le foncteur A\* est exact, et s’étend donc en un foncteur
exact sur D(@gg)) 11 est facile de voir que \* transforme une ind-isogénie en ind-
isogénie, de sorte qu’il s’étend également a la catégorie localisée QQ(@;?)) par rapport
a =,

Soit A I'ensemble des morphismes f: & — & de D Q(@g)) tels qu’il existe A € L,
et un morphisme g : & — A\*&, tels que gof = pe x, et A*(f)og = p# ». L’ensemble A
est encore un systéme multiplicatif, compatible & la structure triangulée de Q)Q(ég))

Pour * € {&,+, —, b}, on note L_D)&(@g)) la catégorie triangulée déduite de Qa(ég))
par localisation par rapport & AN l_))&(@ég)) La catégorie Q_l_))&(@g{) ) est encore une

sous-catégorie pleine de L_Qq(ég)) Si &, # sont deux complexes de @g) -modules,

on a par construction

Hom s, (€, F) = lim lim Hom | 5@, (&, A" x*ZF).
[_Q,Q(gx ) Exa} D(24")

Le foncteur lim, allant de la catégorie des ég)-modules vers celle des Qk-modules,

est un foncteur exact. Il s’étend en un foncteur exact D(Qg)) — D(@}K). Par compo-
sition avec le foncteur de tensorisation par QQ, une ind-isogénie est transformée en iso-
morphisme, ce qui fournit une extension de lim en un foncteur D) (ég)) — D( 91%,0)'
Celui-ci transforme tout morphisme de A en un isomorphisme, d’ou finalement un
foncteur

lim : LD (9)) — D(Ply o)-
: * ( () * (gt
Pour * € {+, —, b}, ce foncteur envoie L_QQ(Q%) dans D*(Zg q)-

4.2.3. On peut introduire des conditions de finitude sur les objets de LD (@g))
—Q
o Qs — 15 b (5(s) : L
(i) Soit & € LDQ(Z%’) (reip. LDQ(Q% )). Nous dirons que & est quasi-cohérent
s’il est isomorphe dans LDQ(Q;)) 4 un complexe &’ tel que, pour tout m, le com-

plexe &'™ soit dans D;c(@fxm) ) (resp. Dgc(éfén))). Pour * € {—, b}, la sous-catégorie
pleine de lg&(@g)) dont les objets sont les complexes quasi-cohérents sera no-

, * H(e) : Lo , . . . .
tée L—Dw@,qc(@v”f ). 11 est facile de vérifier que c’est une sous-catégorie triangulée de

LD (7).
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(ii) Notons d’abord que, si A € L, tout A*@g)-module F peut étre considéré
9%)-module par I'intermédiaire d hi S0, DY - X9,
comme un 9, -module par l'in erx/r\1e iaire du morphisme pg) Dy — XDy
Pour * € {—,b}, soit & € I_/_D)a(ﬁgg)) Nous dirons que & est cohérent s'il existe
ANeL,& € L_D)&(A*@g{)), et un isomorphisme & — &’ dans ._L_Qa(él(é-)), tels que &’
vérifie les conditions suivantes :
a) Pour tout m, &™) € Dz, (25™);
b) Pour tous m < m’, le morphisme canonique

~ ’ L ’
P9 & girmy £ — &™)

est un isomorphisme.
Bien que ce soit moins évident sur la définition, la sous-catégorie pleine de
LD* (95%3)) dont les objets sont les complexes cohérents est aussi une sous-catégorie
o

triangulée de L_I))Q(ég)) Nous la noterons I_Q&C (ég)) C’est une sous-catégorie

~() oh
de L_D)quc(.@% .

Exemple. — Le systéme constant de valeur &g est cohérent dans lg@(@fé)), car

~) L

le complexe 9%) Rz O vérifie les conditions a) et b) ci-dessus, et le morphisme
x

canonique

~ L
9.(%.) ®@§g) Oq — Og

est une ind-isogénie.
L’intérét de cette notion de cohérence provient du théoréme suivant :

4.2.4. Théoreme ([9]). — Le foncteur h_rr)l induit une équivalence de catégories

lim: LD (9%)) =5 Dy (P o)-

—> —Q,coh

4.3. Opérations cohomologiques sur QQ’Q. — La méthode générale que
nous suivrons consiste & définir des opérations cohomologiques entre les catégories

b A(o) . . ~ N cs4 2 .
L—DVQ,qc(g‘%') (pour & variable), en factorisant grice & la propriété universelle

es catégories localisées les opérations dont on di ur *)) au moyen
d t local les opérations dont on dispose s Dgcgf%

des constructions antérieures. Ces opérations vérifieront alors automatiquement les
mémes relations que sur les catégories Dgc(ggl)). D’autre part, on s’assure que, lors-

, . y . P b H(*)
qu’on compose avec le foncteur lim, et qu’on identifie la sous-catégorie l—;—QQ,coh(@ %)

a Dfoh(@%‘Q) par 4.2.4, on retrouve les définitions classiques de ces opérations.
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4.3.1. Considérons d’abord la descente par Frobenius. On reprend ici les hypothéses
de 3.1.4. Pour m assez grand, I’idéal maximal de ¥ posseéde une m-PD-structure, de
sorte que F*@ Y posséde une structure canonique de (9(m+s) Q(m,))-bimodule, et
FbQ ) une structure canonique de (Q(m,) , 92"+s))-blmodule. Par passage 2 la limite
1nduct1ve sur m, il en résulte que F™* 7 21 et F? 9}5,@ possedent respectivement une

structure canonique de (9}25,@» @%,,Q)-bimodule et de (_@Ir,’@, QQ,Q)-bimodule.
En passant & la limite inductive dans les isomorphismes (3.1.4.1), on en déduit des
isomorphismes de QLZ,Q-bimodules et de 9;«/7Q-bimodules

o~ gt b gt~ gt
Voo 2 FF g FOhig®g, F'Ohiq— g

1l en résulte que les foncteurs &' +— F*&' et & — F° 927@ ®9; . & sont des équi-

valences de catégories quasi-inverses entre la catégorie des 9},7Q—m0dules a gauche
et celle des QQYQ-modules a gauche, préservant les conditions de finitude usuelles, et
induisant une équivalence entre D(@%,’Q) et D(@;{ Q)

De méme, les foncteurs & — F*&' et & — F"@( ), ® Pi0) & se factorisent par les ca-
tégories localisées construites en 4.2A, et induisent cLes équivalences de catégories quasi-
inverses entre les catégories L_D)Q(@gf),) et L_)DQ(Q‘%)), préservant les sous-catégories

LD® et LD® . Le foncteur lim commute & ces équivalences.
—Qqc  —Qcoh i

4.3.2. Soit f: & — % un morphisme de ¥-schémas formels lisses. En appliquant

les foncteurs L [ ;{ et R 1 - Sur la catégorie des systéme inductifs, on définit comme

en 3.4.2 un foncteur f' : D‘(@é;)) — D“(é‘gg ). Sa factorisation par les catégories

localisées construites en 4.2 fournit un foncteur LD‘(@g)) — LD“(@;)), qui induit
—Q —Q

un foncteur
', b 210) b (e)
(4321) 7 LDb (99) — LD} (FY).

Sl g: % — Z est un second morphisme de ¥-schémas formels lisses, et si ¥ €

—>Q « (9_57)) on dispose alors dans LDb (@fé)) de la formule de transitivité

F(9'9) = (g0 £)'9.
En effet, celle-ci résulte par construction de (3.4.3.1).
Soit d’autre part 9]‘3’_}@,’@ = lim ngnl%@; c’est un (9}5’@, f—lﬁjg’Q)-
bimodule. Le foncteur composé
b ~ b ~(4 5! b lim
Deon(Ph o) = LD | (D5)) = LD} (9%)) = D™Dy o)

est alors canoniquement isomorphe au foncteur

L
(4.3.2.2) F — 9‘;_@7(2 @104 , 1 Zlda 9.
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Lorsque f' envoie L—D’}()D,coh(ég)) dans I’—Qg,coh(@g))’ nous pourrons ainsi identifier

grace & 4.2.4 le foncteur f' au foncteur défini par (4.3.2.2), et le considérer comme
un foncteur que nous noterons encore généralement f' : D'goh(@gz, Q) — D'goh(@;; Q)"

Cette situation se produit notamment lorsque f est lisse, grace & 3.4.6 :

4.3.3. Théoreme ([10]). — Soit f : Z — ¥ wun morphisme lisse de ¥ -schémas for-
mels. R ~
(i) Pour tout & € LD (Qg)), le compleze f''F appartient & LD (.@g)).

—Q,coh —>Q,coh
(i) Soit F(™) ¢ D}:)oh(@grj()g)' Si lon considére f' comme un foncteur de

Dfoh(%}},@) dans Dth(QLf’Q) grdace a (i) et 4.2.4, il existe dans ch)oh(gl‘:r,q) un
isomorphisme canonique

(4.3.3.1) Dy @ g, ™ FM = (D g @500 F™).

A partir de 3.4.4, on obtient par ailleurs :

4.3.4. Proposition. — Sous les hypothéses de 3.4.4, il existe pour tout F' €
LDP (@g?) un isomorphisme canonique de %)g qc(@;‘:’))

—Q,qc

(4.3.4.1) FEyF = Fy ' 7.

Lorsque f est lisse et ' € Dth(Q:'g, Q), cet isomorphisme peut étre vu comme un
b

isomorphisme de Dcoh(@;,Q) via 4.2.4.

4.3.5. Soient Z,% deux ¥ -schémas formels lisses, & = Z x % . Le produit tensoriel
externe construit en 3.4.7 s’étend en un bifoncteur

ol — (50 - (5 N 10)
Mo, : LDg(2%) x L (95)) — LD (95))-
On vérifie qu’il induit un bifoncteur
b Z7(*) b Z(*) b ()
_D;Q’coh(ggx) x L_D,Q’Coh(gy ) — L_D,choh(@g’ )s
de sorte qu’on peut utiliser 4.2.4 et le considérer comme un bifoncteur
D?oh(%m) x D}:’oh(gjrg@) - D?oh(g;f,Q)'
Lorsqu’on dispose de relevements de Frobenius comme en 3.4.7, on obtient, pour
b 55(e) 1 b 5 ; ; ;
& ¢ é‘—)DQ,qc( Do), F' € QQ,qc(Qﬁ’")’ un isomorphisme canonique
* /! Lt * 7~ * / LT !

Lorsque &’ € DP (9}5,1@),9 "€ Db (92;,,’(}), on peut encore le considérer comme

coh coh
un isomorphisme de fooh(@;'x@).
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4.3.6. Considérons a nouveau un morphisme f : & — # de ¥ -schémas formels
lisses. Appliquant la méthode de 3.5.1 au niveau de la catégorie dérivée des systemes
inductifs, on obtient un foncteur f : D‘(@f,g)) — D‘(@é;)). En le factorisant par
les catégories Q_I_J)Q, et en utilisant la préservation de la quasi-cohérence vue en 3.5.2,
on obtient un foncteur

(4.3.6.1) f+:LD® (9% — LD (95)).

—Qqc —Qqc
Sig: % — % est un second morphisme de ¥-schémas formels lisses, et si & €

LD® (@g)), on déduit encore de 3.5.2 I'isomorphisme de transitivité
—Q,qc

(43.6.2) 9+(f+6) 5 (g0 )46
b 5(e)
dans L—QQ,qc(@—?’ ).
Supposons que f soit un morphisme lisse. Comme le morphisme (4.2.1.1) est
une ind-isogénie, on en déduit pour tout & € I_/_Qa qC( Qg)) un isomorphisme de

(4.3.6.3) Rf(Qy /9 ®oq 6)lda /o] — f+6.

4.3.7. On introduit d’autre part le (f ‘19;],@, ZT%’Q)-bimodule 2% rQ =
lim 957 o o- Le foncteur composé

—m )

~ (e f (e lim
Deon(Dly o) = LIS (D)) =5 LDY (95)) = D*(D o)

—>Q,coh

est alors canoniquement isomorphe au foncteur
t L

Lorsque f4 envoie L—D%,coh(@‘(%) ) dans L—Dng,coh(@é;))’ nous utiliserons & nouveau 4.2.4

pour considérer fi comme un foncteur encore noté f : Dgoh(ng) — D(2Y o)-
Grace au théoréeme de finitude suivant, dont la démonstration repose sur 3.5.3,
cette situation se produit notamment lorsque f est propre :

4.3.8. Théoreme ([10)). — Soit f : & — % un morphisme propre de ¥ -schémas for-
mels.
(i) Pour tout & € ngh(@g)), le compleze f+& appartient d L_Z))gycoh(gé})).
(i) Soit &™) ¢ D?oh(gég?(p)- Si lon considére fy comme un foncteur de
DL, (2} o) dans Db,.(2Y o) grice a (i) et 4.2.4, il eziste dans DL, (D o) un
isomorphisme canonique

(4.3.8.1) Dy @5 From (8T™) =5 [1(Dly g ®g0m 6™).

Enfin, on déduit de 3.5.4 la commutation du foncteur f, aux images inverses par
Frobenius :
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4.3.9. Proposition. — Sous les hypothéses de 3.4.4, il existe pour tout &' EL_D)Z qC(é('),)

un isomorphisme canonique de I_/_Qg (.@;;))
ac

(4.3.9.1) Fr(Fp&) =5 Fyf' L 6.

Lorsque f est propre et &' € ij’oh(@};y,’Q), cet isomorphisme peut étre considéré

comme un isomorphisme de Dg’oh(gk’Q) via 4.2.4.

43.10. Si& e D? (QI@Q) = Dparf(gzgf‘@), on définit son dual en posant

coh

D(6) =R Homg_ (&, Dy o ®wld)),

qui est lui aussi un complexe de Dparf(gl% Q). On dispose encore de 'isomorphisme
de dualité locale

& = D(D(£)).
Soit F : & — 2’ un relévement de F3 . En procédant comme dans le cas
Xo/So

algébrique, on obtient pour &’ € Dparf(g}g,iq) I’isomorphisme de commutation du
dual & I'image inverse par Frobenius [52]

(4.3.10.1) F*Dg:(8') = Dy (F*&").
4.3.11. S'il existe un entier m, un complexe & (m) ¢ Dparf(ég-n)) et un isomorphisme
Pro®ap 6™ =6,
on en déduit un isomorphisme
P o ®g0m) D™ (&) 2 D(&).
De méme, si l'on se limite aux systémes inductifs indexés par les entiers m’ > m et
que l'on pose
-~ L
e .= gl g - plm)
9’%’ ®9.(‘3L”) )
on peut définir dans D(@g)) un systéme inductif D(&(*))(*), tel que, pour tout m’ >
m, on ait D(&®)™) ~ D) (£m)). En appliquant le foncteur lim : D(@E,g)) —
D(@%) - D(@}%YQ), on obtient alors I'isomorphisme
lim D(£))*) = D(&).

4.3.12. Supposons que f : Z — % soit un morphisme propre de ¥-schémas
formels lisses. Pour tout m, on dispose d’aprés 3.5.6 d’un morphisme trace
Tr;"jr) : fim) (wa)lde] — waldy] dans Dyue(257 ). En utilisant le foncteur
f_(;) : Db(ég)d) — Db(@({;)d) défini pour les modules & droite de maniére analogue
4 4.3.6, on montre que ces morphismes proviennent d’un morphisme

T« 7 (war)lde] — welds)]
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dans la catégorie dérivée Db(ég) 4

morphisme trace

. En appliquant le foncteur lim, on en déduit un

T}, fr(waeg)lde] — wa olds]

dans Dparf(gg, ) ou 'on peut prendre fi(waq) = Rfi(wa o ®91 9;[_,@,’@)
grace au théoréme de finitude symétrique de 4.3.8 pour les modules a droxte

Comme précédemment, le morphisme trace permet de définir pour tout complexe
£ € Dparf(g‘%@) un morphisme de dualité relative. Par un passage & la limite basé

sur 4.3.11, on obtient alors & partir du cas des complexes parfaits de @gfn)—modules
le théoréme de dualité relative pour les complexes parfaits de 9;” Q-modules :

4.3.13. Théoreme ([49,5.7.2]). — Soit f : Z — ¥ wun morphisme propre de ¥ -
schémas formels lisses. Pour tout complexe & € Dparf(g‘f%-y@), il existe un isomor-
phisme canonique

(4.3.13.1) X : f+(Da (8)) = Do (£+(6))
dans Dparf(Q?E,,Q).

4.4. Cohérence des faisceaux de fonctions a singularités surconvergentes

Soient £ un ¥ -schéma formel propre et lisse, de réduction X = Xgsur k, Z C X
un diviseur, j : U — X linclusion de Pouvert complémentaire,  C Z le sous-
schéma formel ouvert dont ’espace sous-jacent est U. Avec les notations de 4.1.6, le
faisceau Og ('Z) := sp, jT O, posséde une structure naturelle de @;K’Q-module.
D’autre part, la cohomologie rigide de U est, essentiellement par construction [7],
la cohomologie de de Rham de 2 & coefficients dans €4 o(TZ). 11 résulte alors de
I’isomorphisme de comparaison (4.3.6.3) et du théoréme de finitude 4.3.8 que, si ’on
peut montrer que Fg o('Z) est cohérent en tant que @T% g module, les espaces de
cohomologie rigide HJ},(U/K) sont des K-espaces vectoriels de dimension finie. Bien
qu'il existe par ailleurs des démonstrations directes de la finitude de la cohomologie
rigide (voir [7], [25], [43]), la cohérence de O ¢(1Z) sur .@},Q est un résultat essentiel
pour I’étude de celle-ci, ne serait-ce que parce qu’il permet d’obtenir des théorémes
de finitude plus généraux, utilisant par exemple la cohérence des images directes par
un morphisme propre.

Nous expliquons ici, en suivant la méthode présentée dans [6], comment les résultats
qui précedent permettent de prouver la cohérence sur ‘@;&Q de O o(12), et, plus
généralement, des QLEYQ—modules associés a une sous-variété localement fermée de la
fibre spéciale de 2.

4.4.1. On commence par construire (cf. [5, 4.2]) un systeme inductif de &g -algebres
.93;?) (2), p-adiquement séparées et complétes, munies d’une action de @gﬁn), qui soient
des modeles entiers des algebres affinoides de certains voisinages stricts du tube %k
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de U dans Zk, et telles que I’on ait un isomorphisme 9;, g-linéaire

lim £5"(2) 8 Q <> sp, j1 0.
m
Pour cela, on part d’une situation algébrique « universelle ». Fixons un entier m €
N, et soient A = Spec Zp)[t], 7 € N un entier tel que p™*Yr, T une indéterminée. On
pose
F(t,) = OAT)/(E'T — p).

L’algébre H(t,r) est une sous-algebre de Fx[1/t] ® Q, et on vérifie qu’elle est stable
par Paction de Qém) C242Q[5,4.2.1].

Soient S un Z,)-schéma, X un S-schéma lisse, f € I'(X, Ox). La donnée de f
définit un unique morphisme ¢ : X — A tel que ¢*(¢) = f. On a alors

¢"B(t,r) = Ox[T]/(f'T - p),

et, d’aprés 2.2.1, lalgébre B(f,r) := ¢*HB(t,r) est munie d’une structure canonique
de 9)((m)-module. On vérifie que cette structure est compatible a la multiplication sur
B(f,r), i.e. donne naissance & des formules du type de la formule de Leibnitz pour
décrire action des opérateurs 3% sur un produit de deux éléments (voir [5, 2.3.4]).

Supposons que S soit muni d’un m-PD-idéal quasi-cohérent (a,b,a), m-PD-
nilpotent. Soient Sy C S le sous-schéma fermé défini par a, Xy la réduction de
X modulo a, Z C Xp un diviseur. Grace & action de @;m) sur B(f,r), on peut
identifier canoniquement les algébres B(f, r) et B(g,r) associées & des sections de Ox
relevant deux équations locales de Z dans X [5, 4.2.2]. Par recollement, on associe
ainsi canoniquement au diviseur Z une Ox-algébre $Bx(Z,r) munie d’une action
de _@)((m) compatible avec sa structure d’algebre. Nous noterons ,@;'”)(Z ) lalgebre
Bx(Z,p™*1). 1l résulte de cette construction que, si g : X’ — X est un morphisme
de S-schémas lisses, tel que 'image inverse Z’ de Z dans X soit un diviseur, il existe
un isomorphisme canonique de @x-algebres g*Bx (Z,r) — Bx:(Z',r), compatible
a Paction de 2.

Soient maintenant 2 un ¥-schéma formel lisse, X; sa réduction modulo mi*1. La
donnée du diviseur Z C X permet de construire, pour tout m assez grand pour que
m soit muni d’une m-PD-structure m-PD-nilpotente, et tout r tel que p™*!|r, une
Ox,-algébre #Bx,(Z,r) munie d’une action de 9)({'7). En passant & la limite projective
pour i variable, on obtient donc une & g -algebre

B (Z,r) = lim Bx,(Z,7)

munie d’une action de @gfn) Si & est affine, posons A = I'(Z,0%), B =
N4 B (Z,r)), et supposons que f € A releve une équation de Z dans Xg. On a
alors

B = A{T}/(f"T - p),
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et BRQ est I’algébre de 'ouvert affinoide de Zx défini par la condition | f(z)| > |p|1/ "

qui est un voisinage strict de %k, lui-méme défini par la condition |f(z)| = 1.
Pour tout m assez grand, nous poserons

BP(2) = B (2,5™), BY(2) 1= BP(2)©Q, Oa o(12) =l BYY(2).

D’aprés sa construction, le faisceau €g o('Z) est muni d’une action naturelle de
9;6’,@’ et il s’identifie canoniquement & sp, j7 @ 4 . Il sera appelé faisceau des fonctions
a singularités surconvergentes le long de Z. Il ne dépend que du support du diviseur Z.
Lorsque £ est affine, et f comme plus haut, ses sections sur 2~ s’interprétent aussi
comme le complété faible de I'(Z", O )[1/f] au sens de Monsky-Washnitzer [44],
tensorisé par Q.

Pour prouver la cohérence de ce faisceau sur 9;5,@7 on traite d’abord le cas d’un
diviseur & croisements normaux stricts :

4.4.2. Lemme ([3,4.3.2]). — Si Z est un diviseur d croisements normaux stricts, le
faisceau Og o(1Z) est cohérent sur QLVYQ.

Pour le voir, on peut supposer que Z posséde un systéme de coordonnées locales
t1,...,tq tel que Z soit défini modulo m par I’équation t1---t,, 1 < r < d, et on
montre alors par un calcul explicite que &2 ¢(1Z) posséde la présentation

(DY ) 5 Dy o 2 Oa0(17) — 0,

avec ¢(P) =P -(1/t;---t,), et

T d
W(Py,...,Py) =Y Pdti+ Y. P
i=1 i=r+1
4.4.3. Nous aurons & travailler avec une généralisation des faisceaux d’opérateurs
différentiels considérés jusqu’ici, obtenue en considérant non seulement des opérateurs
a coefficients dans le faisceau structural €x (ou &4 ), mais plus généralement dans
un faisceau d’algébres muni d’une opération des faisceaux précédents.

Soient m un entier, S un schéma (au-dessus de Z,y si m > 1), X un S-schéma
lisse, # une Ox-algébre munie d’une action de @)((m) compatible & sa structure
d’algebre. On peut alors munir le faisceau & ®p, 9§{m) d’une structure naturelle
de faisceau d’anneaux, telle que les homomorphismes naturels & — Z ® Qg(m)
et Qﬁ(m) — B 9)(("’) soient des homomorphismes d’anneaux, et que les produits
(1® 8% (b® 1) soient donnés par la formule de Leibnitz (5, 2.3.5]. Lorsque £~ est
un ¥-schéma formel lisse, on obtient ainsi pour tout diviseur Z C X, des faisceaux
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d’anneaux

B (2)80, 95 = im (B (2) ®0x, 7),

i

B

Py o('2) =1l (85" (2)80, D5")

31

Le faisceau 9&,@(]‘2) sera appelé faisceau des opérateurs différentiels de niveau fini
(et d’ordre infini), & singularités surconvergentes le long de Z.

Les résultats des chapitres précédents s’étendent directement aux complexes sur
des faisceaux d’anneaux de la forme & ®py 257, B (2)R 64 @g;") ou _@;?Q(TZ )-
Pour ne pas alourdir ce texte, nous ne les détaillerons pas ici, et nous les utiliserons
librement dans la suite quand cela sera nécessaire (pour des énoncés en forme, le
lecteur pourra consulter [5], [8], [10], [49], [52]...). Il convient seulement de prendre
garde que ces anneaux ne sont plus nécessairement de dimension homologique finie,
de sorte qu’il y a lieu de travailler systématiquement avec les catégories dérivées de
complexes parfaits Dpars, plutdt qu’avec les catégories dérivées de complexes bornés
4 cohomologie cohérente D®

sur 93&’,@ [5, 4.3.1.1].

oo+ Signalons également que le faisceau Q;KYQ(TZ ) est plat

4.4.4. Un autre outil de la démonstration est la cohomologie locale & support strict
dans un sous-schéma fermé de la fibre spéciale.

Soient m un entier, S un schéma sur lequel p est nilpotent, muni d’un m-PD-
idéal quasi-cohérent (a, b, ), supposé m-PD-nilpotent, Sy le sous-schéma fermé de
S défini par a, X un S-schéma lisse, Z un sous-schéma fermé de X, défini par un
idéal & C Ox. On note ,@Fm)ya(ﬂ' ) enveloppe & puissances divisées de niveau m
et d’ordre n de .#, compatible & a (au sens de [5, 1.4.2]). L’enveloppe Z () o(#)
possede une structure canonique de @;m)-module, telle que, pour tous n,n’ € N, tout

P e QXn et tout z € " }, on ait Pz € #" ™

@)({ )-module &, le faisceau

L5Y(8) = lim Homey (Pl o), 6)

. I1 en résulte que, pour tout

posséde une structure canonique de ngm)—module.

Les conditions de compatibilité & la m-PD-structure de a et de nilpotence entrainent
que L(Zm)(é?) ne dépend que de la réduction de Z modulo a. Le foncteur dérivé RL(Zm)
joue dans une certaine mesure le role de cohomologie locale & support dans Z, et nous
noterons son n-iéme faisceau de cohomologie J,.™"(&). Bien que le foncteur RLS™
ne vérifie pas en général les propriétés topologlques de la cohomologie a supports dans
un fermé (il faut pour cela passer au niveau des 9 Q-modules comme nous le ferons
plus loin), il se comporte & certains égards de maniére analogue lorsque Z est lisse
sur Sy (ou sur S), et nous lappellerons cohomologie locale a support strict dans Z
(de niveau m). Ainsi, si r est la codimension de Z dans X, la description locale de la
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structure des .@E‘m)(ﬂ )} donnée en 1.1.4 entraine alors que, pour tout Qg(m)—module

&, les .}fz(m)’"(é”) sont nuls pour n ¢ [0,7], et que le foncteur RL(Zm) est défini sur
D“(Q)((m)), et commute aux changements de base S’ — S. Si & est un Qj((m)—module
plat, les jfz(m)’"(@“’) sont nuls pour n # r, et leur formation commute donc aussi aux
changements de base. Enfin, le foncteur ]RL(Zm) est alors relié comme en caractéristique
nulle [17, VI 7.13] au composé de I'image inverse extraordinaire et de I'image directe :

4.4.5. Proposition ([6, 1.4]). — Soit u : Z — X une immersion fermée entre deuzr S-

schémas lisses. Pour tout & € D‘(@&m)), il existe un isomorphisme canonique

(4.4.5.1) uymu'" & S5 REGV(8).

Supposons maintenant que 2  soit un ¥-schéma formel lisse, Z un sous-schéma
fermé de Xy, et reprenons les notations des sections précédentes. Soit m assez grand
pour que m posseéde une m-PD-structure m-PD-nilpotente. On peut définir le foncteur
]RL(Zm) sur la catégorie Dgc(égfn)) en posant

RLG™(8) :=R1  RLGV(LL" &),

ol, dans le terme de droite, RL(Zm) est pris dans la catégorie des systémes projectifs.
On étend ensuite ce foncteur aux systemes inductifs pour m variable, et on obtient
par passage aux catégories localisées un foncteur

t .rpb (H® b 5(e)
RL: L_D)quc(ﬂ%» ) — I_/_QQ,qc(Qx )
que nous appellerons cohomologie locale & support strict dans Z (surconvergente).
L’énoncé précédent s’étend alors aux catégories Dgc(@%n)) (resp. L_D:(’D,qc(@g))).

En particulier, lorsque & € LDP (@g)) est tel que W e appartienne a

—Q,coh

—Q(bl,coh(ééz))’ on obtient ainsi dans Dth(QEK’Q) un isomorphisme
(4.4.5.2) upu'€& =5 RLL (&)

analogue & (4.4.5.1).
On peut alors utiliser ce résultat pour & = 04 @, afin de définir sur JfZT "(Ox q) =
HT (RLTZ(ﬁ #,q)) un isomorphisme d’autodualité :

4.4.6. Lemme ([6,2.1]). — Soient & un ¥ -schéma formel lisse, Z C Xy un sous-
schéma fermé lisse sur k de sa fibre spéciale, de codimension r dans Xg. Il existe
alors un isomorphisme canonique

(4.4.6.1) D(#)" (O q)) —> H) (O ).

Indiquons maintenant les grandes lignes de la démonstration du théoréme de co-
hérence :
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4.4.7. Théoreme ([6], [10]). — Soient Z wun ¥ -schéma formel lisse de fibre spéciale
Xo, Z C Xo un diviseur. Le faisceau Og o(TZ) des fonctions sur & a singularités
surconvergentes le long de Z est cohérent sur 9;%@.

On peut supposer Z affine et connexe. Grace au théoréme de de Jong sur les
altérations de variétés algébriques [33], il existe un k-schéma lisse X’ et un morphisme
f + X' — X projectif, génériquement fini et étale, tel que Z’ = f~1(Z) soit un
diviseur & croisements normaux stricts dans X’. On choisit une immersion fermée
u: X' — Y =P% de X’ dans un espace projectif de base X, et on note % I’espace
projectif formel P de base 27, g : # — £ la projection, T = g~!(Z) I'image inverse
de Z dans Y.

On pose & = .}f)}}r(ﬁ@,(@), S = %‘,E,YQ(TT) D}, &, qui peut étre vu comme

un complexe de Dparf(gg(,YQ("T)). On vérifie d’abord que S est cohérent sur -@gv,@-
C’est une question locale sur %/, ce qui permet de supposer u relevé en I'immersion
d’un sous-schéma formel lisse u : £/ — %'. On construit alors un isomorphisme J# ~
ut (G20, (12")), de sorte que Paffirmation résulte du lemme 4.4.2 et du théoréme de
finitude 4.3.8 dans le cas d’une immersion fermée.

Le théoréme de finitude 4.3.8 entraine alors que g4 () appartient & D'goh(@}g@).
Pour prouver l'énoncé, il suffit donc de montrer que fg g, (TZ) est isomorphe
a un facteur direct de g4 (7). Pour cela, on observe que, pour tout ¢ et tout
m, on a par construction g*,%gg)(Z ) ~ .@g,'l”) (T). Il en résulte que les résul-
tats des sections précédentes s’appliquent aussi au morphisme g : (@ , ﬁg/yQ(TT)) —
(&, 04 o(1Z)). Le foncteur image directe g, correspondant envoie Dy (@;,YQ(TT))
dans Dparf(g“;g’Q(TZ )), et on dispose d’un morphisme canonique g1 o('T)[r] —
O« o(1Z), déduit du morphisme trace par passage de droite & gauche. Par construc-
tion, les foncteurs RE()?,l) sont munis d’un morphisme canonique RI’ g?}) — Id, qui
définit par passage & la limite un morphisme & — €y g[r]. En tensorisant par

QQ,Q(TT) et en appliquant g4, on en déduit un morphisme
T: g4 — Ox o(12)

dans Dparf(ﬂ%’Q(TZ )). En prenant le dual sur 9}57Q(TZ), et en utilisant le lemme
4.4.6, on obtient un morphisme en sens inverse
7 Ox o(12) — Gy

On montre alors que le composé 7 o 7 est égal & la multiplication par le degré
générique de X’ sur X, et on acheve la démonstration en vérifiant que, par restriction
des scalaires de QQ,Q(TZ )a 9}%1@, le complexe g, 5 s’identifie & g4 J%.

4.4.8. Soient maintenant Z C X, une sous-variété localement fermée quelconque,
Z son adhérence, T = Z \ Z, U = Xo T, j l'inclusion de U dans Xj. Sur la fibre
générique Lx de &, on dispose du foncteur 5 des germes de sections surconvergentes
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au voisinage du tube Zx de U, et du foncteur L]T?[ des sections a support strictement
contenu dans le tube de Z. Soit E = jJ‘L]T_Z—[ﬁggK. Lorsque £ est propre sur ¥,
la cohomologie de de Rham de Zk & coeflicients dans E est par construction la
cohomologie rigide de U & supports dans Z, de sorte que, pour la cohomologie rigide,
le faisceau E joue le role du complexe Rj.RL',(C;;) dans le cas complexe (en notant
Cy le faisceau constant de valeur C sur U). Cette cohomologie de de Rham s’identifie
d’autre part & la cohomologie de de Rham de £ & coefficients dans le complexe
& =Rsp, E.

Le complexe & posséde une structure naturelle de complexe de @%,Q-modules
(définie par la méthode de [3, 4.1]). Par un dévissage basé sur les suites exactes de
Cech de [7, 1.2], on voit que le théoreme précédent implique :

4.4.9. Corollaire. — Avec les notations précédentes, le compleze Rsp, jfﬁl%[ﬁggx ap-

b

Coh(@;{?@) pour toute sous-variété localement fermée Z C Xo.

partient a D

4.5. Transformation de Fourier. — Les faisceaux €4 o('Z) construits en 4.4.1
jouent un roéle important dans I’étude des variétés ouvertes. En effet, comme on I'a vu
dans la remarque de 2.4.5, le foncteur image directe usuel j; associé & une immersion
ouverte ne se comporte pas de maniere satisfaisante modulo p™, et il en est de méme
sur les schémas formels. Pour cette raison, nous procéderons comme en cohomologie
rigide, et nous étudierons les @%,Q-modules associés a une variété quelconque au
moyen de compactifications de celle-ci. Le cas le plus simple est celui ou 2 est un
schéma formel propre et lisse sur 7/, et Z est comme précédemment un diviseur de sa
fibre spéciale. En notant encore j :  — £ linclusion de 'ouvert complémentaire,
le faisceau &g o('Z) joue le role d’une « image directe surconvergente » de O g. En
ayant & ’esprit le cas algébrique, ou j, induit une équivalence entre la catégorie des
Oy-modules quasi-cohérents et celle des j, & x-modules quasi-cohérents, on est amené
a remplacer la catégorie des Q%Q—modules cohérents par celle des QEXQ(TZ )-modules
cohérents, et le foncteur j, (resp. j*) par la restriction des scalaires de 9}5’@(1‘2 )a
9}(@ (resp. I’extension des scalaires de 9&’@' a _@I%Q(TZ ))-

Nous expliquons ici comment cette philosophie peut étre mise en ceuvre pour dé-
velopper la transformation de Fourier pour les QkyQ—modules cohérents, grace aux
résultats de Huyghe (voir [28], [29], [30], [31]). Enoncons d’abord un théoréme gé-
néral de Huyghe, qui montre que, lorsque Z est un diviseur ample dans un schéma
projectif, les Q;K’Q(TZ )-modules cohérents se comportent bien du point de vue co-
homologique comme des faisceaux cohérents sur un schéma affine; on peut voir ce
théoréme comme un analogue des théorémes A et B, avec surconvergence a l'infini :

4.5.1. Théoreme ([31, 5.3.3]). — Soient Z un ¥ -schéma formel projectif et lisse, Z C
:54(1 un diviseur ample de sa fibre spéciale, et posons ‘D];K’Q(TZ) = F(%, QE,KQ(TZ)).
ors :
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(i) L’anneau DLKQ(TZ) est cohérent, et le foncteur I'(Z,—) induit une équiva-
lence de catégories entre la catégorie des ngyQ(TZ)—modules cohérents et celle des
DT%, Q(TZ )-modules cohérents.

(ii) Pour tout n > 1, et tout @ (fZ)-module cohérent &, on a H"(Z ,8) = 0.

Huyghe établit en outre un théoréme d’invariance qui montre que la catégorie des
(TZ }-modules cohérents ne dépend pas de la compactification lisse 2 de % :

4.5.2. Théoréme ([31, 7.3.3]). — Soient f : &’ — £ wun morphisme propre de ¥ -
schémas formels lisses, Z C X, Z' C X' deux diviseurs des fibres spéciales de &
et X', U =X \NZ, U = Z'\Z' On suppose que f induit un isomorphisme
U = fY¥U) = %. Alors les foncteurs f' et fi induisent des équivalences de
catégories quasi-inverses entre la catégorie des _@‘%@(TZ )-modules cohérents, et celle
des 9} + o(1Z")-modules cohérents.

Soient maintenant N un entier, £ Iespace projectif formel de dimension N
sur ¥, Z Thyperplan a l'infini de X, et = £ ~ Z l’espace affine formel de
dimension N sur #. Nous noterons simplement &g g(cc), 9}3’ o(00) les faisceaux

Ox o(12), @};{YQ(TZ ). Soient ¢1,...,txN les coordonnées canoniques sur I’espace affine,
O1,...,0n les dérivations correspondantes. La K-algebre des sections globales de
9‘% @(00) s’identifie alors a la « complétée faible » de I’algébre de Weyl :
4.5.3. Proposition ([28], [29]). — Il existe un isomorphisme canonique de K -algébres
(4.5.3.1) T(2, DYy o(00)) = An(K),
ou Ay (K )T est la K-algébre d’opérateurs différentiels définie par
An(K {Zl kalktla[—] aix € K|3e,m<1 tels que Vi, k, |a; k] < enlt |+|k|}
4.5.4. Supposons maintenant que K contienne un élément 7 tel que
ﬂ'p_l = -D,
et fixons un tel élément. On vérifie aisément qu’il existe un unique automorphisme ¢
de la K-algebre Ay (K)' telle que
¢(0;) = mts,  P(t:) = —0i/m.

Pour tout Ay(K)f-module E, on obtient donc en faisant agir Ay(K)" sur E par
I'intermédiaire de ¢ un nouvel Ay (K)f-module, que nous noterons ¢, E, 7 étant ici
fixé une fois pour toutes. Le foncteur qui & F associe ¢.E est la transformation de
Fourier naive (définie par m).

Soient & un QI,X g(00)-module cohérent, et E = I'(Z',£). D’apreés 4.5.3, E est
muni d’une structure canonique de Ay (K)f-module, pour laquelle il est cohérent

d’aprés 4.5.1. Comme le Ay (K)f-module ¢, E est encore cohérent, il existe, grace au
théoréme 4.5.1, un unique @}g,@(oo)—module cohérent &% tel que I'(Z', &%) = ¢ E
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Le probléme de la transformation de Fourier géométrique est de donner une interpré-
tation du foncteur & — &% au moyen des opérations cohomologiques de la théorie
des @};,Q-modules, de maniere analogue a la transformation de Fourier géométrique
de Malgrange en caractéristique 0 [41], ou & la transformation de Fourier /-adique de
Deligne-Katz-Laumon [35].

4.5.5. Précisons d’abord comment la donnée de m détermine le noyau A5 de la trans-
formation de Fourier géométrique. Soit 2! (resp. &1) I'espace projectif (resp. affine)
formel de dimension 1 sur #. On note .Z; = sp, L, le 9‘;1,Q(oo)-module cohérent
défini par le F-isocristal de Dwork L, associé & m : rappelons que le &g g(00)-
module sous-jacent & .Zr est Op1 g(00), et qu'il est muni de 'unique structure de
QT%’Q(OO)-module compatible & celle de & g1 g(00) pour laquelle 8- 1 = —7 (cf. [3]).

Soit Z (resp. ') 'espace projectif (resp. affine) dual, et soit u: Z x%' — &' C
P! Paccouplement de dualité. D’apres [28, 4.1], il existe un schéma formel lisse %', et
un morphisme projectif f : # — 2 x &, tels que, si 'on note # = f~Y (U x %'),
le morphisme # — % X %' soit un isomorphisme, et que le morphisme composé
po f se prolonge en un morphisme \ : & — PL. Soit T = f~!(c0) C Y. Suivant
Katz-Laumon [35], on convient de considérer %, comme un complexe réduit & un
seul module, placé en degré 1. Si I’on applique le foncteur

X D;)h(gél,@(OO)) - D—(QQ,Q(TT))
& .%r[—1], on vérifie, grace au fait que &£ est défini par un isocristal surconvergent, que
MN(Zx[—1]) se réduit a un seul QQ)Q(fT)-module cohérent, placé en degré 2 — 2N.
Utilisant 1’équivalence du théoréme 4.5.2, on l’identifie via fi & un Ql%x %,Q(oo)-
module cohérent, placé en degré 2 — 2N ; nous poserons Ay := f4 M (Z[—1]).
Soient p1, p2 les projections de 2" x 2/ sur £ et £”'. La transformation de Fourier

géométrique associe alors & un complexe & € Dé’oh(gj;g ¢(00)) le complexe

G = Doy (N ©64 41 o(00) PIE[—2N]).

En explicitant le calcul de ces foncteurs, Huyghe prouve qu’on obtient ainsi une trans-
formation associant & tout Q;K’Q(oo)-module cohérent un @};K,YQ(OO)—module cohérent
(au décalage pres), et établit la relation avec la transformation de Fourier naive sur
les sections globales :

4.5.6. Théoreme ([28], [30]). — Awec les notations précédentes, soit & un @%@(oo)-
module cohérent. Alors :

(i) Le complexe ¢.& est réduit a un seul @;K,’Q(oo)-module, cohérent et placé en
degré N — 2.
(ii) Il existe un isomorphisme canonique de @;,’Q(oo)-modules

T(27,6.62 - N]) =5 6.I(Z, 8).

Le transformé &% construit en 4.5.4 s’identifie donc au module ¢,&[2 — N].
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4.5.7. 11 existe aussi une transformation de Fourier & supports compacts. Pour la
définir, on munit & x 2 du diviseur Z’ = p;*(c0), et on note p, le foncteur de
restriction des scalaires de Zggx a1 ,g(00) & 9‘2“ ‘%,YQ(TZ "). Huyghe montre alors [28]
que, pour tout @“;r’Q(oo)—module cohérent &, le complexe p.D(A7z ®gp,, 27.0(00) &),
ou le dual D est pris par rapport & QIZX 2(00), est & cohomologie cohérente sur
Dy 2+0(Z"). On peut alors prendre son dual I’ par rapport 7% 2(1Z"). Le
foncteur D' p.D joue ici le role d'image directe & supports compacts pour I’immersion
ouverte X %' — Z x ’. On définit donc la transformation de Fourier 3 supports
compacts en posant, pour & € DP (9}3’1@(00))

coh
0 = ph, (]D)'p*]D)(JKT ®F 4 x 27 ,0(c0) p’lé”[—2N])),

ol p5 . est le foncteur image directe relatif aux faisceaux @I’l’x %,7Q(TZ Vet @%,’Q(oo).
En utilisant le théoreme de dualité relative 4.3.13, on peut alors montrer, comme en
caractéristique 0 ou en cohomologie ¢-adique, ’égalité des transformations de Fourier
avec ou sans conditions de supports :

4.5.8. Théoréme ([28]). — Il eziste sur DY, (2} o(00)) un isomorphisme fonctoriel
¢!g’ = ¢*éo

5. Variété caractéristique et holonomie

Comme en caractéristique nulle, la cohérence sur I'un quelconque des anneaux
d’opérateurs différentiels étudiés ici n’est pas préservée en général par image in-
verse par une immersion fermée. Dans ce chapitre, nous introduisons, pour les @;K,Q'
modules cohérents munis d’une action de Frobenius, une condition d’holonomie pour
laquelle il parait raisonnable de conjecturer la stabilité par image inverse par un
morphisme quelconque. Cette condition, qui est de nature géométrique, repose sur
la construction d’une variété caractéristique dans l’espace cotangent & la réduction
de £ modulo m. Nous montrons que cette variété caractéristique vérifie 'inégalité
de Bernstein, et nous expliquons les résultats de Virrion [52] montrant que cette
caractérisation géométrique de I’holonomie est équivalente a la caractérisation ho-
mologique usuelle au moyen du dual. Enfin, suivant la méthode de Laumon [39],
nous montrons que la formule de Dubson-Kashiwara [19] exprimant la caractéristique
d’Euler-Poincaré d’'un Zx-module holonome au moyen du cycle caractéristique reste
valable pour les F—@;”Q—modules holonomes.

5.1. F-@%’@-modules cohérents. — La notion de F—@}K?Q-module introduite

ici, i.e. de 9“;{ Q-module muni d’une action de Frobenius, généralise la notion de
)

F-isocristal comme la notion usuelle de 2x-module en caractéristique 0 généralise

celle de fibré & connexion intégrable. La donnée d’une action de Frobenius impose des
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conditions de finitude plus fortes que celles que vérifient les @}YQ-moduleS cohérents
quelconques : nous verrons en particulier qu'un F—@};K’Q-module cohérent provient de
maniére canonique d’un @g),@-module cohérent par extension des scalaires de é‘gg)’Q a
.@“%’Q. Mais ce qui rend la structure de F—@}K’Q-module essentielle pour la géométrie
algébrique est surtout sa compléte stabilité par toutes les opérations cohomologiques.
Il en résulte que tout Q%YQ-module « d’origine géométrique » peut étre muni d’une
structure de F-@}K‘Q-module.

On suppose ici que k est un corps parfait de caractéristique p, et on se limite pour
simplifier au cas ol ¥ est 'anneau W = W (k) des vecteurs de Witt & coefficients
dans k (voir [8, 4.5.1] pour une définition plus générale). On note o I’automorphisme
de Frobenius de W, et X = Xj la réduction de £ modulo p.

5.1.1. Définition. — Soient Z un ¥-schéma formel, F : Z — Z un relevement o-
linéaire de I’endomorphisme de Frobenius absolu de X. Un F—@%YQ-module sur £ est
la donnée d’un QQ’Q—module & et d’un isomorphisme .@I,g,@—linéaire ®: &= F*6.
Les morphismes de F-@};{’Q—modules sont les morphismes QQ,Q-linéaires commutant
a l'action de Frobenius. De méme, nous appellerons F-.@I@ (g-compleze la donnée d’un
complexe & € D(@}%?Q) (resp. L_D)a’qc(@‘(%'))) et d’un isomorphisme ® : & — F*&
dans D(Q}z’,Q) (resp. L—l*)(g,qc(é‘(%.)))‘ Les faisceaux de cohomologie d’un F"@}t%’,@'

complexe sont naturellement des F—@;VQ—moduleS.

Nous dirons qu’un F—@I,lfy(@-module (&, ®) est cohérent si & est cohérent en tant
que Qk,Q-mOdule.

On peut définir plus généralement une notion analogue en remplagant ’endomor-
phisme de Frobenius par sa puissance s-iéme, pour un entier s fixé; nous nous limi-
terons ici au cas s = 1.

Comme pour les isocristaux, le choix du relevement F' ne joue aucun réle dans cette
définition, et, par les arguments de recollement usuels (pour lesquels le lecteur pourra
se reporter & [8]), il n’est en fait méme pas nécessaire de supposer qu'il existe un tel
relevement globalement sur £  pour donner un sens aux notions de F—@}X’Q—module

et de F° -Qk’q—complexe.

Exemples

(i) Le faisceau &g @, muni de 'inverse de I'isomorphisme tautologique F* &g ¢ =
O @, est un F-@T%YQ-module cohérent. En appliquant 5.1.2, on dispose de procédés
systématiques de construction de F-@&’Q-modules (éventuellement cohérents).

(ii) Soit sp : £x — £ le morphisme de spécialisation. Alors sp, établit une
équivalence entre la catégorie des F-isocristaux convergents sur la fibre spéciale X de
Z, et la catégorie des F—@}a@-modules cohérents qui sont &g g-cohérents [8, 4.6.3].
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(iii) Si Z C X est un diviseur, si U = X \ Z, et si F est un F-isocristal sur U sur-
convergent le long de Z, alors & = sp, F a une structure naturelle de F-@&Q—module
[8, 4.6.7]. On conjecture que & est alors cohérent sur 9";,;@ (et méme holonome, voir
5.3.6 plus bas).

(iv) En particulier, les faisceaux #g o(Z) étudiés en 4.4.7 sont de maniére na-
turelle des F—@}lf@-modules cohérents. De méme, les complexes Rsp, (j7£;f7[ﬁ )

étudiés en 4.4.9 sont de maniére naturelle des F-@L/Q-complexes bornés a cohomo-
logie cohérente.

5.1.2. D’apres 4.3.4, 4.3.5, 4.3.9 et 4.3.10, les foncteurs F* commutent aux quatre
opérations de base de la théorie des Z-modules : f', K, f, et D (auxquelles on pourrait
du reste ajouter les foncteurs RLTZ définis en 4.4.4). Il en résulte que ces foncteurs
transforment F—@é-complexes en F-.@&—complexes. Plus précisément, si f : & — %
est un morphisme de W-schémas formels lisses, on obtient :

(i) Si Z est un F—@;’Q—complexe de @g,qc(%;)) (resp. D® (gjrg,c@))v alors f'.#

coh

est un F—@}r@-complexe de L_l))g qc(é.(%')) (resp. D® (9;”,@) si f est lisse).

coh

- . _ . t b 5(e)
(ii) Soit 2" = 2" x ¥. Si & est un F-P, o-complexe de QQQ,qc(@% ), et & un

(o L+
F -9;7Q-complexe de L—Dﬂg,qc(@;)) (resp. D?oh(gzr,Q)’ Dgoh(%g@)), alors & My, &

i b H(e) b I}
est un F-Pg4 o-complexe de L_D)Q’qc(gf ) (resp. Doy (P g))-

coh

ves . b (e
(ili) Si & est un F—@}K’Q—complexe de I;l_))Q‘qC(Q‘(%)) (resp. D® (9}5’@)), alors f+&

coh
i b 7(*) 1 :
est un F-Zy o-complexe de L_D)Q’qc(%g, ) (resp. Dgoh(%g,@) si f est propre).

(iv) Si & est un F-@Lgﬂ-complexe de Dfoh(z‘;g’@), alors D(&) est un F'@tx,q'
complexe de D%, (2 o).
La premiere propriété fondamentale des F-@}K Q—modules cohérents est ’existence

d’un procédé de descente canonique d’un tel module sur le faisceau @‘(ggf)@ :

5.1.3. Théoreme ([8, 4.5.4]). — Avec les hypothéses précédentes, la catégorie des

\

F-@}%Q-modules cohérents (&,®P) est équivalente ¢ la catégorie des couples
(@, M) ou £© est un @g)y@-module cohérent, et ®) un isomorphisme @%{Q-
linéaire
1) . 1) 0) ~ * (0
IO Q%YQ(X)@;?)’Q &0 =, g0,

Décrivons le foncteur qui associe un F—@%,Q-module cohérent (&, ®) a la donnée

de (6 o). On pose
— 0
& =Dy @50 6V,

et on définit ® comme étant 1'isomorphisme composé

~ * p(0) "~ * t 0)\ _ #
8 =Dya®sp, 80 T Dxo®sp, 60 = F (97 g 050, 8) = F'6,
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ot le premier isomorphisme est déduit de &) par extension des scalaires de @g)@
a @;[,Q, et le second provient des isomorphismes (3.4.1.2) par passage & la limite
inductive.

Inversement, le raisonnement standard pour les modules de présentation finie per-
met de redescendre & en un égg-module cohérent pour m assez grand, et de méme

pour ®. Pour passer de @‘(;6 a @fgg)@, on utilise alors le théoréme de descente par
Frobenius de 3.1.4 et les isomorphismes (3.4.1.2).

Remarques

(i) Pour p = 2, I'idéal pW n’est pas PD-nilpotent, et on ne dispose pas des tech-
niques de recollement permettant de définir globalement le foncteur F™* sur la catégorie
des @g{Q-modules. Dans ce cas, il faut donc supposer F' donné sur £  pour pouvoir

conclure comme dans ’énoncé, ou se contenter de redescendre sur un anneau @‘(g?@
pour m > 1.
(ii) II résulte du théoréme que la catégorie des F—@:ﬁy g-modules cohérents est

noethérienne (bien que @I,K o De soit pas noethérien).

5.2. Variété caractéristique. — Soient Z  un W-schéma formel lisse, X sa réduc-
tion modulo p. Nous expliquons ici comment associer a tout F—@&Q—module cohérent
& une sous-variété réduite de ’espace cotangent T X, analogue a la variété caracté-
ristique d’un Zx-module cohérent lorsque X est une variété lisse sur C.

Comme en caractéristique 0 (voir [13], [36]), cette construction repose sur la no-
tion de bonne filtration (pour la filtration par l'ordre des opérateurs différentiels).
Toutefois, cette notion n’est pas disponible directement pour les modules sur des fais-
ceaux tels que 9}37‘@ ou @gﬁ?@ qui sont des faisceaux d’opérateurs d’ordre infini et
n’ont donc pas de filtration par I'ordre. C’est pourquoi nous procederons en plusieurs
étapes : descente de 9:%’@ a %2{@, passage par un modele entier sur ég), réduction

au cas des Qgg)—modules cohérents, pour lesquels on dispose de la notion de bonne
filtration.

5.2.1. Pour tout m, nous noterons X (™ le k-schéma déduit de X par changement de
base par la puissance m-ieme de ’automorphisme de Frobenius de k, et F™ : X —
X (™) le morphisme de Frobenius relatif correspondant.

Pour tout m, le faisceau ngm) est muni de la filtration par l'ordre des opérateurs
différentiels, et le gradué associé gr 9)((’") est une Ox-algébre commutative, quasi-
cohérente. Nous noterons T(™* X, et nous appellerons espace cotangent de niveau m
de X, le schéma réduit

T(™* X .= (Specgr @&m)),ed.
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Soit Jx le faisceau des dérivations sur X. Lorsque m = 0, l'isomorphisme Ix —
0) s e . .
gr; 9§() s’étend comme en caractéristique 0 en un isomorphisme

S(Fx) = gr 2,

de sorte que T(©*X est le fibré cotangent usuel T*X. Le lemme suivant donne une
interprétation analogue pour m > 1 :

5.2.2. Lemme ([11]). — Pour tout m, il existe un isomorphisme canonique
TM*X 5 X X eimy T*X ™,

Comme T*X (™ est lui-méme déduit de T* X par changement de base par le mor-
phisme de projection X(™ — X, on peut aussi identifier T(™*X & I’image inverse
de T* X par ’endomorphisme de Frobenius absolu de X. En particulier, on dispose
ainsi d’'un homéomorphisme

(5.2.2.1) T X | =5 T X|
qui nous permettra d’identifier les parties fermées de T(™*X et T*X.

5.2.3. Soient m € N, S un schéma noethérien (au-dessus de Z,) si m > 1), et X un
S-schéma lisse. Si & est un @ﬁ( )-module cohérent, une bonne filtration sur & est une
filtration croissante par des sous-&x-modules en vérifiant les conditions suivantes :

a) & = Upéy, et il existe ng tel que &, =0 pour n < no;

b) Quels que soient n, k, 9;:;3 &En C Btk

¢) Il existe un entier n; tel que, pour tout n > n, on ait

pm—1
(5.2.3.1) Z DG B

d) Chacun des &, est cohérent sur Ox.
On remarquera que la condition c) est la condition usuelle lorsque m = 0. Lorsque

=1, gr 9§(m) n’est pas engendré par ses éléments de degré 1, et on est amené a
modifier celle-ci comme en (5.2.3.1) pour assurer que la filtration par I'ordre sur Qg(m)
ait les propriétés voulues.

Comme gr 9;") est un anneau gradué noethérien, les propriétés usuelles des bonnes
filtrations restent valables (voir [16], [17], [36], [40], [42]...). En particulier :

(i) Si (&), (&) sont deux bonnes filtrations sur &, il existe des entiers k; et ko
tels que

éa’n—kl C grlz C gn+k2

pour tout n.
(ii) Une filtration vérifiant a) et b) est bonne si et seulement si gr & est un gr Qﬁ{m)—
module cohérent.
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(iii) Si & est un @)((m)-module cohérent, (&) une bonne filtration sur &, et &' C &
un sous-@&m)—module cohérent, la filtration induite (6’ N &,) sur &”, et la filtration
image (&,/(€' N &,)) sur &/&", sont des bonnes filtrations.

(iv) Tout 9§(m)—module cohérent & posséde une bonne filtration, car & peut s’écrire
globalement sur X comme quotient d’un Qg(m)-module induit 9)({7”) ®epx L, 0ou L est
un &x-module cohérent.

5.2.4. Soient % un entier fixé, S; = Spec W;(k), X; un S;-schéma lisse de réduction
X sur k, & un ng)—module cohérent, (&,) une bonne filtration sur &. Si & est

Pannulateur du gr @g(m)-module gr&, et # T'idéal racine de £, on voit comme en
caractéristique 0 que _# est indépendant de la bonne filtration choisie (cf. [13], [36],
[40]...). On appellera variété caractéristique de &, et on notera Car(™ (&), le fermé
de T(™*X défini par I'idéal # - On vérifie facilement les propriétés suivantes :

(i) Pour toute suite exacte 0 —» & — & — & — 0 de 9§(T)-modules cohérents,
on a

Car™ (&) = Car™(&") U Car™ (£").
(if) Pour tout ¢’ < 7, on a
Car™(&/p" t1€) = Car™(&).

(iii) Soit F™ : X; — X; un o™-morphisme relevant sur S; la puissance m-iéme
de endomorphisme de Frobenius absolu de X, & un @;?i)-module cohérent, et
& =F™ &0 quiest un 9)((“:) -module cohérent. Alors I'identification (5.2.2.1) donne

Car™ (&) = Car® (&),

5.2.5. Soient & un W-schéma, formel lisse, X; sa réduction modulo p**1. Si & est un
@'gfn)—module cohérent, on définit sa variété caractéristique Car(m)(éa ) comme étant

la variété caractéristique Car™ (&/p&) de sa réduction modulo p.

Soit maintenant & un @gl?Q-module cohérent. Il existe alors un @gfn)—module co-

hérent & sans torsion tel que & ~ &. On peut définir Car{™ (&) comme étant égale
a Car(™ (&), grace au lemme suivant :

5.2.6. Lemme ([11]). — Soient &',&" deux @gfn)—modules cohérents sans p-torsion,
tels qu’il existe une isogénie ¢ : &' — &". Alors Car'™ (&) = Car(m)(é””).

5.2.7. Sous les hypotheses de 5.2.5, soit & un F—@%’Q-module cohérent. D’apres 5.1.3,

il existe un unique couple (&, &) : @;?Q ®z0 & — F*&), ol & est un @502)@-
K z“Q 1

module cohérent, et ®1) un isomorphisme Qg,;)YQ-linéaire, tel que (&, ®) provienne de

(€© ®M) par extension de ’anneau d’opérateurs de @fag)(@ a 9}5 - On peut donc
sans ambiguité définir la variété caractéristique de & en posant

Car(&) := Car®(£©).
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I1 convient seulement d’observer que, grace & 5.2.4 (iii), il est équivalent de redescendre
(&,®) en (&™), ®(™+1) pour un entier m arbitrairement choisi, ce qui permet de
donner un sens a cette définition y compris pour p = 2.

Exemple. — On montre [11] que la variété caractéristique d’un F—@T g-module co-
hérent & est égale a la section nulle de T*X si et seulement si & est un F-isocristal
convergent (voir 4.1.6 (ii)).

5.3. Inégalité de Bernstein. — En caractéristique 0, la variété caractéristique
d’un Px-module cohérent non nul & vérifie I'inégalité de Bernstein : dim (Car(€)) >
dim(X) (cf. [16], [36], [40], [42]...). Si S est un Z/p"-schéma, la variété caractéristique
construite plus haut ne vérifie pas nécessairement cette inégalité, méme lorsque S est le
spectre d’un corps. Par exemple, si X est la droite affine sur un corps de caractéristique
D, et si € X est l'origine, & = Ox ,/mP possede une structure naturelle de .@ﬁ?)—
module, et sa variété caractéristique est réduite au point = de la section nulle de
T*X, donc est de dimension 0 < dim(X). Si £ est la droite affine formelle sur W,
le méme exemple, vu comme .@g})—module, montre que cette inégalité n’est pas non
plus vérifiée pour les @g)-modules.

L’inégalité de Bernstein est par contre vérifiée pour les F' -9}‘%’ ,Q-modules cohérents.
La méthode de la démonstration est classique : elle consiste a établir cette propriété
par récurrence sur la dimension de £, en montrant que, si u : & — Z est 'inclusion
d’un sous-schéma formel fermé, lisse sur W, le foncteur u4 induit une équivalence
entre la catégorie des 9}{ g-modules cohérents a support dans Z et celle des 9}; Q"
modules cohérents (énoncé analogue d’un théoreéme classique de Kashiwara, cf [16]
[17], [36], [40], [42]...). On notera que cette équivalence est fausse pour les 9
modules lorsque m est fixé (voir I’exemple donné en 5.3.1).

L’inégalité de Bernstein permet alors de définir les F—@;,’Q—modules holonomes
comme étant ceux dont la variété caractéristique est de dimension égale & dim(X).
Le théoréme 5.3.10 plus bas, dit & Virrion (cf. [49], [52]), montre que, comme en
caractéristique 0, cette définition est équivalente & la caractérisation homologique
usuelle au moyen du dual.

5.3.1. Soient £ un W-schéma formel lisse, et u : & — % DI'immersion d’un sous-
schéma formel fermé lisse, défini par un idéal cohérent & C &g . Précisons d’abord
la structure de I'image directe uy# d’un @g%-module cohérent #. L’hypothese de
cohérence, et le fait que u soit un morphisme fini, entrainent que v, # est défini par

u+.? = U*(égfni_@eyQ ®@gr’t()2 y))

et u'uy & par

u!u+<§’ = Lu* (u*(éﬁg’_m ®§5;‘é éa)) de/ 2]
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En utilisant au voisinage d’'un point de 2 un systéme de coordonnées locales
t1,...,tq tel que & = (t1,...,t,), avec 7 < d, on voit qu'’il existe un isomorphisme
naturel de Q(m) -modules

(5.3.1.1) F = AU F = [ Ker(ti - upF — up F),

=1

et que uyF est engendré comme égg—module par I'image de %, donc posséde un
systéme de générateurs annulés par #.

Par contre, si & est un @g’%-module cohérent & support dans %, il n’est pas
toujours vrai que & soit engendré par ses sections annulées par .#. Par exemple, si
I’on prend pour £ la droite affine formelle, et pour % la section nulle, définie par
t=0,le 9(0) -module

€ =95/ 9Pt ~ )

est nul sur £\ £, mais ne posséde aucune section non nulle annulée par ¢. Par suite,
& n’est pas de la forme uy %, et le foncteur u,, allant de la catégorie des @gf” 6—
modules cohérents vers celle des .@gg—modules cohérents a support dans %, n’est
pas essentiellement surjectif.

La premiére étape consiste & prouver que cette surjectivité essentielle est vraie
asymptotiquement :

5.3.2. Théoréme ([11]). — Soientm € N,u : & — Z Uinclusion d’un sous-W -schéma
formel fermé lisse, & un ngn?q-module cohérent a support dans Z. Il existe un entier

m' > m, un @g," Q) -module cohérent F(™) et un isomorphisme @gfna-linéaim

(5.3.2.1) 9GO & o ul F).

On remarquera que, si m’ est fixé, & (™) est déterminé de maniére unique d’apres
(5.3.1.1). D’autre part, les foncteurs u(+m’) commutent aux extensions du faisceau
d’opérateurs différentiels d’apres (3.5.3.1), de sorte que, pour tout m” > m/, on dispose
sur @%"8 d’un isomorphisme analogue & (5.3.2.1), dans lequel Z(™) est remplacé

par F(m") . Q(m ) sy F™). Compte tenu des énoncés de commutation de

@“"Q
uy et u' & 'image inverse par Frobenius, on obtient ainsi pour les 2}5 g-modules et

F—@}g yQ-moduleS cohérents ’analogue du théoreme de Kashiwara :

5.3.3. Théoreme ([11]). — Soient u : & — Z Uinclusion d’un sous-schéma formel
fermé lisse. Alors les foncteurs uy et u' sont des équivalences de catégories quasi-
inverses entre la catégorie des @;}Q modules (resp. F-@},Q-modules) cohérents, et

celle des 9 a g-modules (resp. F- 7)) o g-modules) cohérents a support dans Z.
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On observe alors que 1’équivalence de 5.1.3 commute aux foncteurs uff) et uy, ce
qui entraine que la variété caractéristique de 'image directe & = uy & se déduit
de celle de # par la méme description qu’en caractéristique 0 (voir [16], ou [40]) :
si Z — X est la réduction de u modulo p, on dispose des applications entre fibrés
cotangents

T*Z & Z xx T*X < T*X,
et la variété caractéristique de & est donnée par

Car(&) = v(q_1 (Car(ﬂ))) .

L’argument habituel (voir [36], [40], [42]) permet alors de montrer I'inégalité de
Bernstein par récurrence sur la dimension de X :

5.3.4. Théoreme ([11]). — Soit & un F-@}g Q-module cohérent. Pour tout point x du
support de &, on a

(5.3.4.1) dim, Car(&) > dim, X.

5.3.5. Soient d la dimension de X, et & un F—@;,Q-module cohérent. Nous appelle-
rons dimension de & en un point z du support de & la dimension en z de Car(§),
et nous poserons dim & = sup,, (dim, Car(¢€)),codim & = 2d — dim &. Si X est de
dimension d, I'inégalité de Bernstein assure que, si & # 0, alors dimé& > d. Nous
dirons que & est holonome si & =0, ou si dim & = d.

Sié& e D(@}g’@) est muni d’une structure de F—@}%Q—complexe, nous dirons que
& est holonome si ses faisceaux de cohomologie sont des F' —ngyQ—modules holonomes.
Nous noterons F-DEol(Q};af,Q) la catégorie des F-@%YQ—complexeS holonomes & coho-
mologie bornée.

Exemples

(i) Tout F-isocristal convergent est un F—@E&f’@—module holonome, dont la variété
caractéristique est réduite a la section nulle de T*X. Réciproquement, si & est un
F—Z‘;K’Q-module holonome, il existe un ouvert non vide % C £ tel que la restriction
de & & % soit un F-isocristal convergent. Si £ est une courbe, et & un F'QI%’,Q'
module cohérent, & est holonome si et seulement si la condition précédente est vérifiée.

(ii) Si0 — & — & — & — 0 est une suite exacte de F' —Qjony—modules cohérents,
& est holonome si et seulement si &’ et&” le sont.

(i) Si w: & — % est une immersion fermée entre W-schémas formels lisses, et
si & appartient & F-Dﬁol(QT%Q), alors u4 & appartient & F—Dﬁol(ﬁa}@) [11].

(iv) Si f: & — % est un morphisme lisse de W-schémas formels lisses, et si &
appartient & F-Dﬁol(ggz,@), alors f'Z appartient a F'D}?ol(@‘];é’,Q) [11].

(v) Si &', % sont deux W-schémas formels lisses, si & = £ x &, et si & (resp.
F) appartient & F' -Dﬁol(@;r@) (resp. F —Dﬁol(@;@)), alors & X%, F appartient a
F-DPo(Pk ) [11].
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(vi) Si & appartient & F -Dﬁol(ﬁng), alors D(&) appartient & F—Dﬁol(giﬂz,@) [52].
(vii) J’ignore s’il existe des F-@}K’Q—modules cohérents non holonomes.

5.3.6. On peut conjecturer que les F—.@}K,Q—complexes holonomes bornés possédent
en un sens convenable toutes les propriétés de stabilité des complexes bornés de Px-
modules & cohomologie holonome sur les variétés lisses sur un corps de caractéris-
tique 0. En particulier, on s’attend & ce que les propriétés suivantes soient vraies,
pour un morphisme f : Z° — % de W-schémas formels lisses :

A) Si & appartient & F—D}tl’ol(@l%@) et est & support propre sur %, alors fi&
appartient & F-Dp ( 9%/,@)' Grace & 5.3.5 (iii) et & la formule de transitivité, il suffirait
de le prouver lorsque f est lisse.

B) Si & appartient & F—Dﬁol(@;,q), alors f'Z appartient & F-DEOI(QI,K’Q). Gréce
4 5.3.5 (iv) et & la formule de transitivité, il suffrait de le prouver lorsque f est une
immersion fermée.

C) Si Z est un fermé de X, et si & appartient & F—Dﬁol(ﬁﬁx,(@), alors ]RE]\Z(éa )
appartient & F-DP_ (2, Q)

On peut montrer que les conjectures B et C sont équivalentes [11].

On remarquera que la conjecture C joue le role de la stabilité des modules holo-
nomes par image directe par une immersion ouverte lorsque la base est un corps de
caractéristique 0. En effet, si j : U — X est une immersion ouverte, et Z = X \ U,
on dispose dans ce cas du triangle de localisation

RL;(6) — & — Rijuj*€¢ — RLL(E)[1].

1l en résulte que, si & appartient & DP (2x), Rj.j*& appartient & D2 (2x) si et
seulement si RL,(&) appartient & D2 (2x). De plus, les foncteurs Rj, et j* sont
alors des équivalences de catégories quasi-inverses entre la catégorie DE‘)](_@U) et la
sous-catégorie pleine de DP | (Zx ) formée des complexes & tels que RL (&) = 0. Dans
le cas des W;-schémas lisses, ou des W-schémas formels lisses, nous avons vu plus haut
que la topologie de Zariski est trop grossiere pour fournir une bonne notion d’image
directe par une immersion ouverte. On peut par contre conjecturer que l’on obtient
un formalisme du type des opérations de Grothendieck en considérant les schémas
formels 2 propres et lisses sur W, et en associant & un ouvert % d’un tel schéma, de
complémentaire Z, la sous-catégorie pleine de F-D{io](g“;{’@) formée des complexes
& tels que ]R_Isz(é" ) = 0. Le foncteur Rj, est alors remplacé par I'inclusion de cette
sous-catégorie, qui respecte I’holonomie par définition, et le foncteur j* par le cone du
morphisme canonique ]R_I‘_TZ — 1Id, ou plus exactement, pour définir effectivement un
foncteur, par le foncteur construit comme en 4.4.4 et 4.4.5 en dérivant sur la catégorie
des complexes de Qg(T)-modules les foncteurs

lim Homp, (Ox, = Py (F), ),

ou .#; est I'idéal de Z dans X;. La préservation de I’holonomie par le foncteur ainsi
obtenu est alors équivalente & la conjecture C.
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On notera que, lorsque Z est un diviseur de X, il existe a priori un autre sub-
stitut au foncteur Rj,j*, & savoir le composé de I’extension des scalaires de 9;,@ a
Q&Q(TZ ), et de la restriction des scalaires de _@&’Q(*Z )a 9‘%,@, déja considéré en
4.5. En fait, il existe un isomorphisme canonique entre ces deux foncteurs [10]. Une
variante de la conjecture C est alors la suivante :

D) Si & est un F-@%YQ(TZ )-module cohérent dont la restriction & % est holonome,
alors & est un F -Q%Q—module holonome.

Cette conjecture entrainerait en particulier que I’algébre ﬁg,Q(TZ )} construite en
4.4.1 est un F-Q‘T%YQ-module holonome. Plus généralement, on peut montrer que la
conjecture D entraine la conjecture C [11].

On remarquera que, méme si I’'on suppose de plus que & est de la forme sp, F, oul E
est un F-isocristal surconvergent le long de Z, cette assertion n’est plus nécessairement
vraie si ’on ne dispose pas de I’action de Frobenius. Par exemple, si 2 est la droite
projective, si Z = {0,00}, et si ¢ € Z, est un nombre de Liouville p-adique, le
QQ’Q(TZ )-module @;QQ(TZ )/ QQ’Q(TZ)(ta — ¢) correspond & un isocristal sur Gy,
surconvergent en 0 et co, mais n’est pas cohérent sur 9‘%’@. Par contre, ’existence
d’une structure de F-isocristal entraine que les exposants de Christol-Mebkhout sont
rationnels [22], ce qui exclut toute diffculté liée aux nombres de Liouville.

5.3.7. Précisons pour finir les résultats reliant la condition géométrique d’holonomie
introduite en 5.3.5 et la condition homologique usuelle, d’apres [49], [50], [52]. On
note d la dimension de X.

Si & est un F—@&,Q-module cohérent, le complexe dual (&) est un F' —.@}%’Q—
complexe, de sorte que ses faisceaux de cohomologie

HUD(E)) = Eutyy (8, DLy q@w5)

sont eux-méme des F—@%YQ—modules cohérents, d’apres (4.3.10.1). Si £ est le @g)@-
module cohérent asocié & & par ’équivalence 5.1.3, les théoréemes de commutation du
dual aux extensions de I’anneau d’opérateurs différentiels et a ’image inverse par
Frobenius permettent de se ramener & I’étude des faisceaux analogues pour & sur
@gﬂ)@. En prenant un modele entier & de &©), et en utilisant la suite exacte des

coefficients universels pour D(&”), on peut relier les g’wt’égp@(g@), @gg)yQ ®w3z') aux

Ext’ o) (&' [p&’ ,@(0) ® wy!). Comme ’anneau 2 aun gradué régulier, on peut
3% X X X

appliquer a I’étude du dual d’un 9§?)-module cohérent les méthodes de Malgrange
[40]. On obtient ainsi :

5.3.8. Théoréme ([52]). — Soit & un F-@Tx@-module cohérent.
(i) Pour tout i, é”wt;; Q(é”, 9};5,@ Quwy') est de codimension > i ;
(ii) gxtigg,q (¢, 9};,;@ ®wyz') = 0 pour tout i < codim (&).
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L’inégalité de Bernstein pour les F—@}ry@—modules permet alors d’en déduire pour
ceux-ci un résultat plus précis que celui que fournit la majoration de 4.1.5 sur la
dimension homologique de 9}57(@ :

5.3.9. Corollaire. — Tout F-@;YQ-module cohérent est de dimension projective locale
au plus d.

Le théoréme 5.3.8 entraine de plus que, si & est holonome, les &zt* (&, 9}3’,@@‘”;&’1)
sont nuls pour @ # d, et Ext(&, 9:‘[’%’,@ ® w;}) est lui-méme holonome. D’autre part,
le théoréme de bidualité locale pour les F' -9t 2 @-modules cohérents donne naissance
& une suite spectrale dont tous les termes sont eux-mémes des F- 9‘\ g-modules co-
hérents. En étudiant cette suite spectrale par les méthodes de [40] on obtient en
particulier la réciproque de cette propriété, d’ou la caractérisation homologique de
I’holonomie :

5.3.10. Théoreme ([52]). — Pour qu’un F-.@;ﬁ?@-module cohérent soit holonome, il
faut et suffit que é”a:ti@T (&, @};{ Q® wfxl) =0 pour i #d.
Zx,Q ’

Comme en caractéristique nulle, le théoréeme de bidualité locale donne alors un
foncteur de dualité interne a la catégorie des F° —9};@, Q-modules holonomes, en posant

8" = H#°(D(8)) = butyy (£, Pl ®wy)-

5.4. Multiplicités et formule de I’indice. — La méthode utilisée en 5.3 pour
construire la variété caractéristique Car(&) d’un F—Q‘%Q—module cohérent & permet
également de définir une multiplicité pour chacune des composantes irréductibles de
Car(&), donc un cycle caractéristique a support dans Car(&). Nous exposons ici cette
construction, puis nous montrons que, lorsque X est projectif sur k, on peut appliquer
la méthode développée par Laumon dans [39], et en déduire pour les F—@EKYQ—modules
holonomes une formule de I'indice global analogue & celle de Dubson-Kashiwara [19].

5.4.1. Soit ¢ > 0 un entier, et plagons nous d’abord, comme en 5.2.4, sur un schéma X;
lisse sur S; = Spec W;(k). Supposons donné un Qﬁ(i)—module cohérent &, muni d’une
bonne filtration (&), et soit § la dimension de &. Soit £ € T*X le point générique d’un
fermé irréductible de dimension §. On définit la multiplicité de & en £ comme étant la
longueur du 07+ x ¢-module (gr&)e. Un argument classique basé sur la comparaison
des bonnes filtrations (voir [14], [15], [36], [40]...) montre que cet entier ne dépend
pas de la bonne filtration choisie; nous le noterons me(&). On définit alors le cycle
caractéristiqgue de & par
ZCar(&) := Z me(€){¢}
dim =6
Ce cycle est positif par construction.
Les propriétés qui suivent sont classiques :
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(i) Sila suite 0 — & — & — &” — 0 est exacte, et si dim gré&”’ = dimggré& =
dime gr &, alors m¢ (&) = me(6') + me(&").

(ii) Si & est plat sur W;, alors me (&) = ime(€/pé).

Gréce & celles-ci, on montre le lemme suivant :

5.4.2. Lemme ([11]). — Soient &', &" deux @?-modules cohérents sans p-torsion, tels
qu’il existe une isogénie ¢ : &' — &, et soit § la dimension de &' et &". Pour tout
point £ € T*X de dimension §, on a me(&'/p&’) = me(E” [p€").

Soit & un @fgf)-module cohérent, que 'on suppose sans p-torsion. On définit son
cycle caractéristique en posant

ZCar(&) := ZCar(&/pé&).

Sous les hypotheéses du lemme, on voit donc que si &’ et & sont isogenes, alors
ZCar(&") := ZCar(&"). Par suite, si 'on suppose maintenant que & est un é‘(gg)’@—
module cohérent, on peut définir son cycle caractéristique en choisissant un @g,g)-
module cohérent sans torsion &” tel que & ~ &, et en posant ZCar(&) := ZCar(&).

Enfin, si & est un F—@T%f’@—module cohérent, il lui correspond par 1’équivalence de
5.1.3 un unique couple (£, &), Comme £ est un @g{Q—module cohérent, on

sait définir son cycle caractéristique d’aprés ce qui précéde, et on pose ZCar(&) :=
ZCar(€9).

Remarque. — Pour tout m, on peut aussi définir un cycle caractéristique pour les
@;{P,?Q-modules cohérents, ce qui permet de donner un sens & la définition précédente
lorsque p = 2. Nous renvoyons le lecteur a [11] pour le détail de cette construction et
de ses propriétés.

A partir de D'existence du cycle caractéristique, on obtient classiquement :

5.4.3. Proposition ([11]). — Soit & un W -schéma formel lisse.
(i) Pour tout suite exacte de F—@:%@—modules holonomes 0 — &' — & — &" — 0,
on a
ZCar(&) = ZCar(&') + ZCar(&").
(ii) La catégorie des F-Q}x’@-modules holonomes est artinienne.

Une autre application importante de la construction du cycle caractéristique est le
théoreme de l'indice :

5.4.4. Théoréme ((11]). — 'Soz't Z un W -schéma formel lisse de dimension relative d,
dont la réduction X sur k est projective, et & un F-@kYQ—module holonome. On note
DR (&) le complexe de de Rham de & a coefficients dans &, placé entre les degrés
—d et 0, et

d
Xpr(£) := Y dimg H'(Z ,DRa (&)

i=—d
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sa caractéristique d’Euler-Poincaré. On a alors
(5.4.4.1) xpr (&) = (X.ZCar(&)),

ot le terme de droite est le degré du cycle d’intersection dans T*X de la section nulle
de T*X et du cycle caractéristique de & .

Soient (£, ®(1)) le couple correspondant & & dans I’équivalence de 5.1.3, & un
@gg)-module cohérent sans torsion tel que é"é ~ £, On montre successivement les
relations suivantes, qui entrainent le théoreme :

(i) xor(€) = xDR(ED);

(i) xor(€®) = xDR(E"/PE");

(iii) xpr(&'/pé") = (X ZCar(&'/pé’)).

Cette derniere relation n’est que ’application directe de la méthode de Laumon
pour prouver [39, 6.6.4] : on vérifie en effet que ’hypothése de caractéristique 0 faite
dans [39] n’intervient réellement que pour assurer que Zx soit de dimension homolo-
gique finie, et que, lorsque f : X — Spec k est le morphisme structural d’un k-schéma
lisse, il existe pour tout Zx-module & un isomorphisme f& ~ RT'(X,DR 4 (&)). Or
ces deux propriétés sont vraies pour 9)(? ) sur un corps de caractéristique p. Comme
P’ensemble des outils utilisés par Laumon est disponible tel quel pour les @g?)—modules,
on peut conclure.

Remarque. — Comme le montre Garnier (cf. 23], [24]), cette formule fait apparaitre
le lien existant, lorsque £  est une courbe, entre les multiplicités du cycle caractéris-
tique d’'un F' —@}K Q—module holonome, et la théorie de l'irrégularité.
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