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APPENDICE A

CHANGEMENT DE BASE POUR LES
REPRESENTATIONS COHOMOLOGIQUES DE
CERTAINS GROUPES UNITAIRES

L. Clozel et J.-P. Labesse

Présentation

Le but de cette note est de démontrer un théoréme utilisé, mais non prouvé, dans
[Clod] (1), Nous serons aussi amenés & préciser et & prouver des énoncés dont la preuve
est incompléte dans [Clo3]. On prendra garde que les notations utilisées ici ne sont
pas nécessairement celles de 'article principal de ce volume. La bibliographie utilise
les mémes conventions que celle de 'article principal.

Nous allons prouver, pour certains groupes unitaires, un théoréme qui affirme
lexistence de relévement par changement de base de représentations & cohomologie.
Contrairement au cas traité dans article principal de ce volume [Lab4], le théoréme
de relévement s’applique ici & des groupes non quasi-déployés. Mais les arguments
sont similaires et utilisent diverses techniques développées dans l’article principal :
stabilisation de tous les termes elliptiques de la formule des traces et transfert des in-
tégrales orbitales de fonctions & support compact arbitraire. La preuve de I’existence
du changement de base suppose un résultat de non nullité aux places archimédiennes;
cette non annulation est prouvée ici en observant que les représentations qui nous in-
téressent interviennent dans la cohomologie de certaines variétés de Shimura en des
degrés de méme parité; ceci se déduit de résultats dus a Kottwitz [Ko7].

A.1. Fonctions de Lefschetz et d’Euler-Poincaré archimédiennes

Soit I un groupe réductif connexe défini sur R. On dispose sur I(R) de fonctions
d’Euler-Poincaré (cf. [CD2] ou [Lab2]). Soit

i = Lie I(R)

(Def. 'abusive footnote (7), p.778 de [Clo4]
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son algebre de Lie et soit Ky o un sous groupe compact maximal; une fonction
d’Euler-Poincaré est une fonction felp lisse et & support compact telle que

trw(fl,) = ep(i, K105 ) 1= 3 _(—1)" dim H(i, K[ 00; )

pour toute représentation admissible = de I(R). La fonction feIp dépend, entre autre,
du choix d’'une mesure de Haar di ; mais la mesure produit de cette mesure de Haar
par la valeur en 1 de cette fonction est une mesure invariante indépendante des choix :
c’est la mesure d’Euler-Poincaré de I(R) :

diep = feIp(l) di.
Cette mesure est nulle si I(R) n’admet pas de séries discrétes.
Supposons que I(R) admette des séries discrétes. On dispose alors sur I(R) d’une
mesure de Haar canonique : celle pour laquelle la dimension formelle d(7) vaut 1 pour

les représentations des séries discrétes dont le caractére infinitésimal est celui de la
représentation triviale. Nous ferons ce choix désormais. Avec un tel choix

ep(1) = e(I(R)) d(I(R))
ou
e(I(R) = (-1)*¥
est le signe de Kottwitz et
d(I(R)) = #D(T,I; R) = #ker[H'(R,T) —» H* (R, I)]

ou T est un tore maximal R-anisotrope. Nous disposons d’une autre expression pour
ce nombre : c’est le nombre de représentations dans un L-paquet de séries discrétes.
Si on note W (T, I) le groupe de Weyl ‘complexe’ et Wr(T', I) le groupe de Weyl réel,
on a

#WC (Tv I )
#W]R (T’ I ) '

Soit G un groupe réductif connexe défini sur R et soit § un automorphisme d’ordre
fini. D’aprés [Lab2] (voir aussi [Clo3, section 3.2]), il existe des fonctions de Lefschetz

¢S pour 0 sur G(R). Si

d(I(R)) =

g = LieG(R)
et si K est un sous-groupe compact maximal §-stable, une telle fonction vérifie, pour

toute représentation #-stable admissible II de G(R), munie d’un opérateur d’entrela-
cement Iy :

trace(TI(¢5;°)To) = ep(6; 9, Koo; 1) := ) _(~1)" trace (6] H'(g, Koo; IT))

Soit T un tore de G tel que T'(R) soit un tore maximal (au sens des groupes de Lie
compacts) dans K. On pose

d(G(R)) = #D(T,G; R) = #ker[H (R, T) - H}(R,G)].

Nous supposerons que les -centralisateurs stables sont connexes.
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Théoréme A.1.1. — Soit ¢fp’0 une fonction de Lefschetz sur G(R). Si § est 6-semi-
simple, de 0-centralisateur stable I, on a

®g.cr) (0,050 = £LQ1).
En particulier
®o.6r)(6,05,°) =0

st I(R) n’admet pas de séries discrétes. Les intégrales orbitales stables, des éléments
dont le 0-centralisateur stable admet des séries discrétes, ne dépendent que de G :

85 c(r) (0, ¢5:%) = d(G(R)).

Si de plus
H!(R,Gsc) =1,

la fonction ¢S50 est stabilisante (cf. [Lab4, 3.8.2]).

Démonstration. — Les fonctions de Lefschetz peuvent étre définies au moyen de régu-
larisées, via des multiplicateurs d’Arthur, d’une mesure y portée par un sous-groupe
compact maximal Ko, supposé #-stable [Lab2]. La valeur des intégrales orbitales est
indépendante du choix du multiplicateur. On observe tout d’abord que les fonctions
de Lefschetz sont cuspidales : une orbite par #-conjugaison d’élément #-semi-simple,
dont le f-centralisateur stable n’admet pas de séries discrétes, est un fermé qui ne
rencontre pas Ko,. Dans le cas d’éléments dont le #-centralisateur stable est un tore
R-anisotrope, l'intersection entre l'orbite par -conjugaison et le compact maximal
est non triviale, mais les fronts d’onde des deux distributions sont transverses et on
peut calculer I'intégrale orbitale tordue de la mesure. La mesure p est le produit de la
mesure de Haar normalisée sur K, par la trace de la représentation virtuelle de K,
tordue par 6, définie par la somme alternée des puissances extérieures du supplémen-
taire p de ’algébre de Lie £ de K, dans g (proposition 12 de [Lab2]). Il résulte de la
proposition 1 de [Lab2] que cette trace peut se calculer au moyen d’un déterminant
de Weyl :

du(k) = (—1)* trace (k x 0| A'p) dk = det(1 —k x 0|g/¥)dk.
On observe que le changement de variable
(z,k) =z 1 k0(z),

admet comme jacobien ce déterminant et que les conjugués tordus sous le groupe qui
appartiennent & K, sont des conjugués tordus sous K. Il en résulte que les intégrales
orbitales tordues des éléments dont le #-centralisateur stable est un tore R-anisotrope,
valent 1, les tores compacts étant munis de la mesure de Haar normalisée :

By o (r)(6,95°) = /

dis(z=1 56(z)) = / die = vol (T\K.o) = 1.
T\G(R)

T\K oo
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122 APPENDICE A. CHANGEMENT DE BASE ET GROUPES UNITAIRES

On dispose bien entendu de résultats analogues dans le cas non tordu pour les fonc-
tions d’Euler-Poincaré sur un groupe I(R). Dans le cas général, ou § est §-semi-simple,
de centralisateur tordu stable I, on veut montrer que

®o.am)(6,05°) = £1,(1).

Par descente au centralisateur, il suffit d’observer qu’au voisinage de § sur G(R) et au
voisinage de 1 sur I(R) une fonction de Lefschetz sur G(R) et une fonction d’Euler-
Poincaré sur I(R) ont les mémes intégrales orbitales pour les éléments #-semi-simples
réguliers; en effet on vient de voir que

Py ar)(6t,85°) = ®rr)(t, £L,)
pour t € I(R) semi-simple régulier voisin de 1. On a ainsi prouvé la premiére assertion.
Par définition, si I est le f-centralisateur stable de § € G(R) et I, celui de é, on a
5 o) (0,05°) = Z (k, &) e(Iz(R)) Po,(r)(0c, $op’)
[¢]€eD(I,G;R)

et donc, si le f-centralisateur stable de § admet des séries discrétes

O ow)(605) = D (k&)d(L(R).

[2]€eD(1,G;R)

Par définition, d(I;(R)) est le nombre d’éléments dans

D(Ty, I ; R) = ker[H' (R, T,) = H'(R, I,,))
ou T, est un tore maximal R-anisotrope dans I,. On dispose de bijections naturelles

H' (R I) - H (R, I,)

mais on prendra garde que ces bijections ne respectent pas les points base. De fait, si
on note ¢ P'application de H!(R, T') dans H*(R, I), on a naturellement une bijection

o Y([z]) = D(Tp, I ; R)

ot p~1([z]) est l'image réciproque, dans H'(R,T), de [z] € H!(R, I). Ceci montre
que

B om)6,05) = D (k&ALM®)= > (k).

[2]€D(I,G;R) 7€D(T,G;R)
On en déduit que, si le #-centralisateur stable de § admet des séries discrétes, on a
¥} o(w)(6,9557) = A(G(R)) .
Nous devons maintenant montrer que qu’o est stabilisante si H'(R,Gs¢) = 1. Mais,
sous cette hypotheése,
H'(R,G) = H,(R,G)
est un groupe abélien et, pour un tore maximal T

D(T,G; R) = €(T,G; R).
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On observe que, d’aprés [Lab4, 1.6.5], si T est elliptique dans
H'(R,T) - Hy, (R, 1)
est surjectif ; donc ’homomorphisme
&(T,G; R) —» ¢(I,G; R)
est surjectif. On en conclut que

@5 6 ®) (6, 95:0) = Z (K, (1)) =0
re€(T,G;R)

si § est f-semi-simple et si k est un caractére non trivial de (I, G ; R). |

Le lecteur observera que ce théoréme est I’analogue, pour les corps archimédiens,
du théoréme 2 de [Ko6].

Supposons maintenant que G est obtenu par extension puis restriction des scalaires
pour C/R, a partir d’un groupe réductif connexe Gy, et que 6 est 'automorphisme
induit par I’élément non trivial du groupe de Galois. On dira que deux fonctions ¢
et f sur G(R) et Go(R) sont associées si elles sont associées & une méme fonction f7
sur H(R) ot H est la forme intérieure quasi-déployée de Gy.

Corollaire A.1.2. — Soit fg," une fonction d’Euler-Poincaré sur Go(R). La fonction
(bfp’e est associée o c fg,", ot ¢ est une constante positive, et qSer'o est stabilisante (cf.
[Lab4, 3.8.2]).

Démonstration. — 1l résulte immédiatement de A.1.1 que les fonctions sont associées.
Il reste & observer que comme G est obtenu par restriction des scalaires & partir d’un
groupe complexe H'(R,Gsc) = 1 et donc ¢S est stabilisante. O

Remarque. — Cette derniére assertion résulte, dans le cas particulier ot Gy est un
groupe unitaire, d’un calcul élémentaire : on se raméne au cas ou la norme de § est
I’élement neutre et dans ce cas I est un groupe unitaire a n-variables ; sa 1-cohomologie
classifie les formes hermitiennes non dégénérées et les classes d’isomorphismes de ces
formes sont indexées par leur signature (n — p,p) avec 0 < p < n, donc

atny®) = (1),

On suppose que (n — pr, pr) est la signature de la forme hermitienne définissant I. Si
K est non trivial on a

(k) = (-1~

et on conclut en invoquant I'identité du bindme.
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A.2. Sur certains groupes unitaires

Soient F' un corps totalement réel de degré d, F, une extension CM de F et D une
algébre & division de dimension n? sur F, munie d’une involution de seconde espéce
notée x. On désignera par v, w des places de F, F, respectivement.

On associe & D un groupe unitaire U sur F, et trois groupes Gy et G; et G sur Q.
Nous ne donnons que les points rationnels :

Go(Q) =U(F)={zeD*|zz* =1}
(de sorte que G est obtenu par restriction des scalaires & partir de U/F)
Gi1(Q ={zeD*|zz* =X e Q*}
et
G(Q =D~
On remarquera que
Go(R) =U(F@qR) = [JU(F,
v|oo
ou
U(Fv) = U(pva‘Iv) .
Si GU(py,qv) est le groupe de similitudes unitaires associé¢ & U(p,, ¢»), alors G1(R)
est le sous-groupe de

H GU(py, qv)

défini par 1’égalité des rapports de similitude. Notons encore Ky o un sous-groupe
compact maximal de Go(R) C G1(R). (C’est un compact maximal dans G;(R), sauf
si n est pair et p, = ¢, = n/2 pour tout v, auquel cas G;(R) a deux composantes
connexes).
Soit
0:9(9")"

la conjugaison galoisienne de D* = U(F,) par rapport & U(F). Soit § € G(Q) = D*
on note I le #-centralisateur de ¢ :

I={geD* :g6% ! =0}.
Soit D., le centralisateur dans D de v = §%. C’est une algébre & division de centre
un corps E, et D, est munie d’une involution de seconde espéce :
¥ 1z St
Soit E le corps des points fixes de *' dans E. ; alors I est le groupe unitaire sur E
défini par D, et cette involution.

On notera H la forme quasi-déployée de Gy. On a introduit en [Lab4, 1.9.5] la
notion d’ensemble (G, H)-essentiel. On note A I'anneau des adéles de Q.

Lemme A.2.1. — L’ensemble {c0} est un ensemble de places (G, H)-essentiel.
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Démonstration. — On considére les groupes € introduits au chapitre I. Nous devons
vérifier que I’application
(*) €(H,G";R) — €(H,G";A/Q)
est surjective. On remarque tout d’abord que
W(RGY) = {1}, HLMA/QG)={1} e ke'(QG")=1

ce qui résulte par exemple de ce que G est obtenu par restriction des scalaires d’une
forme intérieure D* de GL(n). Donc

¢(H,G*;R) = H., (R, H) et €(H,G*;A/Q) = HL,(A/Q,H).

Par ailleurs, on sait que si le groupe dérivé est simplement connexe, la cohomologie
abélianisée n’est autre que la cohomologie du co-centre. Pour un groupe unitaire la
cohomologie abélianisée est donc celle du tore U(1) des éléments de norme 1 dans
I’extension quadratique attachée & ce groupe unitaire. Dans l’extension quadratique
F./F attachée & notre groupe unitaire, le corps F, est une extension quadratique
totalement imaginaire du corps totalement réel F'. Il en résulte que

¢(H,G*;R) = Hy(R, H) =H' (FoR U(1)) = [[ /22
v|oo
et
€(H,G*;A/Q) = Hy,(A/Q, H) = H'(Ar /F,U(1)) 2 Z/2Z.
La surjectivité de
H(F ® R,U(1)) —» H' (A /F,U(1))
équivaut a la surjectivité de (*). On a ainsi prouvé que {oo} est un ensemble de places
(G, H)-essentiel. |
Rappelons un résultat de Kottwitz [Ko7]
Lemme A.2.2. — Soit v € Go(Q), et soit I son centralisateur. Alors
E(1,Go; A/Q) =1.

Démonstration. — On observe que G et I sont obtenus par restriction des scalaires
& partir de groupes unitaires sur des corps F' et E, les remarques ci-dessus montrent
que

H;b(A/Qa I) - H:zb(A/Qv GO)
est un isomorphisme et, comme les tores U(1) vérifient le principe de Hasse pour H!,
il résulte de [Lab4, 1.8.4] que

€(I,Go;A/Q) =1.
On a un résultat analogue sur un corps local F, :
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Lemme A.2.3. — Supposons que U, est obtenu a partir d’une algébre a division D,,.
Soit v, € U(Fy), et soit I, son centralisateur. Alors

€(I,, Uy, Fy) =1.

Démonstration. — Comme U, est obtenu a partir d’une algébre & division, le centra-
lisateur I, est un groupe unitaire. Les remarques ci-dessus montrent que la fleche

Hclzb(Fvav) - Htlzb(FvaUv)

est un isomorphisme ; son noyau est donc trivial. O

Corollaire A.2.4. — Soit v* € H(Q) qui est localement partout une norme de v €
Go(Ag) et supposons qu’en une place finie v de F le groupe U, soit obtenu a partir
d’une algébre & division. Si on note I'* le centralisateur stable de v* on a

e(I*, H;AJQ) =1.

Démonstration. — Le groupe H est obtenu par restriction des scalaires & partir d’un
groupe untaire U*, notons I le centralisateur de ¥* vu comme élément de U*. Comme
I, est elliptique dans U,

€(L, Uy; Fy) = €(I5,U"3 Ar /F)
est surjective d’aprés [Lab4, 1.9.6]. Comme
E(ly, U™ Ar [F) = €(I", H; A/Q)

I’assertion est alors une conséquence immédiate de A.2.3. O

A.3. Comparaison des formules de traces

On dit qu’une fonction f lisse et & support compact sur Go(A) et ¢ lisse et &
support compact sur G(A) sont associées s’il existe une fonction f¥ lisse et & support
compact sur H(A) associée & f et ¢. (On laissera au lecteur le soin de formuler une
définition directe ne faisant pas usage de fH).

Soit r la représentation réguliére droite de Go(A) = U(Afr) dans ’espace des formes
automorphes sur

Go(Q\Go(A) =U(F)\U(AF)
et soit R la représentation analogue de G(A) . On dispose d’un opérateur d’entre-
lacement naturel Iy sur I’espace de R. Soit par ailleurs ¢> et f* des fonctions sur
les groupes sur les adéles finis G(Ay) et Go(Ay), lisses et & support compact.

Théoréeme A.3.1. — On suppose que f = fg," ® f® et = ¢§p»9 ® ¢ sont associées
et que qﬁfp"’ est une fonction de Lefschetz pour 6 sur G(R). On suppose de plus que
l'une des deuz conditions ci-dessous est satisfaite :

(a) en une place finie v de F la fonction f, est une fonction d’Euler-Poincaré sur
U(Fy)
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(b) en une place v de F le groupe U, est obtenu a partir d’une algébre & division.
Sous ces conditions on a une identité de formules des traces :

tr(R(¢)1g) = tr(r(f)) .-

Démonstration. — Comme D> est une algébre & division les formules des traces pour
Gy et G ne comportent que des termes elliptiques. On remarque ensuite que ¢g,;o est
stabilisante (A.1.2) et on a établi en A.2.1 que {oo} est (G*, H)-essentiel. Soit f une
fonction sur H(A) associée & f et ¢. Le théoréme [Lab4, 4.3.4] montre que si on note
STH 1a partie elliptique de la formule des traces stable pour H on a

tr(R(¢)Ip) = a(G, 8, H) ST (f).

De méme, dans le cas (a), on sait qu’en une place finie une fonction d’Euler-Poincaré
est stabilisante et tout ensemble non vide de places est (H,H)-essentiel on peut
donc invoquer [Lab4, 4.3.4]. Dans le cas (b) seuls les caractéres endocopiques tri-
viaux contribuent d’aprés A.2.4 et on invoque [Lab4, 4.3.3]. Dans ces deux cas on a
donc

tr(r(f)) = a(Go, 1, H) ST, (f).

Comme il est observé dans [Lab4, 4.3.2], les constantes a(G, 6, H) ne dépendent que
des co-centres si les groupes dérivés sont simplement connexes. Il suffit donc de traiter
le cas D* = GL(1) et on voit alors facilement que

a(G,0,H) = a(Go,1,H) =1.

On obtient donc
tr(R(¢)lp) = tr(r(f)) -
O

Remarque. — Le théoréme ci-dessus donne une preuve d’une variante du lemme 4.6
de [Clo3]. Nous ne faisons plus ’hypothése que les fonctions sont a support régulier
en une place. Par ailleurs on observera que la constante 1/2 qui figure dans [Clo3,
Lemme 4.6] est incorrecte ; l'erreur vient de ce que le jacobien Jz(f) en numérateur
de a(G,0, H) a été omis : ce facteur, qui dans notre cas vaut 2, compense exactement
le nombre de Tamagawa de H en dénominateur. Dans la preuve du lemme 4.6 de
[Clo3] Clozel procéde directement sans utiliser la partie elliptique de la formule des
traces stable pour H et sans utiliser d’hypothése en une place auxilliaire v ; toutefois
sa preuve est incompléte car il a omis de tenir compte de ce que 'on ne dispose pas
pour Gy de 'analogue du théoréme de Kottwitz sur 'existence des normes. Il n’est
pas clair que ’enoncé plus général soit correct.
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A.4. Un théoréme de Kottwitz

Un systéme de coefficients pour Gy est une représentation complexe, irréductible,
de dimension finie, de

Go(C) =U(F®C).

Soit go = LieGo(R), et Kp oo C Go(R) un compact maximal. On déduit de & un
systéme de coeflicients £, pour G [Clo4, section 2.4].

Soit m = ®,7, une représentation automorphe de Go(A) = U(Ar). On dit que 7
a de la cohomologie & coefficients dans & si

H*(go, Ko,00; Too ® &) # 0.

Des notions analogues s’appliquent & une représentation IT de G(A) et & un systéme
de coefficients &..

Pour simplifier les notations, nous supposons dorénavant que les systémes de coef-
ficients sont triviaux.

Commengons par rappeler un théoréme de Kottwitz. Soit 7 une représentation
automorphe de G (A) et supposons 7 cohomologique (pour le systéme de coefficients
trivial).

Soit g; = Lie G1(R). Le calcul de H*(g1, Ko,00; Too) Se rameéne facilement au cal-
cul de la cohomologie des groupes unitaires, et I’on déduit des résultats de Vogan-
Zuckerman [VZ] Passertion suivante :

Lemme A.4.1. — Soit 7o, une représentation unitaire irréductible de G1(R) & coho-
mologie. Les degrés i tels que

H' (g1, Ko,00; Too) # 0

ont la méme parité.
On associe donc & T un élément de Z/27Z, sa parité.

Théoréme A.4.2 (Kottwitz). — Soit S en ensemble fini de places de Q (contenant cc)
et Ty une représentation irréductible de

(A% = I[ G1(@).

¢S

1l existe alors 5(73 ) € Z /27 tel que, si T est une représentation automorphe cohomo-
logique de G1(A) telle que 75 = 15, la parité de 7o est égale a (13).

Ceci résulte de [Ko7, Theorem 1].

Proposition A.4.3. — L’analogue du Théoréme A.4.2 est vrai pour Gy.
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Démonstration. — Soit A la composante déployée du centre de G; (sur Q), de sorte
que A = G, /Q et que ANGo = pg (cf. [Clo3, section 5.23]). Soient 7 une représen-
tation automorphe irréductible de Go(A) et 1 : pua(A) — {£1} la restriction de son
caractere central & (A N Gp)(A). Si x est un caractére de

A(A)/A(Q) = A*/Q*

trivial sur R* et coincidant avec n sur ps(A), il existe (loc. cit.) une représenta-
tion automorphe irréductible 7 de G1(A), de caractére central x sur A(Q), dont la
restriction & Go(A) est discréte et contient 7. En particulier 7o, est contenue dans
ToolGo(R)- Si T est cohomologique, il en résulte que 7 est cohomologique, la cohomologie
apparaissant dans les mémes degrés.

Soit alors S un ensemble fini de places et soient 71, 7o deux représentations coho-
mologiques de Go(A) coincidant en dehors de S. Etendons-les en des représentations
71, T2 de G1(A). Soit p un nombre premier tel que toutes les données sont non rami-
fiées, et décomposé dans le corps F,. Notons v; les places de F' divisant p, {w;, w}}
les places correspondantes de Fe. Alors, avec d = [F : Q)] :

G(Q) = {(9::9i,2)  gi'gi = 2}
ott g;, g; € GL(n, Q) et z € Q) le sous-groupe Gy étant donné par
Go(Qp) = {(9i,9i,2) : 2 = 1} = GL(n, Q).
On a donc dualement, sur Q, :
G1 =GL(n, 0% xC* et Go=GL(n,C)*.

Les représentations 7y, my sont non ramifiées en p et définissent des matrices diago-
nales t1,t2 € GL(n,C)?% ; de méme 71, 7» définissent des couples

Tj = (tj,Zj) pour j=12

avec z; € C* et t; la matrice de Hecke de 7;. Noter que le caractére central x; est
essentiellement donné par (27) ().

La démonstration du Théoréme A.4.2 [Ko7, section 5] montre que la parité de 7
est déterminée de la fagon suivante. Soit p la représentation de é\l associée & une
donnée définissant une variété de Shimura pour G; ([Ko7, section 1]). Alors

N = va(h

v|oo

est la dimension complexe des variétés de Shimura pour Gy, et

N2 p(Ty),

(?)La normalisation de la correspondance de Langlands est ici la normalisation unitaire.
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est une matrice dont les valeurs propres sont des nombres de Weil (pour p) de valeurs
absolues complexes p*/2 oil i est congru 4 £(7;,¢) (mod 2) ; les degrés de la cohomologie
de 7j o sont les poids ¢ associés aux valeurs propres.

Le caractére x; étant un caractére d’Artin, on voit que z; est une racine de l'unité.
I en résulte que les poids ne dépendent que de t;. O

A.5. Le théoréme principal
Soit 7 une représentation cohomologique de U(Af ). Ecrivons
T =Moo @ Tg @ T°

ou S est un ensemble fini de places finies contenant toutes les places de ramification
(pour toutes les données, y compris 7). Fixons un sous-groupe compact ouvert Kg de
U(Ar,s) tel que ‘Il'gs # 0. Soit fs la fonction caractéristique de Kg; f>° sera une
fonction dans l’algébre de Hecke (non ramifiée en toutes les places).

Soit enfin f = fg;’ ® fs® f3, onl g," est une fonction d’Euler-Poincaré. Ecrivons

trr(f) = >_trp(f)
P

ou p décrit les représentations automorphes (avec multiplicité) de U(Ar). Si f est du
type que nous avons défini (f°S étant variable, mais dans I’algébre de Hecke), cette
somme est finie. Notons

9=
v¢{SUoco}

o

l'algébre de Hecke, et soit $5 1'algébre de Hecke (en dehors de S) pour le groupe G.

Le changement de base local aux places non ramifiées est bien défini. On dira que
IT est un changement de base faible de 7 si localement presque partout II, est le
changement de base de m,. On dispose de 'homomorphisme de changement de base

b: ﬁf — fjs .
Nous aurons besoin de 'amplification suivante de la proposition A.4.3 :
Lemme A.5.1. — Soient S un ensemble fini de places de F' contenant les places de ra-
mification de U, et w, ' deux représentations automorphes cohomologiques de U(Ar)

non ramifiées en dehors de S. Soient x,X' : $° — C les caractéres associées. Si
xob=x"ob, la parité de 7o est égale a celle de ..

Démonstration. — Cela résulte immeédiatement de la démonstration de la proposition
A.4.3 : si la place p est décomposée,

Go(Qy) = U(F ® Qy) = GL(n, Qy)?
et
G(QP) = U(FC ® Qp) = GL(TL, Qp)2d 9
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Papplication b étant donnée, pour toute place v|p (de sorte que v est divisée par deux
places w,w') par (P, Pu') — Puw * ¢y . L'hypothése sur les caractéres implique alors
que 7, = m), ce qui implique I'identité des parités de T et - O

Le résultat principal de cette note est le théoréme suivant.

Théoréme A.5.2. — Soit ™ une représentation automorphe de Go(A) = U(Af), et
supposons que 7 a de la cohomologie & coefficients dans un systéme . On suppose de
plus qu’une des deux conditions ci-dessous est satisfaite :

(a) en une place finie v de F' la représentation m, est de Steinberg.

(b) en une place v de F le groupe U, est obtenu & partir d’une algébre & division.
Alors il existe une représentation automorphe I1 de

G(A) = (D@ A

telle que
(i) II est un changement de base faible de .
(ii) I a de la cohomologie a coefficients dans &..

Remarque. — L’hypothése (b) est faite explicitement dans [Clo3, section 3.1] et re-
prise dans [Clo4, section 3].

Démonstration. — Nous ne traiterons que le cas des coefficients constants. Décom-
posons alors la somme donnant trr(f) de la fagon suivante. Si p est non ramifiée dans
S, soit x, le caractére de $° associé et Xj = Xp o b. Alors

trr(f) = Z trﬂoo,s(fgf ®fs)Xp(fs) + Z trpoo,s(fgf ®fs)Xp(fs)'
{pIxs=xs} {pIxs#xs}

Si le compact Kg est assez petit il existe une fonction ¢s sur G(Ag) associée a fs la
fonction caractéristique de Kg. En effet, en observant que le centralisateur tordu de
1 dans D* n’est autre que U, on voit (comme en [Lab4, 3.3.2]) que l'existence d’une
telle fonction est garantie par [Lab4, 3.1.7] pourvu que Kg soit assez petit (I’existence
de f§1 est obtenue par [Lab4, 3.3.1]). Par ailleurs, $>° sera une fonction arbitraire
dans $)7 et nous posons % = b(¢>). La trace s’écrit alors :

trr(f) = x5(0°°%) Y ep(me) dimpf + > eoxg(¢™9),
{pIxg=xs} {pIxs#x5}

les caractéres de 7 figurant dans la seconde somme étant différents de x¢. L’observa-
tion essentielle est que le coefficient de x¢

ep(moo) dim ph *
{olxg=x5}

est non nul d’aprés le Lemme A.5.1. Par ailleurs, les fonctions ¢*° et b(¢>%) étant
associées d’aprés le Lemme fondamental ([Clo 2, Lab 1] complété en [Lab4, 3.7.2]),
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cette trace est égale d’aprés le Théoréme A.3.1 &
Y (Moo (@) s (65)T) x(6°)
m
ot IT décrit les représentations automorphes de G(A) ; cette somme est du reste finie,
le niveau de ¢g étant fixé et Il étant alors astreinte & avoir de la cohomologie non
triviale (cf. avant A.3.1) ce qui détermine son caractére infinitésimal. L’égalité des
traces implique alors que le caractére x< doit apparaitre dans la trace tordue, ce qui
implique le Théoréme A.5.2. O

Noter que le résultat est plus précis : on obtient l'existence d’un relévement II de 7
tel que
ep(8; g, Koo; Tloo) # 0.
Sous I'hypothése (R) de [Clo4, p.762], les représentations automorphes de G(A)
vérifient le théoréme de multiplicité 1 fort et IT est alors unique — comme sous-espace
de I’espace des formes automorphes sur G(Q)\G(A).
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