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Quelques identités en loi 

pour les processus de Bessel 

J. W. Pitman, M. Yor 

Résumé. — Nous rassemblons certaines identités en loi concernant les intégrales de R~l

y R2, 
ainsi que le supremum de R, processus de Bessel de dimension 1, 2 ou 3, puis nous les étendons 
convenablement à toute dimension. Ces généralisations mettent en jeu certains processus qui 
"interpolent" entre les ponts et les processus de Bessel. Elles interviennent aussi bien dans 
des études appliquées, par exemple : calcul de prix d'options, que pour certaines questions 
d'équations non linéaires. 

1. Introduction. 

(1.0) Dans toute la suite, {Rut > 0) désigne un processus de Bessel de dimension 
6 > 0, issu de 0, et (r(£),0 < t < 1) est le pont de Bessel standard, (c'est-à-dire : qui 
satisfait r(0) = r ( l ) = 0), de dimension 6. Pour la définition précise de ces processus, 
voir, par exemple, Revuz-Yor [23], chapitre XL 

(1.1) L'objet de ce travail est de démontrer, et de rassembler certaines identités 
en loi, nouvelles, ou bien un peu éparpillées dans la littérature, concernant les fonc
tionnelles : /Q 1 JQ dsR%, sup8<lRay ainsi que les fonctionnelles correspondantes 
pour r. Nous avons présenté ces identités, pour les dimensions 6 = 1,2,3, dans les 
deux tableaux suivants : 

Cette recherche a été réalisée en partie avec l'aide de NSF Grant DMS-9404345. 
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Dimension 6 

1 

2 

3 

Décomposition canonique 

Rt = 0t + Lt 

ft = A + I 
/o 

a* 

ft 

ft = A + 
o 

0 ft 

Identité en loi 

Li = SUD 
p-8- *<t 

(ßs) 

1 
2 

/0 

¿5 

Rs 

(loi) 
sup |ß| 

et 

/0 

dà 

ft 

(loi) 
St + It 

Tableau I 

Dimension 6 

1 

2 

3 

Décomposition canonique 

r(t) = IWI 
= 7 W -

t 

'0 

ds r(s) 

(1-s) + 4 

r(*)=7(*) + | 
t 

o 

ds 

r(a) 

-t 

r0 

dsr(s) 

(1 -5 ) 

r(t) = 7 ( 0 + 
E 

'0 

ds 

r(s) 

rt 

0 

dsr(s) 

(1-S) 

Identité en loi 

ir U=° 2 5 « 

1 
9 

/•1 

'0 

¿3 

EH» 

(loi) 
sup ft (s) 
s<l 

1 
2 

ri 

o 

¿5 

r(a) 

(loi) s(b)+(b) 

(loi) 
supr(s' 
«Si 

Tableau II 

(1.2) Voici quelques précisions concernant les Notations utilisées dans les deux 
Tableaux ci-dessus. 

Dans le Tableau I, > 0) désigne un mouvement brownien issu de 0; 

St = sup ,< t&, It = - i n f , < t & , Lt = l i m ^ o ^ / o ds^(R.<e) = 1); les deux 
dernières identités en loi [6 = 2,3] ont lieu à t fixé; la première identité est une 
identité presque sûre entre les deux processus (Lt, t > 0) et (sup5<t —/?«, t > 0). 

Dans le Tableau II, (b(t)>t<l) désigne un pont brownien standard, S(b)= 
suP«<i K3)> 1^ = ~ i t â s < i K s ) i (7(0>* ^ 0) désigne un mouvement brownien réel, 
( f t (t), t > 0) désigne un processus de Bessel de dimension 3, issu de 0; enfin, on note : 

L = lim 
5-H) 

1 
2e 

-t 

ds II 
dst 

(l*WI<0 
(¿ = 1) 
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(1.3) L'organisation de ce travail est la suivante : 

- dans le paragraphe 2, nous montrons les identités en loi du Tableau I, et nous les 
étendons sous des formes convenables à toute dimension 6 ; 

- dans le paragraphe 3, nous faisons de même avec les identités en loi du Tableau II; 

- dans le paragraphe 4, on exploite les identités de Ciesielski-Taylor [6] pour obtenir 
une identité en loi (cf : Théorème 3) dans laquelle l'un des membres est s u p , ^ R(s) ; 

- dans le paragraphe 5, nous étudions les lois conjointes de (Riyf£ jf-) ; en fait, 
ces résultats sont présentés pour une famille de processus qui "interpolent" entre les 
processus et les ponts de Bessel, comprenant en particulier les méandres. 

(1.4) Les origines et les motivations de ce travail sont variées : 

a) tout d'abord, nous résolvons ici une ancienne question posée dans le dernier 
chapitre de notre article [20], à savoir : expliciter la loi conjointe de (Rt> JQ 
R étant un procesus de Bessel; 

b) nous aurions souhaité également donner une présentation plus "transparente" 
que celle qui figure en [5] des calculs de transformées de Fourier des lois de valeurs 
principales associées aux temps locaux browniens; 

c) nous sommes parvenus, par hasard, à l'identité en loi du Tableau I pour 
6 = 2, en nous intéressant aux propriétés d'intégrabilité du temps local d'intersection 
renormalisé (7*,£ > 0) pour le mouvement brownien plan; 

nous montrons, en appendice, à l'aide des formules de Tanaka-Rosen que pour t fixé, 
7t possède des moments exponentiels. Une démonstration élémentaire (c'est-à-dire, ne 
s'appuyant pas sur le calcul stochastique) vient d'être donnée indépendamment par 
J.F. LeGall [14]; 

d) enfin, nous sommes heureux de mentionner qu'une partie des identités en loi qui 
figurent dans ce travail joue un rôle important pour certains calculs exacts de prix 
d'options (B. Leblanc [13]) ainsi que pour les estimations de solutions fondamentales 
d'équations non linéaires (Benachour-Roynette-Vallois [1]). 

Remerciements : Nous remercions le référée pour ses remarques simplificatrices, 
et sa lecture soigneuse qui nous a permis de rectifier les valeurs des paramètres qui 
figurent dans l'énoncé du Théorème 1. 

2. Démonstrations et extensions à toute dimension des identités en loi du 
Tableau I. 

(2.1) Comme cela a déjà été dit en (1.2), l'identité pour 6 = 1 est une identité 
presque sûre entre les deux processus indiqués. Cette identité, très classique, est 
démontrée habituellement grâce au lemme de Skorokhod (voir [23], p. 222-223). 
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(2.2) Soit maintenant 6 > 1. Une première étape dans la démonstration des 
identités en loi pour 6 = 2, et 6 = 3 consiste à utiliser l'identité : 

(2.a)S 1 
2 

E 
/0 

ds (loi) 
R 

t 

o 
ds R2s +1/2Ì 

où ( i î , , 5 > 0), resp : (R81s > 0) désigne ici un processus de Bessel de dimension 6 
(> 1), resp : 6 = 25-2 , issu de 0. 

L'identité en loi (2.a)6 figure en ([23], p. 417), où il est montré qu'elle découle de 
la propriété de scaling : 

(2.b) (Rc.;s>0) 
(loi) 

(y/cRt,s > 0) 

de R (et R), et de la représentation suivante de R, en fonction (implicite!) de R (voir 
la Proposition 1.11 de [23]) : R étant donné, il existe un processus de Bessel R, de 
dimension 6 tel que : 

(*.c) Rt = 1/2 r2(ft/0 dsr) * > 0 . 

(2.3) Ces rappels étant faits, nous montrons maintenant la seconde identité en loi 

du Tableau I : dans le cas 6 = 2, l'identité (2-a)g-* nous donne, puisque 6 = 6 = 2: 

(2.d) 1 
2 

r1 

0 

ds (loi) ri 
dsRÎ) 

Or, on voit facilement, par identification des transformées de Laplace, ou bien à 
l'aide du théorème de Ray-Knight pour les temps locaux browniens (cf. paragraphe 
4.1 de [29]) que l'on a : 

(2.e) 
ri 

Jo 
dsR] 

(loi) 
Ti = mi {*:|A| = 1 } . 

Or, toujours grâce au scaling brownien, on a : 

(2-f) 
(loi) 

(wp I A|) 
$<1 

-2 

Finalement, à l'aide de (2.d), (2.e) et (2.f), on obtient l'identité en loi cherchée. 

(2.4) Dans le cas 6 = 3, on a 6 = 4; nous allons utiliser ici des arguments 
semblables à ceux développés en (2.3), mais en remplaçant maintenant T\ par 

0c 
def inf{* > 0 : 5 * + / t > c } . 
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D'une part, on utilise l'identité en loi (2.a)6, pour 6 = 3, et la forme explicite de 

la transformée de Laplace de : f£ ds i î j , qui est : 

(2-9) E exp 
A2 
2 o 

ri 
dsRl 

1 

(chA)Ä/2 

(voir, pax exemple, Pitman-Yor [21], ou Yor [29], p. 16). 

Pour 6 = 3, on a 
6 
2 

= 6—1 = 2, et on déduit de (2.g) l'identité en loi 

RI 

'0 
dsR] 

(loi) 
T1+T1, 

où f i est une copie indépendante de T\, variable définie en (2.e). 
D'autre part, d'après Imhof [10], ou Vallois ([24], [25]), on a : 

E exp 
A2 
2 

8c = E exp 
AV 

8 
02 

1 

(ch yc/2)2 

En particulier, on a : 4, (1=° ï \ + ï i or, par scaling, If 2 — 
4 

(Si+iif 
En comparant 

ces différentes identités en loi, on obtient finalement 

î 
2 

y 

/o 

ds 

Rs 
(loi) Si+h 

2 

ce qui démontre la dernière identité en loi du Tableau I. 

(2.5) Nous montrons maintenant comment on peut généraliser les identités en loi 
du Tableau I, à toute dimension S > 1. 

Dasicrnons nar (C*;a>0) le processus des temps locaux, sur tout R+, associé au 
processus ( l A I + R s \ßt\+jtrtftt>0). 

Rappelons l'extension suivante des théorèmes de Ray-Knight (cf. Le Gall-Yor [16]) : 

( A 2 ; a > 0 ) 
(loi) 

{Csa;a>0) 

où (Ra; a > 0) désigne toujours un processus de Bessel de dimension 6, issu de 0. On 
en déduit : 

t 

u 
daR\ 

(loi oo 

o 
E E (l0.l+î*.<l) 

Admettons pour l'instant que l'on puisse trouver un processus (Zf, t > 0) ayant la 
propriété de scaling du mouvement brownien, et tel que : 

roo 

0 
dsl, (l0.|+f'.<l) 

(loi) 
Ti(Z*) = i n f { t : Z / = l } 
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On pourra alors déduire de ces différentes identités en loi, considérées conjointement 
avec (2.a)s l'identité : 

î 
2 

.1 

'0 

ds 

Rs 
0OÌ) ~* 
— supzf t<l 

Le théorème suivant montre que l'on peut réaliser complètement ce programme, 
tout au moins pour certaines valeurs de 6. 

THÉORÈME 1 : Soit § < 6, et > 0) mouvement brownien réel, issu de 0. 

1) II existe un unique processus (Zt,t > 0) à valeurs dans M+, solution de 
l'équation : 

(2.h) Zt = ßt+(2-6) SZt +lZt, 

où „ 7 def 
Sf = sup,<t 

Zs, et (t?,t > 0) désigne le temps local en 0 de Z. On notera 

Zt = Zî. 

2) On a les identités en loi : 

1 

tRs 

ds 

Rs 

2 
(loi) 4 

L1 ds R2 

(loi 4 
TX(Z«) 

(loi) 
( 2 5 f ) 2 , 

où R, resp : R, désigne un processus de Bessel de dimension 6, resp : 6 = 2(5—1), 
issu de 0, et, finalement : 

1 
2 

RI 

O 

ds (loi) 

Rs 
supZf 
3<1 

Démonstration : (i) Admettons provisoirement la première assertion du théorème. 
D'après les remarques qui précèdent l'énoncé, il nous suffit de vérifier, pour démontrer 
la seconde assertion, que l'on a : 

(2.i) 
too 

'o 
dst 

( |0 . |+ |<.<l) 
(loi)= t1(Z6) 

Pour simplifier l'écriture, posons a = | = 5 - 1 , et écrivons le membre de gauche de 
(2.i) en nous appuyant sur le théorème de Pitman [19] permettant de représenter le 
processus de Bessel de dimension 3 (Rt,t > 0) comme {2St-Bt,t > 0), où (Bt,t > 0) 
est un mouvement brownien réel, et St = supa<t Bs. 

On a tout d'abord, d'après la représentation de Lévy du mouvement brownien 
réfléchi : 

( IAI+¿4. t >o) 
(loi] 

( ( 1 + 1 ) $ - B t ; t>0) 
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puis, on écrit : 

Xt = d+ï)St -Bt = Rt + (±-l)Jt où Jt = inf Ru 
u>t 

On retourne ensuite le processus (Xt) en L = sup {t : Xt = 1}. En conséquence de 
l'égalité suivante entre processus : 

inf 
a>t 

X, = 
1/a 

on obtient : L = ra = inf {t : Bt = a} = sup {t : ft = a } , puis, d'après Williams [27], 
(/?t = a—i?L-t ; t < L) est un mouvement brownien arrêté en son premier temps de 
passage en a. On obtient alors aisément : 

l - X L _ t = f t + (±-l)<7t , où <rt = s u p & 
8<t 

et on a aussi : r t t = i n f { t : & + ( ± - l ) * , = l } . 
On en déduit : 
/•OC 

y0 
d*B(*t<l) = 

L 

r0 
dt II'xL-1<1) 

L 

r0 
d* ÏÏ(i-A-L_t>o) 

(loi) rt 

^0 
d*ll (^+(I-i)^>O) 

On a donc pu représenter le membre de gauche de (2.i) sous la forme 

tr 

Jo 
dtt 

(ft+(±-i)*i>o) 

Posons maintenant v = £ - 1, et écrivons la formule de Tanaka pour (fit + wt)"1". Il 
vient : 

(A + w«)+ = 
-t 

o 
II(ßs+vos) d(ßs+vos) 1/2ltv, 

où > 0) désigne le temps local en 0 de (0t + vat,t > 0). Posons maintenant : 
Yt=/3t + vat ; alors : SÏ = (v+l) at- On a donc : 

Y+t = 
T 

/0 
II(Ys>0dßs+ 

V 
v+1 

SYt +1/2ltv 

Notons > 0) l'inverse du processus croissant (/0 dsfl(y3>0),£ > 0), et remar
quons que, à l'aide de la propriété de scaling du mouvement brownien, on a : 
/0°°d5ll(n>o) = o o p. s. 

On montre alors que le processus (Zt = Y+ , t > 0) satisfait : 

zt = h + 
v 

V +1 
Szt + lzt 

où (f3t) est un mouvement brownien réel; cette dernière équation est précisément 
l'équation (2.h). 
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(ii) Nous montrons maintenant la première assertion du théorème. Réécrivons 
l'équation (2.h) sous la forme : 

(*-h)a zt = pt + as? + e?, t > 0 

où Ton a posé : a = 2—6. La condition : § < 6 équivaut à : a < | . D'après la 
remarque qui suit la Proposition 6.2 de [17], un argument de point fixe permet alors 
de résoudre l'équation (2.h)a en montrant l'existence et l'unicité d'une solution forte : 
on commence par appliquer le lemme de Skorokhod pour écrire : 

if = sup 
ê<t 

( - f t - a S f ) , 

puis on utilise l'argument de point fixe. 

Remarque : Il est vraisemblable que l'on puisse remplacer la condition : § < 6, qui 
figure dans l'énoncé du théorème, par la condition moins restrictive : 6 > 1. 

Toutefois, il faudrait (par exemple) pouvoir montrer l'existence et l'unicité d'une 
solution forte de (2.h)a1 pour tout a < 1. Cette difficulté a déjà été rencontrée en [17], 
Proposition 6 .2 , et résolue uniquement lorsque l'on considère l'équation 

Zt = e + 0t + aS? + £? , pour £ > 0 . 

(2.6) En complément aux identités en loi démontrées ci-dessus, il nous a paru 
intéressant de développer les calculs explicites suivants, qui caractérisent, via une 
transformation de Laplace (en t) la loi conjointe de 

( Rt , Ht — 
ri 

df 

ds > 

Rs> 

Nous allons utiliser la notation et les hypothèses suivantes : Se désigne un temps 
exponentiel de paramètre y {9 > 0 ) , indépendant du processus de Bessel (R8, s > 0 ) , 
de dimension 6 > 1, issu de 0. 

On a alors le 

THÉORÈME 2:1) Soit 6>1. Pour tous a > 0 , b > 0 , on a : 

E[exp(-aRSe -bHSe)] = 
00 

/o 
du exp(—bu) (6-1) 

( 2 S H T J 

r t 9u a , Oui -s 

2) En particulier, on a : 

F(HSt € du) = (6-1) 
( 2 S H T J (*T) 

-6 
du , 

2 5 6 
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ou, de façon équivalente : 

eh 
6 

.2 
H s» ; 

(loi) U-1- u-1 

où U désigne une variable uniforme sur [0,1]. 

3) Enfin, on a : E[exp(-aRse)\Hs9=u] (1+ a/O th ou/ 
2 

-fi 
y ou encore, de façon 

équivalente : 

conditionnellement à Hs = u, Rs9 
(loi) th % 

e 
z6 

où Zs désigne une variable gamma de paramètre 6, c'est-à-dire : 

F(Z6 e dx) = 
dx 

T{6) 
x6 1exp(—x) (x>0) 

Démonstration : Définissons : 

$ = $o(a,b) d=fE y 
i»oo 

r0 
dte~xte -URt+bHt) = E e-(aRS(t+bHs6) 

où Ton a noté : 2 ' 
En faisant le changement de variables u = Ht dans l'intégrale en (cfó), et en utilisant 

la relation (2.c), il vient : 

* = AE 
+00 

o 
du G * ) exp [-\iïdvRl-ÎRl) exp(—bu) 

= A 
•oo 

/0 
du exp(-bu) E (11/2 r2u exp (-a1 r2u - y/4dou du r2u 

Â l'aide de la formule suivante (voir, par exemple, Yor [29], p. 16) : 

M) E exp (-aRl-£f0»dvRl) (ch(/3u) + 
2a/ 
ß sh{ßu) 

- (6-1) 

que nous allons appliquer avec a= a 

4 
et ß= 0 

2 
on obtient, en dérivant les deux 

membres de (2 A) par rapport à a : 

E[1/2 r2u) 
E[1/2 r2u) 

exp- (a-4 r2u 
8 

u 

'0 
du r2u 

8-1 

0 
sh 

9u 

2 
[ch 

0u 

2 f 0 S H T J 

-6 

On déduit de cette dernière formule l'expression de 

$ = E[exp (-aRs9-bHs9)] 

présentée dans le théorème. Les assertions 2) et 3) du théorème découlent aisément 
de cette expression de $ . 
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3. Démonstration et extension à toute dimension des identités en loi du 
Tableau II. 

(3.1) Soit 6 = 1. Nous allons combiner, pour le mouvement brownien (0t,t > 0), 
l'identité en loi de Paul Lévy, et la transformation de Sparre-Andersen due à Karatzas-
Shreve (voir, par exemple, Bertoin [2], Embrechts-Rogers-Yor [7], et Yor [32] pour cette 
combinaison) : 

notons A+-= 
rl 

o 
ds II(ßs>0) et 0+=sup{s<l:S5=&}; 

on obtient l'identité en loi suivante : 

(3.a) (ß+-1/2 l1,ß+1/2L1,a+-) 
(loi; 

(s1, S1 - ß1, O+1 

et ses conséquences : 

(S.b) ( I A I + L L A M ? ) 
(loi) 

( 2 5 i - A , A , ^ ) 

et 

(3.C) (1/2l1,ß1, a+1 
(loi) 

(min(S1 ,S1-B), B,O+1 

En conditionnant l'une ou l'autre de ces identités par 0i = 0, on obtient en particulier 
la première identité en loi du Tableau IL 

(3.2) Soit maintenant 6 > 1. Une première étape pour la démonstration des 
identités pour 6 = 2 et 6 = 3 est la relation suivante : 

pour toute fonction / : R+ —• K+, borélienne, on a : 

(3-d)6 XA E /(I /o ïrfr) 1 

4 

ri 

/o 

ds 

ris) 

l-+2 
= A , E / (f10 dsr2 (s) 

-1/2 

où l'on a noté : ys= f2*-»r(4) 
— 1 

La relation (3.d)6 est obtenue en particularisant 

avec p = q = 2 la relation du Théorème 3.5, p. 432 de [23], laquelle découle de la 
relation (2.c). 

(3.3) Nous montrons maintenant la seconde identité en loi du Tableau II : dans le 

cas 6 = 2 (= 6 ), la relation (S.d)6=_2 nous donne : 

(S.e) 1 
2 

r1 

'0 

ds 

r(s) 

(loi) ri 

/0 
dsr (s) 

-1/2 
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PROCESSUS DE BESSEL 

Ensuite, on peut montrer, de différentes manières, que les variables /0 dsr2(s) et 

j*W d±{ {nf{t. J J (3 ) = iy oni même loi : elles ont pour transformée de Laplace 

commune, en y , la fonction : ^ ; plus profondément, le processus des temps locaux 

(L^(3) ; 0 < a < l) de (R^\u < r/3*) est un carré de pont de Bessel de dimension 2 

(voir D. Williams [27], ou Pitman-Yor [21]). 

Finalement, on a, à l'aide d'arguments usuels de scaling : 

1 

/o 
dsrÀ(s)) 

-1 
(loi] 

sup R(3) 
*<1 

et la seconde identité du Tableau II découle alors de (3.e). 

(3.4) Les deux identités en loi : 

I 
2 

ri 

o 

ds 

r(s) 

(loi) 
supr(s) 
*<1 

et 
s(b)+I(b) (loi) 

SUpr(s) 
«<1 

peuvent être obtenues respectivement comme conséquences d'une part d'une trans
formation, due à Jeulin, des temps locaux de l'excursion brownienne normalisée, et, 
d'autre part, des résultats de Vervaat liant b et r ; pour une discussion de ces résultats, 
voir par exemple Biane-Yor [5]. 

4. Quelques compléments relatifs au supremum d'un pont ou d'un proces
sus de Bessel. 

(4.1) Dans les Tableaux I et II, les supremum de certains processus, ou ponts, 
de Bessel, apparaissent à plusieurs reprises. Il semble donc naturel de chercher des 
identités en loi concernant ces processus, qui soient analogues à celles dégagées dans 
les paragraphes 2 et 3. 

{Rut > 0) désignant un processus de Bessel de dimension 6 > 0, issu de 0, le 

processus (r: = supRa, t > 0) 
8<t 

hérite de la propriété de scaling (2.b) de R; on a 
donc : 

(la) №. ; s > o) 
(loi] 

(VcR*. , s > 0) . 

Ainsi, le lemme suivant, qui nous permettra d'étendre de façon très générale le 
point 2) du Théorème 2, s'applique en particulier au processus (R%, t > 0). 

LEMME : Soit (Xt,t > 0) processus croissant continu tel que P(Xi > 0) = 1, qui 

satisfait : (Xc,, s > 0) (=) {JcX,, s > 0). 
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Notons T* = inf {t : Xt > 1}, et définissons la fonction y> : R+ —• [l,oo[ par : 

El exp riT: 
l 

<p(v) 

Soit, d'autre part, S$ une variable exponentielle de paramètre 
e2 

2 
indépendante de 

(Xt,t>0). 
On a alors : 

Y (OXSd) 
(loi) 1 

u 

où U désigne une variable uniforme sur [0,1]. 

Démonstration : (i) Remarquons tout d'abord que, grâce à la propriété de scaling de 

X, on a : 6Xs, = (^)1^2. où l'on a noté : S pour Si , pour simplifier l'écriture. 

Écrivons ensuite, pour / : R+ —• №+, fonction borélienne : 

E [ / ( Ä ) ) ] = E[f Y 
(S/ 
T) 

X 
~ 2 

/•OO 

JQ 
dte-tE\f(<p\ (/ 

t) 

= E| 
•OO 

r0 
vdvT* exp 

v2 

2 mimmi 

Or, on a El (vT.) exp 
v2 

2 
T.)\ 

- Y'(v) 

(<p(v)Y 
d'où l'on déduit finalement : 

E[f(cp(0XSt))] / r $ / ( « ) ce qui démontre le lemme. 

COROLLAIRE (Kent [11]) : Soit 6 > 0, et Tf ; = inf {t : Rt = 1}, où (R*, t > 0) 
désigne un processus de Bessel de dimension 6, issu de 0. On a alors : 

El exp 
v2 

R 
T(6)1 1 

**(v) 

où : $$(t>) = 2*r(i/+l)/I/(v)t/"~,/, v = f - 1, et Iv désigne la fonction de Bessel 
modifiée d'indice v. 

On a alors, avec les notations du Lemme : 

Q6(OR*Ss) (loi) 1 

U 

(4.2) Nous cherchons maintenant, par analogie avec les développements du para
graphe 2, des identités en loi dans lesquelles figure, dans l'un des membres, la variable 
R\ (avec les notations ci-dessus). 

Pour cela, nous rappelons tout d'abord les identités de Ciesielski-Taylor [6] (voir 
également Biane [3] pour de nombreuses généralisations, Getoor-Sharpe [9] pour une 
extension à toutes les dimensions 6 > 0, et Yor [28]) : 

260 



PROCESSUS DE BESSEL 

si Rs désigne le processus de Bessel de dimension 6 > 0, issu de 0 on a : 

a.b) pour x > 0 fixé, 
roo 

/0 
dsl 

(fl*+2(*)<*) 

(loi; Tsx def = inf {t:R6(t) = x} 

(Ciesielski-Taylor [6] ont obtenu ces identités pour 6 entier). 
Introduisons d'autre part, pour tout a > 0 : 

r£+2 = inf {x:J~ds 
•"(fl,+2 («)<*) > a } . 

Le processus {r)6+2 , a > 0) hérite de Rs+2 sa propriété de scaling : 

fl.c) Dour A > 0. •"(fl,+2 («)<*) 
ïïm 

( V A ^ 2 ; a > 0 ) . 

On peut maintenant énoncer et démontrer le 

THÉORÈME 3 : Pour tout 6 > 0 et tout a > 0 fixé, on a : 

(4-d) "(fl,+2 
(loi) 

sup Rs(s) 
8<OT 

Démonstration : D'après les propriétés de scaling (J^.a) et (4.c), il suffit de démontrer 
l'identité (4-d) pour a = 1. Or, le membre de gauche, resp : de droite, a même loi 

que : 
+00 

Jo 
ds II 

(rS+2(S)<i) 

-11/2 
resp : "(fl,+2 (« 

Le résultat cherché découle alors des identités de Ciesielski-Taylor (4-b). 

5. Du processus au pont de Bessel, en passant par les méandres. 

(5.1) Outre les identités en loi présentées ci-dessus dans les Tableaux I et II, il 
existe des identités en loi concernant le méandre brownien (p(s), s < 1) défini par : 

(5.a) p(s) = 
1 

"(fl,+2 ( \Pt+»(i-g) s<l, 

où g = sup {t < 1 : fit — 0}, et (0t, t < 1) désigne le mouvement brownien réel issu 
de 0. En effet, on a (voir, par exemple, Biane-Yor [5]) 

(5.b) 
ri 

t 

ds 

Pis) 

(loi) 
2 sup 16(5)1 

5<1 

(loi) 
sup pis) , 
8<l 

où (b(s). s < 1) désigne un pont brownien standard. 
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Il nous a semblé naturel de chercher à obtenir des identités en loi pour toute une 
famille de processus pm,d, qui réalisent une interpolation entre les processus de Bessel 
(R6(t), t < 1) et les ponts de Bessel (r6(t), t < 1). 

De façon précise, définissons pmid(t) = ( ^ ( t ) + R\{t))^, °ù rm et Rd désignent 
respectivement le pont de Bessel de dimension m, et le processus de Bessel de 
dimension d, issu de 0. On note M71'* la loi de pm>d, définie sur l'espace canonique 
C([0,1],1M> T = <r{X* avec Xa(v) = u(s). 

Rappelons le résultat d'absolue continuité suivant 

THÉORÈME 4 ([29], Chapitre 3) : Désignons par F6 la loi de Rs- On a, pour tous 
m > 0, et d > 0 ; 

M™1* = cnmd 

X1m 
pm+d 

avec Cm,d = Mm>a(X?) "(fl,+2 («) "(fl(«)<*) î 
Vm 

- i 
= 2? 

T(m+d/2 

r(j) 

Remarque : Signalons une erreur typographique dans la formule donnée en [29], 
Théorème 3.9, pour la constante c™^. En fait, si nous désignons par d la constante 

erronée donnée en [29], on a Cm,d — Cd,m = 2i 
T(m+d/2 

r(?) 

Dans la suite, nous considérerons plus particulièrement les cas suivants : 

(i) m = 0 ; M°»d = Fd 

(ii) m = 1 ; cette valeur du paramètre m est particulièrement intéressante pour notre 
étude de la loi de H\ = car la propriété de scaling pour (Xt, t > 0) sous F6 
implique : 

(5.c) pS 1 
X # 1 = 2Hi . 

Cette formule est un cas particulier des résultats qui figurent dans l'Appendice 2. 

En conséquence, on a, pour toute fonction <p : R+. —• K+, borélienne : 

(5.c>) P[H1Y(H1)] = P 1 
.2A-! 

Y (H1) 

Ainsi, de la loi de J?i, relativement à M1,6 on déduit immédiatement celle de ifA, 
relativement à F6, 

(iii) m = 6 — 2, d = 2 ; dans le cas particulier 6 = 3, c'est-à-dire : m = 1, et d = 2, 
M1»2 est la loi du méandre brownien présenté en (5.a). Plus généralement, d'après 
le Corollaire 3.9.1, p. 44 de [29], pour : 2 < 6 < 4, M6~2>2 est la loi du méandre : 
((y/l—g~f ) 1fty((77-Mi(l— p7)) ; u < l) associé au processus de Bessel de dimension 
7 = 6 - 2; on a posé ici : g1 = sup {£ < 1 : Ry(t) = 0}. 
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(iv) m = 2 , d = 6 -2 ; d'après le Corollaire 3.9.2, p. 44 de [29], la probabilité M2»*-2, 
pour 6 > 2, est la loi du processus {-jfi Rs(uLe), u < l ) , où Lg = sup {£ : = 1}. 
Notons que : C2,<* = d = 6 — 2. 

(v) m = 6, d = 0 ; M5,0 est la loi du pont de Bessel de dimension 6. En faisant 
décroître d vers 0 dans la relation d'absolue continuité du Théorème 4, on obtient 
l'approximation suivante : 

Mm,0 = lim 
d-rO 

(Mm,d = lim 
d-rO 

d/2 

\2j 

2 * r ( f ) 

Xf1 
pm+d 

où lim indique la convergence étroite des probabilités sur C([0,1],R+ ). Pour cela, on 
d—fO 

a utilisé la formule explicite pour cm>d, qui implique : 

1 

d cm,d 
d—> 

2 m / - 1 2 t - î ) 

(5.2) Nous nous proposons maintenant de décrire et de caractériser la loi conjointe 

de (Am,d,Pm,d(l)), où l'on a posé : hm4 = JQ Ptf^(8) • En d'autres termes, on étudie, 

sous M™'4, la loi conjointe de ( /J j^,Xi). Pour cela, remarquons que, d'après la 

formule (2.c) ci-dessus, et la propriété de scaling, on a la 

PROPOSITION 1 : Soit (Rti t > 0), resp : (Rtl t > 0), processus de Bessel, 
issu de 0, de dimension 6 > 1, resp : 6 = 2(6-1). Alors, pour toute fonction 
f : R+ x ! + —> R±, borélienne, on a : 

(5.d) mf(R1,H1)} = ¥ 
R2 

.2Y. f 
Rl 

2\fY 

2 

y/Y' 

où Von a posé : h1= f1 â* 
h R» et Y^f'dsR2. 

Commentaires : 1) De façon analogue à ce qui a été fait dans la démonstration du 
Théorème 2 ci-dessus, la formule (5.d) nous permet de ramener l'étude de la loi de 
(Ri,Hi) à celle de (Ui, Y"), laquelle peut être appréhendée grâce à la formule (2.j), 
que nous réécrivons ici : 

(2.j) E exp -aR\ -
z2Y 

2 
= (ch* + 

2a 

z 
shz 

-6-1) 

La loi de R2 est bien connue, i.e. : R2 = 2Z^-i)^ où Za désigne une variable gamma 
de paramètre a; la formule (2.j) peut donc être écrite sous la forme conditionnelle : 

(2.j) E exp 
z2Y 

2 
Ri=r 

z 

Vshz 

6-1 
exp-

r2 

2 
(z coth* - 1 ) 
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Nous utiliserons, par la suite, la conséquence suivante de la formule (ou de (2.j')) : 

(Sf) E 
1 

. ( ^ ) m " 1 
exp 

z2Y> 
2 = 7m,6 

Z 
2 shz< 

m-l 1 
<chzJ 

S—m 

formule valable pour 6 > (m V 1), avec ^m,s = 
r(6-m) 
T(6-l) • 

Démonstration de la formule (2.j") : On peut supposer tout d'abord la condition : 
1 < m < 6 satisfaite. On a alors : 

E 1 

(Rî) 
m - l exp 

z2Y 
2 

1 

R ( m - L ) 

/•OO 

/0 
daom"2E exp —aR2 

z2Y 
2 

1 
R m - L , 

+00 

o 
daam-2 chz 4 

2a 
z 

shz 
-(6-1) 

Or, on a, en posant A = chz et B = 2 shz 
z 

/•OO 

00 
da 

a™"2 
(A+aB)6-1 

(m+2 
1 

2?m A m 

ce qui entraîne aisément la formule (2.j"). 

2) Il découle de la formule (2.c) qui lie les processus de Bessel R et R que l'inverse 
du processus croissant (Ht, t > 0) est : 

1/2-y def 1 
4 

t 

/0 
du R2u 

En conséquence des propriétés de scaling de R et R, on a : 

(5.d') H1 (loi) 2 
VY 

Il découle alors, en particulier, de la formule (5.c) que l'on a : 

E Ri 
.2Y 

Y = v = 1 , 

soit : 

(S.d'i EfiSir] = 2Y. 
Une variante utile de la formule (5.d) est la formule suivante 

(.d)a. E [f(R1,H1) H? 

m = E 
(Rl)l-m 

s/Y 
2m+a-1Y m-(a + l) 

2 /1 
R2 
1 

2v/F 
2 

VF' 

Cette variante est une conséquence immédiate de la formule (o.d). 
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3) Prenons maintenant a = 0 dans la formule (5-d)arn, et écrivons (5.d)0m en 

utilisant la relation d'absolue continuité entre Mm,d et d'une part, et entre M"1** 

et P* d'autre part (on a posé : m = 2(m~l) , 6 = 2(5-1), d = 2(<S-ra) = 2d). 
On obtient alors : 

(5.d.l)m Mm,6-m[f(R1,H1)] 
cm.d2m~i 

cm,d 
"(fl,+2 («)<*) 

R21 

2VY 
2 

VY 

En particulier, pour m = 2, on a : 

"(fl,+2 («)<*) "(fl,+2 («)<*) = M2-*"2 f 
r21 

2VF' 
2 

VY 

Nous appliquons maintenant la formule f5.d,)a m à l'étude de la loi de H\ relative

ment à la probabilité M"1'6'™. 

PROPOSITION 2 : Pour tous 6, m, tels que : 6 > 1, et 6 > m > 0, on a : 

(5-e)m,6 

M771'6-™ rrm-l 
ni exp 

E2 

2 
h12 

= Ctm.S 
fOO 

I—oo 
dz exp(2if z) 

z 

shz 

, m- l 1 

(chz)*-m 

OU Am,6= o | ( m - l ) 1 

Vr 
r( | ) 

r(*-i) 
F(6-m) 

T(6-m/2 
En particulier, on a : 

(i) pour m = 1, et 6 > 1, 

(5.f), m1,6- exp É2 
2 »? =a1,6 

roo 

'-oo 
dz exp(2i£z) 

1 

ch zJ 

6-i 

avec ai,s 
1 

Vr 
r( | ) 

T(6-1/2 
e£ donc ; 

(5.f)'s M1,6-1 exp 
e2 

2 
H? 

T(66-1 +iE i2 

r ( ¥ ) 

^ pour m > 1, on obtient, en faisant tendre m vers 6 : 

(5-9)m M71'0 ï H™'1 exp 
E23 

E 
H21 = am,m 

/•oo 

J —oo 
dz exp(2t£2 

D 
Vsh* / 

m-l 

avec : am>m 

_ 3M-{ 

2~r-
Vr 

r ( f ) 
T ( m - l ) 
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En conséquence, si Ton prend, dans la formule (5.e)m6, 6—m = m—1, c'est-à-dire : 
6 = 2m—1, et que Ton compare les formules (5*e) 2m-i et on déduit de la 
formule de duplication : 

sh(2z) = 2 shz chz 

l'identité en loi suivante : 

COROLLAIRE 2.1 On note hmtd = 
1 

Jo 

ds 

Pm,d{3) 
avec les notations introduites 

en (5.1). On a : hm,m—] 
(loi) 

1/2 hm,o 

Remarque : L'énoncé de la Proposition 2 est écrit à l'aide des paramètres m et alors 
que celui du Théorème 4 est écrit à l'aide de m et d. Rappelons la relation : 6 = d—m; 
ces deux choix différents nous permettent d'obtenir des formules relativement simples 
pour les constantes cm,d et am>$. 

Démonstration de la Proposition 2 : On prend a = m - l dans la formule (5.d)am et 
on pose, pour simplifier les notations : d = 6-m. On a alors, par définition de M"1»*, 
pour toute fonction <p : ! + —• K+, borélienne : 

(5.h) 

MM,<I(#1M-V(#i)) = Cm.d № 
H1m 

R1 # l ) 

= Cm,d 22<m~1> E* 1 

(£?) 
m-l 

s/Y 
Y 

2 

V F . 

Introduisons maintenant N variable gaussienne centrée, indépendante de R; on a 
alors : 

Mm,d H?-1 exp 
E2 

2 
ni = Mm,d(Hm,d exp(iENH1)) 

(d'après (5.h)) = cm>d22(m-1) E2 1 

( â ? r V F 
exp 2if 

AT 

s/Y 

=c'm,d 
roo 

/-oo 
dx exp 

x2> 

2 
E5 

1 
(R21)m-1 

exp ( 2i£ 
x 

JY> 

1 

7 F 

= cm,d 
r°° 

J — OO 
dz exp(2i£*) E* 

1 

m r 1 

exp 
z2Y 

2 

où l'on a posé Cm,d — Cm,d 
22(m-l) 1 

X/2tt 
On déduit maintenant la formule (5.e)m6 de la formule (2.fh en posant : 

= cm,d 7m,$ 
1 

2m~1 = cm,d 
2m-l 

x/2tt 
7m, 6 
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Remarque : Les calculs ci-dessus permettent, par exemple, d'obtenir une expression, 
et les propriétés asymptotiques, de la transformée de Mellin : 

F(0 
def 1 

7T 

dft 

Jo 

dv 

(chv)s 

qui joue un rôle important en [18]. 
Posons 6 = C + 1. De l'égalité : 

E5 exp 
v2 

2 
Y "(fl,+2 («)<*) 

on déduit : 

^ ( 0 = 
Î 

V2n 
E5 

1 

s/Y 

1 
dgff 

1 
Vf [Hi] 

1 1 

\/2ir 6-1 
gdf (d'après la formule d'Itô) 

1 1 

V2tt C 
E[(2Z4) 1 

V5F 

1 R ( § + I ) 

"(fl,+2 («)<*) 

(*) 
Î Î 

v/7T 2 
R 

R(I±I) 
= 2-« R(C) 

"(fl,+2 («)<*) 

La dernière formule est celle qui figure en [18], et la dernière égalité découle de la 
formule de duplication de la fonction T : 

r ( 0 = 
1 

v/2tt 
2C-*r(§)r(*±±) 

La formule (*) ci-dessus peut également être déduite directement de (5J)c. où l'on 

prend £ = 0, ce qui donne : 2 
•oo 

'0 
dz 

1 

(eh*)'-1 

1 
(eh*)' 

(5.3) Nous donnons maintenant une description de la loi conjointe de 

{hm,d i Pm,d(l)) 

en termes de variables beta et gamma. 

Bien que cela puisse paraître étonnant au premier abord, les résultats les plus 
remarquables, et les plus simples à décrire, le sont pour les processus p i^ . En fait, les 
simplifications qui ont lieu dans ce cas particulier (m = 1) sont dues pour l'essentiel 
à la propriété de scaling, comme le montre la petite discussion du point (ii) qui suit 
l'énoncé du Théorème 4. De façon précise, on a le 
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THÉORÈME 5 : Soit d > 0, et N une variable gaussienne, centrée, réduite, 
indépendante du processus (Xt = pitd(t), t < l ) . 

Alors, la loi de N 
rt 

/0 

ds 

Xs 
, X1 sous M1,d est celle de : 

(log(Zd/2)-log(Z^/2); Zd/2 - Z'd/2) > 

OÙ Zd/2 et Z'd/2 désignent deux variables qamma, de paramètre 
d 

2 
indépendantes. 

Remarque : Dans le cas d = 2, le processus (pi,2(0 > t < l) est, d'après le point (iii) 
qui suit l'énoncé du Théorème 4, le méandre brownien (m(t), t < l ) , et le résultat 
du Théorème 5 peut être exprimé comme suit : 

N 
-1 

/0 

ds 
m(s) 

mil) 
(loi) 

( l o g Z - logZ' ; Z - Z ' ) 

où Z et Z ' sont deux variables exponentielles d'espérance 1, indépendantes. 
C'est ce cas particulier, présenté en [5], Théorème 5.4, (1), de façon légèrement 

différente, qui nous a suggéré l'énoncé général du Théorème 5. 

Démonstration du Théorème 5 : a) Pour simplifier l'écriture, posons a = 
d 

Rappelons 
ensuite aue. à l'aide de l'alcèbre des variables beta-gamma, on a : 

{Za\Z'a) 
(loi) 

(UaZ2a ; (l-Ua)Z2a) , 

où C/a, désigne une variable beta de paramètres (a, a ) , et Z2a une variable gamma 
de paramètre (2a), et Ua et Z2a sont supposées indépendantes. À l'aide de la 
représentation ci-dessus du couple (Za ; Z ' ) , on a : 

( | iog(za)-iog(z;) | Za-z'a-| 
(loi) 

log 
Ua 

l-Ua 
; \l-2Ua\Z2a 

(loi) 
LOG 

1+XQ 

• 1-Xa 
; XaZ2a 

où l'on a posé X v = \2Ua-l\. 

Remarquons maintenant que si l'on note Ya = log 
1+Xa 

l-XaJ 
. on a Xa = th m 

2 
b) Pour démontrer le théorème, il nous suffit donc de montrer les résultats suivants : 

(i) la loi de N 
rt 

'0 

da 

X. 
sous MM est celle de log 

Za 

Z'a 

(iï) conditionnellement à \N\ 
1̂ 

0 

ds 

Xs = 2/, la loi de \N\Xi est celle de fth 
V 

Z2a — 

( t h | ) z „ . 
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c) — Le point (i) ci-dessus découle de la formule (5.f)6, ou de (5.f)'6 : en effet, 
d'après ces formules, les deux variables qui figurent en (i) ci-dessus ont la même 
fonction caractéristique. Remarquons encore que, d'après la formule (5.f)6, on a : 

M1,5"1(|iV|fl'i G dy) (eh*)' 
dy 

1,5"1(|iV|fl'i G 

— Pour démontrer le point (ii) ci-dessus, nous reprenons le calcul fait dans la 
démonstration du Théorème 2, en considérant maintenant : 

$0 = $$(a, b) 
def 

El 
1 

fgd 
exp-(aRSe+bHs9)\ 

Prenons 9 = 1, et posons S = Si . À l'aide de la propriété de scaling, on a : 

$ i = E 
1 

y/SRx 
exp-VS(a .Ri+&#i) = E 1 

Ri 
exp- | iV | ( a f l i+6# i ) 

D'autre part, il découle de la formule (2.j) que l'on a : 

1,5"1(|iV|fl'i G 
roo 

fg 
dye-°y (chf + a s h f ) 

1,5"1(|iV|fl'i G 

En comparant les deux dernières formules, on obtient : 

1,5"1(|iV|fl'i G exp-(b\N\H! +a\N\Ri)) = <*ij 
•oo 

r0 
dye-°y ( c h f + a s h f ) 

-(¿»-1) 

d'où l'on déduit le point (ii) ci-dessus. 

Nous abordons maintenant le cas général, plus compliqué à décrire; la démonstration, 
très semblable à celle du Théorème 5, est laissée au lecteur. 

THÉORÈME 6 : Soit d > 0, et 0 < m < 2 ; soit également Nm une variable symétrique, 
indépendante du processus (Xt = pm,d(t) , t < l ) , et telle que : 

\Nm\ 
(loi) 

f2Z!_m) 

Alors, la loi de Nn 
RL 

/o 

ds 

X8 
X1 sous M71'* est celle de : 

(log(^ro)) log(Z'(m)) Z(m) _ Znm)\ 

où a= | , et les variables Za et Z'a(m> sont définies à l'aide d'un couple de variables 

indépendantes (Uà ,Zd), de la façon suivante : 

Z(m)a = uim>zd 2> (m> = (l-U^)Zd , 

Zu désignant une variable gamma de paramètre d. 
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(5.4) Nous discutons maintenant quelques cas particulièrement intéressants. 

(a) Le résultat du Corollaire 2.1 de la Proposition 2, qui consiste en l'identité en 

loi : Am,m-i = |Am,o nous permet de compléter le Tableau II, relatif aux ponts de 
Bessel, pour les dimensions d = 2 et d = 3, de la façon suivante : 

(SA) 
r 

Jo 

ds 

P2,l(s) 

(loi) 1 
2 

ri 

U 

ds 

r2{s) 

(loi 
sup Ä3 (s) 
6<l 

(5.j) 
ri 

Je 

ds 

Dzo(s) 
(loi) rtil 

.1 

Jo 

ds 
r3(s) 

(loi) 
supr3(s) 
5<1 

(b) L'égalité en loi des deux expressions qui figurent à gauche et à droite de (5.i), 
c'est-à-dire : 

(5.if 
ri 

Jo 

ds 

P2,lW 

(loi) 
supit3(s) 
&<1 

peut, compte tenu de la représentation de p2ti à l'aide du processus de Bessel de 
dimension 3, présentée en (iv) à la suite de l'énoncé du Théorème 4, être considérée 
comme une autre manière d'exprimer l'identité de Knight [12] : 

(5.k) 
At 
M? 

(loi) 4 T ( 3 ) 
= 4inf{*:Ä3(*) = l } 

où Af = /0tduB(Btt>0), Mt = supu<tBu, et {r8, s > 0) désigne l'inverse du temps 
local en 0 de B, mouvement brownien réel issu de 0. 

En effet, la représentation en question implique que le membre de gauche de (5.if 
a même loi que : 

1 

¿0 

du 
1,5"1(|iV|fl'i G 

1 
Vl3 

l3 

Jo 

dv 

R*{v) 

(où l'on a noté : L3 = sup {t : iî3(£) = 1}) alors que, par scaling, le membre de droite 

de (5.i)' a même loi que (T^) ' . 
En conséquence, l'identité (5.if peut être réécrite sous la forme : 

(S.i)" 
/•Li 

JO 

dv 

R3 (v) 

-2 

L3 
(loi) R(3) 

Nous Douvons maintenant généraliser l'identité (5.if de la façon suivante 
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PROPOSITION 3 : Soit 6 > 2 ; posons u = 
1 

6-2 On a alors, pour s > 0 fixé : 

(S.i% 
i 
2 

u 

u 

ds 

P2,S-2(S) 

(loi) 1,5"1(|iV|fl'i G 

(^•- (r i1) ) 
,1/2 

où l'on a posé : (*)= sup,<t (-X^), A*'-=f0 dst(XM<oy X?}=\Bt\-idu 

t > 0, et enfin : rjf = inf {u : № > s), (lt), resp : (l\^), désignant le temps local 

en 0 de B, resp : i M . 

Nous donnons tout d'abord une démonstration calculatoire de (5.i')6, en nous 
appuyant sur l'extension suivante de l'identité de Knight, rappelée ci-dessus : 

(5.1) El exp 
A2 A»<-{T?) 

2 ( J M ( r n ) -

( A 
^sh A< 

1 
xh A> 

(rappelons également que ^ = ¿-2) . 

La formule (5.1) est précisément le premier résultat du Théorème 9.3 de [29]. 

Ainsi, si l'on pose K2 = 
A2 A»<-{T?) 

A2 A»<-{T?) 
la formule (5.e)28 nous permet d'écrire : 

A2 A»<-{T?) l T i e x p ( - £ f l ? ) sdg 
roo 

J —oo 
dz exp(2i£z) E[exp (-*- K2)] . 

En faisant le changement de variables z = 4? dans le membre de droite, on obtient : 

M2' 2 ft exp H?) = c E 
1 

k 
exp 

2£2v 
k2 

où c est une constante qui ne dépend que de 6. 

On déduit de cette identité h>2t6-2 
(loi) 2 

K c'est-à-dire (5.i')6. 

En fait, une bien meilleure compréhension de l'identité en loi (5.i')6 peut être 
obtenue grâce au théorème de Ray-Knight suivant, relatif aux temps locaux de 
(*tM) i ' < Ta) i ce théorème est énoncé et démontré en ([29], p. 127). 

THÉORÈME 7 : Soient s > 0, et fi > 0. On note (A^ ; 0 < x < 1) le processus 

(continu en x) des temps d1 occupation définis de la façon suivante : 

(5.m) 
1 

lTiexp(-£fl?) 

YU 

f0 
du l(Xu<o) f 14 

Xu 

lTiexp(-£fl?) 

ty 

o 
dxf(x)Xf8) , 

pour toute fonction f : [0,1] —• R+, borélienne. 

Alors ((A?\)1/2 ; 0 < x < 1) a pour loi M2, î. 
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COROLLAIRE 7 . 1 : Soit 6>2. On pose n = 3 3 5 . On a alors 

(I /l2,«-2 5 P2,«-2(l)) 
(loi) / 0 0 (rf) 

(^ ' - (RI4)) 
1/2 

yu 

( ^ • - ( r r ) ) 1 / 2 . 

Démonstration : En combinant la formule (5.d.l)m=2 et le Théorème 7 ci-dessus, on 
obtient, pour toute fonction / : R+ xR+ —• R+ borélienne : 

(5.n) rf's"2(/№,Hi))lTiexp(-£fl?) = E / 
y1(s) 

lTiexp(-£fl?) 1/2 
2 

lTiexp(-£fl?) 
1/2 

Or, il résulte de la formule (5.m) que l'on a : 

/0 dxXU 
-4 

dfgh jM(7?) 

U"--(RI*))1/2 

S 
lTiexp(-£fl?) 

Le résultat du corollaire découle alors de (5.m). 

Appendice 1 : Sur l'intégrabilité du temps local d'intersection renormalisé 
du mouvement brownien plan. 

(Bt, t > 0 ) désigne ici un mouvement brownien plan, issu de 0. Le temps local 
d'intersection renormalisé (7 t , t > 0 ) est le processus continu qui figure dans la 
formule de Tanaka-Rosen : 

[ O ] 
dfh 

Jo 
ds\og\Bt-Ba\ = 

gh 

/0 
dBu ; 

gh 

fh 
ds 

Bu—Ba 

Bu—B8\ 
H-7T7t 

(Voir, par exemple, [31] pour l'existence et la définition de (7*, t > 0 ) , et la 
démonstration de la formule (*)). 

On se propose ici de montrer la 

PROPOSITION : Soit t > 0 fixé. Il existe A > 0 , suffisamment petit, tel que : 

E[exp(A|7t|)] < o o . 

On peut se ramener, par scaling, à t = 1. 

Étape 1 : Pour démontrer la Proposition, il suffit, d'après la formule (*), de montrer 
que chacune des variables : 

et 

lTiexp(-£fl?) 
fg 

Jo 
ds\og\Bl-B8\ 

(loi) fg 

Jo 
ds log|5s | A^X' 

Vdef 
/.1 

r0 
dBu 

ds 

'0 
ds 

BU—BM 

\B„-BA2. 

admet des moments exponentiels. 
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Étape 2 : En ce qui concerne X ' , l'inégalité : \ogu < u, pour u > 1, entraîne : 

X' < HTh + \Bs\) 

Il découle alors de ridentite en loi du tableau I, pour 6 = 2, et du fait que, si ¡3 est 
un mouvement brownien réel, alors : 

E exp [e fsuplAir l 
q<1 

< 00 , 

pour e suffisamment petit, qu'il existe e1 > 0 tel que : Ejexp (e'(X) )] < oo. 

Remarque (suggérée par le rapporteur) : Plus simplement, on peut utiliser la 
décomposition : \Bt\ = fit + § JQ j^rj, où (fit, t > 0) désigne un mouvement brownien 
réel, pour majorer X1 par : supa<x \Ba\ 4- 2 s u p ^ \/3a\ puis appliquer l'estimation 
ci-dessus. 

Étape 3 : Pour démontrer que Y admet des moments exponentiels, il nous suffit de 
montrer que le processus croissant, pris au temps 1, de la martingale : 

Yt 
DEF gh 

Jo 
dBu ; 

ds 

/0 

ds 

Bu—Ba 

(on note : z le conjugué de z (€ C)) admet des moments exponentiels. Or, on a : 

< y > 1 = 
»i 

sd 
du 

sd 

sd 

ds 
Bu—Ba 

.2 

Estimons maintenant : 

E[exp (A<y>j) ] 
oo 

n=0 

An 

n! 
E [ < r > ? ] 

On a : 

E [ < F > ? ] = E 
ri 

/o 
du 

ui 

r0 

ds 

Bu—Ba 

2n 

< E 
ri 

0 
du 

rt 

lo 

ds 
Bu—Ba I 

trt 
(d'après l'inégalité de Holder) 

< 
1 

n + 1 
E 

ri 

'0 

ds 
rt 

2nn 
(par retournement e n u , et scaling). 

En reportant cette inégalité dans le développement en série de Efexp (A<y>i ) l , il 
vient : 

E[exp(A<y>!) ] < E exp ( A 
/.i 

rtr 

ds 

Ba 

,2\ 

< oo , 

pour A suffisamment petit, d'après l'étape 2. 
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Remarque (suggérée pax le rapporteur) : Pour obtenir la dernière estimation, on 
peut également utiliser l'inégalité de Jensen au lieu du développement en série de 
l'exponentielle; en effet : 

exp (\<Y>! ) = exp A 
ri 

Jo 
du 

fg 

Jo 

ds 

Bu—Ba 

.2> 
< 

rl 

0 
du exp A 

ru 

/0 

ds 
Bu—Bs 

,2' 

d'où l'on déduit, par retournement en m, et scaling : 

E[exp (A<y>!) l < E exp A 
rl 

Jo 

ds 

B3 

fg 

Appendice 2 : Processus self-similaires et espérances conditionnelles. 

Soit a G E ; on dit que (Xt, 0 < t < 1) processus mesurable à valeurs 
réelles est self-similaire d'ordre a (on écrira : a-SS) si : pour tout 0 < c < 1, 

(Xct, t < 1) ^ (caXt, t < 1). Une autre démonstration de l'énoncé ci-dessous 
et de nombreuses conséquences sont développées en [22]. 

PROPOSITION : On suppose que X est a-SS et que : E(\X\\) < oo. Alors, pour tout 
/3 > —1, on a : 

E[XX\X^] 

où X<« = (/3+1) f¡dttP-~xt. 

Démonstration (suggérée par le rapporteur) : 

(i) On commence par remarquer que, pour tout t G [0,1], on a : 

E(\Xt\)=t"E(\X1\) . 

En conséquence, pour ß > —1, on a : 

E 
ri 

fg 
sp-a \X,\da = B № I ) 

fg 

Jo 
dssß) 

1 

/3+1 E ( l* i | ) , 

et le processus (6 
def 

£daaP-aXtì t<l) est absolument continu, et à variation 

integrable. 
De plus, pour t G [0,1], on a : lTiexp(-£fl?) f¡dseP-*Xu, et : 

(*) le couple {Xtì£t) a même loi que le couple ( taXi , f+1^i ) . 

(ii) Pour tout X G R, on a : 

exp(ixfi) = 1 + ix 
kj 

jk 
dasP-Be^'X, 
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On déduit ensuite de (*) l'égalité : 

E\exv>(ix£i)] = 1 -f ix 
gf 

о 
d 5 ^ E [ e x p ( î x ^ + 1 ^ ) X i ] 

= 1 4 
г 

0+1 

fX 

fg 
dyK[exp(iy£i)Xi] , 

à l'aide du changement de variables : y = xs^+l. 
En dérivant par rapport à rr, on obtient : 

E[exp(tefi)6] 
1 

0+1 
E[exp(teíi)-Yi] 

ce qui équivaut à : ЩХг |&] = (/?+!)&. 

COROLLAIRE : Soit (Yt, t > 0) processus stationnaire au sens strict tel que 
E(\Yo\) < oo. Alors, pour tout À > 0, on a : 

E[Y0\YX) = YX 

où Y\ = X 
•oo 

'0 
dte~MYt. 
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