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REPRESENTATION REGULIERE DU GROUPE QUANTIQUE
DES DEPLACEMENTS DE WORONOWICZ

Saad Baaj

Introduction

Soit H un espace de Hilbert. Un unitaire V' qui agit dans H @ H est dit
multiplicatif s’il vérifie la relation pentagonale Vi3Vi3Vas = Va3Vi2. Un unitaire
multiplicatif V est dit régulier [4] si ’adhérence normique C(V) de la sous-algébre
C(V) = {((dQw)(EV) [ w € L(H)«} de L(H) ou X est la volte, coincide avec la
C*-algebre des opérateurs compacts K dans H ; il est dit irréductible [4] s'il existe un
unitaire U € L(H) vérifiant les conditions :

a)U?=1et (Z1QU)V) =1
b) 'unitaire V = S(U®1)V(U®1)T est multiplicatif.

Dans [4], en collaboration avec G.Skandalis, nous avons associé a tout unitaire
multiplicatif régulier V, deux C*-algébres de Hopf (Sv,g‘\/) en dualité, généralisant
ainsi le cas des C*-algébres de Hopf (C,(G), C*, ,(G)) associées a un groupe localement
compact G. Comme nous l’avons annoncé dans [4], 'hypothése de régularité, qui
correspond en fait & la dualité de Takesaki-Takai pour les produits croisés de C*-
algebres, n’est pas toujours vérifiée. Citons ’exemple suivant qui sera développé ailleurs
[5]. Soit G un groupe localement compact, & tout couple (G1,G3) de sous-groupes
fermés de G, d’intersection triviale et tel que ’ensemble GG, soit un ouvert dense
dans G, on peut associer, comme [4] dans le cas G = G1G2, un unitaire multiplicatif
V' qui correspond au biproduit croisé de [17]. Dans ce cas, I’algebre C(V') est le produit
croisé C,(G)A,.4(G1 X G2) ou le sous-groupe G (resp. G3) agit par translation a droite
(resp. a gauche) dans G. Remarquons que la C*-algébre C,(G),..(G1 X G2) contient
la C*-algeébre des opérateurs compacts. Cependant, si G # G1Ga, cette C*-algébre
admet plus d’une représentation et donc, dans ce cas, l'inclusion K C C(V') est stricte.
Notons cependant que 'unitaire multiplicatif V est irréductible.

Dans cet article, nous dégageons deux conditions plus faibles que les conditions de
régularité et d’irréductibilité de [4], qui nous permettent de realiser les constructions
de [4] et d’obtenir la plupart de ses résultats. La premiére condition que nous avons
appelée “semi-régularité”, revient a4 demander que ’adhérence normique de C(V)
contienne la C*-algebre des opérateurs compacts. Une conséquence de cette hypotheése
est que C(V) est auto-adjointe et donc par la preuve de (cf. [4] 3.5), Palgébre réduite Sy
et Dalgebre réduite duale Sy sont également auto-adjointes. D’autrepart, nous disons
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que 'unitaire multlphcatlf V est “équilibré” s’il existe un unitaire U € L(H) tel que
U? =1 et que Punitaire V = S(U®1)V(U®1)T soit multiplicatif.

Si V est un unitaire multiplicatif équilibré et semi-birégulier, i.e V' et V semi-
réguliers, nous montrons (paragraphe 3) que les C*-algébres Sy et Sy peuvent
étre munies de structures de C*-algebres de Hopf bisimplifiables naturelles. Nous
montrons également que les constructions et les résultats de ([4] appendice) restent
valables dans ce cadre. En particulier, si W est 'unitaire multiplicatif associé & une
représentation covariante (cf. [4] appendice) d’un unitaire multiplicatif V satisfaisant
aux conditions précédentes, I'algébre réduite Sw (resp. 1'algébre réduite duale Sw)
munie du coproduit §(z) = W(z®@1)W* (resp. §(z) = W*(1®z)W) est une C*-algébre
de Hopf isomorphe & la C*-algebre de Hopf Sy (resp. Sv)

Notons que dans le cas non régulier, on ne peut espérer obtenir la dualité
de Takesaki-Takai pour les produits croisés de C*-algébres. Cependant, comme
I’hypothése de semi-régularité implique la “régularité au sens faible”, i.e I’adhérence
faible de la sous-algebre C(V') coincide avec L(H), la méthode de [11] s’adapte dans le
cadre des unitaires multiplicatifs irréductibles semi-biréguliers pour établir la dualité
de Takesaki pour les produits croisés d’algebres de von Neumann.

Dans le paragraphe 4, nous étudions un exemple important d’unitaire multiplicatif
irréductible, semi-birégulier mais non régulier : la représentation réguliere du groupe
quantique [25,26] des déplacements E,(2) de Woronowicz. Rappelons qu’étant donné
un nombre réel u > 1, la C*-algebre de Hopf (A4, §) des “fonctions continues sur E,(2)
tendant vers 0 a 'infini” est [25] le produit croisé A = C,(C,)x4,Zou C, ={z € C/
|zle uZ} U {0}, pour I’action définie par a(f)(¢) = f(p~1¢). 1l est facile de deviner (3]
une mesure positive v sur ’espace C, telle que le poids dual ([15], [22]) correspondant
® soit une mesure de Haar pour E,,(2). La preuve de I'invariance a gauche et a droite
de cette mesure de Haar est alors basée sur ’expression de ce poids ® comme une
somme de formes positives sur A et sur le calcul du produit de convolution de ces
formes.

Comme nous le montrons dans un cadre assez général au paragraphe 2, a toute C*-
algebre de Hopf munie d’une mesure de Haar, nous associons une isométrie pentagonale
qui correspond dans le cas des groupes a la représentation réguliere. Dans le cas du
groupe quantique E,(2), I'isométrie V obtenue est un unitaire multiplicatif semi-
régulier mais non régulier. Comme on peut s’y attendre dans une “situation avec
mesure de Haar”, la représentation réguliére V' est irréductible. Nous montrons que la
C*-algebre de Hopf réduite (Sy, 6y) coincide avec (4, 6) et que la C*-algebre de Hopf
réduite duale Sy munie du coproduit opposé est isomorphe a la C*-algebre de Hopf
[26] des “fonctions continues sur le dual de Pontrjagyn E,(2) tendant vers 0 a I'infini”
au sens de Woronowicz.

Par les résultats du paragraphe 3 et la moyennabilité de E,(2) et de E:(\2), nous
savons que les représentations (resp. coreprésentations) de V sont les représentations
de la C*-algébre Sy (resp. Sv). S’appuyant sur la description (théoréme 4.10) de
l'unitaire multiplicatif V' comme multiplicateur de la C*-algebre Sy ® Sy, on peut
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déduire la description [26] des représentations du groupe quantique E,(2) donné par
Woronowicz.

Une autre conséquence de la moyennabilité de E,(2) est que le produit croisé
réduit Sy xSy coincide avec le produit croisé “max”. Il s’ensuit que les représentations
de la C*-algebre B = Sy xSy coincident avec les représentatons covariantes [4] de
I'unitaire multiplicatif V. Nous montrons que la C*-algeébre B est une extension
des opérateurs compacts par les compacts. Il en résulte que V n’admet que deux
représentations covariantes : la représentation réguliére et une deuxiéme que nous
décrivons.

Nous terminons le paragraphe 4 par le calcul des mesures de Haar duales et de leur
théorie modulaire. Pour déduire les mesures de Haar duales a partir de la mesure de
Haar @, on peut procéder comme dans le cas classique des algébres de Kac ([12], [13],
[16], [24]), i.e construire des algébres hilbertiennes & gauche et montrer que les poids
correspondants ([8], [22]) vérifient les propriétés d’invariance voulues. Pour garder a cet
article une longueur raisonnable, nous avons préféré procéder directement en donnant
les formes positives sur Sy qui permettent d’exprimer les mesures de Haar duales
comme somme de formes positives; le calcul de leur produit de convolution permet
alors comme dans le cas de @, de montrer les propriétés d’invariance . Nous montrons
ensuite que les théories modulaires de ® et des mesures de Haar duales 3 et U vérifient
la conjecture de ([21] paragraphe 6.).

S’appuyant sur une conséquence du formulaire de [21], nous montrons que le poids
® ® ® est une mesure de Haar invariante & gauche et & droite sur le double quantique
([4], [28]) de E,(2). Procédant comme dans le cas classique, on peut déduire dans
ce cas les mesures de Haar duales et montrer que leur théorie modulaire satisfait le
formulaire de [21].

Enfin, dans une premiére appendice, nous rassemblons les propriétés que nous
avons utilisées dans le paragraphe 4, des coefficients de Fourier (A(m, n))(, n)yez? de
la suite de fonctions notée (U(m,.))mez introduite par Woronowicz dans [25]. Dans
une seconde appendice, nous complétons la preuve du théoréme 4.2 et nous montrons
P'unicité de la mesure de Haar de E,(2).

Durant ’élaboration de cet article, j’al bénéficié de nombreuses et fructueuses
discussions avec G.Skandalis sur ce sujet ; je I’en remercie trés sincérement.

1. Préliminaires

Dans ce paragraphe, nous fixons les notations constamment utilisées dans la suite
et nous rappelons quelques définitions.

Soit E un espace de Banach et X C E un sous-ensemble de E. Nous notons X

I'adhérence de X dans E et nous désignons par lin X 'espace vectoriel fermé engendré
par X dans E.

Tous les produits tensoriels de C*-algébres, sauf mention expresse du contraire,
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sont supposés munis de la norme spatiale (produits tensoriels ”min”).

Soit A une C*-algébre, nous notons A la C*-algebre obtenue a partir de A par
adjonction d’un élément unité et M(A) la C*-algébre des multiplicateurs [18] de A. Si
J est un idéal bilatere fermé de A, on pose M(A4,J) = {m € M(A) / mA+ Am C J}.

Un homomorphisme de C*-algébres m : A — M(B) est dit non dégénéré si, pour
une unité approchée (e;) de A, m(e;) — 1 pour la topologie stricte.

1.1. DEFINITION. — (cf. [4]) Une C*-algébre de Hopf est un couple (A, §) ot A est une
C*-algébre et 6 : A - M(A®A+ A® A; A®A) est un homomorphisme non dégénéré,
appelé le coproduit de A, vérifiant (id ® §)§ = (6 ®:d)§. Une C*-algébre de Hopf est
dite bisimplifiable si on a A ® A = lin §(A)(1 ® A) = Tin §(A)(A ®1).

Soit H un espace de Hibert, si T € L(H Q@ H), on définit Ty,,Ty3,To3 €
L(H®H@H ) comme dans [4]. On note £ € L(H®H ) la volte donnée par £(£®n) = n®E
et on pose Ty = LT,

Pour T € L(H®H) et w € L(H)x, on définit les opérateurs (id @ w)(T) et
(w ®1d)(T) par les formules :

(€| (d®@w)(T)n) = w(6:T6,) , (§|(w®id)(T)n)=w(0';T6;)
ou b¢, 0, € L(H, HQH) sont définies par 8¢(n) = 6,(£) =€ @ 1.

1.2. DEFINITION. — (cf. [4]) Un unitaire V € L(H®H) est dit multiplicatif s’il vérifie
la relation pentagonale :

Vi2ViaVas = Va3Vi2

Si V € L(H®H) est un unitaire multiplicatif et w € L(H)«, on pose L(w) =
(w®id)(V) et p(w) = (id @ w)(V'). L’algebre réduite [4] (resp. 'algebre réduite duale)
Sy (resp. .§‘\/) de V est par définition I’adhérence normique dans £(H) de la sous-
algebre A(V) = {L(w) / w € L(H).} (resp. A(V) = {p(w) / w € L(H)4}). Quand

aucune confusion n’est possible, on note simplement S et S ces algébres.

Une représentation [4] (resp. coreprésentation) de V' dans l'espace de Hilbert
K est un unitaire X € L(K @ H) (resp. X € L(H @ K)) vérifiant la relation
X12X13Vas = Va3 X2 (resp. V12X13 X235 = X23V12). Dans ce cas, pour tout w € L(H )«
on pose px(w) = (id ® w)(X) (resp. Lx(w) = (w ®1:d)(X)); V'espace vectoriel
Ax = {px(w) /| w € L(H)\} (resp. Ax = {Lx(w) / w € L(H).}) est une sous-
algebre ([4] A.3) de L(K); on note alors Sx (resp. Sx) son adhérence normique dans
L(K).

Une représentation covariante ([4] appendice) de V' dans un espace de Hilbert K
est un couple (X,Y) ou X est une représentation et ¥ est une coreprésentation de
V dans le méme espace de Hilbert K vérifiant la relation de covariance Y12Vi3Xo3 =
X23Y12.
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2. Mesure de Haar sur une C*-algébre de Hopf

Dans ce paragraphe, nous associons a toute C*-algébre de Hopf munie d’une
mesure de Haar, une isométrie pentagonale qui correspond dans le cas des groupes
3 la représentation réguliére. Notons que notre définition d’une mesure de Haar est
moins restrictive que celle de [14]. Auparavant, nous rappelons quelques notations et
résultats de la théorie [7] des poids sur une C*-algebre.

Un poids [7] ® sur une C*-algébre A est une application de A4 dans [0, 0] telle
que ®(z + y) = ®(z) + ®(y) pour z,y € Ay et B(Az) = A®(z) pour A >0et z € Ay.
Un poids ® est dit semi-fini (normiquement) si le sous -espace vectoriel :

Mo = {z1 — 22 +i(z3 — 74), 7 € A, B(zj) < 0} =N3MNs

ot Ng = {z € A/P(2*z) < 00}, est dense dans A.

Si & est un poids sur une C*-algebre A, sa représentation [9] GNS (As, Hs,7s)
est définie de la fagon suivante. L’idéal a gauche Mg de A, muni du produit scalaire
(z | y) = ®(z*y), est un espace préhilbertien. Soient Hg le séparé complété de
cet espace préhilbertien et Ag l'application canonique de g dans Hg ; posant
ne(a)(As(z)) = Ag (az) pour a € A et © € Ny, on obtient une représentation e
de la C*-algébre A dans ’espace de Hilbert Hg.

Si @ est un poids normal semi-fini fidéle sur une algébre de von Neumann M, on
note [22] o le groupe d’automorphismes modulaires de M associé.

Soit ® est un poids s.c.i et semi-fini sur une C*-algébre A, alors [9] la
représentation 7 est non dégénérée et [7,9] ® admet un prolongement canonique
noté @, a I'algébre de von Neumann M = 7¢(A)", donné par :

®(z) =sup{f(z), f € M}, foms < &}

<§> est donc un poids normal semi-fini (pour la topologie ultrafaible) sur M vérifiant
® omg = ®. D’aprés [1], on a également pour tout z € M, :

®(z) = inf{l / il existe a; € A t.q T¢(a;) — z (ultrafort) et ®(a;) — I}

Soient ®, ¥ des poids s.c.i et semi-finis sur une C*-algébre A, alors le produit
tensoriel ® ® ¥ des poids ® et ¥ est le poids s.c.i et semi-fini sur A @ A défini par
PRV =(®RV)o(re ®Ty), ot ® ¥ désigne le produit tensoriel des poids normaux
[22] sur le produit tensoriel d’algébres de von Neumann.

2.1. LEMME. — (cf. [9], [14]) Soient M une algébre de von Neumann, B umne sous-C*-
algébre de M faiblement dense dans M et ® un poids normal, semi-fini ultrafaiblement
et fidéle sur M. Posons ¢ = ®|B* et supposons que ¢ soit normiquement semi-fini.
Notons Hg (resp. Hg) I’espace de la représentation GNS du poids ® (resp. ¢). Si
le groupe & un paramétre d’automorphismes modulaires (¢3) laisse B invariante et
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définit par restriction, un groupe & un paramétre d’automorphismes normiquement
continu de la C*-algébre B, alors l'isométrie U : Hy — Hg définie par U Agz = Asz
est un unitaire qui entrelace les représentations w4 et m4|B de B.

Démonstration. Soit (u;) une suite généralisée dans DJI;' normiquement bornée telle

que uj — 1 fortement. Posons v; = % /e"t2 of(uj) dt. On avj € imI et [22] pour

tout z € C, on a 03 (vj) — 1 pour la topologie *-forte. Pour tout y € g, on a :
Asyvj = Jqu»(df,ei(vj)h Asy— Asy

Soit alors (bx) une suite généralisée dans B qui converge fortement vers y, comme

brv; € My pour tout k et tout j, le vecteur Ag y est dans I'image de 'isométrie U.
J ¢ J Y g .

Soit A une C*-algebre et soit ¥ un poids s.c.i et semi-fini sur A, supposons que le
prolongement canonique ¥ de ¥ & l'algébre de von Neumann M = my(A) soit fidele
et que le groupe d’automorphismes modulaires (o ) laisse la C*-algebre B = my(A)
invariante et définit par restriction, un groupe d’automorphismes de B normiquement
continu, alors d’aprés le lemme précédent, l'isométrie U : Hy — Hyg définie par
UAy y = Ay my(y) est un unitaire qui entrelace les représentations my et my o my. De
méme, il résulte de (2.1) que 'isométrie naturelle U : Hy ® Hy — Hygy définie par
U(Avz @ Ay y) = Awgy (z @ y) est un unitaire. On identifie également 1’espace de
Hilbert Hygugw au produit tensoriel Hy ® Hy @ Hy...

2.2. DEFINITION. — On appelle mesure de Haar & gauche (resp. & droite) sur une
C*-algébre de Hopf (A, ), un poids ® : A4 — [0,00] s.c.i et semi-fini vérifiant :

a) ® est fidéle sur I’algébre de von Neumann M = mg(A)"

b) a;‘i’-(ﬂ'q>(A)) = 7$(A) et pour tout a € A la fonction t — 0'?(77@((1)) est continue
normiquement.

c) Pour tout a € A4 et toute forme positive f sur A, on a ®(a* f) = || f||®(a) (resp.
&(f * a) = [|f]|2(a)).

Rappelons que si (A4, §) est une C*-algebre de Hopf, a € A, f, f' € A*, on pose :
ax f=(f@id)(8a)), fra=(id® f)(6a)), fxf =(f@f)06

2.3. PROPOSITION. — Soit (A, §) une C*-algébre de Hopf munie d’une mesure de Haar
a droite .

a) Pour tout z,y € Ny, on a (¥ Q ¥)((1 @ y*)é(z*z)(1 ® y)) = ¥(z*z)¥(y*y).

b) Pour tout a € Nygy et touty € Ny, ona (TRYRV)((1®1Qy*)(1d®6)(a*a)(1®
19y)) = (¥ @ ¥)(a"a)¥(y*y).

Démonstration. Posons f = yWUy*, f est une forme positive sur A et on a ||f|| =
U(y*y). Par [19], il existe une famille de formes normales positives (w;)ics sur M telle
que ¥ = Zw,-. On en déduit ([22] 8.3) que (¥ ® ¥) = Z(w,- ® ), d’otu :

i i
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(TR U)((1ey")i(z"z) (10 1)) = Z(wi ®¥)o(ry @ me)(1®@y*)8(z*z)(1 ® 7))
= Z\Il(y*(a:*:c *W; 0 TMy)Y)
= Zf(:c*z *Ww; 0 Ty))

= Z(w,- omyg)(f *z*z)

=U(f xz*z) = Y(y"y)¥(z"z) < o0
d’ou le a).
Démonstration analogue pour le b).

Avec les notations ci-dessus, notons V l'isométrie dans ’espace de Hilbert Hy ®
Hy = Hygy définie par :

V(Ayz @ Ay y) = Ayow (8(z)(1 @ y))
ou z,y € MNy. Nous avons :
2.4. THEOREME. — L’isométrie V vérifie la relation pentagonale Vi,V 3V33 = Va3 Vi,.
Pour la preuve de ce résultat, on a besoin de :

2.5. LEMME. — Pour tout a € Nygy et tout z € Ny, on a VosAygugy (a ® 2) =
Avoreu((id® 6)(a)(1®1® 2)).

Démonstration. 1l est clair que si a appartient au produit tensoriel algébrique 9y ©Ny,
on a par définition de V' :

Vas Avgwew(a® 2) = Avguew((td®6)(a)(1® 1 ® 2))

Dans le cas général, soit (a,) une suite dans le produit tensoriel algébrique My © Ny
telle que (2.1) Aygw an — Awgw a. Par (2.3), on a :

Avouew((1d® 6)(an)(1818 2)) = Aveueu((id®6)(a)(1 ®@1® 2))

démonstration du théoréme. Pour z,y,z € Ny, on a par le lemme précédent :

VasVia (A\Il tQ@Ayy® Ay Z) = VasAyguew ((‘5(‘”)(1 ® y)) ® Z)
= Avguew (6%(z)(1 ® (6(y)(1 ® 2)))

17



S. BAAJ

D’autrepart, soit (b, ) une suite dans le produit tensoriel algébrique Ny © Ny telle que
Ayow bn — Avew (6(y)(1® 2)),on a:

V12V'13V23 (Aq; T Q® A\Il Yy A\II Z) V12V13 A\I' TQ® A‘l‘@‘l’ (6(y)(1 ® z))

nli_{{.lo V12Viz Avguew (¢ ® bn)
nli_r};o Viz Avouewd(r)13(1 @ by)
= nli_{lg() Aq;@W@W(SZ(CC)(]- ® bn) (Pa-r (2‘5))

Pour tout u € m$, on a avec les mémes notations :

Jim Avguews®(¢)(u ® ba) = lim (1y ® 1y @ 7¢)(6%(2)) Avevew(u ® bn)
= (my ® Ty @ 1y )(6*(2)) Avguew(u ® (5(¥)(1® 2))

Par densité normique dans A% des éléments u de M, tels que 7y (u) soient analytiques
pour le groupe d’automorphismes modulaires (at ), on déduit :

Jim Ayguewd®(2)(1® ba) = Avgwew (87(2)(1® (5(y)(1 ® 2)))

2.6. Remarque. — Soit (f}f 6}{une C*-algebre de Hopf.
e

1) Si ¥ est une mesure aar a droite sur (4, 6), la condition a) de (2.2) entraine
que ’espace des vecteurs bornés a droite relativement & la représentation GNS du
[9] systeéme hilbertien & gauche (A, Ny, sy) ou sy(z,y) = ¥(z*y), est [9] dense
dans Hy ; procédant comme par exemple dans [12], on montre facilement que
V € L(Hy) ® M o M est l'algébre de von Neumann engendrée par my(A).

2) Si @ est une mesure de Haar a gauche sur (A4, ), alors on montre de méme que
la formule V*(Ag z ® As y) = Asge (6(y)(z ® 1)) définit une co-isométrie V de
P’espace de Hilbert Hg ® Hg qui vérifie la relation pentagonale ; on a evidemment
que V€ M @ L(H) ou M est I'algebre de von Neumann engendrée par mg(A).

3) Si ¥ est une mesure de Haar & droite sur (A4, §), alors pour tout z € Ny et toute
forme f € A*,ona (f*z) € Ny et ¥((f*z)*(f*z)) < |||l ¥(z*z) ; voir par exemple
([23],(13]).

3. Unitaires multiplicatifs semi-réguliers

Le but de cette partie est de montrer qu’avec des hypotheses de regularlte
et d’irréductibilité plus faibles que celles de [4], les algébres de Banach Sy et Sy
canoniquement associées & un unitaire multiplicatif V, restent munies d’une structure
de C*-algebre de Hopf bisimplifiable (cf.[4] 3.). Sous les mémes hypotheses, nous
étudions également les représentations covariantes de ces unitaires multiplicatifs.
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Commencons par la définition suivante :

3.1. DEFINITION. — On dit que 'unitaire multiplicatif V dans H est semi-régulier si
Padhérence normique de ’algébre C(V') contient la C*-algébre des opérateurs compacts
K. On dit que V est semi-birégulier si V est semi-régulier et que I’adhérence normique

de I’espace vectoriel {(w ® id)(EV) [ w € L(H).} contient K.

Si V est semi-régulier, il est clair que ZV*Z est semi-régulier. Si deux unitaires
multiplicatifs sont équivalents et que 'un est semi-régulier, ’autre I’est.

Nous verrons au paragraphe 4 que la représentation réguliére du groupe quantique
E,(2) de Woronowicz est unitaire multiplicatif semi-régulier mais non régulier. Cepen-
dant, dans le cas unifére ( i.e 1 € A(V)) , nous allons montrer que la semi-régularité
d’un unitaire multiplicatif V entraine sa régularité .

On a:

3.2. PROPOSITION. — Soit V un unitaire multiplicatif dans H semi- régulier, S et S
les algébres de Banach associées.

a) L’adhérence normique de la sous-algébre C(V') de L(H) est auto-adjointe.
b) S et S sont des sous-C*-algébres de L(H).

Notons d’abord que si 'adhérence normique de C(V') est stable par l'involution, S et
S le sont également par la méme preuve que ([4] 3.5) ; d’otr le b) . Pour démontrer le
a), on a besoin de :

3.3. LEMME. — Soient H un espace de Hilbert, B une sous-algébre normiquement
fermée de L(H) et By une sous-algébre de B normiquement dense. Supposons que les

ensembles B} By et BgB} soient contenus dans B. Alors B est une sous-C*-algébre de
L(H).

Démonstration. 1l suffit de montrer que By C B. Or, pour tout = € By, il existe une
suite de polynomes (P,) telle que P,(0) = 0 pour tout n et que z soit limite normique
de (zPp(z*z)). Comme P,(z*z)z* € B,onaz*€ B .

démonstration de la proposition

Posons By = C(V) et notons B son adhérence normique dans L£(H). Nous allons
montrer les ensembles Bj By et ByBg sont contenus dans B. Pour w,w' € L(H)x, on
a:

=(1d @w' @ w*)(T12V33V13X23)

Il résulte du calcul précédent que si z,y € By, alors z*y appartient & I’adhérence
normique de I’espace vectoriel engendré par {(1d®a®p)(X12V33(a®b1)Vy3) [ a, B €
L(H)y; a,b € K}. Oril résulte de la semi- régularité de V et de ([4] 3.1) que I’adhérence
normique de I’espace vectoriel engendré par {(a ® 1)V(1®b) / a,b € K} contient la
C*-algebre K ® K. On en déduit que z*y € lin {(id ® a ® B)(Z12V33ViaVis) [ a, B €
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L(H)y}. Comme V33V13Vis = V12V3,, on a 2*y € B. Remplagant V par ZV*%, on

obtient également que zy* € B.
=

3.4. Remarque. — Si X est une coreprésentation (resp. représentation) de l'unitaire
multiplicatif semi-régulier V' dans un espace de Hilbert K, alors la sous-algébre ([4]

A.3) Sx (resp. S X) est une sous-C*-algébre de L(K); la preuve est la méme que dans
([4] A.3).

Nous ne savons pas si la semi- -régularité d’un unitaire multiplicatif V suffit pour
munir la C*-algebre S (resp. S) via le morphisme §(z) = V(z @ 1)V*) (resp.
é(z) = V*(1 ® 2)V) , d’une structure de C*-algébre de Hopf. Cependant, si S ou
S est unifere, c’est le cas car alors 'unitaire multiplicatif est régulier. Pour la preuve,
montrons le résultat suivant :

3.5. LEMME. — Soient V un unitaire multiplicatif, X une coreprésentation (resp.
représentation) de Vdans un espace de Hilbert K. On a :

lin(C(V)*o)X(KO1) = X(K 0 4x)
(resp.Tin (1O K)X(10C(V)*) = (Ax © K)X)

Démonstration. Pour w € L(H ).,k € K,ona:

(id Rw® id)(V;2212X13(k [ ) 1)) =(id RQuw id)(V;2X23212(k R1R 1))

On conclut grace a 'égalité V*E(K 0 K) =K QK.
L’assertion resp. résulte de celle-ci en remplagant V' par XV*¥ et X par TX *.2.

3.6. PROPOSITION. — Soit V un unitaire multiplicatif dans H de type compact (resp.
discret). Si V est semi-régulier, alors V est régulier.

Démonstration. Notons d’abord qu’ on a par ([4] 3.1), lin (KO1)V(KG1) = K 0 A(V).
Si V est semi-régulier, (3.5) entraine que KQ S C V(K ® S) Si V est de plus de type

compact, alors pour tout k € K ona V*(k®1) = 11m Z(k ® s;) avec k; € K et
S; € S.
Pn
Pour tout €,n € H, posons alors t = (id @ wkye)(ZV) et t, = Zea;f»km pour

J
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tout entier n. Pour tout a,3 € H, nous avons :

Pn

(a|(t—ta)B) =(a@kn | (EV)(B®E) =D (a|s56)(kn | B)

J

Pn
=((V*(k®1)- Z:(kj ®s)n®a)|B®E)

donc ||t — tn|| — 0 quand n — oo et V est régulier.

L’assertion resp. résulte de celle-ci en remplagant V' par XV*% .

L]
Par les résultats de [4], V est en fait (& la multiplicité prés), irréductible.
3.7. DEFINITION. — On dit qu’un unitaire multiplicatif V dans H est équilibré s’il
existe un unitaire U € L(H) tel que :
a) U?=1.

b) L’ unitaire V = £(U @ 1)V(U ® 1) est multiplicatif.

Par abus de langage (et de notation), nous dirons que le couple (V,U) est un unitaire
multiplicatif équilibré s’il vérifie les conditions de la définition précédente.

3.8. Remarque. — On déduit immédiatement de la définition de V que si (V,U) est
un unitaire multiplicatif équilibré, V est semi-birégulier ssi V' et ¥ sont semi-réguliers.
Notons aussi que I'unitaire V = S(1QU)V(1QU)T = (UQU)V(UQU) est également
multiplicatif.

Dans la proposition suivante, nous donnons des propriétés algébriques des co-
représentations et représentations d’un unitaire multiplicatif équilibré (V,U). Pour

cela, si X est une coreprésentation (resp. représentation) de V', nous posons X =
1®U)X;1(1QU) (resp. X = (U @ 1)X21(U ® 1)). Nous avons :

3.9. PROPOSITION. — Soient (V,U) un unitaire multiplicatif équilibré dans H et X
une co-représentation (resp. représentation) de V dans un espace de Hilbert K.

a) ‘712X13‘7;2 = X13Xp3 (resp. ‘733){13‘723 = X12X13)
b) 253‘/13)?23 = X12Vi3  (resp. XIZVISXB = Vi3sXa23)

¢) in(KoNX(C(V)*01)=Tn (KO Ax)X
(resp. Tin (10 C(V))X(1 0 K) =Tin X(Ax O K))
Démonstration. a) Cf. [4] A.7 b).
b) En conjuguant l’égalité 1712)(1317}2 = X13Xa3 par Punitaire (1@ U @ 1)¥,, , on
obtient V12 X352V, = X32X13 , d’ott Vi3X23V 3 = X93X12 . On démontre de méme
’assertion (resp.).
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c) Pour w € L(H)«, 0n a:

(id Rw @ Zd)((k ®1Q 1)X13‘7I2212) =(Zd Rw® td)((k‘ R1® 1)‘7;2X13X23212)
=(id@w R id)((k® 1 ® 1)V, T12X23X13)

On conclut grace & 'égalité (K @ K)V*E = K @ K.
L’assertion resp. résulte de celle-ci en remplacant V par ZV*T et X par TX*X.
u

3.10. PROPOSITION. — Soient (V,U) un unitaire multiplicatif équilibré et semi-
birégulier, X une coreprésentation (resp. représentation) de V. Nous avons :

a) X e M(K® Sx) (resp. X € M(Sx ® K)).

b) X e M(S® Sx) (resp. X € M(Sx ® S)).
Démonstration. a) Remarquons d’abord qu’ on a par ([4] 3.1), K ® Sx = lin (K ®
1)X(K®1). Comme V est semi- régulier, grace a (3.5), on a donc K®Sx C X(K®Sx).

L’unitaire multiplicatif V étant également semi- régulier , on a aussi par (3.9 ¢)) ,
K®Sx C(K®Sx)X. Donc X est un multiplicateur de K ® Sx.

L’assertion resp. résulte de celle-ci en remplagant V' par ZV*X et X par ZX*X.

b) 11 résulte clairement du a) qu'on a V € M(K ® S). Remplacant V' par V, on en
déduit que V € MK ® S) Par (3.9 a)), on a X»3 = X*3Vi2X13V?Y,. Comme Vi,
et X3 sont des multiplicateurs de K ® S®S x, i1l en va de méme pour Xo3.

L’assertion resp. résulte de celle-ci en remplagant V' par ZV*X et X par TX*X.
n

3.11. COROLLAIRE. — Soit V' un unitaire multiplicatif équilibré et semi-birégulier, S
et S les C*-algébres associées.

a) VeME®S).

b) Les adhérences des espaces vectoriels engendrés par {V(z®1)V*(1Qy) / =,y € S}
et {V(z®1)V*(y®1)/ z,y € S} sont toutes deux égales 3 S ® S.

c) Les adhérences des espaces vectoriels engendrés par {V*(1®z)V(1Qy) / z,y € S}
et {V*(1Q@z)V(y®1)/z,y € S} sont toutes deux égales a $®S.

Démonstration. a) résulte clairement de (3.10 a)).

b) Poura € K,w e L(H)s et y€ S,ona:

V(L(aw) @ NV (18 y) = (w @ id ®1d)(Vi2V13(a ® 1@ y))

Par (3.10 a)) I’espace vectoriel engendré par {V(a®y) / a € K,y € S} est dense dans
K®Ss.
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Poura e K,we L(H)sety€ S,ona:

(y® )V(L(wa) @ HV* = (w @ id ® id)((a ® y ® 1)V12V3)

Par (3.10 a)) P’espace vectoriel engendré par {(a®y)V / a € K,y € S} est dense dans
K®S.

L’assertion c) résulte de b) en remplagant V par XV*Z

Maintenant on a exactement comme dans ([4] 3.8) :

3.12. THEOREME. — Soit V un unitaire multiplicatif équilibré et semi-birégulier.
Munie du coproduit § donné par é(z) = V(z ® 1)V*, l'algébre réduite S de V
est une C*-algébre de Hopf (1.1) bisimplifiable. Munie du coproduit § donné par
6(:1:) = V*(1 ® z)V, lalgébre réduite duale S de V est une C*-algébre de Hopf
bisimplifiable.

Si V est un unitaire multiplicatif semi-régulier, alors on peut construire comme
dans [4] les C*-algebres pleines S, et S,. Si de plus, V est équilibré et semi-birégulier,
ona:

3.13. THEOREME. — (cf. [4] A.6) Soit V un unitaire multiplicatif équilibré et semi-
birégulier, alors les C*-algébres pleines S, et S, sont munies naturellement de struc-

tures de C*-algébres de Hopf bISzmphﬁabIes De plus, les coreprésentations unitaires
de la C*-algébre de Hopf S (resp. S) correspondent exactement aux représentations

de la C*-algébre S (resp. Sp).

Grace & (3.10), la preuve est la méme que celle de ([4] A.6).

__ Enfin, pour affirmer avec ces hypotheses que V' est en fait un multiplicateur de
Sp @maz Sp €t que les relations Vi3Vi3Vas = Vo3Vig et Va3ViaVis = VizVas ont lieu
respectivement dans £(Sp®maz H ®maz ®Sp) €t L(Sp Omaz Sp® H), il suffit de montrer

le résultat suivant :

3.14. LEMME. — Soit V' un unitaire multiplicatif dans I’espace de Hilbert H.

a) Si (K,X) est une représentation et (K,Y) une coreprésentation de V dans le
méme espace de Hilbert K vérifiant [Y12, X23] = 0 dans L(H ® K ® H), alors nous
avons [X;2Y'21X12Y;1, 2231/23] = 0 dans L(K RHQ® H)

b) Si (K,X) est une représentation et (K,Y) une coreprésentation de V dans le
méme espace de Hilbert K, alors nous avons [X3},Y23X12Y35,%24V24] = 0 dans
LK@HRKQ®H).
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Démonstration. a) Nous avons :

X12Y21X12Y 5, E23Vo3 =503 X 13Y31 X13Y 5, Vas
=X93X13Ya1X13V23Y 5, Y5,
=%93X13Y31 X1, Va3 X12Y35, Y5,
=Y23 X 13 X1, Y31 Va3Y 3, X12Y5,
=D23 XT3 X1, VesYa1 X12Y5; = To3Vas X1, Ya1 X12Y 3,

b) Posons K' = K@K et X' = X3 (resp. Y' = Yi3) dans L(K'®H) (resp. L(HRK').
Il est clair qu’on a [Y{,, X33] = 0 dans L(HQK'®H) ; le b) résulte alors du a) appliqué
aX'etY'

"

En s’appuyant sur le lemme précédent, il est facile de voir que les assertions

b), ¢) et d) du lemme A.7 et la proposition A.8 de [4] sont vraies pour un unitaire
multiplicatif équilibré et semi-birégulier.

Passons mantenant aux représentations covariantes de tels unitaires multiplicatifs.

Notons d’abord qu’a toute représentation covariante (X,Y) dans un espace de
Hilbert K d’un unitaire multiplicatif semi-régulier, on peut associer (3.14 b)) un
unitaire W € L(K ® K) donné par Wi3 = X},Y23X1,Y3; dans L(K @ H ® K).
Comme dans ([4] A.10), on montre que W est multiplicatif et que (Y,X) est une
représentation covariante de W dans ’espace de Hilbert H.

3.15. LEMME. — Soient V un unitaire multiplicatif dans H et (X,Y’) une représentation
covariante de V dans l’espace de Hilbert K. Nous avons :

C(V) @ K(K) =Tin (10 K(K))X21(K 0 )Y (1 0 K(K))

Si de plus V est semi-régulier, I’unitaire multiplicatif W dans K associé a (X,Y) est
semi-régulier.

Démonstration. Pour k € K(K) et w € L(H)x, nous avons (1d @ id@w)(1®k®
1)Y'3,X21513Y12X33). On conclut grace a Pégalité lin {(:d®@w)(X) /w € L(H).} =K.

Supposons maintenant que V soit semi-régulier. Comme (Y, X) est une représentation
covariante de W on a par le résultat précédent lin (C(W)OK) = lin (10K)Y21(K(K)©
1)X(1 ® K). Nous avons K(K ® H) C lin (C(W) ® K). En effet, il suffit de montrer
qu'un opérateur compact z € K(K ® H) de la forme z = (1® hy)X*(k® h2)X(1® h3)
ot k € K(K), h; € K, appartient & lin (C(W)®K). Or, par la semi-régularité de V, on
peut supposer qu’ on a X*(k® h2) = (1 ® ¢)Y21(k' ® 1) avec c € C(V) et k' € K(K),

d’ou la semi-régularité de W. .
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3.16. LEMME. — Soit (X,Y) une représentation covariante dans l'espace de Hilbert
K de 'unitaire multiplicatif semi-régulier V, notons W I'unitaire multiplicatif dans K

associé. Nous avops.:  _-
a) Sw = Sy et Sw = Sx.

b) Sy =1lin {(w' @ id)(X) /w' € L(K).} et Sy =Tin {id@ W' )Y) /o' € L(K).}.
Démonstration. a) Y étant une représentation de W dans H, ’adhérence normique
dans L£(K) de I’espace vectoriel engendré par {(w®w'®1d)(Y13Wa3) / w € L(H),w' €
L(K)«} est Sw. Or, la relation de covariance X;2W13Y23 = Y33X12 entraine que
l’adhérence normique dans L(K) de l'espace vectoriel engendré par {(w' @ w ®
id)(W13Y23) /| w € L(H)\,w' € L(K).} est Sy. Comme Sw et Sy sont des sous-
C*-algebres de L(K), il y a égalité.

La deuxiéme égalité résulte de la précédente en remplagant V par ZV*T et (X,Y)
par (LZY*E,ZX*%).

b) (Y, X) étant une représentation covariante de W dont ’unitaire multiplicatif associé

est V, le b) résulte alors du a).
"

3.17. LEMME. — Soient (V,U) un unitaire multiplicatif équilibré, (X,Y) une représen-
tation covariante de V. Nous avons :

a) Yi2 = (YX)33Vis(Y X)23.
b) Xa3 = (Y X)1aVia(Y X1,
Si, de plus, V est semi-régulier, nous avons :
C) Y23W13-)~f21 = )?21}’23-
d) Y2 WisX12 = X12¥32.
e) Wiz = (Y X)) Yas (Y X)3,.

Démonstration. a) résulte de (3.9 b)) et de la propriété de covariance; on démontre
de méme le b).

L’assertion resp. (3.9 b)) peut s’ecrire également V31X21)?u = )?321/31 dans L(H ®
K ® H). Dans L(HQ® K ® K @ H), nous avons :
YisWas X42Yis =Yas X3, Yis X1V 13 X 42 Vi

=X;11/431/13-X21242

=X3,Vi Vi3 Va1 X21 X 42

=XV XhYiuXeVa

=XV i1 Y13V = X2Y3Y13
d’ou le ¢). En conjuguant ¢) par l'unitaire (1 ® U ® 1), on obtient d). L’assertion e)
résulte de c) et du fait que Y est une représentation de W.
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Comme conséquence des résultats précédents, nous avons :

3.18. THEOREME. — Soient V un unitaire multiplicatif dans H équilibré et semi-
birégulier et (X,Y’) une représentation covariante de V dans I’espace de Hilbert K.

Notons W I'unitaire multiplicatif dansK associé. Nous avons :
a) Mume du morphisme 8w (resp. éw) donné par 5w(:v) W(z @ 1)W* (resp.

6W(w) =W*(1Q® z)W), la C*-algébre Sy (resp. SW) est une C*-algébre de Hopf
bisimplifiable.

b) I existe un unique isomorphisme de C*-algébres de Hopf m (resp. 7) de Sy (resp.
Sv) sur Sw (resp SW) vérifiant (:d Q@ n)(V) =Y (resp. (T ® id)(V) = X).

o) (F@m)(V)=
Démonstration. La coreprésentation Y de V étant stablement équivalente (3.17 a)) a la

coreprésentation réguliére, il existe un unique isomorphisme 7 de C*-algébres de Sy sur
(3.16 a)) la C*-algebre Sy = Sw vérifiant n(Ly(w)) = Ly(w), donc (id@ 7)(V) =

Remplagant V par LV*E et (X,Y) par (ZY*Z,EX*Y), on déduit de ce qui
précéde un unique isomorphisme 7 de C*-algebres de Sy sur la C*-algebre Sx =Sw
vérifiant 7(py(w)) = px(w), donec (7 ® id)(V) = X. Appliquant (T ®id @ 7) & la
relation pentagonale Vi3 Vi3Va3 = Va3Vi2, on obtient I'égalité W = (7 @ 7)(V).

Soit z = (w' ®1id)(X) ot w' € L(K)«, nous avons :

W(r(z) @ 1)W* =(w' @ id ® 1d)(Wo3 W1, W3s)
=(w' Q@ id @ id)(W1,Wi3)
=(w' ®idQid)(T Q@7 Qn)(Vi2Vi3)
=(r@n)(V(Ly(w' o7) @ 1)V*)
— (r @ (v (2)
Par (3.12) et le calcul précédent, il résulte que Sy, munie de dw(z) = W(z ® 1)W*,

est une C*-algébre de Hopf bisimplifiable, et que 7 est un isomorphisme de C*-algébres
de Hopf de (Sv, év) sur (Sw, éw).

Le reste de ’assertion (resp.) se déduit comme précédemment. .

Grace aux résultats du paragraphe 4, on voit qu’avec les hypothéses précédentes,
Punitaire multiplicatif W n’est pas toujours (stablement) équivalent a V. Cependant,
nous avons :

3.19. PROPOSITION. — Soient (V,U) un unitaire multiplicatif dans H semi-régulier
et équilibré, (X,Y’) une représentation covariante de V dans l’espace de Hilbert K ;
notons W l'unitaire multiplicatif dans K associé. Alors I'unitaire mu]tfplicatif Wi3Was
dans K ® K est stablement équivalent a I’unitaire multiph'catif?leu Y}, dans KQH.

Démonstration. Montrons d’abord que l'unitaire multiplicatif (cf.3.21) Wi3Y2s dans
K ® H est équivalent a 'unitaire multiplicatif Y12V24Y dans K ® H. Nous avons

26



GROUPE QUANTIQUE DES DEPLACEMENTS DE WORONOWICZ

dans (KQH®KQ®H):

(Y X)12(Y X)3aWi3Yas (Y X )5 (Y X)34 =(¥ X )34Y12Yas V(Y X)3,
=Y1,Y3,Y23Vau V5,V 5, = V1, Vau V3,

11 suffit donc de montrer que 'unitaire multiplicatif W13Ws3 dans K@ K est stablement
équivalent a 'unitaire multiplicatif Wi3Yy dans K @ H. Pour cela, soit T € L(K ®
H,H ® K) l'unitaire défini par T = .s(YX)n ous € L(K®H,H® K) est la volte.
Nous avons, d’aprés (3.17) ,dans LHQH)ou H=KQHQK :

Ts6T2sW1aWasT53T5g = W1aTosWos T35 = WisYos

3.20. COROLLAIRE. — Soit (V,U) un unitaire multiplicatif dans H semi-régulier et
équilibré vérifiant [Vlg, Vas] = 0. Alors V' est stablement équivalent & W13 Wa3, ot W
est I'unitaire multiplicatif associé a toute représentation covariante (X,Y) de V dans
un espace de Hilbert K.

Démonstration. On a avec les notations de (3.9), [}7’12, Vi3] = 0, d’ot le résultat.

3.21. Remarque. — Si V est un unitaire multiplicatif dans H et X une coreprésentation
(resp. représentation) de V dans I’espace de Hilbert K, il est facile de voir que 'unitaire
X23Vay (resp. V13X 23) dans K ® H (resp. H @ K) est multiplicatif.

Nous terminons ce paragraphe par un résultat (3.23) dans le cas irréductible (cf.[4]
6.2), qui nous sera utile au paragraphe 4.

Donnons nous un unitaire multiplicatif irréductible (V,U) et supposons que V
soit semi-birégulier, i.e V et V semi- réguliers. Nous avons :

3.22. LEMME. — L’unitaire V est un multiplicateur de la C*-algébre C(f}) ® K.

Démonstration. Pout tout w € L(H ). et tout k € K, nous avons :

(id @ w ®id)(VisT12V12(1 @ 1 @ k) = (id ® w ® id)(T12Vas Viz(1 ® 1 ® k)
= (id @ w ® id)(T12V12Vas(1 ® 1 ® k))

on conclut grace a ’égalité V(K @ K) =K @ K.

Il résulte clairement du lemme précédent qu’on a lin A(V)C(V) C(V)

3.23. PROPOSITION. — Soit (V,U) un unitaire multiplicatif irréductible et semi-
birégulier. Alors I’espace vectoriel fermé engendré par {L(w') p(w) [/ w,w’ € L(H).}

est une C*-algébre qui coincide avec la fermeture normique de I'algébre C( 17)
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Démonstration. Par 'irréductibilité ([4] 6.2 a)) de V il est facile de voir qu’on a :

T {(id@w)(VV) [ w € L(H).} = UCONU = C(V)
Remplagant V par ¥ dans (3.22) et utilisant (3.10), on obtient :

c_(f/_) =Tin {(id@w)(z @ )VV) / w € L(H).,z € AV)}
= lin {L(w') p(w) / w,w' € L(H)s}

3.24. Remarque. —

a) Soit V' un unitaire multiplicatif équilibré et semi-birégulier. Si la C*-algébre de
Hopf S agit dans une C*-algébre A par une coaction é4, alors comme dans le
cas régulier ([4] appendice), on peut définir le produit croisé “max” AXmasS
c’est la C*-algeébre dont les représentations sont données par les couples (7, u)
ou m: A — L(K) est une représentation de A dans ’espace de Hilbert K, et
u € L(K ®S) est une coreprésentation unitaire ([4] 0.3) de S vérifiant la condition
de covariance (7Qid)(64(a)) = u(m(a)®1)u* pour tout a € A.

Comme dans le cas des groupes, on a un plongement canonique 7 : A —
M(AX 42 S) (resp. g: S — M(AXmqes8)). Procédant comme dans ([4] A. 6), on
peut montrer qu’il existe un unitaire W € M(AxmazS ®S) tel que AxmaxS =
lin {n(a)(1d@w)(W) / a € A,w € L(H).}.

Si de plus l'unitaire multiplicatif V' est moyennable ([4] appendice), par les
résultats de (3.17), il est facile de montrer qu'on a AXmqeeS = AXS.

b) Avec les hypotheses de (3 23), le produit croisé réduit S xS est isomorphe 3 la C*-
algebre lin {p(w) L(w') / w,w' € L(H),} et donc contient la C*-algebre des opérateurs
compacts. En effet, pour tout w € L(H)., on a ([4] 6.1 (2)) V6(L(w))V* = 1@ L(w)
et ([4] 6.5 ¢)) [V,1® p(w)] = 0. _Notons que dans le cas ol I'unitaire multiplicatif
est de plus moyennable, onaSxS =25 XmazS dans ce cas les représentations de la
C*-algeébre S xS sont les représentations covariantes de I'unitaire multiplicatif V.

4. Groupe quantique E,(2) de Woronowicz

Dans ce paragraphe, nous montrons que la représentation réguliere de E,(2) est
un unitaire multiplicatif semi-birégulier (mais non régulier) et irréductible. Pour cela,
nous commencons par construire la mesure de Haar du groupe quantique E,(2). Nous
donnons ensuite les représentations covariantes de cet unitaire multiplicatif et nous
montrons que la C*-algébre S S =S xma,§ est une extension des compacts par les
compacts. Enfin, nous explicitons la théorie modulaire des mesures de Haar de E,(2)
et de son dual de Pontrjagyn.

Une partie des résultats de cette section ont été annoncés dans [3] ; nous donnons
également les preuves de ces résultats.
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a) Mesure de Haar du groupe quantique E,(2)

Commongons par rappeler la définition de la C*-algebre de Hopf [25] des “fonc-
tions continues sur E,(2) tendant vers 0 a I'infini” que nous noterons dans la suite

(4,6).

Fixons un nombre réel u > 1 et posons C, = {z € C/ | z |€ p?} U {0}. La
C*-algebre A est la C*-algebre universelle engendrée par un unitaire v € M(A) et
un opérateur normal n de spectre C, , affilié ([2], [25]) & A, vérifiant v*nv = un.
Autrement dit, A est le produit croisé A = Cy(C,)XNZ par P’action a de Z dans C,
définie par a(f)(¢) = f(171() -

Dans tout ce qui suit, nous notons L la représentation (fidéle) de A dans [%(Z?)
définie par L(v) = 1 Q vg ® vg et L(n) = vop @ ng ® 1 ol vy (resp. ng) est 'opérateur
dans [%(Z) défini par voen, = €nt1 (resp. noen = pey); (en) étant la base canonique
de 1?(Z).

Le coproduit é est I'unique homomorphisme non dégénéré de A dans M(A® A)
vérifiant 6(v) = v @ v et §(n) est la fermeture de 'opérateur v@n+nQ@ v* , voir [25].

Fixons maintenant quelques notations qui seront constamment utilisées dans ce
paragraphe. Posons H = [%(Z3). Pour tout a,b,c € Z, nous notons wg . la forme
z — (ecatba | L(T)eop,0) sur A ot (eqp,c) désigne la base canonique de I?(Z?). Pour
tout 7,7 , notons f; ; € Cy(C,) la fonction & support dans {z € C,/ | z |= p'} définie

par fij(z) = (_z__ Tsi| z|= g I est clair que wqpo(Vifjk(n)) = &
forme ¢ — (€q,b,c | L(z)ear b o) sur A coincide avec la forme 5Z:Z:wc_c:,b:,a_a:. Enfin,

pour tout ¢ € H , notons w la forme wg ¢ o L.

ijk

wpe €t que la

| 2|

oo

Posons & = szjwojo. 1l est clair que ® est un poids s.c.i et normiquement

— 00
semi-fini sur A. Soit M = L(A)"l’algébre de von Neumann engendrée par L(A); par
abus de notation, nous notons également ® le poids normal et ultrafaiblement semi-fini
sur M défini par z — Z;ﬁ" (€ono |zeono)-
n

Soit v la mesure positive sur C, définie pour toute fonction f€ C,(C}) a valeurs
positives par :
)= [ faro)dc

ou d({ désigne la mesure de Haar normalisée de S*.

4.1. PROPOSITION. — Avec ces notations nous avons :
a) Le poids ® sur M est le poids dual ([15], [22]) de la mesure v.

b) La formule e;jx = pk“qu>v"fj_k,,'(n) identifie I’espace de Hilbert Hg de la
représentation GNS de ® & H et la représentation g correspondante a L.
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¢) L’opérateur modulaire Ag et 'opérateur Js canoniquement associés a ® , sont
respectivement donnés par Age;jr = u”‘e,—ik et Joeijk = €e_ij_k,—k-

d) o2 (L(A) = L(A) et pour tout a € A, t — 0¥ (L(a)) est normiquement continue.
Démonstration. a) Soit E : M — L*°(C,,v) Pespérance conditionnelle associée a
laction a. On a e, 55e000 © £ = Wegn0;e0n0 POUr tout entier n, donc ® o E = &. Par
ailleurs, pour tout f€ C,(C)), on a (egko | f(n)eoro) = / f(u*¢) d¢, donc si f est a

Sl
valeurs positives, on a & f(n)) = (f) d’ot le a).

b) Soit T Popérateur unitaire de H sur He définie par T(e;jx) = pF 7 AevF f;_i i(n),
il est facile de voir qu'on a 7g(v) = TL(v)T* et que pour f € C,(C,), on a
¢ f(n)) = TL(f(n))T".

c) résulte de a), b) et de [15] ; d) se déduit facilement de a),b) et c).

4.2. THEOREME. — Le poids ® est une mesure de Haar & gauche et & droite pour la
C*-algébre de Hopf (A, $).

Démonstration. Vérifions d’abord que le poids @ satisfait les conditions a) et b) de
(2.2). Pour cela, par (4.1 a) et d)), il suffit de montrer que le prolongement canonique
® de ® a lalgébre de von Neumann M coincide avec le poids & sur M dual de la
mesure v. On a ® = o L = ¥ o L sur A*, comme & est [1] le régularisé s.c.i de @, il
résulte que ® o 0¥ = &. Par [19), il est clair que 7 = .

Pour montrer la condition ¢) de (2.2), nous allons d’abord calculer le produit de
convolution des formes wgpe.

Soit g, la fonction continue [25] sur C, définie par :

. ,
_ 1 +H_1_2]C
9u(€) = ]11 T3 p7¢
27 ) .
et soit A(m,n) = — gu(p™et)e™*™ dt , le nieme coefficient de Fourier de la

2w

0
restriction de g, au cercle {z € C,/ | z |= p™}.

4.3. PROPOSITION. — Nous avons :
— a—a' U bl A b bl ! bl
Wabc * Wa'b'c! = Ocyper A(b —b yn— ) ( —b+a—-a,n—0+ C)wc+a’,n,c+c'
n

Démonstration. Posons a =v@n , b=nQ® v*. Il est facile de voir que les opérateurs
a et b vérifient les conditions de ([28] thm.2.3); donc §(n) =a + b= g,(c)agu(c)* ou
¢ est 'opérateur normal fermeture de 1'opérateur p~'a~'b. Pour tout ,j,k nous en
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déduisons :
6(fix(m) = gu()fit(v @ m)gy(c)’
= gu()(v* ® fik(n))gu(c)®
Y A(l-n,j—n)A(l-n+k,j—n+m)
I,m,n
(vk_mflm(n) ® v_mfn,k—m(n))
En évaluant la forme wgpe * Warper = (Wabe ® Watb'er) 0 6 €n = = v‘fjk(n) , on

obtient 1’égalité cherchée. .

4.4. LEMME. — Soit £€H de composantes (€,p.) relativement a la base canonique de
H. Pour toutn € Z ,ona:

a) we * Wopo = Z wgra avec = Z&;_bég_cﬁabc/l(b —n,a+m—n)eqmta,c

m,p,q a,b,c
b—
b) wono * wg = E wgmin avec {;’f‘}" = _S_ 6;+°5q “bapcA(n —bm —a—b)esm—q,c.
m,p,q a,b,c

Démonstration. Calculons d’abord f *w;,, ot f est la forme définie par f(z) = (eqp,c |
L(z)eqr pr,cr). Nous avons :

’
c—
f*wOno =6H’ We—' b’ ,a—a' * Wono

-6°'° 5“ ZA(I; —n,m-n)A( —n+a—d' ,m-n+a—aYw. ¢ moa’
=607C,6°~, ZA(b'—n a'+m—n)A(b—n,a+m—n) W,y mia’,

5”6‘” ZA '—n,a'+m—n)A(b—n,a+m—n)we, ,a ce oL (1)

a! mta’ '

Pour tout entier N > 0 et tout p,q € Z , soient xn la fonction caractéristique
de l’ensemble { (a,b,c) € Z*/ |a|+|b|+|c|< N } et I} la fonction définie par
I8 (a,b,¢) = xn(a, b, )85 65 £qpe , posons :

”"” Zl (a,b,c) A(b—n,a+m —n)eq mia,c

a,b,c
Par (A.3) on a Z €52, — ”’q'N||2 = Z | €28 2= 0 quand N — oo d’otr
m,p,q bl+B+d>N
Z wepye = 131_1.1100 Z Wepia,N - D’autrepart, par (1), nous avons :
m,p,q m,p,q
Z wef,;q',‘N = Z z XN(aa b, c)xN(a',b',c') Eabe Earbrer Wea,b,ci€07 31 of 0 L*wono
m,p,q ab,ca’ b\’

qui converge normiquement quand N — 0o vers wg*wono , d’olt le a).

Démonstration analogue pour le b).
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4.5. LEMME. — Soit £ € H un vecteur de composantes (€,5) relativement a la base
canonique de H. Supposons que pour tout p,q , on ait Z,u“ [€a,a4p,a+q |< 00 (Tesp.

a

Zuc |€ctp,ctg,c|< 00), alors pour tout z€ AT ,ona:
c

B(zrwe) = [[E*@(z) (resp. B(wexz) = [|€]*®(x))

Démonstration. Nous avons avec les notations du lemme précédent :

D(rrwe) —Z/.t (wg*wono)(z) = Z u? " wera (2)

m,n,p,q

- Z .“2" Zéz’qba cfabCA(b—n’a-{-m—n)wfﬁ?n;ea‘m+u,c(L($))

m,n,p,q a,b,c

Par (A.2) , nous en déduisons :

P(z*we) = Z ﬂ2n25;,;b’a_c Eape(—p)* T "A(~p—m,n— m—a)
m,n,p,q a,b,c
wffy‘.:’";ea,m-l-u,c(L(x)) (1)
Par (A.2) , nous avons également :

“ffnqnnz Z‘s:,qb e lfabc |2 A(b —n,a +m — 71)2

a,b,c

= Z‘ngb 7 | Eape | #2(a+m_")A(—P —m,n —m — a)®

a,b,c

< p2lm=m) Zuz“ |€a,0-p,a—q|?< 0

Comme ZIA(x,n)|< o0 , il vient que :
n

Ef"" 3 8000 oo () T A(—p =, = M=) Werys, e e (L))

a,b,c

=Y 8 ()™ Y (—W"ACp—mn— m—a)wens ey e (L) (2)

a,b,c
En remplagant £5,%, par son expression dans la base canonique de H, nous obtenons :
D" Ap=m,n—m=a)wgs e mya o (L(2))
Z 62 6;;6 Lind éa’b’c’ (_ﬂ)amweal im4a’ e’ ea,m+a,c(L(x))

a’,b’,c'
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Tenant compte de (1),(2) et de I’égalité précédente , nous avons :

B(zrwg) = Y 36270 e P W2t o, L (2)

m,p,qa,b,c

=D ae P 12T weg 1y 0(2) = IIENI* 2(2)-

m a,b,c

Démonstration analogue pour I’assertion (resp.).

4.6. LEMME. — Pour toute forme positive normale w € L(H), et tout = € A* , nous
avons :

P(z*wo L) = ®(wo Lxz) = w(1) ®(z)

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout §£ € H , nous avons ®(z*wg) =
®(we+z) = ||€]|? @(x). Nous allons montrer que ®(z*we) = ||£||? B(z); la preuve de
légalité ®(we*z) = ||€]|* B(x) étant tout & fait analogue.

Supposons que ®(z) < oo. Pour tout N > 0, posons yy = Z p2" (Wono * ) .
<N
Alors la suite croissante d’opérateurs positifs (L(yx)) converge faiblement vers ®(z).1.
En effet, pour tout n € H a support fini, nous avons grace a (4.5) :

walyn) = 3 H2" wono (wx0y) < Blawwy) = [Inl]” B(z)
<N

Nous en déduisons que supy || L(yn)|| < oo, donc la suite (L(yn)) converge faiblement
vers un opérateur positif y. Mais, pour tout n € H a support fini, on a par (4.5) :

wWan(y) = sup wy(L{yn)) = B(z * wy) = lInll* (x)-
donc y = ®(z).1. Pour tout £ € H , nous avons alors :

P(rrwe) = Zuz" wono (T *we)

n

=sup Z 12" Wono (z*we)
<N

=supwe(yn) = [I¢]* &(z)
N

Pour terminer la preuve, il suffit de montrer que si n € H est non nul et vérifie
®(z*wy) < 00 , alors P(z) < oo.

Par (4.5), nous avons ®(z *wpgp) = ®(z). Si  est un vecteur de H non nul de
composantes (7,pc), nOus avons :

B(z*wy) = B(x*wy*wgoo) = Z Q(x*“"nf,;’o)
mYp’q '
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Fixons m, p, ¢ et posons nh% = £; d’aprés (4.4) et (A.2), les composantes (£q5c) de &
sont données par :

éabc = 6:Im’a_q77a‘a_p’a_qA(a - p’a + m)

= 5?:""“"’ Na,a—p,a—q (‘l‘)a+m A(-p—m,—a—m)

Il est clair qu’on peut trouver m,p, q de fagon que le vecteur nf,;?o = ¢ soit non nul et
vérifie les hypotheses de (4.5). On a alors :

[7loll® @(z) = B(z4wyae) < (a*wy) < oo
[}

Pour terminer la preuve du théoréme, nous montrons dans ’appendice B que pour
toute forme positive f sur A , nous avons ®(zx f) = ®(f*z) = ||f|| (z) pour tout
T € A+.

Notons V l'isométrie multiplicative (2.4) de ’espace de Hilbert Hy ® Hg définie
pour tout z,y €Ng par V(Asz®Asy) = Aagab(z)(1Qy). Il est évident que pour tout
z € A nous avons (L ® L)(6(z))V = V(L(z) ® 1) Pour montrer que V est surjective,
notons d’abord qu’a travers l'identification H = Hg donnée par (4.1b)), nous avons :

V(eabe ® €gyz) = E ptt e AL b —c—y)A(a+ 1,b—y +m)

I,m

(ec+m,a+y+l—m,a—m ® e:c+a—c—m,y—m,z—m)

Introduisons 'unitaire V"€ L(H ® H) défini par V"{(€qpc ® €zy:) = €abc @ €z,y4+c—a,z4+c—a
. Alors la formule précédente nous dit exactement que VV™* = ¢,(X)g,(Y) ou
X = v*(n*)"' @ v*n* (resp. Y = —(vono ®ny ' @ v§) ® v*n*), donc V est un unitaire
multiplicatif dans H et nous avons pour tout z€ A , (L ® L)(é(z)) = V(L(x) ® 1)V*.

Posons W = ¢,(X)V" et Q = —(no ® vo ® 1) dans H ; remarquons que les
opérateurs normaux X et Y vérifient les conditions de ([28] thm.2.3) et que la fermeture
de 'opérateur normal p~!X 1Y est égale & I’'opérateur Q ® 1p.

4.7. PROPOSITION. — Avec ces notations, nous avons :

a) V =(9.(Q) ® 11)W(9u(Q)" ® 1)

b) V est semi-régulier mais non régulier.
c) Sy =L(A)
Démonstration. a) Par ([28] thm.2.3), nous avons
9u(X)g,(Y) = (9(Q) ® 1)g,u(X)(9u(Q)* ® 1)

Comme V”et ¢,(Q) ® 1y commutent, on a donc V = (g,(Q) ® 1#)W(g,(Q)* ® 1x).
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b) En s’appuyant sur la formule :

W(eabc ® exyz) = EA(C —a—-b+ Y, n)ea+n,b—n,c—n ® €z—n,y+c—a—n,z+c—a—n
n

il est facile de voir que ’adhérence normique E de lespace vectoriel { (id ®
w)(EW) / w € L(H).} coincide avec celle de { Toyzzryr2 / (7,y,2) € Z3,(2',y',2") €
Z3} ou chaque opérateur Tyy,;zry o est défini par Tryziory' st €abe = 6‘;:;°’b‘°A(z -
¢, —Y')eats bty c+2- Par (A4 b)), on a K(H) C E donc K(H) C C(V). Comme

lim A(a,0) =1, linclusion est stricte.
a——00

c) Par le a), il est facile de voir que Sy = lin { Lasc / (a,b,¢) € Z3} ou chaque
opérateur Lgp. est défini par Lgpe €zy; = A(y + a,8)ez—b ytc,z4c- Par (A4 b)), on
a donc Sy C L(A). D’autrepart, par (A.4 b)) et le théoreme de Stone-Weierstrass,
Pespace vectoriel engendré par les produits finis de fonctions sur C, de la forme
g(u¥z) = f(z)z? et g(0) =0 ot fEC,(Z) et jEZ, et g(u®z) = A(z,0) et g(0) = 1, est

dense dans Co(C,). Il en résulte que L(A) C Sy. .

Soit U I'unitaire dans H défini par Uegpe = (—1)%€q,p—c,—c. Nous avons :

4.8. PROPOSITION. — (V,U) est un unitaire multiplicatif irréductible et semi-
birégulier.

Démonstration. 11 est clair que U = U* et que U? = 1. Montrons que l'unitaire
V=3U®1)V(U @ 1)X est multiplicatif.

Soit V' la co-isométrie dans Hy ® Hg définie pour tout z,y€Ng par V*(Asz ®
Asy) = Aega(6(y)(z®1)). Par la coassociativité de §, V' est multiplicative. A travers
I’identification H = Hg, on trouve :

V(eae ® eryz) =y pH"A(b—z—y—Ln— - y)A(b—y,n —y)

IR

(ea—l,b—z—z—l,c-—z-—z—l, ® er+l,n,z+l)

Utilisant la formule précédente et (4.1b)), on vérifie directement que V' = V.
Procédant comme dans (4.7b)), on montre que V est semi-régulier, donc V est semi-
birégulier.

1l reste & montrer I'égalité VVV = (U®1)S ot V = 2(1 0 U)V(1 @ U)S.
Utilisant (A.2 et A.3), on trouve :

VV(eabe ® €xyz) = Y (1)t *A(a +z,-n)A(a+ n,a +n + k)
k,n

(ek,a+b—a—k,a+b—a—y-—k ® ea+z-k,b—a—n—k,c+z—k)
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ol on a posé @ = b—c+ z —y — z. En composant avec V et en utilisant (A.2), on
obtient :

VVV(eare ® €xyz) = Y (1) (=)™ * " HA(a + 2,~n)A(—z +n —La+n—1)

I,n

(e—l,—z+y—z—l,—z-z—l ® ea+z+l,b,c+:r+l)

Par (A.2et A.3),ona Y () "A(a+z,—n)A(—z+n—lLa+n—1) =6+, don

finalement VVI’;(eabc ® ezyz) =(—1)% €z,y—z,—z D €ape- .

Comme conséquence de (3.10), V est un multiplicateur de la C*-algébre S ® S.
Nous allons préciser cette propriété.

Notons o' I'action de S! dans C z = {z € C/ |z |*€ p%} U {0} définie pour
f € Co(Cz) par o' (f)(C) = f(27%C) et posons B' = Co(C /z)¥aS*. Soit z — u,
le plongement de S! dans M(B'); pour tout A € C\{0}, on obtient par prolongement

analytique un multiplicateur non borné u) de B’'. Notons b’ la fonction ( — ( sur
C JVE ; avec ces notations nous avons :

4.9. PROPOSITION. — II existe un unique homomorphisme p de B' sur S vérifiant
pluy) = no ® 1 ®ng' et p(b') est l’opérateur normal fermeture de l'opérateur

1
-1 -3 -1 3 -1_3%
(vo'ng 2 @ vong ' @ vond ) — (vg'ng @ ny' ® von? ) dans H.

-1
Demanstmtzon Montrons d’abord que p(b') est bien défini. Soit X' = vyln,? @
vong '® vono et Y' = —vg "o ®ng '® vono Il est facile de voir que les opérateurs
normaux X' et Y' dans H vérifient les condltlons de ([28] thm 2. 3) donc la fermeture
Z' de lopérateur (vy'ng ? @uong ' ® vono 2)—(vg'nZ @ny' ®vyn?) est un opérateur
normal. De plus, comme la fermeture de l'opérateur p~'X'"'Y"' est lopérateur
Q = —(no ® vo ® 1), par ([28] thm.2.3) nous avons ¢,(Q)*Z'g,.(Q) = X'. Nous en
déduisons que la représentation p de B' dans H est bien définie et unique.

Pour voir que la C*-algébre S est I'image de p, introduisons l'opérateur unitaire
T dans H définie par T eqpe = €qtbicpbtc- 1l est facile de voir que T*X'T =
-1
vy 2ng ? ®uvong @1 et T*9,(Q)*(no®18n5 " )gu(Q)T = T*(ne®1®ng " )T = no®1Q1.
Nous avons S = lin {pv(wijk) / (2,4, k) € Z3}. Utilisant (4.7), on vérifie directement
que les représentations B' —» L(H) : 2 — T*¢,(Q)*p(z)9.(Q)T et S —» L(H) : z —

T*9,(Q)*r9,(Q)T ont méme image, d’ou le résultat. .

Dans toute la suite, posons b = p(b’) et x = p(u,!). Il résulte de (4.9) que les

opérateurs b et x sont affiliés & S. Notons également h la fonction sur C »\{0} définie
par h(p™z) = z~™.

4.10. THEOREME. — Nous avons V = g,(b*x~ ¥ @ v*n*)h(x~1 ® v).
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Démonstration. 1l suffit de remarquer qu’avec les notations de (4.7), la fermeture de
Popérateur b*x~% @v*n* coincide avec celle de X +Y'. Par ([28] thm.2.3), nous avons :

gu(b*x"2 @ v*n*) = gu(X)g,(Y) = VV*

D’autre part, il est clair que V"= h(x~! @ v). .

Notons f3 la représentation de S dans £(I1%(Z?)), apparue dans la preuve de (4.9),
donnée par ¢ — T*¢,(Q)*zg,(Q)T ou T désigne toujours l'unitaire de L(H) défini
par Teqpe = €a+b+c,b,b+c-

4.11. COROLLAIRE. — La C*-algébre de Hopfgv munie du coproduit opposé 8 = 0ob
est isomorphe a la C*-algébre de Hopf des “fonctions continues tendant vers 0 a 'infini”
sur le dual de Pontrjagyn de E,(2) (au sens de Woronowicz).

Démonstration. Soit (B ,EI;) la C*-algebre de Hopf des "fonctions continues tendant
vers 0 & I'infini” sur le dual de Pontryagin de E,(2), voir [26]. Il résulte de (4.9) que
la représentation 8 définit un isomorphisme de C*-algébres de S sur B. Pour montrer
que B est un morphisme de C*-algebres de Hopf, introduisons la représentation v de
S dans L(I2(Z*)) définie par v(v) = vy' @ 1 et 4(n) = ny' ® vo. Alors par (4.10),
(B®7)(V) est la représentation fondamentale W donnée par Woronowicz. Il en résulte

que (3 est un isomorphisme de C*-algebres de Hopf.
]

4.12. Remarque. — S’appuyant sur (4.7a)) et (A.2 et A.3), on peut voir que g(b) =
V*(1 ® b)V est 'opérateur normal ([28] thm.2.3) fermeture de I’opérateur b @ x* +
x~% @b. Ce résultat est également une conséquence du corollaire précédent et de [26].
D’autrepart, il est facile de voir qu’on a §(x) = x @ x.

b) Représentations de Sx5

Nous allons montrer que la C*-algébre S 315 est une extension de la C*-algebre K
des opérateurs compacts par K, donc n’admet que deux représentations. Il en résulte
que (3.24) l'unitaire multiplicatif V n’admet que deux représentations covariantes : la
représentation réguliére (V,V) et une deuxiéme (X,Y), dont I'unitaire multiplicatif
correspondant est non régulier et non irréductible, que nous expliciterons.

Commengons par décrire la C*-algébre S xS

Par (3.24), nous savons que la C*-algtbre Sx5 s'identifie & Pespace vectoriel
fermé engendré par les opérateurs { L(w) p(Wf) / w, € L(H)x }, nous en déduisons
un plongement canonique de la C*-algebre S (resp. S ) dans M(S x5 ). En particulier
les opérateurs L(v), L(n), b,x sont ([2], [25]) affiliés & SxS. Notons simplement dans
cette section v (resp. n), 'opérateur L(v) (resp. L(n)), posons u = Phasen , w = uv
et soit y opérateur normal fermeture ([28] thm.2.3) de Popérateur b —vn~!x?% ; nous
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verrons plus loin que les opérateurs u, y et w sont également affiliés & la C*-algebre

SX8S.

Nous avons :

4.13. THEOREME. — La C*-algébre SxS est une extension de la C*-algébre K des
opérateurs compacts par K.

Par (3.23 et 3.24 b)), il résulte de l'irréductibilité de V' et de (4.7b)) que la C*-
algtbre S35 contient K ; pour montrer que le quotient de $x5 par K s’identifie
également & K, nous allons introduire une C*-algébre D (qui est clairement une
extension de K par K), et montrer que ’extension D de K par K est canoniquement
isomorphe a celle définie par S xS et idéal K C SxS.

Pour toute fonction f € Co(Z xZ x(Z U {—o0})), notons Ty 'opérateur dans H
défini par Ty eqpc = f(a — ¢, b,¢) €qpc. Nous avons :

4.14. PROPOSITION. — §x38 = lin (K + {u'vi T} | f € Co(ZxZ x(ZU{-o0))),(3,5) €
Z?}).

Démonstration. Posons E = lin (K+{u’ v/ T} }) et montrons que E C 58, Ecrivant
que les opérateurs v* f, .(n) pijk v fy',»(n) appartiennent & Sx.5 et utilisant (A.2),
on obtient que les opérateurs T de la forme :

Teape = 65— 6z Alc+ Z,y' —Y) €atzyc

ou z,z'y,y’ et z sont des entiers arbitraires, appartiennent a S xS. Par (A4 b)), il est
clair que E C SxS.

Pour montrer ’autre inclusion, nous avons besoin du lemme suivant :

4.15. LEMME. — Pour tout (z,y,z) € Z* et tout n € Z, posons ®,(b,c) =
A(n+z,b+z)A(b—c+y,n —c+ 2). Nous avons :

Z(I)n(by C)2 < “2(z+z-—y) Hi’n
b

Démonstration. Par (A.2 et A.3), nous avons :
Z@"(b c)?= Zuz(b'”) An—b,-b—2)* Ab—c+y,n—c+2z)?
< Zu“"*“ Ab—c+yn—c+2)?

b
_ HZ(c+z—y) Zﬂ% A(b,n-— c+ z_)2
b

_ u2(z+z—y) #Zn
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Fin de la démonstration de la proposition . Par (4.7a)), la C*-algebre Sx5S est I’espace
vectoriel fermé engendré par les opérateurs Lgy; pv(wijk), oUt Lzy. (resp. pv(wijr))
est opérateur défini par L.y, eqpc = A(T + b,y) €y ptzc4+z (Tesp. pv(wijk) €abe
= (~D* 6D (~1)" A —i - j,b—i—j)A(b—c— j,n — c = j — k) eack,n,ctk)-
n

Pour montrer qu’un opérateur T de la forme T = L, pijk appartient a E, il suffit
de montrer, grace a (A.2) et au lemme précédent, que pour chaquen € Z,ona T, € E,
ot T, est un opérateur de la forme T, eqpc = 62_. 6} A(c+j,n—k—y) €a—k,n,ct+k- Or,
siy =n —k, T, est clairement un opérateur de E ; si par contre y # n — k, par (A.4

b)) T, est compact. .

Soit & 'action du groupe S* x Z sur I'espace C, /z x Z définie par a;,.(9)(¢,p) =
9(272(,p — n) ot g € Co(C sz x Z). Posons C = Co(C sz x Z)x(S" x Z) et soit
(2,n) — u; . le plongement de S' x Z dans M(C); notons y' (resp. p) la fonction
(¢,p) = ¢ (resp. (¢,p) = pP ) sur C s x Z. Munissons la C*-algebre C de l'action du
groupe Z donnée par I’automorphisme « de C' défini par :

1(9)(¢,p) = g(p™ ¥ ¢,p+1), g € Co(Cyp x Z) 5 Ytzyn) = 27" Uz,
Posons finalement D = C'4Z. Nous avons :

4.16. LEMME. — D est une extension de K par K.

Démonstration. Soit J I'idéal de D défini par C s \ {0}. Comme C_/; \ {0} s’identifie
3 Z x S, I'idéal J est isomorphe & K ainsi que le quotient de D par cet idéal.

démonstration du théoréme

Il suffit de construire un homomorphisme surjectif 7 : D — $x5 de C*-algébres tel
que 7(J) = K ol J est I'idéal de D défini par C 5 \ {0}.

Soit 7 la représentation de C' dans H définie par 7(y') = —valné ® n(','1 ® vonéf
,mP) =|n|=1®n ®1 et m(uy,1) = x'w = wx™!. Pour tout z € C, on
a m(y(z)) = v*7n(z)v; nous en déduisons une représentation de D dans H notée
toujours w. La description de la C*-algebre S x5 donnée par (4.14) permet de voir

sans peine que 7(D) = $%5 et que n(J) =K. i

4.17. COROLLAIRE. — L’opérateur normal y est affilié & la C*-algébre S x5,

Démonstration. L’opérateur y' est affilié a la C*-algebre D et on a 7(y') =y. .

Explicitons pour terminer la représentation covariante de V correspondant a

I’homo-
morphisme quotient p: S4S5 — SxS/K ~ K.

39



S. BAAJ

Soit 6 (resp. 8), la representatlon de S (resp 5) dans l2(Z2) definle par 6(v) =
1 ® vo et 8(n) = vg @ ng (resp. G(b) = v 'n, -3 ® vong et 0(x) =ny' @ ng). Posons
=@®id)(V),Y =(d®8)(V) et W = (@®06)(V).
4.18. PROPOSITION. — L’homorphisme quotient p est la représentation de S xS cor-

respondant & la représentation covariante (X,Y) de V. De plus ’unitaire multiplicatif
W' associé est non régulier et non irréductible.

Démonstration. 1l est clair que X (resp. Y') est une représentation (resp. coreprésenta-
-tion) de V. Par un calcul directe utilisant (4.7) et (A.2 et A.3), on obtient la relation
de covariance Y12V13X23 = X23Y72. Nous avons :

W'(ea,, ® exy) = Z A(y - a,n)€a+n,b—n ® €z—n,y+b—a—n
n

S’appuyant sur la formule précédente, il est facile de voir que W' est non régulier
et que le commutant de Sy est commutatif, donc W' est non irréductible. Soit p'
la représentation (3.24) de S xS dans ?(2?) correspondant a cette représentation
covariante ; on a p'(y) = 0, donc p'(S xS ) = K(I(Z?) et p' est unitairement équivalente

ap. -

c) Mesures de Haar duales et théorie modulaire

Pour expli/citer les mesures de Haar duales, introduisons la famille (w?®¥?) de formes
continues sur Sy définie par

wzyz(PV(wijk)) = (‘#)_k 5z z, k A(t+j—y, k)= (f-zy+2,2-2 | PV(wUk)fO,y,—r)
ou fzyz = gu(Q)ezyz'

4. 19 PROPOSITION. — Nous avons :

— T—2,Y,2— o,
f, 1o feys = y_y y_yw vz’ sur Sy.

b) WY = ZA(y' —z—yn)AWY —z—-y+2' +2z,n+2) wotehy —e—nats
n

Démonstration. Nous avons Sy = Tin{ pv(wijk/(i,5,k) € Z? }. Utilisant (4.7a)), il est
facile de vérifier I’égalité a) pour tout & = py (wjji).

b) Pour tout 1, j, k, posons T = pv(wijk) ; nous avons :

w’yz*wzlyl"’(T) =(w®¥* ®w11y,z’ Owijk)(VigVasVia)
=(w®¥* QT ¥ Qwijk)(VisVas)

=(we_z.v+z,z—z§eo,y,—z Qwe

oty at ety et OWijk ) (W13 Wa3)
=Y A~z ~y',n)AG~ &'~ z—y—n,m)8; " 87767 % n8E T,

n,m

=83t 0o AG—a' =y, —2) A(j— o' — 2 —y+2',—2)
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Utilisant (A.2), on obtient A(j —z'—y',—=2') = A(e'+y —j,2'+y —2 —j) et
A(j—z—2'—y+2',—=) = A(z+2'+y—2'—j,—2+z+z'+y—2z'—j). Nous en déduisons :
W™V (T) = 6’;;;. & AZ'+y +z—z—i—j, ¥ +z—z—i—j)A(z+y—i—j,y—i—j)
Posons £ = y'—z—y+2+4+2' ,a=2+42 ,n=y'—z—y,B=2",vy=z+2'—y +i+j,on
obtient grace a (A.4 a)) :
W ™Y (T) =8575 840 A(E+B—y—na=7)A(a—7—n f—7—n)
=675 654 ()77 Y () T A(E nt @) A(p B A(E—nn+)
n

=8%7% 85 ()™ Y A(En+a)A(nn+B)A(n+yE—n) (A2 a))

= S AW —a—y mA(Y +2 —a—yt 2, nt 2 e ()
n
n

Posons 7 = Zp_“_% w0 et avec les notations de (4.9), F= p(uy).
a,b

4.20. PROPOSITION. — Avec les notations précédentes, nous avons : )
a) 7 est une trace s.c.i, semi-finie normiquement sur Sy et fidéle sur le bicommutant

de Sy.
b) P=r(F1l)et¥ = ’r(f) sont des poids s.c.i, semi-finis normiquement sur Sy
et fidéles sur le bicommutant de Sy.
c¢) La formule Ag pv(wape) = (-1)¢ ﬂ_b_ce_c,a+b,a identifie I’espace de Hilbert
Hy de la représentation GNS de ® 34 H = 1%(Z3) et la représentation ms

®
correspondante a py.

d) L’opérateur modulaire Ag et Popérateur Jg canoniquement associés a ®, sont
respectivement donnés par Ag €abe = 12 eqpe et Jg eabe = (—1)% e—q b,

e) pv(F) est affilié au centralisateur du poids ®etona ;I;(ﬁz) =7.

Démonstration. a) Par un calcul directe, on voit que pour z = py(wijix), on a
z € N NN} et que les formes z7 et 7z se prolongent de fagon unique au bicommutant
de S. Il en résulte que T est semi-finie. Utilisant linclusion USU C §' donnée par ([4]
6.5 c)), on voit facilement que 7 est fidéle sur ’algébre de von Neumann Sy”. Comme
pour tout z = py(w;jk) et tout y = py(wirjixr), on a 7(zy) = 7(yz), T est une trace
sur Sy”.

b) Par (4.9), on sait que F = p(u,,) est affilié & la C*-algtbre §; le b) résulte alors du
a) et de [19].

c) Résulte de (4.3), pv(wabe)* = (—p)"¢pv(wap,—c) €t d’un calcul directe.
d) et e) résultent du a) et du b); voir [22].
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Il résulte facilement de (4.19 b)) que pour tout z,y on a T « k WY 0= (resp.
790 + & = 3); en particulier on a ¥ * w00 = & (resp. w®%0 x & = &). Procédant
comme dans (4.2), on montre :

4.21. THEOREME. — Le poids & (resp. U est une mesure de Haar & gauche (resp. a
droite) sur la C*-algébre de Hopf Sy .

Nous avons muni chacune des C*-algebres de Hopf Sy et 5"\/ canoniquement
associées a l'unitaire multiplicatif irréductible (V,U), de mesures de Haar : Sy admet
une mesure de Haar @ a gauche et a droite; Sy admet une mesure de Haar @ a
gauche et une mesure de Haar Ta droite, cette derniére étant un poids de densité F' F?
relativement & @. D’ autrepart, le carré de ’antipode & (resp. &) engendre un groupe a
un parameétre d’automorphismes (k%)% (resp. (r? )it) sur Sy (resp. Sv) implémenté par
l’opérateur autoadjoint positif K (resp. K) donné par K = /\(F )p(F ) (resp. K=K~ h.

Il résulte alors de (4.1) et (4.20) qu’on a (cf. [21]) :

4.22. PROPOSITION. — a) U = J, J5 = J2J,
b) les opérateurs modulaires des po1ds $ ® et U sont donnés par:

Do = XE)p(FY), Ay = MEp(F™), Ay = NF)a(F).
c) 6o0f =((k?)*@0¥)0b6= (02 @(k?)"™) 0§ sur Sy.

d) §00% = ((R?)*®0%) 0, 5o0¥ = (0¥ ® (R2)"") 08 sur Sy.
e) Vor® (V') = p(F?) @ 1.

Procédant comme dans [4], on peut construire le double quantique de tout unitaire
multiplicatif irréductible (V,U) semi-birégulier : on obtient un unitaire multiplicatif
irréductible semi-birégulier.

Dans le cas du groupe quantique E,(2), I'algebre réduite S ®S (et Valgebre réduite
duale) admettent des mesures de Haar.

4.23. THEOREME. — le poids ® ® ® est une mesure de Haar & gauche et a droite pour
le double quantique de E,(2).

Démonstration. Soit 7: S Q 55 85®8T; inversion donnée par 7(z®y) = V(y®z)V",
il suffit de montrer que £<I> @@ or=2Q T. Or par (4.22 e)), pour tout t on a
(D(3®@®)o71): D(®@®T)), =1,0u (D(®®@®)or): D(®®T)), désigne la dérivée
de Radon-Nikodym [10] du poids (@ ® ®) o relativement au poids & ® ¥ sur I’algébre

de von Neumann S"® 5" -

42



GROUPE QUANTIQUE DES DEPLACEMENTS DE WORONOWICZ

Appendice A

Dans cette premiére appendice, nous donnons les preuves des propriétés des
coefficients A(m, j) utilisées principalement dans le paragraphe 4.

Considérons l’espace vectoriel réel (de dimension 2) E des suites (8(m, §))(m,j)ez
a valeurs dans R vérifiant pour tout (m, j) :

(E.1) b(m —1,5) = b(m, j) + b(m,j + 1) g™ |
(E.2) b(m,j) =b(m—1,j)u™ +b(m—1,j —1) ™

Nous avons :

A.1 Lemme - Soit (b(bm,j)) une suite de E. . _

a) b(m,j) = (—p) b(m = j,—j) = b(=m,j —m) = (=p)’ "™ b(j,m)

b) Les nombres b; jx = (—p)~7 b(i — k,j — k) sont invariants par permutation des
entiers 1, J, k.
Démonstration. Posons u(m,j) = (—p)? b(m — j,—j) (resp. v(m, j) = b(—m, j — m)).
Il est facile de voir que les suites u(m,j) et v(m,j) appartiennent & E. Comme
u(m,0) = b(m,0) et v(0,5) = b(0,5) pour tout m,j € Z, on a donc u = b = v;

les autres assertions se déduisent immédiatement de ce résultat.
=

Dans le paragraphe 4, nous avons noté g,, la fonction introduite par Woronowicz
dans [25], définie par :

oo

R = B R e
gu(() = ]I=IO 1+ N_l_z]f

La fonction g, est continue sur C, et, pour tout m € Z, la fonction z — g,(u™z)
définie sur S, se prolonge en une fonction méromorphe [25] dans C\{0} dont les pdles
sont les nombres —u™ =% ou ¢ = 1,3,5,.... Nous noterons dans ce qui suit gu(m,.)
ce prolongement ; dans [25], il est noté U(m,.). Rappelons également qu’ on a posé
A(m, j) pour le jiéme coefficient de Fourier de la restriction de la fonction g, au cercle

{zeCyu/|z]=pnm}

A.2 Proposition - Nous avons :
a) La suite (A(m,j)) appartient ¢ E.

b) mE»IEoo A(m,j) = 53 uniformément en j.

¢) Si (b(m,3)) est une suite bornée de E et vérifie lim b(m,0) = 1, alors nous
avons b(m,j) = A(m,j) pour tout (m,j). e
Démonstration. a) Pour z de module 1, on a g,(m,2) = m, on en déduit que

A(m, j) est réel. La relation (E.1) (resp. (E.2)) résulte de la relation g,(m — 1, uz) =
(1+p™ 271 gu(m, 2) (vesp. gu(m,2) = (14 p™ ' 2) gu(m — 1,u7" 2), voir [25].

b) Résulte de lim g,(p™ z) = 1 uniformément en z de module 1.
m——0o0
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¢) Il résulte de a) et b), qu’il suffit de montrer qu’ il existe une suite de F non bornée.
Remarquons que toute suite (b(mn, j)) de E est déterminée par la suite (b(m, 0)). Posons
alors ¢,;, = b(m, 0). Il résulte de (E.1) et de (E.2) que la suite (¢, ) vérifie la relation

de récurrence : _
Cm+1 = —Cm—1 + cm(2 — p72™)
AN
Posons A = u~% et soit N > 1 un entier tel que W < 1. Notons (z,) la suite

définie par zy = 0, £x4+1 = 1 et la relation de récurrence précédente. S’appuyant sur
I’égalité :
m—1 )
Ty — Ty = &1 — Lo — Z)\]:cj

i=1

il est facile de montrer que la suite (z,,) est non bornée.
L]

Nous rassemblons dans la proposition suivante quelques propriétés de sommabilité

de la suite(A(m,n)).
A.3 Proposition - Nous avons :

a) Pour tout entiers m,z € Z, on a ZA(m,n + z) A(m,n) = 5.
n
b) Pour tout entiers n,y € Z, on a Z,uzm A(m +y,n) A(m,n) = " 63

¢) Pour tout entiers a;, h; (i =1,2), on a :

ZA(CL],R + h])A(ag,n + hz)A(al —-n,az — n) = A(hl,hz)A(al + ho,ag + h])

Démonstration. a) Pour tout z de module 1, on a | g,(¢™ z) |= 1; le a) résulte alors
de ’égalité de Parseval.

b) Par (A.2), on a A(m,n) = (—u)"~™ A(n,m); le b) découle alors immédiatement
du a).

c) Fixons hy,h; et posons a(m,j) = ZA(m,n + h1)A(j,n + h2)A(m — n,j — n)

(resp. B(m,j) = A(m+ ha,5 + hy)). Il ré;ulte de (E.1) et de (E.2) que les deux suites
(a(m,j)) et (B(m, 7)) vérifient les deux relations de récurrence :

(E'1)  b(m—1,j)p*tM=h2 = b(m,j) p=" + b(m,j +1) ™!
(E'2) b(m,j) up = b(m —1,5) ™7 +b(m — 1,5 — 1) um I *

Par le a), il est clair que la suite (a(m, j)) est bornée. Il résulte alors de (A.2 c)) que
les deux suites (a(m,j)) et (B(m,j)) sont proportionnelles. Posons alors a(m,j) =
A(hy, ho) B(m, ) ou A(hy, he) € R. Or pour tout m € Z, on a Z | A(m,n)|< oo; en

faisant j = —h;, il découle alors de (A.2 a) et b)) qu’ on a:
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lim > A(m,n + h1)A(=h1,n + hy)A(m — n,—hy — n) = A(=h1, —h1 + h2)
= A(hl,hz).

comme lim A(m+ hz,0) =1, on a bien A(hy, h2) = A(hy, ha).

m——oo ]

A.4 Remarques -
a) Il résulte d’un calcul facile s’appuyant sur (A.2 a)) que la formule :
ZA(G],TI, + hl) A(ag,n + hz)A(al —n,az — TL) = A(hl, h2) A(a1 + hg,az + hl)

est équivalente a la relation :

Y (—u)"A(z,n +a) A(y,n +b) Az —y,n + )

n

=(-p)Ala—c—yb—c—y)Alb—c—y+z,a-0)

b) Soit n € Z, posons g(a) = A(a,n). Pour tout j € Z, notons 7; 'opérateur de
translation par j et soit A, ’algébre des polynémes sans termes constants en
{rign / 7 € Z}. Si n # 0, il résulte facilement du théoréme de Stone-Weierstrass
que ’algeébre A,, est dense dans C,(Z). Dans le cas ou n = 0, on voit de méme
que A, est dense dans C,(Z U {—00}).

Appendice B

Dans cette seconde appendice, nous complétons la preuve du théoréme (4.2) et
nous montrons I'unicité de la mesure de Haar de E,(2). Nous conservons les notations

du paragraphe 4.

B.1 Lemme - Soit f une forme linéaire positive sur Sy. Alors pour tout £ € H, il existe
une famille (&) (resp. (€!) dans H telle que f+we = 3, we; (resp. we * f = 3, wer)
et [ FINEN" =D&l ( resp. IFINIENZ =D NEN

Démonstration. On a par (3.10), V € M(Sy ® K) et pour tout z € Sy, on a aussi
6(z) = V*(1®z)V. Notons alors (7y, Hg, £5) la représentation GNS de la forme positive

f et posons (7§ @ zd)(f})(ff ®¢) = Zn,- ® &;, ou (n;) est une base orthonormée de

i
'espace de Hilbert Hy. On a alors pour tout € Sy :

(f *we)(z) = (f @ we)(é())
= <& Q& (r;id)(V)* (1@ 2)(r; @id)(V) >

= Z<£i,x5i >
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L’assertion resp. se démontre de la méme fagon en remarquant (3.10) que V €
M(K ® Sv) et (3.12) que é§(z) = V(z ® 1)V* pour tout z € Sy.

fin de la démonstration de (4.2). Soit f une forme positive sur A = Sy, posons

f *wooo = Zw& avec ||f]| = 3;|€i||%. Par (4.6), on a alors :

O(z* f) =P(z* f*wooo)
= ZQ("L‘*“’E")

= lef.~||2<1>(x) = ||f]| &(=)

On montre de méme que ®(f*z) = || f|| ().
"

B.2 Remarque - : Soit ¢ un poids s.c.i normiquement sur A. Alors pour tout £ € H,
il existe une famille de vecteurs (¢;) (resp. (n;) de H telle que wg * ¢ = Zw& (resp.
i

P wg = Zwm. En effet, par [19], il existe une famille de formes positives sur A telle

T
que ¢ = Z fi; il suffit alors d’appliquer B.1 aux formes we * f; et fi * we.

%
B.3 Proposition - Soit ¢ un poids s.c.i et semi-fini normiquement sur A invariant d
gauche, i.e pour tout vecteur £ de H on a we * ¢ = ||€||2 ¢. Si ¢ est invariant par le
groupe @ un paramétre d’automorphismes k%)%, alors il exite X > 0 tel que ¢ = X &.
Démonstration. 11 résulte de la formule (4.22 ¢)) 0 of = (0 ® (k?)7*) 0 6 et de
linvariance de ¢ par (k2)'! qu’ on a ¢ = oo¥ pour tout ¢. Il en résulte que ¢ = ¢o E
ou E : A — Cy(C,) est I'espérance conditionnelle associées & I’action duale donc,
¢ étant semi-fini, sa restriction & Co(C,)* est une mesure positive qui le détermine
complétement. Comme (x2)*(n) = p%*n et que ¢ = ¢ o (x?)*, la restriction de ¢
a chaque cercle {z € C, / |z|= p’} est proportionnelle & sa mesure sa mesure de
Haar. Soit a; € [0, 0] le facteur de proportionnalité, posons 3; = aj ™2/ ; nous allons
montrer que la suite (3;) est constante.

Par ([3] 2.), on a pour tout ¢, j entiers fjo(n) * woio = ZA(Z —n,j —n)? fno(n).

Par invariance a gauche de ¢, on en déduit :
aj = ZA(Z —n,j —n)’an
n

=Y AG-jn—j) U ™Ma, par (A2)
n

donc B; = ZA(z — j,n — j)? Bp. Comme les entiers i,j sont arbitraires, on a

n

46



GROUPE QUANTIQUE DES DEPLACEMENTS DE WORONOWICZ

donc :

ﬂj = ZA(Z,TL —j)2 ﬂn
= ZA(—-?,, n —‘] - z)2 ﬂn par (A.2)

= Bi+j
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