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Exposé IX
THEOREME DE COMPARAISON p-ADIQUE
POUR LES SCHEMAS ABELIENS
I: CONSTRUCTION DE L’ACCOUPLEMENT DE PERIODES

par Jean-Pierre Wintenberger

Soit p un nombre premier. Soit A un schéma abélien sur Spec(R[1/p]),
ou R est un anneau integre et normal de corps des fractions de caractéristique
0, et soit A un schéma abélien sur Spec(R[1/p]). Notons H}p(A/R[1/p]) la
cohomologie de de Rham relative de A sur R[1/p]. Soit F' le corps des fractions
de R, F une cloture algébrique de F, n = Spec(F), 77 = Spec(F) et Tp(Az)
le module de Tate de Az. Cette premiére partie a pour but de construire

I’accouplement de périodes :

H}r(A/R[1/p]) x Tp(A7) — BJp(R/R).

L’anneau B;R(ﬁ/ R) est une version relative de 'anneau B}, introduit
par J.-M. Fontaine comme coefficients pour les théorémes de comparaison
p-adiques (voir [Fo-Ill] et [Ill] pour des rapports sur le sujet) (R est une sous-
R-algebre de la fermeture intégrale R de R dans F, R devant vérifier certaines
propriétés; voir 4). Dans la partie II, nous donnerons les propriétés que 1’on
est en droit d’attendre d’un tel accouplement (compatibilité a la dualité, a la
connexion de Gauss-Manin) et nous en déduirons la compatibilité des cycles
de Hodge absolus au théoréme de comparaison p-adique pour les variétés
abéliennes (compatibilité obtenue indépendamment par D. Blasius, par une
autre méthode esquissée dans [Og]).

S. M. F.
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J.-P. WINTENBERGER

L’accouplement de périodes est un analogue p-adique de la version
relative de l’accouplement : H3p(A/C) x Hi(A(C),Z) — C, définie par
I'intégration des formes différentielles, pour A variété abélienne sur le corps

des nombres complexes C.

La construction proposée suppose 1'une des hypothéses suivantes :
PP yp

1) R est un trait (donc de corps des fractions de caractéristique 0;

la théorie n’a d’intérét que si la caractéristique résiduelle est p);

2) A — Spec(R[1/p]) se prolonge en un schéma abélien
G — Spec(R);

3) A — Spec(R[1/p]) est muni d’une polarisation de degré premier
a p et se prolonge en un schéma semi-abélien G — Spec(R) ( grace a un
argument de M. Raynaud, qui permet de se ramener au cas d’une polarisation
principale, cf remarques 3) du 2.2.3. , et le lemme de Gabber, cf [De], apreés
un changement de base propre et surjectif , on peut aussi faire la construction

dans le cas ou A est seulement supposé polarisé ).

Sous la premiére hypothése, la construction est entiérement due a
J.-M. Fontaine et W. Messing. Elle utilise ’extension vectorielle universelle

de A, reprenant en cela une idée de R.F. Coleman (note added in proof de

[Col)).

La construction utilise des structures entiéres (i.e. sur Spec(R)) de A.
Si A se prolonge en un schéma abélien G sur Spec(R), on utilise G comme
structure entiere. Si R est un trait, J.-M. Fontaine et W. Messing utilisent un
modele propre et plat 4, de A sur Spec(R), et le critére valuatif de propreté
pour prolonger les sections de torsion de A a Spec(ﬁ). Pour effectuer la
construction sous ’hypotheése 3, nous dégageons la notion de section controlée
par une famille finie de modeles entiers d’ouverts de A. Nous voyons cette
notion comme une notion relative d’ensemble borné (remarque 2 du 2.1.3).
Nous prouvons que toutes les sections de torsion de A sont contrélées par la

méme famille finie de modeéles entiers d’ouverts de A (th. 2.2.2. et remarque
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3) du 2.2.3. ). Pour ce faire, nous utilisons que, grace & G. Faltings, les
restrictions de G a certains sous-schémas formels de Spec(R) admettent une
uniformisation a la Mumford ([Mum 72]) : nous contrélons les dénominateurs
des valeurs aux sections de torsion de fonctions rationnelles quotients de deux
fonctions théta. Pour une autre construction de ’accouplement de périodes,
utilisant les fonctions théta, dans le cas ou la base est un trait, voir P. Colmez

([Colm)]).

Une version relative du théoréme de comparaison p-adique est donnée
dans [Fa 90]. Pour le cas des modules des variétés abéliennes, voir [Fa Ch]
p- 241 et [Fa 92] n° 5.1 : la relation entre ces derniers résultats et les notres

n’est pas claire pour nous.

Voici le plan de notre travail. Dans le 1, nous rappelons briévement
la construction des épaississements p-adiques universels et de BJR(ﬁ/R)
(voir aussi [Fo]). Notre construction différe de celle utilisée dans [Fa 90]
en ceci que, d’'une part elle suppose que I’élévation a la puissance p est
surjective dans R/pR et que d’autre part, B;R(E/ R) est naturellement une
R[1/p]-algebre (remarques 2 et 3 du 4.2). Dans le 2, nous développons notre
théorie des sections contrélées dans un cadre plus général que celui dont
nous avons besoin : G — Spec(R) est un schéma semi-abélien principalement
polarisé qui est un schéma abélien au-dessus de Spec(R[1/q]) (seul le cas ou
g = p est utilisé). L’objet du 3 est de nous fournir les outils pour remonter les
sections de torsion de A en un sous-groupe borné de sections de I’extension
vectorielle universelle de A : cela nous permet, dans le 4, de mettre en ceuvre

la construction de J.-M. Fontaine et W. Messing.

Je remercie J.-M. Fontaine et W. Messing de m’avoir expliqué leur
construction de ’accouplement de périodes dans le cas d’un trait. Je remercie
aussi M. Raynaud pour les nombreuses conversations que nous avons eues. Il
s’agit d’une version remaniée selon les conseils du referee que je remercie pour
ceux-ci. Mes remerciements vont aussi 8 Mme Bonnardel qui s’est chargée de

la frappe du manuscrit.
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J.-P. WINTENBERGER

Dans tout ce qui suit, si G est un (schéma en) groupe(s) et n un entier,
on note G, le noyau de la multiplication par n dans G; on désigne par Gior

le systéme inductif des G,,.

Signalons que dans 2 et 3, nous notons g en indice du symbole d’un an-
neau ou d’'un schéma, I’anneau localisé pour la partie multiplicative engendrée
par q et le sous-schéma ouvert complémentaire du fermé ¢ = 0. Dans 1 et 4,
pour g = p, nous prenons la notation [1/p]. Cette incohérence provient de ce
qu’il nous est difficile de noter Z, ’anneau Z[1/p] et de ne pas alléger nos
notations dans les 2 et 3.
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1. Epaississements p-adiques universels; B}'R(E/R).

2. Controle des sections de torsion d’un schéma abélien.
2.1. Définitions.

2.2. Enoncé du théoréme.

Démonstration du théoréme :
2.3. Construction des modéles entiers .

2.4. Rappels sur D'uniformisation des schémas abéliens

([Fa Ch]); évaluation des fonctions théta aux sections de torsion.

2.5. Contrdle des dénominateurs de valeurs de quotients de
fonctions théta en certaines sections de torsion.

2.6. Fin de la démonstration du théoréme.

3. Relévements de sections contrélées.
3.1. Cas des torseurs sous un schéma vectoriel.

3.2. Cas d’une extension d’un schéma en groupes par un
schéma vectoriel.

3.3. Epaississement de la base.
3.4. Epaississement de la base : cas des groupes.

3.5. Cas mixte.

4. Construction de ’accouplement de périodes.
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1. Epaississements p-adiques universels ( voir aussi [Fo] );

B, (R/R).
1.1.

1.1.1. Soit R un anneau (commutatif unitaire). On note R(R)
Panneau  limite  projective  des  (R/pR).,, n€N, ou
(R/pR)n = R/pR et ot (R/pR)nt1 — (R/pR)n est Pélévation a la puissance
p. L’anneau R(R) est parfait de caractéristique p.

Soit R le séparé complété de R pour la topologie p-adique. Si

z = (Tn)neN € R(ﬁ), et si, pour tout n, r, est un relevement de 7, dans

. m-n 717 ~ ~ .
R, pour tout n, la suite (2P, " ),,en converge vers un élément 7, de R, qui
ne dépend pas du choix des relevements. Si & z on associe la suite (Z,)nen,

on obtient un isomorphisme du monoide multiplicatif (R(R), x) sur celui des
suites (Z)nen d’éléments de R vérifiant zF | = Z,. Comme R /p R~ R/pR,

on a R(R) ~ R(R).

Plus généralement, soit E — R un épaississement p-adique de R (d’ordre

e), i.e. E est un anneau séparé et complet pour la topologie p-adique et E —»EZ
un homomorphisme surjectif dont le noyau I vérifie I°*! = (0). On vérifie sans
peine que, si (Z,) € R(R) et si z, est pour tout n, un relévement de T, dans
E, alors pour tout n, la suite (27 )nen converge vers un élément de E qui

ne dépend pas du choix des relevements. On en déduit que I’homomorphisme

naturel R(E) — R(TZ) ~ R(R) est un isomorphisme.

1.1.2. Soit W (R(INQ)) Panneau des vecteurs de Witt a coefficients dans
R(R). Comme R(R) est parfait, si & z € R(R), on associe la suite des
représentants de Teichmiiller »(z'/?") € W(R(IE)), on obtient un isomor-
phisme naturel de R(R) sur R(W’(R(E))).

o~

Si r = (u)wen € W(R(R)), on pose O(z) = Y p"(Zn)n €R.
neN

354
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~

L’application © : W(R(ITZ)) — R est un homomorphisme d’anneaux. En effet,
pour tout n € N, © mod .p"*! est le composé des deux homomorphismes

d’anneaux :

- W(R(R)) — Wa(R/pR), qui & £ = (zn)nen associe
((Fo)ns - - (Tn)n),

- Wa(R/pR) — R/p"*'R, qui a (Zo,Z1,...,Tp) associe

n n
zf +pz!  +--- 4+ p"z,, ou xg,21,...,T, sont des relévements quelcon-

ques dans ﬁ/p"“ﬁ de Ty, Z1,...,Zy.

L’homomorphisme © est caractérisé par le fait qu’il induit

I'isomorphisme naturel de R(W(R(R))) sur R(R). Il en résulte que, si E est un

épaississement p-adique de ITE, I’homomorphisme W(R(R)) = W(R(E))) —

E est 'unique homomorphisme rendant commutatif le diagramme :

W(R(R))

[N

— R — 0.

~
~

Si I’élévation a la puissance p est surjective dans ﬁ/p}}, O est surjectif.
On voit alors que le quotient de W(R(R)) par 'adhérence de (Ker ©)c+!

dans W(R(R)) (pour la topologie p-adique) est un épaississement p-adique

universel d’ordre e de R.

Dans toute la suite du 1, on suppose que I’élévation a la
puissance p est surjective dans ﬁ/ pﬁ.

1.1.3. Soit R un anneau et supposons R muni d’une structure de

~

R-algebre. On appelle R-épaississement p-adique de R un épaississement
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~ —~

p-adique E —R de R, tel que E soit muni d’une structure de

R-algebre et que E —>§ soit un R-homomorphisme. Le séparé complété de
(W(R(R)) ® R)/(Ker® ® id)**! pour la topologie p-adique, muni du

R-homomorphisme sur R défini par ©, est un R-épaississement p-adique uni-

versel de }hé d’ordre e.

1.1.4. Supposons R sans p-torsion. Notons W, le quotient de
(W(R(R)) ® R)/(Ker © ® id)®*! par sa p-torsion et Z, = Ker(W, —JB) .

Comme R est sans p-torsion, on a :

7, = Ker(W. = R)[1/p] N W, ;
De plus : (Z)¢*! = (0).

Notons We et fe les séparés complétés de W, et I, respectivement pour

la topologie p-adique. Comme R est sans p-torsion, on a la suite exacte :

0—»?6—»)7\73—»?%—»0,

et (Z.)**! = (0). On voit alors que W, —R est un objet universel dans

la catégorie des R-épaississement p-adiques de R d’ordre e qui sont sans

p-torsion. On pose :

BIp(R/R) = lim__ (We[1/p]) -

1.1.5. REMARQUES.

1) Soit k un anneau parfait de caractéristique p. Notons W ’anneau
des vecteurs de Witt & coefficients dans k et supposons donnée sur R une
structure de W- algebre. Alors, comme R(W) = k, il résulte du 1.1.2 que W

est formellement étale (pour la topologie p-adique) sur ’anneau Z, des entiers
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-~

p-adiques. Si E est un épaississement p-adique de Ih%‘, on voit alors que F est
naturellement muni d’une structure de W-algebre et dans le 1.1.3 et le 1.1.4,
on peut remplacer W(R(R)) ® R par W(R(R)) ®w R.

2) Soit R’ une R-algébre formellement étale pour la topologie
p-adique et supposons donnée sur R une structure de R’ -algébre pro-

longeant sa structure de R-algebre. Alors les catégories des R et des

R'-épaississements p-adiques de R s’identifient. En particulier,
B:}’R(E/R) = B;‘R(ﬁ/R’), (si R est sans p-torsion).

3) Supposons R sans p-torsion. Soit R’ une R-algebre finie telle que
R'[1/p) soit étale sur R[1/p], et supposons donnée sur R une structure de
R’-algebre prolongeant sa structure de R-algeébre. Alors I’homomorphisme
naturel B},(R/R) — BJn(R/R') est un isomorphisme. Soit, en effet,
e un entier et notons W,p (resp. WER') le R-épaississement (resp. le
R’-épaississement) p-adique universel d’ordre e parmi ceux qui sont sans p-
torsion (1.1.4)). Construisons un homomorphisme Wenl[l/p] — AeR[l/p]

inverse de I’homomorphisme naturel. Comme R'[1/p] est étale sur R[1/p],

la structure de R’[1/p]-algebre sur R [1/p] se remonte de maniére unique a
Wer[1/p]. Pour tout entier a, notons Wg'}g le R-épaississement p-adique de

R:

W,(;jlg) = Wer +p_aF1WeR +--- +p_aeFeWeR ;
ou, pour tout i, F iWe r est ’adhérence pour la topologie p-adique dans We R
de la puissance i-éme du noyau de )7\76 r —R. Alors comme R’ est finie sur R,

pour a suffisamment grand, 'image de R’ dans W\e R est contenue dans W\Sz)

Cela munit )7\72‘;2) d’une structure de R'-algébre remontant celle de ;2 et fournit
un homomorphisme W,p — We(}?, d’ott un homomorphisme de B;R(ﬁ/R' )
dans B},(R/R). On en déduit aisément que Bi,(R/R) ~ Bi,(R/R’).
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2. Controdle des sections de torsion d’un schéma abélien.

Dans tout le 2, S est un schéma et ¢ un élément de I'(S,O0g) qui n’est
pas diviseur de 0 dans Og. Pour tout S-schéma S’, on note S; le sous-schéma

ouvert de S’ complémentaire du fermé ¢ = 0.
2.1. Définitions.

2.1.1. Si X est un Sg-schéma séparé et de type fini, un S-modéle entier
de X est la donnée d’un S-schéma séparé et de type fini X, tel que Ox, soit

sans g-torsion avec un isomorphisme (X,), ~ X.

2.1.2. Soit X un Sg-schéma séparé et de type fini. Soit (Ux)rea une
famille finie d’ouverts de X et pour chaque A € A, Uy o un S-modéle entier de
U, (on ne demande pas que les Uy o se recollent en un S-modele entier de X).
Si S’ est un S-schéma avec ¢ non diviseur de 0 dans Og, et si 2 : S — X est
une section de X, on dit que (Ux)rea contrile z s’il existe un recouvrement
ouvert (S))xea de S’ et, pour chaque A, une section S} — Ui de Uxp qui

prolonge la restriction de z a (S} ),.
2.1.3. REMARQUES.

1) a) Supposons que, pour chaque A, Uyo = X, pour un S-modele
entier X, de X. Alors, comme g est non diviseur de 0 dans Og, on voit
facilement que la section z : S; — X, est contrdlée par (U o) si et seulement

si elle provient d’une morphisme de S’ dans X,.

b) Comme ¢ est non diviseur de 0 dans Og' et que les Uy o sont
séparés sur S, on voit facilement que la section S} — Uy est uniquement

’ . ’ . . Y !
déterminée par sa restriction a (S} )q.

c) Comme les Uy o sont de type fini sur S, on voit facilement que
z: 8, — X, est contrdlée par (Ux0)rea, si et seulement si, pour tout s'eds,
il existe A € A et un morphisme zy : Spec(Ogr s) — Uy o tel que la restriction

de z & Spec(0gr )4 provienne de zy (on a noté Og/ y 'anneau local de S’
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en s').

2) Soit V un anneau de valuation discréte. Notons K son corps des
fractions, I une cloture algébrique de K et V la fermeture intégrale de V
dans K. Prenons S = Spec(V), S’ = Spec(V) et pour g une uniformisante de
V.

Soit A un sous-ensemble de X (K). Alors, pour qu’il existe (Ux0)xen
controlant tous les éléments de A, il faut et il suffit que A soit borné dans
X(K), au sens de [BLR] n° 1.1.

Si X est la fibre générique d’un V-schéma propre et plat X,, il résulte
du critére valuatif de propreté que X, contrdle tout élément de X (K). Si X
est projectif, on peut prendre pour X, ’adhérence schématique de X dans
X < P} — Py.

3) Avec V et ¢ comme dans 2), prenons S = Spec(V[T]) et
X = 8, x PL. Notons R = V[T), X = Spec(R4[Z]) U Spec(R,[Z71)),
X = U; UU,, et pour chaque entier a,

UL = Spec(R[q“Z]), UL = Spec(R[q*Z7"]) .

Comme R est factoriel, on voit facilement que les sections z de X qui sont
contr6lées par (Uﬁ"lo)),\el,z sont 0, oo, et les z € Frac(R) tels que z = q“'zl/zz
avec —a < a’ < a, 21 et 29 éléments de R non divisibles par q, et z; et zo
fortement étrangers i.e. 21 R + 22 R = R. En particulier T/(T — q) définit une

section de X qui n’est pas contrélée par (U §ag )A€1,2 pour aucun a.

4) Supposons S et X affines et soit A un ensemble de sections de
X — §,. Alors, pour qu'’il existe (U g)rea controlant tous les éléments de A,

il faut et il suffit que l'on ait :

(1) Vf €T(X,0x)Ja€Z, ¥z € A, ¢°f(z) € (S, 05).

De plus, si c’est le cas, il existe (Uxo)rea réduit & un S-modele entier

de X qui controle tous les éléments de A.
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En effet, supposons d’abord qu'’il existe (Ux0)aea contrdlant tous les
éléments de A. On peut supposer que les Uyp sont affines,
Uix,0 = Spec(T'y).

Soit f € I'(X,Ox). Il existe un entier a tel que, si fjyx est la restriction
de f a U, on ait, pour tout A, ¢* fiy, € I'x. Soit z € A. Comme Og est sans
g-torsion et que ¢°f(z) € TI(S),Os) pour tout A, on a bien
q°f(z) € I'(8,0s).

Réciproquement, supposons que ’on ait (I). Soit f; un ensemble fini
de générateurs de la I'(S, Og),-algebre I'(X,Ox). Si, pour chaque i, a; est
un entier tel que ¢% fi(z) € I'(S,0g) pour tout z € A, on voit que la
sous-algebre de la I'(S, Og)-algebre I'( X, Ox) engendrée par les g% f; définit

bien un modele entier Xy de X qui contréle tous les éléments de A.

2.2. Enoncé du théoréme.

On suppose S normal et intégre. Soit A — Sg un schéma abélien de
dimension d. Soit 7 = Spec(F) le point générique de S, Fg;, une cloture
algébrique de F et S,;, le normalisé de S dans Spec(F,i,). Comme, pour
tout entier n, le noyau A,, de la multiplication par n dans A est fini sur Sg,
toute section de torsion de A sur Spec(Fq,) se prolonge & (Saig)q. Soient F la
cloture séparable de F dans F 4 et S le normalisé de S dans Spec(F). Comme,
pour tout entier n premier a la caractéristique de F', A, est génériquement
séparable, toute section de torsion d’ordre premier a la caractéristique de F’

provient d’une section S, — A.

2.2.1. REMARQUE. Si A se prolonge en un schéma abélien G sur S, (resp.
si S est le spectre d’un trait et g en est une uniformisante), toute section de
torsion se prolonge en une section _.S'—alg — G (resp. une section de galg dans un
modele propre et plat Ay de A sur S, cf. remarque 2 du 2.1.3); toute section

de torsion d’ordre premier & la caractéristique de F' se prolonge en une section

S — G (resp. S — Ay).
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2.2.2. THEOREME. — On suppose que :

- S est noethérien, (rappelons que S est supposé normal et

intégre) ;
- 2 est inversible dans I'(Sq, Os),

- A est principalement polarisé et se prolonge en un schéma

semi-abélien G sur S (d fibres connezes).
On suppose donné un nombre premier £ inversible dans I'(S, Og).

Soit b un entier. Soit Fy une extension finie et séparable de F' contenue
dans F telle que les éléments de Agp(F) soient rationnels sur Fy. Notons Sy

le normalisé de S dans Spec(F}).

Alors, pour b suffisamment grand, il existe une famille finie de
S1-modéles entiers d’ouverts de A x5, (S1)q qui contréle toute section de tor-
sion de A sur §q qui est tu€e par un entier n premier a la caractéristique de

F.

2.2.3. REMARQUES.

1) Sans P’hypothése relative au nombre premier ¢, le théoréeme
entraine que, localement sur S, pour la topologie définie par les morphismes
étales et finis, il existe des modeles entiers contrélant les sections de torsion

d’ordre premier a la caractéristique de F.

2) L’hypothése que l'ordre des sections est premier a la car-
actéristique de F' n’intervient qu’au 2.4.8, lorsqu’on utilise la finitude d’une
cloture intégrale dans une extension séparable. Il est possible qu’un examen
plus soigneux de la démonstration permette de se débarrasser de cette hy-

pothése.

3) (argument di a M. Raynaud). Soit A et S comme dans I’énoncé

du théoréme, sauf qu’au lieu de supposer A principalement polarisé, on

361



J.-P. WINTENBERGER

suppose seulement A muni d’une polarisation de noyau d’ordre m premier
a la caractéristique de F'. Soit F» une extension finie et séparable de F
contenue dans F telle que les éléments de A,,(F) soient rationnels sur F5.
Notons S la fermeture intégrale de S dans F5. Alors, si m est inversible dans
Os, la conclusion du théoréme reste vraie, aprés changement de base a Ss.
Si m est seulement supposé premier & la caractéristique de F, il existe Sj
normal avec S} — S,, propre, birationnel, S; — S, isomorphisme au dessus
de 'ouvert ou m est inversible, tel que la conclusion du théoréme reste vraie

apres changement de base & S} ,S} désignant le normalisé de S} dans Spec(F).

En effet, notons A : A — A* la polarisation. Soit L, un faisceau
inversible sur la fibre générique de A définissant A. Soit N un sous-groupe
de Ker(\)(F2), qui est isotrope maximal pour ’accouplement défini par L,
( [Mum 66] ). Soit A; le quotient de A, par N. Alors L, provient d’un
faisceau inversible L; sur A; et L; induit une polarisation principale sur
A;,. Soit N T’adhérence schématique de N dans G xg S2. Le schéma N est
quasi-fini sur S,, puisque c’est un sous-schéma fermé du noyau (G X g S2)m
de la multiplication par m dans G X g S. Si m est inversible dans Og, il est
étale sur Ss, car (G Xs Sa2)m est, en tant que schéma sur S, isomorphe a
une somme d’ouverts de S,. Sans hypothése sur m, grace a la platification
par éclatement de [Ra-Gr], il existe un éclatement Sy — S, de S;, qui est
un isomorphisme sur 'ouvert ol m est inversible, tel que le transformé strict
N" de N par S — S, soit plat sur S%. Soit S} le normalisé de Sj dans
Fy, et N' = N” x sy Sy. Alors, N ( respectivement N’ ), est un schéma en
groupes quasi-fini et plat sur Sy ( respectivement S5 ). La relation de passage
au quotient fppf qu’il définit sur le morphisme d’élévation a la puissance m
G x5 Sy — G xg Sy ( respectivement G Xg Sj — G xg S5 ) est effective
d’apres le 5) du théoréme 1 de [Ra]. Notons G’ le quotient; c’est un schéma
semi-abélien sur S, ( respectivement S; ) qui prolonge A; et A’ = G| est
un schéma abélien sur (Sz), ( respectivement (S3)q ) qui est principalement
polarisé car A} Uest. On peut donc lui appliquer le théoréme. Pour b entier
suffisamment grand, soit F3 extension finie et séparable de F, contenue dans F

telle que les éléments de A}, (F') soient rationnels sur Fy et désignons par Ss
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( respectivement S} ) le normalisé de Sy ( respectivement S5 ) dans Spec(F3).
Il existe une famille finie () de Ss-modeles ( respectivement Sj-modeéles )
entiers d’ouverts de A’, qui contrdlent les sections de A/F qui sont de torsion
d’ordre premier a la caractéristique de F'. Il est facile de voir que les (I;),
normalisés des ({/;) dans A%, , controlent bien les sections de torsion de A%

qui sont de torsion d’ordre premier a la caractéristique de F'.

Démonstration du théoréme :

Par un argument de passage a la limite, on se rameéne au cas ou R est

de type fini sur Z, et donc excellent, ce que nous supposerons désormais.
2.3. Contruction des modeles entiers .

2.3.1. On peut clairement supposer S affine, S = Spec(R), S = Spec(R).
Soit F; une extension finie de F contenue dans F comme dans I’énoncé
du théoreme. Apreés extension des scalaires a F), A posséde une structure
symplectique de niveau 8¢%, i.e., [Fa Ch] chap. 1. 1.8., un isomorphisme
symplectique Agp ~ (pge)? x (Z/8€%)4, les racines de 1'unité d’ordre 8¢°
étant aussi rationnelles sur Fj. Choisissons une telle structure de niveau.
Soit R; la fermeture intégrale de R dans F}; I'isomorphisme symplectique
Ages ~ (pgev)® x (Z/8¢%)¢ se prolonge a Spec(R;),. Choisissons de méme un
isomorphisme pigp ~ Z/8¢% sur Spec(R;),.

Pour tout faisceau inversible relativement ample L, sur A, on note
H(Ly) le sous-groupe de A noyau de la polarisation A — A’ associée & L, et
G(Ly) le groupe des automorphismes de L au-dessus des translations par les
sections de H(L;) ([Mum 66] ou [MB 81]). On a donc la suite exacte :

1-6G, —G(L,)— H(L,) —1.

Notons A : A — A’ la polarisation principale de A. Soit L le faisceau in-
versible rigidifié sur A image inverse par (id,\) du fibré de Poincaré sur
A x A'. Le faisceau inversible L est donc totalement symétrique et H (L) ~

Asz. L’isomorphisme symplectique, apres extension des scalaires 2
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Spec(Ry)q, de Ag avec (pg)? x (Z/8Z)? induit sur L}? une 6-structure
symétrique ([Mum 66]), i.e. un isomorphisme de G(L;?), muni de 'automor-
phisme é_; induit par la symétrie, sur le groupe théta standard muni de son
involution. Cette 6-structure permet de définir une section Ay — G(L}?), dont
I'image est formée de sections fixes par §_;. Cette section permet de descendre
L7 en Ly symétrique avec L?? ~ [2]*L, ~ L} ([MB 81]). D’aprés un théoréme
de Moret-Bailly, le faisceau inversible rigidifié symétrique L, se prolonge de

maniere unique en un faisceau inversible rigidifié L sur G ([MB] th. 3.3 du
chap. II).

2.3.2. Soit k = ¢ si £ # 2 et k=4si{=2; supposons b choisi tel que
0>k,

LEMME. — Aprés extension des scalaires d Spec(Ry)q, le G, -torseur
G(LE) — H(LE) = Ay est trivial.

Démonstration. : Apres extension des scalaires a Spec(R;)q, on a un iso-
morphisme symplectique Ag = (par)? x (Z/4kZ)%. Cet isomorphisme définit
une théta-structure symétrique sur le faisceau inversible rigidifié totalement
symétrique L2* ([Mum 66]), donc une trivialisation du G.,-torseur G (L2F) sur
Asy. Comme on dispose d’un homomorphisme 75 : G (Lg’C )—G (L’;) coiffant la
multiplication par 2 ([Mum 66]), on voit que I'on peut trivialiser le G ,-torseur
g(L’;) — Apg.

2.3.3. Aprés extension des scalaires a Spec(R;)q, on a
Ay ~ (Z/k2)* x (ux)? ~ (Z/kZ)*. Pour chaque & € A((R1)q)k, on note ge
une section de G(L¥) au-dessus de €. Si 6 est un élément non nul de T'(4, L,),
on pose :
Xe = ge(6")/6" .
On définit ainsi une fonction rationnelle sur G x g Spec(R;), qui ne
dépend pas du choix de 6, et le choix de g¢ la définit & une unité de (R)q

pres.
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2.3.4. Soit a un entier que nous choisirons suffisamment grand. Pour
' une section de A((R1)q)e, notons t;(X¢) la fonction rationnelle sur
G xs Spec(R;) déduite de X, par translation par &'. Notons 1"(5',1) la sous-
R;-algebre du corps des fractions rationnelles de G x s Spec(R;) engendrée
par les g®t; (X¢), € décrivant A((R1)g)k. Comme L% est relativement trés
ample et que les g¢(6*) engendrent I'(A4,L¥) (M 66] th. 2), Spec(l"(;))q
s’identifie & 'ouvert A — 1%, (©4), ot ©4 est le diviseur théta associé & L.
La famille des Spec(Fg',l)) forme une famille finie de modéles entiers d’ouverts
de A xs, Spec(R;)q, indexée par les £’ € A((R1)q)e-

Nous nous proposons de prouver que, pour a et b assez grand, cette
famille de modeles entiers controlent les sections de torsion d’ordre pre-
mier & la caractéristique de F. Pour ceci, nous montrons au prochain
numéro comment évaluer aux sections de torsion les fonctions 8, a l'aide de
leur développements de Fourier partiels, puis dans le numéro suivant, nous

controlons les dénominateurs de certaines sections de torsion.

Ezemple : Soit E la courbe elliptique de Tate G, \¢% sur R = Z[[q]].

Soient 0[;](z,7), a,b € {0, 3}, les séries théta usuelles :

0 [Z:' (Z, 7_) — Z e‘/ri(n+a)2r+27ri(n+a)(z+b)'

n€Z

0l5)

On voit facilement que le modeéle entier engendré par les fonctions Ik
0

a,b € {0,1}, (a,b) # (0,0), contréle toute section de torsion provenant d’une
puissance fractionnaire ¢* de ¢, avec ]—‘al, %[ Les translatés par les points de
%-torsion, b > 1si £ # 2, b > 2 si £ = 2, contrlent toutes les sections de

torsion.

2.4. Rappels sur D’uniformisation des schémas abéliens

([FaCh]) ; évaluation des fonctions théta aux sections de torsion.

2.4.1. Dans tout le 2.4. , on reprend les notations du 2.3. et on se donne
de plus un idéal I de R, I = V/I, et tel que Spec(R/I) est connexe, tel que la
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dimension des sous-tores maximaux des fibres de G aux points de Spec(R/I)
est constante (on note cette constante t). Comme G4 — Spec(Ry) est un
schéma abélien, si t # 0, on a Spec(Ry) N Spec(R/I) = 0 et ¢ € I. On note
R le complété I-adique de R, de sorte que R est encore integre et normal,
puisqu’on a supposé R excellent ( cf début de la démonstration du théoreme
). On note I=1I ﬁf, 7 le point générique de Spec(ﬁ), et Fle corps des fractions
de R.

On s’intéresse a des propriétés qui sont vraies apres restriction a un
voisinage étale de Spec(R/I). Plus précisément, quand on localise, on remplace
(R,I) par (R',I'), R’ étale de type fini sur R, R' intégre, I’ idéal de R/,
I' = /T tel que Spec(R'/I') est connexe d’image dans Spec(R) contenue
dans Spec(R/I), et on peut trouver des (R}, I})jes, les (R}, I}) comme ci-
dessus, J ensemble fini d’indices, tel que Spec(R/I) soit recouvert par les

images des Spec(R);/I}).

2.4.2. Apreés localisation ( au sens du numéro précédent ) , on peut
supposer que la partie torique de la fibre de G sur Spec(R/I) est déployée.
Soit Gior le complété formel de G pour la topologie I-adique. Le schéma en
groupes formel Gy, s’algébrise en ’extension de Raynaud G- R ( [FaCh]
chap. 2 §1 ) :

15T —>G—oA—1.

De méme, pour le schéma semi-abélien G', qui prolonge le schéma abélien
dual de A, ( [FaCh] chap.2 §2, [MB85] chap.4 th. 7.1. ) :

1—»T’—>6"——>Z’—>1,

et A’ s'identific au schéma abélien dual de A. Notons X et Y les groupes
de caracteres de T et T’ respectivement. La polarisation principale A
associée a L détermine une polarisation principale A; : A — A et un
isomorphisme ¢ : Y — X. Onnote ¢’ : Y — A(R) et ¢ : X — A'(R) les
homomorphismes opposés de ceux déterminés par les extensions de Raynaud
G et G respectivement ( nous prenons le méme signe que dans [FaCh] chap.

255 ).
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2.4.3. D’apreés [MB85] chap. 1 n. 7., aprés localisation, la restriction
du torseur cubiste L, & Tior est triviale. Choisissons en une trivialisation.
Une telle trivialisation détermine un faisceau inversible M sur A tel que Lgo;
s’identifie au complété formel de v*(M), ol on a désigné par + la projection :
G — A ([Br] ou [MB 85] chap. I n° 7). On pose L = v*(M). On a donc une
action que ’on note ¢t — T du tore T sur E, relevant Daction de T sur G par

translations.

Soit m un entier > 1. Pour chaque x € X, on note :
I(G,L™)x = {0 € (G, L™Vt € T, T} (6) = x(1)6} -

Alors, pour tout Y, F(é , E’”)X s’identifie au R-module localement libre de type
fini (A4, M™R0y,), ou Oy est le faisceau inversible sur A des fonctions fsur G

~ ~m

telles que T¥(f) = x(t)f pour tout ¢t € T. Le R-module F(é, L )= I"(@’, ™)

s’identifie au complété I-adique de @Xexr(é,i'n)x. Pour 6 € I'(G, E"‘), on

note # = ) 6, la décomposition correspondante de 6.
xX€X

Apres localisation , on peut trivialiser ¢* M. Choisissons une telle triv-
ialisation. Notons Pj le fibré de Poincaré sur A x s A’. Comme la biextension
(id, A 1)*(P3) s’identifie a celle définie sur
m*(M) ® p{(M™1) ® ps(M~1) ( [FaCh] chap. 2 §2 ), une telle trivialisa-
tion définit une trivialisation symétrique de (¢’ x ¢)*Pj;. Cette derniére triv-
falisation définit un relévement de ¢ : Y — A(R) en @ : Y — é(ﬁ) La
trivialisation de ¢’* M définit alors une action &* de Y sur L au-dessus de &
qui vérifie : ¢(y)(t)c; Ty = Tycy poury € Yet t € T.

Rappelons que 'on a désigné par Fle corps des fractions de R. Avec les
simplifications d’écriture dues a ce que, comme la polarisation est principale,
on a pu trivialiser ¢*M et (¢’ x ¢)*P; de facon compatible & @, le théoréme
5.1. du chap. 2 de [Fa Ch] dit qu’il existe une fonction a : ¥ — F* et une
forme bilinéaire b: Y x X — F* telles que, pour tout § € I'(G,L™), on ait :

Oyt me(y) = a(y)™b(y, x ( X) -

De plus :
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1) a(0) =1,
2) pouryety €Y,ona:

a(y+y') = by, o(y'))a(y)a(y’),

3) b(y,8(y")) = b(y', (),
4) pour y #0, b(y,¢(y)) € T,

5) pour n € N, a(y) € I™ pour presque tout y.

La fonction a mod.R* ne dépend pas du choix de la trivialisa-
tion de ¢*M. Elle dépend du choix de M : a. mod .R* devient Yy —
a(y)b(y, x) mod R* si on remplace M par M ® Oy.

2.4.4. Notons V D’ensemble des valuations de F' associées aux idéaux
premiers de hauteur 1 de R.Sive V,onnotea, :Y = Zetb, :YxXX — Zles
fonctions y — v(a(y)) et by(y,z) = v(b(y, z)) respectivement. Les propriétés

des fonctions a et b rappelées ci-dessus entrainent que :

1) (y,y") — by(y,¢(y’)) est une forme bilinéaire symétrique posi-

tive; notons g, la forme quadratique associée;

2) il existe une forme linéaire ¢, : Y — Q telle que :

ay(y) = 1/2 qu(y) + £u(y)

3) on a ¢,(y) = 0 = £,(y) = 0 (cela résulte de ce que, grace a 5)
du numéro précédent, a,(ky) est > 0 pour |k| grand).

2.4.5. Montrons que a et b sont a valeurs dans ﬁq*. Sit=0,iln"ya
rien & démontrer. Supposons donc ¢ # 0 et donc ¢ € I ( 2.4.1. ). Notons
V(q) 'ensemble fini des v € V telles que v(g) > 0. Il s’agit de prouver que
a, et b, sont identiquement nulles si v ¢ V(q). Soit v € V — V(q) et soit s(v)
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I'idéal premier de hauteur 1 de R définissant v. On a s(v) € Spec(ﬁq), donc
G y(v) est un schéma abélien. On sait ([Fa Ch] cor. 5.11. du chap. III) que si
s € Spec(R), on a :

1—- (és)tor — (Gs)tor - Q/Z ®Y;,—0
oit Y, = {y € Y,b(y, 6(y)) € R:*}.

Pour tout entier n, on a :

rg((Gs(v))n) = n2d
rg((Gs(v))n) = nZd_t ’

donc Y,(,) = Y. On voit que b, est bien identiquement nulle, et la propriété

3) du numéro précédent entraine que a, l'est aussi.

2.4.6. Notons ¢; le morphisme ¥ — T(ﬁq) défini par b: Y x X — ﬁq*
et soit t = 1; x & : Y — G(R,). Soit n un entier. Alors (G,), s'identifie au

noyau de la multiplication par n dans C~¥q Ju(Y).

Plus précisément, pour m grand , on peut associer & (G, L™) un modéle
relativement complet P — Spec(ﬁ’), vérifiant entre autres propriétés ( cf [Fa

Ch] chap. IIT § 3 ) :

- P est localement de type fini (mais n’est pas de type fini); on a
une immersion ouverte G < P, 'action de Y sur éq définie par ¢ se prolonge
en une action de Y sur P que l’on note Yy — Sy, L™ se prolonge 4 P et Sy
se releve en une action S sur L™, les actions T} et Ty de T sur G et L™ se
prolongent & P; on a G4 = P, (reprendre la démonstration du corollaire 4.2
du chap. III de [Fa Ch] en remplagant Spec(ﬁ);, par Spec(ﬁ)q)

- une immersion ouverte G < P, P propre sur ﬁ, un morphisme
T Pyor — Ppor qui identifie Py, avec ﬁfo, /Y et un isomorphisme 7*(Lg,,) =
Lior; on a G¢ = P, (cf. prop. 4.12 du chap. III de [Fa Ch]).

Notons G* le schéma en groupes EJY Sy(é) C P et soit Zz(,n) le produit
y

fibré défini par le diagramme :
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Z§") — G

! [

y:Spec(R) — G*

Alors, on a un isomorphisme de G, avec le quotient de HyeyZ,(,") par I’action
naturelle de Y ([Fa Ch] th. 5.9 chap. III). Comme (G*), = G,, cela justifie
Pidentification (Gp)q = (Gq/t(Y))n.

2.4.7. Soit 2’ une cloture séparable de F et 1/\2 la fermeture intégrale
de R dans t/':‘ Notons G(I/-\Zq)to,r le groupe des sections de G sur }A?q qui sont
tuées par un entier premier a la caractéristique de 1?‘, (?'(Il%q)y_div le sous-
groupe de 5’(1/%(1) formé des Z tels qu’il existe y € Y et n € N, n premier

~ ~ A
3 la caractéristique de F, avec nz = «(y). Si 2 € G(Rq)y—-div, On pose
§(2) = n"ly € Y ® Q. Il résulte de ce qui précéde que l'on a un diagramme

commutatif :

~ N

A
0 — Y — GRgy-daiv — G(Rg)torr — 0

|« !

E
0 — Y — YQ — Y®Q)/)Y — 0

A
On note z — y(z) la fleche G(Ry)tor — (Y ® Q)/Y.

N
2.4.8. Soient z € G(Rg)tor €t n un entier premier a la caractéristique

— ~ R A
de F tel que nz = 0. Soit 2 € G(R,)y —div relevant z. Soit z; € T(Ry) tel que

nZ; = 1,(Y(%)) et posons z; = 2z; *. On a nz; = &(ny(z)). Il en résulte que
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~ A A
Z5 € G(R). Les images v(Z) et y(Zy) de Zz et Zy dans A(R,) coincident; on a
~ A
donc (%) € A(R).

~ ~ A

Soit F' une extension finie de F' contenue dans F' telle que z, z, Zy et Z;
soient définis sur F'. Notons R’ la fermeture intégrale de R dans F'. Comme
F'|F est finie et séparable, R’ est fini sur R ([MAT)] prop. 31.B) et est en

particulier séparé et complet pour la topologie 2 -adique.

ProPOSITION. — On a un isomorphisme naturel de ﬁ;-modules :
z*(Lg) o~ z¢(L)q. Soit 6 € [(Gq,LT).  Notons
0(z) € 2*(Ly') (resp. Ox(zf) € Z;(L™)) l'évaluation de 6 en z (resp. de
0y en zZg, pour x € X). Alors il existe un entier a tel que 6(z) et les
0,(z5)x(z:) € q-az;(Zm), et on a :

0(z) =) 0x(F)x(Z) ,

xX€X

la série convergeant pour la topologie T -adigue dans le R'-module inversible
g oZH(I™).

REMARQUE. L’image de Z}(E) dans z*(Lq) ne dépend pas du choix
de la décomposition zyz; de z (mais dépend du choix de 2). De méme, les

O©,(Zf)x(z:) ne dépendent pas du choix de la décomposition z = Zz;.

2.4.9. Démonstration de la proposition. Tout d’abord, il suffit de prouver
la proposition pour m grand, et tout z : en effet, L étant symétrique, on a
un isomorphisme de (L™)™" sur [m/]*(L™) et la proposition pour mm'2 et 7'

avec m'z’ = 7 entraine la proposition pour m et Z.

On peut donc supposer que 'on a un modéle relativement complet
P — Spec(R) (cf. 2.4.6). On a alors ([CF] chap. III th. 5.9, [Mum 72] th. 4.10) :

~ ~

- un sous-schéma fermé Zn de P, propre sur R, avec
(Zn)q 2 (Gq/u(Y))n (2.3.7);
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- un sous-schéma fermé Z,, de P, avec (Z,)q = (Grn)q;

- le morphisme 7 : 13f0, — P induit par restriction un mor-
phisme (Zn)tor — (Zn)for, qui s’algébrise en 7, : Zn — Zn, et 7, induit
lisomorphisme (Gg/u(Y))n = (Gr)q-

La restriction a (Z,)sr de l'isomorphisme 7*(Lgor) =~ f/for s’algébrise,
d’ou un isomorphisme de 7%(L) sur la restriction a Z, de L. Grace au

diagramme commutatif :

Z: Spec(ﬁg) — Zn
I L
z: Spec(ﬁ’;) — Zn

on en déduit un isomorphisme z*(Lg) =~ (L )- D’autre part, T7, induit
un isomorphisme Z*(Eq) ~ (7 (L))q, d’ou l'isomorphisme z*(L ) ~ (zf(L))q

promis.

Reste a prouver la formule donnant (z). Comme G4 = Py, on peut
supposer, quitte & multiplier  par une puissance de ¢, que § € I'(P, L). Grace
a l'action de T sur le prolongement de L a P, on a une décomposition w*(0) =
Exe x 0, la série convergeant pour la topologie f—adique. Si on note 0x| 7.
la restriction de 6, & Z,, on obtient dans le R-module fini I'(Z,, L) I'égalité
T (0) =3 ex b))z, Soit a un entier tel que I'image de T(Zy,,L) dans z;(i)q
soit contenue dans q‘“z}(L) On a donc 6(2), 0 (2) = 0,(z7)x(z1) € ¢*Z3(L)
et 6(z) = Z 0, (Z7)x(z).

2.5. Controle des dénominateurs des valeurs de quotients de

fonctions © en certaines sections de torsion.

2.5.1. On reprend les hypotheses et les notations du 2.4. On note © 4

le diviseur de G, associé a L, et © ; le diviseur de A associé a M. Soit
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Xo le caractere trivial du tore de I’extension de Raynaud. Il résulte du 2.3.3
que 8 — 6, induit un isomorphisme des ﬁq-modules inversibles I'(G4, Lq) et
I'(Aq, Mg4). On suppose qu’on s’est suffisamment localisé ( au sens du 2.4.1)
pour que I'(A, M) soit libre sur R et on note § un élément de I'(Gg, Lg) tel
que 0y, soit un générateur de I'(A, M).

A ~ ~ A
2.5.2. PROPOSITION. — Il eziste 6 € G(Rg)2, 6 € G(Ry)y —div Televant 6

et D un voisinage ouvert de y(6) dans Y ® Q vérifiant :

A
1) Pour tout z € G(Rg)tor d’ordre premier d la caractéristique de

AR
F et touts € Spec(R /I R) tels que :
% B
a) il existe un relévement 7 € G(Ry)y—div de z avec §(Z) € D,

b) Vimage de v(Z) dans la fibre A(k(5)) n’appartient pas d O ; xk(3)

~ A
(7(%) appartient a A(R), cf. 2.4.8., ce qui donne bien un sens d son image
dans A(k(3))) ,

A
Alors, l’image par z de Spec((R3z)q) ne rencontre pas © 4.

2) Soit m un entier et 0' € T'(Gy, L*). Alors, il existe un entier a

tel que, pour tout z et’s vérifiant a) et b) ci-dessus, on ait :

q*(0'/6™)(z) Ef_%g .

Démonstration.

2.5.3. Si z, Z avec y(z) € D sont comme dans le 1) de la proposition
et si 2 = Zyz; est une décomposition de z comme au 2.4.8, rappelons que
Pon a un isomorphisme z*(Lq) =~ Z}(E)q et que, avec cet isomorphisme,
0(z) = ZX 0x(zf)x(%:) et de méme pour L7 et 6’ (2.4.8).

x€
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2.5.4. LEMME. — Il eziste 6, g, D et a comme dans l’énoncé de la

proposition, tels que :
1) pour tout x € X, ¢°0(Z)x(%:) € Z5(L™),

2) pour tout x € X différent du caractére trivial xo, on a

0, (Zr)x (%) € \/I_ﬁz;@).

2.5.5. La proposition résulte facilement du lemme. En effet, grace au
2) d~u lemme, 6(Z) € E}(TL) et a méme image que 0,,(Z5) = 6,(7(2)) dans
z§(L) ®% k(3). Par suite, comme par hypothese, 0y, est un générateur de
['(A, M) et que v(Z) n’appartient pas & ©4 X k(3) , 0(z) est un générateur

A ~ A A
du Rgmodule inversible Z3(L)®4, Rs, et a fortiori de 2*(Lq)®p, Rs, ce
qui prouve le 1) de la proposition. De plus, d’aprés le 1) du lemme,
~ ~ A N

q*6'(z) € 75(L™), donc & Z}(L™)®4, Rs et on a bien ¢(6'/60™)(z) €Rs.

Prouvons le lemme 2.5.4.

2.5.6. On a, si y = ¢71(x) (cf. 2.4.3) :

Ox(Zr)x(21) = a(y)x(Z)¢y (0x (75)) -

De méme, si (x;) est un systéme de représentants des classes de X/mX,

on a, si x = x; + mé(y) :

05(Zr)x(Z) = a™ (9)b(y, x:)x(3)¢, (0, (Z) -

Comme ¢; : Y — T(F) est défini par b (cf. 2.4.6) et que, si n est un
entier premier a la caractéristique de F' tel que nz = 0, on a nZ; = 1,(ny(?))
on voit que :

-K*
x(z¢) = b(y(2),x)mod. R ,
-K* K*
ot b(y(z),x) désigne l'unique élément de F /R tel que
(), )" = b(nii(3), X)-
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Notons Q' le sous-anneau de @ formé des rationnels dont le dénomina-

teur est premier a la caractéristique de F. On voit qu’il suffit de prouver :
1) il existe un entier ag tel que Vx;, Vy €Y, Vy e DN(Y ® Q') :
~ x x,
g*°a™(y)b(y, xi)b(¥, xi + m¢(y)) ERmod R * ,
('sia; est un entier tel que ¢*16; , € F(Z,MX..), a = ag + a; convient ),

2) VyeY,y#0:

a(u)b(7, #(y)) € VI Rmod R * .

Clairement 1) est entrainé par 1’) :

1’) Soit D' C Y ® @ borné; alors il existe a’ tel que Vy € Y,
Vye D'N(Y Q') :

¢*' ™ (y)b(F, (y))b(F, xi) ER mod . R * .

Montrons 1’) et 2).

2.5.7. Pour cela, pour toute valuation v de F associée & un idéal premier
de hauteur 1 de ﬁ, soit ay, by, ¢, et £, comme au 2.4.4 et soit, comme au 2.4.5,
V(q) 'ensemble fini des v telles que v(g) > 0. Il est clair que si v désigne encore

A
un prolongement quelconque de v & R, et si on prolonge b, & (Y @ Q') x X
par bilinéarité, on a, powr y €Y @ Q' et z € X :

v(b(y, z)) = bu(y, 7) .

Comme D’ est borné, pour tout v, b,(D’, x;) est borné. Comme b, est

identiquement nul si v ¢ V(q) (2.4.5), on voit qu’il existe a; tel que :
5 _ A A
Vye D'Nn(Y®Q), ¢*b(y,x;) ER mod.R* .
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Reste a montrer, pour prouver 1’), qu’il existe ay avec :

~
mod R* .

&>

YweY,Vye D'n(Y ®Q"), ¢*a™(y)b(y, ¢(y)) €

Pour cela, il suffit de prouver que, pour chaque v € V(g),
may(y) + by (¥,(y)), y €Y et y € D', est minoré.

Comme ¢,(y) = 0 entraine £,(y) = 0 ( 2.4.4. ), il existe o € Y @ Q tel
que mly(y) = by(Yo, ¢(y)). L’expression & minorer devient :

U m/2 qu(y) + bu(Yo + ¥, $(y)) -

Soit b, = maxgep'(qu(Yo + ¥)). (I) est minoré par :

m/2 Qv(y) - \/‘Jv(y) \/%(?70 + g)
et donc par minyer, (m/2 u — vby\/u), ce qui prouve 1’) donc 1).

2.5.8. Prouvons 2). Tout d’abord, comme la fonction y — a(y) est bien
déterminée a multiplication par b(y, x), x € X, pres, la symétrie de L entraine
qu’il existe x; € X tel que :

a(=y) = a(y)b(y, x1) -
~ ~ A
Soit 73 € 27'Y tel que 2¢6(71) = x1 et soit § € G(Rq)y—div tel que

~ ~ A A
7(8) = 71 et tel que l'image 6 de & dans G(Rg)ior appartienne & G(Rg)2 (un
tel & existe puisque ’on a supposé que la caractéristique de F' est différente
de 2 ). Posons :

ar(y) = a(y)b(@1, 6(y)) mod. R * .

>

On a donc a;(y) = a1(—y)mod. R *, d’ou :
1/2 A
ai(y) = b(y, ¢(y)) '“mod. R .
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Prenant D = y; + D;, on voit qu’il suffit de prouver qu’il existe un
voisinage D; de 0 dans Y ® Q@ tel que :

Vy €Y,y #0,Y5 € Din(Y ®@Q),b(y,d(y))/*b(7,é(y)) € VI Rmod. R*.

A
Comme, pour y # 0, b(y, ¢(y))/* € VI R, on voit qu’il suffit de trouver
D; tel que :

>

>

Yy € Y,¥j € DiN (Y 8 Q),b(y, 4(y))'/*b(, #(y)) €R mod.
autrement dit, pour v € V(q) et ¢,(y) = by(y, ¢(y)) :

(1I) - 1/4u(y) + bu (¥, é(y)) 2 0 .

On prend D; tel que : Vy € D, Yv € V(q), on ait : 41/¢,(y) < 1.On a:

1/4¢,(y) + bu (7, ¢(y)) > 1/4v/00(v) (V1 (v) — 4V 0(¥)) -

On voit que si q,(y) = 0, (II) est claire. Si g,(y) # 0, on a g,(y) > 1 et

(IT) est encore vraie car 41/¢,(¥) < 1 < 1/qu(y). Cela acheve de prouver le
lemme, et donc la proposition.

2.6. Fin de la démonstration du théoréme.

2.6.1. Choix de a et de b.

Soit, pour tout entier ¢, S; le fermé de S défini par s € S; <> t(s) > t,
ou t(s) est la dimension du sous-tore maximal de la fibre G5 de G en s. On
adonc S =525 DD 84D Say1 = ¢ (d =dim(G/S)). Pour chaque
entier t, 0 <t < d, notons S=; = S; — Si41.

Soit, pour chaque ¢, 0 < ¢t < d, J; un ensemble fini d’indices et pour
chaque j € Jy, un morphisme étale de type fini Spec(R;) — S et I; un idéal de
R; tel que I'image de Spec(R;/I;) dans S soit contenue dans S=;; on impose

que :
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- les R; sont inteégres et les I; sont premiers ( pour ¢ = 0, on prend

- les images des Spec(R;/I;), pour j € J; recouvrent S—;;

- on a les trivialisations du 2.4. pour (R;, I;) et (G, L). Donc, on a
un faisceau inversible M sur la partie abélienne A ; de'extension de Raynaud
associée a G. On suppose de plus que le
R;/I;-module inversible F(;fj,M ;) ®§j R;/I; est libre, ce qui entraine que
I'(Aj, M;) est libre sur R;.

Pour chaque j, on choisit §; € T'(A,Lg) ®r ﬁ’j qui s’envoie sur un
générateur de F(Zj,M ;)- On choisit a; vérifiant le 2) de la proposition 2.5.2
pour les ge(8;), € € A(Ri)g)e (k=1sil#2etk=4sil=2,cf232.).
Pour ¢ # 0, on choisit b; tel que, si D; est comme dans la proposition 2.5.2
pour m = k, on ait Y ® Q = £=%Y + D;. On choisit a = sup(a;), b > sup(b;)
et £° > k.

2.6.2. Soit z € A(R,) une section de torsion d’ordre premier a la
caractéristique de F. Soit F’ une extension finie de F contenue dans F
contenant F telle que z € A(F"). Notons R’ la fermeture intégrale de R dans
F’; on a donc z € A(R}). Il suffit de prouver que, pour tout s’ € Spec(R'),
il existe £’ € A(Ry)q tel que la restriction de z a Spec(R')q provienne d’une
section Spec(R}) — Spec(l"(c',l)) (on a noté R., le localis¢ de R' en s')
(1c)du213.).

Soit s I'image de s’ dans Spec(R). Soit j comme au numéro précédent
et tel que s appartienne a I'image de Spec(R;/I;). Soit s; € Spec(R;/I;)
d’image s dans Spec(R). Soit s € Spec(R; @r R') au-dessus de (sj,8")
(il existe un tel s’ d’apres EGAL prop. 3.4.7. ) et soit Spec(RY) la com-
posante du schéma normal Spec(R; @g R') telle que s € Spec(R}). Alors
Spec(R);) — Spec(R;) est finie : en effet, comme F'/F est finie séparable,
R'/R est finie d’apres [Mat] prop. 31 B, et donc aussi donc R’;/R;. De plus,
Spec(R);) — Spec(R;) est surjectif car Spec(R; ®r R') — Spec(R;) est plat
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au-dessus du point générique de Spec(R) et donc le point générique de toute
composante irréductible de Spec(R; ® g R') s’envoie sur le point générique de
Spec(R;). Enfin, F'/F est finie séparable, il en est de méme de I’extension

des corps de fractions de R} et R;.

Notons ﬁj le complété de R; pour la topologie Ij-adique et soit §;
Pimage de s; dans 'isomorphisme Spec(R;/I;) ~ Spec(R;/I;). Notons ﬁ; la
composante du complété I;-adique de R; qui contient le point 8} défini par

U

Sj.

Spec(R') « Spec(R;) « Spec(R})

l l l

Spec(R) «— Spec(R;) «— Spec(R;)

On voit facilement comme ci-dessus que Spec(ﬁg) — Spec(R;) est fini surjectif

et que l'extension de leurs corps des fractions est séparable. On peut donc
~ A A
supposer R} plongé dans R;. Soit 5 € Spec(R;) au-dessus de 5.
2.6.3. Soit D C Y ® Q comme dans la proposition 2.5.2 (nous reprenons
les notations du 2.3 et du 2.4. et nous omettons dans ce numéro l'indice j).
~ A

D’apres le choix de b, il existe § € £7%Y et Z € G(Rgq)y-div relevant z avec
~ A ~

Y(z) —y € D. Soit § € G(Rq)y-div tel que y(&)) = ¥ et que I'image &)

~ N A

de & dans G(R,) appartienne & G(Ry)p. Comme £° est > 3 et premier a

la caractéristique du corps résiduel k(3), les complémentaires des translatés

t5(© ;) du diviseur © ;5 de A par les § € A(k(3))g recouvrent A x Spec(k(3)) :

cela résulte de ce que M? est relativement trés ample et de ce que le groupe

théta G(M?) agit de facon irréductible sur I'(A, M%) ([Mum 66] th. 2).
~ N ~ ~

Il existe donc 6 € A(R)p tel que I'image de v(z — &) — 6 dans A(k(3))

~ ~ N
n’appartienne pas a © ;(k(3)). Soit &] relevant 6§ dans G(R)s et d’image £

A ~ ~ ~ ~
dans G(R)p et posons &' = & + &, & =& +&.Onay(z—¢) € D et
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I'image de v(Z —£') dans A(k(3)) n’appartient pas & © 4 4i(k(3)). La proposition
2.5.2 dit alors que la restriction de z a Spec((R )s')q provient d’une section

Spec((R')sr) — Spec(T{)).

2.6.4. Soit R’ le localisé complété de R en s’.. L’homomorphisme

J

R; — R’ ¢ induit un homomorphlsme R’. — R' s+ qui envoie s} sur s%. 11
55 55

en résulte un morphisme Spec(R’ ) — Spec((R ) ) et la restriction de z a
J

Spec(R )q provient d’une section Spec(R' ) — Spec(l"(;,’)).

Notons I/%Z le localisé complété de R’ en s’. Montrons que la restriction
de z a Spec(R.,)q provient d’une section Spec(R.,) — Spec(I‘(g‘,l)). En effet,
comme R' — R est étale, R, — R’ , est étale et fini ( SGA1 exp. 1 prop.

5
2.1. et 4.2. ). Il est fidelement plat et Spec(R} ,,) — Spec(R[,) est surjectif.
55

On voit tout d’abord que la restriction de z a Spec(R’ )q se factorise a travers

Spec(F(a))q L’image de I‘(a) dans (I/%’\) est contenue dans R ; comme R’
J

est normal et que R’ ¢ est fini sur Rs,, on voit que I’image de I"(f,) dans
J
(Rs,)q est contenue dans R’ , et la restriction de z & Spec(R )q provient d’un

morphisme Spec(R’s,) — Spec(I‘(;)).

On en déduit enfin que la restriction de z & Spec(R)), provient
d’une section Spec(R}) — Spec(I‘(é',l)). En effet, tout d’abord, comme
Spec(R.,)q — Spec(R.,), est surjectif, on voit tout d’abord que la restric-
tion de z & Spec(R. ), se factorise a travers Spec(I‘g,l))q Ensuite, comme
R!, est normal excellent, R’ , est intégre et dans son corps des fractions,
on a R, = (R,)gN R’s, (Bourbaki, Algebre commutative chap. III §3 n°
5 cor. 4 ). On voit alors que Spec(R.,)q — Spec(F(E',’))q se prolonge bien en
Spec(R.)) — Spec(l"(g,l)), ce qui achéve de prouver le théoréme.
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3. Relévements de sections controlées.

Soient S, S’, ¢, X — Sq, (Ux) et (Uxrp) comme au 2.1. Notons f le
morphisme X — S;. On suppose de plus que S, S’ et les Uy o sont affines :
S = Spec(R), S’ = Spec(R’), Uro = Spec(I's). On suppose donné un
ensemble A de sections z : S,’I — X qui sont controlées par les Uy g.

3.1. Cas des torseurs sous un schéma vectoriel.

3.1.1. Soient E un R, -module localement libre de type fini et V — S,
le fibré vectoriel dont le S;-module des sections s’identifie au faisceau associé
au dual E* de E. On se donne de plus un espace principal homogéne P — X

sous f*V. Comme S,’l est affine, toute section z € A se reléve en une section
Z:8, — P.

Soit, pour chaque A, P la restriction de P a U). Comme U, est affine,
P, est trivial. Soit sy : Uy — P, une trivialisation de P). Soit z € A et
soit Z : S; — P un relevement de z. Comme (Uyp) contrdle z, il existe
un recouvrement ouvert (S)) de S’ et des sections zy : S} — Ui telles
que la restriction de z & (S}), provienne de zy (cf. 2.1); quitte & raffiner le

recouvrement (.S} ), on peut supposer les S} affines.

Alors Z et s) 0 z) restreintes a (S ), définissent toutes deux une section
de z}(Py) donc un élément de I'(S},05) @ g E* que 'on note zZ — sy 0 2. Soit
Eg§ un sous-R-module de type fini de E* tel que E* = E§ R,.

Soit A un ensemble de sections Sy — P relevant des éléments de A. On
dit que A est borné s’il existe un entier a tel que, pour tout zZ € A d’image 2z
dans A, ¢*(Z — sy o02x) € I'(S},0s)E5 C T'(S},05) Qg E*. Cette définition
ne dépend clairement pas du choix de Ef; elle dépend & priori du choix des
Uxo, sx et des S4.

3.1.2. PROPOSITION. — La définition ci-dessus ne dépend pas de ces

choiz. Il existe un ensemble borné A de relévements des éléments de A.
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3.1.3. REMARQUES.

1 ) Supposons R noethérien et soit Fy un sous-R-module de type
fini de F qui engendre E en tant que Rg-module. Identifions Py a Uy x5, V a
P’aide de s) et soit, pour tout entier a, Pﬁ'fo) le S-modele entier de Py défini par
Sympg(q®Ey)®r I\ modulo ¢-torsion. Alors, comme R est supposé noethérien,
E, est de présentation finie et le dual Ej est de type fini et est compatible au
changement de base. Il est alors facile de voir que A est borné si et seulement

si il existe un entier a tel que les éléments de A sont controlés par (Pﬁf’o) ).

2 ) Soit X' un Sg-schéma séparé et de type fini et f un Sg-
morphisme de X' dans X. Soit (U}, ;) une famille finie de modeles entiers
d’ouverts de X'’ et supposons que, pour tout A, il existe A tel que la restriction
de f a Uj, provienne d'un S-morphisme de U}, , dans Uyo. Soit A’ un
ensemble de sections de X' qui est contr6lé par les U}, , et A’ un ensemble de

relevements des éléments de A’ & f*(P). Alors, on voit facilement que f(A’)

est controlé par les Uy g et f (Z&\’) est borné.

Démonstration de la proposition.

3.1.4. Soit (U /’\,’0) rear une autre famille finie de S-modeles entiers
d’ouverts de X et soit s, une famille de sections de P au-dessus des ouverts
U},. Pour prouver que la définition est indépendante des choix faits, il suffit

de prouver le lemme suivant :

LEMME. — Il existe un entier ag tel que, si S’ est un S-schéma avec
Os' sans g-torsion, z : Sy — X est une section contrélée d la fois par (Uxp)
et par (Uy o), 2 + Sy — Uxo et 2y, 1 Sy — Uy o sont comme au 2.1,
Z: 8, — P un relévement de z, et a un entier tel que pour tout A , on ait
q*(Z — sy o zn) € TI(S4,0s)E}, alors, pour tout XN, on a
Z—sh, 0z € g7(e+a0)(S},, O )E}.

Pour cela :
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3.1.5. LEMME. — Il eziste un entier ay, un R-module libre de type fini
L et deux morphismes de R-modules © : L — E§, s : E§ — L, tels que

Tos=q"idg;.

Démonstration. : Soit L un R-module libre de type fini avec 7 : L — Ej
surjectif. Comme E* est projectif, T @ g R4 a une section s’. Comme E§ et L
sont de type fini, il existe a; tel que ¢*'s’(Ej) soit inclus dans L. On prend

pour s la restriction de ¢*'s’ a Ej.

3.1.6. LEMME. — Soit M un R-module sans gq-torsion. Alors, la
g-torsion de M @p Ej est tuée par q*!.

Démonstration. : La g-torsion de M ®@p Ej est tuée M ®p s, donc par
(mros)®pr M, ie. par g*'.

Montrons le lemme 3.1.4. Notons Uy, o l'adhérence schématique de
Uy NU;, dans Uy xg Uy o et 'y x son algebre affine, de sorte que T'y xr est
I'image de I'y ® g I'y» dans T'(Uy NU},,0x). Soit as un entier tel que :

qaz(S)‘ - 8)") € I‘)W\'E(’; C F(U)\ N U,,\/,Ox) Qpr E* .

Alors :

Z—syo0zy =72—5)02\4 (sx —8x) 0z € ¢-4TD(84 NS}, 05)E; .

Fixons )\ et notons t, limage de ¢(*t%)(Z — sy o zx) dans
I'(Sy N S4,,0s/)Ef. Alors, pour chaque (A1, A2) les images de ty, et ty,
dans T'(S} N S} N S),,0s)E; coincident. Il résulte du lemme précédent
que, si £y sont des relévements de ¢, dans I'(S, N S,,0s) ®r Ej, alors les
g%y définissent un O-cocycle de Z°((S4 N S4,), EY), ot E est le faisceau de
Os-modules associé & Ef ®@p R'. Les q‘”ﬂ définissent donc un élément 7 de
['(S4/,0s)®r E§. Si ag = a1 + as et si t est 'image de t dans I'(S%,0s)E§,
on a
Z— sy 0zy =g (@t g gm(etel (S, Os)E]

383



J.-P. WINTENBERGER

ce qui prouve le lemme et donc la premiere partie de la proposition.

Montrons l'existence de A. Pour (Uxro) = (U;\,,O) soient Uy xr, Ux a0 €t
I'y,» comme ci-dessus et soit ag tel que ¢*2(sy — sx) € Ty v E§. Si z € A,
les ¢?(sx — sxr) o z définissent des éléments ty » de I'(S}y N S4,,05)E§ qui
définissent un 1-cocycle de Z 1((Sﬁ\)q,EA‘;*). Il résulte du lemme 3.1.6 que, si
’t\A,A: est un relevement de ty y» dans I'(S} NS, 05') @r Eg, alors les q“lf)\,x
définissent un 1-cocycle de Z*((S}), E‘(‘;*) Comme S’ est affine, H!(S’, Eg‘ =0
et il existe des f\ € ['(Sx,0s) ®p E§ vérifiant v — By = q‘“?,\’x. Si
a = as + ay, et si on désigne par t) l'image de t\ dans I'(S4,0s/)E§, on
voit que s) 0 zx + ¢~ %ty définit une section 7 : S — P relevant z et qui vérifie

~

q*(zZ — sxozy) =ty € ['(S},0s)E]. Cela prouve I'existence de A.

3.1.7. REMARQUE. Supposons que A soit réduit & un élément z, soit 2z
un relévement de z, et soit A un ensemble de relévements de z. Alors, il est
facile de voir que A est borné si et seulement si il existe un entier a tel que,
pour tout 7€ A, onaz— % € ¢ °R'Ej}. En effet, si A est borné, et si (S3)
est un recouvrement de S’ tel que les restrictions de z aux (S} ), se prolongent
comme ci-dessus en des sections de Uy ,, il existe un entier a tel que pour tout
Aon ait : 2 — 7y € ¢7°I'(S},0s)E{, et on montre comme ci-dessus que 1’on
a bien : 2 — 7y € ¢~ (*+*IT(S',0s/)E}.

3.2. Cas d’une extension d’un schéma en groupes par un schéma

vectoriel.

On reprend les hypotheses et les notations du 3.1. Supposons de plus
que X et P soient des schémas en groupes commutatifs, P extension de X

par V. On a alors une suite exacte :

1— E*Qpg, R, - P(R) = X(R}) — 0.

3.2.1. PROPOSITION. — Supposons que A soit un sous-groupe de X (Ry).
Alors :
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1) il eziste un sous-groupe A de P(Ry), qui est borné, et dont
ltmage dans A est A. Plus précisément, si A’ est un sous-ensemble borné
de P(R;) d’image A dans X(Ry), il existe un entier a tel que A+q°RE}

soit un sous-groupe borné de P(RY) ;

2) si A’ est un ensemble de relévements d’éléments de A qut est

borné, il existe un entier a’ tel que
A'CA+q“RE;
A'N(E*®g, R.) C ¢ “R'E} .

Démonstration. :

3.2.2. LEMME. — Soit & et 5\2 deuz sous-ensembles bornés de reléve-

ments d’éléments de A. Alors &\1 + 52 et —Kl sont bornés.

Démonstration. : Soient ayx un automorphisme du S,;-schéma X et
ap un automorphisme de P au-dessus de ax, compatible avec un au-
tomorphisme du fibré vectoriel V. Pour chaque A, notons ax(Up) le

S-modele entier de ax(Uy) défini par :

a

ax(U)‘) ’; U)‘ — U)“o .

Alors ax(Ay) est controlé par les ax(Uxp) et ap(&) est borné. Ap-
pliquant ceci avec ax = —idx et ap = —idp, on voit que ——51 est borné.
Appliquant ceci a X x5, X, P xg, P et les automorphismes définis par
(21,22) — (21 + 22,22), on a que ap(ZSl X 52) est un ensemble borné de
relevements de ap(A; X Ag) = A; X A,. Si pr; est la premiére projec-
tion P xg, P — P, il résulte facilement de la remarque 2) du 3.1.3. que

prl(a(ﬁl X 32)) = 31 + 32 est borné, ce qui acheve de prouver le lemme.

Montrons la proposition. Soit a un entier suffisamment grand. Soit A

et A’ deux sous-ensembles bornés de relevements des éléments de A avec A
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s’envoyant surjectivement sur A. Comme A'N (E* ®r, R;) est borné, on a
bien E'O(E* ®r, Ry) C ¢~ *R'Ej d’apres la remarque 3.1.7.. De plus, comme
A’ — A est borné d’aprés le lemme, on a (A’ — A) N (E* ®r, By) C g *R'Eg,
donc A’ C A+ ¢~ *R'Ej.

Cela prouve 2). Prouvons 1). Alors, comme d’apres le lemme A+Aet

—A sont bornés, on a :
A+ACA+qRE],
—~ACA+q°RE}.

I en résulte que A + ¢ *R’'E} est bien un sous-groupe de P(Ry), et

comme d’apres le lemme, il est borné, la proposition est démontrée.

3.3. Epaississement de la base.

On suppose que S = Spec(R) est noethérien et que X est lisse sur
Sg- On se donne un R-épaississement infinitésimal E de R, i.e. E est une
R-algébre avec un R-homomorphisme E — R’ qui est surjectif et dont le
noyau I est nilpotent. On suppose que g est non diviseur de 0 dans E. Pour

tout entier a, on note E(?) le R-épaississement de R’ défini par :

E®=E+q¢*I+¢ >+ CE,.

Comme X — S est lisse et que S est affine, tout élément 2 de A se
reléve en une section z : Spec(E), — X. On voit facilement que, pour chaque
relevement z d’un z contrélé par (Uxp), il existe un entier a tel que Z soit
contr6lé par les (Uy ), lorsqu’on prend E(®) comme structure entitre de E,.
On dit qu’un ensemble A de releévements de sections de A est borné, s'il
existe un entier ¢ comme ci-dessus qui convient pour tous les z € A. Cette

définition dépend a priori du choix des Uy .

3.3.1. ProprosiTION. — Cette définition ne dépend pas de ce choiz. Il

eziste A borné, avec A-A surjectif.
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Démonstration. : On se raméne immédiatement au cas ot I = (0).

Montrons l’existence de A.

3.3.2. Supposons d’abord X affine et que la famille (Uy) est réduite
a un modele entier Spec(I') de X. Comme I' est de type fini, il existe une
R-algeébre de polynomes P a coefficients dans R et & un nombre fini de
variables telles que I' = P/J. Comme I'y est lisse sur Ry, I’homomorphisme
Jo/Jy — (Qpjp ®p I')q admet une rétraction. Comme I' est noethérien
et que J/J? est un I-module de type fini, sa g-torsion est tuée par une
puissance de g. On voit alors facilement qu’il existe un entier a et un
I-homomorphisme 7 : Qp/p @p T — J/ J? tels que, si ¢ désigne I’lhomomor-

phisme J/J? — Qp/r ®p T, on ait r oi = q%idyy 2.

Si z € A, on commence par relever z en un point z’ de Spec(P) a
valeurs dans FE et ses différents relevements forment un espace principal ho-
mogene sous Homr(Qp/r ®p I',I). Le point 2z’ définit un homomorphisme
de Homp(J/J?,I) qui doit étre nul pour que 2’ définisse un relévement dans
Spec(I'). Comme I'image de Homr(Q2p/g® pI', g~ *I) par ’homomorphisme in-
duit par ¢ : Homp(Qp/r®pT, I)g — Homp(J/J?,I), contient Homp(J/J2,I),
on voit que l'on peut bien relever z en
Z € Homp_,4 (T, E@).

3.3.3. Passons au cas général. Soit, comme au 3.1, Spec(T x/)
I’adhérence schématique de Uy N Uy dans Uy x s Un o.

Quitte a raffiner le recouvrement S} de S’, on peut supposer qu’il
existe une famille finie (uy) d’éléments de R’ avec S}, = Spec(R'[1/u,]).
Soient (uy) des relevements des u) dans E. D’apres le cas précédemment
traité, il existe un entier a¢ tel que tout z € A posséde un relévement
Zx : Spec(E()[1/4,]) — Uy (remarquer que, dans le numéro précédent,
I'entier a ne dépend pas de E, mais seulement de I'). Notons Iy l'idéal
noyau de 'y ®g I'yy — T’y n définissant 1’adhérence schématique dans
Spec(I'x®gT'xr) de l'intersection de la diagonale de X avec Spec(T'y®@grI'xr)q.

La restriction de (zx,2x) a S, N S}, se factorise a travers

387



J.-P. WINTENBERGER

Spec((T'x ®r Txr)/Ixa). Il en résulte que (Z),Zzx) définit un élément
€ Hompu,(I,\,;\//I?\’,\,,q'“°I[1/ﬂ,\G,\:]). Les fx  définissent un cocycle
de Z'((SY)q Homosl,l(z*(QX/Sq),fq)), o I, est le faisceau de
Osa-modules associé a I, ®r, R;. Il suffit, pour prouver ’existence de 5,
de montrer qu’il existe un entier a;, indépendant de z, et une famille de
fr € Homr, (Qr,/r,q"**I[1/%,]), de cobord f . Désignons par ( )o le
quotient d'un R-module par sa g-torsion. Comme (Qr,;/r ®r, Txa)o et
(Ik,,\:/If,)\,)o sont tous deux des sous-I'y yr-modules de type fini de (qu\, /R)q
qui engendrent (Qr, Ny, R)q en tant que

['x.ar)q-module, il existe a; tel que, pour tout A, X', on ait :
A g p

q* (Qr,/r ®r, Tapn)o C (I /I ) -

Par suite, si a = ag + a; il existe un entier b tel que :

@3 Fan(Qry/r) C ¢ 1[1/5]
(on remarquera que b dépend de 2).

Si 7y sont des éléments de E tels que Y. 0,48 = 1, on peut prendre
b p P

fr =0}, fi,x. Cela achéve de prouver D'existence de A.
AI

3.3.4. Soit, comme au 3.1, (U /'\,,0) une autre famille de modéles entiers
controlant les éléments de A, soit A’ un ensemble de relévements des éléments
de A qui est borné relativement a (Uyp) et montrons que A’ est borné
relativement & (Uy,). Soient Z € A et 3’ € A’ relevant z € A. Supposons
que les (S)) et les (S),) sont affines et que a convient pour A et A’. Fixons

. Les relévements z et 2’ définissent des :
Fra € Homr | (I x /13 5, g~ “T(S3 NS4, Do) -
ou I est le noyau de I'y ® g 'x» — 'y, cf. numéro précédent.

Si ag est un entier tel que :

7 (Qr, /- ®rx Tan)o C (D /I3 3o
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on a :
Hax(Qr,/r) C g~ (erer(s, NSy, I) .

On en déduit que z et 2’ définissent un élément f) tel qu’il existe un

entier a’ tel que pour tout \ :

£A(Qr,/r) C ¢ T(S4, Do

Donc max(a,a’) convient, relativement a (U ), pour A’.

3.4. Epaississement de la base : cas des groupes.

On reprend les hypotheéses et les notations du 3.3. On suppose de plus
que R, est une Q-algebre et que X est un schéma en groupes abéliens sur
Sq. L’application exponentielle identifie le schéma formel vectoriel associé a
Lie(X) au complété formel de X le long de la section nulle. Il en résulte la

suite exacte

exp

0 — Lie(X) ®r, I; =% X(E,) —» X(R,) — 0.

PROPOSITION. — Supposons que A soit un sous-groupe de X (RY,). Soit
Lo un sous-R-module de type fini de Lie(X) qui engendre Lie(X) en tant que
R,-module. Alors :

1) il existe un sous-groupe A de X(E;) qui est borné, et dont
limage dans X(Ry) est A. Plus précisément, si A’ est un sous-ensemble borné
de X(E,) d’image A dans X(Ry), il existe un entier a tel que A'+q~ILy soit
un sous-groupe borné de X (Ey). De plus, si A’ est un ensemble de relévements

d’éléments de A qui est borné, il existe un entier a’ tel que :

A'CA+q“IL,
AN (Lie(X) ®r, I;) C ¢~ ILo .
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Démonstration. : Elle est semblable a celle de la proposition 3.2.1. Il faut
vérifier qu’un sous-ensemble A’ de Lie(X) ® R, Iq est borné si et seulement
si il existe un entier a tel que A C q~*ILy; cela résulte par exemple de la

remarque 4 du 2.1.3.

3.5. Cas mixte.

Soit de plus P une extension de X comme au 3.2, de sorte que 'on a

une suite exacte :

0 — E* — Lie(P) — Lie(X) — 0.

Le diagramme suivant est commutatif et ses lignes et colonnes exactes :

0 0 0
| | |

0 — E*®gp,I; — Lie(P)®g,I; — Lie(X)®g, I, — 0
! l !

0 — E*®nE, — PE) —  XE) — 0
! ! !

0 — E*®g, R, — P(R,) — X(Ry) — 0
! ! !
0 0 0

Notons (Lie(P) ®r, Eq)n le sous-E,-module de Lie(P) ®r, Eq somme de
Lie(P) ®r, I et de E* ®@g, E,. On déduit du diagramme ci-dessous la suite

exacte :
0 — (Lie(P) ®r, Eq)a — P(Eq) — X(R) =0 .

Soit A un sous-ensemble de X (R,) qui est contr6lé par une famille (U o)
et soit, pour chaque entier a, Pil,lo) des modeles entiers de I'image inverse de Uy

dans P comme dans la remarque 1) du 3.1.3. Soit AcC P(E,) s’envoyant dans
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A. On dit que A est borné s'il existe deux entiers a et a’ tels que les éléments
de A soient contrdlés par les P,g‘,lo) lorsqu’on prend E(¢) comme structure

entiere pour E;. Les propositions du 3.2 et 3.4 entrainent la proposition :

PROPOSITION. — Supposons que A soit un sous-groupe de X(Ry).
Soit Ly un sous-R-module de type fini de Lie(P) qui engendre Lie(P)
en tant que R,-module et notons (Lo Qg E(a))ﬁ] le sous-E(®)-module de
(Lie(P)®r, Eq)s1 intersection de (Lie(P)®r, Eq)ni et de Iimage de Ly® p EW
dans Lie(P) @r, Eq. Alors il existe un sous-groupe A de P(E,) qui est borné
et dont l'image dans X(Ry) est A. Il existe un entier a tel que

AN (Lie(P) ®r, Eq)a1 C ¢~ *(Lo ®r E®)g .

Si A’ est borné et s’envoie dans A il existe un entier a’ tel que :

A CA+ (Lo ®r E(a'))ﬁl .
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Construction de 1’accouplement de périodes.

4.1.

4.1.1. Soit p un nombre premier. Soit S = Spec(R) un schéma affine, avec
R intégre et normal, de corps des fractions de caractéristique 0. On suppose
p non inversible dans R (sinon, la théorie p-adique qui suit est triviale) et
que les nombres premiers £ # p sont inversibles dans R. Soit A — S[1/p] un

schéma abélien. On suppose que ’on est dans 'un des deux cas suivants :
- S est le spectre un trait (de caractéristique (O, p));
- A — S[1/p] se prolonge en un schéma abélien G — S;

- A — S[1/p] est muni d’une polarisation de degré premier a p et

se prolonge en un schéma semi-abélien G — S.

Soit F' = Frac(R), F une cloture algébrique de F et F,_4tale I'extension

maximale de F' contenue dans F telle que la cloture intégrale de R[1/p] dans
Fp_¢tale soit ind-étale. Soit F' une extension de Fj_¢tale contenue dans F et
telle que, si R est la fermeture intégrale de R dans F ;

- F contient F},_gtale.

- Pélévation a la puissance p est surjective dans }~2/ pﬁ.

Soit, comme au 1, We le R-épaississement p-adique d’ordre e de R,

universel parmi ceux qui sont sans p-torsion.

Soit E(A) Pextension vectoriel universelle de A ([Ma-Me], [Me]). On a

donc une suite exacte :
0 — Homog, (R f.04,0sp1/5) = E(A) = A= 0,

et ’homomorphisme H}p(A/R[1/p]) — Hiz(E(A)/R[1/p]) induit un isomor-
phisme de H}(A/R[1/p]) sur Lie(E(A)).
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Comme au 3.5, on a une suite exacte
(I) 0 — Hompp—n(Hir(A/R[1/p]), We[1/p]) — E(A)(We[1/p))
AR =0
ot fil signifie que I'homomorphisme envoie H°(A, Q) g, ;) dans le noyau

Z.[1/p] de I’homomorphisme W;[1/p] =R [1/p]. Notons Ay~ la
torsion d’ordre une puissance de A. Comme F > F,_¢tale, On a
A(F)pe = A(R[1/p])p=-

D’apres le théoreme 2.2.2 et la remarque 3) du 2.2.3. , il existe une
extension finie F; de F contenue dans Fj,_gtale, €t une famille finie de
Spec(R;)-modeles entiers d’ouverts de A (R; désigne la cloture intégrale
de R dans F}), tels que les éléments de A(ﬁ[l/p])poo sont controlés par
les (Uxo). Soit H} un sous-R-module de type fini de H},(A/R[1/p])
qui engendre H}.(A/R[1/p]) en tant que R[1/p]-module et, pour tout
entier a, Homp_g (HE, W) le sous-R-module de Hompg(HE, W) des
f € Homp(H}, W) qui envoient H°(A, QL/R[I/p]) N H} dans 8% (o WY
est comme au 3) du 1.1.5). Comme, d’apres la remarque 3 du 1.1.5, I’extension
des scalaires de R a R; ne change pas We[l /p), il résulte du 3.5 qu’il existe
un sous-groupe A de E(A)(We[l /p]) qui est borné, et qui est tel qu'il existe

un entier a avec une suite exacte induite par (I) :
0— HomR_ﬁl(H&, Ae(;a)) —A - A(R[l/P])P“’ -0

I
AF) oo .

Soit z = (25, )neN un élément du module de Tate de A. Si z,, € A est un
relevement de z, dans 5, et f, = p"Z,, on a frp1 = frmodp™. Il en résulte
que les f, convergent pour la topologie p-adique dans HomR_ﬁl(H(},)//\\/ga))
vers un élément f, qui ne dépend pas du choix des f,. Comme si A’ est un

autre choix pour 5, il existe a tel que :

A' C A+ p~*Homp_g (HL, W) |
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on voit que f ne dépend pas du choix de A. On a donc défini un homomor-
phisme :
Ty(A5) — Homp_g (Hp, WE)
d’ou :
Ty(A5) — Homppi /- (Hir(A/R[1/p]), We[L/p]) ,

et passant a la limite projective sur e :

Tp(As) x Hig(A/R[1/p]) — BJz(R/R) .

On voit que cet accouplement envoie H°(A, QY /R[1/p)) dans le noyau de

P’homomorphisme de B}'R(ﬁ/ R) dans R (1/p).

4.2. REMARQUES. 1) On peut prendre F =F. Si R est lisse sur un anneau
de valuation discrete complet a corps résiduel parfait V' et petit au sens de
[Fa 90], on peut prendre F' = F,_¢tale

qu’on puisse déduire de [Fa 87] qu’on peut aussi prendre F= F,

[Fa 90]. Il me semble vraisemblable
_étale S B
est étale de type fini sur V[T, T»]/(T1T2 — 7) (pour V comme ci-dessus et

uniformisante de V).

2) Lorsqu’on suppose seulement R[1/p] lisse sur V[1/p], je ne sais
_étale; G- Faltings

construit cependant un anneau B;"R pour traiter le cas de mauvaise réduction,

pas si Iélévation a la puissance p est surjective dans R

sans permettre de ramification sur Spec(R[1/p]) ([Fa 90]).

3) La présentation de G. Faltings est légérement différente : il
utilise ce que nous notons BIR(ITB/ Z) et un relevement de la structure de
R[1/p]-algebre de R[1/p] & Bi4(R/Z).

4) Si l'on suppose seulement A muni d’'une polarisation, on peut
faire la construction apres un changement de base propre et surjectif, d’apres

le lemme de Gabber ( [De] ) et la remarque 3) du 2.2.3..
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