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Exposé VII
1-MOTIFS ET MONODROMIE GEOMETRIQUE
par Michel Raynaud

§1. — Introduction.

Soit I le corps des fractions d’un anneau de valuation discrete complet R.
Dans cet exposé on considére un K-1-motif Mg = [ug : Y — G|, au sens
de Deligne [5] et on étudie sa monodromie sur R, c’est-a—dire son défaut de
bonne réduction. La situation est analogue a celle des variétés abéliennes. On
trouve d’une part une monodromie finie qui conduit a une réduction semi-
bonne de M. Lorsque cette réduction semi-bonne n’est pas bonne, il apparait
d’autre part une monodromie infinie. En utilisant une uniformisation rigide
partielle “ad la Tate” de Gk on peut modifier la réalisation de My dans une
catégorie convenable, de facon que G i ait maintenant potentiellement bonne
réduction. La monodromie de My se lit alors sur le défaut de spécialisation
de la fleche ug et conduit & la monodromie géométrique.

On montre ensuite comment la connaissance de la monodromie géométrique
permet de retrouver la monodromie dans sa réalisation en cohomologie étale
¢-adique (¢ nombre premier distinct de la caractéristique résiduelle).

§2. — S—1-Motifs.

Soit S un schéma. Suivant la notion introduite par Deligne dans [5] 10.1,
nous appellons S—1-motif la donnée suivante :

a) Un S-schéma en groupes Y qui, localement pour la topologie étale
sur S, est isomorphe a un groupe constant Z".

b) Un S-schéma en groupes (commutatif) G, extension d’un S—-schéma
abélien A par un tore T.

c) Un S-homomorphisme u:Y — G.

Notons M le 1-motif [u : Y — G], que 'on considére comme un complexe
de S-schémas en groupes avec Y en degré —1 et G en degré 0. Alors
M définit canoniquement un objet M de la catégorie dérivée D®(fppf) des
complexes bornés de faisceaux pour la topologie fidélement plate localement
de présentation finie, sur le petit site de base S. Ainsi M s’inseére dans un
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triangle distingué :

M
RN

+1

Y[1] G

Supposons S connexe et soit s un point géométrique de S. Si S est
géométriquement unibranche, la donnée de Y équivaut a la donnée d’une
représentation finie du groupe fondamental I1,(S,s) dans Z". Dans le cas
général, Y correspond a la donnée d’une représentation du groupe fondamental
élargi de S dans Z".

2.1. — Exemple (cf. Deligne [5] 10.3).

Prenons pour S le spectre d’un corps I. Soit C une K—courbe séparée de
type fini, géométriquement réduite. Notons C la compactification de C qui
est normale aux points de C — C. Pour tout point fermé z de C, soit 6:3 le
spectre d’une hensélisé strict de C en z.

On fait les hypotheéses suivantes :

i) Pour tout point fermé z de C, les composantes irréductibles C,';fz
de C* sont essentiellement lisses sur K et CP* se déduit des C’fc’f, par
identification des corps résiduels (autrement dit les singularités de C sont,
localement pour la topologie étale, des réunions d’axes de coordonnées).

ii) Les corps résiduels aux points de C — C sont étales sur K (en
particulier C est lisse sur K a l'infini).

Alors la jacobienne G de C est une extension d’une variété abélienne par
un tore [4] Chap. 9 §2. Soit Y le faisceau étale engendré par les diviseurs D a
support dans C — C, dont le degré sur chacune des composantes irréductibles
géométriques de C est nul. L’application D —— CIl(Ox(D)) fournit un
morphisme u : Y — G. D’ou un 1-motif M qui est naturellement associé
a la courbe (ouverte) C.

2.2. — La filtration par le poids.

De par sa définition, un 1-motif M admet une filtration croissante naturelle
en 3 crans :

Wi(M) =0 pour i < =3,
W_oM)=T,
W_i(M) =G,
Wi(M) =M pour 1 >0 .
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EXPOSE VII : 1-MOTIFS ET MONODROMIE GEOMETRIQUE

On a donc
Gr_2(M) =T, le cran torique

Gr_1(M) = A, le cran abélien
Gro(M) =Y[1], le cran étale.
Gri;(M) = 0 sinon.
Cette filtration sera appelée la filtration en 3 crans du motif M.

2.3. — Morphismes de 1-motifs.

PropoOSITION 2.3.1. — Soient M = [u:Y - Gl et M' = [u' : Y' — G'] des
S-1-motifs. Alors tout morphisme a : M' — M dans D®(fppf) provient d’un
unique morphisme de complezes :

Y — &
ol .
Y — G

Démonstration (d’apreés L. Illusie). La filtration naive des complexes M et
M’ donne naissance a une suite spectrale :

EP = ©p,_p,=p Ext(M'P, MP?) = Ext*(M', M) .

Elle est concentrée dans la région —1 < p < 1, ¢ > 0 et I’on s’intéresse au
degré total 0. Pour les lignes ¢ = 1 et ¢ = 0, on a les diagrammes

Ext'(G',Y) — Ext'(G¢',¢")®Ext'(Y",Y) — Ext'(Y,G),

Hom(G",Y) — Hom(G',G)®Hom(Y',Y) — Hom(Y’',G),

avec les fleches évidentes (au signe pres!).
LEMME 2.3.2. — On a Hom(G',Y) = Ext'(G',Y) = 0.

La nullité de Hom résulte du fait que G’ est a fibres connexes tandis que Y’
est étale. Prouvons que Ext!(G’,Y) = 0. Soit E une extension de G’ par Y.
Par descente fppf des schémas étales séparés, on voit que E est représentable
par un S-schéma en groupes, nécessairement lisse sur S. Alors la composante
neutre E° de E fournit un scindage canonique de I’extension F.

Du lemme, on déduit que Ext°(M',M) = E$° = Ker(Hom(G',G) @
Hom(Y’,Y) — Hom(Y’, G)) = Homcompiezes(M', M).
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COROLLAIRE 2.3.3. — Deuz S-1-motifs isomorphes dans D®(fppf) sont
isomorphes.

2.4.1. — Motif dual, description symétrique.

Soit Y* le groupe des caracteres du tore T, de sorte que Y* est un schéma
en groupes étale de méme nature que Y. L’extension G de A par T est
canoniquement associée a un morphisme h* : Y* — A* ou A* est le schéma
abélien dual de A. Notons h : Y — A le composé de u : Y — G et de la
projection G — A. Soit P le faisceau inversible rigidifié de Poincaré sur A x A*.
Il lui correspond une biextension canonique, notée encore P de A x A* par
Gn.

Partant de 'extension G de A par T, associée au morphisme de groupes :
h*:Y*— A%,
on en déduit une application biadditive :
hxh*: Y xY*"—> Ax A" .

La donnée du relevement u de Y a travers G équivaut alors a la donnée
d’un diagramme commutatif :

Y xY* .,

P
hfo ln

A x A*

tel que s soit une application biadditive ce qui a un sens grace aux lois
de composition partielles sur la biextension P). Il revient au méme de dire
que s est une trivialisation de 'image réciproque de la biextension P par
h x h*. Cette image réciproque s’identifie canoniquement a un élément de
Ext' (Y ®zY*,G.n) ([8] SGA 7.1, exposé VII 3.6.5) et la donnée de s équivaut
a une trivialisation de cette extension.

L’isomorphisme de bidualité 7 : A = (A*)* s’étend en un isomorphisme des
biextensions P et P* relatives a A et A*. Si alors on échange A et A*, Y et
Y*, h et h*, on obtient le 1-motif dual M* = [u* : Y* — G*], ou G* est
l’extension de A* par T* = Hom(Y*,G,,) définie par h et u* est le relevement
de h* défini par s.
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3.1. — Réalisation {-adique.

Soient S un schéma et M = [u: Y — G] un S — 1—motif, avec G extension
d’un S-schéma abélien A par un tore T'.

Soit n un entier. Pour tout faisceau F' en groupes commutatifs, on note , F’
(resp. F},) le noyau, (resp. conoyau) de la multiplication par n dans F'.

Notons C(M,n) le cone de la multiplication par n dans le motif M, c’est-
a-dire le complexe :

M= o M 1@ M° - M
z +— (—nz,—u(x))
(xay) = 'U,(.’L') -ny,

en degrés respectifs —2, —1, 0.

Comme la multiplication par n est injective dans M~! = Y et est un
épimorphisme fppf dans M° = G, C(M,n) a une cohomologie concentrée
en degré —1. Posons T,(M) = H™1(C(M,n)). Alors C(M,n) est quasi-
isomorphe & T, (M)[1]. Et Pon a une suite exacte :

0-,G-To(M)->Y,—0.

Ainsi T,,(M) est représentable par un S-schéma en groupes fini et plat sur
S, qui est étale, si de plus n est inversible sur S.

Soit £ un nombre premier. Lorsque n parcourt les puissances de ¢, le systéme
inductif des Ty» (M) conduit & un S-groupe ¢-divisible noté Ty (M), qui est
la réalisation f-adique du 1-motif M. La filtration en trois crans de M conduit
a une filtration en trois crans de Ty (M) :

0— Teoo(T) — Tgoo(G) — Teoo(M) s
dont les quotients successifs sont Tyeo (T'), Ty (A), Ty (Y) =Y ® (Q¢/Zs).

§4. — 1-Motifs et Monodromie.

Dans la suite, S désigne le spectre d’'un anneau de valuation discréte
complet R. On note k le corps résiduel, p > 0 sa caractéristique, K le corps
des fractions, 7 une uniformisante. On désigne par K une cléture algébrique
de K.

Bonne et semi-bonne réduction d’un 1-motif.

Soit Mg = [ug : Yk — Gg] un K — 1—motif. On dit que Mg a bonne
réduction sur R, si Mk se prolonge en un R—1 motif M = [u: Y — GJ. Pour
que Mg ait bonne réduction, il faut et il suffit que les conditions suivantes
soient réalisées :
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i) Le groupe localement constant Yy est non ramifié sur R, c’est-a-
dire est donné par une représentation finie non ramifiée de Gal(K/K) dans
Z" ou r est le rang de Y. Alors Yy se prolonge en un S-schéma en groupes
localement constant Y.

ii) Le tore T de Gk a bonne réduction T sur R. Il revient au méme
de dire que Tk a un groupe de caractéres Yz = Hom(Tx, G,,) non ramifié au
sens précédent.

iii) Le quotient abélien Ax de G i a bonne réduction sur R, c’est-a-dire
se prolonge en un R-schéma abélien A.

Notons que dés que les conditions ii) et iii) sont satisfaites, Gk se prolonge
canoniquement en une extension G de A par T. En effet, une telle extension
est décrite par un morphisme du groupe des caracteres de Tk dans la variété
duale A} de A et cette application se prolonge canoniquement sur R, par
propreté de A*.

iv) Le morphisme ug : Yx — Gk se prolonge en un morphisme
u:Y —G.

Notons que si M a bonne réduction M, celle-ci est unique a isomorphisme
unique pres.

On dit que le 1-motif M a potentiellement bonne réduction, s’il ac-
quiert bonne réduction apres extension finie de K, c’est-a-dire apres remplace-
ment de R par son normalisé dans une extension finie de K. Les conditions i)
et ii) ci-dessus sont toujours satisfaites apres extension finie étale de K ; pour
que My ait potentiellement bonne réduction, il faut et il suffit donc que les
conditions iii) et iv) soient réalisées aprés extension finie de K.

Rappelons qu'une K-variété abélienne Ax a une réduction semi-abélienne
sur R, si Ag se prolonge en un R-schéma en groupes lisse A, dont la fibre
spéciale est extension d’une variété abélienne par un tore.

On dit que le 1-motif My a semi-bonne réduction si Yx a bonne
réduction Y (condition i) ci-dessus) et si Gk se prolonge en un S-schéma
en groupes G lisse, dont la fibre spéciale est extension d’un schéma abélien
par un tore. Cette condition équivaut aux conditions suivantes :

i) Le tore Tk a bonne réduction T

i) Le schéma abélien Ag a réduction semi-abélienne A sur R.
Pour établir cette équivalence établissons le lemme suivant :

LEMME 4.1.1. — Soit Gy une extension d’une variété abélienne Ay par
un tore T. Pour que Gk s’étende en un S-schéma en groupes lisse G, dont
la fibre spéciale est extension d’une variété abélienne par un tore, il faut et il
suffit que Tk ait bonne réduction T et que Ag ait réduction semi-abélienne A.
De plus G est extension de A par T, G est unique et commute aur extensions
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finies de K.

Démonstration : Supposons que G i se prolonge en G, R-schéma en groupes
lisse dont la fibre spéciale est extension d’une variété abélienne par un tore. Le
quotient de G par ’adhérence schématique T de Tk dans G est un schéma
en groupes A, lisse sur R a fibre spéciale extension d’une variété abélienne par
un tore, donc Ay a réduction semi-abélienne.

Examinons d’abord le cas oit T est un tore déployé, donc se prolonge en
un S-tore T. Montrons que ’extension G de Ag par Tk se prolonge en une
extension de A par T. On est ramené au cas ou Ty = G,,. Alors Gk est
un torseur de base Ak, de groupe (Gp)k ; il se prolonge en un torseur de
base A, de groupe G,,, comme il résulte du prolongement de Ax a A des
faisceaux inversibles. Comme A est a fibre spéciale connexe, ce prolongement
est essentiellement unique. Le méme raisonnement appliqué a A X A, montre
que la structure de groupe s’étend au torseur prolongé; d’ou 'existence d’un
schéma en groupes G, extension de A par T, qui prolonge G .

Notons G’ un schéma en groupes extension de A par T qui prolonge G et
montrons que l'identité G ~ G’ se prolonge en un isomorphisme G ~ G'.
Pour cela, considérons dans G x G’ ’adhérence schématique I" du graphe
de l'identité sur la fibre générique. Notons que A est la composante neutre
du modele de Néron A de Ag. Soit n un entier premier a p et a I'ordre du
groupe des composantes connexes de A /Ag. Alors ,G’ est étale sur S et est le
prolongement étale séparé maximal de ,G’. Par suite l'identité ,Gx ~ ,G'
se prolonge en un morphisme ,G — ,G’ et donc la premiére projection I' — G
induit un isomorphisme : ,I' & ,G. Lorsque n parcourt les entiers permis,
la famille des groupes , Gy est schématiquement dense dans Gy, car Gy est
extension d’une variété abélienne par un tore. On conclut alors que la premiére
projection I' — G est quasi-finie, puis, par le “main theorem de Zariski” ([7]
4.4.9), que la premiére projection I' — G est un isomorphisme. D’oll une fleche
G — G’ qui est nécessairement plate, comme on le voit en utilisant encore les
points de torsion. Par suite G — G’ est un isomorphisme.

Dans le cas géral ou Tk n’est plus nécessairement déployé, il est immédiat
par descente, de voir que si G existe, alors Tk a bonne réduction T et G est
extension de A par T.

Revenons a la situation générale d’'un K — 1—motif M. Alors Yx et Tk
acquierent bonne réduction apres extension finie étale de K. De méme, d’apres
un résultat fondamental de Grothendieck, ([8] SGA 7.1 th. 3.6) la variété
abélienne A admet réduction semi-abélienne apres extension finie de K et
on peut choisir cette extension de K étale (confer [6] th. 5.15). Il en résulte que
tout K —1—motif M acquiert une réduction semi-bonne apres extension finie
étale de I{. En particulier, M a potentiellement semi-bonne réduction.
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Nous reviendrons plus loin (4.7) sur la monodromie finie qui conduit a la
réduction semi-bonne.

4.2. — Considérations de géométrie rigide.

Nous allons maintenant expliquer comment on peut remplacer un K —
1—motif Mg, par un K — 1—-motif M} = [u} : Y}, — G’], sans changer
son image dans une catégorie dérivée convenable, de facon que G’ ait
potentiellement bonne réduction.

Placons-nous en géométrie analytique rigide sur le corps local K.

On dispose d’une foncteur du type “GAGA”, qui associe a tout K-schéma
localement de type fini X, un K-espace rigide analytique X;;. Ce foncteur
est plat, transforme suite exacte de K-schémas en groupes (pour la topologie
fppf, resp. étale) en une suite exacte de K-groupes rigides (pour la topologie
fppf resp. étale).

En particulier, partant d'un K — 1—motif My = [ug : Yx — Gkl le
foncteur “GAGA” lui associe un I{ — 1—“motif rigide” :

Mrig = [urig : }/}ig - Grig] .

Ce foncteur est compatible avec la filtration en 3 crans du 1-motif.

Pour tout entier n, le cone de la multiplication par n dans M : T,,(M[) est
un I{-schéma en groupes fini, donc est inchangé par passage a la géométrie
rigide. Il en résulte que le foncteur M +— M., induit un isomorphisme
canonique sur les réalisation ¢-adiques :

(%) Tyoo (M) = Tpoo(Miig) -

Rappelons que I'on dispose également d’un foncteur “fibre générique” qui
a un R-schéma formel X, topologiquement de type fini, complet pour la
topologie m-adique (ot 7 est une uniformisante de R), associe un K-espace
rigide )?,ig. Si X est affine d’algebre A topologiquement de type fini, il lui
correspond D’affinoide )?,ig d’algebre de Tate A ®@p K [13].

Ceci étant, partons d’'un K — 1-motif My = [ux : Yx — Ggl, ou Gk
est extension d’une variété abélienne A par un tore Tk . Supposons d’abord
que My ait une réduction semi-bonne. En particulier G se prolonge en G
extension d’un schéma semi-abélien A par un tore T' (4.1).

Les assertions suivantes sont énoncées (lorsque G = A) dans [12] et
démontrées dans [1] et [2], voir aussi [14]. Elles s’étendent sans difficulté au
cas ou G est extension de A par un tore T :

i) Soit T}, le tore maximal de la fibre spéciale Gy de G'; il contient T
et se releve canoniquement en un S-tore T’ contenant 7.
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ii) Le complété formel G de G le long de la fibre spéciale G est
canoniquement extension d’un schéma abélien formel A’ par T".

iii) Le schéma abélien formel A’ s'algébrise canoniquement en un S-
schéma abélien A’. L’extension de A’ par T' de ii) s’algébrise canoniquement
en une extension G’ de A’ par T". En particulier le complété formel G’ de G,
le long de sa fibre fermée, est canoniquement isomorphe a G. On a donc un
isomorphisme canonique de schémas formels en groupes :

h:G ~G

(pour ii) et iii) confer [8] SGA 7.1 Lemme 7.2.1).
En particulier, les fibres génériques G;ig et Gig sont des sous-groupes

rigides ouverts de Gy;, et Giig et la fibre générique de h est un isomorphisme

-~

O o~ O
hl‘ig . Gl‘lg ~ Gl‘lg'

iv) Tz,ig s’étend en un morphisme rigide f : Giig — Gig étale surjectif
de noyau un réseau A, de rang s = dim(7”) — dim(7T").

Dans le cas général, Gk n’a plus nécessairement une réduction semi-bonne
sur R, mais acquiert réduction semi-bonne apres extension étale galoisienne
K’ de K. Par descente galoisienne, on peut encore construire canoniquement,
un I{-schéma en groupes G, extension d’une variété abélienne A% ayant
potentiellement bonne réduction par un tore T}, et un morphisme
rigide f : G’I‘,Jig — G rig étale surjectif, de noyau un K-groupe A qui est
maintenant une forme tordue par une représentation finie de Gal(K/K) du
groupe constant Z° (conf. [12]).

Considérons alors la suite exacte :

f
0—-A— G/K,rig - GK,rig -0 )

et I'image réciproque de cette extension de G ig par le morphisme ug g
YK rig = G rig qui intervient dans la définition du 1-motif M;,. On obtient
alors une extension Y,’\.-’lrig de Yj rig par A et un diagramme commutatif a
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colonnes exactes :

0 0
! |
A = A
[
K,rig
(%) YI,\’,rig - G,K,rig
1 wknia l
Yk g T GK,rig
! |
0 0

Le groupe rigide étale Y,’(,rig s’algébrise canoniquement en un groupe Y},
qui, localement pour la topologie étale, est isomorphe & Z™*, ou r est le
rang de Y. Comme Y} est localement fini sur I, le morphisme rigide u ;,
s’algébrise canoniquement en un K-morphisme u’; : Yz — G%.

On obtient ainsi un nouveau I — 1—motif M}, canoniquement associé
au motif M. Par construction G’ a maintenant potentiellement bonne
réduction et méme bonne réduction si Mk a semi-bonne réduction.

THEOREME 4.2.2. — La construction précédente associe canoniquement et
fonctoriellement & un K — 1—motif M = [ug : Yk — Gk], un K — 1—motif
My = [y : Y — GY%] tel que G’ ait potentiellement bonne réduction. De
plus, on a un morphisme canonique de 1-motifs rigides :

. , - .
(k * *) can : M,\—’rig — Mk rig »

b.

qui est un isomorphisme dans la catégorie dérivée Dy,

isomorphismes canoniques :

(fppf). Il entraine des

Te(M}) =~ Ty(Mk), pour tout nombre premier £ .

(on a noté Dyig(fppf), la catégorie dérivée des complexes bornés de faisceauz
pour la topologie fidélement plate localement de présentation finie sur le petit
site rigide de base Spec(K))

La fonctorialité de la construction de My a partir de My résulte, d’une
part, du fait que tout morphisme de 1-motifs se réalise par un morphisme
de complexes (2.3.1), d’autre part, du fait que la construction de I’extension

,I\",rig de G ig est fonctorielle par rapport a G.

Le morphisme can. se lit sur le diagramme (*%) et est clairement un

isomorphisme dans DY, ¢ Les assertions sur les réalisations {-adiques résultent

alors de (x).
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DEFINITION 4.2.3. — Nous dirons que le 1-motif Mk = [uk : Yk — Gk
est strict si G a potentiellement bonne réduction.

Nous avons ainsi associé canoniquement et fonctoriellement & un K —
1—motif Mg, un I — 1—motif strict My et ces deux motifs sont isomorphes

dans D}, (fppf).

La proposition suivante est I’analogue en géométrie rigide de 2.3.1. Elle ne
sera pas utilisée dans la suite.

ProrosiTION 4.2.4. — Soient M; = [u; : Y; — Gi], i = 1,2 des
K — 1—motifs.
i) On suppose que M, est strict. Alors tout morphisme a : M, i —
M, iy, dans Dfig(fppf) provient d’un morphisme de complezes :

uj

YI a Gl,rig

el e

u2
Y2 > G2,rig

ii) Si My et M, sont stricts, tout morphisme de complezes M sig —
M, ;ig est algébrisable et donc provient d’un morphisme My — M.

L’assertion 1) se démontre comme 2.3.1 wune fois établi que
Hom(G rig,Y2) = Extl(Gl,rig,Yg) = 0. La premiére assertion est claire,
puisque G ;ig est connexe tandis que Y3 est étale. La nullité du Ext! est
plus délicate. Donnons tout au plus une esquisse de démonstration.

Nous considérons la catégorie des K -espaces rigides de type fini X' comme
équivalente a celle des R-schémas formels X' topologiquement de type fini,
localisée par les éclatements admissibles, c’est-a-dire, dont le centre est a
support dans la fibre spéciale (confer [13] et [10]). Nous dirons que X est
un modele formel de I’espace rigide X et que X est la fibre générique du
schéma formel X'. Ainsi la catégorie des I{-espaces rigides de type fini apparait
comme une certaine pro-catégorie de schémas formels.

PRrROPOSITION 4.2.5. — Soit X' un schéma formel de type fini, dont la fibre
générique Xy est normale. Soit oy un élément de HI(X]\"’fppf,Z). Alors il
existe un éclatement admissible X' — X, tel que a ¢ se prolonge en un élément
a de HY(X!,,Z). En particulier i est représentable par un torseur sous Z,
de base Xy, localement trivial pour la topologie étale. (En d’autres termes,
aprés changement éventuel du modéle formel X, ay s’étend en un torseur
formel o de base X, de groupe Z, localement trivial pour la topologie étale).
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Démonstration : A défaut de fondements écrits de la théorie, nous con-
sidérerons que, par définition, il existe un morphisme d’espaces rigides ug :
2 — Xk, fidelement plat, de type fini, qui trivialise a . Par platification
([3] ou [10]), on peut alors, quitte a faire un éclatement admissible de X', sup-
poser que ug est la fibre générique d'un morphisme de type fini, fidélement
plat de R-schémas formels u : Z — X'. En prenant une quasi-section, on se
rameéne au cas ou, de plus, u est quasi-fini. Apres localisation étale X/ — X,
on peut alors supposer que u est fini et plat. Par descente finie fidelement
plate on voir alors que I'image réciproque o) de ag sur X’ est maintenant
représentable par un Xj-torseur Y} sous Z.

Comme ’espace rigide X' est supposé normal, on peut, quitte a normaliser
X par un éclatement admissible, supposer X’ normal. Alors X’ est normal. Le
torseur Y} se prolonge canoniquement en un X”’-schéma formel )’ localement
fini normal, et Paction de Z sur Y}, se prolonge en une action de Z sur )'.
A priori, cette action est ramifiée, mais le sous-groupe d’inertie en un point
est un sous-groupe de Z qui est fini, donc nul. Par suite ) est un torseur
sous Z, de base X”’, localement trivial pour la topologie étale. Finalement, par
descente étale relativement au morphisme X’ — X', il existe un torseur )
sur X, de groupe Z, localement trivial pour la topologie étale, dont la fibre
générique Yy représente ag. D’olt la proposition.

ProprosITION 4.2.6. — Soit X un R-schéma formel de type fini, régulier.
Alors tout élément ay de Hl(X]\'"fppf,Z) se prolonge en un torseur formel,
de base X de groupe Z.

Pour tout entier n > 0, soit ay, i l'image de oy dans H'( Xk gppr, Z/nZ)
de sorte que o, k est représenté par un revétement étale fini YV, x de Xk,
galoisien de groupe Z/nZ. D’aprés 4.2.5, il existe un éclatement admissible
X' — X, que 'on peut supposer normal tel que o se prolonge en un torseur
formel )/ — X', de groupe Z, localement trivial pour la topologie étale.
Pour tout entier n, ),  se prolonge donc en un revétement fini étale ),
de X'. Comme X est régulier, donc normal, éclatement X’ — X" est un
isomorphisme au-dessus d’un ouvert dense de la fibre fermée X}. Par suite le
revétement étale fini ), x de X'k est non ramifié aux points génériques de X.
Comme X est régulier, il résulte alors du théoreme de pureté de Zariski ([8]
SGA 2 th. 3.4) que Y, k s’étend en un revétement formel fini étale }),. Comme
ceci est vrai pour tout n, on en déduit que le revétement étale V; — X} se
descend en un revétement de Xy, puis que )’ lui-méme se descend en un
revetement formel étale ) de X.

COROLLAIRE 4.4.7. — Soit X un espace rigide lisse. Alors HI(X]\"’fppf,Z)
est nul dans chacun des cas sutvants :

i) X admet un R-modéle formel lisse X de type fini.
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i) Xk admet un R modéle formel tel que X soit une courbe géométri-
quement réduite, ayant pour seules singularités des points doubles ordinaires
et dont le graphe est un arbre.

iii) Xx est le groupe multiplicatif rigide G, sig.

Le cas i) résulte de 4.4.6 et du fait quun k schéma lisse est géométriquement
unibranche, donc n’admet pas de revétement étale de groupe Z non trival.

Dans le cas ii), quitte a faire un éclatement admissible de X' qui introduit
des chaines de droites projectives, on peut supposer de plus que X’ est régulier
et que les composantes irréductibles de X sont lisses. Un revément étale
de groupe Z, de X est alors localement trivial pour Zariski et admet une
description combinatoire au moyen du graphe de X}, en particulier, un tel
revétement est trival si le graphe est un arbre.

Dans le cas iii), on recouvre G, ,i; par les couronnes de coordonnée de
Laurent ¢ :

Xnk @ —n < valuation (t) < n, qui admet comme modele formel,
le schéma formel affine d’équation R{z,y}/zy — =2". Par le cas ii), on
conclut que HY(X, fppfs L) = 0, puis, par passage a la limite sur n que
Hl(Gm,ng,fppf’ z) =0.

Ceci étant, revenons a la démonstration de 4.2.4 et prouvons que
Eth(GlJig,Tg) = 0 lorsque G; a potentiellement bonne réduction. Comme
Hom(G1 ig, Y2) = 0, il suffit de le démontrer aprés extension finie galoisienne
de K. On peut donc supposer que Yo = Z" et que G; est extension d’un
schéma abélien Aj ayant bonne réduction A, par un tore déployé Tk . Par
dévissage, on est ramené au cas out Y2 = Z et au cas ot G; = Ag o G i €t
il suffit clairement d’établir que H 1(Gl,rig, Z) = 0. La conclusion résulte donc
de 4.2.7 i) et iii).

Prouvons maintenant I’assertion ii) de 4.2.4. Il suffit de montrer que tout
morphisme de Gz — Ga,ig est algébrisable. Par descente finie, on peut
supposer que G; g a bonne réduction G; extension d’un schéma abélien A;
par un tore déployé T; (i = 1,2).

Soit G le complété formel de G; le long de la fibre spéciale et soit G, rig

I’espace rigide fibre générique de Gi.
LEMME 4.2.8. — Tout morphisme rigide uig : G1,5ig — Ga,rig provient d’un
morphisme formel U : G1 — Go.
Considérons successivement :
- le graphe de u,;g,
- son intersection avec ’ouvert 6’1 rig XK @'2 rigs

- Padhérence schématique I' de cette intersection dans le schéma
formel produit G 1 XR G2 Alors I est un R-schéma formel en groupes, plat et
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la premieére projection induit une immersion ouverte sur les fibres génériques.
L’étude de ujg sur les points de n-torsion (n,p) = 1, entraine que la premiére
projection I' — @1 est un isomorphisme, d’ou I'existence de .

Si on réduit u suivant les puissances de 'uniformisante 7, on trouve que u
induit un morphisme £, entre les tores formels T; et un morphlsme a entre les
schémas abéliens formels A, Alors % s’algébrise uniquement en un morphisme
t : Ty — T, provenant d’un morphisme sur les groupes de caracteéres

*:Y) — Y, tandis que par ([7] 5.4.1), @ s’algébrise en un morphisme
a: Ay — Aj. Finalement u,, s’algébrise en un morphisme u : G; — Gb,
décrit par un diagramme commutatif :

N can N
Y2 ? AZ

t.l la.

g — A

4.3. — Monodromie Géométrique.

Soit Mg = [ug : Yk — G| un K — 1—motif strict (4.2.3). Gk est donc
extension d’une variété abélienne Ak ayant potentiellement bonne réduction
par un tore Tk . On note A} la variété abélienne duale de A, Yz le groupe
des caracteéres de T'y.

Si Py est la biextension de Poincaré de A x A}, on rappelle (2.4.1) que la
donnée du 1-motif My équivaut a la donnée des morphismes hy : Yy — Ak,

% 1 YE — Aj et d’une trivialisation s : Yg X Y& — Pk de la biextension
image réciproque de Py par hg x hj : Y x Y — A x A},

Supposons d’abord que G i et Y aient bonne réduction ; alors Ax a bonne
réduction A, et Py s’étend en une biextension P de A x A* par G,,, ce qui
définit une structure entiere sur Py . Prenant la valuation de sk, on obtient
une application bilinéaire canonique

O:YI(XYI’:"—)Z,

compatible avec l'action de Galois (ici non ramifiée) sur Yy et Y.

Si l'on pose Zy = Y @Y}, p, s'interpréte aussi comme un morphisme de
Zy — L, noté encore .

Dans le cas général ou Yi et Gx ont seulement potentiellement bonne
réduction, on prolonge canoniquement la valuation de K a I, avec groupe de
valeurs @. En prenant la valuation de s, on obtient une application biadditive
canonique :

peYe xYi - Q.

308



EXPOSE VII : 1-MOTIFS ET MONODROMIE GEOMETRIQUE

Cette application p est compatible avec les actions de Galois, et se factorise
a travers Z en redonnant u, lorsque Yx et G ont bonne réduction. On peut
aussi associer a g un morphisme : Zg = Y @ Y& — @ (noté encore p). Nous
dirons que p est la monodromie géométrique du 1-motif M.

ProposITION 4.3.1. — Soit Mg = [uk : Yk — Gk| un K — 1—motif strict
(4.2.3)
1) Pour que My ait potentiellement bonne réduction, il faut et il suffit
que la monodromie géométrique u de My soit nulle.
ii) Supposons que Yi et Gk aient bonne réduction. Pour que Mg ait
bonne réduction il faut et il suffit que u, soit nulle.

Démonstration : 11 suffit d’établir ii). Soient Y et G les bonnes réductions
sur R de Y et Gy. Alors le K — 1—motif My a bonne réduction si et
seulement si uy se prolonge en u de ¥ — G, c’est-a-dire si et seulement
si la trivialisation sg : Ygx x Yjf — Pk, se prolonge en une application
s:Y xY* — P, c'est-a-dire si et seulement si u, est nulle.

Enfin notons que si ’on remplace K par une extension finie &', d’indice de
ramification e sur I{', la monodromie géométrique de My Q@ K' devient epu.
En particulier, si Y et G acquiérent bonne réduction aprés extension finie
de K d’indice de ramification e, alors ey est a valeurs dans Z.

4.4. — Filtration par la monodromie.

Soit Mg = [ug : Yk — Gg] un K — 1—motif strict (4.2.3).

Notons qu’il existe un plus grand quotient Y}/ de Y, et un plus grand
quotient Y* de Y, tels que la monodromie p: Y @ Y — Q se factorise a
travers p” : Y @ YiI* — Q. De plus, Y}! et Y}/* sont sans torsion et u” est
non-dégénéré des deux cotés (i.e. Yy et Yi* ont méme rang et 'application
canonique Y} — Homgz (Y;*,Q), déduite de u”, est injective).

Soit Yy = Ker(Yg — Y}/) et soit T} le sous-tore du tore maximal Tk de

G i dont le groupe de caracteéres est Y;'*. Notons ug : Y — G la restriction

de uy. Clairement My = [uk : Yi — G k] est le “plus grand” sous-1-motif
de My dont la monodromie est nulle, c’est-a-dire le plus grand sous-motif qui
a potentiellement bonne réduction. Le motif quotient My /M s’identifie au
groupe étale Y/[1].

4.5. — Monodromie et choix d’une uniformisante.

Partons d’'un ' — 1—motif strict (4.2.3) Mg = [ux : Yx — Gk]. Nous
allons maintenant étudier des décompositions éventuelles de ug : Yx — G
en une somme Uy = u}‘.— + u%r telle que :

- le motif M} = [u} : Yx — Gk] ait potentiellement bonne
réduction.
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- uﬁ( : Y — G se factorise a travers le tore Tk de Gk.
Supposons que la monodromie p : Yg x Y — @ se factorise a travers Z
et choisissons une uniformisante = de R. Si alors on modifie la section
sk Yg X Y — Py, associée au 1-motif My, en la section :

S}r : YK X YIt’ — PK
(y,y%) = 7@V ) g(y y*) |

il lui correspond un K — 1—motif : M}(,,r = [u}(,,r : Yk — Gk, dont
la monodromie est clairement nulle et donc qui a potentiellement bonne
réduction.

Si alors on pose u%-,,r =up— u}(’", on obtient un morphisme de Yy — G
qui se factorise a travers Tk et a pour expression :

wy Y — Tx = Hom(Yj,Grm)

(%) Yy (¥ Wu(y,y‘)) .

En fait, avec les notations introduites dans 4.4, u% . se factorise méme en
Yk — Y — Ty — Tk, ou les applications extrémes sont les surjections et
injections canoniques et ou I’application centrale est :

) -

y,, — (y/,* N Fﬂ”(y”,u”‘)

On a ainsi établi le résultat suivant :

PROPOSITION 4.5.1. — Soit My = [ug : Yk — Gk] un K — 1—motif strict
dont la monodromie u se factorise a travers Z. Alors, a tout choix d’une
uniformisante © de R on associe canoniquement une décomposition

. | 2
UK = UK + UK, r

ol u% . se factorise d travers le tore Ty de G et est donnée par la formule
() tandis que le K — 1—motif M}, . = [uf . : Yk — Gk| a potentiellement
bonne réduction.
REMARQUES 4.5.2. —

i) Supposons que Yi et G aient bonne réduction respective Y et
G. Alors p est évidemment & valeurs dans Z et le 1-motif My, considéré
ci-dessus, a bonne réduction M} = [ul : Y — G)].

i) Le 1-motif M}(’,r dépend de m. Quand 7 varie, on peut regrouper
les diverses réalisations obtenues dans une construction universelle de la fagon
suivante :
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Soit U le schéma formel en groupes des unités de R, c’est-a-dire le complété
(Gm) de G,, le long de sa fibre fermée. Les uniformisantes 7 de R sont les
sections sur R, d’un torseur II sous U. Au-dessus de U, on peut appliquer
a “Puniformisante universelle”, les constructions ci-dessus. Ainsi au-dessus
de Vespace rigide Il,ig, fibre générique de II, on obtient une décomposition
canonique de u g X g 11 iz en u'+u?, ot u? se factorise a travers le tore T et est
donné par la formule (*) ou 7 désigne maintenant I'uniformisante universelle,
tandis que u! correspond & un 1-motif sur Il;; qui a potentiellement bonne
réduction M1 sur II.

iii) Cherchons maintenant, indépendamment du choix d’une
uniformisante 7, & quelle condition on peut écrire ug = ul. +u% de fagon que
le K — 1—-motif M}, = [u}, : Yk — Gg] ait potentiellement bonne réduction
et que u%‘— se factorise a travers le tore T .

Pour cela, il nous faut préciser les structures entiéres en jeu. Supposons
d’abord que la partie abélienne Ay ait bonne réduction A. On dispose alors
d’une biextension de Poincaré P de A x A* par G,,. Par complétion le long
de la fibre fermée, puis passage a la fibre générique on obtient une biextension
Prig de Ak rig X A}(,rig par le groupe des unités Uy;g. Dans le cas général ou
Ak a seulement potentiellement bonne réduction, il existe encore une telle
extension canonique Pz, comme on le voit par descente. La biextension de
Poincaré Pk se déduit alors de Pyig en la poussant de Uig & (G )rig, puis en
algébrisant.

Par image réciproque de Py, par le morphisme

h]( X h;‘ : YK X YI):’ — AK X A’;‘ ,

on obtient une biextension de Yy x Yz par U,;g, soit encore une extension &g
de Zx = Yk ®z Y} par Uz (confer 2.4.1). En composant avec I’immersion
ouverte canonique Uz — (G )rig, on obtient une extension Ey; de Zg par
(Gm)rig-

Ceci étant, la donnée du l-motif Mg = [ugx : Yk — Gk] équivaut a
une trivialisation o : Zg — Eg de 'extension Eg et le 1-motif Mg a
potentiellement bonne réduction si et seulement si o se factorise a travers
Erig-

On en déduit immédiatement la proposition suivante :

PROPOSITION 4.5.3. — Les décompositions ug = ul. + u3% correspondent
canoniquement auz trivialisations T : Zx — &g de lextension &g, Le
morphisme u%; : Yic — Tk correspond alors au morphisme différence o1
Zk — (Gm)rig, (qui est automatiquement algébrisable).

Notons que les points a valeur dans K du quotient (G, )rig/Usig s'identifient
canoniquement a @, via la valuation (avec action triviale de Galois(K/K)).
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On obtient alors la suite exacte :
Hom(ZG.) — Hom(Zk, Q) — Ext(Zk, Usg) — Ext(Zk,Gnm) -

L’élément &z de Ext(Z g, Uyig) est 'image de la monodromie p élément de
Hom(Zk, Q). Si &g est triviale, p provient d’un élément de Hom(Zg,Gr) =
Hom(Yx,Tk) qui correspond au facteur u?%.

4.6. — Monodromie et réalisation ¢-adique.
Soit Mg = [uk : Y — Gg] un K — 1—motif strict (4.2.3) et soit n un
entier > 1. On a donc (3.1) une suite exacte de K-schémas en groupes finis :

0— nGx — Mg =Yg /nYrg —0.

Passant a la limite projective sur les n qui sont des puissances d’un nombre
premier £, on obtient une suite exacte de groupes {-divisibles :

0—-TGk) =Ty (Mkg) > Yxk ®Zy — 0.

Supposons d’abord que Yy et Gk aient bonne réduction et soit n un entier
> 1 premier a la caractéristique résiduelle p de R. Nous allons décrire ’action
sur , Mg du sous-groupe d’inertie I de Gal(K/K).

Supposons d’abord R strictement hensélien, de sorte que I = Gal(K/K).
Il existe alors une unique sous-extension K, de K, de degré n : I’extension
modérée de degré n. Elle est galoisienne de groupe p,(K), le groupe des
racines némes de 1 dans K. Plus précisément, si v, est la valuation de K,, de
groupe Z, il existe un morphisme canonique surjectif t, : I — p, = p,(K),
tel que, pour tout x € I{,, et tout ¢ € I on ait :

(*) o(z) = xt, (o) .

pour tout z de I, tel que 2™ € K.

Lorsque R n’est plus supposé strictement hensélien, et que K, désigne
lextension modérée de degré n de l’extension maximale non ramifiée K,
de K, la formule ci-dessus reste valable pour z dans K, et o dans I. De
plus, le morphisme t, est équivariant sous P'action de gal(k/k) opérant par
automorphismes intérieurs sur I, et par son action naturelle sur p,(K) =
fin (k).

Un point de , My devient rationnel sur I, et est représentable par un
couple (y,9),y € Y(I,), g € G(I,), tels que u(y) = ng. Le point de , M est
nul si et seulement si (y, g) est de la forme (nz,u(2)), z € Y(I{,). L’application
(y,9) = vy, induit 'application canonique ,M — Y/nY.
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Soit o dans le groupe d’inertie Gal(K,,/K.). Alors

(1) “(y,9) = (y,9) = (y,9) + (0,9 — g) .

Choisissons une uniformisante 7 de K, telle que 7 = m. Pour tout entier
m, on a alors d’apres (¥*) :

(2) o(t™) = 1"ta(0)™ .

Notons R, I’anneau des entiers de K,.

Soit H le sous-groupe de T'(I,) formé des points h, tels que x(h) soit une
puissance de 7, pour tout caractére x du tore T'. Alors T(K,) = H @ T(R,),
et

G=H®G(R,) .

On peut donc décomposer g en :
g=h+a, avec h dans Het a dans G(R,,) .

Comme u(y) = ng, et “y =y, g — g est un élément de G(K,) annulé par

n.

Par ailleurs, vu le choix de H et (*), h — h est un élément de T(K,) qui

est annulé par n. Comme g — g = °h—h+ %a — a, on voit que “a — a est lui

aussi annulé par n. Mais 1’élévation a la puissance n-éme est un morphisme

étale dans G et “a — a a une image nulle dans G(k), donc a — a = 0. Par
suite

(3) °g—g=°h—nh.
Soit alors x un caractere de T'. Le caractére x, composé avec la valuation
de K, donne une application additive de T'(I,) dans Z. Celle-ci s’étend

en une application additive v, , : G(K,) — Z, qui s’annule sur G(R,). En
particulier :

(4) Un,x(9) = vnx(R) .

D’aprés (*) et le choix de h, on a alors x(ch) = x(h)t,(c)"x*) et donc,
compte-tenu de (3) et (4) :

(5) X(°9 = g) = X(°h = b) = t, ()" M) =1, (5)"x(9)
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Il résulte de la définition de la monodromie géométrique po (4.3), que pour
tout y dans Y(K) et tout x caractére de T, on a :

(6) v x(u(y)) = npo(y ® x) ,

I’entier n qui figure a droite provenant de la ramification de K, par rapport
a K.
Avec les notations précédentes, on a u(y) = ng et il vient donc : v, 5(g9) =

Ho(y ® X)-
Finalement, on trouve :

™ X("9 = 9) = ta(0)" 9 = (0N

Nous sommes alors en mesure d’expliciter ’action de Galois sur les points
d’ordre n du motif M, en fonction de la monodromie géométrique.
La donnée de la monodromie géométrique

Lo : Y QY* 17,
équivaut a la donnée d’une application linéaire :
Y — Hom(Y*,2Z)
y =[x = po(y, X)) -

Par tensorisation avec les racines n-émes de 'unité, on obtient une appli-
cation canonique :

Un Y @ pn — Hom(Y™*, pup) =T .

Pour tout ¢ premier inversible sur R, on obtient de méme une application
canonique :

Ve 1 Y(1) = Y ® Tgeo (1) — Tyoe (T) .

Les formules (1) et (7) obtenues ci-dessus entrainent alors :
Pour tout point = de ,M, d’image y dans Y/nY, on a

‘z=z+vn(yQta(o)) .
Si ’on considére ’application composée
No:aM @ py = Y/nY @ pn — T — oM,

comme un “endomorphisme” nilpotent de carré nul, on peut écrire
7z = Exp(Na(z @ th(0))) qui est la formule usuelle pour la monodromie.
En résumé :
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ProPoSITION 4.6.1. — Soit Mg = [ug : Yk — Gg] un K — 1—motif,
tel que Yi et G aient bonnes réductions respectives Y et G. Notons T le
sous-tore de G et soit £ un nombre premier inversible sur R.

A Dentier ¢ et a la monodromie géométrique
o:Y — Hom(Y*,Z) ,
on associe canoniquement ’opérateur de carré nul :
Neoo : Tpoo (M)(1) = Y @ Zpeo (1) — Tpoo (T) — Tpo (M)

ou les fleches extrémes sont les surjections et injections canoniques et ou la
fleche médiane est vy, déduite de la monodromie géométrique.

Alors ’action de l'inertie I sur Ty (M) se factorise a travers le caractére
modéré ty~ et est donnée par la formule :

z = Exp(Nee (2 @ 1= (0))) -

De plus, cette formule est compatible avec I’action de Gal(K/K) sur les
deux membres.

4.7. — Monodromie finie.

Soit de nouveau R un anneau de valuation discréte complet, de corps des
fractions K, de corps résiduel k de caractéristique p > 0. Soit K (resp. k) une
cloture algébrique séparable de K (resp. k). On note G = Gal(K/K) qui est
extension de Gal(k/k) par le groupe d’inertie I.

Soit Mg = [uk : Yk — Gk] un K — 1—motif strict (4.2.3). Reprenons les
notations de 4.4 :

- le plus grand sous-motif M, Kk = [uk : }7}( — Gk] de Mg ayant
potentiellement bonne réduction.
- Y =Yk/ Yk, Yi*, Ty et Papplication non dégénérée :

" . Y /{* N Q
La discussion qui suit est directement inspirée de [16] .
Soit K’ une extension finie étale galoisienne de K de groupe de Galois G’

et soit R’ la cloture intégrale de R dans K’'. Supposons que Yg et G aient
respectivement bonne réduction Y’ et G’ sur R’. Alors (Mk) @ K' = My

SJZ réalise cgmme sous-motif u g : 17'1(: — G+ de Mg+ et a bonne réduction
=[u:Y" - G']sur R

Pour tout o € G, soit Mg‘ o) (resp. M '(")) le motif déduit de M- (resp.

M’ ) par Pautomorphisme de K’ (resp. R') induit par o. Comme Mg provient

315



M. RAYNAUD

de M K, on a un isomorphisme canonique de descente a(o) : M, KR ( ) qui
satisfait & la condition de cocycle : a(o7) = a(7)a(0). Ces isomorphlsmes se
prolongent en des isomorphismes a(o) : M' — M'(®), vérifiant également la
condition de cocycle a(o7) = “a(r)a(o). En particulier, si 'on restreint o a
la fibre fermée de M, au-dessus du corps résiduel k¥’ de R’ et si I’on restreint
o au sous-groupe d’inertie I’ de G’, on obtient un morphisme de groupes :

I'— Aut(ﬁé,)

o— afo) .

ProrosiTiON 4.7.1. —

1) Il existe une extension finie étale K' de K, telle que My ait semi-
bonne réduction.

ii) Si R est strictement hensélien, il eziste une plus petite extension
K' de K telle que My ait semi-bonne réduction. Cette extension est étale
galoisienne et, avec les notations précédentes, son groupe de Galois est l'image
de I' dans Aut(My).

Soit n un entier > 3 et premier d p caractéristique de k.
i) Pour que My ait semi-bonne réduction il faut et il suffit que Uaction
de Galois sur Tn(ﬁl\r-) soit non-ramifiée, en particulier il suffit que laction
de Galois sur T,,(My) soit non ramifiée.

Démonstration : L’assertion i) a déja été notée et résulte du fait que si Yy
(resp. Gk) acquiert bonne réduction apres extension radicielle de K, il a déja
bonne réduction, comme il résulte du critere de Néron-Ogg-Shafarevic (confer
[16] th. 1).

Prouvons ii). Supposons R strictement hensélien. Si My a semi-bonne
réduction, alors M a bonne réduction et donc limage de I dans Aut(Mk:)
est nulle. Réciproquement, si I'image de I’ dans Aut(Mk/) est nulle, pour ¢
premier distinct de p, I’action de G sur Te(ﬁ k) est non ramifiée et il résulte
encore du critere de Néron-Ogg-Shafarevic que My a bonne réduction. En
particulier, le sous-tore T}, (4.4) a bonne réduction et donc ’action de Galois
sur Y}!* est non ramifiée. Comme p” est non-dégénérée, il en résulte que
l’actlon de Galois sur Y}/ est aussi non ramifiée. Apres tensorisation par Q,
'action de Galois sur Y} devient semi-simple. Comme les actions de Galois
sur Y et sur Y}/ sont non ramifiées, il en est de méme de l’action de Galois
sur Yy et donc Y} a bonne réduction. D’ou ii).

Quant & assertion iii), elle résulte de 'analogue du critere de Serre [15].

On obtient ainsi un morphisme canonique p : I — Aut(My), d’image finie
H : la monodromie finie du motif M.
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Soit M un K —1—motif strict et supposons R strictement hensélien. Alors
tout 0 € Gal(K/K) opere sur Y}, sur le groupe des caractéres Y7 du tore
Tk et sur la réduction A} du quotient abélien Ag+. On obtient dans les trois
cas, des polynomes caractéristiques & coefficients dans Z. Soit P (o) le produit
de ces trois polynomes.

ProprosiTION 4.7.3. — Soit ¢ premier, distinct de la caractéristique rési-
duelle p. Alors pour tout o dans le groupe d’inertie I, le polynoéme car-
actéristiqgue de o opérant sur Ty (Mk) est P(o) et est a coefficients entiers.

Par dévissage, on se rameéne au cas d’une filtration a un cran. Le cas torique
et le cas étale sont immédiats; le cas abélien se déduit de Weil (confer [11]
chap. IV th. 4).

ProPOSITION 4.7.4. — Soit Mg un K —1— Motif strict (4.2.3) et supposons
que le corps résiduel k soit fini d q éléments. Notons o un élément du groupe
de Weil de KK qui reléve le Frobenius de k et soit £ premier, distinct de la
caractéristiqgue résiduelle de k. Alors le polynome caractéristique de o opérant
sur Ty(M) est & valeurs dans Z et est indépendant de ¢. Les valeurs absolues
des racines sont respectivement 1, q, q'/? sur les crans étales, toriques et
abéliens du motif.

Démonstration : On procede par dévissage pour se ramener a une filtration
en un seul cran et on termine comme dans ([16] th. 3).
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