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Sur le cône tangent associé à un courant positif fermé 
Mongi BLEL 

1- Introduction et énoncé des résultats . — On se donne un courant 
positif fermé X de bidegré (p,p) sur un ouvert Q de <Dn avec 1 < p < n• — 1. 
On suppose que O G ft. Le "cône tangent" à T en O s'il existe est la limite 
faible au sens des courants de la famille ((hr)*T)r>o quand r tend vers 0. Le 
problème de l'existence du cône tangent a été posé par R.Harvey [4] en 1977. 
Dans les travaux de C.O.Kiselman [5],puis de l'auteur en collaboration avec 
J.P.Demailly et M.Mouzali [1] il est répondu négativement à ce problème. Dans 
[5] C.O.Kiselman a construit une fonction plurisousharmonique (f sur un ouvert 
de Cn, telle que le courant T = idd(p associé n'admet pas de cône tangent en 
O. Dans [1] on donne des conditions suffisantes pour que le cône tangent à un 
courant positif fermé T existe. On notera Kp l'ensemble des courants positifs 
fermés coniques de bidegré (p,p) sur Cn et de nombre de Lelong égal à 1 en O. 
C'est une partie convexe métrisable et faiblement compacte dans l'espace des 
courants. Pour tout courant positif fermé T, l'ensemble des valeurs limites de 
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la famille ((hr)*T)r<i est une partie compacte connexe contenue dans m.Kp, 
où m est le nombre de Lelong de T en O. Inversement si on se donne une 
partie M connexe fermée de Ki, il existe un courant positif fermé T de type 
(1,1) telle que M soit l'ensemble des valeurs limites de la famille ((hr)*T)r>o 
( cf [1] et [5] ). Dans-ce travail on généralise ces résultats pour les courants 
de type (p,p). On utilise la méthode de recollement par partition de l'unité en 
ajoutant un courant correctif de nombre de Lelong nul pour avoir la positivité. 
On démontre le théorème suivant : 

Théorème 1 -1 . — 

Soit M une partie connexe fermée de Kp où p > 2. Il existe un courant 
positif fermé T de bidegré (p,p) sur la boule unité de Cn tel que la famille 
((/ir)*T)r>o admet M comme ensemble de valeurs limites. 

Dans ce travail on donne une esquisse de la démonstration de ce théorème 
et on donne une condition nécessaire et suffisante relative à la mesure trace pour 
les courants de type (p = 1 ou n — 1) pour l'existence du cône tangent. 
Les détails de démonstrations se trouvent dans l'article original de l'auteur [2]. 

On démontre en particulier : 

Théorème 1-2 . — 

Soit T un courant positif fermé de bidimension (p,p) sur un ouvert Q de 
<Dn contenant O avecp = 1 ou n — 1. Une condition nécessaire et suffisante p oui-
que le courant T admette un cône tangent en O est que la famille de mesures 
r2p(hr)*<7T admette une limite au sens vague des mesures quand r tend vers 0? 
où &T représente la mesure trace du courant T. 

On montre que cette condition n'est pas suffisante pour les courants de 
bidimension en général, avec 2p < n — 1. Le cas général et les détails de 
démonstrations paraîtront dans [2]. 

Nous utilisons les notations classiques : a = iddLog\z\, 3 — (il2)dd\z\2 où 
z G €n et n > 2. On note 

T 

M=|J|=fc 

T^jGkdz! A dzj 

un courant de bidimension (p,p) dans Cn avec p+k=n et Gk 
jk2 

2k 
On définii 

la mesure 

aT = TAßp/p\ •• 
\i\=k 

TijdX 
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appelée mesure trace du courant T et dX = (i/2)ndzi A dz\ A ... A dzn A dzn. 
On pose or(r) = (JT(B(r)) où B(r) désigne la boule de centre O et de rayon r 

dans Cn, et on considère enfin la masse projective de T notée ur(r) (Jrir) 
rnr2P 

où Tp = (7Tp/p\) désigne le volume de la boule unité de Cp. On sait que vr(r) 
est une fonction croissante de r. La limite de ^x(r) quand r tend vers 0+ est 
appelée nombre de Lelong de T en O et notée Z/T(0). On rappelle la formule 
classique de Lelong-Jensen pour un courant positif fermé sur Cn : Pour tout 
r2 > Ï\ > 0, 

pT(r2) - vT{ri) = (1/TTP) 
/B(r2)\JB(r1; 

T A ap. 

Il en resuite que si T est un courant positif fermé conique on a T A ap = 0 sur 
Cn \ {0} et donc i/T(r) = /^T(0) ( cf [1] pour d'autres propriétés des courants 
coniques). 

2- Construction du courant . — 

Etant donné une partie M fermée connexe de on se propose de con­
struire un courant positif fermé T défini sur un voisinage de O tel que l'ensem­
ble des valeurs limites de la famille ((hr)*T)r>o est exactement l'ensemble M. 
Pour cela on prend une suite (Tj) dense dans M et telle que la suite Tj+i — Tj 
tend faiblement vers 0. On associe à la suite Tj une suite de potentiels (Uj), 
T = iddUj. On montre que pour une partition de l'unité adéquate le courant 

U 
oo 

J=l 
yiUj 

est presque positif sur C" \ {0} dans le sens qu'il existe un courant W continu 
sur Cn \ {0} tel que iddU + W soit un courant positif fermé. On montrera que 
ce courant répond au problème posé ci-dessus. 

Dans une première étape, on construit un potentiel canonique U associé 
à chaque courant conique T, tel que T = iddU et la norme masse de U dépend 
continuement de la norme masse de T. Pour cela on se ramène à l'espace pro-
jectif Pn_1 et on utilise le théorème de décomposition de Hodge sur Pn_1 et 
les propriétés de l'opérateur de Green G. Pour plus de détails nous renvoyons 
le lecteur au livre de De Rham [8]. 
On note c/*, d et <9* les opérateurs adjoints des opérateurs d, d et d respec­
tivement par rapport au produit hermitien défini sur les formes différentielles 
de bidegré (p, q) sur Pn_1 relatitf à la forme volume r = wn~x/{n — 1)!. On 
pose A = dd* + d*d. On démontre que 

A = 2(<9 d* + d*d) = 2(d<9* + a*d). 
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L'opérateur A est appelé opérateur de Laplace Beltrami. Pour plus de détails 
nous renvoyons le lecteur à A. Weil [10 ] et le livre de Demailly [ 3] et pour 
plus de détails de démonstration on renvoi à l'auteur [2]. 

Lemme 2-1 . — 

Soit 0 un courant positif fermé sur Pn_1 de bidegré (p,p) où p > 2. Il 
existe une constante C > 0 telle que 

0 = CÜJp + ddd*d (GG(Q)) 

où G est Vopérateur de Green associé à Vopérateur A. 

Démonstration — 

D'après le théorème de décomposition de Hodge il existe une constante 
C > 0 telle cme 

0 = Cup + o <9*G(0) + d*Ô G(0). 

Mais <9G(0) = G{dQ) = 0. Donc on aura: 

GO) = dd*GG(Q) + d*dGG(e) = dd*GG(S. 

Il en résulte que 
e = Cup + ddd*a*(GG(e)) 

De cette manière on associe à chaque courant positif fermé 0 sur Pn_1 un 
potentiel canonique V = d*d GG(@). Il résulte des propriétés de l'opérateur 
G que le potentiel V est d'ordre nul et que ses coefficients sont des fonctions 
localement integrables. 

Proposition 2-2 . — 

Pour tout courant positif fermé T de Kp où p > 2, il existe un courant 
invariant par les homothéties complexes U d'ordre nul, de bidegré (p—l,p—ï) 
tel que 

iddU = T 

De plus la norme masse de U portée par un compact est bornée indépen­
damment de T dans Kp. 

Démonstration 

Au courant T on associe le courant 0 sur JPn 1 telle que T est le 
prolongement sur Cn de 7r*0, OÙ TT est la projection de <Dn \ {0} dans P71"1. 
D'après ce qui précède 6 = CtoP+ddd*d (GG(S)). On pose U le prolongement 
trivial du courant (dLog\z\ A dLog\z\) A ap~2 + n*V sur Cn. Le reste de la 
proposition résulte du lemme 3-6 dans [2]. 
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Proposition 2-3 . — 

Soit M une partie fermée connexe de Kp où p > 2, il existe une suite 
(Sk)k>i de courants positifs fermés coniques sur <Dn de classe C°° sur <Dn \ {0} 
telle que: ||Sfc+i — Sk\\c*(K) tend vers 0 pour tout entier positif q et tout 
compact K de €n \ {0}, et telle que Vensemble des limites de la suite Sk est 
égal à Vensemble M. 

Démonstration — 

Il existe une suite (Tk)k>i de courants dense dans M telle que la suite 
(ïfc+i — Tk) tend faiblement vers 0. Il résulte de la continuité de l'opérateur 
de Green G que (C4+i — Uk) converge faiblement vers 0, où Uk est le potentiel 
associé au courant 7\T. Au courant on associe la famille de courants : 

Tk,£=p£*Tk: 
hi{n) 

Pe(g)MTk)dg 

où (p£)o<s<i est une approximation de l'identité sur le groupe unitaire U (r?). Le 
courant Tfc)£ est de classe C°° sur Cn \ {0} et tend vers ï\. quand e tend vers 0. 
on choisit une suite Sk > 0 tendant vers 0 telle que la suite Sk = p£k = iddVk 
répond au problème, où Vk = p£k * Uk- Il est évident que la suite Sk admet 
les mêmes valeurs limites que la suite à savoir l'ensemble M. Les résultats 
précédents permettent de démontrer le théorème 1-1. En effet on pose 

U 
no 

i=i 
ifjUj 

Avec ifj une partition de l'unité de £(0,1) \ {0} de Cn adéquate, Uj le 
potentiel associé au courant Tj. On construit un courant positif fermé W 
tellque vw{ty = 0 pour que le courant iddU + W soit positif fermé. Le cône 
tangent à W en O est le courant nul. On pose 

T = iddU + W 

Conséquences 2-4 . — 

1) On se donne un courant positif fermé T de bidimension (p,p) sur un 
ouvert Q de Cn contenant l'origine. Si 

T 
|i|=|J|=* 

TTj(z)Gkdz^dzj 

La fonction 

VT,j(r) 
1 

трг2Р JB(0,r 
Tij(z)da(z) 

admet-elle une limite quand r tend vers 0 ? 
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Il est facile de voir que la fonction 3 (r) admet une limite dès que T 
admet un cône tangent en O, et elle est constante si T est conique. Cependant 
d'après le théorème 1-1, si on se donne une partie M femée connexe de I\p, il 
existe un courant positif fermé T tel que M soit l'ensemble des valeurs limites. 
Il est évident que si la partie M contient deux courants T\ et T2 tels que 
UTJJ J{0) 7̂  VT2I J(0) alors la fonction 7/j7 J(r) n'admet pas de limite quand r 
tend vers 0. 

2) On rappelle le théorème de Siu [ 9] : 

Théorème 2-5 . — 

Soit T un courant positif fermé de bidegré (p,p) sur un ouvert $1 de Cn, 
et soit X un ensemble analytiqueirréductible de dimension pure p. On suppose 
que infX£x VT(X) = c > 0, alors le courant T — c[X] est positif fermé et 
VT(X) = c presque partout sur X. 

Dans [1], on a démontré que le cône tangent au courant d'intégration sur 
un ensemble analytique existe en tout point. Il en résulte que pour un courant 
positif fermé T de bidimension sur un ouvert fi, l'ensemble des points où 
le cône tangent associé à T n'existe pas est au plus une réunion dénombrable 
d'ensembles analytiques de dimension < p — 1. Pour le casp = 1 cette condition 
est une condition limite. 

3- Conditions suffisantes d'existence du cône tangent . — 

Dans cette partie on va donner une condition nécessaire et suffisante pour 
l'existence du cône tangent aux courants de type (1,1) et (n-l,n-l) dans Cn en 
termes de convergence de la mesure trace. On montrera que cette condition 
n'est pas suffisante pour les courants de bidimension (p,/>) avec 2p < n — 1. 

3- Théorème 3-1 . — 

Soient Ti et T2 deux courants positifs fermés coniques de bidimension 
(p,p) sur Cn où 1 < p < n - 1. Si T1A(3 = T2A(3 alors 7\ = T2. 

Démonstration — 

Pour tout 1 < j < n, on pose C7 = {z G €n/z1 + Oj et 

fj Cj —• Cj 

définie par fj(z) = (z\.Zj, , Zj,znZj). Dans [ 1] on a montré que 

/ ; r i ( 6 , 6 , - , Ç n ) 
jt,jE 

Ti ríf,.f9..í,- ¿„)ai.d£i Ad£j 
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De même 

ffT (£1,62? •••J&I) 

iEIjEJ 
(£1,62? •••J&I)A ap = T2 A cvp = 

k = n-p et <Jk 
•k2 

2* 
Çj désigne qu'on omet le terme £j de (£1,62? •••J&I)- On 

pose T = T1-T2 

(/?/3)(0 = ¿^(Kil2(i + lí,l2) 

= (i + K12)«w|iil2 + * 1 i i l W l 2 id\£'\2 Лд\Ь\2 + id\£i\2 Лд\е'\' 
avec £' = (£i, 

Si T A /3 = 0 alors ffT A fi = 0 pour tout 1 < j < n. Et comme ^ ne figure 
pas dans l'écriture de /*T, il résulte que fjT = 0 pour tout 1 < j < n sur Cj 
car le seul terme dans fj (T A fi) qui multiplie idSfô|2 est (1 + |£'|2)//T. Il en 
résulte que T = 0. 

Remarque . — 

Si on se donne un courant positif fermé T sur un ouvert Q contenant 
l'origine O tel que pour toutes valeurs limites 7\ et T2 de (hr)*T on a 
Ti A /3 = T2 A /3 alors le cône tangent à T existe. 

Corollaire 3-2 . — Soient T\ et T2 deux courants coniques de bidimension 
(p,p) sur <Dn. On suppose que Tx A fP = T2A fP\ alors Ti A o^"1 = T2 A a*"1 . 

Démonstration — 

Puisque les courants 7\ et I 2 sont coniques donc ï \ A ap = T2 A cvp = 0 sur 

<Dn \ {0}. On a la relation classique ap 
Bp 

\z\ p 
-p 

jAfip-L 
\z\2p+2 

sur <Dn\{0}. l ien 

resuite que les courants T\ A a? 1 et T2 A ap 1 ont la même mesure trace, et 
connue ils sont de bidimension (1,1) ils sont égaux. 

Corollaire 3-3 . 

Soit T un courant positif fermé de bidimension (1,1) sur un voisinage Q 
de0dans€n. 

T 
n 

j,k=l 

Tj¿<Jn-idzj Adïk 

Le cône tangent à T en O existe si et seulement si VV> £ Dn i)(€n). 

Lim0>0 
n 

i=1 
r2n-2Tjj(rz)Jtl>(*)> 
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existe, dzj et ctfk désignent qu 'on omet ces termes dans la forme 

dzi A .... A dzn A chi A A dzn 

Pour la démonstration on utilise le corollaire précédent en remarquant 
que la condition donnée par l'hypothèse est équivalente au fait que toutes les 
valeurs limites ont la même mesure trace. 

On va démontrer le même résultat pour les courants de type (1,1). 

Proposition 3-4 . — 

Soient T\ et T2 deux courants positifs fermés coniques de type (1,1) sur 
C" qui admettent la même mesure trace, alors T\ = T2. 

Démonstration — 

A chaque courant positif fermé T conique on associe la fonction 

U(z) -Cn 
/<Dn 

1 
\z - £|2n-2 

1 
(1 + |É|2)»-1 

• )T A ßn~l 

Où Cn = (1/n - l)(27r)~n.D'après les résultats _de P.Lelong[7], U est une 
fonction plurisouharmonique sur Cn et T = iddU. Le fait essentiel que 
l'intégrale définissant U converge est le fait que la fonction VT(J) est constante. 
On remarque que pour deux courants coniques qui ont la même mesure trace 
la fonction U est la même. Il s'ensuit que si 7\ et T2 sont deux valeurs limites 
de la famille (hr)*T qui ont la même mesure trace alors elles sont égales. 

Corollaire 3-5 . — 

Soit (p une fonction psh sur un ouvert Q de <Dn contenant Vorigine. Une 
condition nécessaire et suffisante pour que le courant T = idd(p admette un cône 
tangent en O est que la famille de mesures r2(/ir)*A<p admet une limite vague 
quand r tend vers 0, où (r2(hr))*A(p représente la mesure trace du courant 
(KYT. 

On se propose maintenant de montrer que si on se donne un courant 
positif fermé T de bidimension (p,p) sur <Dn où 2p < n — 1, tel que la famille 
r2kTjj(rz) admet une limite au sens faible des mesures quand r tend vers 0, 
alors le courant T n'admet pas forcément un cône tangent en O. La mesure 
TIJ(Z)T représente la mesure trace du courant T et k = n — p. Ceci met 
en défaut le résultat du corollaire 3-5 pour les courants de type (p,p) avec 
2p < n — 1 dans Cn. Pour répondre à ce problème il suffit de construire deux 
courants positifs fermés différents 7\ et T2 coniques sur Cn qui ont la même 
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mesure trace. En effet d'après le théorème 1-1 il existe un courant positif fermé 
T tel que T\ et T2 sont des valeurs limites de la famille (/ir)*T. Si on note Gi 
et 02 les courants sur Pn_1 associés aux courants T± et T2 respectivement, le 
corollaire 3-2 peut encore se formuler de la manière suivante : 

Ti A BP = T2 A 3* 0 i A eu?-1 = 62 A u*-1 

Donc pour construire 7\ et T2 il suffit de construire deux courants ©i et ©2 
différents de bidimension (p —1,/>— 1) dans Pn_1 qui ont la même mesure trace 
où 2p < n — 1. Il résulte du théorème de Lefschetz ( cf[3] ) que si 2k > n +1 il 
existe une (k — 1, k — 1)- forme réelle non nulle f de classe Coo sur Pn_1 telle 
/ A u = 0. Il en résulte qu'il existe une (A: — 1, k — 1)- forme réelle non nulle 
qu'on notera encore f de classe Coo sur Pn_1 telle / A u = 0 et iddf ^ 0. On 
pose ©i = iddf + Aujk et 02 = Auk, avec A assez grand pour que ©i soit 
positif où p + k = n. 

Avec les hypothèses faites sur f on a : 

©x ^©2 et ©i Acj^-1 e2Acjp~1 =Aun-1 

ce qui répond au problème. Dans [2], on a généralisé ce résultat pour les 
courants de bidegré 2 < p < n — 2. 
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