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LE LEMME DE SCHWARZ
ET LA CARACTERISATION DES
AUTOMORPHISMES ANALYTIQUES

Jean-Pierre VIGUE

1. Introduction

Soit A = {z € C | |2| < 1} le disque-unité ouvert dans C. Le lemme de
Schwarz donne la caractérisation suivante des automorphismes analytiques de
A laissant l’origine fixe.

Théoréeme 1.1. - Soit f : A — A une application holomorphe telle
que f(0) = 0, et que l'une des conditions suivantes soit vérifiée :

(1) 4l existe zg non nul dans A tel que |f(2z0)| = |20,

(i) |f'(0)] = 1.

Alors il existe un nombre complexe A de module 1 tel que f(z) = Az, et f
est un automorphisme analytique de A.

Le but de notre étude est la généralisation de cette caractérisation & des
domaines borués de C". La premiére généralisation est die a H. Cartan [2].

Théoréme 1.2. - Soit D un domaine borné de C", soit a € D, et soit
f + D — D une application holomorphe telle que f(a) = a. Supposons
que le déterminant jacobien de f'(a) soit de module 1, ou, ce qui revient au
méme, que toutes les valeurs propres de f'(a) soient de module 1. Alors f est
un automorphisme analytique de D.

Ce théoreme est dans une certaine mesure, une bonne généralisation de
la condition (ii) du théoréme 1.1. Que peut-on dire sur la condition (i) ? Pour
simplifier, supposons, du moins pour 'instant, que D est la boule-unité de C"
pour une norme ||.||, et soit f : D — D une application holomorphe
telle que f(0) = 0. Le lemme de Schwarz et le théoréme de Hahn-Banach
montrent que, pour tout z € D, ||f(2)|| < ||#||. Si on suppose qu'’il existe un
voisinage U de 'origine tel que, pour tout z € U, ||f(2)]| = ||z||, on montre
assez facilement que f est un automorphisme linéaire de D.
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Cependant, cette hypothése est, dans un certain sens, trop forte : ainsi, si
D est la boule-unité de C" pour la norme hermitienne [7] ou un domaine
borné symétrique irréductible classique [9 et 11], on a le résultat suivant : si
f : D — D est une application holomorphe, telle que f(0) = 0, et s’il
existe un ouvert U non vide tel que, pour tout z € U, on ait || f(2)|| = ||z,
alors f est un automorphisme linéaire de D.

Dans ce travail, nous allons d’abord montrer une généralisation de ce
résultat a la boule-unité ouverte D de C" pour une norme ||.|| telle que la
frontiére 0D de D soit une sous-variété analytique réelle de C™. D’autre part,
dans le cas du disque-unité A, le lemme de Schwarz-Pick (voir par exemple
S. Dineen [3]) donne une caractérisation des automorphismes analytiques
f de A qui n’ont pas forcément de points fixes. Nous donnerons ici une
caractérisation des automorphismes analytiques d’un domaine borné convexe
(ou méme des isomorphismes analytiques d’un domaine borné convexe sur
un domaine borné). Pour cela, nous remplacerons ’hypothese que la frontiere
0D de D est analytique réelle par une hypothése semblable pour les boules
pour la distance de Carathéodory, ou pour les indicatrices pour la métrique
infinitésimale associée.

2. Distance de Carathéodory et géodésiques complexes

La distance de Carathéodory cp sur un domaine borné D de C™ est défini
par la formule :

cp(z,y) = sup sen(p,a)P(f(x), f(y)),

ou p est la distance de Poincaré sur le disque-unité A. De meéme, la
métrique infinitésimale associée Ep est définie (voir [3, 4 et 6]) par

ED(IL‘,U) = SuprH(D,A)lf,(z)'vla (CL‘ €D,ve Cn)

D’aprés E. Vesentini [12 et 13], on dit qu’une application holomorphe ¢
du disque-unité A dans D est une géodésique complexe de D si ¢ est une
isométrie pour les distances de Carathéodory ca et cp. D’apres E. Vesentini
[13], nous avons la caractérisation suivante des géodésiques complexes de D.

Théoréme 2.1. - Soit D un domaine borné de C"*. Soit o : A — D une
application holomorphe, et supposons que l'une des deuz conditions suivantes
soit satisfaite :

(1)Ep(¢(0),¢'(0)) = 1;

(i%) 1l existe deux points distincts o et 3 de A tels que

Alors ¢ est une géodésique compleze de D.
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Démonstration. Supposons par exemple que (ii) est vrai. A l'aide du
théoréme de Montel, on montre qu’il existe une application holomorphe f
de D dans A telle que

p(f(p(@)), F((B))) = pa, B)-

Quitte & composer f avec un automorphisme analytique de A, on peut
supposer que

fop(a) = a, fop(B) =
D’apres le lemme de Schwarz, fop = ids, et comme les applications holo-
morphes sont contractantes pour la distance de Carathéodory, ceci suffit a
démontrer le résultat. Le cas (i) se traite de maniére analogue.

Soit maintenant D la boule-unité ouverte de C" pour une norme || - ||. Pour
tout x # 0 de C", le théoreme 2.1 et le théoréeme de Hahn-Banach montrent
que 'application de A dans D

— p(¢) = ” i

est une géodésique complexe de D.

Rappelons qu'un point z appartenant a la frontiere de D est un point
complexe-extremal de D si la relation z + (y € D pour tout { € A entraine
y = 0. On déduit de E. Vesentini [12 et 13] le résultat suivant.

Théoréme 2.2. — Supposons que ﬁ soit un point complexe-extremal
de D. Alors Uapplication ¢ définie par p(¢) = ( = e €5t lunique géodésique
compleze de D telle que p(0) =0 et ¢'(0) = T -

Nous pouvons alors montrer le lemme suivant.

Lemme 2.3. — Soient D, et Dy deuzx domaines bornés de C", et soit
f : Dy — D, une application holomorphe. Soit a un point de D, et soit
v un vecteur non nul de C" tel que

Ep, (f(a)7 f,(a)'v) = ED] (av U)'
Sip: A — D est une géodésiqgue compleze de D, telle que p(0) = a et
que ¢'(0) soit colinéaire d v, alors fop est une géodésique complexe de D,.

Démonstration. Soit ¢ une géodésique complexe de D; telle que ¢(0) = a
et que ¢’(0) soit colinéaire & v. D’apres le lemme 2.1,

Ep, (‘10(0)’ 90’(0)) =

D’apres I’hypothese du lemme, ceci entraine que

Ep,(fop(0),(fop)'(0)) =1,
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et fop est une géodésique complexe de Ds.

On déduit en particulier de ce résultat que, pour tout point = appartenant
a l'image de ¢, on a

ch(f(a)7 f(.’l:)) =c¢n, (a,a:).

Signalons enfin que, d’aprés un résultat de L. Lempert [8] et de H. Royden
et P. Wong [10], étant donné un domaine borné convexe D de C", il existe
toujours des géodésiques complexes dans D. Plus précisément, étant donnés
deux points a et b de D, il existe une géodésique complexe ¢ telle que a et b
appartiennent & p(A) ; de méme, étant donnés un point a de D et un vecteur
v de C™, il existe une géodésique complexe ¢ : A — D telle que ¢(0) = a
et que ¢'(0) soit colinéaire a v.

3. Le cas ou la frontiére de D est analytique-réelle

Nous allons montrer le théoréme suivant [14].

Théoréme 3.1. - Soit D la boule-unité ouverte de C™ pour une norme
I| - 1|, et supposons que la frontiére 0D de D soit une sous-vari€té analytique
réelle de C". Soit f : D — D une application holomorphe telle que f(0) =0

et qu’une des hypothéses suivantes soit satisfaite :
(H;) 4l existe un ouvert non vide U de D tel que, pour tout x € U,

@I = ll=ll ;

(Hz) il existe un ouvert non vide V de D tel que, pour tout x € V,

cp(£(0), f(z)) = ¢p(0,2);

(H3) il existe un ouvert mon vide V dans Uespace tangent To(D) de D a
lorigine O tel que, pour toutv € V,

Ep(£(0), f'(0).v) = Ep(0,v).

Alors, f est un automorphisme linéaire de D.

Démonstration. Dans la boule-unité D de C" pour la norme || - ||, il est
facile de voir que

cp(0,z) = ca(0, [|z])),

et ceci montre que les hypotheses (H;) et (Hy) sont équivalentes. Plagons-nous
d’abord dans ’une des hypothéses (H;) ou (Hz). Soit « # 0 un vecteur de U.
L’application holomorphe ¢ de A dans D définie par

T

¢ —"P(C)-—-Cm
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est une géodésique complexe de D. Comme ||f(z)|| = ||z||, ou ce qui revient
au méme, cp(f(0), f(z)) = cp(0,z), on déduit du théoréme 2.1 que foyp est
une géodésique complexe de D. Comme les points de D sont des points
complexe-extremaux de D, le théoreme 2.2 et E. Vesentini [13] montrent que

(=)
‘e

Considérons maintenant le développement de f en série de polynémes homo-
genes au voisinage de ’origine. On a :

F(e(Q) =

f(z) =Y Pu(2),

ou P, est un polynome homogene de degré n. Par composition des dévelop-
pements, on trouve que

flel0) = ZP R ZC"P(M K

n=1

Or, on vient de montrer que

f(z)
I @I

On en déduit que, pour tout n > 2, pour tout z € U, P,( = =l ) et par suite
P(z) sont nuls. Le théoréme de prolongement analytique montre que, pour
tout n > 2, P, est identiquement nul. Ainsi, f est linéaire.

Si on se place maintenant dans I’hypothese (Hj), pour tout vecteur v
appartenant a ’ouvert V' de Tp(D),v # 0, l’application ¢ de A dans D

®(¢) =

fle(Q) =¢

est une géodésique complexe tangente en 0 & ;. On déduit du théoreme
2.1 que foy est une géodésique complexe, et, d’apres le théoréeme 2.2, elle est
donc de la forme

v
F(e(€)) = C(£(0) - l!_vil")
et le reste de la démonstration est inchangé.

Ainsi donc, sous I'une des hypothéses du théoréme, on peut supposer qu’il
existe un ouvert U non vide de C", tel que, pour tout z € U, || f'(0).z|| = |||
Considérons maintenant ’application ¢
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oD —C"
z — f'(0).x

Nous savons qu’il existe un ouvert non vide V' de 9D tel que (V) C dD.
Comme 0D est une sous-variété analytique réelle de C", on déduit du
théoréme de prolongement analytique que ¢(8D) C OD. Ainsi donc, pour
tout z € C, ||f'(0).z]] = |lz||. On considére alors g = f'(0)~'of. Clest
une application holomorphe de D dans D telle que g(0) = 0,¢'(0) = id. On
déduit du théoréme d’unicité de H. Cartan que g = id; par suite, f est un
automorphisme linéaire de D.

Signalons pour conclure, que l'on peut, par des méthodes semblables
[14], montrer un lemme de Schwarz dans les domaines bornés symétriques
irréductibles et certains domaines bornés strictement convexes.

4. Généralisations au cas sans point fixe

Si on ne suppose pas que f admet un point fixe, la caractérisation des
automorphismes analytiques de D est plus délicate. Dans ’esprit des résultats
du paragraphe 3, nous allons montrer une caractérisation des isomorphismes
analytiques d’un domaine borné convexe sur un autre a l’aide de la métrique
infinitésimale de Carathéodory. Pour cela, nous aurons besoin d’une hypotheése
supplémentaire sur la frontiere des boules pour la distance de Carathéodory,
ou sur l'indicatrice pour la métrique infinitésimale associée.

Théoréme 4.1. — Soient D, et Dy deuxr domaines bornés de C™, et
supposons que D, soit convere. Soit a un point de Dy, et soit f : D; —
Dy une application holomorphe. Supposons que lune des deux hypothéses
sutvantes soit verifiée :

(Hy) Supposons que

S1 ={v e C"|Ep,(a,v) =1}
et So = {v € C"|Ep,(f(a),v) =1}

sotent des sous-variétés analytiques réelles de C™. Supposons qu’il existe un
ouwvert U non vide de C" tel que, pour tout v € U, on asit

Ep,(f(a), f'(a).v) = Ep,(a,v).

(Hy) Supposons qu’il existe un nombre réel r > 0 tel que les sphéres pour la
distance de Carathéodory

C: = {z € Di|cp,(a,z) = r}
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et Co = {z € Dy|cp,(a,z) =1}

soient des sous-variétés analytiques réelles de C". Supposons qu’il existe un
ouvert non vide U de C; tel que, pour tout x € U, on ait

cp,(f(a), f(2)) = cp, (a, ).

Alors, f est un isomorphisme analytique de Dy sur Ds.

Démonstration. Plagons-nous d’abord dans ’hypothése (H;). On peut
bien siir supposer que U est un céne de C". Pour tout v appartenant a
U N Sy, f'(a).v appartient a S;. Le théoréme de prolongement analytique
montre que f'(a) envoie S; dans Ss. Ceci signifie que f’(a) est une isométrie
pour les métriques infinitésimales Ep, (a,.) et Ep,(f(a),.).

Dans ’hypothése (Hy), on montre de méme que f(C;) est contenu dans
C,. Si on considére alors une géodésique complexe ¢ : A — D; telle que
©(0) = a, le théoréme 2.1 montre que foyp est une géodésique complexe de Dj.
On en déduit que f'(a) est une isométrie pour les métriques infinitésimales
Ep,(a,.) et Ep,(f(a),.).

Sous cette hypothése, montrons maintenant que, pour tout = € Dy,

cp,(f(a), f(2)) = cp,(a, ).

En effet, nous avons déja dit qu’étant donnes deux points x et y de Dy, il
existe une géodésique complexe ¢ : A — D, telle que = et y appartiennent
a ¢(A). Soit donc ¢ une géodésique complexe telle que ¢(0) = a et que
¢(¢) = z, pour un certain ( € A. Comme f’(a) est une isométrie pour la
métrique infitésimale de Carathéodory, on a, pour tout v € C :

Ep,((fo9)(0), (fop)'(0).v) = Ep,(#(0),¢'(0).v) = Ea(0,v).

D’apres le théoréme 2.1, fop est une géodésique complexe. On a donc :

cp,((Fop)(0), (fop)(C)) = ca(0,(),

ce qui prouve ’égalité annoncée.

Comme D, est convexe, d’aprés L. Harris [6], les boules pour la distance
de Carathéodory sont relativement compactes dans D;. On en déduit que f
est une application propre de D; dans D,. D’apres le théoreme de Remmert-
Stein, f(D,) est un sous-ensemble analytique de D, et, d’apres le théoréme
d’inversion locale, f(D;) contient un voisinage de f(a). Ainsi, f(D;) = Ds.

Nous pouvons alors achever la démonstration du théoreme 4.1. L’appli-
cation f, qui est propre, est un revétement ramifié de D; sur Ds ; il existe
donc un sous-ensemble analytique A de D, tel que f soit un revétement de
D\ f~1(A) sur Dy\A. Le nombre de feuillets de ce revétement est fini et
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constant sur Ds\ A. Comme f conserve la distance de Carathéodory au point
a et que f est un isomorphisme analytique d’un voisinage de a sur son image,
ce nombre est égal a 1, et f est un isomorphisme analytique de D; sur D,.

Remarquons pour conclure que, dans le cas du bidisque A x A, il est facile
de construire une application holomorphe f: A x A — A x A telle que
f'(a) soit une isométrie pour Ep,(a,.) et Ep,(f(a),.) pour tous les vecteurs

v d’un ouvert non vide U de C™ sans que f soit un automorphisme analytique
de A x A.

Signalons aussi que d’autres résultats de caractérisation des isomorphismes
analytiques ont été obtenus par I. Graham [5] et L. Belkhchicha [1] en
supposant le domaine Dy convexe, et en utilisant la métrique infinitésimale
de Kobayashi.
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