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Un principe de localisation pour les domaines 

faiblement pseudoconvexes de C 2 

dont le groupe d'automorphismes holomorphes 

n'est pas compact. 

François Berteloot 

1 Introduction 

Considérons un domaine borné de Cn dont le groupe d'automorphismes 
analytiques, Aut(f2), n'est pas compact : cela revient à supposer l'existence 
d'un point ( situé sur la frontière de fi et adhérent à une orbite de Aut(fi). 

En généralisant un résultat de B. Wong [19], J.P. Rosay a montré que si 
la frontière de Q est de classe C2 et strictement pseudoconvexe en £, alors Q 
est biholomorphiquement équivalent à la boule unité de Cn [18]. Une telle ca-
ractérisation de Q par la géométrie de sa frontière au voisinage de Ç, lorsque 
C est un point de faible pseudoconvexité, ne semble possible qu'au prix d'hy
pothèses supplémentaires. Ainsi, suivant une voie inaugurée par R.E. Greene et 
S. G. Krantz, plusieurs auteurs supposent que Q coïncide avec un "domaine 
modèle" au voisinage de C ([7, 12, 14, 15, 16]). 

La méthode de dilatation des coordonnées [17], introduite par S. Pincuk, 
s'est avérée être un outil puissant pour l'étude de ces questions. Elle permit à 
E. Bedford et S. Pincuk de caractériser les domaines bornés pseudoconvexes de 
C2 dont le groupe d'automorphismes analytiques est non compact et la frontière 
globalement lisse et de type fini [2]. Ces mêmes auteurs ont récemment généralisé 
leurs résultats à certains domaines de Cn, n > 2 ([3, 4]). 

Cependant, lorsque la frontière de Q n'est supposée régulière qu'au voisinage 
de £, la méthode de dilatation pose de délicats problèmes de familles normales. 
Ces difficultés furent surmontées dans un travail commun à G. Cœuré et 
l'auteur [8], où l'on caractérisait l'effet attractif exercé sur les disques analytiques 
par une hypersurface de type fini de C2. On y montrait alors que, lorsque Q est 
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un domaine de C2 dont la frontière est pseudoconvexe et de type fini en £, 
Q est biholomorphiquement équivalent à un domaine modèle Qp = {(w,z) G 
C2/Rew + P(z) < 0} où P est un polynôme réel, sous-harmonique et sans 
termes harmoniques. 

L'objet de cette étude est de déterminer le polynôme P. En l'exprimant à 
l'aide des dérivées de la forme de Levi du bord de Q en £, nous obtenons un 
analogue du théorème de Rosay pour un domaine Q dont la frontière est pseu
doconvexe et de type fini en £ (cf. théorème 2.1). Nous en déduisons un "principe 
de localisation" pour ces domaines (cf. théorème 2.3). La démonstration requiert 
de nouvelles dilatations, tant à partir du domaine Q que du domaine Qp ; les 
questions de convergence sont résolues grâce aux résultats de [8]. 

2 Notations et présentation des résultats 

Pour tout entier m, nous notons V^m l'ensemble des polynômes réels des 
variables 
z et z, sous-harmoniques et sans termes harmoniques, dont le degré est au 
plus égal à 2m. /H2m désigne le sous-ensemble des éléments de V^m qui sont 
homogènes de degré 2m. L'espace des polynômes en z et z de degré inférieur ou 
égal à 2m est muni d'une norme notée II II. 

Pour tout polynôme Q, on note Qjq le polynôme dérivé 
dz^dz* * 

A tout élément Q de ?2mi on associe un domaine de C2, noté £ÎQ, défini par 

QQ = {(w,z)/Rew + Q(z) < 0}. 

Soit Q un domaine de C2 dont la frontière (notée bQ) est régulière, pseu
doconvexe et de type fini (2m) en un point Il est bien connu (voir, par exemple, 
la proposition 1.1 de [10]) qu'il existe un système de coordonnées locales holo
morphes ramenant £ en (0,0) et dans lequel la frontière de Q est définie par une 
équation du type : 

Rew + H(z) + 0(\z\2m + \w\)=:0, 

OÙ H G W2m. 
Nous noterons 7ï(Q l'ensemble des éléments de TÏ2m pour lesquels un te] 

système de coordonnées locales existe. On vérifie facilement que : 

W(C) = {XH(ei0z) ; A G R+*, 6 G R} 

où H est un élément quelconque de Ti(Q. 
Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer notre principal résultat : 



DOMAINES DE <C2 A GROUPE D'AUTOMORPHISMES NON COMPACT 

Théorème 2.1 Soit Q un domaine borné de C2 dont îa frontière est pseudocon
vexe et de type fini au voisinage de Ç, £ G bQ. S'il existe une suite (<pk)k d'au
tomorphismes analytiques de Q et un point (a,b) de Q tels que limy?fc(a, 6) = Ç, 
alors Q est biholomorphiquement équivalent à QJJ où H G W(0-

Remarque 2.2 Si H\ et H2 appartiennent à Ti{Qy alors QH1 et fi#2 sont 
évidemment bihomorphiquement équivalents. 

On déduit immédiatement du théorème 2.1 et du lemme 2.6 énoncé ci-après 
le principe de localisation suivant : 

Théorème 2.3 Soient Qj (j = 1,2) deux domaines bornés de C2 dont les 
frontières sont pseudoconvexes et de types finis aux voisinages des points Çj G 
bQj. Supposons qu'il existe des suites (<fik,j)k d'automorphismes analytiques de 
Qj et des points (a,j,bj) de Qj tels que \im(pkj(aj,bj) = Çj. Alors Q\ et Q2 sont 
biholomorphiquement équivalents si et seulement si W(Ci) = ^(£2)-

Remarque 2.4 Les théorèmes 2.1 et 2.3 restent probablement vrais lorsque le 
domaine Q n'est pas borné mais tel que son adhérence soit contenue dans un 
ouvert taut. Le lemme 2.5 montre en particulier que les domaines Qp (P G ?2m) 
satisfont cette condition. Une telle version de nos résultats caractériserait donc 
les domaines modèles QH (H G 11*2™,,™ G N*) parmi certains domaines non 
bornés de C2 dont le groupe d'automorphismes est non compact. 

Il serait également intéressant de caractériser les polynômes P de V2m dont 
le domaine Qp associé est biholomorphe à un ouvert borné de C2. 

La démonstration du théorème 2.1 requiert l'utilisation des lemmes suivants ; 
ils seront établis dans le § 4. 

Lemme 2.5 Soit une fonction de classe C2 sous-harmonique sur C telle 
que a(0) = 0 et ^Bda^ = +00. Soit (ak)k une suite de fonctions sous-
harmoniques convergeant uniformément sur tout compact de C vers a^. Soient 
us un domaine quelconque de Cp (p > 1 ) et zo un point fixé dans uo. Alors toute 
suite d'applications holomorphes : ou —> C2, telle que hk(oo) C {(w,z) G 
C2 ; Rew + (Jk(z) < 0} et {hk(zo),k G N} soit relativement compact dans 
{(w, z) G C2 ; Rew + 0*00(2) < 0}, est une famille normale. 

Lemme 2.6 Soient Q G T^m et H £ 7Ï2m- Si QQ et QH sont biholomorphes, 
alors la partie homogène de plus haut degré de Q est égale à XH(eîl>'z), où À > 0 
eti/e [0,2TT]. 

Lemme 2.7 Soit Q G T^m tel que deg(Q) > 2. On suppose qu'il existe une 
suite de nombres complexes (zk)k telle que lim | ^ | = +00 et YimQjq(zk) = 0 
pour j,q > 0 et (j + q) < degQ. Alors, il existe v G [0,27r] tel que : 
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i) limRe(eîV2fc) = 0 ; 

%x) Q = À[(2Ree^)5 - 2{eivz)s] où\>0 et s = degQ. 

Lemme 2.8 Soit Q un domaine borné de C2 dont la frontière est pseudoconvexe 
et de type fini au voisinage de £. On suppose qu'il existe un biholomorphisme f 
de Q sur QQ (Q G Virn) ainsi qu'une suite (wk,zk) dans QQ tels que : 

i) l im (K|2 + |^|2) = +oo; 

ii) | Rewk + Q(zk)\ > c> 0 ; Vfc G N ; 

iii) Y\mf(wk,zk) = C . 

Alors : lim f(-l + it,0) = 
t—>8 

lim f(-l-it.0) = C. 
t—>8 

3 Preuve du théorème 2.1 

La démonstration s'effectue en trois étapes. 

Soit 2m le type de la frontière de Q en £ et H un élément de W(C). Il a 
été établi dans [8] que pour tout point (¿,6) de fi, il existe un polynôme Q 
appartenant à V^m et un biholomorphisme \£ de fi sur QQ tels que \I>(a,&) = 
(—1,0). Notre première étape précise ce résultat : 

• // existe (a, b) G Q tel que, pour tout Q G V^m^ l'existence d'un biholomor
phisme * : Q —» QQ vérifiant \&(a,&) = (—1,0) force l'égalité degQ = 2m. 

Quitte à effectuer un changement de variable holomorphe local, on supposera 
que £ = (0,0) et que pour un voisinage V de (0,0) assez petit : 

(w,z) eVnQ&Rew + H(z) + 0(\w\ + \z\2m) < 0. 

Considérons une suite de points (a^, bk) = ( ^ ? 0 ) qui> pour k assez grand, sont 
dans Q H V et une suite de biholomorphismes \I>fc : fi —» QQK (QK G V^m) tels 
que iSk(ak^bk) = (—1,0). Il nous suffit d'établir que degQfc = 2m pour k assez 
grand. En composant $k avec une transformation du type (w,z) (w,\kz) 
(Xk > 0), on peut supposer que \\Qk\\ = 1 et donc que, après une éventuelle 
extraction, (Qk)k converge vers un élément de V^m-

Soit (Afc)fc la suite de dilatations définies par Ak(w,z) = (few, k^^z). 
Soient également (Qk)k et (DK) les suites de domaines définis par QK = 
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Ak(Q fl V) et Dk = ^k(Q n V). Posons = ®k |nnv oA^1 et étudions la 
suite de biholomorphismes {^k)k de Ûk sur On vérifie sans peine que : 

(3.1) \ M - 1 , 0 ) = (-1,0) pour tout k. 

(3.2) QK converge vers QH-

Montrons que, de plus : 

(3.3) Dk converge vers QQ^. 

Qçk converge vers QQ^ car QK converge vers Qoo- Le théorème de Monte] 
montre qu'après une éventuelle extraction la suite ^ 1 : QQk —» Q converge 
uniformément sur tout compact de QQ^. Or, il n'existe aucune courbe holomor-
phe non triviale passant par £ et contenue dans 6fî, ainsi £ est la seule valeui 
d'adhérence de (^'^1)k et donc ty^1 converge vers Il s'en suit que pour tout 
compact K contenu dans f îç^ , on a ^^(K) C Q fl V (c'est-à-dire K C Dk) 
pour k assez grand. Par ailleurs, si K est un compact contenu dans QQ^ alors 

K C QCQk C Dk pour k assez grand. Ceci établit (3). 
Enfin, montrons qu'à une éventuelle extraction près : 

(3.4) La suite (*bk)k converge uniformément sur tout compact de QH vers une 
application holomorphe : QH —• QQ^ telle que ^(—1,0) = (—1,0) ; la suite 
(1&k1)k converge uniformément sur tout compact de QQ^. 

La convergence de (^k)k vers une application \I> à valeurs dans QQ^ résulte 
du lemme 2.5. Puisque \&(-l,0) = lim#fc(-l,0) = (-1,0) , le principe du 
maximum appliqué à R e ^ i + o ^2 (où ^ = (^ i ,*2)) montre qu'en fait 
^(QH) C QQ^' La convergence de (^k1)k est établie grâce à la proposition du 
§ 3 de [8]. 

Un théorème de Greene et Krantz (cf. [13], pp. 161-162) montre que, sous 
les conditions 4.1 à 3.4, ^ réalise un biholomorphisme de QH sur QQ^. Ainsi, 
d'après le lemme 2.6, degQoo = degiï" = 2m. 

La conclusion s'en suit puisque les polynômes Qk sont de degré au plus 2m. 

La seconde étape de notre démonstration consiste à exhiber un "bon" 
domaine modèle, QA , biholomorphe à Q. 
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• 77 existe un polynôme Q (Q € V^m) dont la partie homogène de plus 
haut degré est égale à H, ainsi qu'un biholomorphisme ^ de Q sur QQ tel que 

tf(a,6) = ( - l , 0 ) . 

Soit ^ le biholomorphisme de Q sur QQ construit dans [8]. Alors ^(a , b) = 

(—1,0) et Q est la limite d'une suite de polynômes (Qk)k définis par : 

Qk 
1 

£k 

2m 

1=2 

(r,)lPl 

°ù (£k)k<> (T~k)k sont des suites réelles strictement positives de limites nulles et 
(-Fk)k (/ = 2 , . . . , 2m) des suites de polynômes homogènes de degré / telles que : 
lim||P£|| = 0 si / < 2m et lim = P|m = H. D'après la première étape, Q est 
de degré 2m et donc rk « £*/2r"Ainsi la partie homogène de plus haut degré 
de Q est proportionnelle à H. Il reste à composer ^ avec une transformation 
(w, z) —> (w, \z), À > 0 pour assurer l'égalité. 

Remarque 3.1 On montre dans [8] qu'il existe une suite de biholomorphismes 
(Tk)k, définis sur Q fl V, telle que (TK(Q fl V))k converge vers QQ. Le biholo
morphisme ^ est une valeur d'adhérence de la suite (T^o <£*,)*; pour la topologie 
de la convergence uniforme sur les compacts de Q. 

La fin de la démonstration repose sur l'étude du "comportement asympto-
tique" de la suite ^ o y ^ a , b). A cet effet, nous noterons (wk, zk) pour îf!o(pk(a, b) 
et 6k désignera la quantité | r g ( ^ o (pk(a,b)) \ où r^w^z) = Rew + Q(z). Nous 
établirons que : 

• i) Si limsk = 0 et l i m s u p | ^ | = +oo alors H = À[(2Rez)2m -
2Re22m], (À > 0) et Q est biholomorphe àQn-

ii) Si limsk = 0 et limsup \zk\ < +°o alors Q(z + z$) = H(z), (ZQ G C) et 
Q est biholomorphe à QH-

iii) Si limsupe^ > 0 alors H = À|z|2m (À > 0) et Q est biholomorphe à QH> 

Lorsque Q est de degré 2, la preuve du théorème 2.1 est achevée dès la 
seconde étape. Nous supposerons donc dorénavant que degQ > 2. Commençons 
par considérer le cas où lime^ = 0. Soit (Qk)k la suite de polynômes définis par : 

Qk(z) 
i 

ek j,q>o 

Qjq(Zk) 

0' + 9)! 
u3k+qzjzq 
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où vk > 0 est choisi de façon telle que \\Qk\\ = 1-
On remarquera que : 

£kQk{z) = Q{ykz + zk) 
2m 

3 = 1 

v2 

ji 
Qj(zk)zj + Qj(zk)zi)-Q(zk). 

Ainsi Qk G V2m et l'on pourra supposer que Qk converge vers un élément Qoo 
de V2m tel que HQooH = 1. 
Posons $k(w,z) = {w',z') où 

w' 1 [w - wk - ek + 2 
2m 

i= i 

QÁ'k) (z - ZfcV'l 

z' 1 [2 - Zk] 

On vérifie, grâce aux identités précédentes, que $k réalise un biholomorphisme 
de QQ sur QQK tel que $k(wk,zk) = (-1,0) . 
Soit (TK)K la suite de "transformations" évoquée dans la remarque 3.1. Posons 
QK = TK(Q fl V) et DK = §k o ^(Q fl V). On dispose alors d'une suite de 
biholomorphismes ^k de QK sur Z)^ définis par ^k = ( $ ^ o $ ) |nnv 

oT"1. En 
procédant comme dans la première étape, on montre que (^k)k converge vers un 
biholomorphisme \& de QQ sur QQ^ tel que ^(—1,0) = (—1,0). Ainsi ^ o ^ est 
un biholomorphisme de Q sur QQ^ tel que ^ o ^(a , b) = ( — 1,0). Donc, d'après 
la première étape, Qoo est de degré 2m. Or, par définition même de la suite 
(Qk)k-> ceci n'est possible que si rk « s\j2rn et Yim.Qjq(zk) = 0 pour j , g > 0 et 
0 + #) < 2m. Alors, lorsque limsup \zk\ = +00, le lemme 2.7 montre qu'à un 
changement de variable inessentiel près, Q = À[(2Rez)2m - 2Rez2m], À > 0. 
L'assertion (i) résulte donc de la seconde étape. Lorsque limsup \zk\ < +00, on 
peut, sans perte de généralité, supposer que lim zk = ZQ. Alors Qjq(zo) = 0 pour 
j . q > 0 et (j + q) < 2m, si bien que la transformation définie par : 

<J>(ltf, z) (w + 2 
2m 

2=1 

Qj(zo) 
ji 

(Z - ZQ) ,Z- ZQ) 

réalise un biholomorphisme de QQ sur QH- Ceci justifie l'assertion (ii). 

Considérons pour finir le cas où limsupek > 0. Soit (gt)teK le groupe à ur 
paramètre d'automorphismes analytiques de Q défini par : 

9t(w,z) = Ü-1[Ü(w,z) + (0,it)]. 

D'après le lemme 2.8. on a lim a*(w.z) = C nour tout (w. z) G Q. L'assertion 
t-+±oc 

(iii) résultera alors de l'étude menée dans les paragraphes 3 et 4 de [2] et 
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du lemme 6 de [3], pourvu que l'action définie par (gt)t puisse être prolongée 
différentiablement à fi sur un voisinage de Ç. Justifions tout d'abord l'existence 
d'un prolongement continu. D'après [11], il existe un voisinage W de C et une 
fonction continue : 

a : №f)W) x (f in MO -> l-oo,0l 

(77, (w, 2)) H-> a^w.z) 

telle que : 

i) a,, est p.s.h. sur fi D W ; 

ii) (ir, < 0 sur (Q fi W) - {/?} et <7„(r/) = 0 ; 

iii) \aJw,z) - aJw\zf)\ < C\(w<z) - {w',z')\ pour tous 77 G 6fi n 
(w,z) G fin 

Puisque a est continue, il existe a > 0 tel que ar)(w,z) < —a pour tout 
rj £ bQnW et tout (w, z) G ÙDbW. On voit facilement que si U est au voisinage 
de C assez petit : av(w, z) > =£• pour tout rj e bQf)Û et tout (w, z) e ÙC\U. 
Définissons alors âv par âv = sup(crr?, - a ) sur fi fl VF et av = - a sur fi fl Wc. 
On vérifie aisément que âv satisfait les propriétés suivantes : 

i) âv est p.s.h. négative sur fi ; 

ii) àJri) = 0 

iii) \arì(w,z)-arì(w',z')\ < C\(w,z)-(w',z')\ pour (w,z),(w',zf) G finti 

Soit V\ un voisinage de Ç assez petit pour que 6fi fl V\ soit régulière. En 
appliquant le lemme de Hopf à la fonction âv o tout en s'assurant d'une 
certaine uniformité en 77 et £, on obtient : a^og-t^w' ,z') < —Md((w',zf)bQ), 
Vr? G 6fi H Û, V(w', z') G fi n Vu V< G [-1,1] où M > 0. 

Si Vb est un voisinage de C assez petit, alors pour tout (w, z) G fi fl Vb, 
il existe ï] G 6fi fi (7 tel que |r? — (w,2)| = d((w,z),bQ). Compte tenu des 
propriétés ii) et iii) de c^, il vient donc : V(w,z) G fi H Vb>3r? G 6fi fl J7 tel 
que â^w, z) > —Cd((w, z), fefi). 

De ces deux maiorations. on déduit : 

V ( t i ; , z ) e f t n V o , V * e [ - l , l ] : G fin Vi 

d[gt(w,z),bQ] 
r 

M 
i[(w,z),bQ] 
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En utilisant cette estimation et en adaptant la démonstration de [9], on 
obtient l'existence d'un voisinage W2 de £ tel que : 

V* G [-l, l] ,V(w,z) G W2nüMw\z') G W2 H Q : 

\gt(w,z) - 9t{w',z')\ < \(w,z) - K , , ' ) | 1 / 2 m 

Les travaux de Catlin montrent que bQ satisfait la condition R locale en C (cf. [É 
preuve du théorème 3). L'utilisation des coordonnées canoniques de Bergmai 
permet alors d'établir que ce prolongement est en fait différentiable. 

4 Preuves des lemmes 

Preuve du lemme 2.5 

Il suffit de considérer le cas où u est le disque unité de C En effet, un résultat 
de H. Alexander (cf. [1] théorème 6.2) stipule qu'alors la conclusion reste vraie 
lorsque UJ est une boule euclidienne de Cp et le cas général s'en déduit facilement. 

Soit D le disque unité de C et hk : D —> C2 une suite d'applications 
analytiques satisfaisant les hypothèses du lemme 2.5. On supposera pour fixer 
les idées que hk(0) = (—1,0) et que hk est continue sur D pour tout k. Notons 
hk = (hk, ? hk2). La formule de Gauss donne : 

.1 

r 

dt 
t \u\<i 

â(<7jfe ohk~) 
1 

2TT 

/.27T 

0 
akohk2(el6d0) -<jfc(0) 

On en déduit que pour tout r > 1 : 

»1 

r 

dt 

hkl(\u\<r) 
AM -Re/»fcl(0)-(7fc(0) < 1 . 

Il en résulte que, si A\ et sont des compacts disjoints de C tels que JK^ Aa^ 
et JK^ Adoo soient assez grands, alors hkl (\u\ < r) ne contient ni K\ ni K2 pour 
k assez grand. La normalité de (hk2)k en découle, celle de (hk^k suit puisque 
Re/ifcj < — <jfc o /ifc2. 

Preuve du lemme 2.6 

• Notons \I> un biholomorphisme de QJJ sur fig. D'après [2] (voir aussi [5]), 
il existe une fonction g G 0(QQ) fl C(ÙQ) et des entiers k et N tels que, pour 

+ \z\) assez grand : 
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i) | p K « ) | « [ H 2 f c + M2]1/iV, 
ii) exgg(w,z) G — 7T 

4 
7T" 
4 

La fonction $(w,z) ao(w,z)-l 
ao(w,z)+l < 

où a est une constante positive assez petite 

est holomorphe bornée sur UQ et vérifie : 
i) < 1 pour (|tu| + \z\) assez grand. 

lim 
(M + |z|)-+oo 

z) = 1. 

• Vérifions l'existence de t0 G R tel que lim inf №(x + i£0,0)| < +oo : si 

un tel réel n'existait pas, on aurait lim <3> o ^f(x + it,0) = 1 pour tout t G R 

et la fonction $ o \I> serait identique à 1 sur le demi-plan Re w < 0, ce qui est 
absurde. 

• On peut donc supposer que lim^(xn,0) = (wo,z0) G WÎQ, avec xn < 0 
Tl 

et limxn = 0. Alors, d'après [9], SS! se prolonge homéomorphiquement au bord 
n 

de QH sur un voisinage de (0,0). Les résultats de Bell, (cf. [6]) montrent que ce 
prolongement est difféomorphe. On en déduit que la partie homogène de plus 
haut degré de Q est de la forme annoncée. 

Preuve du lemme 2.7 

Notons Zk = Xk^t0k et 0 une valeur d'adhérence de (0k)k- On supposera 
que 0 = lim0fc et, quitte à changer z en ize~10, que 0 = ^. Soit P — QX\ ; 
P = + ... + où H^iï désigne un polynôme homogène de degré j . On 
a donc par hypothèse : 

(*) Ut 5. 1 pour j , q > 0. 

Comme Pjq(zk) = \rk~U+q}[H^\eiek) + 0 ( ^ ) ] pour j + q < r, on en déduit 

que H^\i) = 0 pour j + q < r. De sorte que H^r\z + i) = H^r\z) et 

JjM = ar(Rez)r, ar € R. Il s'en suit que Pr-i,0(zk) = arr\(Bjezk) + 0(1) 

et donc que |Rezfc| < 1. 
Ainsi P — R(r) satisfait également la condition (*) et, en itérant ce procédé, 

on obtient : 

P 
r 

p=0 

ap(Rez)p. 

Soit x une valeur d'adhérence de (Rezk)^ puisque pour (j + q) < r : 
Pjq(x) = HmPjqÇRezk) = limPjq(zk) = 0, il est clair que x = 0 (donc 

22 



DOMAINES DE C2 A GROUPE DAUTOMORPHTSMES NON COMPACT 

lim Re Zk = 0) et que P = ar(Re z)r. Q ne possédant pas de termes harmoniques, 
on a alors : 

Q = À[(2Rez)r+2-2Re*r+2] 

où A > 0. 
Enfin, P n'étant pas constant, on remarquera que (Qk)k ne peut avoir qu'une 

seule valeur d'adhérence. 

Preuve du lemme 2.8 

• Soit $ la fonction holomorphe sur QQ introduite au début de la preuve du 
lemme 2.6. Choisissons une constante A > 0 assez grande et a > 0 une constante 
assez petite de façon à ce que la fonction $ définie par $ = max(|$|2 — 1, —a) 
sur QQ - {\w\2 + \t\2 < A} et ê = -a sur QQ fl {\w\2 + \t\2 < A} soit 
plurisousharmonique négative sur QQ. Par construction, $ satisfait l'estimation : 

(4.1) | * ( u ; ^ ) | < [ H 2 + N2m]-1/A pour H 2 + \z\2 > M > 0 

ou M est une constante assez grande. 
En appliquant le lemme de Hopf à <l o il est classique de déduire de 4.1 
l'existence d'un voisinage V de (" tel que 

(4.2) d ( / K , ) , b f i ) < ( H 2 + kl2m)-1/iV 

pour f(w, z) e V et \w\2 + \z\2 > M. 
(d(-, bQ) désignant la distance euclidienne au bord de Q). 

• Soit (w, Zk) G QQ tel que f(w,Zk) E V. La proposition du § 3 de [8], 
appliquée au disque analytique h : A —• Q défini par h(u) = f(w + \ck\u, Zk) où 
Ck = Rew + Q(zk) permet d'obtenir aisément : 

(4.3) M 
1 
2 

\h(u)-h(0)\<d(h(0),bQ)^2m, 

Les estimations suivantes, fondamentales pour la suite, découlent alors immédia 
tement de 4.2, 4.3 et des inégalités de Cauchy. 

(4.4) 
dfi 

dw W z,k 
9/2 

'dw 
(w,Zk) 

1 
I Rew + H 2 + N2m]a 

pour f(w, Zk) G V fl Q Hz + \zk\z>M 

où a = (2mA^Ì_1. 

• Soit (Fk)k la suite d'applications de [0,+oo[ dans Q par Fk(x) = f(wk -
x, Zk). Nous montrons, dans un premier temps, que (Fk)k converge uniformément 
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vers £. Supposons que cela ne soit pas. Puisque limFfc(O) = £ (cf. iii), on 
trouverait une boule B centrée en Ç et contenue dans V ainsi qu'une suite 
(Xk)k,Xk G]0,+oo[, telles que Fk(Xk) G bB et Fk([0,Xk]) C B C V. Compte 
tenu de (4.4) et (ii), on aurait alors : 

[4.5) \Fk(Xk) - Fk(0)\ 
+00 

'0 

dx 

(x + c)[(x-Rewk)2 + Bk}<* 

où Bk = (Imwk)2 + \zk\2m. 
Ceci s'avérera absurde lorsque nous aurons montré que l'intégrale du second 
membre, que nous noterons Ik = f*°° hk(x)dx, tend vers 0. Si, après une 
éventuelle extraction, HmRewk = —00 alors hk(x) < (x + c)~(2a+1^ pour k assez 
grand et le théorème de Lebesgue montre que \imlk = 0. Dans le cas contraire, 
il existe K > 0 tel que Rewk > —K pour tout k. Puisque R e ^ = — Q(zk), la 
condition (i) se traduit par limBk = +00. En posant y = x — Re wk, il vient : 

(4.6) ki 
»oc 

K 

dy 
(y + c + Rewk)[y2 + Bk]<* 

K 

— Re Wk 

dy 
(y + c + Rewk)[y2 + Bk]<*' 

Un montre tacilement a laide du théorème de Lebesgue que la première de ces 
deux intégrales tend vers 0. Pour la seconde, on utilise la majoration suivante : 

(4.7) 
K 

— Re Wk 

dy 
(y + c + Rewk)[y2 + Bk]<* 

Ba-
B 

' — Re Wk 

dy 
(y + c + Re wk) 

et, le second membre étant égal à £?. aln A'+c+Rewfc > 
c 

l'on observe que 
Rewk < -Q(zk) < Bk si limRewfc = +00. 

• Nous montrons maintenant qu'il existe une suite Çk G bQ telle que 
lim G = C et lim f(wk — x, zk) = lim f(wk ± it, zk) = Ci? pour tout k. On 

x—•4-00 
peut, d'après ce qui précède, supposer que Fk([0, +00[) C V. On déduit alors 
de (4.4) et (ii) que : 

(4.8) VX,X' G [0,+oo[: \Fk(X) - Fk{X')\ < 

x' 

x 

dx 

(x + c)[(x-Rewk)2 + Bk]<* 

L'existence de (k s'en trouve justifiée ; la convergence de (Çk)k résulte de celle 
de (Fk)k> H reste à montrer que lim f(wk ± it,zk) = G . Si cela n'était pas, 

+00 
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on trouverait une boule B centrée en Çk et contenue dans V ainsi qu'une suite 
(Xi)i telles que f(w + iX\, zk) £ B et lim = +00. Soit alors 7/ : [0,1] —• QQ 
le segment joignant (wk - \Xt\, zk) à (wk + iX\,zk). Puisque lim / o 7/(0) = Çk, 
il existerait x\ G [0,1] tel que / o ji(xi) G bB et / o 7/([0,x/]) C B C V. 
D'après (4.4) et (ii), on aurait alors pour / assez grand : 

(4.9) l / ° 7 i ( ° ) - / ° 7 * ( z i ) l Xi 
x 

0 

du 
( c+ ( l - t i ) |X , | ) |X ,P« 

1 
IX, I2« 

Ini • c+\XtL 

c 

Ce qui est absurde. 

• Nous terminons en remarquant que la suite ((k)k est en fait constante. 
Comme lim^fc = C> bQ peut être supposé pseudoconvexe et de type fini en 
Cela permet de montrer que (k est la seule valeur d'adhérence de f(w ± it, z) 
lorsque t —y +00 pour la topologie de la convergence uniforme sur les compacts 
de QQ. Ainsi lim f(w ± zï, z) = ÇK pour tout (tu, z) G QQ et donc Cfc = C pour t—•+00 
tout k. Ceci achève la preuve du lemme 2.8. 

Je remercie G. Cœuré pour les conseils prodigués lors de la rédaction de ce 
travail. 
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