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AVERTISSEMENT 

Ce volume rassemble les textes de certains exposés présentés aux seizièmes 
Journées Arithmétiques qui se sont tenues au Centre International de Rencon
tres Mathématiques (C.LR.M.) à Luminy du 17 au 21 Juillet 1989. 

Ce congrès a bénéficié en premier lieu du soutien du Centre National de la 
Recherche Scientifique, et aussi de la Ville de Marseille et du Conseil Régional 
de Provence, Alpes et Côte dAzur : nous remercions ces organismes pour leur 
collaboration. 

Je remercie également Anna Zeller-Meier, qui s'est chargée de l'organi
sation administrative, et aussi Christiane Faure et Dominique Bally pour la 
dactylographie de certains des textes présentés ici. 

Le liste des participants figure en tête de ce volume : on observera que plus 
de vingt nationalités sont représentées. Elle est suivie de la liste de l'ensemble 
des exposés qui ont été donnés durant ces Journées. 

Georges Poitou est décédé peu après ces Journées. Le C.LR.M. et les 
Journées Arithmétiques sont deux réalisations qui n'existeraient pas sans lui. 

Gilles Lachaud 
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J. P. ALLOUCHE - SUR LA T R A N S C E N D A N C E DE LA SERIE FORMELLE II 

We prove by elementary means that the formal series II is transcendental, using the 
theorem of Christol, Kamae, Mendès France and Rauzy. 

A.-M. BERGE et J. MARTINET - RESEAUX E X T R E M E S P O U R U N GROUPE 
D'AUTOMORPHISMES 

Soit E un espace euclidien, et soit G un sous-groupe fini du groupe orthogonal de E. 
On caractérise les réseaux stables par G qui réalisent un maximum local de la densité des 
empilements de sphères qui leur sont associés (réseaux G-extrêmes). L'étude est complète pour 
les groupes cycliques Q-irréductibles d'ordres < 9, ce qui conduit pour certains groupes à une 
minoration de la densité meilleure que la minoration générale. 

M. CAR - LE PROBLEME DE W A R I N G P O U R LES CORPS D E FONCTIONS 

Soit L un corps de fonctions sur le corps des constantes Fç. Soit S un ensemble fini non 
vide de valuations de L et soit Os l'anneau des 5-entiers de L. 

On s'intéresse au problème de Waring dans Os en imposant des conditions de valuation, 
plus précisément, on s'intéresse aux représentations de b € Os comme somme 

b € Osb € Osb € Osb € Os 

telles que v(bj) > [v(b)/k] pour tout j = 1,... ,m, tout v e S. 
On traite ce problème par la méthode du cercle. 

J. CHERLY - SOMMES D'EXPONENTIELLES CUBIQUES DANS L'ANNEAU 
DES POLYNOMES EN UNE VARIABLE SUR LE CORPS A 2 ELEMENTS, 
ET APPLICATION AU PROBLEME DE W A R I N G 

L'exposé porte sur le problème de Waring pour un anneau de polynômes sur un corps 
fini Fq. Ce problème est complètement ouvert lorsque le degré des puissances est supérieur 
à la caractéristique de F9, "le premier" cas étant les sommes de cubes dans F2[X], c'est ce 
cas que nous avons étudié. Les deux piliers de ces résultats sont les majorations des sommes 
trigonométriques et l'encadrement de la série singulière. Nous obtenons ainsi par la méthode 
du cercle adapté à l'anneau F2[X] en suivant Carlitz le résultat suivant : 

S.M.F. 
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RÉSUMÉS 

Les éléments F2pf] qui peuvent s'exprimer comme une somme de cubes sont exactement 
ceux qui sont congrus à 0 ou 1 modulo 1 + X + X2. En outre, soit M un tel élément de degré 
< 3n (n un entier suffisamment grand). On peut le représenter comme somme de 18 cubes de 
polynômes dont chacun a son degré majoré par n. 

P. COHEN et J. WOLFART - M O N O D R O M I E DES FONCTIONS D'APPELL, VARI-
ETES ABELIENNES ET P L O N G E M E N T MODULAIRE 

The monodromy groups of Appel's hypergeometric functions Fi in two variables are 
sometimes discontinuous, but in general are not arithmetically defined ([DM],[M]). However 
we associate to them families of abelian varieties which give natural modular embeddings of 
the monodromy groups into arithmetic groups. We describe these embeddings and sketch some 
applications to automorphic functions and transcendence questions. 

E. DUBOIS et R. PAYSANT-LEROUX - SUR LA LONGUEUR D U DEVELOPPEMENT 

EN F R A C T I O N CONTINUE D E Jf{n) 

On étudie la longueur £(n) du développement en fraction continue de l'irrationnel quadra
tique yjf(n) lorsque / est un polynôme à coefficients entiers et on donne une version effective 
d'un résultat de Schinzel [9] en minorant, pour tout entier n dans un sous-ensemble de Z, £(n) 
par 1 + 2[log(^/(n))/loge] où c est une constante ne dépendant que de / . La démonstration 
fait intervenir certaines notions de meilleures approximations dans les réels et dans un corps de 
fonctions. 

W. DUKE et H. IWANIEC - SUMS O V E R PRIMES OF T H E FOURIER COEFFI
CIENTS OF HALF-INTEGRAL W E I G H T CUSP FORMS 

This is a brief summary of work presented in detail elsewhere. We give non-trivial estimates 
for various bilinear forms in the Fourier coefficients of half-integral weight cusp forms. These 
are applied in Vinogradov's method to give an estimate for the sum of these coefficients over 
primes. 

N. ELKIES - DISTRIBUTION OF SUPERSINGULAR PRIMES 

Fix an elliptic curve E over Q without complex multiplication. Let 7r0(:r) be the number 
of primes p < x at which E has supersingular reduction. Various approaches to estimating the 
growth of 7r0(x) are described, including the recent unconditional proof of the upper bound 
no(x) <C x3/4, which was previously only known (by a different method) under the assumption 
of the Generalized Riemann Hypothesis. 
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RÉSUMÉS 

B. EREZ - A SURVEY OF THE SQUARE ROOT OF THE INVERSE DIFFERENT 

We give a survey of recent work done by several authors on the Galois-Hermitian module 
obtained by restricting the bilinear trace form of a Galois extension K/F to the ideal A(K/F)'m 
K which -when it exists- is the square root of the inverse different of K/F. In many ways the 
study of A(K/F) as a Galois module is completely analogous to the study of rings of integers, so 
for instance Galois-Gauss sums play an important role. Howewer we show that -since A(K/F) 
is self-dual with respect to the trace form- its hermitian structure can also be described very 
precisely, thus leading to new results on the ring of integers ZK (which it contains). Two 
appendices due to D. BURNS are included. 

DR. HEATH-BROWN - THE NUMBER OF ABELIAN GROUPS OF ORDER AT 
MOST x 

Let A(x) denote the number of isomorphism classes of Abelian groups of order at most x. 
Then 

Alx) 5 CjX1/j + A(x), 

with certain coefficients Cj. It is shown that 

x 

'0 
A(x) 2 dx«X 4 / 3 ( logX) 8 9 , 

which is best possible, apart from the log power. The proof uses mean-value estimates for ((s). 
9 

Using similar techniques it is shown that /?5 < in the usual notation of the generalized 
divisor problem. This result has been stated without proof by ZHANG [11]. 

M.N. HUXLEY - EXPONENTIAL SUMS AFTER BOMBIERI AND IWANIEC 

We present a summary of the main lines of argument in the new method for estimating 
exponential sums introduced by BOMBIERI and IWANIEC in 1986. The key ideas are to dissect 
the exponential sum into sections corresponding to the rational numbers of bounded height, 
and to bound these subsums in the mean using the large sieve. Applications include bounds 
for the Riemann zeta function, both mean and pointwise, and the number of integer points in 
a plane domain with smooth convex boundary. Some problems are posed on the Diophantine 
behaviour of a smooth curve at integer arguments. The bibliography lists all papers related to 
the new method up to the end of 1989. 

D.-O. JACQUET - CLASSIFICATION DES RESEAUX DANS R7 (Via la notion de 
formes parfaites). 

According to Vorono'i, in order to determine all the classes of perfect forms with n variables, 
it is sufficient to prove that for each class the neighbouring forms of a given representative always 
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RÉSUMÉS 

belong to a class which is already known. 
The results for n < 6 have been known for over thirty years. Therefore this article communicates 
results of the n = 7 dimension. 

J.-F. JAULENT - N O Y A U UNIVERSEL ET VALEURS ABSOLUES 

We discuss some of the relations involving Gross and Leopoldt conjectures between the 
£-pait of the universal kernel in the /̂ -theory of number fields, the Kummer radical of the 
compositum of Z -̂extensions, and the kernel of the principal -̂adic absolute values, given by 
the -̂adic class field theory. 

M. LAURENT - SUR QUELQUES RESULTATS RECENTS D E TRANSCEN
D A N C E 

Cet article se compose de deux parties. La première consiste en une présentation de 
quelques résultats récents de transcendance et d'indépendance algébrique ; on y examine 
aussi leurs applications à la conjecture de Leopoldt et à certaines questions de géométrie 
diophantienne. La deuxième partie propose une nouvelle démonstration du théorème des six 
exponentielles évitant l'emploi du principe des tiroirs. 

R. MASSY - SUR LES BASES NORMALES D'ENTIERS RELATIVES 

Soient K un corps de nombres quelconque, et E une extension quadratique ou biquadra-
tique de K. On donne des conditions nécessaires pour qu'il existe un corps N, respectivement 
cyclique de degré 4, diédral ou quaternionien de degré 8, sur K, qui admette une base normale 
d'entiers sur E. Lorsque K est de nombre de classe h(K) = 1, on montre que ces conditions 
sont aussi suffisantes, et l'on fournit des formules explicites de construction de bases normales 
d'entiers de TV sur E. 

T. MATALA-AHO - O N RECURRENCES FOR SOME H Y P E R G E O M E T R I C T Y P E 
POLYNOMIALS 

Four and five term recurrences are found for some special 3F2 and 4F 3 type hyper-
geometric polynomials. As a consequence we shall get the Apery recurrences for the sums 

n 
E 
k=o 

n 
k 

2 n + k 
k 

i = 1,2] and some other three term recurrences - like A(n)Gn + B(n)Gn-2 + 

C(n)Gn_4 = 0 for Gn : 
n 

E l 
k=o 

(-l)fc(deg A{n) = deg B{n) = deg C(n) = 6). 

8 
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F. MORAIN - ELLIPTIC CURVES, PRIMALITY PROVING AND SOME TI
TANIC PRIMES. 

We describe how to generate large primes using the primality proving algorithm of Atkin. 

L. MURATA - ON THE MAGNITUDE OF THE LEAST PRIMITIVE ROOT 

Let p be an odd prime, g(p) be the least primitive root modulo p and G(p) be the least 
prime primitive root mod p. 

We consider the distribution of g(p) and G(p), and obtain the following results, which 
show that, in most cases, g(p) and G(p) are very small. 

We assume the Generalized Riemann Hypothesis (G.R.H.). Let il>(x) be a monotone 
increasing positive function with the properties 

lim ip(x) = +00,i>(x) <C (\ogx)A for some A > 0,xp(x) <C V>! x 
logx 

Then we have 
\{p < x ; G(p) > tl>(p)}\ < n(x) 

log ip(x) 

We assume G.R.H. For any e > 0, we have 

7r(x) 
b € Os 

g(p) < TT(X) 
b € Os 

G(p) < (logx)(loglogx)1+I. 

If <5< 1 
2' then we have 

TT(X)-1 

p<x 
g(pY = Es + o(l) , TT(X)-1 

p<x 
G(p)s = E'6 + o(l) 

where Es and E's are constants depending only on 8. 

H. NAKADA et G. WAGNER - DUFFIN-SCHAEFFER THEOREM OF DIOPHAN-
TINE APPROXIMATION FOR COMPLEX NUMBERS. 

We consider the following inequality for a complex number z and a real-valued function 
f 

к - a 
г 

I< № 
g(pY = Es + o(l 

g(pY = Es + o(l 

where a and r are integers in an imaginary quadratic field Q(V^) , d < 0. We denote by Aj the 
set of z having infinitely many solutions a/r to the above inequality. We show that either Aj 
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or is a set of Lebesgue measure 0 (in the complex plane). We also give a sufficient condition 
on / so that is a set of Lebesgue measure 0, which is a complex version of Duffin-Schaeffer's 
condition. 

J. PAS - SOME APPLICATIONS OF UNIFORM p-ADIC CELL DECOMPOSI
TION 

In this paper we summarize some applications of uniform p-adic cell decomposition. The 
technique of p-adic cell decomposition was developed by Denef, using ideas of Cohen. We obtain 
cell decomposition theorems which are uniform in a certain class of p-adic fields. We prove a 
cell decomposition for a class of henselian valued fields of equicharacteristic zero. 

R. QUÊME - ON DIOPHANTINE APPROXIMATION BY ALGEBRAIC NUM
BERS OF A GIVEN NUMBER FIELD : A NEW GENERALIZATION OF 
DIRICHLET APPROXIMATION 

Let K be a number field of degree n and signature (r,s). In this note, we propose a new 
generalization of Dirichlet approximation theorem (approximation of a G R by p/q G Q) to the 
approximation of a € Rr x C* by &(p/q) where p/q € K and cr(p/q) is the canonical embedding 
of K in Rr x Cs. 

P. RAMBOUR - ELEMENTS FIXES DU COMPLETE D'UNE CLOTURE SEPA
RABLE SOUS L'ACTION DE SON GROUPE DE GALOIS 

En 1969, Ax a montré que l'ensemble des points fixes sous l'action de son groupe de Galois 
de la clôture algébrique d'un corps local n'est autre que l'adhérence d'une clôture radicielle 
contenue dans cette clôture algébrique. 

Ici R désigne un anneau noethérien, normal, intègre, de corps des fractions K, I un idéal 
de R qui n'est pas R tout entier. On considère Rs l'anneau des entiers sur R d'une clôture 
separable Ks de K, G le groupe Gal(À's/A'), Rs le complété de Ra pour la topologie définie par 
IRa. G agit sur Rs par uniforme continuité et on cherche à déterminer l'ensemble des points de 
Rs fixes sous l'action de G. 

PH. SATGÉ - QUELQUES PROBLEMES DE RATIONALITE LIES AU THEO
REME DE PONCELET 

Let S be a non singular projective plane conic and c a positive integer. Poncelet's theorem 
associates a projective plane curve of degree c to any linear system of dimension 1 of effective 
divisors on 5. In this paper we are interested in the field of definition of the curves Poncelet's 
theorem produces. We pay special attention to the case c = 2. 

10 
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N. SCHAPPACHER - LES CONJECTURES DE BEILINSON POUR LES COURBES 
ELLIPTIQUES 

Dans ce rapport qui se veut une introduction pour non-spécialistes, on essaie de décrire ce 
qu'on sait — et ce qu'on ignore — des conjectures de Beilinson relatives aux valeurs spéciales 
aux points entiers de la fonction L d'une courbe elliptique sur Q. Les problèmes non résolus 
de /̂ -théorie dans ce contexte sont expliqués. Les deux hypothèses souvent évoquées dans 
l'arithmétique des courbes elliptiques sur Q — à savoir, soit l'hypothèse d'une paramétrisation 
modulaire, soit celle de multiplications complexes — font leur apparition avec des résultats 
correspondants plus ou moins récents en direction de la conjecture de Beilinson. 

H.-P. SCHLICKEWEI-RESULTATS QUANTITATIFS EN APPROXIMATION DIO-
PHANTIENNE 

A quantitative version of a general subspace theorem is given. Let K be an algebraic 
number field, M(K) the set of absolute values || ||v of K, let 5 be a finite subset of M(K), 
and for each v € S, let L\,..., Lv

n be linearly independent linear forms in n variables and with 
coefficients in K. Solutions /3 £ Kn of the inequality 

n 
n n 
v€Si=l 

g(pY = Es + o(l 
g(pY = Es + o(l 

g(pY = Es + o(l 

are considered. Here 8 > 0,H(/3) denotes the height, and > \\^i\\v denote respectively 
the maximum norm of a vector /3 and of the coefficient vector of a linear form. It is shown that 
these solutions are contained in the union of t proper subspaces of Kn and of a set "small" 
/3s. Here t is bounded in terms of n, deg A', card 5,6 (but independently of the L\), and the 
small fis have H{j3) under some effective bound (depending on the above data, as well as on 
the heights of the forms Lv

{). 
As applications, uniform estimates on the number of solutions of 5-unit equations in n 

variables are obtained. 

J.-P. SERRE - MOTIFS 

This article is a survey of the theory of motives ; some excerpts of letters of A. Grothendieck 
are included. 

J.-P. SERRE - Lettre à M. Tsfasman 

In this letter, a majoration of the number of points of an hypersurface defined over a finite 
field is established. 

C. SOULÉ - GEOMETRIE D'ARAKELOV ET THEORIE DES NOMBRES TRAN
SCENDANTS 

11 
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On résume les travaux de GlLLET et l'auteur sur l'extension en dimension arbitraire 
de la géométrie d'ARAKELOV des surfaces arithmétiques. On indique comment cette théorie 
intervient dans les travaux récents de VOJTA et FALTINGS. On montre que la hauteur des 
variétés projectives introduites par FALTINGS se compare à celle de leurs coordonnées de CHOW, 
notion utilisée Drécédemment Dar MESTERENKO et PHILIPPON. 

W . VEYS - RELATIONS BETWEEN NUMERICAL DATA OF AN EMBEDDED 
RESOLUTION 

Let k be an algebraically closed field of characteristic zero, / G k[x\,..., a?n], and (X, h) an 
embedded resolution of / = 0. To each irreducible component E{ of ^~ 1 ( /~ 1 {0}) , we associate 
the numerical data (TV,-, i/,-), where N{ and ut — 1 are the multiplicities of E{ in the divisor of 
respectively f oh and h*(dx\ A ... A dxn) on X. For curves (n = 2) there is the well-known 
relation 

v 
N 

E L ( ^ - l ) + 2 
g(pY = Es 

between the numerical data of a fixed irreducible component E and its intersecting other 
components E\,..., Ek- In this paper we present a generalization of this relation, together with 
new kinds of relations, for all dimensions. 
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SÉANCE DE PROBLÈMES 

1) Pour tout entier N tel que la courbe Xq(N) soit de genre > 1, on note la hauteur de 
Faltings de J0(N)/Q. 

La fonction TV i—> hjv est-elle majorée par un monôme en TV ? Une réponse positive serait 
déjà intéressante pour TV sans facteurs carrés ou même pour N premier. 

D. BERTRAND, M. HINDRY 

2) Let if : X0(N) —• E be the Weil map. What can be said about deg(^), in particular : 

a) does deg(ip)/cr(N) tend to infinity with TV? 

kx f . f r logdeg(<f) 
bj estimate limsup — (is it zero :) 

B.J. BIRCH 

3) Suppose a is algebraic of degree c/, such that Q(an) = Q(a) for all n > 0. Is there a constant 
C(a) (or, better, C(d)) such that for any (d— l)-dimensional subspace W of Q(a) there are at 
most C(a) powers of a in W ? 

J. BOURGAIN 

4) Set f(x) equal to the number of discriminants D of an imaginary quadratic field such that 
h(D) is a power of 2 and |D| < x. Can one prove that f(x) = o(x) ? 

H. COHEN 

5) Let h(A) be the class number of Q(>/Ä) for any fundamental discriminant A € Z. Is it true 
that 

Y, /?(P) ~ - as x -> oc ? 
p=l (mod 4) 
p prime <x 

S.M.F. 

Astérisque 198-199-200 (1991) 
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SÉANCE DE PROBLÈMES 

6) Soit q une puissance d'un nombre premier p, et soit a e F*. La somme de Kloosterman 
d'indice a est 

A'/,(a) = g(pY 
= Es + o(l 

g(pY = Es + o(lg(pY = Es + o(l 

L'application a h-> Klq(a) de F* dans le corps cyclotomique Q(Cp) des racines p-ièmes de l'unité 
(où Q = 1) est contenue dans l'ensemble 

A'9 = {A' G R H Z[CP] I |/<ï < [2^9] et /i = -1 mod (1 - (P)Z[Q) , 

Quelle est l'image de l'application Klq ? 

L'image de l'application Klq est égale à Xq si p = 2 (G. LACHAUD et J. WOLFMANN, 
C.R.A.S. 1987) et si p = 3 (N. KATZ et R. LlVNÉ, C.R.A.S. 1989); des calculs sur machine 
faits par R. ROLLAND et R. SMADJA ont montré qu'il n'en est pas ainsi pour p > 5. 

G. LACHAUD 

7) (Calcul de lois de réciprocité explicites par le corps de normes de FONTAINE ET WlN-
TENBERGER.) Soit K un corps local de caractéristiques (0,p), contenant /ipn. On veut cal
culer le symbole de Hilbert (., par la méthode suivante : soit K^/K une extension APF 
(e.g. la Zp-extension cyclotomique) ; FONTAINE et WlNTENBERGER lui associent le corps de 
normes Xk^K) qui s'identifie à un corps de séries formelles sur le corps résiduel de K. On a 
Xkoo(K)* = m T l î 1 1 1 1 C addition est définie dans le même style. 

Calculer le symbole de Hilbert dans K à partir du symbole de Witt dans Xk^K). 
On s'intéresse surtout au cas où ??. > 1, le cas n == 1 ayant été résolu partiellement 
par DRAOUIL. Eventuellement, retrouver les lois de réciprocité explicites dans le style de 
BRÜCKNER, VOSTOKOV, etc... 

T. NGUYEN QUANG DO 

8) Soient N > 1 et u\ < u2 < - - • < ujw une suite arbitraire d'entiers. Pour n > N, on prolonge 
cette suite de la manière suivante : un est le plus petit entier supérieur à un_i tel que 

un ^up + uq 

quels que soient p,q < n. Est-il vrai que la suite nn+i — un est périodique à partir d'un certain 
rang ? 

Exemple : N = 2, ^ = 1 , u2 = 4. A lors u3 est différent de 5 = ux + u2 et de 8 = u2 -f u2, 
donc u3 = 6.Ensuite u<i doit être différent de 7 = u\ -f w3, de 8 = u2 -j- u2,de 10 = u2 + u3 et de 
12 = u3 -f U3, donc M4 = 9, et ainsi de suite : 1,4, 6,9,11,14 ... 

G. RAUZY 
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SÉANCE DE PROBLÈMES 

9) L'application de N*2 dans Q 

(m,n) i—> 3
m - 1 

2n - 1 

est-elle injective ? 

C. SAIAS 

10) Existe-t-il une suite de polynômes unitaires /a, à coefficients dans Z tels que : 

1) deg fx -> oo; 

2) dise (/A) ? 0 ; 

3) |disc ( / A ) | 1 / t l e g / A est borné? 

Le cas le plus intéressant est celui où les f\ sont irréductibles. 

J-P. SERRE 

11) An equilateral triangle of side L is placed in the plane. How far can its perimeter be from 
the unit lattice ? 

K.B. STOLARSKY 

12) Let d < q + 1. What is the value of  

Mdt9tn = ììiax I {(«x*i,..., 2-n) G Fq , F(xu...,xn) = 0}, 

the maximum being taken over all non-zero homogeneous forms of degree d ? Is it true that 

Md.aM = d(qn-1-qn-2) q n- 2thyggt 

(réponse : oui (J-P. SERRE,A.B.SORENSEN)) 

M. TSFASMAN 

13) For any sequence of number fields with [Ki : Q] —> oo, and 

1 
Ki : Q] 

hg\VK t\<d,mùpù 

it can be shown that 
M ( {Ki} ) = li m sup 

A', 

h(Kt) 
[Ki : Q] 

<ct(d) ,g(pY = 
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SÉANCE DE PROBLÈMES 

where 
h(K) = min / Hf), 

M / ) = Ei l o g I I / I M -

Do there exist such sequences {A' t} with 

M({Ki})>C2(d)>0? 

M. TSFASMAN 

14) Let K be a number field, 
^ : / ( ^ R â x C t - R n 

and Z = <p(0tf).What is the minimum length 

d(L) = min M ? 

Is it true that 
d(L) = y/s~Tt ? 

It is known that y/s -f t > d > 2 -1 ; iî s = 0 or t = 0 then c? = y/s~+t. 

M. TSFASMAN 

15) a) Lei 

A(q) = lim sup 
g(pY = Es + o(l 

Q 
, g -> oo. 

Is it true that 
,1(^ = ^ - 1 ? 

i.e. is the DRINFELD-VLADUT bound exact? 

b) Are the ODLYZKO-SEKKE bounds for 

li in i n f 
K 

g(pY = Es + o(l1 
[K : Q] 

T logici 

asymptotically exact ? 

M. TSFASMAN 
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