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à la mémoire de Georges POITOU 

NOYAU UNIVERSEL ET VALEURS ABSOLUES 

par 

Jean-François JAULENT 

L'objet de l'exposé est de présenter quelques unes des relations entre la 
l—partie du noyau universel de la üf-théorie pour un corps de nombres K 
contenant les racines l-ièmes de l'unité, et le noyau des valeurs absolues 
principales définies sur le t- adifié du groupe des idèles de K, et ce à la 
lumière des conjectures de Leopold et de Gross généralisées. 

En fait, cette note trouve sa motivation dans de récents travaux de M. 
Kolster (cf. [10]) et de K. Kramer (cf. [11]), qui recoupent des résultats 
antérieurs de l'auteur (cf. [9]) et de T. Nguyen Quang Do (cf. [13]) obtenus 
par d'autres voies, et mettent plus particulièrement en valeur le rôle non 
explicité jusqu'ici d'un noyau remarquable que l'on peut construire très 
facilement en s'aidant des valeurs absolues -l-adiques principales (c'est à dire 
des valeurs absolues à valeurs l-adiques) attachées aux places non complexes 
d'un corps de nombres quelconque. 

Notre point de départ sera donc la théorie l-adique du corps de classes, 
élaborée dans [9], et que nous allons brièvement rappeler : 

1 - Le l-adifié du groupe des idèles d'un corps de nombres. 

Fixons une fois pour toutes un nombre premier l, et considérons un corps 
de nombres K arbitraire (mais de degré fini sur Q). 

Le groupe des idèles classique de K est défini depuis Chevalley comme le 
produit restreint 

res 

JK= П KP 
pePi(K) 

S MF 
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des groupes multiplicatifs des complétés respectifs de K en ses diverse: 
places. Le facteur Kp désigne donc soit le groupe divisible Cx si p es 
complexe ; soit le groupe Rx = {±1} x R+, si p est réelle ; soit, si p es 
ultramétrique au-dessus d'un premier », le produit 

к: = ui.ui.iri 

du groupe fini fip des racines de l'unité dans Kp d'ordre étranger à p, du 
sous groupe Up des unités principales de Kp, et du Z-module libre engendré 
par une uniformisante arbitraire 7rp. 

Dans aucun des cas Kp n'est donc un Z^-module. Aussi, pour construire 
un Z^-module à partir de Kp , la solution la plus économique consiste-t-elle 
à former la limite proiective 

АС* = КтК£К™ 
Ti 

des quotients ^-primaires de Kp . Cela étant, le passage au quotient ayant 
pour effet de tuer la partie ^-divisible de Kp , le groupe obtenu est évidem
ment trivial lorsque p est complexe, et égal à (—l)2*/22' lorsque p est réelle, 
donc encore trivial sauf pour £ = 2 auquel cas il est isomorphe à Z/2Z. 
Enfin, si p est ultramétrique, deux cas se présentent : 

- ou bien p est modérée (i.e. étrangère à £) et 

Ci = /i0.7Th 

s'identifie au produit du ^-sous-groupe de Sylow /JLP de /i£ et du Z^-module 
libre engendré par l'image de l'uniformisante 7rp (image que nous conti
nuerons par abus à noter 7TP) 

- ou bien p est sauvage (i.e. au-dessus de £) et 

/Сих = Ul тг?< 

est le produit du sous-groupe Up des unités principales de Kp et du Z¿-
module libre engendré par l'image de 7rp (que nous écrirons encore 7rp). 

Dans tous les cas, /Cx est ainsi un Z^-module noethérien (donc compact 
pour sa topologie naturelle de Z/-module) et il est commode d'écrire 

/Ci =U«.itll 
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NOYAU UNIVERSEL ET VALEURS ABSOLUES 

en convenant de prendre 7rp = - 1 , si p est reelle, lorsque £ vaut 2. 
Il est alors naturel de définir le ̂ -adifié JK du groupe des idèles JK comme 

le produit restreint 
ICS 

JK = I I A? 
aePKK) c'est-à-dire comme la réunion pour tous les ensembles finis S de places de 

K 
JK = U 

SCPl(K) 
uK-> avec 1JS -UK — 

pes pis 

et d'équiper JK de la topologie limite inductive des topologies des ZV£, ces 
derniers étant regardés comme compacts en tant que produits de modules 
compacts (de sorte que la topologie de JK n'est pas la restriction à JK 
du produit des topologies des /C£, mais fait cependant de JK une réunion 
dénombrable de modules compacts). 

Si maintenant on prend comme ^-adifié du groupe des idèles principaux 
le tensorisé £-adiaue 

Як = T-t ®2 К* 

du groupe multiplicatif de K (qui joue donc le rôle du rayon dans la théorie), 
et qu'on envoie TZK dans JK en s'aidant du plongement diagonal de KX 
dans JK, le résultat fondamental du corps de classes Sadique est le suivant 
(cf. [9], th. 1.1.13) : 
THÉORÈME 1. - Isomorphisme £-adique du corps de classes - Le groupe 1ZK 
des idèles principaux s'identifie canoniquement à un sous-groupe fermé du 
groupe des idèles JK, et le quotient topologique 

CK = JK/T^K 

est un groupe compact, isomorphe comme tel au groupe de Galois GK = 
Gal(Ka /K) de la pro-£-extension abélienne maximale de K. 

Sans doute n'est-il pas inutile de rappeler, puisqu'elle intervient plus loin, 
comment s'exprime dans ce contexte la conjecture de Leopoldt. Désignons 
par UK k ^-groupe des racines de l'unité dans K (i.e. le ^-sous-groupe de 
Sylow de ii'x), puis, pour toute place non complexe p de K, écrivons fip 
son homologue dans Kp. Cela posé, nous avons (cf. [9], Ch. I) : 
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CONJECTURE DE LEOPOLD GÉNÉRALISÉE.- Les idèlesprincipaux (i.e. les 
éléments de IZK), qui sont localement partout des racines de Vunité (dans 
JK) sont les racines globales de Vunité ; ce qui s'écrit : 

Urs fi n 
p£Pl(K) 

= ßK-

Bien entendu, les idèles concernés étant trivialement des unités (i.e. des 
éléments du tensorisé i-adique SK = ~%-t ®z EK du sous-groupe des unités 
de ifx), la conjecture précédente revient à affirmer que le rang f-adique 
des unités de K est égal au nombre de Dirichlet, ce qui, lorsque K est 
totalement réel, est exactement le postulat initial de H.W. Leopoldt. 

2 - Définition des valeurs absolues Sadiques principales. 

On sait que les valeurs absolues réelles (c'est-à-dire à valeurs dans Rx) 
attachées aux diverses places du corps K, définies sur le groupe des idèles 
Jjf, sont telles que leurs restrictions à Kx satisfont la formule du produit : 

J ] 14, = 1, v * e i i - \ 

Pour obtenir un analogue dans JK-> il est nécessaire de définir des valeurs 
absolues à valeurs non plus dans R x, mais dans le groupe multiplicatif Z x, 
en fait dans son sous-groupe principal U = 1 + lit. Pour cela, on peut 
procéder comme suit : soit 

< > |Z* —> и = 1 + eie 

la surjection canonique de Z x dans C/, qui a pour noyau le sous-groupe des 
racines (£ — l)-ièmes de l'unité dans Z .̂ 

DÉFINITION 2. - Pour chaque place p de K, on déûnit sur JK une valeur 
absolue \ \p à valeurs dans U = 1 + £Ze, qui se factorise via le complété 
vroûni JC?, en vosant vour tout r = (x»)» de JK: 

(i) |j\p = 1, si p est complexe ; 
(ii) |jc|p =< sg(xp) >, si p est réelle ; 
(iii) \t\p =< Np~"°*(x*) >, si p est ultramétrique, mais étrangère à £ ; 
(iv) \f\p =< NKp/Qe(xp)Np-v^x^ >, enfin, si p divise £. 
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Nous disons que \ \p est la valeur absolue £-adique principale attachée à 
la place p. 

Remarque : La valeur absolue ainsi définie ne coïncide pas exactement avec 
celle donnée par J. Tate (cf. [15], Ch VI, déf. 1.1). Plus précisément elle 
est égale au crochet < > de la valeur absolue de Tate. 

Dans les trois premiers cas ((i) à (iii)) la définition donnée est la transposi
tion de la définition réelle, le choix de la norme absolue Np correspondant à 
une normalisation naturelle. La condition (iv) est alors dictée par la formule 
du produit. En effet, avec les conventions précédentes, on a immédiatement 
(cf. [9], prop, 1.1.8): 

I I M> = 
PÇPUK) 

I I \NK/Q(Z)\P = 1, V* e 1lK, 
pePKQ) 

comme attendu. 
D'un autre côté, pour chaque place finie p, l'image \Kp | est évidemment 

un sous-module d'indice fini de U. En particulier, sauf peut-être pour £ = 2, 
c'est un Z^-module libre de rang 1, et, dans ce cas, le noyau /C£ de | |p alors 
un sous-module pur de Kp . De fait : 

PROPOSITION 3. - Le noyau Kp dans Kp de la valeur absolue £-adique 
principale \ \p est donné par les deux formules suivantes : 

(i) ]C* = Up, pour p \ £. Autrement dit, Kp est trivial si p est réelle ; 
et égal au sous-groupe de torsion [ip de Kp , si p est ultramétrique mais 
modérée. 

(H) JCp = Ker(Logjw o NKP/QC), OÙ Logjw est le logarithme dlwasawa 
dans Qx? pour p \ £, sous réserve d'imparité de £. Dans ce dernier cas, /Cp 
est le produit direct du sous-module de torsion fip de Kp et d'un Z^-module 
libre de dimension [Kp : Qe] ; et c'est encore un sous-module pur de /Cp . 

Démonstration. Le cas (i) étant immédiat, examinons plus attentivement 
le cas (ii). Si p divise la condition |xp|p = 1 pour un xp de /Cp s'écrit : 

< NKt/Qt(xp)Np-v**') > = 1 . 

Elle affirme donc que la norme de xp s'écrit comme produit d'une puissance 
de £ (qui est nécessairement Npv^x^) et d'une racine de l'unité. Mais cette 
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propriété caractérise précisément le noyau du logarithme d'Iwasawa dans 
Ql, ce qui conduit à l'égalité annoncée. 

Nota : Lorsque £ vaut 2, la condition \xp\p = 1 pour p \ £ s'écrit : 

^ / Q 2 ( * P ) É 2 2 > . 

Elle définit donc un sous-groupe d'indice 1 ou 2 du noyau de l'application 
composée de la norme locale et du logarithme d'Iwasawa dans Q,* . Cet 
indice s'interprète d'ailleurs très simplement par la théorie locale du corps 
de classes. 

Considérons, en effet, l'extension abélienne, disons Lp, de Kp qui est 
associée à Kp par le corps de classes local : le groupe de Galois Gp = 

Gal(K^b/Kp) de la pro-^-extension abélienne maximale de Kp s'identifiant 
au groupe profini JCp = lim Kp /Kp£n, le corps Lp est tout simplement la 

sous-extension de Rap qui est fixée par Kp, 
- si p est réelle (i.e. si Kp = R), c'est R si £ est impair, et C si £ vaut 2, 

et dans les deux cas c'est la ^-extension cyclotomique de R ; 
- si p est modérée, Kp s'identifie au sous-groupe d'inertie de Gp, et Lp est 

donc la pro-f-extension abélienne maximale non ramifiée de Kp ; c'est-à-dire 
sa Z^-extension cyclotomique. 

- si p est sauvage et £ impair, )Cp est l'image réciproque par la norme 
locale Nj{p/Qi du noyau dans Qx du logarithme d'Iwasawa, noyau qui est 
précisément constitué des normes cyclotomiques. De sorte que dans ce cas 
encore Lp est exactement la Z£-extension cyclotomique de Kp ; 

- enfin, si p est sauvage et £ vaut 2, la même description normique montre 
que Lp est la 2-tour cyclotomique de Kp, c'est-à-dire que c'est une extension 
au plus quadratique de la Z2-extension cyclotomique de Kp. 

3.- Le groupe des classes de valeurs absolues. 

Nous avons vu dans la section précédente que les idèles principaux (i.e. les 
éléments de TZK) satisfont la formule du produit pour les valeurs absolues 
f-adiques : 

mi =déf n 1*1» = 1 
pePKK) 
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Désignons par JK le sous-groupe fermé de JK constitué de tous les idèles 
qui vérifient la formule du produit : 

7K = T T = {(xp)pePi(K)\ \\(XP)P\\ = П ЫР = 1}. 
pePi(K) 

C'est un sous-module fermé de JK qui contient TZK, et il lui correspond 
donc, par la théorie Sadique du corps de classes une extension abélienne, 
disons 7\oo, de K. Pour la déterminer, il suffit de remarquer que JK est 
l'image réciproque par la norme arithmétique NK/Q de son analogue 
dans JQ. Maintenant, un calcul immédiat montre que JQ est engendré 
par TZQ et le produit Ylp^e^p- ^a pro-^-extension abélienne de Q associée 
à JQ est donc celle ^-ramifiée maximale, c'est-à-dire, tout simplement la 
£-tom cyclotomique Qoo de Q ; et celle associée à. JK est ainsi la ^-tour 
cyclotomique Koo = QooK de K. 

DÉFINITION 4. - Soit, comme plus haut JK = YIP£PI(K)^P ê no7au dans 
JK de la formule du produit, et J*K = YipePi(K) ^p ê n°yau des valeurs 
absolues. Nous disons que le quotient 

Ci к = JK/JKT^K 

est le £-groupe des classes logarithmiques du corps K. 

L'appellation de classes logarithmiques se comprend comme suit : aux 
places finies modérées, l'application composée de la valeur absolue Sadique 
principale | \p sur Kp et de l'opposé du logarithme Sadique Log£ (défini sur 
le groupe multiplicatif l+£Zc par son développement en série —Log^(l+o:) = 
oo 
^2 (—l)kxh) induit un isomorphisme du quotient Kp/Kp sur le sous-module 
71 = 1 
de ~Li engendrée par le logarithme ^-adique de la norme absolue de l'idéal 
P : 

KïlKl ~ Z , LORPNO. 

Comme un résultat semblable (bien que plus compliqué) vaut pour les places 
sauvages, le quotient JK/JK représente en quelque sorte le ^-groupe des 
diviseurs logarithmiques du corps K ; et son quotient par le sous groupe 
principal T^KJKI^K est bien le ^-groupe des classes logarithmiques de i l . 

Cela posé, nous avons : 
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CONJECTURE DE GROSS GÉNÉRALISÉE. - Le groupe CLK est uni. 

Pour retrouver la conjecture initiale de Gross dans cette formulation, 
considérons la suite exacte canonique (où le tilde signifie que l'on se restreint 
aux familles qui vérifient la formule du produit) : 

S'K—•n,|J/c?lp —> CI« — CI'K 

S'K —> U^P/^P —* JK/JKKK — JK/ I I KÏ'IIUP-KK 

Dans celle-ci le terme de gauche £'K = ®z est le tensorisé f-adique 
du groupe des ^-unités de K ; le terme de droite CVK n'est rien d'autre que le 
^-groupe des ^-classes d'idéaux du corps K (i.e. le quotient du f-groupe des 
classes d'idéaux au sens ordinaire par le sous-groupe engendré par les idéaux 
premiers au-desus de £) ; le terme en Yl eŝ  un Z^-module noethérien de 
dimension IK — 1, si IK est le nombre de places de K au-dessus de £ (qui est 
libre si £ est impair) ; et le terme de gauche £'K est simplement le tensorisé £-
adique du groupe des ^-unités de K. Cela étant, affirmer la finitude de C£K 
équivaut donc à affirmer que le sous-module de IIp l̂̂ -p lp Qui eŝ  engendré 
par les valeurs absolues f-adiques des ^-unités de K est encore de dimension 
IK — 1 ; ce qui, appliqué aux seules composantes imaginaires pour un corps 
à conjugaison complexe (i.e. extension quadratique totalement imaginaire 
d'un sous-corps totalement réel), est bien la première conjecture de B.H. 
Gross. 

Pour relier maintenant la conjecture de Gross à ses interprétations cy-
clotomiques, il est commode de réinterpréter le groupe C£K à l'aide de 
la théorie Sadique du corps de classes : Nous avons vu plus haut que le 
numérateur JK est associé à la ^-extension cyclotomique de K. D'un 
autre côté, nous savons par le corps de classes local que le facteur KP de JK 
est le sous-groupe de normes de KP qui correspond à la ^-extension cyclo
tomique locale Lp de KP. L'extension globale associée au produit JJ{TZK 
est donc la plus grande ^-extension abélienne de if, qui est localement cy
clotomique en chacune des places de K, autrement dit la pro-^-extension 
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maximale de qui est abélienne sur K et complètement décomposée 
partout sur Koo- Naturellement, aux places modérées, la montée dans la £-
tour cyclotomique Koo/K ayant épuisé les possibilités d'inertie, la condition 
de complète décomposition est simplement une condition de non ramifica
tion. Le corps Loo est donc aussi la pro-^-extension abélienne maximale de 
K qui est non ramifiée et ^-décomposée sur : c'est ce qu'il est convenu 
d'appeler le £-corps des ^-genres de l'extension profinie K^jK. Par suite, 
lorsque est procyclique sur K (ce qui est toujours le cas lorsque £ est 
impair), disons = \JneN Kn, avec Kn cyclique de degré £n sur Ji, le 
groupe C£K s'identifie au quotient des genres 

ctK*eKj<$-l\ 

ou Cj<oo = lim ClKn est le groupe de Galois de la ^-extension abélienne 
non ramifiée £- décomposée maximale de Koo, et 7'un générateur topolo
gique du groupe profini V = Ga^Kœ/K). On retrouve ainsi l'interprétation 
classique de la conjecture de Gross, qui consiste à postuler que le polynô
me caractéristique P E Ze[j — 1] du Ze[[l — l]]-module C'K n'est pas un 
multiple de (7 - 1) (cf. [9]; p. 317). 
4.- Le noyau des valeurs absolues. 

Supposons, pour simplifier l'exposé, que la £-tom cyclotomique K^/K 
soit procyclique (ce qui est automatique lorsque £ est impair, mais peut 
être en défaut si £ vaut 2). Dans ce cas, lorsque £ vaut 2, le corps K est 
nécessairement totalement imaginaire, de sorte que l'hypothèse faite im
plique en particulier que les valeurs absolues f-adiques attachées aux places 
réelles n'interviennent plus (parce qu'elles sont triviales pour £ impair, parce 
qu'il n'y en a plus pour £ = 2). Plus généralement, l'image \Kp \p ~ K,p./K,p 
du complété profini par la valeur absolue correspondante | \p est alors 
un Z^-module libre quelle que soit la place p (de rang 0 si p est réelle, 1 
sinon), et le noyau MK = T^K H Jj{ des valeurs absolues dans TZK contenu 
dans le tensorisé £% = T-t ®i E'K du groupe des ^-unités de K. 

Plus précisément, dans la suite exacte déjà rencontrée : 

1 —y NK —* £'K — ft JIC;\P — ClK — Cl'K, 

le terme médian IIp l̂̂ -p \p eŝ  al°rs un Z^-module libre de rang 1K — 1 
(où IK désigne le nombre de places sauvages de /1), et £'K le produit du 
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sous-module de torsion \IK de TZK (le ^-groupe des racines de l'unité dans 
K) par un Z^-module libre de dimension TK + CK + ¡K — 1 (où TK et CK 
désignent respectivement les nombres de places réelles et complexes de K). 

Nous pouvons donc énoncer : 

PROPOSITION 5. -Le noyau MK = T^K^JK dans 71K des valeurs absolues 
£-adiques principales est un T¿-module noethérien de dimension 

?K + CK + 6K 

où TK est le nombre de places réelles de K, CK ie nombre de places corn-
plexes, et 6K = dimitC£K mesure le défaut de la conjecture de Gross dans 
K. 

C'est un sous-module pur de TZK (contenu dans le groupe des £-unités S'K) 
dès que la £-tour cyclotomique K^/K est procyclique (ce qui est toujours 
le cas lorsque £ est impair). 

SCOLIE 6. - Le groupe dual VIK = (Q^/Z^) ®zt MK est, lui, un Z^-module 
divisible de codimension TK + CK + SK-

On notera, en effet, que le produit tensoriel par Qe/Zt a pour conséquence 
de tuer le sous-groupe de torsion \±K de NK> 

Ce point acquis, le théorème principal de [10] (th. 1.12) peut s'énoncer 
comme suit : Désignons par S^K le radical hilbertien attaché au corps K, 
défini par 

f)K = {rk®xe(Qc/2e)®i¿nK\ x ej£j£}. 

Nous avons : 

THÉORÈME 7. - Lorsque Pextension cyclotomique K^/K est procyclique, 
il existe une suite exacte naturelle scindée 

•—tor 
1 _ > tt*- — S)K — ciK —• 1, 

—tor 
où C£K est le sous-module de torsion du groupe des classes de valeurs 
absolues C£K (autrement dit C£K lui-même, sous la conjecture de Gross). 

En particulier, est le sous-module divisible maximal de S)K-
Démonstration du théorème : Remarquons d'abord que MK étant un 

sous-module pur de TZK (comme expliqué à la proposition 5), son dual ïïlK 
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est un sous-module de celui ÏRK = (Q^/Z^) (g)*, 7cK ~ (Qi/Zc) ®2 K* 
de 7ZK, et il est trivialement contenu dans S}. Tout le problème est donc 
d'interpréter le quotient S^K/^K-

Pour cela, considérons un élément £~k ® x de . Par définition, nous 
pouvons écrire x = t)£ 3, avec 3 G J £ et t) G en fait t) £ JK, (puisque 
x et 3 sont tous deux contenus dans le noyau de la formule du produit). En 
associant à l'élément t~k ® x la classe c£(t)) de t) dans C ĵ<- = JK/JK^K, 

nous définissons ainsi un morphisme de S)K dans C£jr dont l'image est 
exactement le sous-groupe de torsion de C£K- Quel est son noyau ? Sup
posons c£(\)) = 1, i.e. t) = 3 V avec 3' G J £ et rc' G TZK- NOUS avons 
alors ® x = ® (x/x,£k), et x/x'** G ft^ H J £ = ; ce qui établit 
l'exactitude de la suite. 

Interprétation du noyau hilbertien : Considérons l'image, disons f)fK, du 
radical hilbertien S)K dans le dualisé ZK = (Qe/^-e) ®z <7A' du groupe des 
idèles. Par définition les éléments de f)'K sont ceux construits à partir 
des éléments de J£ c'est-à-dire, comme on l'a vu, à partir des normes 
cyclotomiques locales. Maintenant, dans l'extension procyclique K<x>/K le 
fait d'être norme ou non se lit localement, en vertu du principe de Hasse. 
Les éléments de S)K sont donc tout simplement les éléments du radical 
9t K — (Qi/ZA ®2 Kx qui sont représentés par les normes cyclotomiques : 

SiK = {rk ® x G <RK\ Vn G N x G K^"Nn(K*)}7 

si l'on désigne par Nn la norme arithmétique dans la sous-extension Kn/K 
de degré £n de l'extension cyclotomique K^/K. 

L'introduction du groupe Î)K dans la théorie cyclotomique, sous une 
forme naturellement très différente, remonte en fait à F. Bertrandias et J.-
J. Payan qui l'ont utilisé dans [1] pour étudier une condition suffisante de 
la conjecture de Leopoldt. Enfin l'appellation radical hilbertien que nous 
préférons s'explique aisément : du point de vue de la /^-théorie des corps 
de nombres, les normes cyclotomiques sont caractérisées comme noyau des 
symboles de Hilbert construits sur les racines de l'unité (cf. [9], Ch. 1.2). 

5 - Noyau universel et radical des Z^-extensions. 

Nous supposerons dans cette section que le corps K contient les racines 2£-
ièmes de l'unité (de sorte que la condition restrictive introduite au début de 
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la section 4 sera en particulier remplie). Disons cependant que lorsque cette 
hypothèse n'est pas vérifiée, il est toujours possible de pallier cette difficulté 
(au moins pour £ impair), en raisonnant sur le sur-corps K' = A [0], puis 
en redescendant certains résultats sur K en s'aidant de la décomposition 
semi-locale de l'algèbre Zi[Gal(Kf / K)] donnée par les idempotents primitifs 
associés aux caractère Sadiques irréductibles du groupe Gal(K'/K). 

Commençons par fixer quelques notations : pour chaque naturel n écri
vons Kn l'extension iiT^n] engendrée sur K par les racines fn-ièmes de 
l'unité (de sorte que nous avons K = KQ = ... = KM jusqu'à un certain 
rang m, puis [Kn+i '• Kn] = £ pour n > m) ; notons T le groupe de Galois 
Galfôoo/K) identifié à Ze par le choix d'un générateur topologique 7, puis 
A = Zi[[y — 1]] l'algèbre d'Iwasawa associée, et Tn = T£n ™ (pour n > m) 
le sous-groupe Gal(Koo/'Kn). Introduisons enfin le module de Tate : 

ir = lim fi£r 

n 

limite projective des sous-groupes finis de fi£OO (qui est isomorphe à Zt 
comme groupe abstrait), et 

Je = Hom(uioo, Oe/Ze) 

le module opposé, défini comme dual de Pontrjagin de la limite inductive 
des jii>n (qui est encore Zi comme groupe abstrait, mais avec une action 
galoisienne différente). 

Cela posé, les résultats de [9] montrent que les radicaux respectifs 

KKn = (Qt/Ze) ®z K* * (Qe/Ze) ®2, HKn, 

associés aux corps RR», vérifient la théorie de Galois dans K^jK ; c'est à 
dire que l'on a : 

C fRKoo = (Qe/2e) ®z K^, en fait = 

(cf. [9], prop. 1.2.2) ; et qu'un résultat analogue vaut pour les radicaux 
hilbertiens : 

*Kn = -ö&oo, où s>Kn = {£-k ® x e JHä-.i xe JknJÎ<n) 
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(cf. [9], prop. 1.2.18). 

Nous sommes plus particulièrement intéressés ici par trois sous-groupes 
remarquables de fi : 

- le noyau &K<X> dans SRjr̂  des symboles { , } à valeurs dans le groupe 
universel K2(K oo) : 

iiKoo = {rh®xe^KJ {(£k,x} = l, dans K2(Koo)}. 

- Le radical 3aToo attaché à la réunion = Un€N %n des composées Zn 
des Ht—extensions des corps Kn : 

3 ^ = {'~* ® X G ft* J I #oo[ TYX] C Zoo}. 

- Le radical tftj^ construit sur le noyau NKOO dans 71 = Z£ ®z -K^ des 
valeurs absolues : 

Пкво = {гк®хепКж\ X G Мкж = U ^ . } -

Avec ces notations, les résultats de J. Coates (cf/[2], th. 4) et de M. Koster 
(cf. [10], th. 2.6) peuvent être présentés synoptiquement comme suit : 

THÉORÈME 8. - En haut de la tour cyclotomique, on a les inclusions : 
(i) $1KOO C 3KOO, avec égalité si et seulement si le corps vériûe la 

conjecture de Leopoldt. 
(H) H-K^ C SÎFITOO? avec égalité si et seulement si le corps vériûe la 

conjecture de Gross. 

Démonstration. Désignons par X le dual de Pontrjagin de fix^- La 
théorie d'Iwasawa (cf. [7] §8) montre que le groupe X est un A-module 
noethérien qui n'a pas de sous-module fini non nul, et plus précisément 
qu'il existe une suite exacte de A-modules 

1 —• X —> Ac 0 T —> F —• 1 

où c est le nombre de places complexes de K, F un A-module fini qui 
sera précisé plus loin, et T une somme directe de quotients de A par des 
puissances d'idéaux premiers de hauteur 1. Les produits tensoriels par Je 
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et Te respectivement des divers termes de la suite fournissent alors deux 
autres suites analogues pour Te ®\t X et Te ®zt X dans lesquelles le terme 
Ac est inchangé. 

Choisissons donc n assez grand pour que le générateur 7n = 7̂  de Tn 
opère trivialement sur F et ses tensorisés Te®it F et Te®zt F ; puis faisons 
agir l'élément un = jn — 1 sur chacun des termes des suites obtenues. 

Partant par exemple de la suite courte écrite plus haut, nous obtenons 
par le lemme du serpent la suite exacte à quatre termes : 

1 —• F —• X/X"» — (A/unA)c © T/unT —• F —• 1, 

qui nous montre que la dimension sur Ze du plus grand quotient de X/XUn 
qui est un Z^-module libre (autrement dit la codimension du sous-module 
divisible maximal de son dual de Pontrjagin f)n = -ft/^ est égale à celle 
cn = c£n du Z^-module libre (A/unA)c 
augmentée de celle du plus grand quotient de T/unT qui est un Ze— module 
libre. Et un résultat analogue vaut naturellement pour les suites tensorisées. 
Distinguons donc les trois cas : 

(i) cas des valeurs absolues : le sous-module divisible maximal de f)KN 
est le groupe 0i^n dont la codimension a été calculée au scolie 6. Cela 
montre que le défaut 6N de la conjecture de Gross dans KN est donné par 
la formule : 

6N = dimit T/ojn T. 

En d'autres termes, la conjecture de Gross dans KQO postule donc sim
plement que le polynôme caractéristique du A-module T n'a pas de facteur 
cyclotomique. Lorsqu'elle est satisfaite, le sous-groupe Aî/^ de Sfrx^ est 
donc exactement l'orthogonal du sous-module de torsion T = X fl T de X 
dans la dualité de Pontrjagin ; il est strictement plus grand sinon. 

(ii) cas des symboles : d'après la théorie de Tate (cf. [14]), la dimen
sion du sous-module divisible maximal Te ®zt &<x> est égale au nombre de 
places complexes cn = ctn de KN. Il en résulte par dualité que le polynôme 
caractéristique du A-module de torsion Te ®ït T n'a pas de facteur cy
clotomique. Le noyau universel i l / ^ est donc toujours l'orthogonal du 
sous-module de torsion T. En particulier il est contenu dans Oî/^, et lui 
est égal sous la conjecture de Gross. 
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(iii) cas des Z^-extensions : d'après la théorie de Kummer (cf. [9], 1.2.1§c), 
le radical T£ <S>ze 3n correspondant à la composée des Z£- extensions du 
corps Kn est le sous-module divisible maximal du groupe des points fixes 
(Te ®z£ #oo)Fn du tensorisé J£ ®zt #00- H s'ensuit que le défaut 6* de la 
conjecture de Leopoldt dans Kn (qui mesure le nombre des Z^-extensions 
en excès) est donné par la formule : 

6*N = dimZl (Ti ®z, T)/un(T£ ®2, T) 

n'a pas de facteur cyclotomique. Lorsqu elle est vérifiée le sous-groupe 
3 ^ = Un€î 3n est donc exactement l'orthogonal de T ; il est strictement 
plus grand sinon. 

SCOLIE 9. - Sous les conjectures de Leopoldt et de Gross, le radical 3/fn 
des T£-extensions de Kn, le noyau 9î#n des valeurs absolues dans Kn, et le 
noyau &Ku des symboles universels à valeurs dans K2(Kn), sont tous trois 
des T£-modules libres de dimension cn = c£n. En général cependant ils ne 
coïncident pas, car la descente galoisienne s'écrit : 

(T^®3/cJ = (T,®3/cœ)dinv ; (T/®Uifm) = (T/®iXARJÏ^; 

Яд- = № J d i v 

si Von convient de désigner par 9Jldiv Ie sous-groupe divisible maximal d'un 
1i—module 9Jt. 

Remarque. Sous la condition nécessaire et suffisante C£K = 1, les trois 
radicaux ci-dessus coïncident pour tout n avec le radical hilbertien $)KN. 
On retrouve ainsi la condition suffisante des conjectures de Leopoldt et de 
Gross avancée dans fil et discutée dans [81. 

6 - La question de la capitulation 

Conservons les hypothèses de la section 5, et supposons vérifiées en outre 
les deux conjectures de Leopoldt et de Gross aux divers étages finis de la 
tour cyclotomique K^/K. Dans ce cas, les résultats de R. Greenberg (cf. 
[6]) montrent que la seule obstruction à l'égalité des trois radicaux définis 
dans le scolie 9 ci-dessus réside dans le sous-quotient C = AC/AC(X + T) du 
groupe fini F évoqué plus haut. Avant de préciser ce point, disons un mot 
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sur le groupe G lui-même. Les calculs d lwasawa (ci. [7J, 90.4, b.o, 8.4, et 
8.5) prouvent implicitement que le dual de Pontrjagin C de C s'identifie à 
la limite Droiective, disons 

CAPKOO = limCapKoo 

des sous-groupes respectifs Cap'Kn des ^-groupes de ^-classes des corps Kn 
formés des ^-classes de C£'Kn qui capitulent dans C£'Koo, les groupes Cap'Kn 
étant d'ailleurs finis et stationnaires à isomorphisme canonique près. 

Pour retrouver directement ce résultat en termes de classes logarith
miques, nous pouvons procéder comme suit : Désignons par ^IR^ le dual de 
Pontrjagin du noyau , et partons de la suite exacte courte qui définit 
le groupe fini C : 

1 —• WKoo —• Ac —• C —• 1 

Faisant opérer Tn, en fixant n assez grand pour que l'élément un = j£ - 1 
annule C, nous obtenons la suite exacte à quatre termes 

1 c —> KKJ&Z. — (A/"nA)c — C — 1, 

qui nous prouve, puisque le quotient A/unA est un 1t module libre, que C 
est exactement le sous-module fini du quotient ̂ K^I^K^ autrement dit 
que son dual de Pontrjagin C s'identifie au quotient du sous groupe VIj£ 
de 9t par son sous-module divisible maximal. 

Écrivons maintenant la suite exacte naturelle donnée par le théorème 7 : 

i —>m„ — > л „ —>C£TS —»1. 

Passant à la limite inductive avec n, et prenant les points fixes par Tn, nous 
obtenons la suite exacte longue de cohomologie 

1 — — J5Ï> — ETC —>... 

où le terme médian fĵ n n'est autre que le radical hilbertien précédent 
f)KN. Par le lemme du serpent, nous en concluons immédiatement que le 
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quotient ^K^/^Kn s'identifie au noyau de l'application naturelle de Ct,Kn 

dans Ci Koo, c'est-à-dire précisément au sous-groupe CapKn de C£j{n formé 
des ^-classes logarithmiques qui capitulent dans l'extension Koo/Kn. 

Bien entendu les mêmes calculs conduits cette fois à partir des suites 
exactes tordues 

1 _ > je ®2£ iiKoo —> j£ ®z, Ac ~ Ac —-> Jt ®it C —• 1 

1 —+ Je ®i£ %Koo —> Je ®z Ac ~ Ac Je ®z, C —• 1 

conduisent à des interprétations analogues faisant intervenir soit le noyau 
de l'homomorphisme d'extension pour les noyaux hilbertiens H2(Kn) de 
la i\-théorie, soit le même noyau pour les groupes H2(Kn) (cf. [9], ch. 
1.2) définis comme les duaux de Pontrjagin respectifs des sous-groupes de 
torsion des groupes de Galois Gal(Hn/Kn) attachés aux composées Hn des 
^-extensions cycliques des corps Kn qui sont localement Z^-plongeables (et 
dans ce dernier cas, la "capitulation" en question traduit le fait banal qu'une 
^-extension cyclique d'un Kn qui est localement Z^-plongeable sur Kn peut 
l'être globalement sur Km, pour m assez grand, sans l'être sur Kn). 

Résumons ces résultats qui prolongent ceux de J. Coates sur le noyau 
régulier (cf. [2]) : 

PROPOSITION 10. Sous les conjectures de Leopoldt et de Gross, le dual de 
Pontrjagin du groupe fini C s'identiûe comme module galoisien à chacun 
des quatre modules suivants : 

i) à la limite projective Cap'Koo des sous-groupes de i-classes Kn qui 
capitulent dans Koo] 

ii) à la même limite CapK pour les groupes de classes logarithmiques 

ciKn ; _ 
iii) aux tensorisés Je ®z£ Ker(H2(Kn) —» î OKoo))? pour tout n assez 

grand ; 
iv) aux tensorisés Je ®i£ Ker(H2(Kn) —• #2(^00))? pour tout n assez 

errand. 

Il est alors possible de préciser comme suit les résultats de R. Greenberg 
(cf. [6]) : 
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THÉORÈME 11. Choisissons n assez grand pour que le groupe fini C soit 
annulé par Vopérateur ujn = yn — 1 comme par ln. Dans ce cas, sous 
les conjectures de Leopoldt et de Gross, les trois propriétés suivantes sont 
équivalentes : 

(i) le groupe C est nul (autrement dit Vhomomorphisme d'extension 
Ce'n -> Ce'^ est injectif 

(ii) il y a coïncidence entre les sous-groupes de ln-torsion respectifs du 
noyau universel ilxn et du noyau des valeurs absolues 91/^. 

(iii) Il y a coïncidence entre les sous-groupes de £n-torsion respectifs du 
radical 7)Kn des Z^-extensions de Kn et du noyau 5ÎA-W des valeurs 
absolues. 

Et, lorsque t est impair, Véquivalence s'étend à la condition : 
(iv) *»3tfw 9?AV 

Remarque : L'intérêt du théorème 11 réside avant tout dans l'extrême 
inégalité des complexités numériques des trois radicaux concernés : lorsque 
le corps Kn est connu numériquement, le calcul du noyau £«9?A'n est facile, 
les normes cyclotomiques étant définies par des formules explicites ; la 
détermination du radical initial des Z^-extensions ^ 3 KN est moins directe : 
il faut utiliser par exemple le logarithme de Gras défini sur les groupes 
de classes (cf. [5]) ; celle de ^iXKn est beaucoup plus difficile encore en 
présence de symboles exotiques. 

Démonstration du théorème : Les calculs qui précèdent montrent que 
le noyau e-nçyiKn est l'ensemble des éléments de ^-torsion du sous-module 
divisible maximal du groupe des points fixes 9 ? ^ . Dans la dualité de 
Pontrjagin entre 9 1 / ^ et VIC Ac, son orthogonal, disons Xn, est donc 
le sous-module unAc + ^"tft/r^ du groupe, noté additivement, V I : En 
effet, n ayant été choisi assez grand pour que un annule C, nous avons 
bien unAc C ^Koo et le quotient correspondant u)nAc/un^lK00 est exacte
ment le sous-groupe de torsion de ^Koo^n^K^- Considérons donc le 
quotient Ac/Xn. D'un côté, puisque c'est un quotient de Ac/ujnAc ~ Z£n, 
sa décomposition comme produit de groupes cycliques fait intervenir au 
plus cn facteurs. D'un autre côté, son sous module 91/^/Xn, qui est le 
dual de Pontrjagin de inVlr , est lui un Z/fnZ-module libre de dimension 
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cn ; et il vient donc : 

Ac/xn ~ e ^ z / r + ^ z , avec 
Cn 

?:=i 
= (Ac : = \C\. 

Le théorème sera donc établi si nous prouvons que chacune des quatre 
conditions énoncées équivaut à la nullité de tous les entiers naturels et-. Or 
l'équivalence avec (i) résulte directement de la proposition 10. Celle avec (ii) 
ou (iii) s'établit comme suit : L'égalité de en^-Kn avec en&Kn (respective
ment avec £n 3Kn ) signifie que Xn reste inchangé lorsqu'on tord l'action de 
Tn sur Ac par le caractère cyclotomique (respectivement antic}rclotomique), 
autrement dit que Fn agit trivialement sur 

lc®zt (Лс/Х„) 

(respectivement Je®z£(Ac/Xn)). Mais le groupe Tn étant engendré topologi-
quement par l'élément jn défini par l'identité 

ζr =(1+l*,AE µ l∞ 

cela revient à dire dans les deux cas que l + £n agit trivialement sur Ac/Xn, 
i.e que Ac/Xn est d'exposant £n. Enfin, le cas (iv) se traite de façon ana
logue à ceci près quïl convient de remplacer 1 + £n par (1 + £n)2, ce qui 
nécessite d'exclure le cas £ = 2. 

SCOLIE 12. Sous les conjectures de Leopoldt et de Gross, il existe un entier 
naturel k tel qu'on ait identiquement pour tout n assez grand : 

л_ L. S í ТУ L. ̂ ÌT T.- л_ 1. TV 
Preuve. Il suffit, en effet, de choisir k tel que £k annule C. 

Terminons par deux exemples pour lesquels le théorème de Baker-Brumer 
assure la validité des conjectures de Leopoldt et de Gross (cf. [8]). 

EXEMPLE 1. - Prenons £ = 3 et K = Q[Vd, V-3d] biquadratique con
tenant les racines cubiques de l'unité. Supposons 3 non décomposé dans 
le sous-corps quadratique réel k = Q[\/d], et le 3-groupe de 3-classes C£rk 
trivial. Dans ce cas, la formule des classes ambiges (cf. [9], ch. III.1), 
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appliquée aux sous-extensions finies kn/k de la 3-tour cyclotomique sur k, 
montre que l'on a identiquement C£'kn = 1, pour tout n, donc qu'il n'y a 
pas de 3-capitulation dans k^/k et, partant, dans K^jK, Dans ce cas, on 
a donc pour tout n : 

tn**Kn =£n JÍKn =£n ÓKn-

En particulier, le radical initial des Z^-extensions, pris dans Ke/Kxt, toul 
comme le noyau des symboles universels, sont F^-engendrés par les classes de 
la racine j , du nombre 3, et de l'unité fondamentale e du corps quadratique 
k. 

Bien entendu, ce résultat est en défaut en présence de capitulation (cf 
[6]). 

EXEMPLE 2. - Soit £ un nombre premier impair satisfaisant la conjecture 
de Vandiver, i.e. ne divisant pas le nombre des classes du sous-corps réel 
maximal K+ du ^-ième corps cyclotomique K = Q[C]- Dans ce cas, la 
formule des classes ambiges montre que la même propriété est encore vraie 
à chaque étage fini de la ^-tour cyclotomique Kn = Q[C£n]- Il vient alors 
comme plus haut : 

tn**Kn =£n JÍKn =£n ÓKn-

Et le groupe n'est autre que le Z^-module divisible construit sur les 
^-unités de Kn. 
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