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FILTRATION ASYMPTOTIQUE ET POLES DE ]xlfln o

par Daniel BARLET

Abstract

We consider an “Asymptotic filtration” F° , following A.N. Varchenko'idea,
on the cohomology of the Milnor'fiber of a germ f : (t“+l,0) + (€, 0) without
assumption on the singularity of {f = 0}

Then we give a relation between the nilpotent logarithm N of the unipotent part
of the monodromy, the filtrations F and F° and the p8les of the meromorphic
continuation of the distribution [ |fl?*a .

This contains estimates of the integral shift of the roots of the Bernstein-Sato

polynomial of f in term of the action of N on the filtration F° .

Introduction

Dans la premiére partie de cet article nous considérons, en suivant les idées
de A.N. Varchenko (voir [V.1], [P], [Sc, St] ,[S.1] et [S.2]) une “"filtration
asymptotique" sur la cohomologie de 1a fibre de Milnor d'une fonction holomorphe.
Nous ne faisons pas ici d'hypotheése sur les singularités de 1'hypersurface {f=0}
et la définition n'utilise pas de désingularisation. Nous vérifions que notre cons-
truction redonne bien celle de A.N. Varchenko pour une singularité isolée et nous
établissons 1'inclusion

N(F Gr (W) < F9°" ar, (W)

ol N désigne le logarithme nilpotent de la partie unipotente de la monodromie, ol
W désigne une filtration arbitraire pour laquelle N est de poids -2 et ou F°
est la filtration asymptotique considérée.
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D. BARLET

Pour 1'instant, le lien entre cette filtration asymptotique et la structure de Hodge
mixte sur la cohomologie évanescente (voir [NA], [S.3]) n'est pas clair dans le cas
d'une singularité non isolée.

Dans la seconde partie, nous montrons comment un raffinement des techniques que
nous avons développées dans des articles antérieurs permet de relier N ainsi que
les filtrations F° et F° aux pdles du prolongement méromorphe de la distribution

I 1f12%a.

On obtient ainsi des renseignements assez précis sur les décalages entiers des
racines du polyndme de Bernstein-Sato 3 partir de la filtration F° . Ces résultats
nous permettent aussi de préciser (et de corriger) les propriétés de symétrie pour
les racines du polyndme de Bernstein-Sato de [B.4].

Signalons enfin que leirésultat principal de cet article (la proposition fonda-

mentale) est obtenu grdce & une amélioration technique importante, qui permet de
mener 3 bien la preuve d'existence d'un pdle en A = - A, Pour le prolongement

méromorphe de IX [£12* dfAw AD ol dfaw est une forme holomorphe, la forme

méromorphe relativement fermée w ayant un développement asymptotique & 1'origine
(comme section du fibré de Gauss-Manin) présentant différents exposants, sous réser-

ve que les exposants congrus a A modulo Z soient au moins égaux 2 Ay -

§ 1 - Soit X une variété complexe lisse et connexe et soit f : X » € une fonc-
tion holomorphe non identiquement nulle. Nous noterons par Y = f'l(O) 1'hyper-
surface des zéros de f et nous considererons les faisceaux de cohomologie du
complexe de De Rham relatif de f sur Y. De maniére précise, nous noterons, pour
p ¢ N, par ]6p la restriction a Y du pigme faisceau de cohomologie du complexe
de De Rham relatif localisé :

Qi/f[f-l],d/f

: p -1 . Pre-1 . Preml ; .
ob ay,¢lf 1 est le guotient oy [f1/4¢ QP-l[§ 1y, Ol ay[f "] désigne le fais
ceau des germes de p-formes méromorphes sur "X a pdles dans 1'hypersurface Y
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(on convient de poser Qil[f'l‘z 0) et ol la différentielle relative d/¢ de
degré +1 est induite par passage au quotient de la différentielle de De Rham

ordinaire agissant sur les formes méromorphes.

Remarque : Pour p 2 1 le lemme de Poincaré holomorphe montre que le p-iéme fais-

ceau de cohomologie est de toute fagon concentré sur Y (prés de Y).

Soit K = ¢{s}[s'l] ; on a pour chaque x € Y et chaque p 2 0 une struc-
ture de K-espace vectoriel de dimension finie sur }65 qui est donnée par

*
g.w = f (g).w

pour w € ng[f'l]x. Ceci fait des JP des faisceaux €-analytiquement construc-
tibles sur Y de K-espaces vectoriels de dimensions finies. On a de plus sur )(g
une K-connexion dite de "Gauss-Manin", vx € Y et wvp € N : si u€ np[f-l]x est
relativement fermée (i.e. si duadf = 0) alors il existe a € Qp[f°l]x vérifiant
0} et le Nullstellensatz)

(d'aprgs 1'inclusion {df = 0} < {f
dw = dfaa

On a alors V[w] = [a] dans MP.
Posons pour u€ R et pe N

rP(u) = Ker(sV-u)"" e P

ol dimEX = n+l.

Rappelons maitenant quelques résultats dont le lecteur trouvera des preuves
détaillées dans [B.5].

Notons par HP 1le faisceau constructible sur Y = f"}(0) dont la fibre en
x € Y est le p-ieme groupe de cohomologie a valeurs dans € de la fibre de
Milnor de f en x. Ce faisceau est muni d'un automorphisme (constructible) de

monodromie que nous noterons par T. Soit

HP = ® HP(u
ue]-1,0] (u)
la décomposition spectrale de T ol Hp(u) désigne le sous faisceau spectral de
-2inu

T pour la valeur propre e
Nous noterons par -2inN le logarithme nilpotent de la partie unipotente de

T. Explicitement on pose

N/HP(u) = - 2% Log(eZ2™UT/HP(u)).
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Pour x ¢ Y fixé i1 sera commode d'identifier 1'espace vectoriel Hp(u)x
avec 1'espace vectoriel des sections horizontales (multiformes) du fibré de Gauss
Manin de f en x qui sont associées au sous espace spectral de T pour la
-Zinu_ Une telle identification nécessite le choix d'un point base
dans le revétement universel du disque pointé. Nous utiliserons cette identifica-

valeur propre e

tion de la maniére suivante : soit f : Xx > Dx un représentant de Milnor(*) de

f en x et choisissons sj € D; nR" un point base. Nous sous-entendrons le
choix du point base dans le revétement universel de D; en prenant Log s, € R.
Nous identifierons alors 1'espace vectoriel Hp(u)x avec Hp(f°l(so),¢)e_21“u
considéré comme 1'espace des sections horizontales (déterminées par leur valeur au
point (so,Log so)) multiformes du sous fibré spectral pour e-Ziﬂu du fibré

de Gauss Manin s = HP(f 1(s),€).

Lemme 1 : On a pour chaque u € J-1,0] un isomorphisme de faisceaux €-constructi-
bles

c : HP(u) - rP(u)

qui est donné par :
(1) x(e) = exp((Id.u+N)Log f)(e)

Remarque : rp(u)x est un sous espace vectoriel de }65 et donc un espace vecto-
riel de sections méromorphes (uniformes) du fibré de Gauss Manin s - Hp(f'l(s),t).
De plus le fait que (SVLu)"+lannule rp(u)x montre que ces sections méromorphes
prennent leurs valeurs dans le sous fibré spectral de la monodromie correspondant
3 la valeur propre e 2im

Via nos conventions précédentes, e € Hp(u)x est considérée dans (1) comme
section multiforme du fibré de Gauss-Manin. La formule (1) prendra un sens quand
on aura constaté que le membre de droite est bien une section uniforme (et méro-
morphe) du fibré de Gauss-Manin qui est annulée par (sV-u)™ pour dimgX = n+l.
Ceci est alors facile a déduire de la régularité de la connexion de Gauss-Manin
et du fait que la monodromie agit sur HP(u) via exp(-2in (Id.u+N)) par défi-
nition de N.

Pour une preuve détaillée de ce lemme 1 nous renvoyons le lecteur 3 [B.5]

(*) Cette notion est définie de fagon précise dans [B.2] ; elle correspond, bien
sGr, a la situation étudiée par Milnor dans [#] .
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On a alors le

Lemme 2 : Dans les conditions ci-dessus, rp(u) est un sous-faisceau C-constructi-
ble sur Y de C-espaces vectoriels de dimensions finies. Pour chaque me¢ Z 1la
multiplication par f" induit un isomorphisme de rP(u) sur rP(u+m).

On a la décomposition suivante de XP, qui correspond a la décomposition
spectrale de la monodromie de

¥P=- @ K.rP(u)
ue]-1,0]

De plus, cette décomposition est compatible 3 V car rp(u) est stable par

sVs

Pour une preuve détaillée on pourra consulter [B.5].
Pour o ¢ Kk définissons maintenant

Woa) = O € (s 117 (utm)
ue]-1,0]
meZ
et u+m€]a,a+l]

On remarquera que cette somme directe est finie. Donc, d'aprés ce qui précdde,
1¢p(> a) est un €{s}-module libre de type fini pour tout o« € R et tout p € N.
On a aussi sVIP(> o) < ¥P(> o) et méme 1e

Llemme 3 : Siona gsqo alors (sV-g) est bijectif sur XP(> o) m
Pour une preuve de ce lemme voir [B.5].

Pour xeY et we Jég nous nous proposons maintenant de définir le terme
principal de « (supposée # 0 dans )Gg).
Pour w # C dans )‘5 posons :

alw) = Infla € R, w € )Cp(> al)t.

On a alors le

Lemme 4 : Si w € ]ﬁg et w0 alors a(w) € R et il existe un unique

w e rP(alw) )-{0} tel que w-w € XP(> a(w)).
On appellera w 1le terme principal de w w=

La finitude de 3@5 sur K assure que a(w) est fini (si w # 0) .
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Alors on a o ¢ #P(> a(w)) car 1'ensemble des o possibles avec TIP(a) £ 0
est discret (fini modulo Z) d'aprés le lemme 2. On en déduit que o (w) = u+m
avec u € ]-1,0] et m € Z. D'aprés la décomposition en somme directe de
P> a) pour a < a(w) et assez voisin de a(w), on aura

d
o= 1 a5+ gm0

ou w; € rp(aj) avec a; > alw) pour j# 0, ap = a(w) et 9; € C{s}. Posons
alors

go(s) = a+s§o(s) avec a€C, Eo € C{s}, et
W = awg € Fp(a(w)).

On a 9593 eXP(> alw)) vi*0 et sdo(s).ug € MP(> alw) ) aussi.
Posons donc
J
N
= w. + .
£ le ngJ Sgp.wo

On aura alors € € X¥P(> a(w)) et w = we.

Si on avait w=0 alors w serait dans MP(> a(w)) ce qui contredit la
définition de a(w) comme on 1'a vu plus haut. On a donc w * 0. L'unicité de w
et de & est assurée par 1'égalité

rP(a) n ¥P(> a) = (0)
qui a lieu pour tout a € R. Ceci achéve la preuve du lemme 4 m

Nous sommes maintenant en mesure de définir une filtration asymptotique "a
la Varchenko".

Définition : Soit u e ]-1,0] et me Z. Pour pe N fixé et x €Y nous note-
rons par Fz'm(u) le sous C{s}-module de

WP, = KrP(u),

engendré par les termes principaux en x de classe [w] € )Gg admettant un repré-

sentant w vérifiant dfaw € Q§+i (holomorphe en x) qui sont dans

I‘p(u+m')X pour m' <m meEN =
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FILTRATION ASYMPTOTIQUE ET POLES DE | |f|2}
X

La filtration définie ci-dessus respecte donc la décomposition en somme di-
recte

= ® K.tP(u)
X
ue]-1,0]

Comme i1 est plus commode de penser en termes de filtration d'un espace vec-
toriel qu'en terme de sous fibrés d'un fibré vectoriel, nous noterons encore par
Fp'm(u)x le sous espace vectoriel de Hp(u)x engendré par les x '(f™w) ou
W€ rp(u+m)x est la partie principale en x d'une forme méromorphe we€ slp[f°l]x
pt+l
X,x*

On prendra garde a la normalisation choisie pour u qui n'est pas la norma-

lisation habituelle. Elle est justifiée par la vérification suivante.

relativement fermée et vérifiant dfiw € @

Lenme 5 : Si f admet une singularité isolée en x € Y = f'l(O), alors la filtra-
tion de Hodge définie ci-dessus coincide avec celle de Varchenko (notée VF) :
quitte a remplacer X par une boule de Milnor pour f en x, qu est le sous
fibré du fibré de Gauss-Manin s » H"(f !(s),€) qui est engendré par les parties
principales des sections associées a w € n;ti (ou ici dimcx = n+l) ayant un
poids a(w) s n-q (voir [V.1] en prenant garde au décalage pour la dimension am-
biante).

A weQ

H (£ (s).C).
Alors on a en «x

n+l

. P . w
X,x on associe ici la section donnée par s » af |f'1(s) dans

F9 = F9 = I:Q( )
x X ue]c?l,o] x'

Démonstration : Soit w € n:*l

v
. . w
et écrivons si T # 0 dans ]Cx

w

FEW+HE avec w € TM(m+y)-{0}

al

g€ M'(>mu) ot ue ]-1,0] et me Z.

n-m
PX

Alors 1'ordre au sens de Varchenko est a(g%
1

mtu et donc w € v

.

Soit v € Q:[f' telle que w = dfav.

On a alors v =

w € Fxn-m(u).
Réciproquement si v € Q:[f'l] vérifie v = wtg avec w € r"(m+u)
n-|
£ ¢ X"(> mu) et dfyvc gg"l, alors de tels w engendrent F, M(u)

dans )t: et donc v = w¥ ; donc par définition on a

aje

FQ-m+1(

modulo u) par définition de notre filtration ; et si on
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pose w = dfav on constate que w € VF"'m ce qui achéve la démonstration. m

Remarques

1) D'aprés le théoreme de positivité des exposants caractéristiques de B.
Malgrange (*), si on a pzl et wce Qp[f'l] telle que dfpw soit holo-
morphe et « relativement fermée, on a w € ¥P(> -1).

En effet la forme holomorphe dfjw étant fermée on peut trouver o € Qﬁ
vérifiant da = dfjw. Malgrange donne alors

a € xp(> 0)

et donc Va = w € ¥P(> -1).

On en déduit que dans notre définition de la filtration asymptotique
on a toujours m+u > -1 pour w# 0 et donc m 2 0. On aura donc Fp+1 = (0)
pour p 2 1. L'assertion m 2 0 est encore vraie pour p = 0 (exercice) ; on a
donc aussi F! = (0) pour p = 0.

2) D'aprés le corollaire 1 du théor2me 1 de [B.2], si w ¢ rP(u) avec

ue ]-1,0] vérifie Nw =0 (i.e. (sV-u)¥(w) = 0 dans rP(u)) i1 existe un

entier m" ¢ [0,p+1](**) et des formes holomorphes Wl...Wk vérifiant

)df n o df oA
TA

Wt S W

\ - "
dw. = (m"+u it T

J j-1

pour j € [1,k] avec la convention Wo = 0, et de sorte que pour chaque
h € [1,k] Tles f'm"Wj pour j € [1,h] engendrent dans rP(u) Tle méme sous espa-
ce (sV stable) que les (sV-u)*J(w) pour j ¢ [1,h].

Des combinaisons linéaires adéquates permettent donc de supposer que 1'on a

f'm"Wk = w dans rP(u). Comme, par récurrence, on constate aisément que
N

Wi ) "
deqg est holomorphe pour je [1,k], on voit que £ 1w est la partie principa-
~
_ Wk . e g p+l . -
lede w=- qui vérifie dfiw € o ce qui montre que e =«  (w) est dans

FS'(m"'l) avec m"s p+l. On a donc Ff = qﬁ

(*) voir [M] ou 1'appendice de [B.1].

(**) la normalisation choisie ici u ¢ ]-1,0] qui difféere de celle de [B.2]
permet de ne pas séparer u = 0 mod Z des autres cas.
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Considérons maintenant une filtration croissante W sur 1'espace vectoriel
WP, p e [0,n] et xeY=f1(0), vérifiant

NW, = Wy o

On a alors la
Proposition 1 : Si e € Nz nFd ona:

Ne) e W, , 0 F°1 4y

5-4

Ceci donne, bien sir, si F Gry(W) désigne la filtration induite par F’
sur le gradué Grg(W) :

q = (9
FiGrg(W) =(F% n Wy) + ul‘ﬁ/uz-l

1'inclusion N(qur!(w)) c Fq'IGrL_Z(N) pour toute filtration W sur laquelle
N est de poids -2.

Démonstration : Comme pour p=0 ona N =0 d'aprés le théortéme de monodromie,
i1 suffit de traiter le cas p 2 1. Fixons u € ]-1,0] et considérons
e € Fg'm(u). I1 existe, par définition de la filtration asymptotique, une p-forme

méromorphe relativement fermée « qui vérifie :

1) dfaw € 9§+1 (donc holomorphe en x).

2) w=wtE ol we I‘(u+m)x et ¢ € ?C§(> u+m), 1'égalité ayant lieu dans )65.
3) ™ = «(e) ot «x: HP(u) > TP(u) a été défini au Temme 1.

Comme on peut de plus supposer e # 0, le théoréme de positivité des expo-
sants caractéristiques de Malgrange (voir [M] ou 1'appendice de [B.1]) donne
u+m > -1 (voir remarque ci-dessus). Comme df,w est holomorphe d-fermée (car
w est relativement fermée) et de degré p+1 2 1 il existe a € ng vérifiant

da = dfaw
Alors a est relativement fermée et donne une classe dans )65 qui vérifie

(1) Va = 0w
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Posons w' = fu-(m+u+l)a. On a alors

(2) Vo' = V(fu)-(mtu+l)w
Si on pose w' =V (fw)-(m+u+l)w on aura w' € rP(u+m) puisque 1'on a

= w+€

Ve = fV+1

ainsi que la stabilité de Fp(u+m) par sV. On obtient donc, puisque w
Vo' = w'+V(fg)-(m+u+l)e

Comme on a m+u+l > 0 1'opérateur Vf = fV+1 est bijectif sur rP(u+m)
XP(> u+m) d'aprés le lemme 3. Soit donc w" € rP(u+m) et

et aussi sur
ne€ J(p(u+m)x vérifiant

Vew" = w

' et Vfn = V(fg)-(mu+l)e

On aura alors
V(%) = Vew'+Vfn

est holomorphe on a, toujours d'aprés Malgrange, w € P -1)
puisque o est holomorphe. On en conclut que

KP(>=1), on en déduit (in-

Comme dfjw
et donc ' € XP(> 0)
W o ¥P(> -1). Comme on a aussi w" et n dans
WP (> -1)) que 1'on a

jectivité de Vf sur

= wll+n

= f dfjw-(m+u+l)dfpa est holomorphe et comme sa partie princi-

w_
f
pale est fw" € I'(u+m+l) puisque fn € HP(> utm+1), i1 nous reste donc & voir

Comme dfpw'
que 1'on a
rec*

cTHE™) = AN(e)+e

(3)
ou ¢ € Hp(u)X est dans 1'espace vectoriel engendré par N2(e),N3(e) ...

Mais on a

(sV+1)w" = w'
w' = (sV-(m+u))w

et
22
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ce qui donne dans rP(u)

FMt = (sV-u)f MW

(sVem+1) F My

en notant e' = « 1(f™') et e" = K'l(f'mw') on en déduit dans Hp(u)x les

relations

Ne = e'

et [(m+u+1)+N](e") = e

3
cl—
+
)

ce qui, puisque N est nilpotent et m+u+l > O, donne (3) avec A = ——=
achéve la preuve de la proposition 1. =

§ 2 - On utilise ici les notations introduites plus haut.

Nous allons considérer f : X > D un représentant de Milnor d'un germe
de fonction holomorphe non constante ? : (C"+l,0) -+ (€,0). Fixons p 2 1.

Notons par Hg le p-iéme groupe de cohomologie de la fibre de Milnor de f
en 0 et notons par -2inN le logarithme (nilpotent) de la partie unipotente de
la monodromie agissant sur Hg. On note par F 1la filtration "de Hodge asympto-
tique" sur HP introduite au § 1. Soit u € ]-1,0]. Soit e € FP"™(u) et suppo-
sons que e soit représenté par la p-forme méromorphe w € ng[f'l] relativement
fermée, au sens suivant :

1) 1a forme différentielle dfaw est holomorphe.
2) dans X¥P ona w=wt avec we rP(utm)y, £ € ¥P(> um),, u € ]-1,0],

et f(e) =w ot « : Hi(u) » rP(u) est définie au § 1.

Proposition fondamentale :
Supposons maintenant que le prolongement méromorphe de

fxlflzxf_m?_mldewAu
n'ait pas de pdle en A = -u-1 d'ordre strictement plus grand que h € N donné,

sur X-Z, ot I < f'l(O) est analytique fermé de codimension 2 p+1 dans f1(0).

Alors on a
_ .
N(e) ¢ F" *l(v)

avec v = -u-1 pour u € ]-1,0[ et N(e) € F™ *2(0) pour u=20.m
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Démonstration : Commengons par montrer qu'il existe des p-formes méromorphes rela-
tivement fermées (v vérifiant sur X les relations
( a)QE[l’“+1]

(1) dv = (m+u) QﬁA vt Qﬁ AV
a f a-1

pour o € [1,n+1] avec v, = £. On peut supposer de plus que v, € XP(> u+m)
pour chaque a. La construction des v, repose sur le lemme 3 du § 1 :

Si & est une p-forme relativement fermée sur X a pdles dans f (0) et
induisant la classe a € ]Gp(> u+tm) en 0, il existe, d'aprés le lemme 3, une
p-forme méromorphe relativement fermée B sur X induisant en 0 1la classe de
XP(> utm) qui vérifie

sVb-(m+u)b =

On aura donc sur X 1'égalité

" Y

a8 = g v ot ¢ e HO(X,eP[F 1Y)

est relativement fermée et induit a+(m+u)b dans }¢D. On aura donc
a,B € HO(X,Qp'l[f'l] qui vérifieront

=3+ (m+u)g + da + %ﬁ A B

Ceci donne
d(B+ T a) = (m+u) fa (b+ T Aa)+ df 3
df . . . . %
et donc bl = B+ 7 Ma est encore relativement fermée, induit b dans 8 et
vérifie

N
= (m+u) %; Akl + %; A oa

Comme on a £ € M,P(> utm)y, ceci montre que la construction des (va)ue[1 n+1]
est bien possible.

Fixons maintenant k € N tel que 1'on ait N (e) 0 et choisissons des
représentants W e H (x, Qp[ J) d/f w = (0,des classes (sV—(m+u))k J(w) tels
que 1'on ait sur X

W =w et dw‘j = (m+u)%; AWt AW,
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X

pour j e [1,k] avec la convention wy = 0.

Ceci est possible par un calcul analogue a celui qui vient d'étre fait pour

les (Va)ae[l,n+l} (pour les détails on pourra regarder la preuve du lemme A de

(B.0]).
Posons alors m'+l-m = m" et pour o s k-h définissons sur X Tles courants
de type (p,0) suivants
+o

19 = ) (-l)laiP A = -meu,f [FI2F™ e
J u=h-%+1 il IX a4o"®)

+o
+(-0% 7 (-plelp

= om- .ZA'-m"-j
amtil k(A = om u,fxlfl f L)

ou 1'on a noté par PV(A = Ag>F(1)) pour F méromorphe dans € Tle coefficient

d dans le développement de Laurent de F en iy (v € Z). On remar-

e —_—
(- 2V
quera que les sommes sont en fait finies car le prolongement méromorphe de
IX IfIZAU n'a jamais de pdle d'ordre > n+l pour X de dimension n+l.
On a utilisé la convention suivante :
w, =0 si g¢g[l,k] et v, © 0 si y>n+l
Rappelons que 1'on a vq = &.

Llemme 1 : On a sur X pour o s k-h et jeZ

d'7] = (-1)"'°Pk_0_1(x =-m-u,fxlf|2"?"" RCLIWY.B I

Démonstration : Compte tenu des relations

= df df
de = (m+u) FAWet T AW
_ df df
et de = (m+u) AV AV

qui sont vraies pour g 2 1 et g % ktl et pour y 21 et y & nt2 (a cause de
nos conventions), la formule de Stokes donnera (voir [B.0] [B.1] ou [B.2] pour
plus de détail sur ce genre de calcul).

+o0

1 = N la| - M= ZA-'m"'j df +
0Ty D P
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+m - " .
+ ) (-l)lalPa(x = -m-u,jx|f|2*f'm K %ﬁ AW

a=h-k+1 ato-1 o)

+ (‘l)k-c+lpk_c+l(A = 'm'u’leflsz-m -J g A wk Aﬂ)

ek T el . | e 2Az-m"-j df
-0* 7 (-1) Pa+k+1(x--m-u,lx|fl f F AV AD)

a=-o+l ata

+(-1)k {.,

1('1)|“|Pa+k(* = meu, [ IRIPFTIEE )

a=-g+t

k+n+1- 2xz-m"-j df
+(-1) °Pn+2+k_c(x = -m-u,lefI £l FAVpe1 0 0)

Ce dernier terme est nul car k-o 2 0 et donc n+2+k-c 2 n+2 (et il n'y a
2
I eed).

Les deux premiéres séries sont opposées a un terme prés, ainsi que les deux
sommes suivantes. Cela laisse seulement

pas de pdle d'ordre = n+2 pour le prolongement méromorphe de jxlf

. _ h-k+1 _ 2 7-m"-j df
d'7g = (-1) Phoe1(h = “mousf o IFI5AF G A Yo M O)
. A =-m"o i
+(-1)k 0+1Pk_cﬂ(x = -m-u,J’X [g| 2 Fm-d %; AWoaD)

+('1)k-0+lpk-c+1()‘ = -m—u,IX H"IzA ;_m -J gfi A Vo AD)

Le premier terme est nul car h-k+o s 0 (et wB =0 pour B s 0). Comme
ona vy, =& et w=wh avec W T W, le lemme est démontré =
Passons au calcul de d"Tg :

Lemme 2 : On a sur X pour tout j € Z et o s k-h 1'identité entre courants

. -1
¢"Tg + (m+m"+u+3)deT§+1 + deTg+1 =0
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Démonstration : La relation
- " 2 " 3
d (16122 FM ) = (umeu) 1612 FM ? +
~(mm"+u+g) | £ 22 FM T i?-

la formule de Stokes et le prolongement analytique donnent

vraie pour Re(r) >> 0,
1o = 5-0 (-nlelp (= emeu,f 12 FIE L g
I a=hikel a+l *x F M Nate

k- " T

+ = - -
+ 7 (-l Hmem®eueg)P (4 = -mou,f |£12 F00 d?f“wam ro)

a=h-k+1
—-m"-j df
J F A v(!+6 I\U)

n+l-o '
+k 2\
O N R AL

)
a=-g+l
ntl-o
+ z ( 1)’u'+k+l(m+mu+u+j)P (A = -m-u,I Iflzx f_m -j
a=-g+l a X
df
_F"'A v(!""d AU)

les 4 sommes du membre de droite de cette formule

Notons par S, i € [1,4]
Posons B = a+l dans §; :
k-o+1
+ -
(-1)l8! lPB(x = -m-u.f, [F122 Fm Jif,‘wsw_”u)

S =
! B=h-z+2
h-k+1 . A z-m"-j df
§,+(-1) Phoeg -m-u,lefl T A ¥hogso A T)
0 d'aprés notre convention

h-ktc = 0 et donc w, .., =
ci-dessus avec

=S, car
la somme qui donne S,

Nous avons noté par S,
=-m"-j df
=\ vB*O‘lA a)

8 € [h-k+1,k-0+1]
Posons B = e+l dans Sj:
n+2-0
- o lgl+k+1 _ 2
Sy = --%+2 (-1) Pask(x = -m-u, f [F1°4 f =
n+l- (0 1) |
- 8 [ +k+1 - 2 z-m"-j df
e L
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P - -1
Alors S;+S; = -df , Tg+1.

On a aussi
S,+S, = -(mm"+u+j)dT , T§+1

ce qui achéve la preuve du lemme 2 n

Remarquons maintenant que pour o < -n on a Tg =0 pour tout j € Z. En
effet on a Wotg = 0 si atos 0 etsiona o<-n,atc >0 impose a 2 n+2
et donc Pa et a fortiori Pu+k = 0.

Soit bl"'bn+k-h+1 la base natu.elle de t"+k'h+1. Posons alors pour j € Z

k-h
T.= ¥ Tg ®b

J -n otn+l”

Dans les hypothéses de la proposition fondamentale on aura alors sur X-I
d'Tj =0 pour j=O.

En effet, pour o s k-h on a k-o+l1 2 h+l
P01 = -m-u,;xlflz‘ Fm-3 4 w0 -

P (= -u-1,jx|f|2* grmemmt=d=(m=Dge w4 a)

et -m"-m+l = -m', le £ gtant c=.

Le Temme 2 donne sur X 1'égalité

d"Tj + ((m+m"+u+j) Id+N)df , TJ.+1 =0

o N ¢ End(ctk-N*l)

Nbpsk-h+1 = 0
Alors les lemmes C; et C, de [B.1] (variante vectorielle) s'appliquent
sur X-r car on a, vue notre hypothése de codimension sur I,

est défini par Nb, = b pour y € [1,n+k-h] et

Y+1

H(X-z,2P)

0 vace[l,p] vb

et les relations f Tj+1 = Tj qui sont évidentes vj € Z.
On obtient donc des p-formes holomorphes (Sj)j
I"+k'h+l) et des courants de degré (p-1) (Uj)

les relations suivantes.

sl-p (a valeurs dans

jsl-p sur X-I qui vérifieront
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(a) Ty = (1P S+ duy + ((mim+ued) IGN)dF o U,
(b) de = -[(m+m"+u+j)Id+N]df A Sj+1
(c) ij+l = Sj

sur X-r pour j s -p.

Remarquons déja que d'aprés Hartogs (puisque © est de codimension z p+2 2 2
dans X) que les Sj se prolongent en des formes holomorphes sur X tout entier
et que les relations (b) et (c) sont valables sur X par prolongement analytique.

Posons
n+k-h+1 <
S = ) S b
-p T=% -® P
et Wo = (1P %™ pour o € [-n,k-h].

Alors les formes holomorphes w; vérifient sur X les relations

" df f
(d) dw; = -(m+m"+u-p) FA w; - dT "w:-l

pour o € [-n,k-h] avec la convention wfn-l = 0.
On a aussi sur X-I

T2 =W, + dA” + dfaB°

° sont des courants de degré p-1 sur X-I dont la valeur n'importe-

ot A% et B
ra pas.
Pour o = k-h et en se restreignant a X-f (0), on obtiendra, puisque les
pdles du prolongement méromorphe de jxlfl2A apparaissent seulement dans f !(0)
a=0

k-h -1 _ Ja] _ 2\ z-m"+p
T X-f *(0) = -1 P (A= -m-u,] If f w
p | ( ) E ( ) u( le | atk-h N C\)

+1

e [Log(R) T ¢ -2(mru) -,
0 a

k-h-a

k-h

wr +dAk-h + d_fl\ B

-1
Wi-h sur X-f *(0).

D'aprés le lemme D' de [B.2] on en déduit 1'égalité sur D* = D-{0} des
sections suivantes du fibré de Gauss-Manin s - HP(f 1(s),C)
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7" exp(- (1d(m+u)+N)Log fF)w, , = Wy ,

ou N = - ?#? Log(e21"uT|Hp(u)) comme dans le paragraphe 1. On a utilisé ici le

fait que, via 1'isomorphisme

kK 1os™™ 2 rPlutm) » HP(u)

on a sV-(utm) qui s'identifie 8 N et que, par construction, on a

(sV-(m+u) )°‘wk_ h = Ykeh-q

pour o € N.
En utilisant maintenant que

W =W = exp((Id(m+u)+N)Log f)(e)

qui est 1'expression explicite de la relation w = s"c(e), on obtient

N(e)

exp[(Id(m+m"+u-p)+N)Log f](w;_h)

*
ou encore Nh(e) = x-l(s-q !%;D ) avec «: HP(v) > r(v) et

q=p-m-m" si u 0 (alors v = -u-1)

et q = p-m-m"-1 si u =0 (alors v =0).

Montrons maintenant que les formes %; A w: sont holomorphes pour

o € [-n,k-h].
C'est clair pour o = -n car on a

*

dwfn = -(m+m"+u-p) %; AW,

wfn est holomorphe, donc dwfn aussi et on a mtm"+u-p # 0 d'aprés le théoréme
de positivité de B. Malgrange (qui impliquerait, si m+m"+u-p était nul, que
w:_h serait nul dans lﬁg et donc que Nh(e) serait nul dans HP(u) d'apres
le calcul précédent ; il n'y a alors rien a démontrer !). Si on suppose prouvé, par
récurrence sur g € [-n,k-h-1], que %; A w; est holomorphe, 1a relation

df  *

' df  *
dw;+1 = -(mtm"+u-p) AW gt Fa Vg
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%i w* . est holomorphe puisque w:

mon
tre que o+l

A +1 et donc dw:+1 est holomorphe
et m+m"+u-p + 0 *

Wk-
On en conclut que —E;h = o* vérifie dem* € H°(X,np+1). La relation

N(e) = <7 (s79%*)
que 1'on a établi plus haut montre alors que 1'on a
N(e) e FP9(v)

ou q=p-m-m" si u+0 et q=p-m-m'-1 si u=0.
Comme, par définition, on a posé

m' = m'+l-m

cela donne Nh(e) e F" +1(v) pour u % 0 et Nh(e) e FM +2(0) pour u =0
ce qui achéve la démonstration de la proposition fondamentale m

Remarque : Comme la forme df A w est holomorphe sur X par hypotheése (quitte a
choisir X assez petit), une condition suffisante pour satisfaire 1'hypothése de
la proposition fondamentale est que le prolongement méromorphe en A = -u-1 de la
distribution

yxmz‘ £mEm g

n'ait pas de pdle d'ordre > h en 2 = -u-1 (sur X-z). Ceci donne une condition
suffisante pour que 1'hypothése soit vérifiée qui ne nécessite pas la connaissance

de la forme méromorphe w.

§ 3 - Nous allons montrer maintenant comment la proposition fondamentale du para-
graphe précédent donne des propriétés de symétrie pour les racines du polyndme de
Bernstein-Sato de f. Ceci reprend 1'article [B.4] qui est erroné pour k 2 2 :
les énoncés sont incorrectement formulés bien que la ligne de démonstration soit
essentiellement correcte ; il nous a semblé intéressant d'énoncer et d'établir
clairement ces résultats.

Nous donnerons, dans cette ligne d'idée, un énoncé qui estime directement
1'ordre de nilpotence de la monodromie sur la filtration F* (définie au
§ 1) en terme des racines du polyndme de Bernstein-Sato. Ceci généralise les ré-
sultats de A.N. Varchenko dans le cas d'une singularité isolée (voir [V.1]).

Pour alléger le texte, nous ne reprendrons pas ici la notion de semi-pdle
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effectif en codimension p introduite dans [B.4] (alors que la notion de profon-
deur est avantageusement remplacée par la filtration asymptotique ). 11
est cependant clair que des énoncés plus précis utilisant cette notion bien plus
fine que celle de racine du polyndme de Bernstein-Sato, se déduisent immédiatement
de nos démonstrations.

L'énoncé correct du théoréme de [B.4] est

Théorgme 1 : Soit f : X - D un représentant de Milnor d'un germe non constant
de fonction holomorphe f : (¢"+1,0) + (€,0). Supposons que pour p =1 et

ue |-1,0] e'21"u soit valeur propre de 1a monodromie agissant sur le p-iéme
groupe de cohomologie de la fibre de Milnor de f en 0 avec une multiplicité
k. Désignons par b(A) 1le polyndme de Bernstein-Sato de f en 0 et posons
v=-u-1 pour u+x0 et v=0 si u=0.

Soit h € [0,k-1] et notons par Oh+1 (resp. par Tk_h) le plus petit
entier tel que b admette (h+l) racines (en comptant les multiplicités) de la
forme -q+u avec 0 s q s O+l (resp. (k-h) racines de la forme -q+v,
0sgqs rk_h). On a alors

pour u € ]-1,0[ ht1 t Tkp S P et

pour u =20 Ope1 ¥ Tk-p S Pl w

Le lien entre la filtration asymptotique F* introduite au § 1 et les
racines du polyndme de Bernstein-Sato de f sera donné par le théoréme 2 et son

corollaire.

Théordme 2 : Soit f : X » D un représentant de Milnor d'un germe non constant
de fonction holomorphe f : (¢"+1,0) + (€,0). Fixons u € ]-1,0], p ¢ N* et
k € N*. Supposons que N 1 soit non nul sur F9(u) ),

Alors on a, au moins k racines (en comptant les multiplicités) congrues a
-u modulo Z dans 1'intervalle [-(p-q) -u-1, -u-1] pour le polyndme de

Bernstein-Sato b de f en 0. W

(*) Ici N = - ZT%-Log(eZi"uT/Hp(u)o) comme plus haut et F’'(u) désigne la fil-

tration asymptotique introduite au § 1.
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Corollaire : Avec les mémes notations que dans le théoréme 2 on a Nk'1 =0 sur
F(u) des que q > Pty (resp. q > p+1-rk) pour u € ]-1,0[ (resp. pour

u=0) (rk est défini dans 1'énoncé du théoreme 1) =

En particulier si pour u€ ]-1,0[ Tle polyndme de Bernstein-Sato de f en
0 n'a pas de racine congrue a -u modulo Z dans 1'intervalle [-qg-u-1,-u-1],
on aura FI(u) = 0 pour q z p-qq-.

Remarque : En restant au niveau de la b-fonction on peut affiner les énoncés ci-
dessus de la maniére suivante : dans la définition des entiers ¢ et t on ne

prend en compte que les racines du polyndme de Bernstein-Sato de f qui restent
racines du polyndme de Bernstein de f en tous les points d'un germe analytique
de codimension sp dans f !(0).

Démonstration des théorémes 1 et 2 : Commengons par démontrer que si, pour
ue ]-1,0[ (resp. u =-0) il existe e € FP"™(u) vérifiant Nh(e) # 0 alors on
a m 2T, (resp. m+l > Th+1)'

Supposons m < Ty 4 (resp. m+l < Thep ST U S 0) et considérons
e e FP"™u). Soient we H°(X,np[f"]) induisant une classe dans T P(utm) et
soit o € HO(X,eP[f71]) vérifiant dfjw € HO(X,2P* 1) tels que 1'on ait

w = whg dans P

avec £ ¢ XPG utm) et «(e) = £ M.
Comme on a m< Ty, (resp. m+l < Thel si u = 0) le prolongement méro-

morphe du courant
JFER M Mty w0

n‘aura pas en A = -u-1 de pdle d'ordre > h.
En effet cela est méme vrai pour le prolongement méromorphe de la distribu-

tion
;X|f|2"f‘"' £ g

car une identité de Bernstein itérée donne 1'existence de Py opérateur différen-
tiel holomorphe donc les coefficients dépendent polynomialement de A et vérifiant

PN < b(A)b(A+1)...b(A+N-1)F

N
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ol b e C(r) désigne le polyndme de Bernstein-Sato de f en 0. On obtiendra
ainsi, si Py désigne 1'adjoint formel de Py

2\ g-mz-m' 1 -m z-m'p*

JAPETE e - oY) J'le|2"fN Y

ol le polyndme BN(A) = b(r)...b(x+N-1) a au plus h racines congrues a -u-1
modulo Z dans 1'intervalle [-m-u-1,+~[ puisque 1'ona m < The (Tesp.

mtl < tp.4), les racines de b étant strictement négatives d'aprés Kashiwara [K].
Comme 1'intégrale du membre de droite converge pour Re(r) > -2 si N est assez
grand, on en déduit bien 1'absence de pdle d'ordre > h en A = -u-1 pour le pro-
IZA £m ;-m'

longement méromorphe de [ |f dfawatn__ et ceci pour tout m' € Z.

La proposition fondamentale donne alors &FE;3 € Fm'+1(u) pour chaque m'.
En particulier pour m' = p on obtient Nh(e) = 0 puisque 1'on a remarqué au § 1
que Fp+1(u) = 0 grdce au théoréme de positivité de B. Malgrange (voir au § 1
la remarque 1 qui suit le lemme 5). Ceci montre bien que si Nh(e) est non nul
ona mzmT,,., pour u# 0 (resp. m+l 2 They POur u = 0). Ceci achtve 1la
preuve du théoréme 2.

Pour prouver le théorgme 1 considérons e € HP(u)g tel que Nk'l(e) ¥0
et définissons m de sorte que 1'on ait e € FP"™(u) (par exemple m = p con-
vient toujours puisque d'aprés la remarque 2) qui suit le lemme 5 du § 1 on a
Fo(u) = HP(u)). Posons alors pour u % 0 m' = The1~1- Alors Te méme raisonnement
que ci-dessus mais du cOté anti-holomorphe, montre que le prolongement méromorphe
de

[ 16122 £ ™ 4 w0
X

ne peut avoir de pdle d'ordre > h en 1 = -u-1. On peut donc appliquer la pro-
position fondamentale pour conclure que N'(e) € Fm +1(v) ot v =-u-1 (u#+0).

Comme la monodromie est définie sur R (et méme sur Z) 1'opérateur Nv
sur HP(v) est 1ié a 1'opérateur N, sur HP(u) par 1'égalité dans LR( HP(u),
HP(v)), ot C : HP(u) » HP(v) est la conjugaison complexe banale de HP .

Co exp(-Zin(Idu+Nu)) = exp(-ZiW(Idv+Nv))oC

et donc on a (maintenant dans LR(Hp(v),Hp(v)))

exp(2im CoNyoC) = exp(-2im Ny)
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X

soit CoNUQC = -Nv

On a donc pour tout 2 € N

T _ L
Nu = Co(-CoNvoC)
= ('l)thoc
k-h-1-h, "\ _ h yk-1,-
Donc Nv Nu(e) = (-1) Nv (e)
= (-l 0
puisque Nk'l(e) + 0 par hypothése.

En appliquant le théoréme 2 a Nﬂ(e) = ¢ qui est dans F" +1(v) et véri-

fie Nt'h'l(e) + 0 on obtient

p-(m'+1) 2 9-h

mais comme on a choisi m' = Th+1'1 cela donne 1'inégalité

Ok-h""h+1 = P

Ceci achéve donc la preuve du théoréme 1 dans le cas u +# 0. Lecas u =0
se traite de maniére tout a fait analogue en choisissant m' = The1~2 eten
utilisant que la proposition fondamentale donne

Ne) e F™ *2(0)

Le théoréme 2 donne alors

Ok-n*They 5 PHL- @
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