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Cohomologiè à coefficients dans z(p) et 

cohomologie de De Rham : Exemples 

Helmut A. Hamm (Münster) 

§ 0. Introduction 

Considérons d'abord la cohomologie d'une variété algébrique complexe X à 

coefficients constants, en particulier à coefficients dans TL : Hr(X; TL) . Ici X 

est l'espace analytique correspondant. Pour calculer les groupes Hr(X; TL) il 

suffit de déterminer pour tout nombre premier p les groupes Hr(X; TL ) , où 
x< = Z ( P ) 

m 
1 n 

€ Q I p i n } . 

Si X est lisse on peut calculer H (X; Œ) par la cohomologie de De Rham : 

comme le complexe de De Rham holomorphe forme une résolution du faisceau con­

stant Œv , on a ~ 

Hr(X; Œ) = Hr(X, C X ) = lHr(X, n"x) 

et le théorème de comparaison de Grothendieck [Gr 1] dit que 

!Hr(X, fl'x) = !Hr(X, ß'x) 

où n*x est le complexe de De Rham algébrique. Au total, les groupes de cohomologie 

à coefficients dans Œ sont isomorphes aux groupes de cohomologie de De Rham 

]Hr(X, fi'x) . 

Question : est-ce qu'il y a une relation similaire quand on remplace Œ par 

Zp ? Dans ce cas, on suppose que X est déjà défini sur TL^ . On va considérer des 

exemples où la cohomologie de De Rham (ordinaire ou convenablement modifiée) conduit 

aux mêmes résultats que la cohomologie de l'espace analytique correspondant à coef­

ficients dans IL . 
P 

Voici une esquisse des résultats principaux : 

Soit d'abord X une intersection complète lisse de dimension n dans l'espace 

projectif (ordinaire) Pm sur Zp . On peut déduire facilement d'un calcul de P. 

Del igné [De 2] qu'on a (voir théorème 1.2 ci-dessous) : 
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Théorème 0.1. : 

a) Hj(X, nj) = 

Zp,0^igj^n,i?Hm(p(w)wx<<=//w< 
libre, i+j = n 
0 sinon 

b) !Hr(X, flY) = 0 Hj(X, ni) 
X i+j=r * 

c) !Hr(X, ri ) et Hr(X; TL) sont libres, du même rang. 
A — P 

Considérons maintenant une situation plus générale où X est définie par des 

polynômes quasi homogènes f1»«-«>'f|< de degrés d1,...,dk par rapport aux poids 

wQ,...,wm dans l'espace projectif tordu correspondant Proj 2 [zQ,...,zm] , avec 

deg zv = . Supposons que le cône épointé X associé à X soit lisse de dimen­

sion n+1 , où n = m-k . Il est convenable d'utiliser un complexe de De Rham modi­

fié Œ*X de X qui coïncide avec ri^ dans le cas classique wQ = ... = wm = 1. 

En remplaçant ri^ par , le théorème 0.1 est encore valable sous chacune 

des hypothèses supplémentaires A, B ou C, qu'on va décrire : 

A une renumérotation près nous pouvons supposer qu'il y a des nombres i , < tels 

que p|w v û £, p|d. <c=̂  j û < . La sous-variété Z de l'espace projectif 
^ J 

tordu définie par zA+1j...,zm peut être considérée comme le lieu mauvais, donc 

l'hypothèse suivante est naturelle : 

A) X n Z = 0 . 

D'autre part 1'espace projectif tordu lui-même ne présente guère de difficulté : 

B) k = 0 . 

Il est peut-être moins évident qu'on peut aussi traiter le cas : 

C) k > 0 , K = 0 . 

Les théorèmes qui correspondent au théorème 0.1 dans les cas A,B et C sont les 

théorèmes 3.2, 3.5 et 3.6. 

En outre, on va traiter aussi le cône épointé X associé à X . On a une gra-

duation naturelle sur les groupes de cohomologie HJ(X, ; il est convenable de 
i i ^ considérer seulement la partie HJ(X, fi^)o en degré 0 . Dans le cas classique 

wQ = ... = wm = 1 ainsi que sous l'hypothèse A,B ou C il y a un nombre A € Zp 

tel qu'on a : 
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Théorème 0.2. : 

a) (i) Hj(X, ni) = 
A 

Zp , (1,j) e {(0,0) , (n+l,n)} 

0, i+j i {n,n+l},(i,j) £ {(0,0),(n+l,n)} 

libre, i+j = n+1 , i f j ou i+j = n 

(il) rg H J ' ( X , nl+1)0 = r<3 Hj(x, al) 
A A 

< 
rg Hj(X, aj) , i+j = n , i f j 

.rg Hj(X, ûj) - 1 , i = j = £ 

(111) Tor HJ'(X, ûi)0 = 2ZP/A • 2Zp , i = j = Sjl 

b) wr(x, a.)o ^.+e=r HJ(x,«i)0 

c) Pour chaque r les modules Hr(X, 2Zp) et Wr(X,ri»)Q ont le même rang et 

la même torsion. 

Plus précisément, on a A = d1 • ... • d^ dans le cas classique (théorème 1.4), 

dj • ... • d. 
A = dans le cas A (théorème 3.3) et A = 1 dans les cas B (théorème 

o m 
3.4) et C (théorème 3.7). 

Après la lecture on va constater qu'il y a plus de questions que de réponses. 

Je ne dispose pas d'une comparaison directe entre la cohomologie à valeurs dans Zp 

et la cohomologie de De Rham ; toutefois on va voir un certain parallélisme des 

calculs. Notons qu'il est important pour le traitement de ces exemples que beaucoup 

de groupes de cohomologie s'annulent. Je dois laisser aux spécialistes la formula­

tion de conjectures générales. 

§ 1. Exemple introductif : intersections complètes dans l'espace projectif ou 

affine. 

Soit X une intersection complète lisse de dimension n sur Zp , définie 

dans Pm =j^n,w Proj 2 [z ,...,zm] par k = m-n polynômes homogènes 
P 0 
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fI>...»fk € Zp[zQ,... ,zm] , soit dj le degré de f j , j = l,...,k . Pour l'espace 

analytique correspondant X on a le résultat suivant bien connu, en utilisant le 

théorème de Lefschetz sur les sections hyperplanes et la dualité de Poincaré : 

Théorème 1.1. : 

Hr(X; Zp) = -

Zp , 0 < r < 2n , r pair, r f n 

libre (sur Zp) , r = n 

0 sinon 

La cohomologie de De Rham des intersections complètes lisses a été étudiée par 

P. Deligne [De 2] . En particulier, son théorème 1.5 donne, si x dénote le mor-

phisme X Spec Z : 

Proposition 1.1. : 

a) RJ flj est un ^Spec Z "modu^e llbre Pour tous "i>0 '» 

b) La suite spectrale EJj := RJ' T^ nj[ ==> F1+J* ft"x dégénère en E1 . 

Ici ft1^ :=xw<<< • (Notons qu'un ^$Dec 2 "module localement libre est auto-
P P P 

matiquement libre). 

Il est maintenant facile de démontrer le théorème suivant : 

Théorème 1.2. : 

a) Hj(X, nj) = 

Zp , 0 ̂  i = j û n , i f \ 

libre, i+j = n 

0 sinon 

n 

j 

b) wr(x, nY) = e H J ' ( X , nj) 

A i+j=r A 
•i 

c) Wr(X, a\) et Hr(X; 7L) sont libres, du même rang. 
A P 

n 
: Z , x : libre 

Démonstration : D'après la proposition 1.1 on a Rr fl"x = _.+?=̂  RJ* ^ . L'ap­

plication du foncteur H°(Spec Zp ,...) donne b), les modules HJ(X, nj) étant 

libres. Soit X. la variété algébrique complexe qui correspond à X ; on a 
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H J ( x , 4 ) © Z P C = HJ(xŒ, 4 £ ) 6 A = G A H J ^ ° J > • 

Il est bien connu que dim H1 (X, 9.1) ̂  1 , 0 ̂  i < n , Hr(X, Œ) = © HJ(X, Çi\) 
A ~ i+j=r ~ A 

(décomposition de Hodge). Le reste est clair à cause du théorème 1.1. Notons qu'en 
fait la décomposition de Hodge est utilisée dans [De 2] pour démontrer la partie b) 

de la proposition 1.1. 

Au lieu de X considérons maintenant le cône épointé X sur X . Plus préci­

sément : Soit A =Am+1 := Spec Zp[zQ,... ,zj , soit IK* le complémentaire de la 
sous-variété de A définie par l'idéal (z0,...,zm) , et X la sous-variété de 

A* définie par l'idéal (flS...,fk) . Soit TT : X X le morphisme canonique. 

Considérons la cohomologie de X . Le résultat suivant est bien connu : 

r— i 

Proposition 1.2. : Il y a une suite exacte (de Gysin) ... H (X; Zp) -+ 

Hr'2(X; Z ) +Hr(X; Z ) + Hr(X; Z ) - . 

Pour calculer Hr(X; Z ) il faut déterminer les flèches Hr'2(X; Zp) + 

Hr(X; Z ) . Soit a eH^X; Zp) l'image du générateur canonique de H2(Pm ; Zp) ; 

on sait que ar-1 est appliqué sur ar . 
Soit A := d • ... • dk . Rappelons : 

Proposition 1.3. : 

a) ar est un générateur de H2r(X; Z ) = Zp , 0 <; r < £ , 

b) ar engendre un facteur direct de Hn(X; Zp) , si n = 2r , 

c) il y a un générateur 6f de H2r(X; Zp) = Zp tel que ar = A • 8f , si 

\ <r < n . 

Démonstration : a) par le théorème de Lefschetz sur les sections hyperplanes. 

b) D'après le même théorème, Hn+1(Pm, X; 2 ) est libre ; la suite exacte 

0 - Hn(Pm; Z ) - Hn(X; Z ) - Hn+1(JPm, X; Zp) 

entraîne b). 

c) A cause de a) et de la dualité de Poincaré il suffit de montrer ceci pour 

r = n . On choisit une surjection linéaire Am+1 Aj+1 telle que la composition de 

X <=—̂ F*̂  avec l'application rationnelle induite Pj? Pj définisse une application 

rationnelle dominante X -> Pj .Le degré de cette application est A , ce qui 
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implique l'assertion pour r = n . 

Pour simplifier l'énoncé du théorème suivant supposons que n > 0 . Pour un 

Zp-module M soit rg M le rang de M et Tor M := { c € M | 3£ € Zp\{0} : £«c = 0} 

la torsion de M . 

Théorème 1.3. : 

(i) Hr(X;Zp) = -

' ZZp , r = 0 , 2n+l 

, 0 , r i {0, n, n+1, 2n+l} 

Llibre, r = n+1, n pair, ou r = n 

(ii) rg Hn(X ; Zp) = rg Hn+1(X; Zp) = 
rg Hn(X; 2Zp) , n impair 

^rg Hn(X; 2Zp)-l , n pair 

(iii) Tor Hn+1(X; Z ) = 2Zp / A • Zp , n impair. 

Démonstration : Ceci résulte du théorème 1.1 et des propositions 1.2 et 1.3. 

On va étudier maintenant l'analogue de la suite exacte de Gysin pour la coho-

mologie de Hodge (c.-à-d. HJ(X, ftj)) ou de De Rham. 

Soit maintenant a l'image du générateur canonique de H^P111, n1 ) dans 

H^X, . Le résultat suivant est une conséquence immédiate du théorème 1.5 (iii) 

de Deligne [De 2] : 

Proposition 1.4. : 

a) ar est un générateur de Hr(X, n^) = Zp , 0 ^ r< ^ , 

b) ar engendre un facteur direct de Hr(X, ft^) , si n = 2r 

c) il y a un générateur $r de Hr(X, a^) = Zp tel que cT = A • Br > 

si j < r < n . 

Les ©Y-modules TT sont munis d'une graduation naturelle : 
A * x 

TT^ çi~ - © (TT^ fìl)s . Donc HJ(X, ni) = HJ(X, TT^ ni) est aussi gradué U est 

i i -1 f 3 affine). Soit 8̂  :w<^ù**** Q~ la contraction par le champ d'Euler : zv - ^ r ; 

on obtient un complexe de chaînes exact : 

0 n+i 
<x 

xw 

x 
x< < 1 

X< 
3i xw 

,;^^ 
0 

qui reste exact quand on applique le foncteur TT^ 
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Le morphisme d • I TT ftL -> TT fti, 1 
1 * X * X 

est compatible avec les graduations. On a 

ni = kerlV. : (TT Œ!) > (TT ni,'1 ) 1 
X Li * x ° 

donc une suite exacte : 

8 • 
0 -> ftj > (TT çil ) —L> fil"1 —» 0 

X * X 0 ^ 
qui s'insère dans une suite de complexes de De Rham : 

0 -*nv (TT ŒV,) ^ —• Q" 1 — » 0 . 
X * X 0 * 

Ceci entraîne : 

Proposition 1.5. : Il y a des suites exactes "de Gysin" 

... + H ^ U , nî) + H ^ U , w < b : ; ^ ^ - HJ'(X, n!) -* HJ'(X, nî)0—» ... 
X X 

et ... ̂ f l ^ U , fiU Nr~2(X, nY) Wr(X, n') -> Hr(X, « A -» ... 
X 0 A A X 

Théorème 1.4. : 

a) (i) Hj(X,fiï)o = 

* Zp , (i,j) € {(0,0) , (n+l,n)> 

0 , i+j i {n,n+l}, (i,j) £ {(0,0) , (n+l,n)} 

^ libre, i+j = n+1 , î j ou i+j = n 

(ii) rg Hj(X, fii+1)Q = rg Hj(X, qI)q = 
rg HJ(X, nj) , i+j = n, i fi 

rg Hj(X, nj)-l , i = jx<< 

(iii) Tor Hj(X, ni)Q = 2ZP/A • Zp , i = j = Bil 

b) nr(x, rf.)n = e H J ( X , ni)ft 
X 0 i+j=r X o 

c) Pour chaque r les modules H (X; Zp) et H (X, a*)Q ont le même rang et la 

même torsion. 
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Esquisse des modules HJ(X, n~)Q : 

TL , x : libre , o : torsion possible 

5 

n 

j 

o 

1 n 
n pair n impair n 

i 

O 

Remarque : La partie c) implique dim Hr(X; Œ) = dim Hr(Xff,fiV> ) . D'autre part 
IL Y 0 

(E 
nous avons rappelé que Hr(X; Œ) = Hr(Xff, ) , ce qui implique Hr(Xff, ri~ ) = 0 

XŒ XŒ 

pour s ? 0 . On peut déduire ceci directement du fait que la restriction de 
o d1 + d1+1 « ai à (TT^ Q!)s est la multiplication par s , cf. [Do] 2.1.3 

(d1 := opérateur de Cartan) : on a ici un opérateur d'homotopie qui montre que les 

multiplications par s et 0 sur HJ(X, ri«>)s coïncident. Donc WJ(X^, ri~ )s = 0 , 
X X(E 

s f 0 . 

Ceci n'entraîne pas que HJ(X, d») = 0 pour s f 0 , donc il n'est pas clair 
que l'on puisse omettre l'indice 0 dans c). 

Dans les paragraphes suivants on va considérer une situation plus générale et 
Al 

étudier des intersections complètes quasi homogènes. On va garder l'hypothèse que X 

est lisse mais permettre à X d'avoir des singularités ; il est donc préféra­

ble de modifier le complexe de De Rham de X . On ne va pas étudier la situation la 

plus générale mais se borner à des cas où on garde essentiellement les mêmes résul­

tats qu'ici. 

Notons enfin que les théorèmes ci-dessus seront aussi des conséquences des 

théorèmes démontrés dans les paragraphes suivants. 
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§2. Cohomologie à coefficients dans Zp de quelques intersections complètes quasi-

homogènes 

Supposons que f j , . . . , ^ € ̂ [zo",,,zm] sont cluasinom°gènes de degrés 

dl9...,dk par rapport aux poids w0>««-»wm > c.-à-d. f. = Zay z^0-...* ẑ"1 , 
o* * * m 

où ^ = 0 si vQw0 +...+ vmwm T< d. . Les entiers w0»«««»wm sont choisis 

tels qu'ils ne sont pas tous divisibles par un nombre premier p donné. 
Définissons une graduation de Œ[zQ,...,zm] par deg z^ := , v = 0,...,m . 

Supposons que f^...,^ définissent une sous-variété lisse X de dimension n+1 de 

Aj£ , où n := m-k et Aj£ est le complémentaire du point défini par (z ,...,zm) 

dans AŒ = Am+1 := Spec Œ[zQ,...,zm] . On a une sous-variété induite X de 

:= Proj (E [z0,...,z ] , où Proj est formé par rapport à la graduation défi­

nie en haut. Notons que X est une sous-variété lisse de l'espace projectif ordi­

naire si wQ =...= wffî = 1 ; en général, X peut avoir des singularités. 

Soient X et X les espaces analytiques correspondants. On peut montrer que 

X est une V-variété, c.-à-d. localement le quotient d'un espace analytique lisse 

par un groupe fini ; cf [Do] 3.1.6. On a I cA* = Œm 1 \ {0} ; considérons sur 

Œm+1\{0} l'action de Œ* : c-(zQ,... ,zj := (CW\,... ,CWmzm) . 0n a X = X/Œ* . 

Soit Uv : {z € Œm+11 ẑ  f 0} , Gw le groupe des w^-ièmes racines de l'unité ; 

on a <Lm/G = /<E* , où l'action de Gu, sur Œm est donnée par 

/ \ / wo wv-i wv+i wm x c»(ç1.. ,çm) = (c çx,...,c ç ,c cv+1»...»c ç.m) et l'isomorphisme est induit 

par (?! g ^ l ^ V 1. ^ i » ' - - ^ • 

On a un isomorphisme induit Xv/Gw = (X n U l/I* , où X^ est l'espace analyti­

que lisse U e Œm I f ,çv,l,çv+1 çm) = 0 , j = l,...,k} . Pour plus 

de résultats, voir [Do] . 

Pour simplifier supposons que n > 0 . 

Proposition 2.1. : 

a) Hr(X; 2Zp) = 

Zp , r = 0 , 2n+l 

0 , r i {0, n, n+1, 2n+l} 

1 ibre, r = n 

b) rg Hn(X; 2Zp) = rg Hn+1(X; Zp) . 
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Démonstration : Soit z := {z € X I lzQ|2 +...+ U J 2 = e2},e étant un nombre réel 

positif assez petit. On sait que z est une variété différentiable de dimension 

2n+l qui est un rétracte par déformation de X . D'après le théorème de Lefschetz 

local [Ha 1] (Satz 1.2) z est (n-l)-connexe. Le reste est clair à cause de la 

dualité de Poincaré. 

Soit TT : X ̂  X la projection canonique. On a R°%((Zp)~) = (zp)x » 

R^TT ((Z U) = 0 , j ^2 . Si l'on avait R 1 * ((Z M '= (Z ) "la suite "spectrale 
* P X * P X P X 

de Leray :" HJ(X, R\((Zp)<-)) — > H1+J'(X, (Zp)j-) conduirait à une suite exacte 

de Gysin : "~ " 

... + Hr-1(X; Zp) Hr"2(X; Zp) •* Hr(X; Zp) Hr(X; Zp) 

qui permettrait d'étudier X • Mais en général il faut travailler modulo des sous-

espaces (ou aussi avec des coefficients non constants) : 

Après une rénumérotation des coordonnées il y a un i , -1 < i < m , tel que : 

p|w <=>v < % , 0 < v ^ m . 
v 

Soit Z la sous-variété de Aff définie par z£+1,...,zm et Y := X n Z . 

Soient Z et Y les sous-variétés de p£w^ correspondantes. 

Proposition 2.2. : Il y a une suite exacte de Gysin : 

... + Hr_1(X,Y; Zp)-*Hr~2(X,Y; Zp) - Hr(X,Y; Zp) - Hr(X,Y; Zp) - ... . 

Démonstration : On vérifie que R 1 ^ ( Z )- j) = (Z ) où 

TT : = T T | X \ Y : X \ Y - X \ Y . 

Après une rénumérotation des polynômes f 9...*f^ 11 y a un nombre K , 
0 = ^ < k 9 tel que p|d. <==> j s * , j = l,....k . 

Proposition 2.3. : 

a) Y est définie dans^x<<<< par ^ fK'z]l+1","zm • 

b) (i) Y = 0 si i-K < 0 . 

(ii) Y est non-vide et lisse de dimension si 9,-K г 0 . 

AS Kf 

Démonstration : a) On peut travailler avec Y au lieu de Y . Considérons l'action 

de Œ* sur Œk : c . (t1,...,tk) := (c**1^ ,... ,cdktk) , et les applications 

f : <Lm+1 - <Ek , g : Œm - Œm , h : Œk - Œk , F : <Lm+1 - <Ck , définies par 
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f := (f^.-.ff^) » g(z) := e2in/p <> z (voir le début de ce paragraphe), 

h(t) := e2TM//p ° t , F : = h ° f = f ° g (à cause de la quasi homogénéité). En déri-

3Fi , x 2Trid./p 9̂-î , % 
vant, on obtient en un point z de Z : j^- (z) = e J (z) = 
2TT1W /p 3f, v 3f . * 

e V 3z ^ pour J" = 1'---»k » v = °»---»m » donc (z) = 0 » 

j = K+l,...,k , v = 0,..., «, . Ceci implique : f +1 = . . . = s 0 sur £ . 

b) Soit z € Z . On vient de constater que r-̂ - (z) = 0 , j = K+l,...,k , o Z A> V 
v = 0,...,A . Comme X est lisse de dimensionj^n,i?é^ m-k+1 , 

3f, 
rg ((t-^ (z)) ) = k si z € X . Le reste est clair. 

az„ .i=l,...,k,v= 0 m 

Considérons maintenant plusieurs cas spéciaux : 

I. Supposons qu'on a 

(A) Y = 0 . 

D'après la proposition 2.3 ceci signifie A-K < 0 . 

Théorème 2.1. : Sous l'hypothèse (A) on a l'assertion du théorème 1.1. 

Démonstration : D'après la proposition 2.2 on a une suite exacte : 

... - Hr"!(X; Z ) - Hr"2(X; Z ) Hr(X; IL) - Hr(X; Z ) - ... . 

En utilisant la proposition 2.1 on obtient l'assertion pour r ̂  n par récurrence 

sur r , pour r > n par récurrence sur -r . 

Soit A := 
d.....d. 

€ 0 
o m 

x< 

Théorème 2.2. : Sous l'hypothèse (A) on a : 

A e Zp , et l'assertion du théorème 1.3 reste vraie. 

n+1 

Démonstration : Grâce à la proposition 2.1 il suffit de considérer H (X; Zp) . 

Pour n pair, la suite exacte de Gysin donne 
0 - Hn+1(X; Z ) - Hn(X; Z ) - Hn+2(X; Z ) - 0 

P r n H 
librej^n,i?é^ Z 

donc H (X; Z ) est libre, du rang indiqué. 
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Pour n impair, on obtient : 

Hn-i 
[ X ; Z ) 

• Hn+1 wx<< Hn+1(X; TL) - Hn(X, 2Z ) - 0 

wùm 
x<ww 

cvvww libre 

donc Hn+1(X; Zp) = Hn(X; Zp) © Coker(Hn" X(X; Zp) + Hn+1(X; Z )) . 

Il suffit donc de déterminer le conoyau de 

H ^ U ; Zp) - Hn+1(X; Zp) . 

Soit dk+1 =...= dm+1 le plus petit commun multiple [w£+1.. ,wm"J de 
m d̂ /ŵ , 

w04.i>---»wm • si 1,Qn définit f. := z a. z J , j = k+l,...,m+l, les coef-

ficients a. étant suffisamment généraux, on obtient que {z € Œm+1|f (z) = ... = 

fm+1(z) = 0} = {0} : on applique le théorème de Sard à la projection de l'espace 
lisse {(z.(ajv)j=ri>...,m+1;v=1+1 J * (l~\<(0}UZ)) « | ("«H-*>|fl{z> =... 

= f. (z) = 0 , z a , zdJ/w^ = 0 , j = k+l,...,m+l} sur <E(n+1 )^m"*). L'applica-

ti on (f|<+1»*««»fm+1) induit un morphisme de suites exactes de Gysin : 

... -> H ^ U ^ V O } ; Z ) -Hr"2(Pn;Zp) + Hr(Pn;Zp) - ... 

... - H (X; Zp) - Hr~2(X; Zp) Hr(X; Zp) - ... . 

On utilise ici qu'on peut identifier R1ir^(Zp)^ avec (^p)^ d'une façon convena­

ble : p X d. , j = k+l,...,m+l. 

Il suffit donc de considérer le morphisme H2n+1(Œn+1\{0}; Zp) + H2n+1(X; Zp) . 

Pour cela on détermine le degré de (fk+1,... »fm+1 ) : X Œ \{0} , ou bien celui 

de (fl fm+1) :cvwwww ̂Œm+1 . 

Comme ^1"">fm+1 sont quasi homogènes de degrés d1>*«*>dm+1 Par rapport à 

d1•...*d j 
wn»-««»wm ce degré est . Comme p / d, , j = k+l,...,m+l , on 

o m 
obtient le résultat cherché. 
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On va considérer maintenant un autre cas qui est très spécial. 

II. Supposons qu'on a : 

(B) k = 0 

Dans ce cas X = A* , X = P£w) , Y = Z , Y = Z . 

L'analogue du théorème 1.3 est trivial parce que X = I \ (0) : 

"Théorème" 2.3. : Sous l'hypothèse (B) on a : 

Hr(X; ZZp) =-

Z , r = 0 , 2m+l 

0 sinon 

Par conséquent : 

Proposition 2.4. : Sous l'hypothèse (B) on a : 

Hr(X,Y; Z ) = 

"Zp , r = 2*+2, 2m+l 

0 sinon 

La suite exacte de Gysin (proposition 2.2) implique : 

Proposition 2.5. : Sous l'hypothèse (B) : 

Hr(X,Y; Zp) = 

Zp , 2)1+2 < r û 2m , r pair 

0 sinon 

Théorème 2.4. : Sous l'hypothèse (B) : 

Hr(X; Zp) = H R ( P ( W ) ; Zp) -

Zp , 0 s r ̂  2m , r pair 

, 0 sinon 

Démonstration : par récurrence sur m , en utilisant la proposition 2.5. 

III. Supposons maintenant qu'on a : 

(C) p ;dt,..., p |dk (i.e. K = 0) , k > 0 . 
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D'après la proposition 2.3 ceci implique Y = Z . 

Proposition 2.6. : 

Hr((Lm+1\{0},X ; Z ) = 

Z p , r = 2n+2, 2m+l 

0, r i {n+1, n+2, 2n+2, 2m+l} 

libre, r = n+1 

Ceci résulte de la proposition 2.1 et du "théorème" 2.3. 

Proposition 2.7. : Sous l'hypothèse (C) on a une suite exacte de Gysin : 

... - H ^ U ^ V O h X ; Z p) - H
r" 2(P ( w ),X; Z p) - H

r(P ( w ),X; Z p) 

-> H r(Œ m +\{0},X; Z p) - ... 

Démonstration : analogue à celle de la proposition 2.2. 

Proposition 2.8. : Sous l'hypothèse (C) : 

H r(P ( w ),X; 2Zp) = 

Z^ , 2n+2 û r ̂  2m, r pair 
P 

libre , r = n+1 

0 sinon 

Démonstration : On utilise les propositions 2.6 et 2.7. 

Comme dim X = n on obtient l'assertion pour r > 2n+2 à cause du théorème 2.4. 

Après une renumérotation de w

0>»«-»
w

£ nous pouvons supposer que i/w v € Zp , 

\> = 1,...,£ . Soit dj := [ w

m + 1.j>«••>w mJ , j = k+l,...,m+l . Si l'on définit 

m d-j/wv 

f, := z a. z J , j = k+l,...,m+l, les coefficients a. étant suffisam-
J v=m+i-j J v v J v 

ment généraux, on obtient que {z € Q;m+1 ]f}(z) =...= f m + 1(z) = 0} = {0} . Soit 

d := (d1

 d

m+i) > 1
 : = { ( t i'--- j tm + i ) € « m + 1 M 0 > I tx=...= t k = 0} et B le 

sous-espace correspondant de P ^ . L'application (f J,...»f m + 1 ) induit un 

morphisme de suites exactes de Gysin : 
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— > H ^ ^ R V O } , B; Z ) - Hr~2(P(d),B; Z ) - Hr(P(d),B; Z ) - ... 
i P i P i P 

... + Hr~^Cm+\{0},X; TL) - Hr"2(P(w),X; TL) + Hr(JP(w) ,X; Zp) - ... . 

En particulier on obtient un diagramme commutatif : 

H2n+1(B; TL) t H2n+2(Cm+1\{0},B; TL) — H2n+1(P(d),B; Z J = 0 
i P P P 

H2n+1(X; 2Zp) ^ H2n+2(Œm+1\ {0},X; Z )j^n,i?é^ H2n+1(P^,X; 2Zp) . 

L'application verticale à gauche est un isomorphisme, parce que le degré de 

( f f ,) : Œm+1 - Œm+1 est ^ ' ' " ' ^ et est une unité de 
1 m+1 wo-----wm V i - j 

Zp , j = l,...,m+l ; donc H2n+1 (JP^W^,X; Zp) = 0 . Le reste est clair. 

Théorème 2.5. : Sous l'hypothèse (C) on a l'assertion du théorème 1.1. 

Démonstration : On utilise la suite exacte longue de cohomologie pour (P/W',X) . 

La cohomologie de J P ^ est connue par le théorème 2.4. Comme dim X = n il suffit 

de considérer le cas r ̂  2n , donc les cas r = n , n+1 . On a la suite exacte : 

0 -, Hn(P(w); TL) + Hn(X; TL ) + Hn+1(P(w),X; Z J 
r r r 

• Hn+1(Plw); Zp) -, Hn+1(X; Z ) - 0 . 

Si n est pair, Hn+1(JP^w'; Zp) = 0 , ce qui implique l'assertion. 

Si n est impair, Hn+1(P(w); Zp) = Zp et rg Hn+1(X'» 2Zp) = dim Hn+1(X; Q) = 1 , 

puisque l'on a une suite exacte de Gysin à coefficients dans Q ; donc 

Hn+1(X; Zp) = Zp . Le reste est clair. 

Théorème 2.6. : Sous l'hypothèse (C) on a l'assertion du théorème 1.3, en posant 

A := 1 . 

Démonstration : A cause des propositions 2.7 et 2.8 on a : 

Hn+1(X; Zp) Hn+2(Œm+\{0},X; Zp) « Hn+1(pM,X; 2Zp) et Hn+1(pM,X; Z ) est 

libre. Avec la proposition 2.1 on obtient donc (i) et (iii). La suite exacte consi­

dérée dans la démonstration du théorème précédent donne enfin (ii). 
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§ 3. Cohomologie de De Rham (modifiée) de quelques intersections complètes quasi-

homogènes 

Soit p un nombre premier. Commençons comme au § 2, mais en travaillant avec 
7L au lieu de Œ . Considérons sur l'anneau A := 2Z Jz .. ,zl la graduation 
p pL o mj 

donnée par deg ẑ  := , v = 0,...,m, où les poids w0>-«"wm sont des nombres 

entiers positifs qui ne sont pas tous divisibles par p . Soient € A des 

polynômes quasi homogènes de degrés dlS...,dk par rapport à w0»""»wm • ̂ oit 

A := Spec A et A* le complémentaire de la sous-variété définie par (zn,...,zm) 
dans A . 

Supposons que ^.....f^ définissent une sous-variété lisse X (sur Zp) de 

codimension k dans A* . Soit X le sous-schéma de P ^ := Proj A correspon­

dant ; soit n := dim X , c.-à-d. n = m-k . 

Dénotons par Ql = Sm+1 le A-module des Zp-différentiels sur A , soit 

S*1 = 8^+1 •= A1^1 ; en posant deg dz^ := nous obtenons une A-algèbre graduée : 

© a1 . Soit := ç^/7L le (̂ -module associé à fi1 et := ^ |A* . Déno-

tons par TT : A* -* P la projection canonique ; le module TT^ ^ est un ^p(w)" 

module gradué. Comme TT est affine, HJ*(A*. n\) = HJ'(P^, TT FYL) ; on a donc 
A * n\ 

une graduation induite : HJ'(A*, çi^) = e (HJ'(A*, i^*))5 . 

Si l'on remplace q} par &V(f 1,... ,f k, dfl9...,dfk) on obtient de la même 

façon une graduation sur HJ(X, fi^) . Comme l'opérateur d de Cartan respecte la 

graduation on a aussi une graduation sur H (X, . Au vu du § 1 il est naturel 

de considérer H (X, n~)Q au lieu de H (X,ft*0 . 
X X 

Soit n > 0 . 

Théorème 3.1. : 

a) Hj(X, ni) = 
A 

' Zp, (i,j) e {(0,0),(n+l,n)> 

0, i+j ¿ {n,n+n, (i,j) i {(0,0),(n+1,n)} 

libre, i+j = n 

b) rg Hj(X, nj+1) = rg Hj(X, flï) si i+j = n . 
A A 

Démonstration:a) en plusieurs étapes : 

(i) Hj(A, çifo) = 0 , j > 0 (A affine) , 
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j^n,i?é^x< 
j^n,i?é^<< 

2p, s = i = 0 

0, s < 0 ou s = 0, i > 0 
et H°(A, ̂ )s est libre (sur Zp) 

(ii) Soit 0 := Ik \ A * ; on a une suite exacte : 

... - HJfl, nj) * Hj(A, nj) * Hj(A*, njj * ... . 

Soit d'abord m = 0 : dans ce cas A* est affine, Hjj(A, ŝ ) = 0 , j ̂  1 , 

Hj(A, n^)s est libre, 

j^n,i?méxx^ 
j^n,i?ém^<< 

ZL , (s,i) = (0,1) 

w 0 , s > 0 ou s = 0, î M . 

[iii) En général, on aura, puisque © est le produit tensoriel des algèbres 

correspondantes pour chaque coordonnée : 

HJgA. qj) = 0 , j f m+1 ; H™+1(A, ̂ )$ est libre ; 

j^n,i?<é^<< 
j^n,i?<<é^<x 

Zp , (s,i) = (0,m+l) 

0 , s > 0 ou s = 0 , i f m+1 . 

jv) On déduit de (i), (iii) et la suite exacte en (ii) : 

Hj(A*,Hm(p(w)= 

H ° (A. si) , i = o 

(v) Soit s ̂  0 . Pour 0 ̂  p s k on a : 

H°(A, ^) , j = w<<$^^^^o<< 
H°(A, ^) , j = o^*ù^ù**xw<< 

Zp , s = i = j = 0 

0 , j < m-p , (s,i,j) f (0,0,0) 

libre, j = m-p 

On démontre ceci par récurrence ; on a pour p > 1 une suite exacte : 

f 0 

о - .̂/(v-.-.f ) > ^ / ( ^ . . . . . f ) * ^ / ( f i f ) . о 

qui donne une suite exacte longue : 
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. . . . H V * . 4 * / (v....fp_i»s-d HJ(Ä*' ̂ * /(fi fP-i)}s 
P W 

0, i+j < n , (s,i,j) f (0,0,0)^w< 
<0, i+j <<x n , (s,i,j) f (0,0,0) 

(iv) Soit s ^ 0 . Pour 0 ̂  p ̂  k , on a 

H J V , ^./(f1,...,fk,df1,...,dfp))s = 

Zp , s = i = j = 0 

0, i+j < n , (s,i,j) f (0,0,0) 
w libre, i+j = n 

On démontre ceci par récurrence sur p et i ; on a pour p ̂  1 une suite 

exacte : 

0 + ^;1/(f1,...,f|c,df1,...,dfp) 
df 

P ^.H°(A, ^) , j = o 

H°(A, ^) , j = oH°(A, ^) , j = o 
H°(A, ^) , j = oc<<bbb;vb=$x<<<<x 

Ceci provient de 1 'hypothèse que f,»...,f,, définissent une sous-variété lisse de 

codimension k dans A* . 

On a donc une suite exacte longue : 

HJV, ^./(f1,...,f|c,df<<<<1,...,dfp_1))swx< 
HJV, ^./(f1,...,fk,df1,...,dfx<<<<<<<p))s = 

dfpA 
H J V , ^./(f1,...,f|c,df1,...,dfp_1))s 

Hj(A*, fì^/(f1,...,fk,df1,...,dfp)s - ... 

(vii) En particulier on obtient l'assertion a) pour i+j ̂  n . 

Pour traiter le cas i+j > n , on procède comme en (v) et (vi) et on démontre pour 

0 < p < k : 

si s z d +...+ d , j > 0 , on a 
i P 

Hj(A*, ^/(f1,...,fp))s = | 
Z , (s,i,j) = (d^.-.+d , m+l,m-p 

0 sinon 

si s z d +...+ d. , i+j > m-p+1 , on a 

Hj(A*, ^*/(f1,...,fk,df1,...,dfp))s = 
Z , (s,i,j) = (d +...+dk,m+l-p,n) 

0 sinon 

[par récurrence sur p et -i) . 
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Si p = k on obtient a) pour i+j > n+1 . Le cas i+j = n+1 est trivial, 

b) On a rg Hj(X, ni) = dim H j ( L , ni ) . 

Quitte à remplacer p par un autre nombre premier convenable on peut donc supposer 

que p / w0,...,p/wm , c'est-à-dire qu'on a la condition A ci-dessous. L'assertion 

découlera donc du théorème 3.3.-

Supposons maintenant que les coordonnées zQ,...,zm et les polynômes t^,..., 

fk sont numérotés de telle façon qu'il y a des nombres il , -1 û % < m , et K , 
0 û K ̂  k , tels que p|w <=>v % 0 ^ v û m ; p | d - <t=> j ^ < , l ^ j ^ k . 

^ J 

Soit Z la sous-variété de A définie par (z0..,...»zm) et Y := X n Z . 

Soient Z et Y les sous-variétés de P W correspondantes. 

Proposition 3.1. : On a l'assertion de la proposition 2.3 (avecA au lieu de Aj£). 

Démonstration : Ceci résulte de la proposition 2.3 et la lissité de X : Comme 

fK+1 = ... = fk = 0 sur Z , ces polynômes appartiennent à l'idéal engendré par 

z ,...,z dans Œ[z ,...,z ] , donc à l'idéal correspondant dans A , ce qui 
XJ ' 1 IN U II! 

implique a). Soit K la clôture algébrique de Z/p2Z ; on a L.. = ... e f. = 0 
af K 

sur ZK , donc = 0 sur ZK , j = *+l,...,k , v = 0,...,«, . On peut maintenant 
raisonner comme dans la démonstration de la partie b) de la proposition 2.3, en y 

A» A* « V A * 

remplaçant Œ par K et Z, X par ZK , XK . Le critère jacobien de lissité 

[Gr 2] (Th. 4.10) implique b). m 3 
On a un champ d'Euler modifié : z w z , qui définit des applications 

v=0 v v 3Z^ 
9i : — > • 0° va dénoter les applications induites aussi par 3̂  . Notons 
que a.j : TT^ nl> -> TT^ ni"1 respecte les graduations ; posons 

* X * X 

ni := ker(3. : (TT al)n + (TT fil_1)J • X i N * X 0 * X 0 

Lemme 3.1. : Les 3. définissent un homomorphisme de complexes 

3 : ( (TT ftV,).d) —> ( ( T T fiV1 ) >d) . N x * X o * X o 

Démonstration : Un calcul dans [Do] 2.1.3 montre que 3̂ +1 ° d1 + d1"1 ° 3̂  coïnci­

de avec la multiplication par s sur (TT^ nl)s . 

On a donc un complexe (8* ,̂ d) . On va considérer 

HJ'(X, n^) et Hr(X ,nx) 
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comme cohomologie de Hodge ou de De Rham modifiée. 

Considérons des cas spéciaux qui sont parallèles aux cas étudiés en § 2 : 

I. Supposons qu'on a : 

(A) Y = 0 , c'est-à-dire ä-K < 0 . 

Proposition 3.2. : Sous l'hypothèse (A) on a l'assertion de la proposition 1.5, en 

y remplaçant par . 

Démonstration : Comme dans la démonstration de la proposition 1.5 il faut vérifier 

qu'on a un complexe de chaînes exact : 

n „n+i 3n+i n an 3i n n 
X X X 

Considérons d'abord Thomologie de (g, 8#) . Ce complexe est le produit tensoriel 

des complexes analogues pour chaque coordonnée. Pour le cas m = 0 , on obtient : 

V a . 8.) = 0 , i f 0 ; H0(a, 3.) = 2Zp[zo]/(wo zo) . 

Dans le cas général on applique la formule de Kunneth. Comme p/w^ , v = *+l,...,m , 

on obtient pour le A-module H^çf, a#) : H^S, \ ) = Hf (£» 3.)/(z£+1 »• • • »zm) » Par 

conséquent : ^ (d^ , 3#) I A* \ Z = 0 pour tout i . 

La démonstration du théorème 3.1 montre qu'on peut parvenir à n*.̂ * = par des 

suites exactes, donc ^-(fi^ > da) = 0 pour tout i . 

Théorème 3.2. : Sous l'hypothèse (A) on a l'assertion du théorème 1.2, en y rempla-
i **i çant iï^ par . 

Démonstration : a) D'après la proposition 3.2 on a une suite exacte de Gysin : 

... -> H ^ U , ni)_ ->- H ^ U , + Hj(X, 3Y) - Hj(X, nl)ft + ... . 
X U A A X 0 

On obtient la partie a) du théorème par récurrence sur i (pour i+j < n) ou -i 

(pour i+j > n) , en utilisant le théorème 3.1. 

b) D'après la proposition suivante on a : 
Ur(Xff, nY ) = e Hj(Xff> SI ) , donc rg Hr(X, n'Y) = S rg HJ'(X, al) . 

a A([ i+j=r a \ i+j=r A 

Comme les H°'(X, a^) sont libres et E1̂ ' = HJ(X, flj) =>H1+J'(X, î?x) on obtient b). 
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c) On a rg Hr(X; ZZp) = dim Hr(X, Œ) = dim 3Hr(XŒ, n'x )= rg Hr(X,n"x) , cf. 

proposition 3.3, Comme Hr(X, n#Y) est libre (cf. b) et Hr(X; TL ) aussi (théorème 
A P 2.1) on obtient c). 

Dans la démonstration du théorème 3.2. on a utilisé la 

Proposition 3.3. : Pour tout r on a : 

Hr(X; C ) = Ur(X, nY) = Hr(Xff, aY ) = © Hj(Xff, n j ) 
~~ - a X(C i+j=r Œ \ 

où nx et nj sont les analogues de nj . 

Démonstration : La variété Xg. possède une structure de Hodge mixte canonique qui 

est en fait pure parce que XQ. est une V-variété complète, cf. [De 1] (8.2.4) et 

[St] (1.5). Soit z le lieu singulier de X » on a codim z > 2 parce que Xff 

est normal. Soit U : = x \ z et i : U X l'inclusion. D'après [St] (1.12) on 

peut calculer la décomposition de Hodge avec \^ n^ : 

Hr(X; C ) = Ur(X, i n ) = . © Hj(X, r ç?) . 
— — * U> i+j=r — * u> 

En effet, n^ = nj : Soit i : = T T ^ I ) , U : = ir^OJL) , TT' := ^|U:U,^^. 

Comme codim z z 2 et n i est localement libre sur on a = n~ , \ étant 
X A IL A <\) — . . . 

l'inclusion de dans X » donc 77 ^ ^ fiJî = * TT' n~ . La graduation sur 

TT ni. induit des filtrations décroissantes sur TT ne? et TT ni ; on peut donc 
* xŒ * xŒ * x 

parler de (TT ni) . On a : 
r * X 0 

«X = ker(3i : U*HJV, ^./(f(% « P V 

= ker(ai : ix^tyo * ( V . o ï 1 ) , , ) 

= 0, i+j < n , (s,i,j) f (0,0,0) 

Il suffit donc de démontrer que 

0, i+j < n , (s,i,j) f (0,0,0)0, i+j < n , 
0, i+j < n , (s,i,j) f (0,0,0<<nmc<<<<)w<, 

Mais ceci est clair pour i = 1 , d'où on passe au cas général. 
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Ûne autre démonstration de i* ft^ = SJ a été trouvée par J. Steenbrink 

[à paraîtrej). 

On a donc : Hr(X; Œ) = Hr(X, nY) = 8 HJ'(X, S J ) . 
A i+j=r ~ A 

D'après GAGA on a : Nr(X, S"x) = Wr(XŒ, n"x ) et HJ(X, S J ) = H ^ X ^ S J ) . 

Théorème 3.3. : Sous l'hypothèse (A) on a l'assertion du théorème 1.4, en y rempla-

i -i DR-*-"dk 
çant ftY par fiY et en posant A := — . 

o m 
(N.B. : On sait déjà que â e Z d'après le théorème 2.2.). 

Démonstration : a) A cause du théorème 3.1 a) on a déjà l'assertion pour 

i+j i {n,n+l} ; de plus HJ(X, njr)0 est libre pour i+j = n . En utilisant la 

proposition 3.2 et le théorème 3.2 on voit qu'il suffit de considérer H1"1^, tify) Q 
i ** i n+1 et H (X, Œj?)Q pour n impair, i = -y- . On a dans ce cas la suite exacte : 

H1"1^, ni) H1"1(X, SJ"1) + H1(X, S j ) ->• H^X, 4 ) n - H1(X, Si"1) 
A 0 H A B A A 0 A 

Z Z libre 
P P 

Il -suffit évidemment de démontrer que l'homomorphisme H 1 " 1 ^ Œ^"1) H1(X> S J ) 

correspond à la multiplication par A , si i = . (*) 

(w) 

Soit %^ le complémentaire de la sous-variété de P V ' définie par ; on 

peut calculer les groupes H1(X,nJ) , i > 0 , par 1p recouvrement % = (U»o,..., ̂ *m)• 

Soit n1 € C 1 - 1 ( V - , (TT ^1A*)n) défini par : 

i 
:= w • ... • v/ 

o m 

dz 

w z 
Vq ^0 

A ... A 
dz 
vi-i 

w z 
1-1 1-1 

xw 

v -j -1 1 
Soit 6 l'opérateur de cobord de Cech, w := 3n . 
On vérifie : ôn1 = w1 . Ceci montre qu'on a dans la suite exacte de Gysin (pour 

i z 1) : 

H ^ U , S J ' 1 ) - H1(X, S j ) 

0, i+j < n , (s, 

Evidemment [w0] = wQ • ... • wm • 1 . En outre, on vérifie : 
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[o/M e Hn(x, S!) 

[n n t ll € Hn(X, 

[df ] A... A d V n "
+ 1 ] € H > * , ^ / ( f , f k ) ) V . . . + d k 

x< 

[dl-....dk-,
m+1] € H > * , N ; R ) 0 

en utilisant 3dfj = dj • f. , j = l,...,k . 

Comme - m+i -, 
n 

est un générateur de Hm(A*, ïÇtl)Q = H
m + 1(A , ̂ + 1 ) Q et 

H ^ U , n j - 1 ) -, H^X, nj) est un isomorphisme pour 
. , n+i 

1 û 1 ̂  n , 1 f ^ » o n 

obtient (*) . 

b) On peut déduire du théorème 3.1 que H r(X, n*)0 = 0 , r f 0 , n, n+1, 2n+l . 

D'après la proposition 3.2 on a une suite exacte de Gysin : 

... -> hr~l(ï, ri~)Q -> H
r~ 2(X, n ) -> H r(X, n -

x) -, W r(X, ri^)0 - ... . 

D'après le théorème 3.2 on a H r(X, n\) = 0 HJ(X, ni) . 
A i+j=r A 

En raisonnant comme dans a) et en comparant on obtient b). 

c) D'après le théorème 3.2 on a rg H (X; TL ) = rg H (X, n\) . Par comparaison 
P * 

du théorème 2.2 et des a), b) ci-dessus on obtient c). 

Remarque : On peut déterminer tous les groupes considérés explicitement. Il suffit 

de calculer h (j , n~ i(X) où hJ,J(X) := rg Hj(X, n^) - ô.j , i,j = 0,...,n . 

D'après [Ha 2] ou [Ha 3] (Th. 1) on a la formule suivante : 

hj '"" 1 '^ ) = ( - l ) n " 1 r e s x = œ r e s Y = o o X ' V ^ Q U J ) , 

où 1 m 1+YX v k 1-X J 

Q(X,Y) := t̂ y n .n -i-^j-T . 
1 + Y v=o !_X^ J=i 1+YX J 

II. Supposons maintenant qu'on a 

(B) k = 0 . 

On a X = Ih* , X = P ( w* , Y = Z,Y = Z , m = n . 
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Théorème 3.4. : Sous l'hypothèse (B) on a : 

a) HJ(X, fil) = 
X o 

Zp , (i,j) € {(0,0), (m+l,m)} 

0 sinon 

b) 0, i+j < w<<<<n , (s,i,j) f (0,0,0) 
0, i+j < n , (s,i,j) f (0,0,0)w<<<<<< 

c) Pour chaque r les modules Hr(X; 2Zp) et Wr(X, fi~)Q sont libres, de même 

rang. 

Démonstration : a) Ceci était démontré dans les étapes (i), (iii), (iv) de la 

démonstration de la partie a) du théorème 3.1. 

b) et c) : clair ; cf. théorème 2.3. 

Soit 3 1 * := ker(fil (fil)*>) , où (fil)* est l'extension triviale de al sur 
X,Y X Y X Y X Y 

X . On a un complexe de chaînes ( 3<r O ; soit 
X, Y 

3 j v := ker(3, : (TT 3 Í ~ ) n - (TT • j i ' l j j . 
X,Y i * X,Y 0 * X,Y 0 

On va considérer HJ(X, 3^ Y) et H f U , 3^ Y)Q comme cohomologie de Hodge 

ou de De Rham (modifiée) de la paire (X,Y). 

Le théorème 3.4 implique : 

Proposition 3.4. : Sous l'hypothèse (B) on a 

HJ'(X, 3 1 *)n = 
X,Y 0 

TL , (i,j) € {(*+!,*+!), (m+l.m)} 

. 0 sinon 

Proposition 3.5. : Sous l'hypothèse (B) il y a des suites exactes "de Gysin" : 

... - H*'1 ft, S Í ?)0 - H^tf,?)0 - H^tf - Hj(X, 3JjY) - Hj(X, a i *)Q - . . . 

et ...^"'(x, a : -)0 - ur"2(x, 3'jY) -wr(x, 3¿fY) - u r u , a : *)o -, . . . 

Démonstration : Il suffit de démontrer le 

Lemme 3.2. : Sous l1hypothèse (B) il y a une suite exacte : 
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o t\ 2 *v ———> \) S «v . . . — > 3 —̂  o • 
X,Y X,Y X,Y 

Démonstration : Dans la démonstration de la proposition 3.2 on avait étudié l'homo-

logie de (g"m+1, 3# ) . On a une projection q^+l ->Ji+i ̂ xx , le moduleJi+i ̂  x étant 

défini en util isant les coordonnées z0 , . . . , z£ . On avait obtenu que 

M S ^ . a . ) = (Hi(£?,;+1,3j)/(zJl+1,.. . ,zrn) ; ceci signifie que H^ft^.a. ) f 

Hj(S\+1»3. ) Pour tout 1 • Soit I# le noyau de?)0 - H^tf > on obtient 

H - ( r . 3 j = 0 , donc ^ ( 3 - - ,3# ) = 0 pour tout i . 
A , Y 

Les propositions 3.4 et 3.5 impliquent la 

Proposition 3.6. : Sous l'hypothèse (B) on a : 

H^(X, 3 ^Y^ = 

TL , Ji+i ̂  i = j û m 

0 sinon 

Lemme 3.3. : Sous l'hypothèse (B) on a une suite exacte de complexes 

о -< X,Y w< (а гх << 

d étant l'opérateur de cobord). 

Démonstration : Si C# est un complexe de chaînes quelconque, on a la filtration 
par les sous-complexes tronqués 

F^C.) : (F^C.)). = 0, j > 1 
.C. , j s i 

On a une suite exacte de complexes de chaînes (3 étant l'opérateur de bord) : 

0 + F. (ir 3 - „)n -> F . ( T T a*) + F . ( ( T T ri„)«,)n 0 . 1 * X,Y 0 1 * X 0 1 * Y X 0 

La partie 

$i + 1(F 4((» fl-)-)n) +8L(F 4(ir 3~~)J +%,(F.(n n-)J 1 + 1 1 * у л о i i * ах Y о l i * X o 

$i+1(F4((» fl-)-)n) +8L(F4(ir 3~~)J +%,(F.(n n-)Jx< 

de la suite exacte d'nomologie s'identifie avec 
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0, i+j < n 0, i+j < n , (s,i,j, (s,i,j) f (0 
PM, a1'",1. ) - HJ(PM, a1'",1. )CWWWWW<<<<<P(W), 31 , , ) 

et ^ . ^ ( ( ^ 3 - ~)0) = 0 à cause du lernme 3.2. 

Il est facile maintenant de démontrer le 

Théorème 3.5. : Sous l'hypothèse (B) on a : 

a) HJ'(X, S J ) = 
Zp , 0 û i = j < m 

0 sinon 

b) Hr(X, S ' ) = © HJ(X, ßj) 
A i+j=r A 

c) Pour chaque r les modules Hr(X, a j et Hr(X; Z ) sont libres, du 
A P même rang. 

Démonstration : a) par récurrence sur m , en utilisant proposition 3.6 et lemme 3.3 

b) clair 

c) cf. théorème 2.4. 

III. Considérons maintenant le cas 

(C: p / d ,...,p / d. , k > 0 . 

D'après la proposition 3.1 on a donc Y = Z . 

Soit 3 ^ := k e r ^ ^ J et 

Mi 

Vp(w),X * 
ker HJ-^PM, a1'",1. ) - HJ(P(W), 31x<<< , , ) 

Proposition 3.7. : Sous l'hypothèse (C) il y a des suites exactes "de Gysin" : 

... - H * " 1 » * , V * - H J - ^ P M , a1'",1. ) - HJ(P(W), 31 , , ) 
A ,X » p(w),X p(w),X 

PM, a1'",1. ) - HJ(P(W), 31 , 
PM, a1'",1. ) - HJ(P(W), 31 , 

et ... - M " - 1 ^ * . -)„ - Hr"2(P(w), r ) - w r ( p M , 3 ' , , ) 
A ,X 0 p(w),X p(w),X 

PM, a1'",1. ) - HJ(P(W), 31 , , ) 
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Démonstration Il suffit de démontrer le 

Lemme 3.4. : Sous l'hypothèse (C) on a une suite exacte 

0 < m+i 
/A*,X 

am+i < < 
w< 

.1 
V . x 

< 
3, 

0 
<c<< 
xw<< 

0 

Démonstration : On va prendre ici toujours a comme opérateur de bord. 

(i) Soit Uv choisi comme dans la démonstration du théorème 3.3 et 

-(v) := H°(^v 77 * ^) • La démonstration de la proposition 3.2 montre que H^S*^)) 

est un A-module annulé par la multiplication par , £+1 û j < m . 

(ii) Pour 0 ^ p û k et tout i , l'application 

H l t é ( v ) / ( V i f k } ) * H1(a(v)/(fl.....fk.dfl dfp)) 

est un isomorphisme. On démontre ceci par récurrence sur p . Le cas p = 0 est 

clair ; soit donc p ^ 1 . Comme p / dp , on a une suite exacte 

0 + fl/ , lfp+i,#-#,fk' 
wx<< 

<n,, (fp+1 fk °'(v)' (f .....fk) 0 

qui induit une suite exacte longue d'nomologie. L'application de bord 

H.j(«^/(fp .... »fk)) •* ̂ i_i(S(v)/(fp+1»'">f|<)) admet une application inverse à 

droite, induite par df A ... , par conséquent, on a une suite exacte scindée : 

0 H. 
téiv)'tfp+i"-fk» Hi<2(v) (fP fk» 

'tfp+iw"-fk» (fp+1 fk)} 0 

De plus, on a une suite exacte : 

n 
H*) 

f(fl..,fk,dfx.w<<<.,df ] 
df A . . 

P c<ww (f1,....fk,df1,...,dfx<<<< 

a^vj/(f1f.-.sf|cidf1,...,df ) 0 ( * ) 

qui induit une suite exacte longue d'homologie. D'après l'hypothèse de récurrence 

on a 

Hi<«(v)/(fPfk)} = H l ( S ( v ) / ( f l - " f k ' d f l d f p - l ) } 

Considérons le diagramme 
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Hl(S(v)/tfp+l--fk)) + 
df a . 

p Hi(a(v)/(fp,,,"fk) 

xc 

Hi-1tatv)/(fi - - - -Vdfi---dfp)ï 
df a . 
P V S ( v ) ^ f Is"" 'fk'df »dfp-l)' 

L'application supérieure donnait un scindage et est donc injective. Ceci implique 

que l'application à gauche est injective. 

L'application inférieure admet une application inverse à gauche, qui est la composi­

tion de 

H 1 ( a ( V ) / ( F L . . . . . F K . D F L DFP_L ) ) ^ H . _ L ( S { V ) / ( F L . . . . . F P , . . . , F K , D F I D F ^ ) 

* H 1 _ l ( n ( V ) / ( F L . . . . . F K . D F L , . . . . D F P ) 

où la première application provient de la suite exacte longue d'homologie de 

°—*a# \/(flS...»f »...»fl,»df1,...,df ) 
vv; i p k i p-i 

d f • 
P P S ( v ) / ( f l f p f k ' d f i — ''«'V^ * S ' ( v ) / ( f l V d f l d f p - l ) ) + ° -

On a donc une suite exacte scindée : 

O - H 1 . l ( a ( V ) / ( F L , . . . . F K , D F L . . . . , D F P 

wx<<< 
Ma", »/ ( f , fk,df, df ) 
1 -\vy 1 K l p-1 

- H.(«; x/(f......fk,df,...,df )) 0 , cf (*) . 
i \v ) l K l p 

Considérons le diagramme commutatif 

0 

Hl(S(v)/tfp+l--fk)) 
x<<p^$$$+ V^V'"'fk) 

>WAdi x/(f1.....fk.df1....,df ) 
i —vv ; i K i p 

Hi(2(v)/(fp,...,fk)) 
wx •H1<fi(v>/(fl V d f , . . . . ^ ) ) 

Hl(S(v)/tfp+l--fk 
w<+ V^V'"'fk)}<<< injectif 

-Hi.1(a(v)/(f1.....fk.df1.....dfp)) 

o 

dont les colonnes proviennent des suites exactes considérées. 

140 



COHOMOLOGIE A COEFFICIENTS DANS Z(p) ET COHOMOLOGIE DE DE RHAM 

Une chasse dans le diagramme montre que la flèche horizontale supérieure est surjec-
tive : on commence en prenant comme image inverse dans H.(ft, x/(f „.„f. ,df ,..,df )) 

1 '(v) 1 k 1 P"1 
l'élément qui est appliqué sur 0 par la flèche inférieure à droite. 
Ceci achève la démonstration de (ii). 

(iii) D'après (ii) on a pour tout i : 

Hi (S(v )) i Hi ̂ "(v)^f p ,f k,df i9 • • • »df k) ) > donc 

Hl(S(v)/tfp+l--fk)) + 
Hl(S(v)/tfp+V^V'"'fk)} 

Ceci entraîne ^-¡(3** ~) = 0 . 

Proposition 3.8. : Sous l'hypothèse (C) on a : 

(i,j) € {(n+l,n+l), 
(i,j) € {((m+l,m)} 

Zp , (i,j) € {(n+l,n+l),(m+l,m)} 

0 , i+j i {n+l,n+2}, (i,j) i {(n+l,n+l),(m+l,m)} 

libre , i+j = n+1 

Ceci résulte des théorèmes 3.1 et 3.4. 

Proposition 3.9. : Sous l'hypothèse (C) on a : 

H J ( P ( W ) , 3\w) ) = 
P W , X 

Zp , n+1 û i = j ̂  m 

libre , i+j = n+1 

0 sinon 

Démonstration : Ceci est clair pour i f j à cause des propositions 3.7 et 3.8. 

De plus, H ^ P ^ , 31 /WN ) = 7Ln , n+1 ^ i ̂  m . Il suffit de montrer que 
P W , X P 

Hn+i(p(w)} qn+i ) + H " + l q f x v < < < < $ * ù ù ù est un isomorphisme. 
P W , X ( i , j ) € {(n+l,n+f * » X 

Avec les notations de la démonstration du théorème 3.3, on a : 

(i,(n+l, 
n+l),(m} 

w< 
<,;^ùùù 

w< H1+1(F(w>.31+(lw) ) . n <1 < • . 
P , X 

[w1] <cx<< 
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Hm(p(w) Hm(p(w) 
Hm(p(w) 

< (i,j) 
€ xcvv<} 

wm+i » Hm(A*, nm+1) 

x< r m+1l 

Hn+i(p(w) <c 

p 

+1 
(w) x< 

Hn+1(ft* ,3 .n+i <ccvb 'o 
x< Hn(X,b;;;c 

< 0 

r n+1l r n+1l r n+1l 
h J 

Comme dans la démonstration du théorème 3.3, [nm l] est un générateur de 

Hm(A*, nJiMo » et [nn+1] est un générateur de Hn(x, nn.+1) , parce que 
/A X 0 

P ; d^..., p ; dk . 

Ceci achève la démonstration. 

Lemme 3.5. : Sous l'hypothèse (C) on a une suite exacte : 

0 - c 
P W , X 

x< 
piwj 

w^$ 
$cx p(w) 

• 0 

Démonstration : analogue à celle du lemme 3.3, en utilisant le lemme 3.4. 

Théorème 3.6. : Sous l'hypothèse (C) on a l'assertion du théorème 1,2, en y rempla­

çant ft^ par . 

Démonstration : a) On utilise le lemme 3.5. Les formes w1 , n+1 < i < m , repré­

sentent en même temps des générateurs de 
Hi(p(w)j 

31 
V " \ x ' 

et de 

H1(P(W), w< 
'p(w)' 

Hi(p(w) 31 
p (w)>z ( Cf. théorème 3.5.). 

b) et c) sont démontrés comme dans le théorème 3.2 (cf. théorème 2.5.). 

Théorème 3.7. : Sous l'hypothèse (C) on a l'assertion du théorème 1.4, en y rempla­

çant par ftj et en posant A := 1 . 

Démonstration : a) A cause du théorème 3.4 et des propositions 3.7 et 3.9 on a pour 

i+j = n+1 : 

Hj(X, nl)Q HJ+1«fc*. 
W o 

Hj+i(p(w) 
31 
Hm(p(w) 

•1 

et Hj+1(P(w) <S 
Hm(p(w) 
¡-1 est libre, du rang 
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rg HJ( X , ̂ x'1) si i -1 f j et du rang rg HJ'( X , ftj"1) - 1 si 

i-1 = j ( cf. lemme 3.5 et théorème 3.5). Le reste est clair à cause du théorème 3.1. 

b) Il suffit de démontrer que rg Wr(X, tiy)^ = <w$^^ rg HJ(X, fil)Q . Comme 

rg Ur(X, n'ç) = dim Hr(X , n? ) et rg Hj(X, ni) = dim H ^ L , nL )Q , on peut 
X V Xç X 

remplacer p par un autre nombre premier tel que p / , v = 0 m . On 

retombe donc dans le cas I où on peut appliquer le théorème 3.3. 

c) clair, cf. théorème 2.6 et 3.6. 

Exemple : k = 1 , m = 3 , p arbitraire ; 
2 2 4 

f := zQ + z0zx + z2 + z2z3 est quasi homogène de degré 4 par rapport aux poids 

wQ = 2 , vil = w2 = 1 , w3 = 3 . 

Soient X et X les sous-variétés de ift* et P ^ = Proj Z [z0,...,zm] (formé 

par rapport aux poids donnés) définies par f . A» 

Xj est lisse sur I : on a 

AF 

3zo = 2zo + A 
3f 

3Z! • 2zozi • 
3f 
3Z2 

Hm(p(w) 
Hm(p(w) 

xw<< IL 
3z. " Z2 • 

Soit z e x . i . e . z(t"+1\(0), f(z) = 0 : si (z) = ... = (z) = 0 
3zo 3z3 

on conclut que zQ = ... = z3 = 0 , contradiction. 

XK est lisse sur K , K étant la clôture algébrique de 2Z/p2Z : il faut 
8F 3 F 

montrer qu'on a pour tout z € Km+1\{0} avec f(z) = 0 : ( JT ^ JT ^ * 0 ' 
0 3 

3F 3 F 

Si p f 2 on raisonne comme ci-dessus ; si p = 2 , r — (z) = ... = r — (z) = 0 

implique zl = z2 = z3 = 0 ; comme. f(z) = 0 on a aussi zQ = 0 , contradiction. 

Par conséquent, X est lisse. 
Si p f 3 on peut appliquer les résultats obtenus dans le cas I, si p = 3 ceux du cas III. 
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