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Cohomologie a coefficients dans Z(p) et

cohomologie de De Rham : Exemples

Helmut A. Hamm (Miinster)

§ 0. Introduction

Considérons d'abord l1a cohomologie d'une variété algébrique complexe X 2
coefficients constants, en particulier a coefficients dans Z : Hr(L; Z) . Ici X
est 1'espace analytique correspondant. Pour calculer les groupes Hr(l; Z) il
suffit de déterminer pour tout nombre premier p les groupes Hr(l; Zp) , OU
Z, := u(p)={% €qQlp/in}.

Si X est lisse on peut calculer Hr(l; C) par la cohomologie de De Rham :
comme le complexe de De Rham holomorphe Q& forme une résolution du faisceau con-

stant ¢X , On a

HO(X; €) = H'(X, €y) = H'(X, &)
et le théoréme de comparaison de Grothendieck [Gr 1] dit que
r CORN .
H (l, QZ.) = H (X: Qx)

ou d} est le complexe de De Rham algébrique. Au total, les groupes de cohomologie
a coefficients dans € sont isomorphes aux groupes de cohomologie de De Rham
H'(X, 9y) .

Question : est-ce qu'il y a une relation similaire quand on remplace € par
Z_ ? Dans ce cas, on suppose que X est déja défini sur Z_ . On va considérer des
exemples ou la cohomologie de De Rham (ordinaire ou convenablement modifiée) conduit
aux mémes résultats que la cohomologie de 1'espace analytique correspondant a coef-
ficients dans Ep

Voici une esquisse des résultats principaux :

Soit d'abord X une intersection compléte lisse de dimension n dans 1'espace
projectif (ordinaire) P™ sur Z_ . On peut déduire facilement d'un calcul de P.
Deligne [De 2] qu'on a (voir théoréme 1.2 ci-dessous) :
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HA. HAMM

Théoréme 0.1. :

a) Hi(x, n;) libre, i+j =

0 sinon

[[F3

b) H(X, & o H(x, g;)

)
X iager

c) H(X, Q}) et H'(X; Zp) sont 1ibres, du méme rang.

Considérons maintenant une situation plus générale o X est définie par des
polyndmes quasihomogénes floeesf de degrés d,,. --»d,par rapport aux poids
WoseoosWo dans 1'espace projectif tordu correspondant Proj Z [z ""Zm]
deg z =W, . Supposons que le cOne épointé X associé a X so1t lisse de dimen-
sion n+l , ot n =m-k . I1 est convenable d'utiliser un complexe de De Rham modi-

fié ??X de X qui coincide avec Sfx dans le cas classique Wo = eee =W = 1.

s avec

En remplagant dk par ??X , le théoreme 0.1 est encore valable sous chacune
des hypothéses supplémentaires A, B ou C, qu'on va décrire :

A une renumérotation prés nous pouvons supposer qu'il y a des nombres &, « tels
que plwv & v, pldj &> j sk . La sous-variété Z de 1'espace projectif

tordu définie par peut &tre considérée comme le lieu mauvais, donc

ZogrieeoZp
1'hypothese suivante est naturelle :

A) XnZ=90.
D'autre part 1'espace projectif tordu lui-méme ne présente guére de difficulté:
B) k =

I1 est peut-&tre moins évident qu'on peut aussi traiter le cas :
C) k>0, «x=0.

Les théorémes qui correspondent au théoréme 0.1 dans les cas A,B et C sont les
théorémes 3.2, 3.5 et 3.6.

Y

~N
En outre, on va traiter aussi le cdne épointé X associé a . On a une gra-
duation naturelle sur les groupes de cohomolog1e HJ(X, QAO 3 i1 est convenable de
considérer seulement la partie HJ(X Q~) en degré O . Dans le cas classique

Wo = vee = W = 1 ainsi que sous 1' hypothese A,BouC il y a un nombre A € Z

tel qu'on a :

p
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COHOMOLOGIE A COEFFICIENTS DANS Z(p) ET COHOMOLOGIE DE DE RHAM

Théoréme 0.2. :
o Z, . (i.d) € {(0,0) , (n+1,m)}
a) (1) (K, ag)y = 4 0,145 £ (n,nt1, (3,3) £ 100,00, (n+1,m))
libre, i+j =n+l , i # jou i+j = n

. 3y ity Js i
(ii) rg HY(X, QY )y = rg H(X, Qi)o
j i e DL
rg H(X, 9y) , i+j=n, i #]
rg WX, 6y) -1, i=3=3

ii1) Tor W(X, @b) =z /8 -m_,1=3="D81
(iii) Tor HY( X)0 Zp/ Zp i=3 >

~N 7.V 1
b) H(X, %) ¥ @& H(X,2.
) WK, ¥ e WRah,
c) Pour chaque r les modules Hr(z, Zp) et Hr(Y,Sfy)o ont le méme rang et

1a méme torsion.

Plus précisément, ona A =4d, « ... dk dans le cas classique (théoréme 1.4),

1
d +...-d
A= Ltk dans le cas A (théoréme 3.3) et A =1 dans les cas B (théoréme

Wo o eee Wy
3.4) et C (théoréme 3.7).

Aprés la lecture on va constater qu'il y a plus de questions que de réponses.

Je ne dispose pas d'une comparaison directe entre la cohomologie 3 valeurs dans Z
et Ta cohomologie de De Rham ; toutefois on va voir un certain parallélisme des

calculs. Notons qu'il est important pour le traitement de ces exemples que beaucoup

de groupes de cohomologie s'annulent. Je dois laisser aux spécialistes la formula-
tion de conjectures générales.

§ 1. Exemple introductif : intersections compldtes dans 1'espace projectif ou
affine.

Soit X wune intersection compléte lisse de dimension n sur Ep , définie

m_ pm
dans P 1PZ

:= Proj Zp[zo,...,zm] par k = m-n polyndmes homogénes
p
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floeesf € lp[zo,...,zm] » s0it dj le degré de fj s J = 1,...,k . Pour 1'espace
analytique correspondant X on a le résultat suivant bien connu, en utilisant le
théoreme de Lefschetz sur les sections hyperplanes et la dualité de Poincaré :

Théorzme 1.1. :
lp s O<cr<2n, rpair,r#n
HO(X; Zp) =<4 Tlibre (sur Ep) s r=n
0 sinon

La cohomologie de De Rham des intersections complétes lisses a été étudiée par

P. Deligne [De 2] . En particulier, son théor2me 1.5 donne, si t dénote le mor-
phisme X - Spec Ep :

Proposition 1.1. :

a) RY T, Q; est un agpec z -module libre pour tous 1i,j ;

b) La suite spectrale E;J = R T, Q; — R T, d& dégéngre en E .
Ici nix = 91/2 . (Notons qu'un dgpec /A -module localement libre est auto-
p P

matiquement libre).

I1 est maintenant facile de démontrer le théoréme suivant :

Théoreéme 1.2. :

J
Z ,0<i=jsn,i#td )
p J 2 n % °
a) Hj(x,n;()= libre, i+j = n x °
0 sinon x
o x
r )Y jx i .
b) (X, gy) = 0 KX, ay) . >4

®: Z , x: libre
c) H(X, 9}) et Hr(l; Zp) sont libres, du méme rang. P

o .o j i
Démonstration : D'aprés la proposition 1.1 on a R < ay = RY ¢

i+?'r * X
plication du foncteur HO(Spec lp ,...) donne b), les modules HI(X, 9;) étant

libres. Soit Xm la variété algébrique complexe qui correspond 3 X ; on a

. L'ap-
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COHOMOLOGIE A COEFFICIENTS DANS Z(p) ET COHOMOLOGIE DE DE RHAM

* ydx, oly .
X)GAGA (X l)

W, od) @y €2 W, o
p

x)

(décomposition de Hodge). Le reste est clair 3 cause du théoréme 1.1. Notons qu'en

fait la décomposition de Hodge est utilisée dans [De 2] pour démontrer la partie b)

de la proposition 1.1.

I1 est bien connu que dim H'.(X, ;.() 21,0sisn, H(X,0)% e H‘](X Q
i+

Au lieu de X considérons maintenant le cone épointé X sur X . Plus préci-
sément : Soit A =A™! .= Spec Ep[zo,...,z ], soit A* 1le complémentaire de la

sous-variété de A  définie par 1'idéal (zo,...,z ) , et X la sous-variété de
A*  définie par 1'idéal (fl, ..,f ) . Soit 7m : X>X le morphisme canonique.
Considérons la cohomologie de X . Le résultat suivant est bien connu :

Proposition 1.2. : I1 y a une suite exacte (de Gysin) ... Hr'l(z; Zp) >
H ™2 (X3 Z,) > H(X; zZ,) >H(X; zZ) > .
Pour calculer Hr(z; Zp) i1 faut déterminer les fléches Hr'z(l; lp) >
Hr(i; Zp) . Soit o eHZ(L; Zp) 1'image du générateur canonique de Hz(!’m; Zp) 5

r-1

on sait que o est appliqué sur al .

Soit A := d1  eee ® dk . Rappelons :

Proposition 1.3.
a) o' est un générateur de Hzr(lg lp) ¥z

b) of engendre un facteur direct de H"(L; Ep) s 81 n=2r,

c) il y a un générateur 8. de Hzr(L; Zp) ¥ Ep tel que o =4+ B8, si

n
5 <rs .
? r n

Démonstration : a) par le théoréme de Lefschetz sur les sections hyperplanes.

n+1

b) D'aprés le méme théoreme, (P » X3 Z ) est libre ; la suite exacte

n+l1

0~ H'(P™; Z)-»H(X Z,)) > H (g’“,;;zp)

entraine b).

c) A cause de a) et de la dualité de Poincaré i1 suffit de montrer ceci pour
r=n . On choisit une surjection linéaire A$+l 4-A2+1 telle que la composition de
X =—>P$ avec 1'application rationnelle induite P? - PE définisse une application

rationnelle dominante X »-Pg . Le degré de cette application est A , ce qui
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implique 1'assertion pour r =n .

Pour simplifier 1'énoncé du théoréme suivant supposons que n > 0 . Pour un
Ep-module M soit rgM lerangde M et TorM:={c e M| ¢ Ep\{O} : 2-c =0}
la torsion de M.

Théoreme 1.3. :

Z ,r=0, 2n+l
p* " n

(i) Hr(z;lp) =4 0, r £ {0, n, n+¥l, 2n+l}

libre, r = n+l, n pair, ou r = n
rg H"(l; Ep) , N impair

i) rg "X s z) = rg " (K z) -
( ) g (._ p) 9 ('— p) rg Hn(l; Zp)'l s N pair

(iii) Tor H"H(X; z,) fZ, /62, , n impair.

Démonstration : Ceci résulte du théor2me 1.1 et des propositions 1.2 et 1.3.

On va étudier maintenant 1'anqlogue de la suite exacte de Gysin pour la coho-
mologie de Hodge (c.-3-d. HI(X, Q;()) ou de De Rham.

Soit maintenant « 1'image du générateur canonique de H'(P", le) dans

Hl(X, sz}() . Le résultat suivant est une conséquence immédiate du théoreme 1.5 (iii)
de Deligne [De 2] :

Proposition 1.4. :

a) o estun générateur de H" (X, 9;)

ne

Zp ,0§r‘<-3— .

b) o" engendre un facteur direct de HO (X, Q;) » S n=2r

c) il y a un générateur B de H"(X, Q;) 2 Z_  tel que o =4 - By s

P
si % <rsn.
Les @X-modules . Q;. sont munis d'une graduation naturelle :
i i 3% o1y -yl i :
T Q.i. s?l (71* Qi(')s' . Donc‘ HY(X, Qi') HY (X, L QX) est aussi gradué (= esat
i i-1

m
affine). Soit . : Q.)\(. > sz.).(, la contraction par le champ d'Euler : vio v 32

H
i Zy

on obtient un complexe de chaines exact :

9 9
0——>Q§»+l—& Q;} > eee > Qli——l—> 9; — 0

qui reste exact quand on applique le foncteur T,
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Le morphisme g rm Q% > T, Q%’l est compatible avec les graduations. On a

i . i i-1
oy = ker[a; : (m, sz.)\(.)0 — (, e )]

donc une suite exacte :

0—»(2;( —>(1r*9,1..)0—>1 Sz;(’l—>0

X

qui s'insére dans une suite de complexes de De Rham :

1

0 -+Qk -> (n* d§)0 — dk- — 0

Ceci entraine :

Proposition 1.5. : I1 y a des suites exactes "de Gysin"

j-1,% i Jj=1 i-1 j i 3y S
> WK, ag)g > WX gy - HI(X, 2y) > HI(X, gk —> .-
r-1.3 - r-2 . r . Y
et ... »H (X, QY)O > H (X, QX) +~ H (X, Qx) > H (X, Qi% — ...

Théoreme 1.4. :
Z, 5 (i,5) € 1(0,0) 5 (n+1,n)}

a) (1) W(Kiag); =4 0, 145 £ (nnt1d, (3,3) £ (0,0)  (n+1,m))
libre, 1i+j = n+tl , i#j ou i+j =n

rg WX, ay) 5 i+ = n, 1 #]

iy Js ity 3y iy L
(i) rg HY(X, n% )0 rg HY(X, Qi)o

) . n
rg WX, ay)-1 , i =3=7

s j~ i . i = § = —=
(iii) Tor HY(X, Qi)o lp/A lp , 1= 5

b) H"(X, ), % . @
1

WX, ol
X +j=r ( X)0

c) Pour chaque r Tles modules HF(X; Zp) et H"(X, n').(.)0 ont le méme rang et la

méme torsion.
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H.A. HAMM

Esquisse des modules HJ(Y, 9%)0

o : Z , x : libre , o : torsion possible

P
1 3
nx X ®
X x nx x ®
x x x (o]
X X x x
- ¥ > 1 JF » —2> i
. n . . n
n pair n impair

Remarque : La partie c) implique dim H(X; €) = dim Hr(§¢,d§ )0 . D'autre part

nous avons rappelé que H'(X; €) 2 Hr(im, 9& ) , ce qui implique Hr(ic, d% )= 0
C C
pour s # 0 . On peut déduire ceci directement du fait que la restriction de

34y ° al + 4" o % a (m, 9§)s est la multiplication par s , cf. [Do] 2.1.3

(d' := opérateur de Cartan) : on a ici un opérateur d'homotopie qui montre que les
multiplications par s et 0 sur (X, df)s coincident. Donc HJ(YE, d& )S =0,
C
s#0 .
Ceci n'entraine pas que HJ(Y, Q@w) =0 pour s # 0, donc il n'est pas clair

s
que 1'on puisse omettre 1'indice 0 J%ns c).

Dans les paragraphes suivants on va considérer une situation plus générale et
étudier des intersections complétes quasihomogénes. On va garder 1'hypothése que X
est lisse mais permettre a X d'avoir des singularités ; il est donc préféra-
ble de modifier le complexe de De Rham de X . On ne va pas étudier la situation la
plus générale mais se borner a des cas ol on garde essentiellement les mémes résul-
tats qu'ici.

Notons enfin que les théorgmes ci-dessus seront aussi des conséquences des
théor2dmes démontrés dans les paragraphes suivants.
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§ 2. Cohomologie a coefficients dans llp de quelques intersections complétes quasi-
homogénes

Supposons que fl,...,fk € E[zo,...,z sont quasihomogénes de degrés

-

: _ Vo vm
dl”"’dk par rapport aux poids WoseoosWo s Co a-d. fj zcxb...v"lzo Ceeet Zo s
U = i +...+ s . i isi
ol qu"'vm 0 si VW, Vn¥m # dJ Les entiers WiseoosWo sont choisis

tels qu'ils ne sont pas tous divisibles par un nombre premier p donné.

Définissons une graduation de c[zo,...,zm] par deg Z =W, v S 0,...om .

Supposons que fl""’fk définissent une sous-variété lisse X de dimension n+l de
E s OU n :=m-k et ME est le complémentaire du point défini par (Zo""’zm)

dans AE = A$+1 := Spec €[z,...,z;] . On a une sous-variété induite X de

Péw) := Proj € [Zo""’zm] » ou Proj est formé par rapport a la graduation défi-

nie en haut. Notons que X est une sous-variété lisse de 1'espace projectif ordi-

naire si Wo Seuem W = 1 ; en général, X peut avoir des singularités.

m
Soient X et X les espaces analytiques correspondants. On peut montrer que
X est une V-variété, c.-a-d. localement le quotient d'un espace analytique lisse

par un groupe fini ; cf [Do] 3.1.6. On a Xclﬁ* = ¢™1\ {0} ; considérons sur
W W)
¢™!\ {0} 1'action de C* : ce(zgsennnzy) = (c 020,...,c "z.) . On a x = %/e* .

Soit W : {zeC

v ~
on a ([m/Gw ¥ 1&;/&* » 0U 1'action de G, sur t™ est donnée par
Y

m+l|zv # 0}, Gw le groupe des wv-iémes racines de 1'unité ;
Y

w Wy-1 Wot

0
C’(C seeesl )= (C C.se00sC z sC
1 m 1

Wm_ ' . . .
, pa1? G ;m) et 1'isomorphisme est induit

par (Cl’---!Cm) ")(Cls-o-’cv’ 1, Cv+l’---:Cm) B

On a un isomorphisme induit X /G 2 (X r11Lv)/¢* » Ol X, est 1'espace analyti-
Y

que Tisse {z € @ | fy(z;5ueiszyslogyseeengy) = 05 § = Luoisk) . Pour plus

de résultats, voir [Do] .

Pour simplifier supposons que n > 0 .

Proposition 2.1. :

Z ,r=0, 2n+l
p r=20 n

a)  H"(X; Zp) ={ 0, r¢{0,n, ntl, 2n+1}

libre, r =n

b) rg H"(X; Zp) = rg H"+1(X; Zp) .
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Démonstration : Soit & := {z ¢ z | |z°I2 oot Izml2 = ¢%,e étant un nombre réel
positif assez petit. On sait que : est une variété différentiable de dimension
2n+l qui est un rétracte par déformation de Z . D'apres le théoreme de Lefschetz
local [Ha 1] (Satz 1.2) £ est (n-1)-connexe. Le reste est clair a cause de la
dualité de Poincaré.

Soit m X ~ X la projection canonique. On a Ron*((lp)%) o (ZZp)x s
Rin ((Z,)) = 0, 3 22. 5 Von avait Rln ((Z,)) ¥ (Z,). Ta suite s
w*((lp)x) 0,3 z2.8Si1l'0on avait R n*((lp)x) (lp)x la suite spectrale

de Leray : HJ(L, Ri"*((lp)i)) —_— Hi+j(z, (lp)i)_ conduirait 2 une suite exacte
de Gysin : - -
e KN Z) S TR ) > W (X Z) > WK Z) > .
=P - P i = P

qui permettrait d'étudier X . Mais en général i1 faut travailler modulo des sous-
espaces (ou aussi avec des coefficients non constants) :

Aprgs une rénumérotation des coordonnées il y a un &, -1 < 2 <m , tel que :
plwv =>vst,0svsm.
JYRELEEET et Y:=Xn1Z.

Soit Z la sous-variété de AE définie par z
Soient Z et Y les sous-variétés de Péw) correspondantes.

Proposition 2.2. : I1 y a une suite exacte de Gysin :

e HTHEES Z) T2 Z0) > HTOLYs Z) > WY 7)) -

Démonst:ation : On vérifie que Rl%*((zp)?\q) : (ZP)X\Y ou
o= wX\Y @ X\Y = X\Y.

Aprgs une rénumérotation des polyndmes f1"”’fk il y a un nombre «,
0= xsk, tel que pldj = jsk ,J=1..,k .

Proposition 2.3. :

v - *
a) Y est définie dans A¢ par fooeeeaf ozy, 0eeenzy

b) (i) Y=0 si g-x<0.
(ii) ¥

est non-vide et lisse de dimension g-xtl1 si g-x2 0.

Démonstration : a) On peut travailler avec Y au lieu de Y . Considérons 1'action
d d )
de €* sur €X:c °(t1""’tk) := (c ltl,...,c ktk) , et les applications
k

Fre™ s X, g™, bk, P 0™ 5ok, définies par
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COHOMOLOGIE A COEFFICIENTS DANS Z (p) ET COHOMOLOGIE DE DE RHAM

f = (fl,...,fk) » g(z) := e2"1/P (voir le début de ce paragraphe),

h(t) = e /P ot , Fi=hof=fog (2cause de la quasihomogénéité). En déri-

~ aF' 2 'id af
vant, on obtient en un point z de Z: 5;1 (z) = e T J/p | (2) =
Y

omiw /p F; ‘ af . Vv
e /P 521 (z) pour j=1,...,k v =0,...,m , donc 521 (z) =0,

v v ~
J=x+l,...k, v=10,...,2 . Ceci implique : fK+l A fk =0 sur Z.

~ af . -
b) Soit z ¢ Z . On vient de constater que SEJ (z) =0, j=«tl,... .k,
v

~N
v = 0,...,24 . Comme X est lisse de dimension m-k+1 ,

() ) %
r Z =k si ze X . Le reste est clair.
s azv j=1,---sk,v= 0,...,m

Considérons maintenant plusieurs cas spéciaux :
I. Supposons qu‘on a
(A) Y=0 .

D'aprés la proposition 2.3 ceci signifie 2-«x < 0.
Théorgme 2.1. : Sous 1'hypothese (A) on a 1'assertion du théorzme 1.1.

Démonstration : D'aprés la proposition 2.2 on a une suite exacte :
Lo WK Z,) > H™2(X; zZ,) - H (X3 zZ,) - H(X; Z)> ... .

En utilisant la proposition 2.1 on obtient 1'assertion pour r s n par récurrence

sur r , pour r > n par récurrence sur -r .,

d -...-d
Soit a = 4— K¢
w

0' ) 'Wm

Théoreme 2.2. : Sous 1'hypothése (A) on a :

A € Ep , et 1'assertion du théoréme 1.3 reste vraie.

Démonstration : Grdce a la proposition 2.1 i1 suffit de considérer Hn+1(z; Zp) .

Pour n pair, la suite exacte de Gysin donne

0 "MK zZ) > WK Z) > H2(x; Z,) > 0

=
1i /i
ibre p

Hn+1(~

donc X; Zp) est libre, du rang indiqué.
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Pour n impair, on obtient :
W Z,) > WX Z,) » WY Z) > WX, Z) - 0
p % = %p = %p
7 .
p Zp libre
donc H™!(X; Z,) % H'(X; Z)) ® Coker(H""}(x; z,) > HMY(x; z) .

I1 suffit donc de déterminer le conoyau de

Hn-l X; Z n+l,.. .
(% Z,) » i (% Z)

Soit dy ., =...=d ., le plus petit commun multiple [w£+1,...,wm] de
W W . Sillon définit £, = 3 ay 29™ , § = k,....mH, les coef-
ge1°° " j . V=41 j\) v s J secey s

ficients aj, étant suffisamment généraux, on obtient que {z € Em+llf1(z) = ... =
(z) = 0} = {0} : on applique le théor2me de Sard a la projection de 1'espace

) € (Im+l\({0}llz))x c(n+1)(m—z)lf1(z) _—

f:ITH' 1

lisse {(z’(ajv)j=k+1,...,m+1;v=2+1,...,m

m s -
= fk(z) =0, I a, sz/wV =0, j=kt+tl,...,ml} sur E("+1)(m 1). L'applica-
v=g+l IV VY

tion (fk+1""’fm+1) induit un morphisme de suites exactes de Gysin :

cee > HTLE™ N0} z,) +H"'2(_13";zp) > H”(g";zp) O

|

r-1,% r-2 r
e H H X; Z H(Xs Z )+ ... .
> HTHX zp) > (X p) > H (X p)
On utilise ici qu'on peut identifier Rl"*(lp)i avec (Zp)l. d'une fagon convena-
ble : p / dj s J = k¥l,...,mtl,

I1 suffit donc de considérer le morphisme H2"+1(¢n+l\{0}; Ep) > H2"+1(5; Ep) .

Pour cela on détermine le degré de (fk+1""’fm+1) : X » €"\{0} , ou bien celui

de (fl,...,f ) : ™o g™,

m+1

Comme fl,...,f sont quasihomogénes de degrés dl,...,dm+ par rapport a

dl-...-d

m+1 1

. m+1
W ,...,W ce degré est
0 m Woteeo W

m

. Comme p [ dj s J = k¥l,...,m+l , on

obtient le résultat cherché.
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On va considérer maintenant un autre cas qui est trés spécial.

II. Supposons qu'on a :
(B) k=0 .
Danscecas')‘('=IAE,X=P(([W),?=%,Y=Z.

L'analogue du théoréme 1.3 est trivial parce que X = ¢!

\ {0} :

“"Théoréme" 2.3. : Sous 1'hypothzse (B) on a :

Z ,r=0, 2ml
p r

H'(K; z)) =
0 sinon

Par conséquent :
Proposition 2.4. : Sous 1'hypothese (B) on a :

Zp s T = 2042, 2m+l

H(K.Y5 z)) =
0 sinon

La suite exacte de Gysin (proposition 2.2) implique :
Proposition 2.5. : Sous 1'hypothese (B) :
lp , 242 s rs2m , r pair
H'(X,Y; Z) =

P 0 sinon

Théoréme 2.4. : Sous 1'hypothése (B) :

»,0srs2m, rpair
W(xs z,) = WPz ) -
=P = p
0 sinon

Démonstration : par récurrence sur m , en utilisant la proposition 2.5.

III. Supposons maintenant qu'on a :

() p fdyseesp fd, (ie. «=0),k>0.
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~

D'aprés la proposition 2.3 ceci implique Y = 3 .

Proposition 2.6. :

Zp , = 2n+2, 2m+l

Hr(¢m+1\ {0}’X s Z) = 0, r £ {n+l, n+2, 2n+2, 2m+l}

libre, r = n+l
Ceci résulte de la proposition 2.1 et du "théoreme" 2.3.

Proposition 2.7. : Sous 1'hypothese (C) on a une suite exacte de Gysin :

e HTHE™IN0LE; 7)) > T 2(pW) x; Z)-»H(p(w)x z))
K™K z)) ~

Démonstration : analogue a celle de la proposition 2.2.

Proposition 2.8. : Sous 1'hypothgse (C) :

Ep , 2n+2 £ r £ 2m, r pair
(P x; z,) - libre , r = n+l
0 sinon

Démonstration : On utilise les propositions 2.6 et 2.7.
Comme dim X = n on obtient 1'assertion pour r = 2n+2 3 cause du théordme 2.4.

Aprés une renumérotation de W se.+sW, NOUS pouvons supposer que wv_l/wv € Zp s

v =1,...,2 . Soit dj := (We1o J,...,me » J = k¥l,...,ml . Si 1'on définit
m dj/wy . - .
f. = I a2z » J = ktl,...,mt1l, Tes coefficients a, étant suffisam-
J vEm+l-j  JvoV Jv

ment généraux, on obtient que {z € Em+1|f1(z) =...= m+1(z) =0} = {0} . Soit

) € C™\{0} | t=...=t, = 0}et B le

d:=(d ) B = {(tl,...,t K

1”"’ m+1 m+1

sous-espace correspondant de !3( ) . L'application (fl""’fm+1) induit un

morphisme de suites exactes de Gysin :
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"N, B Z) Hr-2(pld) g, z,) > wr(p(d),s; zZ) -

Co WL 7)) - w2 gz ) - (P x; Z) >

En particulier on obtient un diagramme commutatif :

- ~

H2n+1(§; Zp) = H2n+2(¢m+1\{0}’g; Zp) - H2n+1(£(d),_3_; Zp) =0
2n+1,9. T 2n+2, .m+l l v 2n+1, (W) .
HTHG Z) — (TN (00,5 Zp) ey B (RULX Z)

L'application verticale a gauche est un isomorphisme, parce que le degré de
d +...-d d.
1

+ .
(fl,...,fm+1) s g™ g™ est LML oy RT_J—— est une unité de
wo-...-wm I'|'I+l-j

Zp s J = 1,...,ml 5 donc H2n+1(]3(w),l; lp) = 0 . Le reste est clair.

Théoreme 2.5. : Sous 1'hypothese (C) on a 1'assertion du théoréme 1.1.

Démonstration : On utilise la suite exacte longue de cohomologie pour (jz(w),l) .

(w)

La cohomologie de P est connue par le théoréme 2.4. Comme dim X = n i1 suffit

de considérer le cas r < 2n , donc lescas r=n, ntl . On a la suite exacte :
0 > H"(E(W); zZ,) ~ HY(X; zZ,) > H"“(g(”),i; z,)

N Hn+1(£(W); lp) > Hn+1(l; Zp) >0 .

Si n est pair, H"+1(JE(W); Zp) =0, ce qui implique 1'assertion.

Si n est impair, Hn+1(£(w); Zp) =Z et rg HnH(L; Zp) = dim H"”Q(_; Q) =1,

p
puisque 1'on a une suite exacte de Gysin a coefficients dans Q ; donc

Hn+1(1; Zp) = Zp . Le reste est clair.

Théorgme 2.6. : Sous 1'hypothése (C) on a 1'assertion du théoréme 1.3, en posant
A= 1.

Démonstration : A cause des propositions 2.7 et 2.8 on a :

WK z) WMo z,) 2 M Z)) et Mg ) st
libre. Avec la proposition 2.1 on obtient donc (i) et (iii). La suite exacte consi-
dérée dans la démonstration du théorgme précédent donne enfin (ii).
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§ 3. Cohomologie de De Rham (modifiée) de quelques intersections complétes quasi-
homogénes

Soit p un nombre premier. Commengons comme au § 2, mais en travaillant avec
Zp au lieu de € . Considérons sur 1'anneau A := Zp[zo,...,zm] la graduation

donnée par deg z =W o, v = 0,...,m, ou les poids Woseo oWy sont des nombres

entiers positifs qui ne sont pas tous divisibles par p . Soient fl""’fk € A des
polyndmes quasihomogénes de degrés dys...»d, par rapport a WosennsWo o Soit
A := Spec A et A* e complémentaire de la sous-variété définie par (zo,...,zm)

dans A .

Supposons que f ,...,f, définissent une sous-variété lisse X (sur Zp) de
codimension k dans A* . Soit X le sous-schéma de P(w) := Proj A correspon-
dant ; soit n :=dim X , c.-a-d. n =m-k .

1 1

Dénotons par 2 = 2.1 1€ A-module des Ep-différentie1s sur A, soit
g‘ = g;+1 = A’gl ; en posant deg dzv = W, nous obtenons une A-algébre graduée :

?9_1 . Soit si\ i= S&/Zp le Op-module associé 2 o' et s;\* := fh’\ |A* . Déno-

tons par m: A* > P(w) la projection canonique ; le module L qA* est un OP@”)-

~

module gradué. Comme = est affine, Hjuh*, n;*) = HJ(P(W), L qA*) ; on a donc
U, P Jmre i
une graduation induite : HY(RA", qm*) s?l (HY (A7, %A*))s .

Si 1'on remplace g’ par Q1/(f1,...,fk, dfl,...,dfk) on obtient de la méme
fagon une graduation sur HJ(Y, 9&) . Comme 1'opérateur d de Cartan respecte la
graduation on a aussi une graduation sur Hr(f, Q&) . Auvu du § 1 i1 est naturel

de considérer H"(X, Q&)O au lieu de Hr(i,sf%)'

Soit n>0.

Théoreme 3.1. :
Ep, (i,3) € {(0,0),(n+1,n)}

0, i+j £ {n,n+1}, (i,3) £ {(0,0),(n+1,n)}

(X, al
a) H (X’ Qi)o
libre, i+j = n
Jiy oi*ly - Jio 4 s sia oo
b) rg HY(X, Qi )0 rg HY(X, Qﬁ)o si i+j=n .
Démonstration:a) en plusieurs étapes :

(i) W@, g =0, >0 (A affine),
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. Zp, s=1=20
HO(A, 9,,‘\)5 =

et HO(A, q&)s est libre (sur Zp)
0, s<Oous=0,7>0

(ii) Soit 0 :=A \ A* ; on a une suite exacte :

¥

e > Hg(ﬂ\, 92\) Hj(/A, 9;) > Hj(A*, sz;\*) > e

Soit d'abord m

0 : dans ce cas A* est affine, ngh, q&) =0, j#1,
1 i .
HOQA, Qﬁ)s est libre,
. ; Zp ) (Ssi) = (031)
HOOA’ Qﬂ)s -
0,s>0 ou s=0,i#1.

(iii) En général, on aura, puisque @ Qf est le produit tensoriel des algébres
i
correspondantes pour chaque coordonnée :

Hg(/A, o) =0, 3 Fml HI'LM, ga)g est Tibre ;

- ; Zp > {s,1) = (0,m+1)
Ho @, Q%)s -
0,s >0 ou s=0,17#ml.

(iv) On déduit de (i), (iii) et la suite exacte en (ii) :
KR, 2p) 5 § =0
s . + i .
@B, ope) = Hy Bagp) > 3=
0 sinon

(v) Soit s <0 . Pour O0<p <k ona:

HIA*, ape /(Fveenaf D) = 0, 5 <mp, (s:0,d) #(0,0,0)
libre, j = m-p

On démontre ceci par récurrence ; on a pour p 21 wune suite exacte :

i o i
0 > Gpu/ (Foeeesf ) —— G/ (Faeeinf ) > gpu/(Fhensf ) 5 0

qui donne une suite exacte longue :
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))

S

> Jip* i fd 3> i
<> HUAT, gp /(fl""’fp—l))s-dp—_—’“ R%s g /(Faeeenf

igr, o
> WO, g/ (F e ) > e

(iv) Soit s <0 .Pour 0<p<k,ona

. ] Z ,s=i=3=0
i e : s
HI(A*, U/ (F1see s fiodf soundf )= 300, i45%n , (s44,) # (0,0,0)
libre, i+j = n
On démontre ceci par récurrence sur p et i ; ona pour p = 1 une suite
exacte :

df ...

i-1 p i
0> %A* /(fl”"’fk’dfl"”’dfp) —_— %ﬂ*/(fl""’fk’dfl”"’df )

p-1

N szli\*/(fl,...,fk,dfl,...,dfp) >0 .

Ceci provient de 1'hypothése que fl""’fk définissent une sous-variété lisse de
codimension k dans A* .

On a donc une suite exacte longue :

e > HIAF, n,;\;‘/(fl,...,fk,dfl,...,dfp))s_dp

dfpl\

— s HI*, gpu/ (F s Fyadf eenydf )

p-1
> HI(A*, fz,;\*/(fl,...,fk,dfl,...,dfp)s > ..

(vii) En particulier on obtient 1'assertion a) pour i+j s n .

Pour traiter le cas i+j > n , on procdéde comme en (v) et (vi) et on démontre pour
0zspsk:

si s 2 d1 ...+ dp » J>0,o0na
Z ., (s,i,j) = (d1+...+dp, m+1l,m-p)

J i _ p
HI (A%, Q/A*/(fl,...,fp))s = {

0 sinon

si s

[\

dD+l +...% dk , itj > m-p+l , on a

Z , (s,i,j) =(d

0 p+l+...+dk,m+1-p,n)

Jip* o -
HY (AT, nm,,/(fl,...,fk,dfl,...,dfp))S .
0 sinon

(par récurrence sur o et -i) .
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Si p =k on obtient a) pour i+j > n+l . Le cas i+j = n+tl est trivial.
P00 E I, DY AN |
b) On a rg HY(X, Qi)o dim H (Xﬂ’ Qi )0 .

Quitte @ remplacer p par un autre nombre premier convenable on peut donc supposer
que p/ wo,...,p,lwm » c'est-3-dire qu'on a la condition A ci-dessous. L'assertion
découlera donc du théoreme 3.3.-

Supposons maintenant que les coordonnées ZoseeesZy et les polyndmes fl,...,
fk sont numérotés de telle fagon qu'il y a des nombres ¢ , -1 s 2 <m, et « ,
k.

A

Oswksk,telsque plw <=v =g, 0svsm; pldj = jsx,1ls]
Soit Z la sous-variété de A* définie par (zz+1,...,zm) et Y:=XnZ.

Soient Z et Y 1les sous-variétés de P(w) correspondantes.
Proposition 3.1. : On a 1'assertion de la proposition 2.3 (avec A* au lieu de #\E).

Démonstration : Ceci résulte de la proposition 2.3 et la lissité de X : Comme

ﬁ:+1 Z ... B fk =0 sur Z » ces polyndmes appartiennent a 1'idéal engendré par

Zy, o002, dans E[zo,...,zm] » donc a 1'idéal correspondant dans A , ce qui
implique a). Soit K 1la cldture algébrique de Z/pZ ; on a ﬁ<+1 = ... = fk =0
~ Bf. ~
sur ZK , donc 321 =0 sur ZK s J=k+l,...,k 5 v =0,...,2 . On peut maintenant
v
raisonner comme dans la démonstration de la partie b) de la proposition 2.3, en y
remplagant € par K et Z, X par ZK s %K . Le critere jacobien de lissité

[Gr 2] (Th. 4.10) implique b).

m
On a un champ d'Euler modifié : I w2 , qui définit des applications

9

. . v=0 V V azv

9; ¢ g} — g1'1 . On va dénoter les applications induites aussi par 3y - Notons
que 3; oM Q% > om n%'l respecte les graduations ; posons

~j . i i-1
Qy = ker(ai : (ﬂ* Qi)o > (ﬂ* Q% )0) .

Lemme 3.1. : Les 3 définissent un homomorphisme de complexes

. -1

3t ((n, dg)gad) — ((m 8g7).d)

Démonstration : Un calcul dans [Do] 2.1.3 montre que A4y ° d'+d"t o 3; coinci-

de avec la multiplication par s sur (n* Q%)s
On a donc un complexe (5&, d) . On va considérer

j N'i r ~e
WX, &%) et WX, )
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comme cohomologie de Hodge ou de De Rham modifiée.
Considérons des cas spéciaux qui sont paralldles aux cas étudiés en § 2 :

I. Supposons qu'on a :
~n
(A) Y =9, c'est-a-dire g-x <0 .

Proposition 3.2. : Sous ]'hypothése (A) on a 1'assertion de la proposition 1.5, en
y remplagant Q; par 5; .

Démonstration : Comme dans la démonstration de la proposition 1.5 il faut vérifier
qu‘on a un complexe de chaines exact :

3 3 3
+ + 1
0+Qp M, o 0, ... >0 —50
X X X

Considérons d'abord 1'homologie de (g, 3,) . Ce complexe est le produit tensoriel
des complexes analogues pour chaque coordonnée. Pour le cas m =0 , on obtient :

Hi(gh o) =0, 1705 H(g0)=ZJz)/(w z) .

Dans le cas général on applique la formule de Kinneth. Comme p}wv s v = &4l,...,m,
on obtient pour le A-module Hi(ﬁ’:i) : Hi(&, 3) = Hi(&, Q)/(z£+1,...,zm) » par
conséquent : Hgi(%* »3) | A"\ Z=0 pour tout i .

La démonstration du théoréme 3.1 montre qu'on peut parvenir a d&\? = Qi par des

suites exactes, donc ﬁGi(dy »3) =0 pour tout i .

Théoréme 3.2. : Sous 1'hypothese (A) on a 1'assertion du théoreme 1.2, en y rempla-

gant Q; par 5} .

Démonstration : a) D'aprés la proposition 3.2 on a une suite exacte de Gysin :
j=18 i j-1 ~i-1 J ~i Iy o

«eo >+ H (X, Q%)0 + HY7 (X, QX ) > HY(X, QX) + HY(X, Qi)o T oeee

On obtient la partie a) du théorgme par récurrence sur i (pour i+j = n) ou -i

(pour i+j > n) , en utilisant le théoréme 3.1.

b) D'aprés la proposition suivante on a :

r ~e ,_\__, j N‘i r‘ ~e = j ~ 'i
H Hﬁ,n&) i+ﬁrH(XV Wc),dmm rg H U,QX) 1,+J§=r\r'gH U,QX).

Comme Tes HI(X, 5}) sont libres et E\J = Hi(X, &) = H'*I(X, ¥,) on obtient b).
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c) Ona rg H(X; Zp) = dim H'(X, €) = dim Hr(Xc, 5}E)= rg Hr(X,?TX) , cf.
proposition 3.3, Comme H"(X, 5}) est libre (cf. b) et Hr(L; Zp) aussi (théoreme
2.1) on obtient c).

Dans la démonstration du théoréme 3.2. on a utilisé la

Proposition 3.3. : Pour tout r on a :

WG €) 2 R, &) TR, 5, )% @ HI(x.,d)
(%50 % W B Wi, B) = e Wi, ) )
3 ] ~j
ol ay et Qy sont les analogues de Q -

C =

Démonstration : La variété XE posséde une structure de Hodge mixte canonique qui
est en fait pure parce que X; est une V-variété compléte, cf. [De 1] (8.2.4) et
[St] (1.5). Soit £ 1le lieu singulier de X ; on a codim 1 2 2 parce que X
est normal. Soit W:= X\ z et 1: WX 1'inclusion. D'apres [St] (1.12) on
peut calculer la décomposition de Hodge avec 1, ka :
(X5 €) % HT(X, o 0y ) % . HI(X, o, 2)) -

. ~ - ~ - ~N ~
En effet, 1*QL§s2 s Soit ¥ oi= i), W= aTH(W) ,n':=1q%:%+1b.

~N

X
Comme codim I = 2 et Q% est localement libre sur @% on a Y*Q%L= Q% , 1 étant
X

. . ie w1 i .

1'inclusion de W dans , donc T Qi S Talw Q{L = 1*n; Q{L . La graduation sur

L Q% induit des filtrations décroissantes sur n*ni et w*g% 3 on peut donc
C C A

i .
parler de (n* Qi% .0na:

~i . i i-1
Ql ker(ai 2 (my, Qi)o > (n, Qr )0)

ker(a; @ (Lmal) > (ir, 9%;1)0)

LS
1, ker(ai : (n* 915)

1 i'-l
0 > (11* Q“, )0)
I1 suffit donc de démontrer que
i

i . L ' i;l
9 = ker(ay i (m oax ) > (n ag’)) .

Mais ceci est clair pour i =1, d'ol on passe au cas général.
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5} a été trouvée par J. Steenbrink

g_o.

(Une autre démonstration de 1, @
[a paraitre]).

On a donc : H"(X; €) = H"(X, 5;) T e Hj(X, 51) .
X LU I

mn

D'aprés GAGA on a : H'(X, &) ¥ H"(x, nx ) et WX, &0 ¥, ) .

Théoreéme 3.3. : Sous 1'hypothese (A) on a 1'assertion du théoreme 1.4, en y rempla-

. . d ...
cant o) par Gy et en posant A := —l—————gh
X X : Woteoo W :

(N.B. : On sait déja que A € Ep d'apres le théoreme 2.2.).

Démonstration : a) A cause du théor2me 3.1 a) on a déja 1'assertion pour

itj £ {n,n+1l} ; de plus Hj(%, n%% est libre pour i+j = n . En utilisant la

proposition 3.2 et le théoréme 3.2 on voit qu'il suffit de considérer H"l(f, Q}()0

et Hi(i, Q;(')0 pour n impair, i = E%l . On a dans ce cas la suite exacte :
WL, nl)’()o > (x, i) - W (x szx) ~H (&, o), > Wx, &)

lp Zp libre

11 suffit évidemment de démontrer que 1'homomorphisme H] 1(X ~1 l) > H! (X QX)
correspond 3 la multiplication par A& , si i = E%l . (*)

Soit ﬂb le comp]ementa1re de la sous-variété de P(w) définie par z, ;on

peut ca1cu]er les groupes H' (X,QX) , 20, par 1a recouvrement Ul = (ub,...,lbm).
Soit n' € C1 1(»,, (n *)0) défini par :
dzv dzv_
R T S} 5 S
VoreeeaViog 0 mow oz wooz,
0o i-1 Vi-1
Soit & 1'opérateur de cobord de Cech, w1-1 = an‘.

On vérifie : on' =« . Ceci montre qu'on a dans la suite exacte de Gysin (pour
izl):

(X Q ) > H (X @ )
L oe [w)]

Evidemment [w®] = w - ... -w -1 . En outre, on vérifie :
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[wn € Hn(X, 5;)
I [z
" e AKX, Q%+l%
I I

n+1 N/p* m+1
[dfln Adkan 1 € H'(RF, Q/A* /(fl""’fk))dl+

I

m+1 M * m+1
n ] € H(IA’QA* )0

...+dk

tilisant adf. =d.-f. , j=1,....k.
en utilisan j i fy J

Comme [n™'] est un générateur de H™(A*, QmII)O 2 HL"H(#\ s Q;'ﬂ)o et
R (X, 5;'1) > H'(X, 5;) est un isomorphisme pour 1 <isn,i# ﬂ%l , on

obtient (*) .
b) On peut déduire du théoreme 3.1 que Hr(i, di% =0, r#0, n, ntl, 2n+l .
D'aprés la proposition 3.2 on a une suite exacte de Gysin :

r-1,9 - r-2,, " r e rey o .
.~ H (X, Qi)o > H (X, QX) + H (X, QX) + H (X, Q%)o E

D'aprés le théoreme 3.2 on a H"(X, 5&) r 9 HI(x, 5;) .
j+j=r

En raisonnant comme dans a) et en comparant on obtient b),

c) D'apres le théoreme 3.2 on a rg Hr(g; Zp) = rg H (X, 5&) . Par comparaison
du théoréme 2.2 et des a), b) ci-dessus on obtient c).

Remarque : On peut déterminer tous les groupes considérés explicitement. I1 suffit

de calculer hg*""'(X) ot hy*I(X) := rg HI(X, ?7;) = 8ic s 193 = 0suuusn .

1§
D'aprés [Ha 2] ou [Ha 3] (Th. 1) on a la formule suivante :

hg ™0 = (-1)" res L)

0 Xew T€Syee
d .
X R A ™ o
ou Q(X,Y) := =¥ =@ B -

II. Supposons maintenant qu'on a

(B) k=0.
ma X=n*,x=p" | ¥-F v=7,m=n.
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Théoréme 3.4. : Sous 1'hypothése (B) on a :

Ep s (131) € {(0,0), (m+1’m)}

Jix ol =
a) HY(X, gi)o
0 sinon
r . ~ J 1
»0n) = O s Qe
b) H (X X)0 e HY(X, @ 0

c) Pour chaque r les modules Hr(X; Zp) et Hr(%, 9})0 sont libres, de méme
rang.

Démonstration : a) Ceci était démontré dans les étapes (i), (iii), (iv) de la
démonstration de la partie a) du théorzme 3.1.

b) et ¢) : clair ; cf. théoreme 2.3.

Soit 3 i ~ = ker Qi > Qi ~) » OU Qi ~ est 1'extension triviale de nl sur
X,Y ( X ( Y)X) ( Y)X Y

9

X . 0na un complexe de chafnes ( 3% v 3) ; soit

i . i i-1
SX,Y : ker(ai : (17* if’v)o > (11*’3.)\(.,?)0)

On va considérer HI(X, 31 y) et HO(X, 3; y), comme cohomologie de Hodge
ou de De Rham (modifiée) de la paire (X,Y).
Le théoreéme 3.4 implique :

Proposition 3.4. : Sous 1'hypothése (B) on a

Z , (i,§) € {(a+1,2+1), (m+1,m)}
P XY )
0 sinon

Proposition 3.5. : Sous 1'hypoth2se (B) i1 y a des suites exactes "de Gysin" :

i1y wi -1 -1y udey i iy i
. >H (X, g%,v)o + H (Xr 3X,Y) + H (X, BX,Y) +H (Xs :13(»,? 0 >

r-1,¢y n° r-2 . r . rey one
et ...->H (X, 3“)0 > H(x, nX,Y) >H(X, :JX,Y) > H"(X, am)o >

Démonstration : I1 suffit de démontrer le

Lemme 3.2. : Sous 1'hypothese (B) i1 y a une suite exacte :
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3 3
0 » ¥0 M oym L 1 9l 50 .
X,Y X,Y

Démonstration : Dans la démonstration de la propos1t1on 3.2 on avait étud1é 1"'homo-

logie de (g On a une projection Q > gl » le module Q étant

=m+l =2+1
défini en utilisant les coordonnées ZgseeesZ, . On avait obtenu que

m+1’a ). +1

i@y 22 ) % (Hi(24 0000/ (2 g, 1henenzy) 5 ceci signifie que H (.3 )57

Hi(g1+l,g) pour tout i . Soit I  le noyau de &m+1 > @ . 5 on obtient

Hi(I',a_)=0 , donc 'ﬁi(ﬁ.):(.? 3, ) = 0 pour tout i .
Les propositions 3.4 et 3.5 impliquent la

Proposition 3.6. : Sous 1'hypothese (B) on a :

Z , 2+l i =3jsm
J i -
HY (X, 3y y)
0 sinon

Lemme 3.3. : Sous 1'hypothgse (B) on a une suite exacte de complexes

0~ 9 > Q > (@

X, Y Yy >0

(d étant 1'opérateur de cobord).

Démonstration : Si C, est un complexe de chaines quelconque, on a la filtration
par les sous-complexes tronqués

0, j>i
FCREN AR

C, » J
j J

A

i

On a une suite exacte de complexes de chaines (3 étant 1'opérateur de bord) :
0+Fi("*3%,?)0+Fi("* QX)O+F1((ﬂ* 97)%)0-’ 0 .

La partie

i (Fy o, F)00) > H(Fin, g 0)) » Wy(Filn, ) )

1

> &i(Fi((ﬂ* Q.V)i')o) > jg'i-l(Fi("* 3;',?)0

de la suite exacte d'homologie s'identifie avec
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i ~ ~i .
0 > Fyy > x> )y By (o, a‘i,?)o)
et 3@._1((n* Si’?)o) = 0 2 cause du lemme 3.2.

1

I1 est facile maintenant de démontrer le

Théoréme 3.5. : Sous 1'hypothese (B) on a :
5 i Z ,0si=jsm
a) (X, @y) = P
0 sinon
b) H'(X,8%) % e H(xX,al
) WOGE L e WK ap

c) Pour chaque r les modules H'(X, 5}) et H'(X; Ep) sont libres, du
méme rang.

Démonstration : a) par récurrence sur m , en utilisant proposition 3.6 et lemme 3.3

b) clair
c) cf. théoreme 2.4.

III. Considérons maintenant le cas
(c) p A diseeesp 1 dg » k>0.

D'aprés la proposition 3.1 on a donc V-1

soit B . = ker(e] al et
0i IR (IA* > ( X)IA*)
i

. s (M ) o (n i-1 .
Up(w),x ' ker(ai ) ( *3IA*1X)0 ( *3ﬂ*,y)°)

Proposition 3.7. : Sous 1'hypothese (C) i1 y a des suites exactes "de Gysin" :

Spdtipr o yioy 4 pdtt (w) qi-1 Sl (w) ni
BT B )y - WP ,:Jp(w),x) (P ,:lp(w)’x)

Jim* Hi
+ H ([A ’ 3”\*,&')0 > e

S HTIAr Y L) - K2 (w)’ g L H P(w)’ 3'
et ...~ W (,A’IA*,X)° W ]P(W),X) M p(w),x)

Pk Mo
> H (A ’QIA*,')E’)O > eee
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Démonstration : I1 suffit de démontrer le

Lemme 3.4. : Sous 1'hypothzse (C) on a une suite exacte

] 9
m+ m+1 m 1 1 0
3*”——)3*~—>-~-—>3* B 5* — 0 .

A*,X n* X A*,X

Démonstration : On va prendre ici toujours 3 comme opérateur de bord.
(i) Soit “M choisi comme dans la démonstration du théorzme 3.3 et

i
20,

o0 i ) .
H (WLv, T, %) . La démonstration de la proposition 3.2 montre que H, (n(v))

est un A-module annulé par la multiplication par z, , &+l < j

A

. m.
J

(ii) Pour 0 = p = k et tout i , 1'application

Hi(2,y/(F i) > H(@ )/ (F e fyadf el df )

"(\) p+17°°"

est un isomorphisme. On démontre ceci par récurrence sur p . Le cas p = 0 est
clair ; soit donc p 21 . Comme p [ dp , On a une suite exacte

dof

0> gy /(F, seeesfy) e, g,)/(f

parreeafi) = EG)/(Fsnf) > 0

qui induit une suite exacte longue d'homologie. L'application de bord
H, (ﬂ(v)/(f seeesfy )) > Hy (Q(v)/(fp+l""’fk)) admet une application inverse a

droite, induite par dfp A ... , par conséquent, on a une suite exacte scindée :

0 > H, (Q(V)/(f f )) + H, (Q(v)/(f ’e --’f ))

p+1,...,

<H ; (Q(\))/(f .,fk)) +>0

p+12°"

De plus, on a une suite exacte :

.ol df a.

> p
0 Q(v) /(fl,..., »df ,...,df ) ——— Q( )/(f ,...,fk,df ,...,df )

-1
ka)/(fl,...,fk,dfl,...,dfp) >0 (*)

qui induit une suite exacte longue d'homologie. D'aprés 1'hypothése de récurrence
on a

Hi(g(v)/(fp,...,fk)) g Hi(gkv)/(fl,...,fk,dfl,...,df )) .

p-1

Considérons le diagramme
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dfp/\...
Hio @)/ (Fosnsensfy) ——s Hi(&’(v)/(fp,...,fk))

1’ df Aeooe Jr=
(Q(v)/(f ,...,fk,df ,...,df ) —2 5 H, (Q( )/(f ,...,fk,df ,...,dfo 1))

L'application supérieure donnait un scindage et est donc injective. Ceci implique

s

que 1'application a gauche est injective.

s

L'application inférieure admet une application inverse a gauche, qui est la composi-

tion de

Hi(g( )/ (Fpoeeesfiodf oeeindf ) Hi_l(s_z(v)/(fl,...,fp,...,fk,dfl,...,dfp_l)

(n( )/(f ,...,fk,dfl,...,dfp)
ou la premiére application provient de 1a suite exacte longue d'homologie de

)

. A
0 — Q(\))/(fl,..',fp’...,fk,qfl"."dfp—l

df-... .
(S Y ’
s g ) (F s e fadf e ndf ) s g /(F e fiadf edf ) 0

On a donc une suite exacte scindée :

df Ao
0 » Hi_l(g(v)/(fl,...,fk,df ,...,df ))2=======? H, (n( )/(f ,...,f dfl,...,dfp_l)

> Hi(niv)/(fl""’fk’dfl""’dfp)) >0 , cf (*) .

Considérons le diagramme commutatif

0

H].(Q'(v)/(fpﬂ,...,fk)) — > H, (n( )/(f seeesfiodf ...,dfp))

1 )

Hi )/ (Fyseesfl)) ———— Mg )/ (F see s fodf e ndf 1))

! !

Koo 8/ Four e F) macarr Mima () (Froe e o fiodf e odfy )
y
0

dont les colonnes proviennent des suites exactes considérées.
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Une chasse dans le diagramme montre que la fléche horizontale supérieure est surjec-

tive : on commence en prenant comme image inverse dans Hi(gk )/(fl,...,fk,dfl,..,dfp_1 ))
\Y)

1'é1ément qui est appliqué sur 0 par la fléche inférieure a droite.
Ceci achéve la démonstration de (ii).

(iii) D'aprés (ii) on a pour tout i :
Hi(g-(v))_;,.Hi(g'(v)/(fp,....,fk,dfl,...,dfk)) , donc
361-(2;‘*) § Y&]((Q}(')/A*) .

Ceci entraine ?Gi(am*’%) = 0.

Proposition 3.8. : Sous 1'hypothése (C) on a :

ZZp » (i,3) € {(n+1,n+1),(m+1,m)}

WO, 90 )y = 0, i+j £ (1,142}, (i,3) ¢ {(n+1,n+1){m+1,m)}

libre , i+j = n+l
Ceci résulte des théoremes 3.1 et 3.4.

Proposition 3.9. : Sous 1'hypothgse (C) on a :

Z ,ntl £1=3<sm
p J

W(p), gl

= libre , i+j = n+l
(w) )
PYLX

0 sinon

Démonstration : Ceci est clair pour i # j @& cause des propositions 3.7 et 3.8.
De plus, H1(P(w), 31(w) ) & lp , ntl £ 1 s m. Il suffit de montrer que
PYLX

n+l, (W) wn+l N+l gk o N+L . .

H (P ,’ép(w)’x) >H (AT, IA*,Y)U est un isomorphisme.
Avec les notations de la démonstration du théoréme 3.3, on a :

= i+, (W) Wi+l Do
]P(W),X) —= 5 H (P ’ 3P(W) ) s N <1 m ’

X

1] — [wi*]
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Hm(P(w),U;(w) L LR e L L W N
LM = T

Hn+1(P(w) 3n+1

pl¥ 0

Hn+1 *’ n+1~ = Hn %’ QE;H
e L A o
L™ o W e— )

Comme dans la démonstration du théoréme 3.3, [nm+1] est un générateur de

n* ‘o
pf dl,..., p ) dk

+ ” ~
H(A*, o™ ? , et [n"+l] est un générateur de H"(X, 9;+1)0 » parce que

Ceci achéve la démonstration.

Lemme 3.5. : Sous 1'hypothese (C) on a une suite exacte :

0 — a;)(w),x —)SZP(W) _— (Q.X)P(w) —> 0.

.

Démonstration : analogue a celle du lemme 3.3, en utilisant le lemme 3.4.

Théoréme 3.6. : Sous 1'hypothese (C) on a 1'assertion du théoréme 1.2, en y rempla-

i ~g
gant Qy Ppar 9y

Démonstration : a) On utilise le lemme 3.5. Les formes w sntlsism , repré-

sentent en méme temps des générateurs de H‘(P(w), 31 (w) ) et de
PYLX

wi e, ?z';(w)) 2yl (pW), a;(w) ) (CF. théoreme 3.5.).

b) et c) sont démontrés comme dans le théorgme 3.2 ( cf. théoréme 2.5.).

Théoreme 3.7. : Sous 1'hypotheése (C) on a 1'assertion du théor2¢me 1.4, en y rempla-
gant 9; par 5; et en posant aA:= 1.

Démonstration : a) A cause du théoréme 3.4 et des propositions 3.7 et 3.9 on a pour
itj = n+l :

38 iy m itk M ¢ jti plw) wi-1
H (X’ QY)O H (,A ) :)m*’y)o H (P ’ p(w),x)

ot Hj+l(p(w), yi-1 ) est libre, du rang
]P(w),x
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rg H( x , 5;-1

i-1=j (cf. lemme 3.5 et théoréme 3.5). Le reste est clair a cause du théoreme 3.1.

) si i-17j etdurang rgHI( X, BT -1 si

b) I1 suffit de démontrer que rg Hr(i,si~) = I rg HJ(i, QL) . Comme
X'o i+j=r X 0

rg H"(X, n'i)0 = dim Hr(XQ, sz‘i ), et rg HI(X, Q;'E)o = dim H’(xm, sz;»(a ), » on peut
Q Q

remplacer p par un autre nombre premier tel que p } W, sV = 0,...,m . On

retombe donc dans le cas I ol on peut appliquer le théoréme 3.3.

c) clair, cf. théoréme 2.6 et 3.6.

Exemple : k=1, m=3, parbitraire ;

f := zﬁ + zozf + z; +z,z, est quasihomogéne de degré 4 par rapport aux poids

w, = 2, W =W, = 1, w, = 3.
Soient X et X les sous-variétés de A* et P(w) = Proj Ep[zo,...,zm] (formé

par rapport aux poids donnés) définies par f .

im est lisse sur € : on a

of _ 2 of _ af _ 4.3 of _
37, fZg Ty 5T 2207 s g T A Y2y R, .
0 1 2 3
Soit z € X , i.e. z¢€ Em+l\ {0}, f(z) =0 : si gii-(z) = .. = 2f (z) =0
- Z0 823
on conclut que Zy = w0 T2, 0 , contradiction.

;K est lisse sur K , K étant la cloture algébrique de Z/pZ : il faut

af of 3
montrer qu‘on a pour tout z € K™'\(0} avec f(2) =0 :(33-(2),..ciz(2)) # 0.
0 3
. . . . _ of _ _ of -
Si p# 2 on raisonne comme ci-dessus ; si p=2, -— (z) = ...=7—=—(2)=0
z, 9z,
implique z, =z, = z, = 0 ; comme f(z) = 0 on a aussi z, = 0 , contradiction.
Par conséquent, X est Tlisse.

Si p# 3 on peut appliquer les résultats obtenus dans le cas I, si p =3
ceux du cas III.
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