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VARIETES DE SCHUBERT ET EXCELLENTES FILTRATIONS

Patrick Polo

Introduction

Nous étudions une certaine classe, £, de représentations d’un sous-groupe de Borel B d’un
groupe semi-simple G, que nous introduisons de la facon suivante. A chaque B-module M
est associé (cf. 1.1) un fibré vectoriel £(M) sur G/B; et on désigne par P~ I’ensemble des B-
modules A de dimension 1 tels que H(G/B, L())) # 0. Les sous-variétés fermées irréductibles
B-stables de G/B (variétés de Schubert) sont paramétrées par le groupe de Weyl W. Pour
chaque w € W, on désigne par HY le foncteur M — H°(X,,L(M)), ot X,, désigne la
variété de Schubert associée & w. Les modules HS()), pour A € P~, ont des propriétés assez
remarquables (c¢f. 1.4.2 et 2.4), de sorte qu’il est intéressant d’introduire la classe & des B-
modules qui possédent une ezcellente filtration (c.a.d. une filtration dont les quotients sont
isomorphes & des modules H2())), et de chercher & construire des objets non-triviaux de cette
classe. Dans [Jo, 5.8], A.Joseph a suggéré que H{ (A) ® Hy(u) appartient & &, pour tous
A, pu € P™ et we W (wy désigne le plus grand élément de W). Ceci est équivalent (¢f. 1.4.2)
a la conjecture:
(C1) HY (X) ® u appartient & &, pour tous A, u € P~.

Plus généralement, on peut se demander si la condition suivante est vérifiée:
(C2) H(X) ® p appartient & £, pour tous w € W et A\, p € P~.

Ces deux questions sont discutées dans le présent travail, qui se compose de quatre parties.
Dans la premiére, nous avons regroupé, sous une forme convenant a nos besoins, des résultats
contenus dans la littérature sur le sujet. Dans la seconde, nous établissons quelques propriétés
fondamentales des modules HZ () (2.1-2.5), et relions la question (C1) & une question portant
sur des G-modules (Théoréme 2.19). Dans la troisi®me, nous prouvons la conjecture (C1),
sous certaines restrictions sur la caractéristique de k. Enfin, dans la derniére partie, nous
démontrons un résultat (Théoréme 4.9) qui entraine que I’assertion (C2) est vérifiée lorsque
G est de type A,.
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a remercier O.Mathieu et W.van der Kallen pour d’utiles communications qui m’ont conduit
au Théoreme 2.19.
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Notations

Le corps de base k est supposé algébriquement clos et de caractéristique arbitraire. Soit G un
groupe algébrique sur k, semi-simple et simplement connexe. Soit T un tore maximal de G,
soit B un sous-groupe de Borel de G contenant T, et soit U le radical unipotent de B. Soient R
le systéme de racines et W le groupe de Weyl associés A la paire (G,T). On choisit une base A
de R telle que I’ensemble R* des racines positives corresponde & B. Soit < 'ordre de Bruhat
sur W relativement au choix des réflections simples correspondant & A, et soit wo 'unique
élément maximal de (W,<). On note Q le réseau des racines, P le réseau des poids, et P+
(resp. P~) ’ensemble des poids dominants (resp. antidominants). On munit P de 1’ordre usuel,
en déclarant que A > pusi A—u € Q*. Puisque G est simplement connexe, P est égal au groupe
X(T) des caractéres de T. Donc, & chaque A € P est associée une représentation de dimension
1 de B, notée k,. Si aucune confusion n’est 3 craindre, nous la désignerons simplement par A.

Rappelons que si H est un groupe algébrique, un H-module est par définition un H-module
rationnel, c.3.d. un k[H]-comodule. On notera C(H) la catégorie des H-modules (rationnels).
C’est une catégorie abélienne qui posséde suffisamment d’injectifs. Ainsi, on peut considérer
les foncteurs dérivés M — H(B, M) du foncteur M — M¥ (M un H-module). On prendra
garde a ne pas confondre ces foncteurs avec les foncteurs d’induction M — H*(M) définis plus
loin.

1 Généralités et rappels.

1.1 Faisceaux associés A des B-modules et variétés de Schubert.

Soit K un groupe algébrique et H un sous-groupe de K tel que la fibration K——K/H soit
localement triviale. A tout H-module M on associe un faisceau £(M) sur X := K/H de la
fagon suivante: pour chaque ouvert U de X, I'(U, £L(M) ) est ’ensemble des fonctions réguliéres
¢ ¥ (U)—=M qui vérifient ¢(gh) = h~1¢(g) pour tous g en U), he H.

1.1.1.PropositioN. ([C-P-S 1, Proposition 1.3.1]) Soient M un H-module et E un K-module.
Le faisceau L(M ® E) est isomorphe au faisceau £L(M) ® E, dont les sections au-dessus d’un
ouvert U sont T'(U,L(M)) ® E.

PreuvE: Considérons I’application a qui, & une section ¢ de £L(M ® E) au-dessus d’un ouvert
U, associe la fonction g — (1 ® g)¢(g), qui est une section de £L(M) ® E au-dessus de U. Alors
a est une bijection, dont la bijection réciproque est I’application 8, qui & une section 1 de
L(M) ® E associe la fonction: g+ (1® g™ )¢(g). m

On note H® le foncteur qui & M € C(H) associe H°(X, L(M)) € C(K). Pour tout H-
module injectif I, on a H*(X,L(I)) = 0 pour ¢ > 0 ([C-P-S 1, Lemma 1.2.4]). Donc les
foncteurs dérivés R'HP s’identifient aux foncteurs M — H*(X, L(M)). On les notera simple-
ment H'(M).
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1.1.2.CoroLLAIRE. Pour tout H-module M et pour tout K-module E, on a H'(M ® E) =~
H{(M) ® E pour tout 1 > 0.

PREUVE: Pour commencer, supposons E de dimension finie. Considérons une résolution injec-
tive 0—+M —I* du H-module M. Puisque E est de dimension finie, chaque I ® E est encore
injectif. Le résulat en découle. Puisque la cohomologie commute 3 la limite inductive filtrante,
le résultat reste valable pour E arbitraire. B

Soit M un H-module. L’évaluation au point ¢ fournit un morphisme e de H°(M) vers M, qui
induit un isomorphisme de foncteurs, de Homg(?, H°(M) ) vers Homg(?, M). En particulier,
le foncteur M — MP¥ est isomorphe au composé des foncteurs M — H°(M) et E — EX.
Puisque H® transforme un H-module injectif en un K-module injectif, on a une suite spectrale
E}? = H?(K,H?(M)) qui converge vers H?*(H, M). On obtient donc la:

1.1.3.ProposiTioN. (Réciprocité de Frobenius.)
Si M est acyclique pour I'induction, c.a.d. si H(M) = 0 pour tout ¢ > 0, on a un isomorphisme:
H"(H,M) ~ H*(K,H°(M)), pour tout n > 0.

Supposons maintenant que H soit un sous-groupe parabolique de K. Alors la fibration
K—K/H est localement triviale, donc on peut appliquer tout ce qui a été dit plus haut. De
plus, puisqu’alors X est une variété compléte, on a:
0sit>0

H (X, L(k)) =H"(X,0x)={ ksii=0

1l en résulte que, pour tout K-module E, on a H*(E) = 0 pour ¢ > 0 et H(E) ~ E. Le
foncteur HO est donc idempotent.

Revenons a notre groupe semi-simple G et & son sous-groupe de Borel B. On note X = G/B.
A tout B-module M, on peut associer le faisceau £L(M) sur X. Par exemple, soit A € P,
considéré comme un B-module de dimension 1. Il est bien connu que H°()) # 0 si et seulement
si A € P~ (¢f. [Ja 2, Part 2, Proposition 2.6], voir aussi le corollaire 2.3). Attention! Dans
[loc. eit], B correspond, comme il est d’usage, aux racines négatives, tandis que nous avons
choisi B correspondant aux racines positives. On prendra donc garde aux changements de
signe qui interviennent. Un module de la forme H®()) sera appelé un module indust.

Pour tout w € W la variété de Schubert X,, est la fermeture dans X (en topologie de
Zariski) de la B-orbite BwB/B. (X,, est simplement X). Il est connu que X, CX,, si et
seulement si y < w. Les variétés de Schubert sont normales.([Jo] pour k de caractéristique
nulle; et [A 2], [Se] et [M-R 1] pour k arbitraire.)

Soit w € W. On note H le foncteur (exact & gauche) qui & un B-module M associe
H°(X,,L(M)) € C(B). Pour chaque ¢ > 0, on peut considérer d’une part le 1™ foncteur
dérivé R'HD de HD, et d’autre part le foncteur H*(X,,?). Ils sont isomorphes, d’aprés la

proposition suivante.
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1.1.4.ProPosITION. Soit w € W.

(i) Soit M un B-module. Pour tout i > 0, les B-modules R°'H3(M) et H(X,,L(M)) sont
isomorphes. Nous les identifierons, et nous désignerons ce module par H:,(M).

(73) (Identité tensorielle) Soit M un B-module et soit E un G-module. Alors, pour tout ¢ > 0,
les B-modules H.,(M ® E) et H., (M) ® E sont isomorphes.

PRreUVE: (c¢f. [C-P-S 1, Lemma 1.2.4]). Soit 0—+M—1I°* une résolution injective de M. Les
R'HY(M) sont définis comme étant la cohomologie du complexe 0—HY(I°). D’autre part,
pour tout B-module injectif I, on a H*(X,,L(I)) = O pour tout n > 0. En effet tout B-
module injectif est facteur direct dans une somme directe de copies de k[B], donc il suffit de
montrer cette assertion dans le cas ot I = k[B]. Dans ce cas, L(I) s’identifie au faisceau
7.0y,, ou 7 est la projection G—">G/B, et ou Y,,:= BwB est I'image réciproque de X,,. Or
Y, est une sous-variété affine de G-, donc on a H*(X,,7.0y,) = 0 pour tout n > 0 ([G 1,
Corollaire 1.6.3] et [G 2, Corollaire 1.3.2]). On en déduit que I'on peut utiliser le complexe
0— L(I*) pour calculer les H*(X,, L(M)). Ceci prouve I’assertion ().

Pour ’assertion (ii), nous observons que si I est un B-module injectif et E un G-module,
alors I ® E est un B-module qui est H2-acyclique. En effet E est réunion de sous-modules de
dimension finie, et, lorsque E est de dimension finie, I® E est un B-module injectif. Il en résulte
que, si 0—+M—I* est une résolution injective de M, alors on peut calculer les H. (M ® E) en
utilisant le complexe 0—H2(I°* ® E). L’assertion (i) découle alors de 1.1.1. B

Remarque. Soit a une racine simple et soit P, le sous-groupe parabolique de G engendré par B
et par s,. Alors X, est isomorphe au quotient de P, par son sous-groupe de Borel B. Donc,
comme signalé plus haut, le foncteur H est idempotent.

1.2 Deux versions de G/B x G/B.

A tout B X B-module M, on peut associer le faisceau £(M) sur X x X. Si N et N’ sont deux
B-modules et si M = N ® N', alors Lxx(M) est isomorphe au produit tensoriel extérieur
Lx(N)®Lx(N").

L’application 7 : (g,z) — (¢B, gz) établit un isomorphisme de G-variétés entre le produit
fibré X := G xB X et X x X. (G opére diagonalement sur X x X et par multiplication a
gauche sur X .) A chaque B x B-module M est associé le faisceau (r~!),L(M) sur X, que par
abus on note encore L(M).

Suivant les notations de [Ku], si S est une union de variétés de Schubert dans X, on note
S la G-variété G xB S. La suite spectrale de Leray associée a la fibration 5S-G /B fournit,
pour toute paire (N,N') de B-modules, une suite spectrale Ef? = H?(G/B, H*(S,N)®N') qui
converge vers H?*4(5, N'® N). En particulier, on a H°(S, N'@N) ~ H°(H°(S,N)®N'). Sion
note Ks(N) le noyau de ’application de restriction H°(N)—H°(S,N), et Ks(N', N) celui de
P’application H(X, N'® N)—H°(S, N'®N), alors on a aussi: Ks(N',N) ~ H(Ks(N) ® N').
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1.3 Hyperalgébres et modules de Weyl.

Nous renvoyons & [Ja 2, Chap. 7 and Chap. 8, 1.20] pour la définition de I’algébre des distri-
butions (ou hyperalgébre) U(H) d’un groupe algébrique H, ainsi que pour la définition des
modules de Weyl. Nous nous contenterons de rappeler les quelques faits suivants.

L’hyperalgebre U(U) de U est engendrée par les puissances divisées X&"), pour o € Rt et
n > 0. Sil’on fixe une numérotation a;,...,ay de R*, alors les “mondmes ordonnés” forment
une base de U(U) comme espace vectoriel. Nous nous servirons de cela pour dire qu’un certain
quotient M de U(U) est de dimension finie (¢f. 2.1).

Une condition pour qu’un U (B)-module soit un B-module est donnée dans [C-P-S 2, The-
orem 9.4]. Nous utiliserons celd pour dire que le module M mentionné plus haut est un

B-module.

Le module de Weyl E()) (A € P*) est obtenu par réduction modulo p du G(€)-module
simple de plus haut poids A. Son caractére est encore donné par la formule de Weyl, mais
il n’est plus, en général, simple. Il posséde un unique sous-module maximal, noté Rad E(}),
et le quotient simple correspondant est noté L(A). C’est I’'unique G-module simple de plus
haut poids A. On sait que E()) est le dual de H°(—X) ([Ja 1, Satz 1]). Ainsi L()\)* =
L(—wo)) est le socle de H°(—X). Attention! Cette convention est différente de celle qui
prévaut habituellement. Tous les autres sous-quotients simples de E()) et de H°(—)) sont des
L(u), pour u € Pt vérifiant (u, p) < (A, ).

Un poids de E()) sera dit eztrémal s’il est conjugué & A. Si wA est 'un d’eux (w € W),
on notera F,()) le sous-B-module de E()) engendré par le sous-espace de poids wA. Nous
appellerons un tel module un module de Demazure (c¢f. [Dem]).

Nous verrons plus loin (2.5 et 2.6) qu’il y a une certaine ressemblance entre les B-modules
F,()) et les G-modules E()). Pour permettre la comparaison, nous rappelons la:

1.3.1.ProposiTION. ([C-K-P-S, Corollaries 3.2 and 3.3))

(i) Soit M un G-module et soit A\ € P*. S’il existe ¢ > O tel que Exty,(E()), M) # 0, alors il
existe un poids u de M tel que p > A.

(¥¢) Pour tous A, u € P* et pour tout i > 0, on a: Exti,(E(}), E(r)*) =0.

1.4 Foncteurs d’induction et foncteurs de Joseph.

A.Joseph a défini ([Jo]), pour chaque w € W, un foncteur exact & droite D,, dans la catégorie
des B-modules de dimension finie. Bien que cette catégorie ne posséde pas suffisamment
d’objets projectifs, il a réussi & définir les foncteurs dérivés Di, ([loc. cit, Section 5]). Sa cons-
truction reste valable en caractéristique arbitraire: si M est un B-module de dimension finie,
D, (M) est défini comme étant le plus grand quotient de dimension finie de U(P,) ®y & M.

Remarquons que D,(M)* et H(M*) sont isomorphes, car ils vérifient tous deux la propriété

universelle des modules induits. Si w = s,, ... S,, est une décomposition réduite de w, D,
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est par définition égal &: D,, o...0 D,,. A isomorphisme pres, ceci ne dépend pas de la
décomposition réduite choisie ([loc.cst, 2.15]). On notera D = D,,.
L’existence de résolutions comme dans [loc. cit.] est assurée par le lemme suivant.

1.4.1.LEMME. Soit M un B-module de dimension finie. Alors il existe un poids A € P* et un
G-module E tels que M soit un quotient de E ® A.

PREUVE: D’aprés le théoréme de Serre, ’application de restriction H°(X,M ® —A)—=M ® —)\
est surjective lorsque A est suffisamment dominant. B

Le contenu de la proposition ci-dessous soit provient de [A 2], soit résulte facilement de
([A 2[+(Jo]).
1.4.2.ProposiTioN. (Foncteurs d’induction et foncteurs de Joseph.)

Soit A € P~ et soient w,y € W.
(1) On a H(X,,)) =0 pour ¢ > 0.
(%) L’application de restriction, de H°()\) vers H°(X,,,A) est surjective. Son image s’identifie
au dual du sous-B-module F,(—)) de E(—AX) (¢f. 1.3).

; 0sit>0
() On a Hy(Hy(Y)) = { HC,,(A) sii =0, 0l y *w est défini plus bas
(¥v) Soit M un B-module de dimension finie. Alors, pour tout ¢ > 0, on a un isomorphisme:
HL (M) = Di,(M")".
ESQUISSE DE LA DEMONSTRATION: Les assertions (i) et (it) sont cruciales. Elles sont prouvées
dans [A 2], et ont aussi été obtenues par Mehta, Ramanan et Ramanathan ([M-R 1] et [R-R]).
L’assertion (i11) est implicitement contenue dans [A 2], et en tout cas résulte facilement de
[A 2]4[Jo]. La loi * est 'unique loi de composition sur W qui soit associative et telle que, pour
tout 2 € W et toute réflection simple s, on ait: s * z = Maz{sz, 2z} (pour ’ordre de Bruhat).
L’existence d’une telle loi résulte de [Jo, 2.15], ou bien peut &tre vue comme conséquence d’un
résultat sur les algébres de Hecke ([C, Théoréme 3.1]).

Il résulte de ’assertion (ii1), et de la définition des foncteurs de Joseph, que ’on a HY(M)* ~
D,,(M*) pour tout B-module M de dimension finie. En tenant compte de (ii), on obtient en
particulier que, pour u € P+, D, (u) est isomorphe & F,(u). Pour cette raison, quand nous
voudrons insister sur ’aspect fonctoriel (par exemple quand nous parlerons de filtrations, ou
quand nous voudrons utiliser I'identité tensorielle) nous appellerons ce module un module
de Joseph, tandis que nous continuerons a ’appeler un module de Demazure quand nous le
considérerons comme un sous-module de E(u).

Prouvons ’assertion (iv). Soit 0—M — A, une résolution du B-module M, dans laquelle
chaque A; est isomorphe au produit tensoriel d’'un G-module E; et d’un poids antidominant
Xi (¢f- 1.4.1). D’apres l’assertion (1), on a HJ(A;) = 0 pour tout ¢ > 0 et tout n > 0. Il en
résulte que H?(M) s’identifie au n**™ groupe de cohomologie du complexe: 0— HJ(A.).

De plus, A*—M*—0 est une résolution de M* comme dans [Jo, Section 5], donc, par
définition, les D (M"*) sont les groupes d’homologie du complexe D, (A;)—0. L’assertion (iv)

en résulte. B
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Remarque. 11 est utile d’avoir A sa disposition a la fois les foncteurs d’induction HY et les
foncteurs de Joseph. En effet, la premitre formulation nous servira dans la partie 2, tandis
que la seconde est la plus pratique pour les parties 3 et 4.

1.5 Filtrations.

Pour nous, une filtration d’un module M sera une suite croissante de sous-modules: (M;);>0,

telle que My = 0 et que U;>oM; = M

Soit M un G-module. Rappelons que 1’on dit que M posséde une filtration de Weyl (cf.
[W]) s’il posséde une filtration dont les quotients sont isomorphes & des modules de Weyl; et
que M posséde une bonne filtration (cf. [Do 1]) si les quotients sont isomorphes & des modules
induits. Un critére cohomologique d’existence d’une bonne filtration est donné dans Do 1,
Corollary 1.3]. Si M est de dimension finie, il est clair que M posséde une bonne filtration si

et seulement si M* posséde une filtration de Weyl.

Nous dirons qu’un B-module M posséde une excellente filtration (resp. une filtration de
Joseph) s’il posséde une filtration dont les quotients sont isomorphes & des modules de la
forme H(A) (resp. & des modules de Joseph). Remarquons que si M posséde une excellente
filtration, alors, d’aprés 1.4.2 (iii), H°(M) posséde une bonne filtration.

Dans [Jo, 5.8], il est suggéré que, pour tous A,u € Pt et tout w € W, E(A) ® D,(u)
posséde une filtration de Joseph. D’aprés 1.1.4 et 1.4.2(i11), ceci est équivalent & la conjecture

suivante:
(C1) Pour tous A, u € P+, E(A) ® u possede une filtration de Joseph.
Il est alors naturel de se demander si la condition (C2) ci-dessous est satisfaite.
(C2) Pour tous A, pu € P*, et pour tout w € W, Dy()) ® pu posséde une filtration de Joseph.

En dualisant, on peut reformuler les conditions (C1-2) en termes de filtrations excellentes.
Bien que ces deux formulations soient tout & fait équivalentes, il est parfois plus commode
de choisir I'une plutét que ’autre. Dans la partie 2, nous adoptons le point de vue des
filtrations excellentes, et nous établissons une équivalence (Théoréme 2.19) entre I’assertion
(C1) et lexistence de certaines bonnes filtrations. Il en résulte en particulier que ’assertion
(C1) est vraie en caractéristique nulle. Dans les deux parties suivantes, nous adoptons le point
de vue des filtrations de Joseph. Dans la partie 3 nous montrons, sous certaines restrictions
sur p=car k, que l’assertion (C1) est vérifie. Dans la partie 4, nous prouvons un résultat
(Théoréme 4.9) qui entraine que I’assertion (C2) est vérifiée lorsque G est de type A,.

Partie 2

Soit A € P*. Rappelons que HJ(—A) a un B-socle simple de poids —w), et que son dual F,,(}\)
est engendré par un vecteur e, de poids wA.
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2.1.PROPOSITION FONDAMENTALE. Soit A € Pt et soit w € W. Soit J I’idéal & gauche de U(U)
engendré par les éléments X", pour @ € R* et ng > 1+ kq, 0it ko:= Maz {(—w), &),0}, et
soit K I'idéal & gauche de U(B) engendré par J et par le noyau du caractére wA. Alors K est
égal 3 Pannulateur dans U(B) de ey.

PREUVE: Soit I ’annulateur de e, dans U(U). Puisque F,()) est un sous-module de E(}),
tous ses poids p vérifient (i, x) < (A, A). Ceci entraine que J C I. On en déduit qu’il existe
un morphisme surjectif de U(B)-modules, r, de M := U(B)/K vers F,()). De plus M est un
U(B)-module de dimension finie, qui est U(T) semi-simple & poids entiers. (M s’identifie &
U(U)/J, ot T agit par ’action adjointe.) D’aprés [C-P-S 2, Theorem 9.4], M est muni d’une
structure de B-module.

Pour montrer que 7 est un isomorphisme, il suffit de montrer que dim M < dim F,(}).
Pour celd, il suffit de construire un B-morphisme injectif, de M* dans F,(X)* = HJ(—). Soit
e 'image dans M de 1 € U(B). Soit T ’ensemble des fonctions rationnelles sur Y,, = BwB qui
sont définies sur 'ouvert C,, := BwB. On définit une application k de M* vers I' de la fagon
suivante.

Soit U,, = U N wwe(U). Rappelons que I’application o, qui au couple (n,b) associe nwb,
établit un isomorphisme de variétés algébriques, de U, x B vers 'ouvert C,, de Y,. Soit
¢ € M*. L’application x(4), qui & (n,b) € U,, X B associe A(b)¢(ne), est une fonction réguliere
sur U, X B. Donc k(¢) o 071, par abus encore notée «(¢), est une fonction réguliere sur C,,.

2.2.LEMME. Soit z € C,,. Pour n’importe quelle décomposition x = nwb, oun € U et b € B,

on a: k(¢)(z) = A(b)P(ne).

PREUVE: Soit £ = nowby I’unique décomposition pour laquelle on a ny € U,, et by € B. On veut
montrer que A(b)¢(ne) = A(bo)(noe). L’égalité nwb = nowb, entraine: n~'ny = whby'w! €
U Nnw(U). 1l en résulte d’'une part que bby' appartient & U et d’autre part que n~!ng agit
trivialement sur e. En effet, si « € R* Nw(R™), alors (—w], &) < 0, donc ko =0, i.e. X{) est
contenu dans J pour tout ¢ > 1. On a donc A(b) = A(bo), et ne = nge, d’olt 1’égalité voulue. M

Il résulte du lemme que x est un morphisme de B-modules, de M* vers I'. Puisque e
engendre M comme B-module, on en déduit que « est injective. Nous prétendons que x fournit
’injection de M* dans HJ(—A) recherchée. Ceci équivaut & dire que, pour toute ¢ € M*, k(4)
est une fonction réguliére sur X,, toute entiére.

En effet, supposons au contraire qu’il existe ¢ € M* telle que $:= k(@) ne soit pas partout
définie. Puisque Y, est normale et que I’union, pour y < w et I(y) < l(w) — 2, des variétés
Y, est un fermé F de codimension 2, alors $ n’est pas partout définie sur 'ouvert V =Y, \ F
(¢f- [Li, Theorem 2.15]). Puisque V est normale (V est méme lisse), on sait d’apres [loc. cst,
Theorems 2.17 and 2.15] qu'’il existe un point o € V, ol c;S, considérée comme fonction &
valeurs dans P, prend la valeur oo .

Pour obtenir une contradiction, il suffit maintenant de construire une application réguliére

1 de k dans V qui vérifie les trois conditions suivantes:
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Pour obtenir une contradiction, il suffit maintenant de construire une application réguliére
9 de k dans V qui vérifie les trois conditions suivantes:
(i) Pour tout z # 0, ¥(2) € C,.
(%) $(0) = 2o.
(i#%) ¢ 0 $(0) # oo .

On peut écrire o = nyb, avec n € U,b € B, y < w et I(y) = l(w) — 1. Alors, il existe
~ € R* telle que: w™'(7) € R~ et y = s,w. On a aussi y = ws,, o @ = —w~!(1). Rappelons
qu’a chaque racine f est associé un sous-groupe a un paramétre de G: z — 04(z). D’apreés [St,

Lemma 19], on a la formule:
8a = 04(2)0_a(—271)04(2)ha(z) pour tout z # 0,

ol h,(2) est un élément de T qui agit par 2(#%) sur le sous-espace de poids u de toute
représentation de T. Nous posons: 1(z) = nwf,(—2)s.b. On a ¥(0) = z, et, en utilisant [St,
Lemma 20], un calcul facile montre que:

¥(z) = nb,(e27")why(2)ha(z)b pour tout z # 0,

ol € est une constante, égale & +1. En particulier, ¥(2) appartient & C, pour z # 0.
D’aprés le lemme 2.2 on peut utiliser I’écriture ci-dessus pour calculer ¢(1(2)), et on obtient

que:

pour tout z # 0, $(¥(2)) = A(b) 3> €m MM (-1, ¢)(X"(’m)e)

m20
Or X{™e =0 pour m > 1+ (—w),¥) =1+ (X, &). Il en résulte que #(¥(2)) est un polyns-
me en z. Donc 9 vérifie les trois conditions (3),(35),(111) énoncées plus haut. Ceci termine la

démonstration de la proposition 2.1. B

Remarques (1) Nous utilisons dans la démonstration le fait que F,,())* ~ HZ(—2) (cf. 1.4.2).
(2) La proposition 2.1 avait été démontrée par A.Joseph ([Jo, Theorem 3.4)) pour k de ca-
ractéristique nulle.

(8) La démonstration ci-dessus a été étendue au cas d’une algebre de Ka&-Moody générale par
O.Mathieu ([Ma 3, Lemme 4]).

2.3.COROLLAIRE. (de la démonstration). Soit A € P et soit w € W. Alors H°(X,,, £())) est non
nul si et seulement si (A, &) < 0 pour toute a € R* qui vérifie ws, < w et [(ws,) = I(w) — 1.

PREUVE: Le B-module H2()A) est de dimension finie, donc est non nul si et seulement si il
contient un U-invariant non nul. Or, & un scalaire prés, il existe une unique section 7 de £()
au dessus de C,, qui soit U-invariante: & un élément nwb elle associe A(b~1).

La question est donc de savoir dans quels cas 7 est une fonction réguliére sur Y,,. Il résulte
de la démonstration de 2.1 que 7 est réguliére sur Y, si et seulement si, pour chaque a € R*
vérifiant ws, < w et I(ws,) = I(w) — 1, la fonction 7 o ¢, est réguliere au point 0, ot 1), est la
courbe correspondant & y = ws, introduite dans la démonstration. Or on a 7(1,(2)) = 2=,
d’ol le résultat. m

Le corollaire suivant résulte immédiatement de 2.1.
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2.4.COROLLAIRE. (PROPRIETES UNIVERSELLES DE F, ()\) ET DE HO(—2)).

Soit A € P* et soit w € W. Soit M un B-module dont tous les poids u vérifient (u,p) < (A, A).
(i) Si M est engendré par un vecteur de poids w), alors M est un quotient de F,()).

(¥1) Si M a un B-socle simple de poids —w), alors M s’injecte dans HS(—)).

Ceci nous donne les deux corollaires suivants. (Comparer avec 1.3.1)

2.5.COROLLAIRE. Soit A € P* et soit M un module dont tous les poids p vérifient (u, u) < (A, A).
Alors:

(i) Exty(F,(X),M) =0.

() Exty(M,HS(—-))) = 0.

PREUVE DE (i): Considérons une suite exacte de B-modules:
0—+M— E-5F,()\) —o0.

Soit e € E un vecteur de poids wA dont I'image par = engendre F,, (), et soit N le sous-module
de E engendré par e. Tous les poids u de N vérifient (u,u) < (A,A), donc N est un quotient
de F,(A). On en déduit que 7 induit un isomorphisme de N vers F,(A). Il en résulte que E
est la somme directe de N et de Ker # = M. Ceci prouve que Ext}(F,(1),M)=0.1

PREUVE DE (3i): M est réunion (filtrante croissante) de ses sous-modules de dimension finie
{M;}ie;1- Considérons une suite exacte de B-modules:

0— H)(-A) - E-5M — 0.

Soit 5 € I. On suppose avoir construit, pour tout ¢ < j, un B-morphisme s; : M;—FE tel
que ws; = idpg,. Puisque M; est de dimension finie, alors Ext}(M;, H3(—\)) est isomor-
phe & Ezty(F,(A), M), qui est nul d’aprés l’assertion (i). Donc il existe un B-morphisme
s; : M;—E tel que 78} = idpy;. Soit 6 la restriction & M; de s; — 8. Alors 76 = 0, i.e.
6 € Homp(M;, H3(—))). Mais Exty(M;/M;,H}(—))) = 0, puisque M;/M; est de dimen-
sion finie. Donc § est la restriction & M; d’un élément ¢ € Homp(M;, H3(—A)). Alors, la
restriction a M; de s;:= s;- + ¢ coincide avec s;. Puique M = Uiy M;, on construit ainsi un
B-morphisme s : M—E tel que 7s = tdys. Ceci prouve que ExtL(M,H2(-A))=0m

2.6.COROLLAIRE. Soient A,u € P*, et soient w,y € W.
(t) Si Ext}(F,()), Fy(1) ) est non nul, alors (u, p) > (A, X).
(i) On a Exty(F,()), H)(—p)) =0.

PREUVE: La premilre assertion résulte de 2.5. Rappelons que si M et N sont deux B-modules de
dimension finie, alors ExtL (M, N) et Exty(N*, M*) sont isomorphes. Donc on peut échanger
les roles de A et u dans la seconde assertion. Le résultat découle alors de 2.5. m

Remarque. En fait on a Ezty(F, (), H)(—u)) = 0 pour tout ¢ > 0 ([Ka, Theorem 2.20 ()]).

Le lemme technique ci-dessous et les trois propositions qui suivent nous seront utiles pour
la démonstration du théoréme 2.19. Rappelons que la loi * est définie en 1.4.2.

290



VARIETES DE SCHUBERT ET EXCELLENTES FILTRATIONS

2.7.LEMME.

(i) Soient w,y,y' € W. On supposey > y'. Alors y*w >y *w et wxy>wx*y'.

(¥%) Soient w,y, 21,z € W. On suppose z £ 2;, w < zy, et l(zy) = (%) +I(y) pourd,j =1,2.
Alors il existe z,t € W tels quet < y,z < 21,z < zo,w = zt, l(w) = l(z) +I(t), et w <z *y.

PREUVE: Les deux assertions se déduisent facilement du résultat suivant ([Deo, Theorem 1.1]):
Soit s une réflection simple et soient w,y € W tels que sw > w et sy > y. Alors les trois
conditions suivantes sont équivalentes: a) w <y, b) w < sy, c) sw < sy. W

Remarque. Si S est une union de variétés de Schubert et si y € W, on définit S,, comme
étant ’union, pour X,,CS, des variétés X,,.,.

2.8.DEFINITIONS. Si A € P~ et si S est une union de variétés de Schubert, le B-module
HO(S, ) sera appelé un module de Schubert. Si M est un B-module, on dira que M posséde
une filtration de Schubert si:
(%) il existe une suite 0 = MyCM,C ... de sous-B-modules telle que M soit la réunion des M;
et que chaque M;/M;_, soit isomorphe & un module H°(S;, \;).
Si ¢ : M—M' est un morphisme de B-modules, on dira que (M, M, $) forme un S-triplet si:
(1) M vérifie (%) ci-dessus.
(2) M' vérifie une condition analogue (*').
(8) ¢(M;)CM] pour tout i.
(4) Pour chaque ¢ > 1, ¢ induit une surjection de M;/M;_; vers M]/M]_,, et de plus on a
Al = A;. (Ceci entraine S; D S].)
(11 résulte de la définition que ¢ est surjective).

2.9. A la suite des questions (C1) et (C2), on peut aussi se demander si, pour tous
w,y € W et A, p € P~, le B-module H{(A) ® Hy(u) posséde une excellente filtration. Un
contre-exemple de W.van der Kallen montre que ce n’est pas le cas. Cependant on peut espérer
que HJ()\) ® HJ(u) posséde une filtration de Schubert. *

2.10.ProPosITION. Soit S D S' deux unions de variétés de Schubert, et soient y € W,\ € P~
On a:

(1) H°(S,HJ(X)) = H°(S.y,A).  (S.y est définie dans la remarque suivant 2.7)

(i) H'(S,HJ(\)) = 0 pour i > 0.

(i%i) L’application de restriction, de H°(S, H})())) vers H®(S', H)())) est surjective.

PREUVE: L’assertion (4if) résulte de l'assertion () et de [R, Theorem 2]. Démontrons les
deux premiéres assertions. Remarquons que S posséde une unique écriture non redondante
S = Up_oX:,, ol 2; £ 2; pour ¢ # j, et posons N(S) = n+1 et I(S) = Maz{l(2:),0 < k < n}.
D’aprés la proposition 1.4.2, nous savons que les assertions (i) et (i) sont vérifiées lorsque
N(S) = 1. Nous procédons maintenant par récurrence, c.i.d. nous supposons les assertions

1Un critére cohomologique d’existence d’une filtration de Schubert, analogue 3 [Ka, Theorem 3.1], est donné
dans [P]
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(i) et (3i) vérifiées pour toute S; telle que: ou bien {(S;) < I(S), ou bien I(S;) = I(S) et
N(S1) < N(95).

Soit §' = Up_,X,,, soit {1 Pensemble des y € W qui vérifient: y < 2, et y < 2; pour au
moins un indice k # 0, et soit §” = U,eq X,. Nous posons: 2z = z. D’aprés [R, Theorems
2,3], intersection S' N X, prise au sens des schémas, est réduite; elle est donc égale &3 S”. On
a donc une suite exacte (de Mayer-Vietoris) pour les faisceaux structuraux:

(E) O—POS—POsn (3] Ox'--)osll—)()

Considérons la longue suite exacte de cohomologie associée & la suite exacte courte:
(B) ®0use L(HJ(X)). D’une part, N(S') < N(S), et, d’autre part, puisque les 2 sont deux &
deux incomparables, on a I(S") < I(S). Alors, d’aprés 1.4.2 et ’hypothése de récurrence, on
obtient les égalités: H'(S, H;’(/\) ) = 0 pour ¢ > 2, ainsi que la suite exacte ci-dessous.

0 — HO(S, Hy(\)) — H.,(\) @ HO(S.,, AL HO(S!

W A) = HY(S,HJ(A)) — 0.

Or, d’aprés 2.7 (1), on sait que v*y < z*y pour tout v € (. Donc ¢ est surjective, d’aprés
[R, Theorem 2]. 1l en résulte que H'(S, HJ()) ) = 0. Pour finir, il est clair que S}, est contenue
dans X,,, N S,,; et on a I’égalité car I'inclusion inverse résulte de 2.7 (i1). De cette égalité on
déduit, en utilisant & nouveau Mayer-Vietoris, que H°(S, HJ(})) s’identifie & H(S,,, ). La

proposition 2.10 est donc démontrée. B

2.11.ProposITION. Soient S, S' deux unions de variétés de Schubert et soient A, u € P~.

() Si 8'CS, alors I'application naturelle de H°(B, H°(S,)) ® u) vers H°(B, H°(S',)\) ® ) est
surjective.

(#i) On a H'(B, H°(S,)) ® u) = 0 pour tout 1 > 0.

PREUVE DE (i): Supposons H°(B,H°(S',A) ® p) # 0. Alors, il existe X,, contenue dans S’
telle que: wA = —pu. Puisque A et 4 sont antidominants, ceci entraine que w = wp modulo le
stabilisateur W) de A. On en déduit que H°(S', ) = H°()), d’ot H°(S',A) = H°(S,)). m
PREUVE DE (11): D’aprés [Ka, Theorem 2.20 ()], nous savons le résultat vrai lorsque N(S)=1.
Comme pour la proposition 2.10, nous allons procéder par récurrence 2 la fois sur 1(S) et sur
N(S). Soit X, un élément maximal de ’ensemble des variétés de Schubert contenues dans S.
Ona S = X,US' ol S est une union de variétés de Schubert telle que N(S') = N(S) — 1.
Soit $" = X, N S'". On a: I(S") < I(2) < I(S). D’aprés la proposition 2.10, on a une suite
exacte:
(x) 0— H°(S,X) — HJ(A) @ H(S',A) — H°(S",)) — 0.

En utilisant [loc. cit.] et hypothése de récurrence, la longue suite exacte de cohomologie

associée & (*) nous donne H*(B, H°(S,)) ® u) = 0 pour ¢ > 2, et nous fournit la suite exacte

ci-dessous:
H°(B, H(\)®u) @ H(B, H'(S', \)®u) -2 H°(B, HO(S",\)®u) — H'(B, H*(S,))®u) — 0.

Or ¢ est surjective d’apres (1), donc H*(B, H°(S,)) ® p) = 0. Ceci prouve I’assertion (i1). ®
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2.12.PRropPosITION. Soient S, S' deux unions de variétés de Schubert, et soit M un B-module

possédant une excellente filtration. Alors:
(i) H°(S, M) posséde une filtration de Schubert; et H*(S, M) = 0 pour i > 0.
(+t) Si S'CS, I'application de restriction ¢ fait de (H°(S, M), H°(S', M), ¢) un $-triplet.

2.13.PROPOSITION. Soit u € P~.

(i) Soit M un B-module possédant une filtration de Schubert. Alors H'(B,M ® p) = 0 pour
tout ¢ > 0.

(tt) Soit (M, M', ¢) un S-triplet. Alors I’application induite par ¢, de H*(B,M ® u) vers
H°(B, M' ® u), est surjective.

DEMONSTRATIONS: Lorsque M est de dimension finie, la proposition 2.12 (resp. 2.13) se déduit
facilement de 2.10 et 2.7(3) (resp. 2.11), en procédant par récurrence sur le nombre de fac-
teurs. Puisque les foncteurs H'(B,?) et H'(S,?) commutent aux limites inductives, les deux

propositions restent valables pour M arbitraire. B

La proposition qui suit a d’abord été démontrée par S.Kumar, pour k = € et S irréductible
([Ku, Theorem 1.5]). Sous la forme donnée ici, la proposition a été démontrée indépendem-
ment par O.Mathieu, dans le cas plus général d’un groupe de Ka¥-Moody ([Ma 4, Lemmes 21
et 22]); et par V.B.Mehta et A.Ramanathan ([M-R 2] et [R, Section 2]).

2.14.PROPOSITION. Soit S une union de variétés de Schubert et soient A\, u € P~. Alors:
(i) L’application de restriction, de H(X,u®)) vers H(S,u®)) est surjective.
(i) On a H'(S,u®)) = 0 pour i > 0.

Ceci nous donne le corollaire suivant, que nous utiliserons pour la démonstration du
théoréme 2.19. (Rappelons que Kg()) est défini en 1.2, ainsi que Kg(u,)).)

2.15.COROLLAIRE. Soit S une union de variétés de Schubert et soient A, p € P~. Alors ’appli-
cation naturelle H*(H°(\) ® u)—H(H®(S,)) ® p) est surjective, et on a H'(H(S,)) ® p) =
H'(Kg()\) ® u) = 0 pour tout i > 0.

PREUVE: Puisque H'(H°(A)®pu) = 0 pour ¢ > 0, la longue suite exacte de cohomologie associée

a la suite exacte courte suivante:
0 Ks(A\)®u— HAN)®u— H(S,))®pu—0

nous donne les isomorphismes: H*(H°(S,)) ® p) ~ H*'(Kg()\) ® u) pour 1 > 1, et nous

fournit la ligne supérieure du diagramme commutatif a lignes exactes ci-dessous.

H(Ks(\) @) — H°(H°(\)®u) - HOH(S,\)@u) — H'(Ks(\)@u) — 0

Ks(w,)) - H(X,u®)) 5 HS,ud))

(Les fléches verticales sont des isomorphismes.) Or  est surjective d’apres 2.14 (i), donc ¢
Pest aussi, donc H(Ks(A) ® u) = 0. D’autre part, d’aprés [R, Theorem 2], on a H9(S,)) =0
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pour g > 0. Il en résulte que la suite spectrale E5? = H?(G/B, H?(S,)) ® u) dégénére pour
donner les isomorphismes: H*(S,u®)) ~ H*(H3()\) ® u). Alors 2.14 (i) achéve la preuve du
corollaire. B

2.16.COROLLAIRE. Soient w,y € W et soient A, u € P~. Alors:

(i) On a H'(HJ()\) ® H)(u) ) = 0 pour i > 0.

(1) HO(H()\) ® HY(u) ) est isomorphe & H(Hy-1,,()) ® p).

(1) Siw > w' et y > ', I'application de H°(H(A) ® HJ(u)) vers H°(HS,(X) ® HY(u) ),
induite par I’application de restriction, est surjective.

PREUVE: Rappelons que la loi * est définie en 1.4.2. Nous démontrons I’assertion (i) par ré-
currence sur n:= Min {{(w),!(y)}. Le cas n = 0 est traité par 2.15. Supposons: n = I(y) > 0.
Soit s une réflection simple telle que sy < y. Distinguons les deux cas suivants.

1) On a sw < w. Dans ce cas, d’aprés 1.1.4 et 1.4.2, on a les isomorphismes:
. HJ()) ® H(H{, (1)) =0sii>0
H,(Ho()) ® Hy(w)) ~
HJ(\) @ H)(u)sii =0
Puique H° ~ H°% o H?, on en déduit, pour tout ¢ > 0, les isomorphismes:
H'(Hy(\) ® Hy(u)) = H' o H)(Hy(\) ® Hyy(0)) = H'(HJ(A) ® Hyy (1))
Or, par hypothése de récurrence, le dernier terme ci-dessus est nul pour ¢ > 0.

2) On a sw > w. Dans ce cas, on a:

H)(Hy(2) ® Hy(w))

R

Hy,(A) ® Hy(p)

R

HY(Hy, (\) ® Hyy (1)

Hy(Hy(\) ® Hy(k))

0

H(HZ, (A) ® HE, () sii > 0

et, comme plus haut, on en déduit les isomorphismes:

R

H'(Hy(A) ® Hy()) H'o H)(H,(A) ® H)(k))

R

H'o H)(H;,(A) ® Hy, (k) =~ H'(H;,(A)® Hy,(u))

Par hypothése de récurrence, le dernier terme ci-dessus est nul. Ceci prouve ’assertion ().
yp )

L’assertion (15) résulte facilement de la démonstration qui précéde. L’assertion (113) résulte
de l’assertion (i), du Corollaire 2.15, et du Lemme 2.7 (i), qui assure que y ' +w > y' '+ w'. W

En utilisant, comme en 2.10 et 2.11, un argument “a la Mayer-Vietoris”, on déduit de 2.16
le corollaire suivant:
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2.17.CoROLLAIRE. Soit w € W, soient S, S' deux unions de variétés de Schubert, et soient
A, p € P~. Alors:
(1) H'(H3()) ® H3(x)) = 0 pour i > 0.
(#) H°(HZ(X) ® HY (1)) = HO(H°(S4-10,2) ® ).
(i53) Si S'CS, alors I'application H°(H3(A) ® H3(n)) — H°(H$:(A) ® H)(u)), induite par
Papplication de restriction, est surjective.

2.18.REMARQUE. Soient S, S', S; des unions de variétés de Schubert, et soient A\, u € P~.
On suppose S'CS. En général, 'application H(H3(A) ® H3, (1)) — H°(HH(A) ® H3, (1))

n’est pas surjective.
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette partie.

2.19.THEOREME. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) (C1) Pour tous A, p € P~, H°(\) ® u posséde une excellente filtration.
(i1) Pour tous A, u € P~ et pour toute union S de variétés de Schubert, Kg(u,)) posséde une

bonne filtration.

PREUVE DE (1) = (ii): D’aprés [Do 1, Corollary 1.3, il suffit de montrer que H(G, Kg(u, ) ®
H°(v)) = 0 pour tout v € P~. Soit ¥ € P~. L’assertion (i) entraine, d’aprés 1.4.2, que
H°(\) ® H°(i) posséde une bonne filtration. On a donc H}(G, H°(A) ® H°(x) ® H°(v)) = 0.
On en déduit qu’il suffit de prouver la surjectivité de ¢ dans la suite exacte ci-dessous, qui
provient de la suite exacte courte donnée par 2.14 (i).

H(G, H°() @ H°(A\) @ H(v)) - HO(G, HO(8, ud))@ HO(v))— H(G, Ks(u, \) @ H(v))—0.

Puisque H°(S, u®)) est isomorphe & HO(u® H(S, \) ) et puisque, d’aprés 1.1.1, H°(S,A)®
H°(v) est isomorphe & H°(S,A ® H°(v)), on obtient par réciprocité de Frobenius (cf. 1.1.4)
que la surjectivité de ¢ équivaut A la surjectivité de I’application:

H°(B, H'(X,A® H°(v) ) ® u)—H°(B, H'(S,A® H°(v) ) ® 1).

Or, d’aprés I’assertion (i) appliquée & la paire {), v}, ceci est une conséquence des propo-
sitions 2.12 et 2.13. W

La preuve de (17) = (i), qui commence par le lemme 2.20, reproduit exactement, 2 la seule
différence du point (*), la démonstration d’un résultat de W. van der Kallen, & savoir que tout

B-module injectif posséde une excellente filtration ([Ka, Theorem 2.12]).

2.20.LEMME. Soit A € P~, soit w € W, et soit V la réunion, pour z < w, des variétés X,.
Soit K le noyau de I’application de restriction, de HJ()) vers H°(V, ). Soit S' la réunion,
pour y 2 w, des variétés X, et soit S = S'U X,,. Alors K est isomorphe au quotient de
Kgi(A) + K, (X) par K, (X), qui est isomorphe & Kgi(A)/Ks(A).

PREUVE: Soit s un élément de K, c.a.d. une section de £()) au-dessus de X,, qui s’annule sur
V. On a ensemblistement: S'NX,, = V; et, d’aprés [R, Theorem 3], S'N X,, est réduite, donc s

295



P. POLO

se prolonge en une section 7 de £(A) au-dessus de X, US’, qui s’annule sur S'. D’apres [loc. cit,
Theorem 2], 7 provient d’une section globale, qui s’annule sur S'. Ceci prouve exactement le
premier isomorphisme; quant au second, il est clair. B

Si 7 est un sous-ensemble de P, et si M est un B-module, on définit, suivant [Do 3],
O,(M) comme étant le plus grand sous-module de M dont tous les poids appartiennent a =.
On dit, suivant [Ka, 1.2] que 7 est convenablement rempli 8’il vérifie la condition suivante: si
4 est un élément de x, alors 7 contient tous les poids » € Wy qui vérifient v < u, ainsi que
tous les poids v qui vérifient (v,v) < (u,p). En particulier, 7 contient tous les poids du
module de Schubert dont u est le plus haut poids.

Soient u,v € P~. Nous allons montrer que N := H°(v) ® p posséde une excellente filtra-
tion. Nous commengons par remarquer que H°(N) posséde une bonne filtration. En effet,
Papplication de restriction HO(N)—H°(X,,v ® ) est surjective ([M-R 1, Theorem 1(is)]); son
noyau posséde par hypothése une bonne filtration, et H °()h,u®u) g’identifie & HO(v + p).
Soit 7 une partie convenablement remplie telle que, pour toute partie convenablement remplie
n' strictement contenue dans 7, O(N) ait une excellente filtration, ou bien soit nul. Soient
AE P et weW tels que: a) wl € 7, b) (x,x) < (A, A) pour tout x € =, ¢) si y > w, alors
yX & m. (Ceci implique que w soit maximal dans sa classe & gauche modulo le stabilisateur
W; de A)

Alors #' = w \ {wA} est une partie convenablement remplie. Par hypothese de récurrence,
Ox(N) est nul, ou bien posséde une excellente filtration. Posons M := N/O,(N). Le socle
du B-module O,(M) est isotypique de poids wA. Soit v € N un vecteur de poids wA dont
'image dans M soit un élément non nul de ce socle. En raison de la condition b), le corollaire
2.4 nous fournit une surjection ¢ de Fy,(woA) vers le sous-B-module de O,(N) engendré par
v. Soit 2 € W tel que z < wwp. Alors on a 2wy > w, donc zweA n’appartient pas a .
Posant wol = —¢, on en déduit que ¢, considérée comme un élément de H°(B, N ® HZ,, (¢))
appartient au sous-module H°(B, N ® K), ol K est le noyau de I’application de restriction,
de H?

wwo

(&) vers H(Uy<cwwoXs, €). D’aprés le lemme 2.20 appliqué au couple (¢, wwg), on a
une suite exacte:

0—N ® Ks(¢§)—N ® Ks(¢§)—N ® K—0.
On en déduit la suite exacte:

H°(B,N ® Ks/(£))»H°(B,N ® K)~H'(B,N ® Ks(¢)).

(*) Dans la démonstration de W.van der Kallen, N est un B-module injectif. Dans ce cas,
N ® Ks(€) est injectif, donc H!(B,N ® Ks(¢)) = 0. Pour nous, N est égal & H°(v) ® p.
D’aprés 1.1.2 et 2.15, on a H'(N ® K3(£) ) = 0 pour ¢ > 0. Donc, par réciprocité de Frobenius
(1.1.4), HY(B, H°(v) ® u ® K(£)) est isomorphe & H'(G,H’(v) ® Ks(i,€)). Or ce dernier
groupe est nul, puisqu’on suppose que Ks(u, ¢) posséde une bonne filtration (¢f. 1.3.1).

Nous reprenons maintenant le cours de la démonstration de [Ka, Theorem 2.12]. Puisque
H(B, N ® Ks(¢)) = 0, 'application ¢ provient d’une application € H°(B, N ® Ks:(§) ), ol
S' est la réunion des variétés X, pour y ¥ wwyp, c.2.d. des X,u, pour z £ w.
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Il en résulte que 9, considérée comme une application de E(wo)) dans N, annule les vecteurs
extrémaux e,y pour z £ w, et envoie e, sur v. En particulier, Im 1y est contenue dans
O,(N). Soit ¢ la composée de 1 et de la projection de N sur M. Puisque tous les poids x
de Rad E(wp)) vérifient (x,x) < (A, ), alors Y(Rad E(wo)) )COx(N). 1l en résulte que
¥(Rad E(wo))) = 0. Donc ¢ se factorise en une application, encore notée ¥, de L(wo))
vers O,(M). Pour prouver que t se prolonge en une application de H°(A) vers M, nous
allons montrer que Eztl(H°(A)/L(woA),M) = 0. Or N est acyclique pour l'induction, de
méme que O,n(N) qui, par hypothése de récurrence, posséde une excellente filtration. Donc
M aussi est acyclique, et de plus H°(M) posséde une bonne filtration, car H(Ox(N)) et
HO(N) ont tous deux une bonne filtration. Donc, par réciprocité de Frobenius, il suffit de
montrer que Extl(H°()\)/L(wo)), H'(M)) = 0. Pour cela, il suffit de montrer que, pour tout
X € P* tel que (x,x) < (A7), on a Exti,(E(x), H*(M)) = 0. C’est certainement le cas si
t > 0, car H°(M) posséde une bonne filtration. Pour ¢ = 0, on a Homg(E(x), H'(M)) =
Hompg(E(x),M) = 0, car (x,x) < (A, A) entraine que I'image de E(x) est contenue dans
Ox(M) =0.

Donc 9 se prolonge en une application ¥ de H°() vers M, et Im ¥ est contenue dans
Ox(M). Puisque les poids x de K, () soit sont de la forme z) avec z £ w, soit vérifient (x, x) <
(A,A); et puisque les premiers sont annulés par ¥, on obtient que ¥(K,())) est contenu dans
Ox(M) = 0. Donc ¥ se factorise en une application de HJ()) vers O,(M), qui envoie le socle
de HY(A) sur la droite engendrée par le vecteur v. Puisque le B-socle de O, (M) est isotypique
de poids wA, on voit que tout homomorphisme de HJ(A) vers O, (M) est soit injectif, soit nul.
On en déduit que P'application naturelle © de HJ(A) ® Homp(HS()), Ox(M)) vers O (M) est
injective. De plus, son image est facteur direct dans O,(M), d’aprés le corollaire 2.5 (i). Or,
puisque le vecteur v avait été arbitrairement choisi dans Soc Or(M), la construction précédente
montre que Im © contient Soc O,(M). Il en résulte que © est un isomorphisme.

Puisque 7' est contenu dans , il est facile de voir que ’on a une suite exacte:

0—-04(N)—0,(N)—>0,(M)—0.

Par hypotheése de récurrence, O, (N) posséde une excellente filtration, et nous venons de
montrer que O,(M) est isomorphe & une somme directe de copies de H3(A). Donc O,(N)
posséde une excellente filtration. Ceci achéve la preuve de (1) = (i). ®

Remarques (1) Pour chaque w € W, soit S(w) la réunion, pour y # w, des variétés X,. Nous
avons en fait démontré le résultat suivant: si Kg(w)(u,A) posséde une bonne filtration pour
tous A\, u € P~ et w € W, alors I’assertion (1) est vérifiée.

(2) Lorsque k est de caractéristique nulle, I’assertion (if) est automatiquement vérifiée. On
obtient donc le:

2.21.COROLLAIRE. L’assertion (C1) est vraie lorsque k est de caractéristique nulle.

. .

REMERCIEMENTS. J’ai plaisir & remercier O.Mathieu et W.van der Kallen pour d’utiles
communications qui m’ont conduit au Théoréme 2.19. O.Mathieu m’a indiqué, en septembre
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1987, qu’il avait démontré la proposition 2.14 ([Ma 4, Lemmes 21 et 22]). Quant & W.van der
Kallen, il m’a communiqué, dans une lettre du 28/8/87, les Théorémes 2.12 et 2.20(3) de [Ka).

Partie 3

3.1.PROPOSITION. Soit M un B-module de dimension finie possédant une filtration de Joseph.
Soit u un poids de M qui est de norme maximale et qui vérifie: si v est un poids de M contenu
dans Wu, alors v £ u. Si x € M est un vecteur de poids u, alors le sous-module N engendré
par z est isomorphe & un module de Joseph, et M/N posséde une filtration de Joseph.

PREUVE: Soit 0 = MyCM;C...CM, = M une filtration de Joseph de M; et soit r I’unique
entier tel que z € M, et £ ¢ M,_,. L’'image de z dans M,/M,_,:= F,()) est un vecteur non
nul de poids u. Les deux conditions portant sur u entrainent que u = wA. Il en résulte que
z engendre dans M, un sous-B-module N qui s’envoie sur F,()). Or, puisque tous les poids
v de M, vérifient (v,v) < (u,n), on obtient, comme dans la démonstration du corollaire 2.5,
que N est isomorphe & F,,()\) et que M, est la somme directe de N et de M,_;. La proposition
en résulte. ®

La proposition 3.1 est adaptée de [W, Lemma 3.1]. Elle permet de démontrer, exactement
comme dans [loc. cst, 3.2 et 3.3], le corollaire 3.2 ci-dessous, ainsi que sa forme duale 3.3.

3.2.COROLLAIRE. Soit M un B-module de dimension finie ayant une filtration de Joseph.

(i) Si M est somme directe de deux sous-modules M' et M", alors M' et M" ont chacun une
filtration de Joseph.

(#) Si N est un sous-module de M et si M/N a une filtration de Joseph, alors N en a une.

3.3.COROLLAIRE. Soit M un B-module de dimension finie ayant une excellente filtration.
(i) Si M est somme directe de deux sous-modules M' et M", alors M' et M" ont chacun une
excellente filtration.

(+1) Si un sous-module N de M a une excellente filtration, alors M/N en a une.

Remarque. Nous ne savons pas démontrer 3.3 sans ’hypothése que M est de dimension finie,
mais celd est obtenu dans [Ka, Theorem 3.1} comme conséquence d’un critére cohomologique
d’existence d’une excellente filtration.

Notons ¥ I’ensemble des G-modules E tels que, pour tout u € P*, E ® u posséde une
filtration de Joseph.

3.4.LEMME. Soient E et M deux G-modules.
() Si E et M appartiennent & ¥, alors E ® M appartient & ¥.
(i1) Si E est un sous-module de M et si M et M/E appartiennent a ¥, alors E appartient & 7.

PREUVE: La premiére assertion résulte de I’identité tensorielle 1.1.4 et de la proposition 1.4.2,
et la seconde résulte de 3.2(75). m
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Le théoréme suivant est adapté de [W, Theorem 3.5].

3.5.THEOREME. L’assertion (C1) est vérifiée si (et seulement si), pour tout poids fondamental
w, le module de Weyl E(w) appartient & ¥.

Preuve: Comme dans [loc. cit], nous définissons un ordre partiel sur P* en déclarant que
A > pusi A — p est somme, 3 coefficients rationnels positifs, de racines positives. Cet ordre
prolonge ’ordre usuel, donc il n’y a pas d’inconvénient a le noter de la méme fagon. Pour
cet ordre les poids fondamentaux sont > 0. Pour chaque A € P* il n’y a qu’un nombre
fini de poids dominants u qui sont < A, donc nous pouvons procéder par récurrence pour
montrer que, pour tout A € P*, le module de Weyl E()) appartient & #. Pour A = 0, c’est
clair. Soit donc A un poids dominant non nul, et soit w un poids fondamental tel que A — w
soit dominant. Par hypothése, E(w) ® (A — w) posséde une filtration de Joseph, donc, d’aprés
1.4.2, M = E(w) ® E()A — w), qui est isomorphe & D(E(w) ® (A —w)), posséd.e une filtration de
Weyl. De plus, d’aprés [loc. cit], E()) est un sous-module de M, et Q = M/E()) posséde une
filtration de Weyl, dans laquelle le plus haut poids de chaque facteur est < A. On a également
A — w < A, donc, par hypothése de récurrence, Q et E(A — w) appartiennent & ¥. Or, par
hypothése, E(w) appartient & ¥, donc, en utilisant 3.4(3) et (i), on obtient successivement
que M et E()) appartiennent & ¥. Le théoréme 3.5 est donc démontré.

Puisque ’ensemble des poids fondamentaux de G est égal & la réunion des poids fonda-
mentaux des composantes quasi-simples de G, le théoréme 3.5 montre que ’on peut supposer
que G est quasi-simple, ce que nous ferons désormais.

Le second pas dans la démonstration de I’assertion (C1) est la proposition 3.6 qui va suivre.
Rappelons que A € P* est dit minuscule si 'ensemble TI()) des poids de E()) est égal & WA.
Ceci est équivalent ([B 2, Chap.8, n° 7.3, Proposition 6]) & la condition suivante: pour toute
racine & € R, (), &) € {—1,0,1}. Nous dirons que A € P* est presque minuscule si II())
est égal A WA U {0}. Il est facile de voir que seule la plus grande racine courte vérifie cette
condition; nous noterons E° le module de Weyl dont elle est le plus haut poids. (Lorsque
toutes les racines sont de méme longueur, E° est la représentation adjointe.)

3.6.PROPOSITION. Si A est minuscule ou bien presque minuscule, alors E()) appartient & 7.

PREUVE: Si S est une partie de A, on note Dg le foncteur de Joseph associé au plus grand
élément de Wg, ou Wy est le sous-groupe de W engendré par les réflections simples s,, pour
a € S. Si € est un poids dominant relativement & S, alors Dg(¢) est un Gg-module, isomorphe
au Gg-module de Weyl de plus haut poids £ (cf. 2.4.()).

Soit 4 € Pt et soit X I’ensemble des racines simples a qui vérifient (1, @) = 0. Soit Py le
sous-groupe parabolique standard associé a X, et soit Gy sa partie réductive. Comme dans
[Do 2, Section 3.3], nous utiliserons le morphisme de groupes f, de P vers @, qui est défini par
la condition suivante: f(a) =0sia€ T et f(a) =1sia € A\X.

Cas A) X est minuscule.
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Dans ce cas, les poids de E(A) forment une seule orbite sous W, donc les sous-quotients
simples du Py-module E(}), qui sont des Gg-modules simples, sont en fait des Gg-modules de
Weyl Dy (&). Puisque (¢, @) = 0 pour toute a € £, on a Dy(u) = p et Dg(€) @ p =~ Dx(€ + p)
pour tout ¢£. Puisque ) est minuscule, (£,&) > —1 pour toute @ € A. Or ¢ est dominant
relativement & I, et on a (u,&) > 1si @ € L. 1l en résulte que £ + p est dominant. Donc
n’importe quelle suite de Jordan-Hdlder du Pg-module E()) fournit une filtration de Joseph
de E()\) @ .

Cas B) A est la plus grande racine courte.

L’étude de ce cas nécessite au préalable une description détaillée de la structure de E°
(3.7 et 3.8 ci-dessous). Si v est un poids de E° et si v # 0, alors v est de multiplicité 1 et
nous choisissons dans E¢ un vecteur non nul e,. Soit A° I’ensemble des racines simples qui
sont courtes et soit {) ’ensemble des éléments de A° qui n’appartiennent pas a X. Si 3 est une
racine, B sécrit de fagon unique: 8 = T,ea nj a; et 'on note Supp(B) = {a € A/ng # 0}, et
ht(ﬂ) = ZQEA "5-

3.7.ProposITION. (1) L’espace E§ de poids 0 dans E° est engendré, comme espace vectoriel,
par les vecteurs hy:= X,e_,, pour a € A°.
(i7) L’ensemble {h,, a0 € A°} forme une base de E§.

PreuVE: L’assertion (if) résulte de D’assertion (%), car il est connu que Ef est de dimension
Card(A°). Prouvons l’assertion (i). Puisque E° est engendré;-comme B-module, par son
vecteur de plus bas poids, on a: E§ = Yp>1 Xoert X.(,")Ein,,. Or —n~y n’est pas un poids de
E° sin > 1. 1l suffit donc de prouver que: X,E° CVect{h,,a € A°}, pour tout v € R*.
Procédons par récurrence sur ht(y). L’assertion est vraie pour ht(q) = 1, car —« n’est pas
un poids i ¥ € A°. Supposons ht(y) > 1. Alors, il existe une racine simple « telle que n:=
(v, &) > O et B:= s4(7) € RT (¢f. par ex. [H, Lemma 10.2.A]), et on a: ht(8) = ht(y) —n. Par
construction de la base de Chevalley, on a (¢f. [H, Theorem 25.2.(d)]): n! X, = (ad X,)"(Xp),
ce qui équivaut 3 1’égalité suivante dans U (U):

n
X, = ()" I X Xp X ()
y=0
Puisque —ja n’est pas un poids de E° si j > 2, on en déduit que X E;CXpEj§ + X, E;,
d’ot le résultat par hypothése de récurrence. Ceci achéve la preuve de la proposition 3.7. B

Remarque. Choisissons e_, et e, de sorte que e, = X&z)e_a. Alorson a: X_,e, = Xpe_q-

Pour ¢ € {-1,0,1}, soit K; la somme, pour v vérifiant f(v) > i, des espaces de poids v
de E°. Chaque K; est un sous-Pg-module de E°. On pose K_; = K,Kq = J,K; = I. Les
observations (1), (2), (3) ci-aprés sont faciles:

(1) Tous les poids de I et de E°/J appartiennent & W, donc, d’aprés le cas A) ci-dessus,
chacun d’eux posséde une suite de composition dont les quotients successifs sont des modules
de Weyl Dx ().
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(2) Soit ¢ € II()\) un poids dominant relativement & T et soit a une racine simple telle que
(¢+u,&) <0. Alors a ¢ =, d’olt (u, &) > 1, et donc (£,&) < —2. Or, puisque IT(A) = Wau{0},
cette inégalité implique que £ est égal & —a, d’ou (§,8) = —2 et (u, &) = 1.

(8) En tant que B-module, K/J a pour socle la somme directe, pour & € 2, des espaces
de poids —a. D’autre part, d’aprés 1.3.1.(i), on a Eztg (Ds(—a), Dz(—8)) = O pour tous
a, B eN.

3.8.PROPOSITION. (1) Soit V I’espace vectoriel engendré par les vecteurs h,, pour a € L, et
par la somme, pour v vérifiant v # 0 et f(v) = 0, des espaces de poids v. Alors I'image L
de V dans J/I est un Gy-module isomorphe & la somme directe, indexée par les composantes
connexes S de T, des modules Dy (A%), ot A’ est Ia plus grande racine courte du sous-systéme
de racines engendré par S.

(%) De plus M := J/(I + V) est un Gy-module trivial, dont {h,, o € Q} forme une base.

PREUVE DE (1): Si S est une partie de A, on note Rs (resp. R%) l’ensemble des racines
(resp. racines courtes) dont le support est contenu dans S. Soit C ’ensemble des composantes
connexes de ¥. Comme T-module, L est somme directe de L, := @'1612;; k, et d’un T-module
trivial Lo dont {h4, & € £ N A°} forme une base. D’aprés [B 1, Chap.6, n° 1.6, Corollaire 3],
le support d’une racine est une partie connexe de A, donc R§ est contenu dans la réunion,
pour S € C, des ensembles R§. Réciproquement, si v € R alors «y est une racine courte dont
le support est contenu dans SCX, d’oil 4 € R§. On a donc: R§ = Ugec Ry (réunion disjointe).
On en déduit: L est la somme directe, pour S € C, des sous-T-modules L5, oli I’on a posé:

L° = @ ky® Vect{ha, a € SN A°}.
YERG

Soit S € C. Nous allons montrer que L est un Gg-module. Pour cel, il suffit de vérifier
que, pour tous 3 € Rg,n > 0, on a Xé")LsgLs. Soit v € R, soit v = v + nfB, et soit
T = Xf,")e.,. Si v n’est pas un poids de E°, alors £ = 0. Si v est un poids de E° et si v # 0,
alors, d’aprés (loc.cit.], on a § € Rs et v € RE. On en déduit: z € L5, car v est de multiplicité
1. Enfin, si v = 0 alors nécessairement n = 1 et £ = X_,e,. Dans ce cas, puisque v € Rg,
on peut appliquer 3.7.(5) & G, et on obtient que X_,e, € Vect{hs, @ € $ N A¢}. Donc, dans
tous les cas, X;")e., € LS. Maintenant, soit & € S N A° et soit y = Xf,")ha. Sin > 1ousi
B & R, alors nf ¢ II(E°), d’olt y = 0. Si B € R, alors Xph, est un multiple de e5 € L.
Enfin, si 8 € Ry \ Rs, alors X commute & X,, donc Xgh, = X, Xpe_,. Or Xge_o = 0 car
B — a n’est pas une racine ([loc.cit.]). Nous avons ainsi démontré que L® est un Gg-module.
Remarquons maintenant que L® est engendré, comme Gz-module, par n’importe quel vecteur
de poids v # 0. En effet, le sous-Gg-module engendré par un tel vecteur contient tous les
espaces de poids # O (car tous ces poids sont dans une seule W-orbite); et il contient aussi
L§, puisque hy = X, e_,. En particulier, L® est engendré, comme B-module, par son vecteur
de plus bas poids. De plus, L a méme caractére que le module de Weyl Dy (A5), donc lui est
isomorphe d’aprés 2.4.(i). Ceci achéve la preuve de 1’assertion 3.8.(i). ®
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PREUVE DE L’ASSERTION (7t): M est isomorphe & (J/I)/L: c’est donc un Gg-module. De plus, B
agit trivialement sur M, donc M est un Gyz-module trivial. Enfin, {hq, & € 01} forme une base
de M car, par construction, E§ NV = Vect{h,, € A°NL}. Ceci termine la démonstration
de la proposition 3.8. B

Revenons maintenant a la démonstration de la proposition 3.6. Il résulte de (1),(2),(3), et
de 3.8.(3) que I ® p, L ® p, et (E°/K) ® p ont chacun une filtration de Joseph, et que K/J
est isomorphe & la somme directe, pour a € 2, des modules Dx(—a).

Sia€ 1,ona Xe_, =h, et Xge_, =0 pour B € Rt \ {a}. On en déduit que K/(I + V)
est égal A la somme directe, pour a € Q, des sous-modules F,, ou F, désigne le sous-B-module
de K/(I + V') engendré par le vecteur de plus bas poids poids de Dg(—c). Nous allons montrer
que M:= (K/(I +V)) ® pu posséde une filtration de Joseph.

Soit € 0. Puique Dy(—a) ® p est isomorphe & Dg(p — o), on voit qu’on obtient un
module de Joseph, si 4 — a est dominant. Supposons au contraire que x — a ne soit pas
dominant. Alors on sait d’aprés (2) que (i, &) = 1. Dans ce cas Dy(u) est une extension de
p— apar p. Ona Di(p— @) =0, car 4 — a est dominant relativement & . Il en résulte
que DgD,(u) est une extension de Dg(p — @) par Dy(u) = p. On en déduit que F, @ i1 a
méme caractére que Dy D,(u). Puisque de plus F, ® p est engendré par son vecteur de plus
bas poids, on obtient d’aprés 2.4.(i) que F, est isomorphe & DgD,(r). Ceci nous donne le
résultat suivant. Soit F la somme directe des Fy, pour les o € 0 telles que (u, &) = 1, et des
droites vectorielles kh,, pour les & € 0 telles que (i, &) > 2. Alors F est un sous-B-module de
K/(I+V), et F® p posséde une filtration de Joseph. De plus le quotient de M par F @ u est
isomorphe & la somme directe, pour & € 2 et (u, &) > 2, des modules Dg(u — a). Il posséde
donc lui aussi une filtration de Joseph. La proposition 3.6 est donc démontrée. B

Nous pouvons maintenant démontrer ’assertion (C1), sous certaines restrictions sur p, en

utilisant 3.5 et I’analyse cas par cas qui suit. (On note p=car k.)

3.9. Type A,. Dans ce cas tous les poids fondamentaux sont minuscules, d’oli le résultat
d’apres 3.6.

3.10 Types By, Cyn, D,. Nous adoptons les notations de [B 1, Planches 2,3,4]. Soit V =
E(w;). Puisque w; est soit minuscule, soit égal & la plus grande racine courte, alors E(w,)

appartient & ¥, d’aprés 3.6. Il résulte de 34(1) que, pour tout i, é V appartient & 7.
Supposons p > n. Alors, pour chaque 1 < n, ;\ V est facteur direct dans é V. D’aprés 3.2(1),
on en déduit que ;\ V appartient & ¥, donc en particulier posséde une filtration de Weyl.

Puisqu’on copnait le caractére de chaque ;\ V, cela nous donne le résultat qui suit. Dans
D,, (resp. B,), /\ V est isomorphe & E(w;), pour tout 1 < n — 2 (resp. ¢+ < n — 1). De plus,
dans D, (resp. B,), wn et wn_1 (Tesp. w,) sont minuscules. On en déduit que I’assertion (C1)
est vraie dans B, et D, lorsque p > n. .
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Dans le cas de C,,, la forme bilinéaire alternée sur V induit un endomorphisme I' de AV
de degré —2. Lorsque p > n, la démonstration donnée dans [B 2, p202-203] reste valable
en ca.ra.cténsthue p, et montre que, pour chaque t < n, E(w.) s ’identifie & un sous-module

de /\ V et que le quotient de A V par E(w;) est isomorphe & A V. Puisque /\ Vet /\ |4
appartiennent 3 7, alors, d’aprés 3.4(), E(w;) appartient & ¥. Donc I’assertion (C1) est vraie
dans C, lorsque p > n.

Remarques: (1) On peut montrer que I’assertion (C1) est vraie dans B, ou D, lorsque 2p >
n+ 1.
(2) Nous avons vérifié que l’assertion (C1) était vraie pour tout p dans chaque groupe

classique de rang < 4.

3.11. Type G,. Dans ce cas w; est la plus grande racine courte donc V := E(w,;) appartient
a ¥ d’aprés 3.6. Si p # 2, alors /z\ V est facteur direct dans V ® V', donc appartient a 7, et
donc posséde une filtration de Weyl. En comparant les caractéres, on obtient que /2\ V est
isomorphe & E(w;), et donc que E(w,) appartient & 7.

On peut traiter le cas p=2 de la fagon suivante. Puisque tous les poids v de M := E(w,)
vérifient (v, &) > —2 et (v, &) > —3, il suffit de vérifier que M ® u posséde une filtration de
Joseph lorsque u est 'un des cinq poids suivants: w;,w; + w2, w1 + 2wz, w2, 2w;. Or M est la
représentation adjointe et n’est que de dimension 14, et la vérification se fait sans difficultés.
Donc I’assertion (C1) est vraie dans G,.

Pour les autres groupes exceptionnels, nous suivrons la démonstration qui est utilisée dans
[Do 2, Chap. 7-10] pour prouver que le produit tensoriel de deux G-modules induits posséde
une bonne filtration. Pour que le lecteur puisse s’en faire une idée, nous donnons ci-dessous une
partie de la démonstration, et renvoyons & [loc. est.] pour le reste. Soit W, le groupe de Weyl
affine, engendré par W et par les translations de vecteur pa, pour a € R. Nous utiliserons la
conséquence suivante du Strong Linkage Principle ([A 1]): si ) et u sont deux poids dominants
tels que A+ p et p+ p ne sont pas conjugués par W,, alors Eztl(E(X), E(u)) = 0. (p désigne la
demi-somme des racines positives.) L’ensemble C des A € Pt qui vérifient: 0 < (A +p, &) <p
pour toute o € R* est un domaine fondamental pour 1’action de W,. Donc, pour vérifier que
deux poids ne sont pas dans la méme orbite, il suffit de voir qu’ils ne sont pas conjugués au
méme élément de C.

On note x(M) le caractére d’un G-module M, et, si v € P*, on désigne x(E(v) ) simplement
par x(v). Nous numérotons les poids fondamentaux comme dans [Do 2], c.2.d. que les racines
simples o; vérifient (a;, 0%1) = —1, pour ¢ < 3 dans Fy, et pour ¢ < n—1 dans E,. Attention,
ces conventions sont différentes de celles des planches de [B 1].

3.12. Type Fy. Dans ce cas, w; est la plus grande racine courte, donc V := E(w,) appartient

2
a ¥, d’apres 3.6. On suppose p # 2. Alors M :=A V est facteur direct dans V ® V', donc appar-
tient & 7. En particulier, M posséde une filtration de Weyl. On sait que x(M) = x(w2)+x(w4).
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De plus, on vérifie que w; + p et wy + p ne sont pas conjugués par W,. En effet ils appartien-
nent tous deux a C lorsque p > 7, et pour p=7, 5, 3, ils sont conjugués aux éléments de C
suivants: p — ws,ws,w; pour le premier, et p — ws,w; + w,, wy pour le second. Donc, d’apres
le Strong linkage principle, M est isomorphe 3 la somme directe de E(w;) et de E(wy). Ces
deux modules appartiennent donc & ¥. Posons V' = E(w,). Puisque p # 2, alors M' =A V'
est facteur direct dans V' ® V', donc appartient & ¥, et donc posséde une filtration de Weyl.
On sait que x(M') = x(ws) + x(ws). Puisque ws > wy, on obtient (cf. [W, Lemma 3.1])
que M' posséde un sous-module N isomorphe & E(ws) et que M'/N est isomorphe &
E(w4). Ainsi, M' et M'/N appartiennent & ¥, donc N appartient & ¥ d’aprés 3.4(4#). Ceci
prouve que (C1) est vraie dans F lorsque p # 2.

3.13. Type Eg. Dans ce cas w; et wg sont minuscules, et wg est la plus grande racine courte,
donc V = E(w,),V' = E(ws) et V" = E(ws) appa.rtlennent a F. Supposons p # 2. On
obtient alors que E(wz) et E(w,) sont isomorphes & /\ Veta /\ V!, donc appartiennent & 7.
De méme, M :=/\ V" appartient & ¥, donc posséde une filtration de Weyl. Or on sait que
x(M) = x(ws) + x(we), et que wg > we. Il en résulte que M contient un sous-module N
isomorphe & E(we), et que M/N est isomorphe & V". D’aprés 3.4(if) on obtient alors que N
appartient & . Ceci montre que (C1) est vraie dans Es lorsque p # 2, et nous renvoyons &
[Do 2, p137-139] pour la démonstration dans le cas p = 2.

3.14. Types E7 et Eg. Dans E7, w; est minuscule et wy est la plus grande racine courte. Dans
Eg, w; est la plus grande racine courte. Lorsque p # 2,7, on peut montrer, en utilisant les
méthodes esquissées plus haut, que (C1) est vraie dans E; et E3. Nous renvoyons & [Do 2,
pl44-147 et p173-178] pour la démonstration.

Ainsi, nous avons obtenu le:

3.15.THEOREME. L’assertion (C1) est démontrée dans les cas suivants:
(1) G est de type An, Es, ou G et p est arbitraire.

(2) G est de type Fy et p # 2.

(8) G est de type E; ou Eg et p # 2,7.

(4) G est de type By, Cy, ou D, et p =0 ou bien p > n.

Partie 4

Nous allons démontrer le résultat suivant: pour tout poids minuscule u € P*, pour tout A € P*
et pour tout w € W, F,(A) ® p posséde une filtration de Joseph.

Nous fixons, une fois pour toutes, un poids minuscule x et un poids dominant A, et nous
introduisons les notations suivantes.
Soient W, et W) les stabilisateurs de p et de ), soit S (resp. S') ’ensemble des racines simples o
telles que s, stabilise u (resp. A), soit *W = {w € W/w™1S C R*} ’ensemble des éléments de
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W qui sont minimaux dans leur classe & droite modulo W, et soit W* = {w € W/wS' C R*}
I’ensemble des éléments de W qui sont minimaux dans leur classe & gauche modulo W)
A chaque w € W on associe les deux couples (w*,w,) € W> x W), et (w,,*w) € W, x *W,

qui sont uniquement déterminées par les conditions: w = w*

w) et w = w, w. Rappelons que
siy €W et si y < w, alors y* < w* et #y < Hw.

Nous fixons maintenant un module F,,(1). On peut, sans perte de généralité, supposer que
w € W2, En effet I’ensemble des poids extrémaux de F, ()) est égal 3 {z € W*/z < w*}.

L’ensemble ©(w) que nous allons définir ci-dessous sera trés utile dans la suite. Pour &tre
précis, il faudrait le noter O(A, w, u).

Soit ©(w) I’ensemble des y € “W qui vérifient la condition suivante: il existe z € W tel
que 2z < w et que yz~! appartienne a W,,.

4.1.REMARQUE. Pour tout y € ©(w), A+ y~'u est un poids dominant.

En effet, soit & une racine simple. On a (A+y~'u, &) = (A, &) + (i, 2&), puisque yz~! € W,,.
Si @ € S' alors, puisque z € W?, on a za € R*, d’ott (A+y'u,&) > 0. D’autre part, si
a ¢ S alors (A, &) > 1, dolt (A + y~1p, &) > 0 puisque x est minuscule. B

4.2.REMARQUE. (i) L’ensemble ©(w) posséde un unique élément maximal: *w.

(ii) Pour tout y € ©(w), on a: A+ y~1u > X + w1y, et I’égalité n’a lieu que pour y = *w.

En effet, soit y € O(w). 1l existe z € W? tel que z < w et ¥z = #y. Puisque y = Yy et z < w,
on a: y < #Yw. Ceci prouve la premiere assertion. La seconde assertion résulte de la premiére
et du fait que tous les éléments de ©(w) appartiennent 3 W>. m

Le lemme suivant est dii & V.V.Deodhar, et se trouve dans [L-S, Lemma 4.4].

4.3 LEMME. Soit £ € W et soit 7 un élément de "W tel que 7 < #z. Alors ’ensemble des

z' € W qui vérifient #z' = 1 et z' < z posséde un unique élément maximal, qu’on note ¢(r, z).

Remarquons que si y € ©(w), ’élément ¢(y,w) est bien défini. On le notera simplement
¢(y). En fait, seul ¢(y)* nous intéresse. On a bien sfir *[¢(y)*] < y. Puisque y € O(w),
’ensemble I’ des z € W> qui vérifient »z = y et 2 < w est non vide. Soit 2 €. On a z < ¢(y)
donc z = z* < ¢(y)*. Il en résulte y = ¥z < ¥[¢(y)*]. On en déduit que ¢(y)* appartient 2 T et
en est le plus grand élément. Nous noterons ¢(y)* = n(y). Donc les éléments n(y) considérés
dans la suite seront des éléments de W,

Le lemme suivant interviendra dans la démonstration de la proposition 4.6. On note Rg le

sous-systéme de racines engendré par S.

4.4.LEMME. Soient y,y' € ©(w). On suppose y' < y. Alors il existe une racine v € R* \ Rg
telle qu’on ait: n(y',n(y)) < sym(y) < n(y).

PREUVE: Par définition, n(y',n(y)) = ¢(¥',n(y))*. Soit y = s;...s, une décomposition réduite
de y. On peut, de fagon unique ,écrire n(y) = vy, avec u € W,,, et ceci forme une décompositon
réduite de n(y).

305



P. POLO

On a n(y',n(y)) < n(y), donc n(y',n(y)) est obtenu & partir de la décomposition réduite ci-
dessus en supprimant certaines réflections simples. Puisqu’on suppose y' < y, on supprime au
moins une des réflections simples qui composent y, disons s;. Il en résulte: n(y',n(y)) < s,n(v),
ol ’on a posé v = us; ... 8—1(ax). Quitte & changer 4 en —«, on peut supposer que v € R*.

Posons B = s;...8,—1(ax). C’est une racine positive changée en négative par y~!. Puisque
y~! € *W, on en déduit que B n’appartient pas & Rs. De plus, puisque u appartient & W,
il laisse Rgs stable, donc 4 non plus n’appartient pas & Rg. Ceci prouve le lemme. B

4.5.REMARQUE. Soit y € ©(w) et soit v € R*. Alors on a: s,n(y) < n(y) si et seulement si
(n(¥)A, —%) > 0.

PREUVE: Supposons s,n(y) < n(y). Alors on a: (n(y)A,—%) > 0. De plus I’égalité s,n(y)A
= n(y) X ne peut avoir lieu, car n(y) appartient & W* donc est minimal dans sa classe & gauche
modulo W,. On a donc (n(y)A, —%) > 0. Réciproquement cette condition entraine que n(y) 1y
appartient & R~, donc que s,n(y) < n(y). W

Soit d = I(*w). Pour chaque k < d, soit O,(w) = {y € O(w)/I(y) < k}, et soit Ni la
somme, pour y € Oi(w), des sous-modules F, (. \(A) de F,()). Ceci nous donne une suite
croissante de sous-B-modules de F,,()), et on a Ny = F,(}) car n(*w) = w. Pour prouver que
4 ® F,()) posséde une filtration de Joseph,il suffit donc de démontrer la proposition suivante.

4.6.ProposITION. Pour chaque k < d, le B-module M; := pu ® (Ni/Ni-1) est isomorphe & la
somme directe, pour y € O(w) \ Ox_1(w), des modules Fr/(y) A +yp).

La démonstration de la proposition passe par le lemme suivant, qui a son interét propre,
car il exprime une propriété remarquable du treillis des sous-modules de Demazure de E(}).

4.7.LEMME. Soit z € W, soit {1 une partie de W, et soit )’ la réunion, pour y € 0, desz € W
qui vérifient: < z et z < y. Alors on a:
F,(2)n Z F,(0) = Z Fz(2).

ven zeq!
PREUVE DU LEMME: Il est clair que le membre de droite est contenu dans celui de gauche.
Si on note V+ 'orthogonal dans E(A)* = H°(—A) d’un sous-espace V de E()), on voit que
I’inclusion inverse est équivalente & la suivante:

EO)*+ N BEW* 2 N RO)*

ven zeq!

Soit S I'union, pour y € 2, des variétés X, et soit S' = X, N S. Pour tout t € W, on sait
que Fi(A)* est isomorphe & HY(—)) (¢f. 1.4.2), et on en déduit que F;())* s’identifie au noyau
K(—2) de I’application de restriction, de H°(A) vers HY(—A). Or S’ est la réunion ensembliste
des variétés X,, pour z € Q. Donc lintersection des F,(A\)! , pour z € (', s’identifie au
noyau Kg (—A) de I’application de H°(—A) vers H°(S',—A). L’inclusion & démontrer est donc
équivalente a la suivante:

K,(—A) + Ks(—/\) ) Ksl(—A).
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Or cette derniére inclusion résulte du fait que ’intersection schématique X,, NS est réduite
([R,Theorem 3]). m

La seconde étape dans la démonstration de la proposition 4.6 est le lemme 4.8 qui suit.
Nous fixons k < d et posons N = (Ni/Ni-1). Soient yi,...,y, les éléments maximaux de
©,(w). Pour chaque ¢ < r, soit F;:= Fﬂ(y‘.)(k), soit F; I'image de F; dans N, et soit: L;
= F;0 (N1 + Zjui F)-

4.8.LEMME. Avec les notations introduites ci-dessus, on a:
(i) Pour chaque i < r, L; est contenu dans Ni_;.
(ii) Ni/Ni_, est isomorphe & la somme directe, pour ¢ < r, des F;.

PREUVE: Puisque les y; sont les éléments maximaux de ©(w), il est clair que la somme, pour
i < r, des F; (resp. des F;) est égale & N; (resp.N;). Donc, pour prouver I’assertion (%), il
nous faut montrer que l’intersection de chaque F; avec la somme, pour j # ¢, des F; est nulle.
Or ceci est une conséquence de I’assertion (¥5), que nous allons maintenant démontrer. Nous
obtiendrons au cours de la démonstration un résultat un peu plus précis, que nous utiliserons
plus loin. Fixons un indice . D’aprés le lemme 4.7, L; est égal & la somme de sous-modules
F;(X), pour certains z < n(y) qui vérifient au moins 'une des deux conditions suivantes:
I(#z) < k — 1, ou bien il existe j # ¢ tel que £ < n(y;). Dans le premier cas, on a bien siir
Bz < y; (car I(y;) = k). Dans le second cas on a: #z < y; et ¥z < y;. Or, puisque y; et y; sont
incomparables, ces deux inégalités sont strictes. Il en résulte que, dans les deux cas, F,()) est
contenu dans N;_;. Le lemme est donc démontré. m

Il nous reste & montrer que chaque u ® F; est isomorphe & un module de Demazure. Or
F; est isomorphe & F;/(F; N Ni-1), et il résulte de la démonstration ci-dessus que F; N Ni_;
est égal & la somme de sous-modules F,()), pour certains z < n(y;) vérifiant #z < y;. Nous
fixons un tel z et omettrons dans la suite I’indice 5. Puisque z < n(y), on a: z < n(*z,n(y)).
Il résulte de 4.4 et 4.5 qu’il existe v € R* \ Rs tel que z < s,n(y) et (n(y)A, —%) > 0. Puisque
Y€ R*\ Rs on a (p,%) >0, d’ott (4,%4) = 1 puisque u est minuscule. De ceci on déduit le
résultat suivant:

(¥*) F N Ni_, est contenu dans la somme, pour 4 € T', des sous-modules quﬂ(y) (A), o0 T est
Pensemble des racines positives v qui vérifient (u,%) =1 et (n(y)A,—%) > 1.

On pose, pour chaque a € Rt, k, = Maz {0, (n(y)A, —&) }. Soit e € F le vecteur extrémal
de poids n(y)A, soit I son annulateur dans U(U), soit & 'image de e dans u ® F, et soit I'
l’annulateur dans U(U) de e. Il résulte de () que I' est contenu dans I'idéal & gauche J
engendré par I et par ’ensemble, pour 4 € I' des éléments X,(,"").

Réciproquement, soit v € T et soit y' = #[s,n(y)]. On a ¥’ < y, et I'égalité ne peut avoir
lieu car sinon s,n(y)y~! appartiendrait & W), et donc s, appartiendrait & W,, ce qui est impos-
sible puisque y ¢ Rg. Il en résulte: y' € ©4_1(w), et on en déduit que qun(y) (A) est contenu
dans F N N._;, donc que I’image dans F du vecteur extrémal de poids s m(y)A est nulle.
Ceci montre que J est contenu dans I'. On a donc: I'=J.
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D’autre part, soit M le module de Demazure dont le plus bas poids est v := n(y)A + 4,
soit v € M un vecteur non nul de poids v et soit J' ’annulateur dans U(U) de v. D’apres la
proposition 2.1, on sait que J' est I'idéal & gauche engendré par les éléments X{"=) pour a € R*
et pour n, > 1+ k!, ot 'on a posé: k!, = Maz {0, (v, &) }. Puisque (v,—&) = (n(y)A,—&) —
(u, &) et puisque p est minuscule, on voit que k!, est égal a k,, sauf lorsque simultanément
(u,8) = 1 et (n(y)),—&) > 1, auquel cas on a ki, = k, — 1. De ceci on déduit, en tenant
compte de la proposition 2.1 appliquée a I’idéal I, que J' est égal & I'.

Les B-modules 4 ® F et M sont respectivement engendrés par les vecteurs & et v. Or ces
vecteurs ont méme annulateur dans U (U) et sont tous deux de poids v, donc ont méme annu-
lateur dans U(B). Il en résulte que u® F' et M sont isomorphes. Ceci termine la démonstration
de la proposition 4.6. B

Nous avons donc démontré le théoréme suivant:

4.9.THEOREME. Soit A € P*, soit w € W?, et soit u un poids minuscule. Alors: F,()\) ® p
posséde une filtration de Joseph, qui est explicitement décrite par la proposition 4.6.

4.10. Soient A et 4 comme ci-dessus. Siw,w' € W? et si w < w', il est clair que ©(w) C O(w'),
et que, si y € O(w) alors n(y,w) < n(y,w'). On en déduit que I'injection naturelle de
N = F,()) ® p dans N' = F,,/()A) ® p est compatible avec les filtrations de Joseph qu’on vient
de construire sur N et N'. En fait on peut vérifier que la filtration de Joseph construite sur N

coincide avec la restriction & N de celle construite sur N'.

Nous allons tirer du théoréme 4.9 quelques conséquences dans le cas de A,. Dans A,
tous les poids fondamentaux sont minuscules, donc tout poids dominant est somme de poids
minuscules. Donc, par application répétée de 4.9, on obtient immédiatement le corollaire
suivant: (le fait que w ne soit pas nécessairement dans W* est sans importance.)

4.11.COROLLAIRE. Supposons G de type A,. Alors, pour tous \,u € Pt et tout we W,
F,()\) ® p posséde une filtration de Joseph.

Ceci nous donne une démonstration du résultat suivant, qui est un cas particulier de la
proposition 2.14.

4.12.COROLLAIRE. Supposons G de type A,. Alors, pour tous A\, u € P~ et tout w € W, on a:
() H‘()Zw,uéz\) = 0 pour tout ¢ > 0.
(¥1) L’application de restriction, de H°()~(, u®) vers HO()Ew,uéA), est surjective.

PREUVE: Posons M,, = H3()\) ® u et rappelons (¢f. 2.14) que, pour tout ¢ > 0, H‘(X:,,,;;@A)
est isomorphe & H'(M,,). Le corollaire 4.11 nous dit que M,, posséde une excellente filtration;
donc H*(M,,) = 0 pour i > 0. Ceci prouve l’assertion (i). Par application répétée de la version
duale de 4.10, on obtient que I’application de restriction, de M := H°()) ® u vers M,, induit
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une surjection au niveau de chaque étage des excellentes filtrations construites sur M et M,,.
Alors, d’aprés 1.4.2, l’application de restriction, de H°(M) vers H°(M,,), est surjective. Ceci
prouve P’assertion (i). ®

4.13. Les résultats de cette partie ont été exposés au cours d’une conférence & Oberwolfach,
le 7 acut 1987. Lors de cette conférence, B.Kostant m’avait signalé la question suivante: pour
k = €, le G-module simple H°([w) + p]) apparait-il avec la multiplicité 1 dans le G-module
H(X,,n®A)? (Ici, [wA+u] désigne le poids antidominant conjugué & wA +pu). Cette question
était motivée par un théoréme de S.Kumar ([Ku, Theorem 1.5]), qui prouvait que cette question
était équivalente & une conjecture de K.R.Parthasarathy, R.Ranga Rao, et V.S.Varadarajan,
3 savoir: pour k = €, le G-module simple E(—[wA + u]) apparait-il avec la multiplicité 1 dans
le sous-G-module de E(—)) ® E(—p) engendré par le vecteur extrémal e_,) ® e_,? Lors de
mon exposé a Oberwolfach, j’avais fait remarquer que cette conjecture était conséquence, dans
le cas de A,, des résultats 4.11 et 4.12 ci-dessus. Peu de temps aprés (adut 87), la conjecture
a été démontrée dans le cas général, indépendemment par S.Kumar ([Ku, Theorem 2.10]), et
par O.Mathieu ([Ma 3, Corollaire 3]).

Note (ajoutée le 6 septembre 88): Nous savons maintenant démontrer la conjecture (C2), lorsque

G ne contient pas de composantes de type E7, Eg ou Fy ([P 2]).
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