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INTÉGRALES ORBITALES SPHERIQUES POUR GL (N) SUR UN CORPS p-ADIQUE 

par J. L. WALDSPURGER 

Introduction. 

Soient G=GL(n,F) où F est un corps local non archimédien, 3C(G) l'algèbre de 

Hecke de G, i.e l'algèbre des fonctions sur G à support compact, biinvariantes 

par le sous-groupe K des éléments de G à coordonnées entières. L'isomorphisme de 

Satake identifie 3C(G) à l'algèbre des polynômes en les variables 

qSi, q Si, i = 1, n, invariants par permutation de l'ensemble {l,...,n}, où 

G Œ, et q est le nombre d'éléments du corps résiduel de F. Notons f -* f cet 

isomorphisme. Soit maintenant y e G un élément elliptique régulier. L'applica­

tion 

f -» i(f,Y) = f f (g~\g) dg 
JG/Z (G) 

où Z (G) est le centre de G, définit une forme linéaire sur 3C(G) . Il existe donc 

une distribution D(s,y) définie disons sur l'ensemble 2 = |/\ioq q) 2 

telle que 

I(f/Y) = [ f(s)D(s,y) ds 

pour toute f G 3C(G) . On se propose ici d'étudier D(s,y) . En fait on va plutôt 

fixer une fonction y sur G localement constante à support compact inclus dans 

l'ensemble des éléments elliptique réguliers, poser 

I(f^) = f I(f,y)̂ (y) dy ; 
JG 

il existe alors une distribution D(s,<p) telle que 

I(f^) = [ f(s)D(s,*) ds. 
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C'est cette distribution qu'on étudie. 

Arthur a introduit une fonction R(s,</>) définie comme suit. Pour tout s e Œn 

il y a une représentation sphérique TT(S,.) de G. On peut réaliser ces représen­

tations dans un même espace K . Notons W l'ensemble des permutations de {1, — ,n}. 

Pour tout w G W, il y a un opérateur (normalisé) I(w,s) e End(K ) qui entrelace 

les représentations TT(S,.) et TT(WS,.). Pour y e Œn, posons 

n-1 
O (y) = i- n (y -l.-y -i ) . 
w /n i=1 w 1 Mw (1+1) 

Pour s, y e(îR)n , y "général", posons 

R(s/(p,y) = Trace 2 I(w 1,ws)I(w,s+y)TT(s,̂ i)0 (y) 1 
weW w 

Arthur a montré que cette fonction se prolonge en une fonction C sur 

(îR)n x (iF)n. Il pose alors R(s,y?) = R(s,<p,0) . Notre résultat est qu'il existe 

une constante explicite x telle que 

D(s,«p) = TR(S,<P) 

pour tout s G E. 

L'idée de la démonstration est d'introduire un point T dans l'algèbre de Lie 

du tore diagonal de G, de définir convenablement un sous-ensemble compact 

G(T) c G/Z(G), qui devient de plus en plus grand quand T tend vers 1'infini, et 

d'étudier. 

I(T,f,v?) = [ f (g"1 yg)^ (Y) dg. 
JG(T) xG 

On fera ensuite tendre T vers l'infini. On a une formule d'inversion 

f(g) = [ f(s)a>(s,g) dy(s), 

où o)(s,.) est la fonction sphérique associée à TT(S,.) et dy est la mesure de 

Plancherel ([M] th.5.2.1) . On est alors ramené à étudier des intégrales 

IG(T)xG a3(s'g~1 ^(ï) dr dg. 

Celles-là se calculent en utilisant les méthodes de troncature développées par 

Arthur. Les résultats de Casselman sur le développement à l'infini des coefficients 
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des représentations de G jouent un rôle technique mais essentiel. Nos intégrales 

apparaissent maintenant comme des analogues locales (simplifiées)de produits 

scalaires de séries d'Eisenstein tronquées. On n'a plus qu'à recopier indignement 

Arthur ([ A3] ) . 

Cette démonstration se trouve dans la partie II de l'article. 

On peut se faire une idée de la forme de cette fonction D(s,<¿>) en utilisant 

une démonstration récente due à Clozel d'une conjecture de Howe. Il résulte de 

cette démonstration que pour y e K (disons elliptique régulier) , la forme linéaire 

f -> I(f,y) sur ?C(G) est combinaison linéaire des intégrales orbitales unipotentes. 

Canne celles-ci s'explicitent aisément, on en déduit une forme générale de D(s,<¿>), 

en supposant le support de inclus dans K (cf. proposition III 3) . 

Cela permet d'obtenir une expression des germes de Shalika en un point y £ K, 

elliptique régulier, en termes de résidus de fonctions R(s,</>) , V étant la fonction 

caractéristique d'un petit voisinage de y. Arthur a trouvé la méthode pour expri­

mer ces résidus sous une forme (relativement...) simple ([Al] ) . Notre formule 

finale est la proposition III 5. Malgré sa simplicité formelle, son utilité pra­

tique semble limitée. 

Cet article est une nouvelle version de deux articles antérieurs (non publiés) 

intitulés "A propos des intégrales orbitales pour GL (N) " et "Un exemple de germe 

de.Shalika pour GL(n)". 
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I. NOTATIONS, PRÉLIMINAIRES. 

1. Soient F un corps local non archimédien de caractéristique nulle, o 

son anneau des entiers, OJ une uniformisante, q le nombre d'éléments du corps 

résiduel, n1,..., n^ des entiers positifs, n = n1 + ...+ nr,G = GL(n^,F) x...x GL 

(nr,F) (à partir du §11.5, on supposera r = 1, G = GL(n,F)), A le tore diagonal 

de G, B le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures, 

K = GL(n1,o) x...x GL(nr,o). On pose rg G = (n -1) + ...+ (nr-l). Posons 

a =]Rn, a^ = 2"n, - ̂ , munissons a du produit scalaire évident. Si a 

a = (a^,..., â ) ̂  , on note aja 11 élément de A de composantes diagonales 

coal,..., ojan. Si a £ A a pour composantes a^,..., a^, on note h(a) = (a1, , an) 
-a. 

l'élément de tel que|aj = q pour i=l,..., n. 

On ne considérera que des sous-groupes paraboliques de G contenant A. 

Un tel sous-groupe P possède un unique sous-groupe de Lévi Mp contenant A. On ne 

considérera que de tels sous-groupes de Lévi. Soit M un tel sous-groupe. On note 

M° l'intersection des noyaux des valeurs absolues des caractères rationnels de M, 

o^, resp. le sous-espace de a engendré par les a e tels que appartienne 

G G M M au centre de M, resp. à M°, a„ = a.. n a . Posons a,. = a., n a_ , a_ = a n a ^ ' M M M,a M H H 2 

M M Pour a £ a, on note a^, resp. a , la composante de a sur o^, resp. a . Notons 

(simplement Z si M=A) l'ensemble des racines de dans l'algèbre de Lie de G. On 

identifie Ew à un sous-ensemble de a.*. Si M est standard, i.e. si MB est un sous-M M 

groupe parabolique de G, on note l'ensemble des racines simples (simplement A 

si M=A) , AM la base de duale de A^ et pour a e AM , a l'élément de A^ qui lui 

correspond. On note R le réseau dans a engendré par les a e A, i.e. l'ensemble 

G ~ des a E a tels que < a,a > e 2 pour tout a £ A. On note T^, resp. la fonction 

caractéristique des a e a (ou a ) tels que < a,a » 0, resp. < a,a >> 0 pour tout 

a G A^. On note P(M), resp. F (M), l'ensemble des sous-groupes paraboliques de G 

de Lévi M, resp. contenant M, X (M) l'ensemble des sous-groupes de Lévi contenant M. 

Soit P un sous-groupe parabolique de G. On note Np le radical unipotent de P, 

Pp la demi-somme des racines de a dans l'algèbre de Lie de N^. On note simplement 

N=N„ , p=p~. On note W le groupe de Weyl attaché à A. 

Le cas échéant, tous les objets définis ci-dessus seront indicés par la lettre 

282 



INTÉGRALES ORBITALES SPHÉRIQUES POUR GL(N) 

Q 
G placée en exposant (à la notable exception de a où a a été défini et est =t a). 

On munit K de la mesure de Haar de masse totale 1 et, pour tout sous-groupe 

parabolique P de G, Mp, resp. Np, resp. le centre Ap de Mp, de la mesure de Haar 

pour laquelle la mesure de Mp n K, resp. Np n K, resp.Ap n K est 1. 

On note G^ l'ensemble des éléments elliptiques réguliers de G. 

„ 2iri On pose n 
log q 

2. Posons X = Œ [ X 1 , . . . , XN, X ^ , . . . , XN"L ] et soit Z une algèbre commuta-

tive munie d'une structure de X-module. On note l'espace des fonctions locale-

ment constantes u : G -» Z telles que 

. x -<p,h(a)> Ji(a) , » u(ang) = q f — X - u(g) 

pour tout a G A, n G N, g e G, où, pour a = (a^,..., an) G , on pose 

XA = X^l.. •X n. Soit TT(X) la représentation de G dans par translations à 

droite. Soit l'espace des fonctions localement constantes u : B n K \ K -> Z. 

Par restriction à K, on peut identifier KL et K̂ , et TT(X) à une représentation de 
x 

G dans . C'est ce qu'on fera. Soit 6 un automorphisme de X. On peut tordre par 

ô la structure de X-module de Z et obtenir de nouveaux objets qu'on note kov, 
oX 

TT(ÔX) . Par exemple on définit K -1 , TT (X 1) , et pour w e W, KZ , TT(WX) . L'espace 

X wx 

K est muni de la forme bilinéaire symétrique 
< uru2 > = | U;L(k)u2(k) dk 

K 

pour u^,^ e . Cette forme met en dualité les représentations TT(X) et TT(X 1) , 

On note 1K la fonction caractéristique de K et cô  la fonction sphérique sur G 

(̂ (g) = < Tr(X,g)lK/lK > . 

Soit w e w. On a un opérateur d'entrelacement 

ï(w,X) : 4 ^ 

défini par la formule 
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I(w,X)u(g) = £n(w,X) I u(w Ang) dn. 11 ITAT R 

•'v̂fw 1 n N \N 

pour u e KJ, g E G, où 

£n(w,X) = v IL (1-Xa). 

Quand pour tout a £ E, 1-q X est inversible dans Z, on peut plutôt utiliser 
l'opérateur I(w,X) = ̂ (w^)"1 î(w,X) , où 

On pose de plus 

R(M,y) : KZ'G -> KZ'M(M,y) : KZ 

£(w,X) = £n(w,XUd(w,X) 1 

Les opérateurs ci-dessus vérifient les relations 

I(w,X)lK = 1R, I(ww',X) = I(w,w'X)I(w',X) 

pour tous w,w' e w. Les relations concernant les opérateurs I(w,X) s'en déduisent. 

Tous ces opérateurs peuvent être considérés comme des endoraorphismes de . 

Soit s e a^. Munissons z = (C de la structure de X-module définie par X^ -> q si. 

On note danc ce cas KG, K, TT(S), etc... les objets notés ci-dessus K^, , TT(X) 

etc.. C'est très abusif mais on espère que cela ne crée pas de confusion. 

3. Pour £ enN, notons c(£) le produit de q par le nombre d'éléments de 

£ -i r 
GL(IF ) . On a c(£) = n (l-q J) . Posons c = c(n ) ...c(n ) . 

j=l l r 

Soit Z comme ci-dessus, M un sous-groupe de Lévi de G, y e K un élément tel 

que y(M n B)y 1 c B. On peut définir un opérateur 

R(M,y) : KZ'G -> KZ'M 

par R(M,y)u(k) = u(yk) pour tous u e KZ,G , k e i^. Si M est standard, on note 

W(M) l'ensemble des w £ W de longueur miniiriale dans leur classe \f\j. Ils forment 

un système de représentants de \ W. Enfin on note wG l'élément de plus grande 

longueur de W. 
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Lemme 1 .3 .1 . Soient P un sous-groupe parabolique standard, M son sous-groupe de  

Lévi, uiru2 G . Il existe N e U tel que la propriété suivante soit vérifiée. 

Soit a G az tel que pour tout a e ^-Z^, a > 0, on ait < a,a >> N. Alors on a  

1'égalité 

Y(X)<7r(X,0)a)u ,u >G = 2 q~<Pp'a> y(M,w,X) <7TM(wX,̂ a)0 R(M, 1 ) Qî(w,X)u , 
weW(M) 

GM, ; , G M -lx M R(M,w w ) 0I (w w w,X )u2> , 

OÙ 

y(M,w,X) =cM(cG)"1 ( n (-X°S)( IT̂  (l-(wX)06)), 
ael ,a<0,wa>0 aeL ,a<0 

et 

Y(x) = Y ( G , I , X ) = nG (i-xa). 
aeZ ,a<0 

Démonstration. On se ramène d'abord à Z = X. On peut alors localiser et se 

ramener à Z = Œ(X1,..., Xn) . On peut alors utiliser les opérateurs I (w,X) . Un cal­

cul rapide nous ramène à démontrer l'assertion analogue où on remplace l'égalité 

par 

r -<p ,a> 
( 1 ) <ïï(X,0)a)u ,u > = 2 q ? y' (M,w,X)<TTM(wX/a)a)0R(M,l)oI(w/X)u , 

weW(M) 

„ /lwf G M» , G M -1. M 
R(M,w w ) 0I (w w w,X )u2> / 

OÙ 

y'(M,w,X) =cM(cG)_1 (l-q"1(wX)a)"1(l-(wX)a)"1. 
OLeZ -S ,a<0 

On vérifie que pour w e W, l'expression y' (M,w,X) comme le produit scalaire in­

tervenant dans la somme ci-dessus ne dépendent que de la classe W^w. On peut 

donc si on veut sommer sur w G 1^ \W. 

D'après [ BZ] §2 .11 , le module de Jacquet normalisé TT (X) est composé des 

P 

représentations TTM(WX) pour w e W(M) . Concrètement posons K={K} 'M)W^ R munis-

M 
sons K de la représentation n'= Q TT (WX) de M. L'application 

weW(M) 
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j : KZ,G > K 
u >W£®(M) R(M,l)oI(w,X)u 

Q 
se factorise par le module de Jacquet et réalise 11 isomorphisme TT (X) = TT ' . 

P 

De même, si on note P le sous-groupe parabolique opposé à P, l'application 

"J : KZ'G ^ K 
v © . G M. T, G M -1N 

u > weW(M) R(M/W w )oKw w w,X )u 

réalise 11 isomorphisme TTG(X 1)N<TA= TT',OÙ TT" = W€^M^ TTM(WX 1 ) . 

D'après Casselman ([ Ca] §4.2) il existe donc un produit scalaire < , >° 

(à valeurs dans Z) sur K x K invariant par la représentation TT' ® TT" tel que 

7 Q 

pour tous u^/U^ ̂  K ' , il existe N e3N vérifiant la propriété : soit a e , 

supposons < a,a >> N pour tout a £ 1^ - ̂  , a > 0, alors on a l'égalité 
< Tr(Xfa)a)Ul,u2 >G = q Pp' < TTM(X,u>a) 0 j (î ) ,T(u2)>°. 

L'espace des produits scalaires invariants sur K x K se décrit aisément. On voit 

qu'il existe pour tout weW(M) un élément y"1 (M,w,X)£Z tels que 

M 

< u' ,u" >° = 2 y' (M,w,X) < u' ,u" >U , 

weW(M) W W 

pour tous u' = WJ(M) u;,u" = WJ(M) u"w appartenant à K. On en déduit l'égalité 

(1). Il reste à déterminer les constantes. 

Soient I le groupe d'Iwahori usuel (triangulaire supérieur) et 1̂  sa fonctior 

caractéristique. 

Lemme 1.3.2. Soit weW. On a l'égalité 

„ G M> _ , G M ^ , 
R(M,w w ) 0I (w w w,X)l : 

IG 

-dim N_ n / G M N 
P £ (w w ,X)1 , si w=l f q 

0, si w/\Â . 

Admettons provisoirement ce lemme. Appliquons l'égalité (1) pour u =1 . 

Le membre de droite vaut 

-<p ,a> -dim N M -i M M 
(2) q P y'(M,l,X)q F £ (w w ,X ) < ïï (X,C/) oR (M, 1) U]_ , 1 > . 
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Notons u, l'élément de K?, associé à u,. Le membre de gauche de l'égalité (1) 1 ,X X I 

vaut 

(3) |RG uux(kof)] G(k) dk. 

On a la décomposition IG=N , où N =N_. n i , N =N_ n i . Munissons ici N et 

F P 
N~ de mesures de masse totale 1. L'expression (3) vaut donc 

c l . . u (n+kn aja) dn dk dn+, 
V x ^ x N " 1,X 

où c= [ KG: . Le terme n disparait par invariance à gauche de u . 

Par hypothèse sur a, quitte à supposer l'entier N assez grand, co an coa est dans 

un voisinage suffisamment petit de 1. Le terme en n disparait donc par constance 

locale de u, . Il reste i, x 

c Ui,x(]̂ a) dk = c " i , ^ 1 ^ H N G B 

"<pP'a> M a 
(4) - c q <7rii(X,03Cl)oR(M,l)u1,l̂ M > . 

En comparant les formules (2) et (4), on obtient 

, ... . vN dim N^ n . G M -1,-1 Y (M, 1 ,X) = q P c£(w w ,X ) 

qu'on calcule aisément. 

Soient w'cW, ulfu2eKZ'G. On a 

<Tr(X,03a)u1,u2>G = <I(w',X)0TT(X,a3a)u1,I(w',X~1)u2>G 

= <7T(w'X,a)a)0I(w',X)u1,I(w',x'1)u2>G. 

C'est un terme du même type que le terme initial : on a remplacé u2 par 

I(w',X)u1,u2 par I(w',X 1)u2 et X par w'X. On a donc une égalité 

<TT(w'X,oa)oKW,X)u1,I(w',x"1)u2>G = ^ q Pp' Y ' (M,w,w'X) <ïïM(ww'X,oja) 0 

R(M, 1) 0I (w,w'X) 0I (W ,X)ux ,R(M,wGwM) QI (v/̂ wVw'x"1) DI (w' ,x"1) u2>M. 
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Remplaçons w par ww" 1. On obtient 

a c _<Pp'a> _i M a 
<TT(X,O) )u1,u2> = ^ q y'(M,ww' ,w'X) <TT(wX,a) ) 0R(M,1) GI (w,X)u]L, 

weW \ W 

•j-. /., G M> T / G M. , G M -1. M 
R(M,w w ) 0I (w w ) o (w w w,X )ii2> . 

En comparant avec la formule (1), on obtient 

y'(M,ww' 1, w'X) = y'(M,w,X), 

pour tout weW, d'où y' (M,W,X) = y' (M,l,wX) , ce qui achève le calcul de y' (M,w,X) .• 

Démonstration du lemme 1.3.2. Posons u=l G, soit u^ la fonction de qui lui 

correspond, posons u'=R(M,wGwM) 0I (wGwMw,X) u, w°=wrGwM et w'=w\^w. Alors pour k ^ 

u'(k) = £(w',X) [ _ ^ ( w ' " ^ 0 ^ dn. 
Jw'Nw' n N\N 

Pour que le terme dans l'intégrale soit non nul, on doit avoir w' nw°keBI , i.e. 

(5) w'^nw^w0)"1 e BIG(w°)"1. 

Soit P' le sous-groupe parabolique standard de Lévi M'=w°M(w°) 1. Alors 

nw°k(w°)~1 e p'„ De plus I^w0)"1 c BCw0)"1?'. D'après la décomposition de Bruhat-

Tits, la relation (5) implique donc w' 1 £ (w°) , i.e. weV^. D'où u'=0 si 

w/V̂ 1. Supposons maintenant w=l. Alors w'̂ w0 et 

u'(k) = £(w°,X) J u^nk) dn. 

Soit neNp . Si u^nk) 0, il existe k' G I tel que nkk1 e B. Il existe n G N , 

_ _ W[ — + 
n G N , k" G r (cf. la démonstration précédente) tels que k' = n k"n . D'où 

n(kn~k~1)kk" e B. Mais n(kn~k_1) G ̂  , et kk" e M. On en déduit n(kn~k_1) = 1 et 

kk"GMnB=BN1. D'où n€N~ et rfnW, Réciproquement si neisf et ke^, on a 

ux(nk)=l. D'où 

u'(k) = j 0, si k £ I , 

mes(N") £(w°,X), si k e ^ , 

et l'égalité de l'énoncé. • 

4. Soient Cc(G) l'espace des fonctions sur G à valeurs complexes, locale-
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ment constantes, à support compact, JC (G) le sous-espace des fonctions biinvariantes 

par K. Soient f e C^(G) , P un sous-groupe parabolique de G. On définit une fonc-
P 

tion f sur Mp par 

f^m) = ó (m)1/2 [ fOT-mnk) dn dk, 
JKxNp 

pour meMp , où ôp est la fonction module usuelle. On a f e Cc (Mp) et, si feJC(G) , 

f̂  6 5C(Mp) . Soit XW le sous-espace des éléments de X invariants par W. Pour fe5C(G) , 

on définit pf(X) G X par 

Pf(X) = 2 fB(03a)Xa. 

aea* 

L'application f -* p^ est un isomorphisme de 3f(G) sur X . Soit sea^. On pose 

f(s) = pf(q S) avec une notation évidente. On a la formule d'inversion 

f%a) = n"" } q<S'a>? (s) ds 

pour tout SLea^, où on intégre sur sea^, Re(s) = a un réel quelconque fixé, et 

modulo n a . Dans la suite, on notera simplement une telle intégrale. 
•'Re(s)=a 

On a la formule d'inversion beaucoup plus difficile 

f (g) = dG rfn f f (s)u>(gHG(s) ds, 
JRe(s)=0 s 

([M] §5.1.2) où 

dG = ̂ (^'...^N^D-q-1)-11 , 

£G(s) = Z ( l - q - ^ ' ^ D ^ - 1 ^ 8 ^ ) " 1 . 

II. LES INTEGRALES ORBITALES. 

1. Soit Tea. Posons d(T)=inf {<a,T> ; oie Ah On suppose d(T)>0. On note H le 

sous-espace diagonal de a =]Rn. On pose 

a(T) = iaeo^ ; <a,a> > 0, <â,a-T> < 0 pour tout aeA}, 

et (7(T) = (a(T)+Z)/2r. Plus généralement, soit D un sous-ensemble de a stable par 2. 
G 

On pose 
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o (D,T) = {aea^ ; aea(T) et a eD}, 

et â(D,T) = (a(D,T)+2)/Z'. On pose aussi 

a* (D,T) = {aea_ ; <a,a-T> > O pour tout aeA, et a_eD}, 

et â' (D,T) = (a' (D,T)+2)/2\ On note Z (G) le sous-ensemble des éléments de A de com­

posantes diagonales égales (c'est abusif car ce n'est le centre de G que si 

G=GL(n,F)). On note G(T), resp. G(D,T), l'image dans G/Z(G) de 

U Kufx, resp. u KafK. 
aetf(T) aea(D,T) 

Posons comme en 1.2 X= Œ [X1#..., X^X^,..., X^] , introduisons 

y=<E [ Y 1 , . . . , YN, Y"1 Y*1] , et Z=X ®y/I, où I est l'idéal engendré par 

Xl* * 'Xn~Yl * " "Yn* L'al9èbre z est ̂  * r^-nodule. Posons V={[ (m,... ,m) 

me2-} c o^xa^. Un élément z, ou z(X,Y) , de Z s'écrit de façon unique sous la forme 

z= 2 c (z)^y\ 
Q<L,l)e(aj*a2)/V 

avec ck^(z)eŒ. Soient S c {o^xa^)/V un ensemble fini et edR, e>0. Posons 

V(S,e) = {zeZ ; pour tous (k,£)eS, | c^ (z) | <e}. 

On munit Z de la topologie pour laquelle les ensembles V(S,e) forment un système 

fondamental de voisinage de 0. Autrement dit, on plonge Z dans son dual grâce à la 

forme bilinéaire 

<Z1'Z2> = C00(Z1Z2)' 

et on munit Z de la topologie induite par la topologie faible du dual. 

Attention : le produit n'est pas continu pour cette topologie. Par contre soient 

S un ensemble fini, S c (a^xo^)/V, et Z^ l'ensemble des zel tels que c^(z)=0 

pour (k,£) S. Munissons Zg de la topologie induite. Alors le produit Z x Zg -* Z 

est continu. 

Remarquons que le produit WxW agit naturellement dans Z . 

2. Fixons T et D vérifiant les conditions de II.I. Nous supposerons de plus 

que D/Z est relativement compact dans ap/Z. Posons 
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S(D,T,X,Y) = 2 _ y(YX 1)XaY a 
aetf' (D,T) 

(cf. lemme 1.3.1 pour la définition de y). Remarquons que pour aeV, X*Y a=l. 

Lemme II.2.1. La série S(D,T,X,Y) est sonmable dans Z . 

Démonstration. Posons Z = Z ̂  o , La projection de a sur aVZ^ est un fermé 
z à z VJ # 

discret. Comme D/Z est relativement compact dans 0Q/Z, D/Z^ l'est dans ̂ Q/2^-

L'intersection de la projection de et de D/Z^, est donc finie. Soit B un sous-

ensemble de <7̂  se projetant bijectivement sur cette intersection. Alors B est 

fini et pour tout beB, l'ensemble des aea'(D,T) ayant même projection que b est 

égal à l'ensemble des a=b+a'+a", avec aleo^f < a,a'+b-T >> 0 pour tout aeA, et 

a"eZ . D'où 

S(D,T,X,Y) = 2 xV"b S T(a'+b-T)y(YX"1)Xa,Y"a' 
beB a'etf̂  

Frxons beB. Un élément de a„ s'écrit a' = 2 a'a, avec a'e2\ La condition Z' A a a aeA 

T(a'+b-T)=l s'écrit a^ > c^= < a,T-b >. Remarquons que y s'écrit 

y = y' n (1-XCLY~QL) , 
aeA 

avec y'eZ. Il suffit donc de démontrer la sommabilité de 

2 [ n (l-xaY"a)]Xa,Y~a' 
aeA 

où on somme sur a ' = X a'a, a'e^, a ' >c . On est immédiatement ramené à démontrer » a a a a aeA 

que pour tout aeA, la série 

£ U-xVa)xaVaa 
ae2,a>c 

est sommable, ce qui est clair.• 

Pour i=0,..., n-1, posons b(i)=(l,...,l,0,...,0) avec i termes égaux à 1. 

Lemme II.2.2. Supposons G=GL(n,F) et D=Z. Il existe une application 

G C 
f : {0,..., n-l} telle que la propriété suivante soit vérifiée. Soit Teaz 

supposons d(T)>0. Alors 
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S(Z,T,X,Y) = V (xy-i)f(i)+b(i)-Kr s (1_xVa). 
i=0 aeX-A,a>0 

Dans la suite on posera e(i)=f(i)+b(i) pour i=0,..., n-1. 

Demonstration. Reprenons la démonstration précédente. On peut prendre 

B = {b(i) ; i = 0,..., n-1}. Alors 

n-1 _ , 1/•X 

S(Z,T,X,Y) = 2 (Xï V U ) ïgTla+bdl-DYlYX"1)^. 
i=0 aea 

Q 
Pour j=l,..., n-1, notons la j-ième racine simple habituelle. Pour aea , 

n-1 G _ 
posons a = 2 a^ou. Les conditions aeo^, T (a+b(i)-T)=l s'écrivent 

(1) a._^% pour tout j ; 

(2) pour tout j > i, a_. + - < cL,T > > 0 ; 

(3) pour tout j < i, a_. + ̂  - < ŒJ,T > > 0 . 

Posons 

f(i,j) = 

partie entière de < a.,T > - 1 + 1. si j > i. 
~\ n 

partie entière de < oL,T > - ̂  ̂  ^ + 1, si j < i. 

Alors 

S(Z,T,X,Y) = 
ae£-A,a>0 

(i-x°V a) 
n-l 

i=0 

R(M,y) : KZ'G -> K 

j=llae%,a>f(i,j) 

_, aa. _ 
(XY A) D(1-(XY 1)a.) 

La série intérieure vaut 

f(i,j)a. 
(XY ) J , 

d'où 

S(Z,T,X,Y) = 
aeZ-A,a>o 

(i-xV 
n-l 

i=0 

-1 f(i,T)+b(i) 

où f (i,T) = 2 f (i7j)oij. Corme Tea^ , on a < a. ,T > £ 2 pour tout j, d'où 

f(i,T)=T+f(i), avec un élément f(i) £ indépendant de T. D'où la formule de 

l'énoncé. • 
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3. Soient maintenant T, Uetf, supposons d (U-T) > 0, d(T) > 0. Pour un 

sous-groupe de Lévi standard M de G, notons v(M,T,U) la fonction caractéristique 

des aeo tels que 

M M ~ M M 
< a,a > > 0, < a,a > < < a,T > , pour tout aeA , 

~ G M 

< a,aM > > < a,TM > , < a,*^ > < < a,UM >, pour tous aeA -A . 

Lemme II.3. On a l'égalité 

v(G,U,U) = 2 v(M,T,U) , 
M^G 

sommé sur les sous-groupes de Lévi standards de G. 

Démonstration. Notons _x et _x les fonctions obtenues quand on remplace dans les 

définitions de T et T, les inégalités strictes par les inégalités larges. Pour 

_M M -M 
aea et M c G, posons r (a,T) = x (a)x (T-a) ([ L] §1). Soit zea, d(e)>0. D'après 

[L] §1, on a l'égalité 2 rM(a+e,rIH-e)T (a-T) = x(a+e). 
MCG ^ 

Multiplions cette égalité par _r(a)_r(U-a) . On obtient 

2 v'(M,T,U) (a) = v'(U) (a), 
MCG 

où 
v'(U)(a) = x(a)x(U-a)x(a+e) , 

v' (M,T,U) (a) - x̂ a)x(U-a)Î (a+£,T+£)xM(a-T) . 

Evidemment _x(a)x(a+e) = j_(a) , d'où v' (U) = v(G,U,U) . Nous allons montrer que 

pour tout M, v'(M,T,U) = v(M,T,U). Le lemme en résultera. La fonction v1(M,T,U) 

est la fonction caractéristique de l'ensemble des aea tels que 

M ~ m ~- _M ~ M 

< a,a > > 0, < a,a > < < a,T >, < a,a > < < a,U > , pour tous aeA , 

*- ~ G M 
< a,a > > 0, < a,a^ > > < a,TM >, < 0Lra^ > < < a,UM > , pour tous aeA -A . 

Cet ensemble est inclus dans celui qui définit v(M,T,U) . Il faut montrer l'inclu­

sion opposée, i.e. supposons v(M,T,U)(a)=l, il faut montrer 

~ M 

(1) < a,a > < < a,U > , pour tous aeA , 
G M 

(2) < a,a > > 0, pour tous aeA -A . 
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M 
Soit aeA . Ecrivons 

a = 2 c(6,a)B + 2 c(3,a)3, 
3eAM BeAG-AM 

M 
avec des coefficients c(3,a)el*. Montrons que c(3,a) > 0 pour tout 3. Soit Be A . 

~M ~ -M ~M 
On a < a ,3>=:<a,3>^îO. Ainsi qu'il est bien connu cela implique < a r$ > > C 

M ~M M M 
pour tout BeA (l'ensemble (3 ; BeA } étant dual de A ) . D'où c(3,a) > 0 pour 

M G M 
tout BeA . Soit yeA -A . On a < a,y > = 0, i.e. 

c(y,a) + 2 c(B,a) < B,y > = 0. 
BeAM 

Mais c(B,a) > 0 et < B,y > < 0 pour tout BeA , d'où c(y,a) > 0. 

Alors 

< S,a-U > = < âraM-l^ > + 2 c(3,a) < 3,â -U > . 

BeA -A ^ M 

D'après ce qu'on vient de voir et par hypothèse sur a, la somme en 3 est < 0. De 

plus < S,aM > < < 5,1^ > . Donc 

< S,a-U > < < a,^-^ > = S c(B,a) < B,T-U > . 
BeA 

D'après ce qu'on vient de voir et l'hypothèse d(U-T) > 0, ce dernier terme est 

< 0. D'où < a,a > < < â,U > et la relation (1) . 

G M 
Soit maintenant aeA -A . Ecrivons 

a-T = (a-T) + 2 c(B)B, 
BeA 

ou c(B) = <3,a -T > . On a c(B) < 0. Comme <a,B> < 0 pour tout BeA , on en déduit 

< a,a-T >>< a^-T^ > > 0. 

Comme < a,T > > 0, on obtient < a,a > > 0 et la relation (2) , ce qui achève la 

démonstration. • 

4. Soient G comme en 1.1, D,T comme en II.1. Pour aea^, u', u"eK^, posons 

J (X,Y,u\u") = J < 7T(X,g)lK,u' > < TR(Y~\g)l ,u" > dg. 

Posons 
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J(D,T,X,Y,u',u") = _2 j (X,Y,u\u") . 
aetf(D,T) 

Comme D/Z est relativement compact, cette somme est finie. Posons 

Y ( X , Y ) = n Y(XWY_1) 
weW 

(cf. 1.3 pour la définition de Y) • Remarquons que pour tous w', w"eW, le rapport 

Y ( X , Y ) / Y ( W ' X ~ 1 WMY) appartient à Z. Pour weW, posons 

ô(w,X) = n (-x"a) (l-q_1XA) . 
ael,a>0,wa>0 

Proposition II.4. Soient u', u"eKZ. Il existe t>0 tel que, si d(T)>t, on ait  

1'égalité 

P(X,Y)J(D,T,X,Y,u' ,u")= 2 P(D,T,X,Y,w' ,w") <ï(w' ,X~1)u' ,ï(w",Y)u"> , 
w' ,w"eW 

où 

P (X,Y) = Y ( X , Y ) Y ( X ) Y ( Y " 1 ) , 

et pour w' ,w"eW, 

P(D,T,X,Y/w',w")-(cG)"1(l-q"1)n(-l)rg °6 (w' ,X) Ô (w",Y_1) Y ( ^ / Y ) R 
Y(w w 'X ww " Y ) 

S(D/T,wGw'X/wGw"Y) . 

(cf. 1.3) pour la définition de c ; w est l'élément de W de plus grande 

longueur). 

Démonstration. (a) Supposons rg(G)=0, i.e. G est un tore. Pour aeo , on a 

JA(X,Y,u',u") = / xV (k)Y"auM (k) dk = X ^ " 3 <u',u">. 
K 

De plus, comme a = {0}, on a a(D,T) = a'(D,T), d'où 

J(D,T,X,Y,u',u") = <u',u"> _2 xVa = <u',u"> S(D,T,X,Y). 
aea' (D,T) 

C'est l'égalité de l'énoncé. 

(b) Supposons rg(G)>0. Par récurrence, on suppose la proposition vraie 

pour tout sous-groupe de Lévi propre de G. Soit Uea, supposons d(U-T) > 0. 
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Soit M un sous-groupe de Lévi standard de G. Notons Ç(M,D,T,U) la fonction 

caractéristique de l'ensemble des aea tels que 

aG€D' 

M M ~ M M 
< a,a > > 0, < a,a > < < a,T > , pour tous aeA , 

~ G M 
< a,^ > > < ot,TM > , < a,^ > < < a,UM > , pour tous aeA -A . 

Pour M=G et T=U, cet ensemble n'est autre que tf(D,U) . Par ailleurs, le lemme II.3 

implique l'égalité 

£(G,D,U,U) = 2 UM,D,T,U) . 
MCG 

Posons a ̂ = (az+Z)/Z. Alors 

P(X,Y)=J(D,U,X,Y,u',u") = Z_ Ç(G,D,U,U) (a) j (X,Y,u',u")P (X,Y) = 2 J(M), 

aea MCG 

où 

J(M) = 2_ P(X/Y)^(M,D,T/U) (a) Ja(X/Y/u',un) . 

(c) Pour M=G, on Ç(G,D,T,U)=Ç(G,D,T,T) , d'où l'égalité 

J(G) = P(X,Y) J(D,T,X,Y,u* ,u") . 

(d) Soit M un Lévi standard de G. Supposons rg(M)<rg(G) . Nous voulons 

calculer J(M) . Soit aeâ^. On a l'égalité 

;i (X,Y,u',u") =mes(Ka)aK) / <Tr(X,ooa) L,,7r (k) u'><TT (Y_1 ,o)a) 1 ,TT(k)u"> dk, a — — s\ — J\ 

où on pose TT = TT (X) | K (cette représentation ne dépend pas de X) . Supposons 

Ç(M,D,T,U) (a)=l. Soit aeZ0-^, a>0. Il existe 3eAG-AM, telle que a-G soit une 

racine positive. Alors <a,a> > <3,a>. Il résulte de la démonstration du lemme 

II.3 que <3,a> > <3,T>. D'où <a,a> > d(T). Comme les vecteurs Tr(k)u', Tr(k)u" 

parcourent un ensemble fini, il existe donc t^>0 tel que si d(T)>t1, les produits 

scalaires intervenant dans l'égalité ci-dessus soient calculés par le lemme 1.3.1. 

On obtient l'égalité 
-1 a "2<Pn,a> 

y(X)y(Y )j (X,Y,u,,u,,)̂ s(Ka)clK) 2 q p y (M,w' ,X) y (M,wM ,Y ) 
w',w"eW(M) 
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/ H(w',X,u,,k)H(wM,Y 1,u",k)dk 

où P est le sous-groupe parabolique standard de Lévi M et pour ueK^, weW, 

H(w,X,u,k) = <TRM(wX,coa) oR(M,l) 0ï(w,X) l̂ ,R(M,wGwM) Gï (wGwMw,X~1) qTT (k)u>M. 

Remarquons que R (M, 1) 0ï(w,X) 1R= £d(w,X) 1 (cf .1.2) . Posons 

ÏC 

u(w,k) = R(M,wGwM) olCw^w^"1) 0TT (k)u. 

Alors 

H (w1 ,X,u' ,k) H (w",Y"1 ,U" ,k) = £d (w1 ,X) %d (w",Y_1) <TTM(W' ,X,o>a) 1 ,u' (w' ,k) >M 

<TTM (w'-Y"17o3a) 1 M ,u" (wM ,k) >M. 

Il est clair que si on a u(w,hk) = TTM(h)u(w,k) . D'où 

/ н(w^x,u^hk)н(w^Y"^u^hk)dh=i¿d(w^x)j¿d(w^Y"1) (mes K^WV1 

/ M * M <̂ M(w'X,g)l ,u' (w',k)>M<TRM(w"Y"1/g)l fu"(w",k)>M dg 

= (mes K^^)"1 &d (w' ,X) &d (w" ,Y~"^) ĵ (w' ,X,w"Y,u' (w1 ,k) ,u" (w11 ,k) ) . 

On calcule aisément 

(mes Ko^K) (mes JpoftP) _1 q Pp' y (M,w' ,X)y (M,w" , Y ~ 1 ) £d (w* ,X) il (w" ,Y " 1 ) = 

cM(cG)"1yM(w'X)yM(w"Y"1)y1 (w' ,X)Y]_ (w"^"1) , 

Yx(w,X) = G n (-X"0̂) (l-q_1Xa) . 
aeZ ,a>0,wa<0 

D'où l'égalité 

y(X)y(Y'1)j (X/Y,u\uM) =cM(cG)_1 Z y. (w',X)Yl (w"^"1) f yM(w'X)YM(w"Y~ 

w',w"eW(M) 1 1 A 

M 

j (wXw'Xu1 (w' ,k) ,u" (w",k) ) dk 
a On en déduit l'éaalité 

J(M) = •( (X,Y)cM(cG) 1 2 Y (w',X)y (w'*,Y 1)yM(w,X)YM(wMY X) 
w\w"eW(M) 
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M 
f Z Ç(M,D,T,U) (a) V V x ^ ' Y X (w',k) ,u" (w\k) ) dk. 
j\ —„. a 
aeaZ 

Notons DM(T,U) l'ensemble des aeaM tels que aGeD, <a,a-T>> 0 et <a,a-U> < 0 pour 

tout aeA -A . On a alors l'égalité 

UM , D , T , U ) = CM(M,DM(T,U) , T , T ) . 

La série en a dans l'expression ci-dessus vaut donc J1" (DM(T,U) ,T,w'X,w"Y, 

u'(w',k),u"(w",k)). On obtient 

(1) J(M) =cM(cG)"1 2 Y (w',X)y (w"^"1) My(XfY) L P^w'X^'Y) 
w',w"eW(M) 1 Y (w'X,w"Y) * 

J^D^T,!}) ,T,w'X,w"Y,u' (w*,k) ,u"(w",k)) dk. 

On peut utiliser l'hypothèse de récurrence pour calculer l'expression dans 

l'intégrale. Si d(T)>t2, où t2 ne dépend que de u'(w',k) et u" (w",k) , et donc 

en définitive que de u' et u", l'expression dans l'intégrale vaut 

(2) 2 P̂ (D̂ (T,U) ,T,w'X,w"Y, a',c") < î(a ' fw'x"1)u' (w' ,k) ,ï(a,,,wMY)u" (w",k) 
a1,a"ew 

M z 
Pour weW(M) , oeVT , ueK et keK, on calcule aisément 

ï(a,wX_1)u(w,k) = R(M,wGwM)oTr(k)0ï(vfx"1)u 

où v=wJw ow (les facteurs de normalisation se compensent). Maintenant 

/K<R(M/wGwM)oTr(k)oî(v'/x"1)u',R(M,wGwM)oTT(k)0ï(vn,Y)un>M dk = 

/ ÏCv'^'V' ̂ w^hk) ï(v",Y)u,,(wGwMhk) dh dk = 

(3) < ï(v,,x"1)u', î(v",Y)u" >G. 

En réunissant (1), (2) et (3), on obtient 

J(M) = 2 Q(M,v\v") < î(v',x"1)u', ï(v\Y)u">G , 
v' ,v"eW 

où 

Q(M,v\v") =cM(cG) 1Y1(W'/X)Y1(W",Y X) Y ( X ' Y ) PM(DM(T/U) ,T,w'X,w"Y,g ' ,g") , 
Y" (w'X,w"Y) 
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où w1, a', resp. w", a", vérifient 

, G M , , „ G M „ „ 
v1 = w w a w , w = w w a w 

(ils sont bien sûr uniques puisque w1, w"eW(M)) . On calcule 

Q(M,v',v") = (cG) ^l-q 1)n 6(v',x) ô(w",Y 1) 
Y(X,Y) 

M, G , -1 G y (w v'X w v"Y) 

H ) r g M 

S^D^T,!!) ,T,wGv'X,wGv"Y) . 

(e) Réunissons les résultats de (b), (c) et (d). On obtient 

(4) P(X,Y) J(D,U,X,Y,u' ,u") = P(X,Y) J(D,T,X,Y,u' ,u") 
v' ,v"eW 

< ï(v',X 1)u'/ï(v\Y)u" >b S QiM ^ ' y ) . 
MÇG 

D'après l'expression ci-dessus de Q(M,v',v"), et la définition des séries S^, 

on obtient 

(5) 
MÇG 

Q(M,v',v") = (cG) 1(l-q 1)n6(v',X)6(v,,,Y 1) 

aea 

y(X,Y)w v'Xaw v"Y a 

MÇG 
(-l)rg MX(M) (a), 

où x (M) est la fonction caractéristique de l'ensemble des aea tels que 

aGGD' 

< a,aM~TM >>0' < ̂ 'V^ > < °' P01127 AEA A ' 

< a,a » 0 pour tout aeA . 

Autrement dit, si on note 1 la fonction caractéristique de D dans a„, on a 

X(M)(a) = 1 (a )rG(a-T,U-T)TM(a-T) , 

où r (a,,Tl) = T^a'^'lTlT'-a'). D'après [L]§1, on a l'égalité 

MÇG 
(-l)rg MX(M) (a) =lD(aG) (-l)rg G[rG(a-U)-TG(a-T)] . 

Mais la fonction a i-> lD(aG)x (a-U) est la fonction caractéristique de o' (D,U) 

On obtient alors 
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v ,.. __x G .̂ra G „w-a v , ,.rg M .... , x , N rg G y(X,Y) 
2_ y(X,Y)w v 'X w v"Y 2 (-1) ^ x(M)(a) = (~1) c e =7 
aeo^ MÇG y(wv"Ywv 'X ) 

[ S (D,U,wGv 'X, wGv"Y) -S (D,T,wGv'X,wGv" Y) ] . 

Grâce à (5) , on obtient alors 

(6) 2 Q(M,v',v") = P(D,U,X,Y,v',v")-P(D,T,X,Y,v',v") . 
MÇG 

Notons A(D,T,X,Y,u',u") la différence entre le premier et le second membre de 

l'énoncé. Les relations (4) et (6) impliquent 

A(D,U,X,Y,u',u") = A(D,T,X,Y,u',u"). 

Cela pour d(U-T) > 0 et d(T) >t, où t ne dépend que de u' et u". On en déduit que 

A(D,T,X,Y,u' ,u") est indépendant de T quand d(T)>t. Notons A (D,X,Y,u' ,u") cette 

valeur "limite". 

(f) Lemme II.4. Soient u',u"e/<Z, geG°. On a l'égalité 

A (D,X,Y,TT (X-1,g)u' ,TT (Y,g)u") = A (D,X,Y,u' ,u") . 

Démonstration. Notons A^, resp. A2, le membre de gauche, resp. de droite, de 

l'égalité de l'énoncé. Soit (k,£) e (a^a^)/V. Nous voulons montrer que 

C J ^ ^ ) =C]<L^^2^ ^F-11-1) • 11 ̂ iste t X) tel que si dCT^t^ on a 

Ax = A(D,T,X,Y,TR(x"1,g)u',TR(Y,g)u") . 

(7) { 
1 A? = A(D,T,X,Y,u' ,u") . 

Soient w',w"eW, posons P(w',w") = P (D,T,X,Y,w' ,w") <ï(w' ,X~1)u' /ï(w",Y)u" > . 

D'après les définitions de tous ces termes, il existe un ensemble fini 

SC (a xa )/V tel que c, 0 (P(w1 ,w") ) =0 sauf s'il existe (k',£')es tel que 

T (wGw'(k+k')-T) =1, T (wGw" (SL+V)-T) =1. Mais (k,£) étant fixé, il est clair que 

cette condition ne peut pas être vérifiée si d(T) est assez grand. Il existe donc 

t2>0 tel que si d(T)>t2, on ait c^ (P (w1 ,w") ) =0 pour tous w', w"eW. Supposons 

t2>t . Il résulte de (7) et de la définition de la fonction A que pour d(T) >t2, 

on a ck£(A2)^k£(P(X,Y) J2) , où J2=J(D,T,X,Y,u' ,u") . On montre de même qu'il exis­

te t3>0 tel que si d(T)>t3, on a ck£ (A^ =c^z(P (X,Y) , 
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où J = J(D,T,X,Y,TT(X 1,g)u' ,IR(Y,g)u") . Par définition 

J2 = W T ) < *«,H)LK,U->< ^Y_1,h)LK,u">dh 

(cf. II.1 pour la définition de G ( D , T ) ) , 

Jl = ̂ G(D T) < ̂ ^rh)lK, TR(x"1,g)u' > < TR(Y~\h)lK, TR(Y,g)u" > dh, 

= ^G(D,T) < •"(X/g'^V11^ < ^(Y"1,g"1h)lK,u">dh 

= / , < TT(X,h)l„,u'> < 7r(Y"1/h)lT./u" > dh. 
g"1G(D,T) K K 

Psons ri = g~1G(D,T)-(g"1G(D,T) n G(D,T) ) , Y2 = G(D,T) - (g_1G(D,T) rï G(D,T) ) et pour 

i=l,2 

Li = /PI < TR(X,h)lK/u'> < TT(Y"1,h)lK,u"> dh. 

Supposons démontrée l'assertion 

(8) il existe t' > 0 tel que si d(T) > t' , on a c^ (P (X,Y) L±) =0 pour i= 1,2. 

Prenons alors T tel que d(T) > sup(t2,t^,t'). Alors 

Ck£(ARA2)=Ck£(P(X'Y) (JRJ2)}-

Mais d ^ - J ^ I ^ - I ^ , d'où cR£(P(X,Y) ( J ^ ) ) =ck£(P(X,Y) ( I ^ - I ^ ) ) =0, et 

°k£^l^ =Ck£^A2^ ce <3u'on voulait démontrer. 

Il reste à démontrer (8). On va d'abord montrer 

(9) il existe t>0 tel que si d(T) >t, pour tout aeû^ vérifiant j_(a) = 1, 

x(T-a) =0, et tout heKofK, on a l'égalité 

cu(P(X,Y) <TT(X,h)lK,u'> < TT(Y~\h)lK,un> = 0 

Quitte à modifier u' et u" par des éléments de K, ce qui est loisible, on 

peut supposer h = wa. Soit donc a vérifiant j_(a) =1, x(T-a) =0. Appliquons le 

lemme II.3 avec d(U) tendant vers l'infini. On a v(G,U,U) (a) =1, mais 

v(G,T,U) (a) =0. Il existe donc MCG, M^G tel que v(M,T,U) (a) =1. Comme au (d) , 

on obtient une éaalité entre 
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P (X,Y) < 7r(X,03a)lK,u'> <TT(Y 1,oja)lK,u" > 

et une somme 

2 z(w',w")q P <TT (w'X,0)a)l ,u' (w')> <ÏÏ (w"Y ,</") 1 ,u" {w")> 
w' ,w"eW K IC1 

Z M 
où z(w',w")eZ, u'(w')eK ' sont indépendants de a ; cela pourvu que d(T) soit 

plus grand qu'un nombre ne dépendant que de u' et u". Considérons un terme 

M a M Z M M < TT (X,OJ )1 ,u> , avec ueK 1 . Par définition de ÏÏ , il existe un ensemble 
~~ K 

fini se (a x0 )/V tel que pour tous (k',£') e (a*an)/V, on ait 

ck,£l (<7TM(X,oja)] ,u>M) =0 sauf s'il existe (k",r*)£S tel que V=l", k^a^+k^. 
KT 

On en déduit qu'il existe un ensemble fini SC (a x<7 )/p tel que 

ck£(P(X,Y) <7T(X/ùja)lK,u'> <ïï(Y"1,a3a)lK,u">) =0 sauf s'il existe (k',£')es, 

w',w"eW tels que 

kM = w'"1 aM + kii' ̂ M=-w""laM+^-

Comme M^G, AG^AM. Soit aeAG-AM. Comme v(M,T,U) (a) =1, on a <a,aM»<a,TM>. On 

vérifie que <a,T <a,T>. Alors <a,aM>>d(T) et la relation ci-dessus implique 

<a/w'kM-w'k^>>d(T), 

<a,-w"£M+w"^>>d(T). 

Evidemment si d(T) est assez grand ces conditions ne sont pas vérifiées, et on 

bien l'égalité affirmée en (9). 

Fixons T°ea, d(T°)>t, où t est comme en (9). Il existe t'>0 tel que si 

d(T)>t', on ait 

(10) d(T-T°) > 0, 

(11) gG(T°) C G (T) . 

Supposons d(T)>t', soit heri u Y^r a. tel que ;r(a) =1 et heKo)^. Montrons qu'on 

(12) T(T°-a)=0. 

Supposons au contraire î(T°-a)=l. Alors heG(T°) . D'après (10), on a heG(T) 

d'après (11), on a gheG(T) . Soit a' tel que x(a*)=l et gheKo) K. Comme geG°, on 

a'=a^. Comme heT U L , on a heG(D,T) ou gheG(D,T) et en particulier a_(=a')GD. 
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Les conditions a^D, h£G(T) , resp. a'^D, gh^G(T) , impliquent ĥ G(D,T) , resp. 

gh&G(D,T) . Donc ĥ G(D,T) ng_1G(D,T) . Mais cet ensemble est disjoint de r ^ ^ . 

contradiction. 

Maintenant (9) , (12) et la définition des Li montrent que pour d(T) >t*, on 

a cvo (P (X,Y)L. ) =0 pour i=l,2 ; i.e. on a démontré (8) et le lemme. • 

(g) Soit B : K^xK^ -» Z une application Z-bilinéaire. Supposons que 

B(7T(X_1/g)u,/ tt (Y,g)u") =B(u\u") 

pour tous u', u"£K̂  et gGG°. Si B ^ 0, il résulte de la classification des repré-

sentations du groupe linéaire qu'il existe w^W tel que X = (wY) pour tout a^A. 

Mais l'idéal des relations entre X et Y est engendré par X^ X -^...Y^ Il ne 

contient aucune des relations ci-dessus (remarquons que A^0 car on a supposé 

rg(G) > 1). Contradiction. Donc B=0. On applique cela à l'application 

B(u',u") =A(D,X,Y,u',u"). Donc A (D,X,Y,u' ,u") =0 pour tous u',u", i.e. pour tous 

u',u", il existe t>0 tel que si d(T)>t, on a A (D,T,X,Y,u ' ,u") =0. C'est l'énoncé 

de la proposition II.4. • 

G 00 5. Nous supposerons désormais G = GL(n,F), D=Z, Tea^. Soient sea^, ̂ PeC^iG) . 

Posons 

I(T,s,*>) = /G(T)xQ WgCg'Hig^di) dh dg, 

y(s) = Il (l-q<a'S>) (=y(q S) avec la notation de 1.3) ; 
aeZ ,a>0 

Sis) = n (i_q-<a's> -1) f 
aeZ,a>0 

0(S) = H (l-q-"a'S>) ; 
aeA 

pour o,WtW et s'eâ  

rj (w,s,s' ,<p) = Trace [ I (w 1;ws)I(wg,s') TT(S,Y?)] 

(ces opérateurs agissent tous dans K), 
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r°(w,s,s-) = (cG)-1(l-q-1)n(-l)r̂  G [ 0 (-q<a's>)] [ H (-<f<a'S,>) 

a>0,wa>0 a>0,waa>0 

n-1 ^ , -1 G ,.K si i\ v <as'-s,w we(i)> ô(ws)o(-wos ) li q , 
i=0 

—1 c a /m lx <as'-s,w w°T > r3(T,w,s,s') =q 

Posons 

qa(T,w,s,s\^) =rJ(w,s,sV) r°(w,s,s') r^(T,w,s,s' ) . 

oo r; 
Proposition II.5. Soit VeC (G). Il existe t>0 tel crue si Tea et si d(T)>t, 

alors pour tout seâ ,, le nombre de droite de l'égalité ci-dessous est défini 

et on a l'égalité 

Y(S)Y(-S)I(T,S,<£) = lim , ^ 2 2 qQ (T,w,s,s* 6 (w(as'-s) )~l. 

aeW weW 

Démonstration. Pour u1,u"eK, posons 

J(T,s,u' ,u") = JG(T) <TR(s,g)lK,u'> <tt (-s,g) lK,uH> dg. 

-s -s ' 

On peut calculer J(T,s,u',u") en remplaçant X par q , Y par q dans 

J(Z,T,X,Y,u',u") puis en faisant tendre s1 vers s. Mais J(Z,T,X,Y,u',u") est 

calculée par la proposition II.4 et le lemme II.2.2. Le membre de droite de 

l'égalité de la propistion II.4 contient une somme en w', w"eW. On la remplace 

par une somme en a,weVJ, en posant w'=w, w"=wa. De plus on remplace les opérateurs 

I par les opérateurs normalisés I. On utilise enfin le fait que l'opérateur 

adjoint de I(w,-s) est I (w \ws) . On obtient tous calculs faits 
(1) Y(S)Y(-S)J(T,S,U\U") =lims,^s 2 S qa (T,w,s,s ' ,u' ,u")9 (w(as'-s) ) ~ \ 

aeW weW 

où 

qa(T,w,s,s' ,u" ,un)=r^ (w,s,s')r̂  (T,w,s,s ' ) <u' ,1 (w~1,ws) I (wa,s ' )u"> 

Cela pour d(T) supérieur à un nombre ne dépendant que de u' et u". Fixons une 

base orthonomée {û ;iel} de K. Pour g, heG, on a 

^s(g Hig) =<7T(s,g 1hg) 1 ,1 > = < TT (s,h) TT (s,g) 1r,TT (-s,g) 1 > . 

En écrivant 
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Tr(s,g)lK= 2 < ir (s,g) 1 ,u± > u± , 
iel 

et de même pour Tr(-s,g)lK, on obtient 

oo (g_1hg) = 2 < TT (s,g) l„,u. > < TT (s,h)u. ,u. > < TT (-s,g) lv,u. > . 

D'où 

I(T,s,<p) = 2 / <TT(s/g)lT.,u><TT(-s,g)l ,u.> dg J < TT (s,h) u. ,u . > <¿> (h) dh 
i,jel G(T) K 1 K 3 G 1 3 

(2) = 2 J(T,s,u.,u.) <TT(S,^)U. ,U. > . 

Comme $ est localement constante il existe un sous-espace K^, resp. K^, de dimen­

sion finie, resp. de codimension finie, tel que TT(S,<P)/< C K resp. TT (S,<¿>) K^={0} 

pour tout seâ ,. En choisissant convenablement la base orthonormée {u^}, l'ensem­

ble des couples 1*1 tels que <ir(s,«p)uI,UJ> ^ 0 est fini. Il existe alors 

t>0 tel que pour d(T)>t et pour (i,j) l'un de ces couples, J(T,sfuI#UJ) soit 

calculé par la formule (1). Remplaçons J(T,sfuI#UJ) par sa valeur dans la formule 

(2). En remarquant que 

2 < u. ,1 (w_1,ws)I(wa,s')u. > < -iïfë^u^u . > = Trace [ I (w 1,ws) I (wa,s' ) ÏÏ(S,<P)] 
i,jel 1 3 3 

on obtient l'égalité de l'énoncé. • 

6. Modifions nos notations. Pour PeP(A), notons l'espace des fonctions 

localement constantes sur K n p \K, à valeurs complexes. Pour seâ ,, on peut pro­

longer ueKp en une fonction ug : G -> (C vérifiant 

-<pp+s,h(a)> 
us(ang) = q ug (g) 

pour tous geG, aeA, neN . Pour geG, on note TT (s,g) l'opérateur de K défini par 
~ P P P 

[ TT (s,g)u] (k)=u (kg) pour tous ueK , keK. Si VeC (G) on définit de même TT (S,<¿>) . 

Soient P,P'eP(A), weW, setf̂ . On définit un opérateur d'entrelacement 

Ipl|p(w,s):Kp -> KpI par 

[I (w,s)u] (k)=£ ,i (w,s) f u (w_1nk) dn 

F |P P |P Jv̂  w r> N ,\N , S 

P P' P' 
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pour tous ueKp,, keK, ou ̂ p»|p (w's) est Ie facteur de normalisation tel que 

Ip. |p(w,s)lK=lK ([Al] §1,2). On notera simplement Ip. |p (s)=Ipl |p (l,s) . 

Fixons ̂ eCc(G), seia. Pour PeP(A) , on définit une fonction Rp (s ,<£,.) sur 

±a par 

Rp(s,^,y) = Trace [ IB|p(s)Ip|B(s+u)ïïB(s,v?)] 

pour ueia (l'opérateur entre crochets est un endomorphisme de K_). Plus générale-

ment, soit L un sous-groupe de Lévi de G ,06^, supposons vérifiée la condition 

(*) as-senR 

(cf.I.l pour les définitions de n et R) . Pour PeP(L), on définit une fonction 

Rp(s,y?,a,.) sur iaL par 

Rp(s,^,a,u) = Trace [ IB|pI (s)IpI |B(a,s+u)7TB(s,<̂ )] 

pour yeiaL, où P' est un parabolique minimal inclus dans P. L'opérateur ci-dessus 

ne dépend pas du choix de P': si P" est un autre parabolique vérifiant les mêmes 

conditions que P1, on a 

IB|P"(s)Ip"|B(a's+lj)7TB(s'̂ )=IB|p' (S)IP« |p»(s)Ip»|p' (CF(s+Y))Ip, |B(a,s+u)7RB(s,̂ ) . 

Or l'opérateur IpI|pM (s'), pour s'eâ , , ne dépend que des q<a,S >, pour aeZL. 

Pour aeEL, on a <a,ay>=0 car o\i=[±e±a , et <a,as>=<a,s> mod n 2 car as-seR. 
L 

D'où ïpMjpi (a(s+u) )=IpII |pI (s) et les termes dépendant de P" dans le membre de 

droite de l'égalité ci-dessus disparaissent. On obtient l'égalité cherchée. 

Un raisonnement analogue montre que les fonctions Rp(s,<^,a/.), PeP(L) , 
oo 

forment une (G,L)-famille, i.e. Rp (s,<£,cr,. ) est C sur i<?L et si P et P sont 

deux éléments adjacents de P(L) , si aeZT est l'une des deux racines (l'autre est 
L 

-a) séparant P et P', si yei^L vérifie <a,y>=0, alors Rp(s,^,a,y)=Rp,(s,^,a,u) 

(cf. [A2] §6) . SDient Q un sous-groupe parabolique de G, de Lévi M, L' un sous-

groupe de Lévi de M. On suppose L c L ' C M. On déduit de notre (G ,L)-famille une 

(M,L')-famille {R̂ (s,̂ ,a,.) ; PeP^L')}. Rappelons que de toute (M ,L')-famille 
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{c ;Peï^ (L')}, on déduit une fonction с , sur ±a ' ([ A2] lemme 6.2) . En particu-p J_i i_i 
G G lier on a des fonctions R̂ s,«p ,o,.) , RA(s,v?,.). On pose 

R̂ (s,v?,a) = R̂ (s,<p,cr,0) et R^(s^) = R̂ (s,v?,0) . 

Rappelons qu'on note Gg l'ensemble des éléments elliptiques réguliers de G. 
Lemme II.6. Soient VeC™(G) , seia, L un sous-groupe de Lévi de G, Oeïïh, supposons  

vérifiée la condition (*). Soient Q un sous-groupe parabolique de G de Lévi M, L1 

un sous-groupe de Lévi de M. On suppose L с L' • Soient {d ;PePM(Ll ) } une (M,L' ) 
-famille, {cp=dpR^ (s,<p,a,. ) ; PeF^L')} la famille produit. Supposons Supp(l)c Gc< 
Alors 

(a) si (Q,L') Ф (G,L), с£,(0) = 0 ; 

(b) si (Q,L') = (G,L), cL(0) = dR̂ (s,y?,a) , où d est la valeur commune d̂ (0) 

pour PeP(L). 

Démonstration. (1) Montrons d'abord : si Ç#G, R^, (s,<p,a)=0. Le groupe В inter­
vient dans la définition de Rp. Mais le même raisonnement qu'en [A2] §7 montre 
que R^, (s,<£,a) est indépendant du choix de ce sous-groupe de Borel. Quitte à 

changer B, on peut supposer Q, L' et L standards. Il résulte alors des défini­

tions que pour tout P'eP(A) avec P' с Q, et ]ieia, il existe une distribution D 
sur Q, invariante à droite par В П К telle que pour tous ueK , kcK, on ait la 
relation 
[IB|pI (s)IpI |B(a,s+U)TTB(s,*)u] (k) = J u(k') j ^(k^qk'jDCq) dqdk'. 

У)тг (s,̂ )] = f f ^(k^qkjDfqîdq dk. 
D'où 

Trace [IB|P, (s)IpI|B(a,s+ 

Mais pour qeQ et keK, k "'"qk n'est jamais elliptique donc <f (k 1qk)=0 et la trace 

ci-dessus est nulle. A fortiori R^, (s,ip,o) =0. 

(2) Supposons (Q,L' ) = (G,L) , se :.t M' un sous-groupe de Lévi de G, avec 

M'3 L. Pour tout aeZ , soit d : ilR -* Œ une fonction C . Supposons 

(i) da(0) = 1 pour tout aeEL ; 

(ii) d'(0) = 1 pour tout aeEÎ4'; 
06 Li 
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(iii) d1 (0) = 0 pour tout ael-E^ . 

Supposons la famille {d̂ } définie par 

d (y) = n d a (<a,y>) 

le produit étant pris sur les aeIT positives pour P (cf.[ A3] §7) . Soit Q" un sous-

groupe parabolique de G, de Lévi M", avec M"^ L. D'après [A3] corollaire 7.4, on 

a une égalité 

4 ! <°> 
JK 

LO 
UIU 

d'(0), 

où les d^ sont des réels > 0 et $ parcourt les sous-ensembles de 2^ qui sont 

M" 0 
des bases de l'espace vectoriel . Déjà dr (0) ne dépend que de M". On peut 

M" 0" 
poser d^ (0) = d£ (0). D'après (ii) et (iii), on a 

ae<P 
a;«» 

0, si $ c 
Li 

1, si $ c $ , 
LJ 

On en déduit que d^ (0) ̂  0 si et seulement si M"c M'. Appliquons le lemme 

6.3 de [A2] . On obtient 

cG(0) 
Q"cF(L) 

P? (s,*,a)diM(0) 

(la fonction d̂ ,, est celle définie par Arthur et non pas une dérivée) . D'après 

le (1) tous les termes nont nuls sauf le terme pour Q"=G. On a d'(0)=1, d'où 

c£<0> = R^(s,^,a) 

Appliquons maintenant le corollaire 6.5 de [A2] . On a 

# 0 ) 
M"e£ (L) 

df' (0)ï£„(s,̂ ,a) 

= R?(s,^,a) + 
M"eX (L) ,M"̂ L • 

d^"(0)I^„(s,^,a)( 

En comparant avec l'égalité précédente, on obtient que la somme ci-dessus en M'VL 

est nulle. D'après le calcul de d^ (0), on obtient une relation 

R(M,y) : KZ'G -> KZ'M  

DATOVI' 

R(M,y) : KZ'G -> KZ'M  

En raisonnant par récurrence sur le rang de M', on obtient (s,^,a)=0 pour 
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tout sous-groupe de Lévi M'^L. 
(3) Le lemme résulte de (1), (2) et de l'égalité 

c?,(0) = 2 R^(s,^,a)d' 
L Q'eF(L'),Q'CQ U 

([ A2] lemme 6.3) . • 

(0) 

7. Soit PeP(A) . Il existe un unique wpeW tel que P=wp1B. Pour ueitf on pose 
0 (u)=9(w u) . On définit 0^ sur la par P P B 

e-(u) - 4~ n <y,a>, 

et e par e (u) = ê tw u). 
P P B p 

~ oo Pour tout PeP(A), donnons-nous une fonction c sur la, qui soit C . Supposons P 
que si P̂  et P^ sont adjacents, si aeZ est l'une des deux racines séparant et 
P9, et si ueia vérifie <a,y>en Z, alors c (u)=c (u). On dit alors que 
Z Pl 2 
{CpjPePCA)} est une (G,A) -famille. Pour y général, posons 

c_(y) = 2 &,(y)0 (n)-1. 
A PeP(A) F F 

On se propose d'étudier la fonction c^. 
00 

Lemme II.7.1. Il existe une fonction UgeC^ (la/la ) telle que 
(a) pour tout \xela, on a l'égalité 

2 uB(y+r1r)0B(y+rir)"1 = 8 (y)"1 ; 
reR 

(b) soit reR. Si nr appartient au support de u^, alors r=0. 

Démonstration. La fonction 0O est invariante par la„+R. Soit B G 
U = {aeaG ; |<a,a>|<3/4 pour tout aeA}. 

Q 
C'est un ouvert qui s'envoie surjectivement sur a /R. Grâce à une partition de 

G 00 
l'unité, il existe une fonction u^ sur la - la/la , C et à support dans nU, 
telle que pour tout yeia, on ait 

2 ul(y+nr) = 1. 
reR ^ 
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La fonction d'une variable réelle : x -> nx(l-q ) est C sur l'ouvert 

{x;|x|<3/4}. On en déduit que la fonction O-.Ô 1 est C°° sur nU. Posons 

uB=u^6B0B1. Alors UG vérifie les conditions du lemme. • 

Fixons une telle fonction UG. Pour PeP(A), définissons UP par u^ (y):=uB(WPIJ) -

Soit {cp;PeP(A)} une (G,A)~-famille. Pour reR et PeP(A) , définissons une fonc­

tion cp sur ia par cp (y) =cp (y-nr)up(y) . La famille (cp;PeP(A)} est une (G,A) -

famille. On peut introduire la fonction c^ : 

ĉ (y) = 2 c£(y)6 (y)"1 , 
A PeP(A) P P 

oo 
qui est C ([ A2] lemme 6.2) . Il existe un sous-ensemble U de ia compact mod ±an 

tel que c^ soit, à support dans U pour tout r. Pour yeitf, la série 

2 ĉ (y+nr) 
reR A 

n'a donc qu'un nombre fini de termes non nuls (uniformément quand y reste dans 

un compact) . 

Lemme II.7.2. Pour tout yeia, on a l'égalité 

c (y) = 2 ĉ (y+nr) . 
reR 

En particulier c^ est C°°. 

Démonstration. Par définition le membre de droite vaut 

2 2 ST3(y)uD(y+nr)6T3(y+nr)"1 
reR PeP(A) P F F 

Comme R est invariant par W, on déduit du lemme II.7.1 que pour tout PeP(A) 

2 u(y+nr)6_(y+TIR)"1=ep(y)"1, 
reR F F 

d'où le résultat. • 

8. Fixons ̂ eCc(G), aeW, seia. Pour PeP(A) et yeia, posons 

Yp(a,s,y) = qa(T/wp/s,a"1 (s+y) ,<p) . 

On vérifie comme dans [ A2] §7 que ces fonctions forment une (G,A)~-famille. La 

fonction y (a,s,.) est donc C°° sur ia. En remplaçant y par as'-s, on en déduit 
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que le membre de gauche ci-dessous existe, et qu'on a l'égalité 

(D lim 2 qa(T,w,s,s',̂ )e(w(as'-s))"1 = 7(a,s,as-s). 
s'-> s weW A 

Soit L le sous-groupe de Lévi (non standard en général) tel que 

= {aetf ; oa=a}. Pour \xela, notons s (y), s'(y)eia les points tels que 

s(y)L = sL, (a-l)s(y)L = yL, 

s'(y) = cT1 (y+s(y)) = s+yL 

(remarquons que o-l est inversible sur tfL) . Pour PeP(A) , posons 

cp(a,sL,y) = qa(T,^,s(y) ,s' (y) ,</>) . 

On vérifie comme dans [ A3] §2 que ces fonctions forment une (G,A) -famille. 
oo 

Donc cA (a,sT,.) est C sur la. Supposons s général, soit z,elar général, posons 
A L L 

y=ç+(a-l)s. Alors 6 (y) # 0, donc 
P 

c (a,s ,y) = 2 S_(a,s ,y)6 (y)" . 
A L PeP(A) 

On a s(y)=s, d'où 

cp(a,sL,y) = qa(T,w,s,a 1(s+y) ,<¿>) = yp(a,s,y) , 

d'où cA(a,sL,y)=YA(a,s,y)• Faisons tendre ç vers 0. On obtient 

cA(a,sL,as-s)=YA(a,s,as-s). Cela est vrai pour s général. Mais en vertu des défi-
s. 

nitions, ces fonctions sont polyncmiales en q , i=l,..., n. Donc 1'égalité se 

prolonge. Jointe à (1), elle démontre le 

Lemme II.8. On a l'égalité 

lim 2 qa(T,w,s,s' ,y) 0 (w(as'-s) ) 1=cA(a,sL,as-s). • 
s'-* s weW 

9. Disons que T tend fortement vers l'infini quand d(T) tend vers l'infini 

et que T reste dans le domaine 

d(T) = inf {<a,T> ; aeA} > (1/2)sup{<a,T> ; aeA}. 

Soit de3N, d > i. Pour m=(m1#...,mn) e TJ/1, p G(d ^R)/R, on peut définir une fonc-

tion <*n,p : <§-Œpar 

0 (T) =T11...TnqT1<P'T>. 
m,p 1 n ^ 
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Il est facile de voir que ces fonctions sont linéairement indépendantes. 

Notons l'espace engendré par ces fonctions. On vérifie que si Ç[eq̂  tend vers 0 

quand T tend fortement vers l'infini, alors q=0. 
oo 

Proposition II. 9. Supposons Supp(<p)c Ge- Soit $ une fonction C sur ia/na^. Il 

existe d > lv et QeQ^ tels que 

Q - [ $(s)c,(a,s ,as-s) ds 
Jio/n^ A L 

ç 
tende vers 0 quand Tea^ tend fortement vers l'infini. Ecrivons Q = 2 a 0 , 

sommé sur meJN11, pe (d 1 R ) / R . Posons ÇL = 2 a ^ Q ^. Alors -Q ^ m 70 m,0 

Qo = 
0, si a ̂  1, 

J l<7/n<7 ô(s)ô(-s)<Hs)l̂ (s,v>) ds, si a=l. 

où 

, Gv-1/, -l.n, lXn-l 1 / n x 1-n T = (c°) (1-q ) (-1) n — (log q) 
i/n 

D'après l'énoncé les remarques précédant l'énoncé, Q est unique. 

Démonstration. (a) Posons 

I = 

%KLIOL 
0(s)cA(a,sL,as-s) ds. 

On peut remplacer le domaine d'intégration par ±a/r\{aT rJ-al) , à condition de mul-

tiplier l'expression par [ a^:a^ 1- Posons b=(o-l)a^. C'est un réseau de a L. 

On peut effectuer le changement de variable s -> (À,y) e ia /na ^ x iaL/nb, avec 

À=sL, y=as-s. En. posant <MA,y)=$(s) pour s correspondant à (X,\i) , on obtient 

I = T X 

(iaL/nb)x(iaL/naL^ 
$(X,y)cA(a,À,y) dX dy. 

où T 1 = [ <7y5 0 L 2r+b]""
1. Fixons XeiaL. Pour tout reR, on déduit de la (G,A) -famille 

{c ; PeP(A)} une (G,A)-famille (Cp(a,X,.) ; PeP(A)} (cf.11.7) . Comme fonc­

tion de y, c (a,À,y) est invariante par n [ b+a_ J , en particulier par nb. Donc 

ĉ (a,X,.) ne dépend que de l'image de r dans R/b et d'après le lemme II.7.2, on a 

c (a,À,y) 
reR/b beb 

cA(a,À,y+nr+nb) . 
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D'où l'égalité 

f r I = T 2 $(X,y)c (a,X,y+nr) dX dy. 

1 reR/b Jî x(i(7L/n(7L̂ ) 

Comme il existe U c io, compact mod ia%, tel que pour tout r, c_ (a,X,.) soit à 

support dans U, il existe un ensemble R'c R, fini, tel qu'on puisse remplacer 

R/b par R' dans la somme ci-dessus. L'ensemble R' est indépendant de T. Pour la 

même raison, on peut choisir deux ensembles c u^c io ouverts relativement com­

pacts, suffisamment grands, et remplacer $ par une fonction telle que 
r $(X,y), si yeU , 

$'(X,y) = \ 1 
1 0, si y/U2. 

Pour PeP(A), sTeioT, yeitf, posons 
L L 

dp(sL,y) = r°(wp,s(y) ,s' (y) ,<p)r̂ (wp,s(y) ,s' (y)) 

avec les notations de II.6, et 
-1 Gm <y,w w T> 

ep(T,y) =ep(T,y) = r°(T,w ,s (y) ,s' (y) ) =q p 

Ce sont des (G,A)~-familles et cp(c,sL,y) = dp (sL,y)ep (T,y) . Remarquons que ep(T,.) 

est invariant par R puisque Tea?. On voit alors que pour tous reR, Xeitf , yeitf. 

cp(a,X,p) = dp(X,y)ep(T,y) . 

D'après [A2] lemme 6.3, on a alors l'égalité 

ĉ (a,X,y) = 2 ê (T,y) (dr) • (X,y) . 
Se F (A) A b :(A) 

D'où 

? L (A,y) (dr)'(X,y+nr)ef(T,y+nr) dX dy. 
' Se F (A) JiaLx(ia /na_ „) S A 

(D I = T 2 
reR' SeF(A) Jiô x(ia /naT _) 

L L,a 

s 
(b) Soit Se F(A), notons M son sous-groupe de Lévi. Notons x (T,.) la fonc-

tion caractéristique de l'enveloppe convexe dans a de l'ensemble des points 

-w ̂ ŵ Tflog q) , pour PeP(A) , P c s, Yg(T) la projection commune de ces points 

dans a^. Pour tout yeitf, on a l'égalité 
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eJ(T,u) = 
JYg(T)+a 

S,m \ -<y,a> -, 
M x (T,a)e p' da 

([A3] §3.1). L'intégrale intervenant dans l'expression (1) correspondant à un 

couple (r,S) est donc égale à 

(2) 
JYs(T)+a 

XS(T,a) <Dg(a) da, 

où 

**<a) 
iaLx(iaL/naL/Z) 

<S>*(À,y) (dr)£U,y+nr)e <̂ 1+nr/a> dA ^ 

La fonction <s£ n'est pas invariante par aT à cause du terme e nr'a t niais sa 

valeur absolue l'est. Comme $' est à support compact en y, est de Schwartz 

sur a/a . On peut alors utiliser le raisonnement de [ A3] §4. On obtient 
L 

- si M ¡6 L, l'expression (2) tend vers 0 quand T tend fortement vers l'infini ; 

- si M 3 L, la différence entre l'expression (2) et 

V T ) + ° L J 
tfLX°<T,aL)*!<aL-.aL) daL 

tend vers 0 quand T tend fortement vers l'infini. 

On a 

L *S J a 
^(aT+aij) daL = (2îri)rg e 

-<nr,cL > 

iC7L/naL,* 
ô'(A,-nrL)(dr)̂ (À,nrL) d\ 

et 

M 
Y S ( T ) + ° L 

-<nr/aL> 
X ^ ' V daL = ^(T,nrL). 

Posons alors T0=T. (2Tri)r̂  L et 

(3) Q = T, 2 
reR' iaL/rl0L,ï 

$*(A,-nr) 
S€F(L) 

ê (T,nrL) (dr)£(X,nrL) dX. 

On a montré que Q-I tend vers 0 quand Te a tend fortement vers l'infini. 

(c) Soit SeF(L) , yeaL. On peut calculer ê (T,y) de la façon suivante. 

Fixons Uetf , général. Alors 
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-<y-uU,wp w°T>-<y-uU,wp w°T> 
q 
-<y-uU,wp w°T> 

3p(y-uU) \ 

où udR et Wp est n'importe quel élément de W tel que Wp B c p (cf. [A2] §2 pour 

la définition de 8p). La fonction u -* 0p(y-uU) 1 a en général un pôle en u=0. 

a c» 

Soit a le plus grand des ordres de ces pôles. Alors u 0 (y+uU) est C en u=0. 

On peut effectuer un développement de Taylor et on obtient 

ê (T,y) 1 
ai 

a 

30 PePS(L) du3 

d3 
MPK 
-<y-uU,w WT> 

'u=0 

R(M,y) : KZ'G 

du 
(ua0p(y-uU) X) u=0. 

Mais 

d3 
du3 V (q 

-<y-uU,w 1wGT> 

;u=0 " (log q)3 <U,w q 
-<w wpy,T> 

On peut donc écrire 

(4) ê (T,y) 
PcPb(L) 

-<wGw y,T> 
Qp(y,T) , 

où Qp(y7T) est polynomiale en T. 

Il existe deN, d > 1, tel que rT£d R pour tout reR. L'égalité ci-dessus 

montre que la fonction de T e£(T,nrL) appartient à q^. Dans la relation (3) , seuls 

ces termes dépendent de T. Donc Qeq-,. 

(d) Ecrivons Q 
m,p 

5 
am p **m p" D'aPr̂ s -̂a relation (4) , le terme e£(T,nrL) 

S G ne contribue à un coefficient a que s'il existe PeP (L) tel que w w_r eR. m,u ir J_I 

Mais R est stable par W et cette relation équivaut à r ER. Réciproquement si 
L 

s 
r^R, eL(T,nrL) est combinaison linéaire de fonctions ^. Posons 

R" = {reR' ; rTeR). Alors 
L 

Q0 = T2 
reR" R(M,y) : KZ'G -

(X,-nrL) 
SeF(L) 

ê (T,nrL) (dr)̂ (A,nrL) dX. 

La somme en S n'est autre que cf(a,X,nr ). Comme R" est fini, en prenant U, assez 

grand, on a $'(X,-nrL) = $(X,-nrL) pour tout reR", À£iaT. D'où 
L 

(5) 
U reR" ±0L/T]aL,Z 

0(X,-nr )c^(X,nrL) dX. 
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Soit reR". Par définition 

(6) c?(a,X,nrT) = lim 2 y^(nrT+y)u^(nrT+y)ep(nrT+y) l, 
PeP(L) 

pour \i€±a^r où Yp(y) et Up(y) sont définis de la façon suivante : on choisit 

P'eP(A) avec P1 с p, on pose 

YpM = Sp. (a,X,y-nr),up(y) = UP.(y). 

(7) Je dis que si rT ФО, c? (cr, X,nrT ) =0. En effet pour PeP(L) et P' comme ci-des-
J_I J_J .L 

sus, u(nrT+y) = IL (w . (nrT+y) ) . Comme rTeR, on a w_,rTeR. Comme rT ̂ 0 , nŵ ,rT 
n'appartient pas au support de UG, donc u^WP, (nrL+y)) =0 si y est assez petit. 
D'où notre assertion. 

Supposons donc r =0. Par définition, pour PeP(L), yeiaT , on a 

Yp(y) = qQ(T,wpI,s,s',^), 

i.e. 

(8) Ур(у) = r̂ (wpl,s,s',̂ )r2(wpf,s,s') r° (T,wpI ,s,s ' ) , 

où P1 est comme ci-dessus, sT=X, (a-l)sL = nr, s'=s+y. Remarquons que 

as' =s*+nr, d'où <a,as'> = <a,s'> mod т\И pour tout aeZ. Pour Çeia, posons 

dpt (s,Ç) = (c ) (1-q ) (-1) ̂  n (-̂ <a's>) 
a<0,aa>0 

П q 
La>0,wa>0 

-<a,C> ;(ws) 

6(-w(s+a) ^ q<w^r,wG(e(i)+T)> ^ 
i=0 

où w=WP, ; et epI (s,C) =dp' (s^)upi (£) • On a l'égalité 

(9) г°2Ыpl,s,s')r°(T,wp,,s,s') =d . (s,y) 

dont on laisse la démonstration au lecteur (on n'utilisera la valeur précise de 
dpi (s,y) que pour a=w=l, auquel cas le calcul est facile). 

La famille {ep, (s,.) ; P'£P(A)} est une (G,A)-famille, dont on déduit une 

(G,L)-famille (ep(s,.) ;PeP(L)}. Introduisons la (G,L) famille (Rp(s,̂ ,a,.) ; 

PeP(L)} (cf.II.6), et la famille produit fp (s,<£ ,a,. ) = ep (s,. ) Rp (s,^,a,. ) . Il 

résulte de (6) , (8) et (9) que 
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c£(a,X,0) = fL(s,̂ ,a,0) . 

Carme Supp(<¿>) c G^, on peut appliquer le lemme I I . 6 . On obtient 

(10) c£(a,À,0) = eR̂ (s,<¿>,a), 

où e = ep,(s,0) = dpI (s,0)u , (0) pour un quelconque P'e P(A) tel que LP1 soit un 

sous-groupe parabolique de G. Je dis que 

(11) si rT = 0 et r f <7_. on a cf (a,À,0) = 0. 
i-i ¿i L 

En effet dpl(s,0) contient en facteur l'expression 

V <wnr,wG(e(i)+T)> 
L, q 

i=0 

où w = Wp,. Comme wreR, on a q<wnr'a>=i si a.eaG. D'après les définitions (lemme 

II.2.2) la somme ci-dessus est donc égale à 
n-l 

i=€> 

ŵnr,b(i) > 

On peut écrire wr = z+r', avec z = (z,...,z) e a et r' e a . On a <r',b(i)> e ? 

et <z,b(i)> = iz. La somme ci-dessus devient 

n-l 

i=0 
niz 
q 

(on a bien sûr nzeï) . Cette somme s'annule si z/%, i.e. si wr/tf̂ , i.e. si r/a . 

Donc si r/a^, d i(s,0) = 0, d'où e = 0 et l'assertion. 

Remarque. C'est le seul point dans notre calcul où intervienne vraiment le fait 

qu'on travaille avec GL(n,F) et non pas avec SL(n,F). 

Supposons maintenant r =0 et rea . Je dis qu'alors la (G,L)-famille 

{Rp(s,tp,a,. ) ; PeP(L)} n'est autre que la famille déduite de la (G,A)-famille 

{Rp, (s,̂ ,.) ; P'e P(A)}. Soient en effet PeP(L) , P'eP(A) avec P'C p, et yeia . On 

aRp(s,^,a,u) = Trace [ lB|pI (s)IpI |B(a,s+y)TTB(S,«P)] 

= Trace [ I .pl (s)IpI |B(a(s+p))IB|B(a,s+y)TTB(s,v?)] . 

On a a(s+y) = s+y mod n R, d'où Ip,|fî(a (s+y)) = Ip,|B(s+y). L'opérateur IB|B(a,s+y) 
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entrelace les représentations TTB(S+U) et TTb(a (s+y) ) . Mais corme rea^, 

a (s+y) = s+u mod n a^, et TT (a(s+y) ) = TU (s+y) . Comme cette représentation est 
& B B 

irréductible, car s+yeia, IB|B(a,s+y) est donc une homothétie. Comme 

IDI„(a,s+y)lv = 1„, c'est 1'identité. Alors 
BIB K J\ 

Rp(s,<p,a,y) = Trace [ lB|pI (s)IpI |B(s+y)ÏÏB(S,<^)] 

= Rp, (s,<£,y) 

comme on le voulait. Alors RL(s,^,a) = R^s,^) . Ce terme est nul si L A (lemme 

II.6). Si L=A, (10) devient 

c£(a,À,0) = eB(s,0)I^(s,^) . 

Remarquons que si L=A, on a o= 1 ; la condition rL=0 équivaut à r=0 ; de plus 

s=X. D'après (7), (11) et ces derniers résultats, l'égalité (5) devient 

QQ = 0 si L ̂  A, 

Q0 = T2 W n * „ ^s)eB(s,0)^(s,^,0) ds, si L=A. 

Comme T^=1 pour L=A, et 

eTa(s,0) = (c^^Cl-q"1)11^)11"1]! 4" (lQg q)1_nô(s)6(-s) = TÔ (s) ô (-s) , 
B /n 

on obtient la proposition. • 

oo 
10. Soient f,<£eC (G), supposons Supp(<£) c g . On pose c e 

Kf,tf>) = [ f(g~1hg)^(h) dh dg. 
JG/Z (G) xg 

Cette intégrale est convergente. 

Théorème. Soient f e JC{G), ^eC^(G) . Supposons Supp(V) c G . Alors on a l'égalité 

Kf^) = T' [ f(s)R?(s,*>) ds, 
JRe(s)=0 A 

= tS ï7T i 1 ^ ^ ^ " n -

Démonstration. Soit heGQ. Il existe un voisinage Vh de h et un compact de 

G/Z(G) tels que si h'eVh,, geG/Z (G) vérifient g"^' geSupp(f) , alors geC^. Par 

compacité du support de <£, il existe donc un compact C de G/Z (G) tel que si heG, 
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—1 G geG/Z (G) vérifient f (g hg)«/?(h)̂ 0, alors geC. Soit Tea^. Si d(T) est assez grand, 
С с G(T). Dans ce cas 

Kf^) - /G(T)XG f(g"V)^(h) dh dg 

= dG л"П JG(T)XG *(h) JRe(s)<) f ( s H ^ s ^ t g ^ h g ) ds dh dg. 

L'intégration est en fait prise sur un compact. On peut permuter les intégrales, 

d'où 

I(f» = dG rfn [ f(sUG(s)I(T,s,^) ds. 
JRe(s)=0 

Remarquons que i¿G (s)=y (s)y (-s) ô (s) _1ô (-s) _1. Posons Ф (s) =f (s) ô (s) "1Ô (-s) _1. C'est 
oo 

une fonction С sur ia. On a 
Kf/P) = dGn"n [ <Hs)Y(s)y(-s)I(T,s/p)ds 

JRe(s)0 

= dGri n 2 <Ms)c (a,s ,as-s) ds, 
aeW JRe(s)=0 л ь 

d'après la proposition II.5 et le lemme II.8, et avec les notations de ce lemme. 

Pour chaque aeW, soient Q° et da les termes dont l'existence est assurée par la 

proposition II.9. D'après cette proposition et l'égalité ci-dessus, 

I(f,^)-dVn 2 (f 
OeW 

tend vers 0 quand Tetend fortement vers l'infini. Cette fonction appartient à 

q^r où d est le pgcd des dQ(I(f,<£) est constante comme fonction de T et les cons­

tantes appartiennent à q^). Comme on l'a déjà remarqué, cela implique qu'elle est 

nulle. A fortiori sa projection sur l'espace engendré par les ^, pour meDN11, est 

nulle, i.e. 

I(f,^Gn-n 2 Q°Q , 
CfeW 

i.e. grâce à II.9 

I(f» = dGn"NT [ ô(s)ô(-s)$(s)l£(s,tf>) ds. 
JRe(s)=C A 

Comme ô(s)ô(-s)Ф(s)=f(s), on obtient la formule de l'énoncé. • 
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III. UNE FORMULE POUR LES GERMES DE SHALIKA. 

1. Notons U l'ensemble des classes de conjugaisons d'éléments unipotents de 

G G G. Soient Ue(J, ueU, notons Z (u) le centralisateur de u dans G, munissons Z (u)\G 
oo 

d'une mesure invariante à droite. On peut définir une forme linéaire I sur Cc (G) 

par 
I f = u ZG(u)\G 

f(g 1ug) dg. 

Soit P un sous-groupe parabolique de G tel que U n Np soit Zariski-dense dans 

Np, i.e. U soit l'orbite de Richardson de P. Il en existe. On sait qu'il existe 

une constante c(u,P)e(E telle que I f = c(u,P)fMl) pour toute feC (G). Pour f=l , 

f^Q) =1 est indépendant de P, donc c(u,P) l'est aussi. On peut donc, normaliser 

l'intégrale orbitale, i.e. définir une formule linéaire I sur Cc (G) par ïyf=f (1) 

pour n'importe quel P vérifiant la condition ci-dessus. Choisissons un tel P, soit 

M son Lévi. Pour setfg,, posons 

A s ) =dM|v^r1 S £M(ws). 

Ce terme est indépendant du choix de P. 

Lemme III.1.1. Pour toute fetf(G), on a l'égalité 

Inf = n"n f f (s)£U(s) ds. 
u JRe(s)=0 

Démonstration. D'après la formule d'inversion de 1.4 appliquée à M, 

f^l) = dMn"n f fP(s)£M(s) ds. 
JRe(s)=0 

Or fP(s) = f(s) pour tout s, d'où 

fP(l) = dM rfn f f(s)£M(s) ds. 
JRe(s)=C 

Comme f est invariante par tyP, on peut remplacer s par ws effectuer la moyenne 

sur weVp. • 

Soit L un sous-groupe de Lévi standard, disons L - GL (H^ ,F) x.. .x GL(^t,F) . 

Notons aL 1'élément 

( (1-^)72, (l-£1)/2+l,..., (£rl)/2, (l-£2)/2, (l-£2)/2+l,..., (£2-l)/2,...) 
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de aL, et oT l'élément 
L 

( (l+£1)/2/ , (l+£1)/2/ (l+l2)/2, , (l+l2)/2,...) 

de a . Posons St^L) = {weWG ; wL = L}. 

Lemme III.1.2. Soit U une orbite unipotente de G. 

(a) Soit s^ G aL Œ 1111 élément en position générale. Alors la fonction sur  

définie par sL -* £L(sL) 1£U(sL+sL) est holomorphe en s 

Notons £̂ (sT) sa valeur en sL=aL. 

(b) La fonction £^ est holomorphe en SL=^L. Sa valeur en ŝ =â  est 

R(M,y) : KZ'G -> KZ'M 

si U est l'orbite de Richardson d'un sous-groupe parabolique de Lévi L,0 sinon. 

Remarques. (1) Le (a) signifie précisément qu'il existe un ouvert dense de ^ 

tel que la propriété soit vraie pour sT dans cet ouvert. 

(2) Tous les sous-groupes paraboliques de Lévi L ont même orbite de 

Richardson. 

Démonstration. Considérons d'abord un sous-groupe de Lévi M et la fonction 

£ (s ) = £ (s ) £ (s +sT ) . 
sT L 

Son dénominateur ne contient que des termes 1-q <s'a> * ou aeY^-Y^, ou 1-q <S/0t> 

pour aeZL. Un tel terme ne s'annule pas en o^+s^ quand s^ est général. Donc £^ 

L L L est holcmorphe en s =o . Cette fonction contient au numérateur le produit des 

—<̂ s Q̂>—3_ L <-*M L 
termes 1-q ' pour ael -(L n £ ). Si a est une racine simple de L , i.e. 

aeAL, ce terme s'annule en sL=aL. Donc £M (aL)=0 sauf si AL c £M n £L. Cette 

M M L 
condition implique L c M. Posons £ (sT ) = £ (a ). On a donc 

I L S_ 
L 

M 
£. (s_) = 0 si L £ M. 
1 L 

Supposons maintenant L c M. On vérifie qu'on peut trouver wew tel que vM, WL 

soient standards et wa>0 pour tout aeAL ; i.e. on peut supposer M standard. 

Supposons pour simplifier M=GL(£,F) , L=GL(£1,F) x.. .x GL(£^_,F) , notons I1,..., I 

les intervalles {l,..., ,..., {£1+.. .+£^+1,... ,£1+.. .+£t) • Alors 
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^(sL) 
JVl VL 

,.. -<s,a>N /n -<s,a>-lx-l (1-q ) (1-q ) 

a E -E ,a>0 
(1 -<s,a>} (l-q<S'a>) (• 

l-q 
-<s,a>-l,-l (1^<sfa>-lrl t 

où s = aL+sT f i.e. 

M 
^(S l ) a,be{l,...t},a<b jel. 

(l-qSi Sj)(l-qSj Si) 
s.-s .-1. ... s .-s.-lN ' (1-q i 3 )(1-q j i ) 

Pour a,be{l,...,t}, posons s u=(sT).-(sT). où i, resp. j, est un élément quelcon-
aD L 1 JLi 3 

que de I , resp. I. . Quant j parcourt I, , (aL). parcourt l'ensemble 
a D D 3 

{ (1-L )/2,..., {L-l)/2}. Le produit en j dans l'expression ci-dessus vaut donc 

(l-qa) (1-q3) 

(l-qY)(l-qô) 

où a=sab+(oï,)i+(£b-l)/2, 6=3^- (0.^(^-1)/2, Y=Sab+(aL) ±-(J^-l)/2-1, 

6—s^- ( aL ) ̂ + ( 1 - ̂ ) /2-1, ou encore 

q 
l-qa)R(M,y) : KZ'GM 

(1-q1) (1-q ) 

Quant i parcourt I , (a ) . parcourt l'ensemble {(1-5, /2,...,(£ -l)/2}. Le produit a i a a 

en i des termes ci-dessus vaut donc 

£ £, a b 
q 

(l-qa') (1-q3') 

(l-qY )(l-qÔ ) 

oùa'=Sab4-(£b-y/2, S'=Sab+Ua-£b)/2, Y,=sab-(£a+£b)/2, ô U ^ y / 2 . 

1Y1 
En particulier les pôles £^ sont situés sur les hyperplans s^= ± (l^+l^)/2. 

Comme aT n'appartient à aucun de ces hyperplans, £, est holomorphe en aT . L I L 
a' M 

Pour sT=aT, on a s ,=(£-£,)/2. Alors a'=0, 1-q =0 et £. (aT)=0 sauf si le pro-JLi L ao a D I L 

duit en (a,b) est vide, i.e. Ir=M. Dans ce dernier cas on a bien sûr £̂ (a )=1. 
1 L 

Les assertions du lemme se déduisent immédiatement de ces résultats. • 

Corollaire III. 1. Les formes linéaires sur 3C(G) , pour Uetl, sont linéairement  

indépendantes. 

Démonstration. D'après le lemme III.1.1, et les rappels concernant 1'isomorphisme 
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de Satake, l'assertion équivaut à l'indépendance linéaire des fonctions méromor-

phes £U. Celle-là résulte du lemme III.1.2. • 

2. Notons Gre^ l'ensemble des éléments semi-simples réguliers de G. Soit 

teGre<̂ . Notons T son centralisateur dans G, fixons une mesure invariante sur T\G. 

00 
Pour feCc(G), on pose 

<Mt) = [ f(g_1tg) dg. 
1 JT\G 

Dans le cas où teGe, on supposera la mesure sur T\G telle qu'on puisse dans la 

formule ci-dessus remplacer T\G par Z\G, la mesure sur ce dernier ensemble étant 

normalisée comme en 1.1. En général, on choisira la mesure sur T\G telle que la 

fonction <j>£ soit localement constante sur Gre^. 

Proposition III.2. Il existe un ensemble {T^ ; UeU} de fonctions sur K n Gre^ 

uniquement déterminé, tel que pour toute <£e?C(G) et tout teK n Gre^, on ait  

l'égalité 

<Mt) = 2 rn(t)Jf. 
UeU 

Cette proposition résulte des travaux de Clozel [Cl] . Cf.[W] pour la preuve 

de l'existence des fonctions r̂ . Leur unicité résulte du corollaire III.1. • 

3. Proposition II 1.3. Soit <PeĈ (G) . Supposons Supp(<p) c Gg n K. Pour tout 

UeU' il existe ru(<̂ )e(E tel que pour tout seâ ,, on ait l'égalité 

l£(s,*>) = 2 rn(<mU(s) . 
A UeU U 

Démonstration. Soit feW(G) . On a l'égalité 

I(f,tf>) = 
JHJ 

^(h)$^(h) dh. 

Comme Supp(̂ )c G^n K, il résulte de la proposition I I I . 2 que l(f/p)=0 si -^=0 

pour tout Ueli. Donc pour tout Ueii il existe â («p)e(C tel que 

Kf,V?) = 
JHH 

R(M,y) : KZ'G -> 

pour toute feW{G), i.e. d'après le lemme I I I .1.1 

i(fw>) = n n 
'Re(s)=0 Ueli 

a.T(̂ )£U(s)f (s) ds 
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En comparant avec l'énoncé du théorème, on voit qu'il existe des coefficients 

G U r Op) tels que, en posant $(s) = R̂ (s,<p)- 2 r (<p) £ (s), on ait 
U A UeU U 

(D 
;Re(s)=0 

$(s)f(s) ds = 0 

pour toute feK(G) . La fonction $ est C°° sur ia/na^. Supposons démontré que 

est invariante par W. Comme les fonctions £ le sont, $ l'est aussi.s. 

Comme f décrit les polynômes en q invariants par W, quand f décrit 3C(G) , la 
relation (1) implique alors $=0. 

Il reste à démontrer que R^(S,Y?) = R̂ (ws,<£) pour tous seia, weW. PeP(A) , 

yeia, un calcul formel montre que 

Trace [IB|p(ws)Ip|B(ws+y)7TB(ws,̂ )l = Trace [ V ^ w " ^ ( s ) V1?|w^B(s+w ^ 

R(M,y) : KZ'G -> 

De plus 0 (y) = 0 -1 (w . D'où P w p K 

R̂ (ws,<£,u) 
PeP(A) 

Trace [ IB | p (ws) Ip | B (ws+y ) TTB (WS ,<£) ] 0p (y) 1 

PeP(A) 
Trace [ Iw-1B ! p (s) Ip ! w-lfi (s+w^y ) TTw^b (s ] 0p (vf\i )_1 

—G -1 = RA(s,<p,w y). 

où R est défini de façon analogue à R, en remplaçant B par w B. D'où 

R̂ (ws,̂ ,0) = R̂ (s,v?,0) . 

On a déjà remarqué que l̂ (s,<p,0) = R^(s,^,0) ([A2]§7) . Cela achève la démonstra­

tion. • 

Il ne semble pas évident de démontrer directement la proposition. Le seul 

cas accessible (pour l'auteur) est celui de GL(2). On a alors, pour yeia 

RG(s,<p,y) /2 
<a,y> 

- Trace [ TT(S,*P)] + 
-/2 
<a,y> 

Trace [ I (w,ws) I (w, s+y) TT (s ,<£>)] 

où w est le seul élément non trivial de W et a l'unique racine > 0. Le premier 

terme est nul car Supp^CG^. Comme SuppOp)CK, TT(S,<P) est indépendant de s, on 

peut le noter TT (y?). Posons I(t)=I(w,—) pour teŒ. On obtient 
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c —1/2 
R^Cs^u) = <a u> Trace [ I (-<a,s>) I (<a,s+y>) TT(<p) ] . 

On a le lemme bizarre : 

Lemme III.3. Pour u,teŒ, on a l'égalité 

I(t)0I(u) =A(t,u)I(l) + B(t,u)I(t+u) , 

où 
, t, x ,, , -lWI -tWl -uw. -(t+u)wi -1-t. - 1 - 1 - u . -1 l-(t+u)N-l 
A(t,u) = (l+q ) (1-q ) (1-q ) (1-q ) (1-q ) (1-q ) (1-q ) , 

•J-J /, , -1,. l-uwi l-tWl -l-(t+u)Wl -1-u -1 , -l-t.-l /n l-(t+uh-l 
B(t,u)=-q (1-q )(1-q )(1-q )(1-q ) (1-q ) (1-q ) . 

La démonstration n'est qu'un simple calcul. • 

Remarquons que 1(1) n'est autre que la projection orthogonale sur lv. On déduit 

de ce lemme une relation de la forme 

R̂ (s,̂ ,y) =e(s,x) Trace [ 1(1) TT(y?)] + f (̂ x) Trace [ I(X)TT(i)] 

00 
ou x = <a,y> et e(s,x) , f (s,x) sont C en x=0. Puis 

R̂ (s,̂ )=e(s) Trace [ I(l)ïï(̂ )]+f ' (s) Trace [ I (0)rr (</>)] +f (s) Trace [ I ' (0) TT fo>) ] , 

où e(s)=e(s,0) , f1 (s) "_d_ 
_dx f (s,x) 

JxO' 
f(s)=f(s,0). Mais l(0)=idr et 

Trace [ I(0)TT(<£)] =0. D'où 

(2) R̂ (s,̂ )=e(s) Trace [ I (1) TT(<£)]+f (s) Trace [ I ' (0)TT (</?)] . 

Il est facile d'expliciter 

e (s) 
MOKK 
q-i 

log(q)̂ 1 (s) , 

f (s) = -/2 £U(s) , 

où ici il1, resp. £U, correspondent à l'orbite ignipotente triviale, resp. non 

triviale. La relation (2) redémontre la proposition dans ce cas. 

4. Soit L un sous-groupe de Lévi standard de G, disons 

L-GL(£1,F)x... GLUt,F) . Pour g= (g1,..., gfc) eL, notons h^g) l'élémsnt 

^a^,...,a^, a2/.-.,a2, â ,...) 

YKYK l2 

A/ . Cl . 
de a^f où pour ie{l,...,t}, â eÇQ vérifie |det g.J=q . Pour PeP(L) , notons 
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l'espace des fonctions localement constantes sur K n p\K, à valeurs complexes. 

Pour se(?L ̂  , ont peut prolonger ueKp en une fonction ug : G -> Œ vérifiant 

-<p +s,h (£)> 
us(£ng) = q P h ug(g) 

pour tous geG, £eL, neNp. Notons Induis) l'espace de ces fonctions ug. Les 

opérateurs suivants sont définis sur Kp mais il sera parfois utile de les consi-

dérer comme définis sur Indp(s) . Pour geG, on note Trp(s,g) l'opérateur de 

défini par [ iTp(s,g)'(u)] (k)=ug(kg) pour tous ueKp, keK. Si <peĈ (G) , on définit de 

même TT (s,̂ ) . Soient P,P'eP(L) et sea . On définit un opérateur d'entrelacement 

-t L /IL 
Ip. |p(s) : Kp -* Kpl par 

[I - (s)u] (k) = l , (s) [ u (rik) dn 

1 p |p V V N P ' 

pour tous ueKpI keK, où £p,|p(s) est le facteur de normalisation tel que 

IpI |p(s) !K=1K* Ce facteur se calcule de la façon suivante. Posons B(P) = (B n L)Np, 

B ( P ' ) = (B n L)Npl. OnaB(P), B(P')eP(A), ̂ B ( p ) , V ^ P ' ) et V S ' - ) ' resp. 

7ipI (s,.) , apparait comme sous-représentation de ̂ g^p) (s+o*1,.) , resp. 

^BÍP') ̂ s+aL'*̂  (cf.III.1 pour la définition de o^). On doit alors avoir 

Ip'|p(s) = ^ ( P ' ) |B(P) (s+aL) |fCp ' 

et on en déduit 

o /„\ n i , A TT /-. -<s+aL,a>wl -l-<s+aL,a>.-1 
£ ,i (s)=£ : (s+O^ n (l-q ) (1-q ) 

\r m * ; aeD(P,P') 

où D(P,P') est l'ensemble des ae£ tels que a> . .0 et a< f ,.0, ce qui équivaut 

à a>p0 et a<p,0 (pour un parabolique Q de G, avec ACQ, et pour une racine aeE , 

on note a>gOf resp. a<^0, si a, resp. -a, intervient dans l'algèbre de Lie de NQ) 

On pose 

ï H (s) =[ n a-q~1-<s+aL,a>)] Ip.|p(s). 
|r aeD(P,P') F ^ 

On vérifie que si s={s^,...r ŝ ) et ue/Cp, l'élément Ip,|p(s)u est polynomial en 

s, -s, s -s 
1 1 n n en q , q ,... , q , q 
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Notons P°(L), ou simplement P°, le sous-groupe de Borel de G pour lequel 

les racines positives sont 

{ae&-^ ; a>0} u { a ^ ; a<0}. 

Le sous-groupe parabolique standard de Lévi L est LB(=LP°). Notons 

R(M,y) : KZ'G -> KZ'MR(M,y) : KZ'G -> KZ'M 

les injections naturelles et 

R(M,y) : KZ'G -> KZ'MR(M,y) : KZ'G -> 

les projections orthogonales. On a par exemple 

(ê f ) (k) : 
K 
f(hk) dh 

pour tous fe/(po, keK. 

Lemme III.4.1. Soit sT eaT , posons s=a +s . On a l'égalité 
j_j J_i r CL L 

= Í¿°EL-

Démonstration. L'opérateur IB|po(s) est induit à partir d'un opérateur 

L . -L 
B n L|P°n L ' 

R(M,y) : KZ'G -> 
•Ind¿nL(aL). 

On est ramené au cas L=G. Il est bien connu dans ce cas que I i (a ) a pour 
b I r° 

image l'unique sous-module irréductible de Ind̂ (a ), qui est de dimension 1, et 

qui correspond à ̂ (K^g) quand on identifie Ind̂ cr ) à De plus IB|po(s) com­

mute à l'action de K. Donc les deux opérateurs de l'énoncé sont proportionnels. 

En comparant leurs valeurs sur la fonction lv, on obtient leur égalité. • 

oo 
Pour sea , \ieia , PeP(L) et WeC (G), posons 

±jf CL L C Rp(L,s,^,u) = Trace [ I^ip(s)Ip.(s+u)ïï^fs^)] 

L'ensemble des fonctions Rp (L,s,<£,. ) pour P£p(L) est une (G,L)-famille ([A2]§6). 

Remarques. (1) Pour L=A, les fonctions Rp(A,s,<p,.) sont celles notées Rp(s,<p,.) 

en II.6. 

(2) La (G,L)-famille {Rp(L,s,^,. ) } ne doit pas être confondue avec la (G,L)-

famille déduite de la (G,A)-famille {Rp(A,s,v?,.) ; PeP(A)}. 
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On peut intxoduire la fonction R^ (L,s,<£,u) , puis R^(L,sr<p) = R^L, s,«/>,()) . 

Lemme III.4.2. Soient {dp ; PeP(L)} une (G,L)-famille f {cp̂ dpRp (L,s,v?,.) ;PeP(L) } 

la famille produit, la fonction déduite de cette dernière famille, d la valeur  

commune dp(0) ppur PeP(L) . Supposons Supp(<£) c GQ. Alors on a l'égalité 

c (0) = dR̂  (L,s,<£) 

La démonstration est analogue à celle du lemme II.6. • 

Pour seaT ]ie±aT , P,P'eP(L), posons J_i/CL J_i 

jp.|p(s,y) = 
aeD (P,P') 

(]_q-l-<s+y+a ,a>)(1_q-1"<s+^ ,a>̂ -l 

L'ensemble des fonctions Jp^te/-) pour PeP(L) est une (G,L)-famille. Pour 

PeP(L), on pose 

Rp(L,s,»p,y) = jp,TT,(s,y)R (L,s,^,u) . 

Cela définit la (G,L)-famille produit. Remarquons qu'on a l'égalité 

Rp(L,s,^,y) : 
-aeD(P,LB) 

(1_g-l-<s+a ,a>j-l" Trace ÏLB|P(S)ÎP|LB(S+VI)7TLB(Ŝ ) 

OÙ D(P,LB) = D(P,LB)U D(LB,P) . 

Proposition III.4. Soient L un sous-groupe de Lévi standard de G, L-GLU^F)*.. .x 

GLU ,F) , et <peC°(G) . Supposons Supp(^) c G . Soit s ea un élément en position 

t C G • J_i i CL 
générale. Alors la fonction sur définie par 

SL -» £L(sL) ^ ( A ^ + s ^ ) 

est holomorphe en s = a . Sa valeur en ce point est égale à yR^(L,s^,^) , où 

y = (*...*)1/2(-log q)n t(l-q) E 
t 

k=l 

" V V 1 ) / 2 
a 

(1-qS 

La démonstration suivante est due à Arthur. Il nous semble plus simple de 

l'adapter au cas particulier qui nous intéresse que de déduire notre énoncé de 

l'énoncé de Arthur ([Al] proposition 9.1). 

Démonstration. Pour sLea^, posons s=sL+sT. D'après les définitions précédant 

CL L 
l'énoncé et le lemme 1.2, on a 

RA(A,s,v?) = ï̂ (A,s,tf>) 
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Soit v un point lar en position générale. Pour une fonction f définie sur un sous-

ensemble V de tfg, stable par translation par ±a, et pour me IN, yeV, posons 

0mf) (y) 
d™ 

-dx 
f (y+xv) 

Jx=0 

D'après [ A2] §6.5, on a 

RA(A,s,v?) 
1 

(n-1)! PeP(A) 
9n V>(L,s,^O)0 (v) \ 

où encore 

SA(A,s/̂ ) 1 
(n-1)! PeP(A) LaeD(P,B) 

-l-<s,a> -l' Trace 
R(M,y) : KZ'G -> KZ' 

T\B(S,V) ep(v) 1 

Les opérateurs I sont polynomiaux en 
s, -s, s -s 1 1 n n . , v 
3 ,q ,.../ q , q , si s=(s1,...,sn). 

A fortiori ils sont holomorphes. L1 holomorphie de l (s ) RA(A,s +^/{P) est donc 

contrôlée par celle des fonctions 

R(M,y) : KZ' 

aeD(P,B) 

(1_q-l-<s,a>)-l 

OPOI 

L 
-<s ,a>N-l 

aeE (P) 

(1 -l-<s ,a>} 

•aeE' (P) 

-l-<s,a>}-l 

où 

E(P) = {aeZ ;a>ß0, a>p0} u {aeE ;a<B0,a<pO}, 

E'(P) = {aeZG;a/ZL, a>D0, a<_0} u {a€SG;a/ZL,a<_0,a>riO} 

Le premier produit n'a pas de pôle en s =o . Le second non plus, évidemment. 

Le troisième produit porte sur des a/EL. Pour un tel a, <s ,a> n'est pas identi-

quement nul. Alors pour s général, ce dernier produit n'a pas de pôle en sL=aL. 
L 

D'où la première assertion de l'énoncé. Pour s général posons maintenant sL=aL. 

On a <aL,a>=-l pour toute racine simple dans ZL. Le deuxième produit ci-dessus 

est donc nul seulement si ces racines n'appartiennent pas à E(P), i.e. si elles 

sont toutes <p0. Posons P°=P°(L). Introduisons la distance d(P,P') usuelle entre 

sous-groupes de Borel. La condition précédente équivaut à 
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(1) d(P,B) = d(P,P°) + d(P°,B) . 

Notons P' l'ensemble des PeP(A) vérifiant cette condition. Alors la valeur r(sT) 
ii 

de la fonction &L(sL) 1R̂ (A,sL+s ,*p) en sL=aL est égale à 

(2) r(s ) = y 2 r (s ) 
1 PeP' P L 

Trace *B|P(s)3 ìp |B(s)Vs^. ep(v) l. 

où s = cfk + SL 

£ 
£ 

1 
(n-1) ! aeEL 

R(M,y) : KZ'G -> 

et 
£¨%M 

aeE(P) 

(1^-l-<a ,o>} 

aeE' (P) 
(1-q 

-l-<a +s_,a> 
1j x -L 

Fixons PeP1. On vérifie grâce à la relation (1) les égalités 

XB|P(S) =IB|PO(S)IP0|P(S)' ^ IB^ =IP|PO(S)IP0|B(S)-

On obtient d'abord 

Trace ìB|p(s)3n-%|B(s),TB(s^: = Trace \ I po (s)ïpo I p (s) dn « B (s) TTb (s,v) 

= Trace ïp0|p(s)8n % . (s)ir (s,̂ )ï - 0(s) 

= Trace ïp0|p(s)3n Xï « (s)ïB|p0(s)ÏÏ o (s,̂ ) 

En développant la dérivée selon la formule usuelle, on obtient 

(3) Trace IB|p(s)3n-1Ip|B(s)^B(s^) 
n-1 

i=0 

rn-i 
i i 

rp(i) , 

où 

T (i) = Trace V|P(s)a] 
,n-l-i~ 

pipo (S)3 ï o i (S)ï i o (S)ïï o (S,<P) 

Lemme III.4.3. (a) Pour i=0,...,n-t-l, on a ; 3%°|B(S)W(S) =0-

(b) On a l'égalité 

8n"%°|B(s)ïBlP°(s) = V L ° V 

OÙ 

y2 = (n-t)I(log q)R t 
LaeA 

<v,a> 
aeE -A 

L(l^-1-<°ï,'a>). 
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Rappelons que AL est l'ensemble des racines simples de L. 

Démonstration. Pour j=l,...,t, notons L(j) le sous-groupe de Lévi de L (et de G) 

des éléments (ĝ ,..., ĝ_) de L tels que ĝ  appartienne au sous-tore diagonal de 

GL(JL,F). Posons P°(j)=P°(L(j)). Soit s'ea^. On a l'égalité 

t 

ZP°|B(S,)IB|PO(s) = ̂  V|p°(j) (s,)Ip°(j) |Po(s)' 

le produit étant pris dans n'importe quel ordre. Par la formule usuelle de déri­

vation d'un produit, on obtient 

-, t i. 

9V|B(s)IB|Po(s) = 1 + ^ + 1 =i V - ^ V £ 3 V|P°(j)(s)V(j)|P°(s) 

On est ramené à considérer séparément chaque bloc GLU.,F), i.e. au cas L=G. 

~ G 

Supposons donc L=G. D'après le lemme 1.1, Î î oCcJ ) est proportionnel à iAoe^. 

Pour s'etfg, l'image de l'opérateur £p0|B(s')0iç est contenue dans celle de ±̂ r 

i.e. dans Œl,.. Il existe donc v(i)eŒ tel que 

3%o|B(0G)ÌB|po(aG) =Y(i)iG°eQ. 

Et y(i) est déterminé par la relation 

81ïpo|B(aG)ïB|p0(aG)lK = Y(i)lK, 

i.e. 

a1 

dx1 
ïp0,R(aG+xv)ïR|p0(aG)lK 

Jx=0 
= Y(i)lK. 

On calcule 

ïpo|B(aG+v)ïB|p0(aG)lK 
La>o 

G G -l+<a ,a>> -l-<a +xv,a>x (1-q )(1-q ) KOKU 

d'où 

Y(i) -
-a>o 

(l-q-1+<0 d1 

Ldx1 

R(M) : KZ'G -

'x=o 

Mais 1-q <a 'a>= 0 pour toute racine simple aeAG. Pour que l'expression ci-des­

sus soit non nulle, tous ces termes doivent donc être dérivés, ce qui implique 

i > n-1. En i=n-l, on obtient 
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JKJ 

JK.N a>0 

Q 
(1_g-l-<a +xv,a>̂  

Jx=0 
= (n-1)! 

a>0,a/A 

(1_q-l-<a ,a>} 

MOK dx 1 
1_q-l-<a +xv,a>̂  

Jx=0 

G G Pour aeA , on a -l-<a ,a> = 0 et 

d n -l-<a +xv,a>. 
dx u q ; Jx=0 

=<v,a> log q. 

En regroupant nos trois dernières formules, on obtient l'expression (b). • 

Poursuivons la démonstration de la proposition. Multiplions l'expression (3) par 

0p(v) . Supposons v = yv +v^, où v , resp. v^, est un point général fixé de ia , 

resp. iaL, et Y^M , y>0. Faisons tendre y vers 0. On calcule aisément 

, . n̂-l-icr , v ~ ,n-l-i~ , s. 

où pour toute fonction f définie sur un sous-ensemble V de stable par transla­

tion par la et pour yeV, jeU , on pose 

0'jf) (y) 
hkjj 

-dx̂  
f (y+xvL) 

Jx=0 

On a 

3%o|B(s) =yi3jîp0|B(s) 

où 8̂  est l'opérateur analogue à 3""", relatif au point = vL+vL. Enfin 9p (v) 1 a 

un pôle d'ordre |ApHZL| en y=0, où Ap est l'ensemble des racines simples relati­

vement à P. D'où 

l i m ^ Tp(i)6p(v) 1 = 0, si i>|Apn EL|. 

Remarquons que |Ap n £L| < n-t. Posons ?" = {PÉP' ; |Ap n £L| = n-t}. D'après ce 

qui précède et le lemme III.4.3(a), on obtient 

(4) lim _ Trace y O iB|p(s)3n-%|B(s)uB(S^)_ 9p(v) 1 = 

0, si P/P" 

fn-1 
In-t, 11m Tp(n-t)6p(v) \ si PcP". 
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Pour PeP", on a Ap n xL = {-a ; aeAL}. On voit que l'application P(L) -> P(A) qui 

a QeP(L) associe P° (Q) = (P° n L)NQ, est une bijection de P(L) sur P". Fixons 

maintenant QeP(L) et supposons P=P° (Q) . On a 

ep(v)_1 = mesí^AÍAp)) ( 
DFH 

<a,yv +vT> , 

Q 

où 2(A ) est le réseau de a engendré par A^, d'où 

lim yn \(v) 1 = mesí^/ZÍAp)) (-l)n t 
LaeA 

L -: . <a,v > 
VGBJGF? 

<a,vT> 1 

= (-1)^ 
aeA11 

<a,v > mes^/ZCApîJnies^/»^)) 16Q(vL) 1 , 

où ̂ (AQ) est le réseau de engendré par Â  i.e. par les projections des 

aeAp-{-AL}. On voit que le quotient des mesures est égal à mes (aL/2 (AL) ) , i.e. à 

(i¿1...i¿t) . Avec le (b) du lemme III.4.3, on conclut 

(5) liny^ Tp(n-t)9p(v) = (n-t)I(-log q)n ^ ... Äfc) V 
•aeZ -A 

(1_q-l-<a ,a>} Trace ïpo|p(s)3,t_1: p|po(s)Wp0(S^) w 1 -

Soient sJ £tf m et D'après le lenme III.4.1, il existe une application 

eL : Indpols') •+ Ind^s^) rendant le diagramme suivant commutatif : 

(6) 

IB|po(s-; 

?JH 

HK 

GK 
HJ 

GHKJH 

>Ind?(s' 

Ind̂ o (s'] 

GHGKHGY 

h, 

On a un diagramme analogue en remplaçant P° par P, B par B(Q) et LB par Q. 

Enfin on a un diagramme 

IB|po(s') 

Indus') ^ O O I B ' 3 ' ) 
Ind̂ jQ)Ls,) 

DGHRG 
? Q | L B ( S ^ 

„ I n d ^ ) 

IndJo(s,: 
JH Iplpo(s') 

Indite' 
£L,P 

333 



J.-L. WALDSPURGER 

(la condition (1) permet d'utiliser ici indifféremment I ou I ) . Comme le rectan­

gle et le parallélogramme du haut sont commuta tifs, celui du bas l'est aussi. On 

en déduit un diagramme commutatif 

K 
LB 

FG 
FG FGHHF 

GH FGHFGH GH 

FGH FGH 

où eT est la projection orthogonale. On peut dériver ce diagramme en s'=sT L 

dans la direction de vT. On peut ensuite composer le diagramme obtenu avec un 

diagramme analogue obtenu en inversant les rôles de P et P°. On obtient alors 

la relation 

% Ipo|p(s) 3- - Ip|p0(s) = I ^ I Q ^ ) 3- - I Q I ^ C S ^ . 

En composant avec i^, et puisque est l'identité de /C^, on obtient 

% ïpo|P(s) 3,t"%|p°(s)iL = ̂ |Q(aL> 3't"1ÌQ|LB(aL) • 

Par ailleurs d'après (6), on a l'égalité 

VPO(S'*' = wl1B(aL'*,)eL-

De ces deux égalités et de l'invariance de la trace, on déduit 

(7) Trace ĵIpo |p(s) 9' Ip | pD (s) i^e^o (s,̂ ) j Trace ïtB|Q(aL)3,t"%|LB(aL) 

FGHHGF 

De (2), (4), (5) et (7), on déduit l'égalité 

r(s ) = y 2 tn(ST) Trace ^IQ(SL' 3'T_LÎQILB(SL>\B(SL EQ(V_1 ' 

OÙ 

FGHF 
aeD(Q,LB) 

-l-<a +sL,a>-l 

Y3 
1 

(t-1) ! 
(£,...£.)1/2(-log q)n t 

aeZ -A 
. (1-q-1-^ 'a>) 

L vL 
FHFJFTRGFG 

En inversant les calculs du début de la démonstration, on obtient alors 
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r(sL) = (t-l)!Y3RL(L,sL^), 

ou encore, d'après le lemme III.4.2 

(8) r(sL) = (t-1) !y3RL(L,sL,̂ ) . 

On calcule aisément le produit figurant dans la définition de ŷ . C'est le produit 

des termes correspondant à chaque bloc GL(£^,F) . On est ramené au cas L=G. Alors 

Lae£-A 

-l-<a ,a> 

-aeZ 

(1_q<a ,a>ri 

•l£i<i+Kj<n 

-<y-uU,wp w°T> 

Ll<i<j<n 

R(M,y) : KZ'G -> KZ'MR(M,y) : KZ'G 

= (1-q ) (1-q )...(l-q ) (1-q ) (1-q) (l-qz) . .. (1-q ) 

= (l-^-^l-q^q-^-1^2. 

On calcule alors (t-1)!ŷ  et (8) devient l'égalité de l'énoncé. • 

5. Soient U£ti,P un sous-groupe parabolique standard de G, de Lévi 

L-GLU^F) x.. .xGL(&t,F) . Supposons que U est l'orbite de Richardson de P. Posons 

yu = ("Dn £!..£• (ni i )1/2(log q)1 |St̂ (L) -1 
t 

k=l 
kliil 
R(M,y) : KZ'G -

c(V-l) 

On vérifie que ce terme ne dépend pas du choix de L (tous ces choix sont conju­

gués) . Pour tout ouvert compact V c G, notons 1^ la fonction caractéristique de V. 

Proposition III.5. Soient Ueli, L comme ci-dessus et xeGe n K. Soit V un voisinage  

ouvert compact de x dans G. Si V est assez petit, on a l'égalité 

ro(x) = yu(mes V) 1RL(L,aL,lv) . 

Démonstration. Pour tout U'ell, le germe ryl est localement constant. Cela résulte 

de la formule qui définit les germes, de 1'indépendance des formes linéaires ,, 

et de la constance locale des intégrales orbitales. Soient xeGen K, V un voisinage 

de x dans GJ^ K tel que 1 ,̂ soit constant sur V pour tout U'ell. On a alors 

Kf,h) 
U'eU 

Î .ix) iu((f) 
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pour tous heV, feK(G) , d'où 

(mes V) 
G 
I(f,h)l__(h) dh = 2 rn,(x)In,(f). 

5 V U'eU U U 

Avec les notations du théorème 11.10 et de la proposition III., le membre de 

gauche est égal à 

T ' (mes V) 
JRe(s)=0 

fis) 2 
U'eii u 

r ,(1 )£U (s)ds. 

D'après le lemme III.1.1, le membre de droite vaut 

-n 

Re(s)=0 
f (s) 

J'eU 
^.(xK^sJds. 

On en déduit facilement l'égalité 

(1) r0(x) = A ' (mes V) r^ly) . 

On calcule ̂ (ly) de la façon suivante. Soit s^ un point général de ^. Notons 

r(sL) la valeur en sL=aL de la fonction £L(sL) 1RA(A,sL+sL,lv) . D'après la 

proposition on a 

r(sL) = Y R ^ s ^ ) . 

D'après la proposition III.3 et le lemme II1.1.2, on a 

r(sT) = 2 rnI(i )^'(sT). 

D ' après ce dernier lemme, au point sT = aT , on obtient 

r(aL} =ru(lv)dL|v/3r1|Stw(L)|. 
D'où 

(2) rU(V = Y|W*I (d̂ lSÎ ÍL) |) \(L,0L,1V). 

L'égalité de l'énoncé résulte de (1), (2) et de l'explicitation des constantes. • 

Exemple. Pour U = {0}, on a L=G=GL(n,F) . La représentation ^(c^, -) est la re­

présentation |det(.) | (n+1̂ /2# Pour V c K, on a donc 

RG(G,aG,lv) = mes V. 

Alors r^0j (x) = y^0j = (-l)n 1nqn̂ n 1̂ //2c(n-l) 1. On retrouve le résultat de 

Rogawski (pour GL (n) ) ([ R] ) . 
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