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INTEGRALES ORBITALES SPHERTQUES POUR GL(N) SUR UN CORPS p-ADIQUE

par J.L.WALDSPURGER

Introduction.

Soient G=GL(n,F) ol F est un corps local non archimédien, ¥(G) 1l'alg@bre de
Hecke de G, i.e l'algébre des fonctions sur G & support campact, biinvariantes
par le sous-groupe K des élé&ments de G & coordonnées entiéres. L'isomorphisme de
Satake identifie ¥((G) a 1l'algébre des polynémes en les variables
qSi, q_si, i=1, ..., n, invariants par permutation de 1l'ensemble {1,...,n}, ol

s € €, et g est le nombre d'éléments du corps résiduel de F. Notons f + f cet
isomorphisme. Soit maintenant y € G un élément elliptique régulier. L'applica-

tion

foI(fy) = J flg g dg
G/7(G)

ol Z(G) est le centre de G, définit une forme linéaire sur H(G). Il existe donc
; n
une distribution D(s,y) définie disons sur l'ensemble X = []R //ﬁ—l——) Z']
U "\log g/ “]
telle que

I(f,y) =J E(s)D(sm ds
z

pour toute f € ¥(G). On se propose ici d'étudier D(s,y). En fait on va plutdt
fixer une fonction ¢ sur G localement constante & support compact inclus dans

1l'ensemble des éléments elliptique réguliers, poser

I(f,e) = J( I(fy)ely) dy ;
G

il existe alors une distribution D(s,y) telle que

I(f,0) = Jf £(s)D(s,») ds.
b
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J.-L. WALDSPURGER

C'est cette distribution qu'on étudie.

Arthur a introduit une fonction R(s,¢) définie comme suit. Pour tout s € ¢
il y a une représentation sphérique n(s,.) de G. On peut réaliser ces représen—
tations dans un méme espace K . Notons W 1l'ensemble des permutations de {1,...,n}.
Pour tout w € W, il y a un opérateur (normalisé) I(w,s) € End(K) qui entrelace

les représentations n(s,.) et m(ws,.). Pour u € (tn, posons

1

e
(W =+ (-1

e T O
w h o= W 1 W (1)

Pour s,u G(J”.R)n , u "général", posons

1]

R(s,p,n) = Trace [w?W I(w_l,ws)I(w,s+u)n(s,w')@w(u)_ I

Arthur a montré que cette fonction se prolonge en une fonction c” sur

mox " 11 pose alors R(s,y) = R(s,p,0). Notre résultat est qu'il existe

(iR)
une constante explicite 1 telle que
D(s,») = tR(s,¥)

pour tout s € I.

L'idée de la démonstration est d'introduire un point T dans 1'algébre de Lie
du tore diagonal de G, de définir convenablement un sous—ensemble compact
G(T) € G/Z(G), qui devient de plus en plus grand quand T tend vers 1'infini, et

d'étudier.

I(T,£,0) = Jf £g  yglel) & ag.
G(T) xG

On fera ensuite tendre T vers 1l'infini. On a une formule d'inversion

£(g) =J[ £(s)u(s,g) du(s),
z

ol w(s,.) est la fonction sphérique associée a n(s,.) et du est la mesure de

=

Plancherel ([M] th.5.2.1). On est alors ramené a étudier des intégrales

JG(T) G m(s,g—l Yg) ¢ ) dy dg.

Celles-13 se calculent en utilisant les méthodes de troncature développées par
Arthur. Les résultats de Casselman sur le développement a l'infini des coefficients
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INTEGRALES ORBITALES SPHERIQUES POUR GL(N)

des représentations de G jouent un réle technique mais essentiel. Nos intégrales
apparaissent maintenant comme des analogues locales (simplifiées)de produits
scalaires de séries d'Eisenstein tronquées. On n'a plus qu'd recopier indignement

Arthur ([A3]).
Cette démonstration se trouve dans la partie II de l'article.

On peut se faire une idée de la forme de cette fonction D(s,¢) en utilisant
une démonstration récente due a Clozel d'une conjecture de Howe. Il résulte de
cette démonstration que pour y € K (disons elliptique régulier), la forme linéaire
f » I(f,y) sur H(G) est combinaison linéaire des intégrales orbitales unipotentes.
Come celles-ci s'explicitent aisément, on en déduit une forme générale de D(s,v),

en supposant le support de v inclus dans K (cf. proposition IIT 3).

Cela permet d'obtenir une expression des germes de Shalika en un point y € K,
elliptique régulier, en termes de résidus de fonctions R(s,¢), ¢y étant la fonction
caractéristique d'un petit voisinage de y. Arthur a trouvé la méthode pour expri-
mer ces résidus sous une forme (relativement...) simple ([ Al]). Notre formule
finale est la proposition IIT 5. Malgré sa simplicité formelle, son utilité pra-
tique semble limitée.

Cet article est une nouvelle version de deux articles antérieurs (non publiés)
intitulés "A propos des intégrales orbitales pour GL(N)" et "Un exemple de germe
de ,Shalika pour GL(n)".
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I. NOTATIONS, PRELIMINATRES.

1. Soient F un corps local non archimédien de caractéristique nulle, ¢
son anneau des entiers, w une uniformisante, g le nombre d'éléments du corps
1 +...+ nr,G = GL(nl,F) XX GL
(nr,F) (& partir du §II.5, on supposera r = 1, G = GL(n,F)), A le tore diagonal

résiduel, n,,..., n_ des entiers positifs, n =n
1 r

de G, B le sous—groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures,
K = GL(nl,o) XX GL(nr,o). On pose rg G = (nl—l) +.o..+ (nr—l) . Posons

1}

a=R", a, = Zn, ag = " , munissons ¢ du produit scalaire évident. Si a

4
a= (al,..., an) S a, s On note ga 1'élément de A de camposantes diagonales

wal,..., gan. Si a € A a pour camposantes ayreeer 3y, 0N note h(§)=(al,..., an)

1'élément de g, tel que|§i|= g ' pour i=l,..., n.

On ne considerera que des sous—groupes paraboliques de G contenant A.
Un tel sous-groupe P posséde un unique sous-groupe de Lévi MP contenant A. On ne
considerera que de tels sous-groupes de Lévi. Soit M un tel sous-groupe. On note
M° 1'intersection des noyaux des valeurs absolues des caract@res rationnels de M,
dyr Tesp. aM, le sous-espace de ¢ engendré par les a € aq tels que _ga appartienne

s vmo G G M M
= N = N = N
au centre de M, resp. a M°, dy=ayNa. Posons aM,a ay N ag az a dy:

Pour a € g, on note 3y resp. aM, la composante de a sur ; resp. aM. Notons ZM

M
(simplement I si M=A) l'ensemble des racines de aM dans l'algébre de Lie de G. On

identifie ZM a un sous-ensemble de ay- Si M est standard, i.e. si MB est un sous-

groupe parabolique de G, on note AM 1l'ensemble des racines simples (simplement A
si M=3), AM la base de ay duale de AM’ et pour o € AM , a 1'élément de AM qui lui

correspond. On note R le réseau dans a© engendré par les a€ &, i.e. l'ensemble

G

des a € ¢ tels que < a,a > € Z pour tout o € A. On note T,,, resp. :EM la fonction

M
caractéristique des a € @ (ou aM) tels que < a,a >> O, resp. < &,a >> 0 pour tout
o € AM On note P(M), resp. F(M), l'ensemble des sous-groupes paraboliques de G

de Lévi M, resp. contenant M, £ (M) 1l'ensemble des sous-groupes de Lévi contenant M.

Soit P un sous-groupe parabolique de G. On note NP le radical unipotent de P,

°p la demi-somme des racines de ¢ dans l'algébre de Lie de NP. On note simplement

N=NB r P=pg- On note W le groupe de Weyl attaché & A.

Le cas échéant, tous les objets définis ci-dessus seront indicés par la lettre
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INTEGRALES ORBITALES SPHERIQUES POUR GL(N)

G placée en exposant (4 la notable exception de g ol a© a 6té défini et est # a).
On munit K de la mesure de Haar de masse totale 1 et, pour tout sous-groupe
parabolique P de G, MP’ resp. NP' resp. le centre AP de MP, de la mesure de Haar

pour laquelle la mesure de MP N K, resp. NP N K, resp.AP N Kest 1.

On note Ge 1l'ensemble des éléments elliptiques réguliers de G.

2mi
log g

On pose n =

-1

1 reeer X;ll ] et soit Z une algébre commuta-

2. Posons X =T [X .,Xn,X

17

tive munie d'une structure de X-module. On note K>Z< 1'espace des fonctions locale-
ment constantes u : G » Z telles que

uang) = g PR @y g

pour tout a € A, n€ N, g € G, oll, pour a = (a,,..., an) EaZ , on pose

1
X2 = X?l. . .Xin. Soit m(X) la représentation de G dans K)Z< par translations a
droite. Soit Kz 1l'espace des fonctions localement constantes u : BN K\ K > Z.
Par restriction a K, on peut identifier K>Z( et KZ, et m(X) a une représentation de
G dans KZ. C'est ce qu'on fera. Soit § un automorphisme de X. On peut tordre par
§ la structure de X-module de Z et obtenir de nouveaux objets qu'on note KcZSX ,

m(8X) . Par exemple on définit K)Z(—l, W(X_l) , et pour w € W, KZ , T(wX). L'espace

wX
Z
K™ est muni de la forme bilinéaire symétrique
<upu, > = J u; Ku, (k) dk
K
z -
pour u,,u, € K . Cette forme met en dualité les représentations m(X) et m(X l) .

On note 1. la fonction caractéristique de K et Wy la fonction sphérique sur G

wx(g) =< Tr(X,g)lK,lK > .

Soit w € W. On a un opérateur d'entrelacement
~ z z
I(w,X) : KX - KwX

défini par la formule
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Tw,X)u(g) = 2" wW,X) [ -1 u(w_lng) dn,
NN \N

JwNw
Z N
pour u € KX,gGG, ol

n _ 0
2w, X) = o.eZ,ocl;IO,wa<O (1-x7.

Quand pour tout o € I, l—q_lxOc est inversible dans Z, on peut plutdt utiliser

-1 ~

1'opérateur I(w,X) = %4(W,X) 1 I(w,X), ol

- I _~la
Qd(w,x) e, a>0,wa<0 (1-q "x7).

On pose de plus

%w0,%) = 27 (w,X) g (w,x) "L

Les opérateurs ci-dessus vérifient les relations

TW,X) 1 = 1y, T0w',X) = Tw,w'NIW,X)

K
pour tous w,w' € W. Les relations concernant les opérateurs E(w,x) s'en déduisent.

Tous ces opérateurs peuvent &tre considérés comme des endamorphismes de KZ .

Soit s € - Munissons z = € de la structure de X-module définie par Xi - q_si.
On note danc ce cas Ks, K, m(s), etc... les objets notés ci-dessus K)Z(, KZ, m(X)

etc.. C'est trés abusif mais on espére que cela ne crée pas de confusion.

02
3. Pour ¢ €IN, notons c(£) le produit de g % par le nambre d'éléments de
£ -3 G
GL(SL,IFq) .Onac@®) = II (1-q Jy. Posons ¢ = c(nl)...c(nr).
j=1

Soit Z camme ci-dessus, M un sous-groupe de Lévi de G, y € K un élément tel
que Y(M N B) y_l C B. On peut définir un opérateur
RM,y) : KZ’G - KZ’M

z
G , k€ KM Si M est standard, on note

par R(M,y)u(k) = u(yk) pour tous u € K
WM) l'ensemble des w € W de longueur minimale dans leur classe WMw. Ils forment
un systéme de représentants de WM \W. Enfin on note wG 1'élément de plus grande

longueur de W.
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INTEGRALES ORBITALES SPHERIQUES POUR GL(N)

Lemme 1.3.1. Soient P un sous—groupe parabolique standard, M son sous-groupe de

Lévi, U, ,u, € KZ. Il existe N € N tel que la propriété suivante soit vérifiée.

Soit a € aq tel que pour tout o € ZG—ZM, o > 0, on ait < a,a > N. Alors on a

1'égalité
v < u = 2 g P ymwx) e o RO T,
weW (M)
R (M,wGwM) c;f (wGwa,X_l ) u2>M,
ol
vorwx) =M™ oo ) f, a-e®),
ael ,a<0,wa>0 ael ,a<0
et
Y(X) =y@G,1,0 = I 1-x%).
ael ,a<0

Démonstration. On se raméne d'abord & Z = X. On peut alors localiser et se

ramener a Z = G:(Xl,. . Xn) . On peut alors utiliser les opérateurs I(w,X). Un cal-

cul rapide nous raméne & démontrer 1'assertion analogue oll on remplace 1'égalité

par
-<p_,a>
(1) <1T(x,9a)u1,u2>G = g P Y'(M,w,X)<ﬂM(wX,ga) oR(M,1) 0T (w,X)u,,
weW (M)
R (M,wGwM) oI (wGwD'Iw,X_l)uz>M ,
ol
. M, G,-1 - - -
v =Me®HT (1-g~ ) THa- 0 7
ael =X ,a<0

On vérifie que pour w € W, 1l'expression y'(M,w,X) came le produit scalaire in-
tervenant dans la somme ci-dessus ne dépendent que de la classe wa. On peut

donc si on veut sommer sur w € WM \W.

D'aprés [ BzZ] §2.11, le module de Jacquet normalisé © (X)N est composé des
P
représentations TTM (wX) pour w € W(M). Concrétement posons K=(KZ’M)W(M)
sons K de la représentation n'= @ it (wX) de M. L'application
weW (M)

, munis-
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z

I T Gl Sy ¢

u —> (M,1) oI (w,X)u

D
weW (M) R

se factorise par le module de Jacquet et réalise 1'iscmorphisme i (X)

" N, m.
De méme, si on note P le sous—groupe parabolique opposé a P, 1l'application
3 : KZ'G — K
u—- w%(M) R(M,wGwM)oI(wGwa,X_l)u
réalise 1'iscmorphisme m° (X 1) Nrf o= & Mex .

D'aprés Casselman ([Cal §4.2) il existe donc un produit scalaire < , >°

(3 valeurs dans Z) sur K x K invariant par la représentation m' ® 7" tel que

Z,G

pour tous u,,u, € K , 1l existe N €N vérifiant la propriété : soit a € aZ ’

supposons < a,a >> N pour tout a € EG - ZM , @ >0, alors on a 1'égalité
—<p_,a>

<mxetu e, > =g Po<MEe®) i), Jay)>e.

L'espace des produits scalaires invariants sur K x K se décrit aisément. On voit
qu'il existe pour tout weW(M) un élément v' M,w,X)eZ tels que
M

<u'au">= I y'MwX < uv'q,u‘;'] >,
weW (M)

pour tous u' = lw appartenant & K. On en déduit 1'égalité

@ 1 L L J— @
wew®) W't T wewr)

(1). Il reste a déterminer les constantes.

Soient I le groupe d'Iwahori usuel (triangulaire supérieur) et lI sa fonction

caractéristique.

Lemme I.3.2. Soit weW. On a 1'égalité

~dim NP l(wGwM,X)l , si w=l,
4 T

0, si szM .

Admettons provisoirement ce lemme. Appliquons 1l'égalité (1) pour u2=l .

IG

R(M,wGwM) ol (wGwa,X)l c = {
I

Le membre de droite vaut

TP “Am N, oM

2 g P yrm1,xq L, x ) < 1k, oR 0, 1)u M

l'lIM>
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Notons u 1'élément de KZ associé ad u,. Le membre de gauche de 1'égalité (1)

1,X X 1
vaut
(3) Jr kw )] (k) dk.
On a la décomposition IG=N+IMN_ , ol N"'=I\IP a} IG, N_=N_ n IG. Munissons ici N+ et

P

N  de mesures de masse totale 1. L'expression (3) vaut donc

(nknw)d.n dk dn*

JN ><IM><N LX

ou c= [KG:IG] -l[ KMIMI . Le terme nt disparait par invariance & gauche de Uy -
14

=

Par hypothése sur a, quitte a supposer l'entier N assez grand, g_an_ga est dans
un voisinage suffisamment petit de 1. Le terme en n disparait donc par constance

locale de u . Il reste

1,X
el ®ac=c | u (kw1 . (k) dk
Jp e = J}g/l 1L,X7= M

—<pgra>

(4) =cq F <1TM(X,wa)oR(M,1)ul,l > .
- i
En comparant les formules (2) et (4), on obtient
v 1) = N o W GM x71 L

qu'on calcule aisément.

Soient w'eW, ul,uzeKZ’G. On a

G

< (X,Qa)ul,u2>G = <I(w',X)oﬂ(X,gJa)ul,I(w',X-l)u2>

= <11(w'X,Qa)OI(w',X)ul,I(w',X_l

C'est un terme du méme type que le terme initial : on a remplacé u, par

I(w',X)uy,u, par I(w',x—l)u2 et X par w'X. On a donc une égalité

‘<O a>
a
<m(w'X,o )oI(w',X)ul,I( ,X WME P Y'(M,w,w'X)<ﬂM(ww'X,ga)o
We \WG
R(M,1) oI (W, w'X) oI (w',X)u 1,R(M wGwM)oI(wGwa,w'X_l)oI(w',X—l)u2>M.
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1

Remplacons w par ww' ~. On obtient
-<p_,a> _
<7T(X,ga)u1,u2>G = WME\ q P y' (M, ww! l,W'X) <ﬂM(wX,ga)oR(M,l)oI (w,X)u,,
We \
R (M,wGwM) oL (wGwM) ° (wGwa,X_l)u >M.

2

En comparant avec la formule (1), on obtient

Y' (M,ww'-l, w'X) =vy'M,w,X),

pour tout weW, d'ou y'M,w,X) = y'M,1,wX), ce qui achéve le calcul de vy'(M,w,X).O0

Dénonstration du lemme 1.3.2. Posons u=l ., soit Uy la fonction de Kf( qui lui

G M G, IG
correspond, posons u'=R(M,w W )oI(w

w,X)u, WOl et w'=woul . Alors pour kR

“lowek) an.

u'(k) = 2(w',X) J' U.X(W

ww' I N

Pour que le terme dans 1l'intégrale soit non nul, on doit avoir w'—lnw°keBIG, i.e.

-1

(5) w' nwk(w°®) -1

e Brw°) L.
Soit P' le sous-groupe parabolique standard de Lévi M'=w°M (w°)_1. Alors

1 1 1

nw°k (w°) " € P'. De plus Cw)™t ¢ Bwo) ter. D'aprés la décomposition de Bruhat-
— — ]
Tits, la relation (5) impligque donc w' Le (w°) LM , i.e. weWl. D'od u'=0 si

w,{WM. Supposons maintenant w=1. Alors w'=w°® et
u' (k) = 2(w°,X) JN’? ux(nk) dn.

G

Soit neNs . Si uy (nk) # 0, il existe k' € I° tel que nkk' € B. Tl existe ntent,

n" €N , k"€ T (cf. la damonstration précédente) tels que k' = n k"™n'. D'ol
nkn kK 1)kk" € B. Mais n(kn k1) € N5 , et kk" € M. On en d&duit nknk Y =1 et
1 < - -
kk"eMﬁB=BP. D'ol neN et kéBMIM ﬁKM=IM. Réciproquement si neN et keIM, on a
ux(r1k)=l. D'old
0, sikg I,
u' (k) = { _
mes(N) L(w°,X), si k€ T,

et 1'égalité de 1l'énoncé. O

4. Soient Cz(G) 1'espace des fonctions sur G & valeurs complexes, locale-
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ment constantes, d support compact, H(G) le sous—espace des fonctions biinvariantes
par K. Soient f € CZ (G), P un sous-groupe parabolique de G. On définit une fonc-
tion fP sur M, par

P = oo [ £ an a,
KXNP

pour melM; , ol (‘SP est la fonction module usuelle. On a fp € C:(MP) et, si feH(G),
fP € JC(MP) . Soit Xw le sous-espace des éléments de X invariants par W. Pour fe¥(G),
on définit pf(X) € X par

pe) = £ £y

aea
V4

L'application f - Ps est un isomorphisme de #(G) sur XW. Soit seap.

‘~f(s) = Pg (q—s) avec une notation évidente. On a la formule d'inversion

) =™ I g 5"*E(s) ds

On pose

pour tout acdy, ol on intégre sur sea,, Re(s) = ¢ un réel quelconque fixé, et

modulo n a,- Dans la suite, on notera simplement J une telle intégrale.
Re (s)=0

On a la formule d'inversion beaucoup plus difficile

£(g) =d®n " J E(s)u (@2%(s) ds,
Re(s)=0
(M §5.1.2) ol
& = cG(nll...nr!)_l(l—q—l)_n ,
JZG(s) - 3 . (l_q—<s,a>)(l_q—1-<s,oc>)—l.
ael

II. LES INTEGRALES ORBITALES.

1. Soit Tea. Posons d(T)=inf {<a,T> ; aeA}. On suppose d(T)>0. On note 7 le
sous—-espace diagonal de a =R". on pose

a(T) = {aeaZ i <a,@> > 0, <a,a-T> < O pour tout ach},

et a(T)=(a(T)+2) /4. Plus généralement, soit D un sous-ensemble de 9% stable par 2.

On pose
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a(D,T) = {aea,, ; aea(T) et aGeD},

z

et a(D,T)=(a(D,T)+%)/Z. On pose aussi
g'(D,T) = {aeaZ ; <a,a-T> > O pour tout aeh, et aGeD},

et a'(D,T)=(a"'(D,T)+23)/%. On note Z(G) le sous-ensemble des &léments de A de cam-
posantes diagonales égales (c'est abusif car ce n'est le centre de G que si
G=GL(n,F)). On note G(T), resp. G(D,T), l'image dans G/Z(G) de

v KoK , resp. U KgaK .

aea (T) aea (D,T)

Posons came en 1.2 X=C [Xl,..., Xn,XIl,..., X;Il] , introduisons

-1

V=L 1Y), Y, Y] e, Y;l] , et 7=X ®WI, ol T est 1'idéal engendré par

17"

X)...X -Y,...¥ . L'algébre 7 est un X,Y-module. Posons D={[ (m,...,m), (-m,...,-m)];

me%} C azxaz. Un élément z, ou z(X,Y), de Z s'écrit de fagon unique sous la forme

z= Z ckz(z)XkYQ,
(k,2) e (GTXGZ)/D

avec ckl(z)e(l.‘. Soient S C (azXaz)/D un ensemble fini et edR, €>0. Posons
V(S,e) = {zeZ ; pour tous (k,%)eS, Ickpv(z)|<e}.

On munit Z de la topologie pour laquelle les ensembles V(S,e) forment un systéme
fondamental de voisinage de O. Autrement dit, on plonge Z dans son dual grdce a la
forme bilinéaire

<z > =

1'% oo (Z12p) s

et on munit Zde la topologie induite par la topologie faible du dual.

Attention : le produit n'est pas continu pour cette topologie. Par contre soient

S un ensemble fini, S C (a.xa,)/D, et ZS 1'ensemble des zel tels que c

79 (2)=0

k&
pour (k,2) ¢ S. Munissons ZS de la topologie induite. Alors le produit Z x Zs A

est continu.

Remarquons que le produit WXW agit naturellement dans Z.

2. Fixons T et D vérifiant les conditions de II.I. Nous supposerons de plus
que D/Z est relativement compact dans aG/Z. Posons
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S(,T,X,Y) = £ __ yax hxdy™
aca’ (0,T)

(cf. lemme I.3.1 pour la définition de y). Remarquons que pour aeD, X°Y o=1.

Lemme II.2.1. La série S(D,T,X,Y) est sommable dans Z.

Démonstration. Posons ZZ =z N g La projection de a, sur aG/Zz est un fermé
discret. Comme D/Z est relativement campact dans aG/Z, D/ZZ 1'est dans GG/ZZ/’
L'intersection de la projection de a, et de D/ZZ' est donc finie. Soit B un sous—
ensemble de aZ se projetant bijectivement sur cette intersection. Alors B est
fini et pour tout beB, l'ensemble des aca'(D,T) ayant méme projection que b est

égal & 1l'ensemble des a=bt+a'+a", avec a' eazG', < a,a'+b-T >> 0O pour tout aeh, et

a"eZz . D'ol
z

- - - L |
SO,T,XY) = T XYP 3z o T@Mb-T)y (¥X hxa'y@
beB a'ea
z
Fixons beB. Un élément de ag_ s'écrit a' = Z ac'xa, avec a&eﬂ. La condition
el
T(a'+b-T)=1 s'écrit a& >c =< &,T-b >. Remarquons que y s'écrit
y=vy' I 1-xx%,
ael
avec y'eZ. Il suffit donc de démontrer la socnmabilité de
- oot
S0 oaxNY3 v
ael
ol on somme sur a' = X ao'toc, a&ez, a&>ca. On est immédiatement ramené 3 démontrer
oel
que pour tout aed, la série
T a-xXNHxANyTa
ae,a>c
est sommable, ce qui est clair.O
Pour i=O,..., n-1, posons b(i)=(1,...,1,0,...,0) avec i termes égaux a 1.

Lemme IT.2.2. Supposons G=GL(n,F) et D=Z. Il existe une application

telle que la propriété suivante soit vérifiée. Soit TeaG

£:{0,..., n-1} » a° :

Z

supposons d (T) >0. Alors
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n-1 . .
Sz,1,x,Y) = £ (xy HEDL@IT o oy

i=0 aeZ-A,a>0
Dans la suite on posera e(i)=f(i)+b(i) pour i=O,..., n-1.

Démonstration. Reprenons la démonstration précédente. On peut prendre

B={b(i) ; i =0,..., n-1}. Alors

n-1 -1.b(i) .
s,y = T (v )P T T -my e .

i=0 aea
z

Pour j=1,..., n-1, notons aj la j-iéme racine simple habituelle. Pour aeaG,

n-1
posons a = % ajocj. Les conditions aeag, T(atb(i)-T)=1 s'écrivent
3=1

(1) ajEZ' pour tout j ;

(2) pourtoutj?i,aj+i'—(%_-l)~—<a.,T> >0 ;

(3) pour tout j < i, aj+3(n—_i)-

Posons
partie entiére de < &j,T > - Lﬁ_l)— +1, si j=1i.
£(1,3) = R P
partie entiére de < ocj,T > - J—(gi) + 1, si j<i.
Alors
n-1 ,\n-1 ao.
5(2,T,%,Y) = [ 1 ax%%] s hP® [ > e I a-ha,)
aeZ-A,a>0 i=0 j=1lacz,a>f (1,7) J
La série intérieure vaut
_, £, 9)a.
oo h 1,
d'oa
—a Bl 1 £(i,T)+b(d)
S(2,T,X,Y) = 1 1x%"* T xy Ht ,

aeZ-A,a>0 i=0

ot f(i,T) =2 f(i,j)aj. Camme Tea; , ona < &j,T > € 2 pour tout j, d'ol
J

f(1i,T)=T+£(i), avec un élément f (i) € a; indépendant de T. D'ou la formule de

1'énoncé. O
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3. Soient maintenant T, Uea, supposons d(U-T) = O, d(T) > O. Pour un
sous-groupe de Lévi standard M de G, notons v(M,T,U) la fonction caractéristique

des aeca tels que

<o,ad'>>0,<5,a"><<&T >, pour tout achl,

<aa, > ><om >, < &,aM ><< &,UM >, pour tous aenC-a".

Lemme IT.3. On a 1'égalité

v(G,U,U0) = £ v(M,T,U),
MCG

somé sur les sous—groupes de Lévi standards de G.

Démonstration. Notons T et _'?_ les fonctions obtenues quand on remplace dans les

définitions de T et T, les inégalités strictes par les inégalités larges. Pour

aca et M C G, posons IM(a,T) = TM(a)fr_M(T—a) ({L] 8§1). Soit eca, d(eg)>0. D'apreés
4 T D> -T) =

[L] §1, on a 1'égalité Weo FM(a+€,T+e)TM(a T) T(ate).

Multiplions cette &galité par t(a) i (U-a) . On obtient

Z Vv'(M,T,U0) (@) = v'() (@),
MCG

v'(U) (@) = 1(a)T(U-a)T(a+e),
v'(M,T,U) (a) = l(a)i(U—a)I‘M(a+£,T+e)TM (a=-T) .
Evidemment t(a)t(ate) = 1(a), d'cl v'(U) = v(G,U,U). Nous allons montrer que

pour tout M, v'M,T,U) = v(M,T,U). Le lemme en résultera. La fonction v'M,T,U)
est la fonction caractéristique de 1l'ensemble des aca tels que

M ~ M ~.. ~ -~
<aa >=20, <og,a ><<0L,TM>,<oc,a><<oc,U>,pour tousoceAM,

<wo,2>>0, <oa,>><oT > <ga,><< &,UM >, pour tous acAC-".

Cet ensemble est inclus dans celui qui définit v(M,T,U). Il faut montrer 1'inclu-

sion opposée, i.e. supposons v(M,T,U) (a)=1, il faut montrer
- -~ M
(1) <ao,a><<q,U>, pour tous aed  ,

(2) <a,a>20, pour tous oceAG—AM.
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Soit oceAM. Ecrivons

a= % c(B,)B+ Z c(B,a) B,
gent! geal-p"

avec des coefficients c(g,a)e R. Montrons que c(B,a) = O pour tout B. Soit BeAM.
On a < &M,B > =<g,8 > > 0. Ainsi qu'il est bien connu cela implique < &M,EM >20
pour tout BeAM (1'ensemble {EM ; BeAM} étant dual de AM) . D'oll c(B,a) = O pour

tout BeA. Soit yeaC-aM. ona <&,y > =0, i.e.

cly,a) + Z M C(Br0) < B,y > =0.
BeA

Mais c(B,a) >0 et < B,y > < O pour tout BeA™, d'od c(y,a) > O.
Alors

L G,aU> =< §,a-U0r> + Ty w C(B.0) < By, > .
BeA A

D'aprés ce qu'on vient de voir et par hypothése sur a, la samme en £ est < 0. De

plus < &,aM >< < &,TM > . Donc

<Gau><<grt>= T
Bel

C(BIOL) < BIT—U > .

D'aprés ce qu'on vient de voir et 1l‘'hypothése d(U-T) > O, ce dernier terme est

< 0. D'oa < &,a >< < @q,U> et la relation (1).
. . G M .
Soit maintenant aeA"-A" . Ecrivons

a-T = (@-T)y + z M C(B)B,
ReA

ol c(B) = <[§,aM—TM> . On ac(B) <O. Come <a,B> < O pour tout BeAM, on en déduit
< aq,a-T>2< oc,aM-TM > > 0.

Camme < o,T > > O, on obtient < a,a > > O et la relation (2), ce qui achéve la

démonstration. O

4. Soient G comme en I.1, D,T come en II.1. Pour aedy, u', u"eKZ, posons

< TR, 9) L' > < e, g1, ,u" > ag.

i (X, Y,u'u") = [ u
a K
K

a.K

Posons
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J(o,T,X,Y,u',u") = _z ja (x,Y,u",u".
aea (D,T)

Came D/Z est relativement compact, cette somme est finie. Posons

yX,Y) = I v (Y1)

weW

(cf. 1.3 pour la définition de y). Remarquons que pour tous w', w"eW, le rapport

v (X,Y) /v (w'X ! w"Y) appartient 3 Z. Pour weW, posons

§(w,X) = it (X% (1-q %% .
ael ,0>0,wa>0

Proposition II.4. Soient u', u"eKz. Il existe t>0 tel que, si d(T)>t, on ait

1'égalité
~ _l ~ .
P(X,Y)J(D,T,X,Y,u',u")= z P(D,T,X,Y,w',w")<I(w',X ")u',I(w",Y)u™ ,
w',w"eW
ol

P(X,Y) = y(X, )y (K)y (XD,

et pour w',w"eW,

P(D,T,%,Y,w ,w =) " (1-gH -1 Cs w',x) 8 w", ¥ ) ———a—li§§¥Q§——-
Yww'X T ww"y)

S (D,T,wGw'X,wGw"Y) .

(cf. I.3) pour la définition de cG ; wG est 1'élément de W de plus grande

longueur) .
Démonstration. (a) Supposons rg(G)=0, i.e. G est un tore. Pour aEGZ' on a
I, Y,utum = [ xPu (kY Cu (k) dk = XY <ututs.

K

De plus, comme o = {0}, on a @, T =3¢ (D,T), d'od

J(M,T,X,Y,u',u") = <u',u"> xY™® = <u',u" SD,T,X,Y).
aea' (D,T)

C'est 1'égalité de 1'énoncé.
(b) Supposons rg(G)>0. Par récurrence, on suppose la proposition vraie

pour tout sous-groupe de Lévi propre de G. Soit Uea, supposons d(U-T) = O.
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Soit M un sous-groupe de Lévi standard de G. Notons £ M,D,T,U) la fonction
caractéristique de 1l'ensemble des aea tels que

aGeD,

< OL,aM >20, < &,aM > << &,‘IM > , pour tous oceAM,

<a,a,>><aT, >, < &,aM ><< &,UM >, pour tous aehC-a.

Pour M=G et T=U, cet ensemble n'est autre que a(D,U). Par ailleurs, le lemme II.3
implique 1'égalité

£@G,p,U,U) = £ £M,D,T,U).
MCG

Posons EZ’ = (az+z)/Z. Alors

P(XIY)zJ(DrUIXIYlu|Iu“)= 2__ £(G,D,U,U) (a)ja(X,Y,u',u")P(X,Y) = Z Jm),
aeaz MCG

ol
JgM) = Z P(X,Y)E£M,D,T,U) (a)ja(X,Y,u',u").
aea
z
(¢c) Pour M=G, on &(G,D,T,U)=£(G,D,T,T), d'od 1'égalité

J@G) = PX,Y)J((O,T,X,Y,u',u".

(d) Soit M un Lévi standard de G. Supposons rg(M)<rg(G). Nous voulons

calculer J(M). Soit aeEZ. On a 1'égalité

ja(X,Y,u',u") =mes(K1£aK) f <n(X,9~a) 1K,1T(k)u'><n(Y_l,ga)lK,ﬂ(k)u"> dk,
K

ol on pose m = T(X) K (cette représentation ne dépend pas de X). Supposons

£M,D,T,U) (a)=1. Soit oceZG—ZM, o>0. Il existe BeAG-AM, telle que o-B soit une
racine positive. Alors <aq,a> 2 <f,a>. Il résulte de la démonstration du lemme
II.3 que <B,a> = <B,T>. D'ol <g,a> = A(T). Came les vecteurs m(k)u', m(k)u"
parcourent un ensemble fini, il existe donc t

>0 tel que si d(T)>t,, les produits

1 1’
scalaires intervenant dans 1'égalité ci-dessus soient calculés par le lemme I.3.1.
On obtient 1'égalité

-2<op,a>

YERYE DI, umes ) T g ¥ 0L Xy 0 Y )
w',w"eW(M)
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1

Jg B Xut HW",Y " ,ut k) dk

ol P est le sous—groupe parabolique standard de Lé&vi M et pour ueKZ, weW,
B, X, 0,0 =<1 (0%,0%) R (M, 1) oT (0,%) L RO, D) o T (0% b, X1 o () 0™

kmmmmsquMAnfwxﬂx=%mxn (c£.I.2). Posons

u(w,k)==R(M,wGwM)of(wGwa,X_l)oﬂ(k)u.
Alors
H(w',X,u',k)H(w",Y_l,u",k) =850w",X) SLd(w",Y_l) <TrM(w',x,9a) 1w,u' W', k) >
eyt lga) lKM " W', k) M,

I1 est clair que si heKM, on a u(w,hk)==ﬂM(h)u(w,k). D'ol

[ HG X0 R H@, Y0 bk dh= 2 0, X8 (6", YY) (mes KW T

g d

<nM(w'X,g)1 ,u'(w',k)>M<nM(w"Y_l,g)l A (wk) s dg

It g

= (mes KWK ™! 2t X8 (" YT 30 e XY u ) Sut k)

On calcule aisément

=2<p_,a> 1

(mes K@éK)(mes KMQéKM)—l q y(M,w',X)Y(M,w",Y_l)Rd(w',X)Qd(w",Y_ ) =

CM(CG)_1YM(W'X)YM(W"Y_1)Y1(w',X)Yl(w",Y_l),

%) = I (X% (g ).
e ,o>0,wu<0
D'ot 1'égalité
-1, . ' - [} " = '
ey evun =Ty v Wy MM
w',w"eW (M)
'M ) " L} ' " n
ja(w X,w'y,ut (w', k), u" (wh,k)) dk
On en déduit 1'écalité
Jm = (x, 7)) 7L b v w0y 0y M My

w',w"eW (M)
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IK zZ  &£(M,D,T,U) (a) jlz(w'X,W“Y,u' (w', k) ,u" (w",k)) dk.
aea?z
Notons DM(T,U) 1'ensemble des aeay tels que aGeD, <a,a-T>> 0 et <&,a—U> < O pour

tout aeAG-AM. On a alors 1l'égalité

£1,0,T,0) = £ (4,0, (T,0),T,T) .

La série en a dans l'expression ci-dessus vaut donc JM(DM(T,U) ,T,w'X,w"Y,
u' (w',k),u" (w",k)). On obtient

L g =St = ¥y )y Y )—Mli)il’—— Jy Prx,wmy
w',w"eW (M) Y (w'X,w"Y)

JM(DM(T,U) JT,w'X,w"Y,ut (w' k) ut (W, k)) dk.

On peut utiliser 1'hypothése de récurrence pour calculer 1'expression dans
1'intégrale. Si 4(T) >t2, ol t2 ne dépend que de u'(w',k) et u"(w",k), et donc

en définitive que de u' et u", l'expression dans 1'intégrale vaut

(2) PM(D (T,0),T,w'X,w"Y, o',0") < f(o',w'X_l)u' (w',k) ,f(o",w"Y)u" (w",k) M

o' o"eWM

VA
Pour weW (M), cewM, ueK et keK, on calcule aisément
~ - ~ ._1
To,wx Hum,k) = RMwWD o (K) oI (v,X 1)u

G, . . .
ol v=w wMow (les facteurs de normalisation se compensent). Maintenant

fg< ROM, W) o (K) 0T (v',X 1) u' , RM, o) o (k) oI (v", V) u" > ™ ak =

N( ,X wthk (v",Y)u wthk

J it

-1 G

(3) < I',X Hu', T, u" >°.

En réunissant (1), (2) et (3), on obtient

JM = T omuv',v") <Iw',x Hu', T, vu st
v',v"eW
ol
00,y v =M Ty w0y v X M 0,0, ekt
Y (w X,w"Y)
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ot w', ¢', resp. w", og", vérifient

v' = wGwMo'w', W = W o

(ils sont bien sir uniques puisque w', w"eW(M)). On calcule

o0yt = €T v s v BT
Y (wv'X T wv'y)

SM(DM(T,U),T,WGV'X,WGV"Y).

(e) Réunissons les résultats de (b), (c) et (d). On obtient

(4) P(X,Y)J(D,U,X,Y,u',u") =P(X,Y)J(O,T,X,¥Y,u',u") + =
v',v"'eW

< T(v',x—l)u',f(v",Y)u" SCD> QM,v',v").
MGG
D'aprés 1'expression ci-dessus de Q(M,v',v"), et la définition des séries SM,
on obtient

) 2 oMy, v = T ag h% e s,y h oy, Wty vy @

MGG aea
I €a,

09N @),
MGG

ol x (M) est la fonction caractéristique de 1l'ensemble des acag tels que

aGED,

N\

0,8,~T, >0, <d,a,-U, > <0, pour aenC-pM,

&,aM-TM >>0 pour tout ueAM.

A

Autrement dit, si on note 1D la fonction caractéristique de D dans dz, on a
XM (@) = 1_(a) IS (a-T,0-1) T (a-T)
DG ™M ! !

ot T;(a',T') = Tﬁ(a'—T')ijT'—a'). D'aprés [L]§1, on a 1'égalité

= 0 M @ =1ptay) (0 1% @0 - @ .
MGG

Mais la fonction a ~ 1D(aG)FG(a—U) est la fonction caractéristique de ¢' (D,U).

On obtient alors
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rg M G Y (X,Y)

z y(X,Y)va'x‘-"va"Y_a T (-1) Y (M) (a) = (-n*9 = —
aca, MG y(wv'"Y wv'X )

[s (D,U,va 'X,va"Y) -S (D,T,va'X,va"Y) ].

Grace a (5), on obtient alors

(6) Z Qow,v',v") =P(D,U,X,Y,v',v")-P(D,T,X,Y,v',v").

MG
Notons A(D,T,X,Y,u',u") la différence entre le premier et le second membre de
1'énoncé. Les relations (4) et (6) impliquent

A(D,U,X,Y,u',u") = A(D,T,X,Y,u',u").

Cela pour d(U-T) = O et d(T) >t, ol t ne dépend que de u' et u". On en déduit que
A(D,T,X,Y,u',u") est indépendant de T quand d(T) >t. Notons A(D,X,Y,u',u") cette
valeur "limite".

(f) Lemme II.4. Soient u',u"eKz, geG®. On a 1'égalité
AD,X, Y, (X Y,g)u’,m(Y,9)u") =AD,X,¥,u',u").

Démonstration. Notons Al, resp. Az, le membre de gauche, resp. de droite, de
1'égalité de 1l'énoncé. Soit (k,Q) € (GWXGW)/D. Nous voulons montrer que

s, (Al) =ckSl (A2) (cf.II.1). Il existe tl>O tel que si d(T)>t1, on a

1
(7) {
By

A(D,T,X,Y,T (X-l,g)u' ,m(Y,g)u").

[
It

A(D,T,X,Y,u',u").

Soient w',w"eW, posons P(w',w") =P (D,T,X,Y,w',w") <f(W' ,X_l)u' ,f(w",Y)u" > .
D'aprés les définitions de tous ces termes, il existe un ensemble fini

sc (aZXaZ)/D tel que ckQ(P(w',w")) =0 sauf s'il existe (k',2') €S tel que

T (WO (ktk')=T) =1, T (wow" (2+2')-T) = 1. Mais (k,?) étant fixé, il est clair que
cette condition ne peut pas étre vérifiée si d(T) est assez grand. Il existe donc
t2>O tel que si d(T) >t2, on ait e (P(w',w")) =0 pour tous w', w"eW. Supposons
t2>t1’ Il résulte de (7) et de la définition de la fonction A que pour d(T) >t,,

= a4 J,= t,au"). de mé& 'il exis-
on a ckIL(AZ)—CkQ,(P(X'Y)JZ)' ol JZ—J(D,T,X,Y,u ,u"). On montre de méme qu'i

(A)=C

te t30 tel que si d(T)>t3, ona ¢, (A))=c,

Z(P(X’Y)Jl) '
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ol I, =J(0,T,X,¥,m (X ',g)u',m(¥,g)u") . Par définition

< (KR 1 ut > < 7 YRy 1, ,u">dh

9= I5o,m k'

(cf. II.1 pour la définition de G(D,T)),

-1 -1
- - 1 > < "
J, IG(D,T) < 1 (X,h) Ly (X ~,9)u (Y ~,h) Lo/ m(Y,g)u" > dh,

T%,g 1> < g et >an

=fsmm < g'U

=J <mmut> < rhL,ut > dn.

,u
g lco,m K

Psons T, =g~ G(D,7)-(g"'G(D,T) N GD,T), I,=GD,T)-(g GO, NGD,T) et pour
i=1,2

' <1T(Y_l,h)lK,u"> an.

Li= fl,i < 7 (X,h) l,u

Supposons démontrée 1'assertion
(8) il existe t' > O tel que si d(T)>t', on a CkSL(P(X’Y)Li) =0 pour i=1,2.

Prenons alors T tel que d(T) >sup(t2,t3,t‘) . Alors

ckQ(Al—A2) =Cy (P(X,Y) (J —J2) ).

1

Mais Jl-J =L,-L,, d'ol c,_, (P(X,Y) (Jl—JZ)) =c

2=y i) (P(X,Y) (L, ~L

)) =0, et

k& 2

e, (Al) =Cy (A2) ce qu'on voulait démontrer.

I1 reste a démontrer (8). On va d'abord montrer
(9) il existe t>0 tel que si d(T) >t, pour tout aeaZ vérifiant 1(a) = 1,
T(T-a) =0, et tout heKy?K, on a 1'égalité

S (POX,Y) <, h) L,ut> < R

o, ,a"> =0

K
Quitte & modifier u' et u" par des éléments de K, ce qui est loisible, on

peut supposer h=ga. Soit donc a vérifiant T(a) =1, i(T—a) =0. Appliquons le

lemme II.3 avec d(U) tendant vers 1l'infini. On a v(G,U,U) (a) =1, mais

v (3,T,U) (a) =0. Il existe donc MCG, M#G tel que v(M,T,U) (a) =1. Comme au (d),

on obtient une écalité entre
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P(X,Y) < 1L ut> <n et >
et une somme
-2<p_,a> _
z z(w',w")g p <1rM(w'X,ga)l ' (w')>M <TTM(w"Y }(_A_a)l qu" (w")>M

K"

ol z(w',w")eZ, u' (w')eKZ'M sont indépendants de a ; cela pourvu que d(T) soit

w',w"eW KM

plus grand qu'un nombre ne dépendant que de u' et u". Considérons un terme

Z,M

< 7TM (X,(_u_a)l , avec ueK™’"". Par définition de Tl’M, il existe un ensemble

M
@
fini SC (GZXGZ)/D tel que pour tous (k',2') € (GZ'XGZ)/D’ on ait

M a M, _ . va : woon r—_on . "
Crergr (< (X,w )]KM,u> ) =0 sauf s'il existe (k",2")€S tel que 2'=2", kM—aM+kM’
On en déduit qu'il existe un ensemble fini SC (azxaz)/D tel que

1

(P(X,Y) <1 (X0 1p,ut> <n (¥ 0 1,,u") =0 sauf s'il existe (k',2')€S,

k8
w',w"cW tels que

_a-1 1 — w1 v
Ky =W ay Ry Ay =T Ayt iy

comme M#G, AS#M. soit aea®-aM. came vM,T,U) (a) =1, on a <o ,a,>><0a, Ty>+ On

vérifie que <oL,TM>;‘— <a,T>. Alors <0L,aM>>d (T) et la relation ci-dessus implique
< a’w'kM—w.kP;l >>4a(m,
< a,—w"JLM+w"2P‘,I > > 4(T).

Evidemment si d(T) est assez grand ces conditions ne sont pas vérifiées, et on a

bien 1'égalité affirmée en (9).

Fixons T°e¢a, d(T°)>t, ol t est comme en (9). Il existe t'>0 tel que si

d(T)>t', on ait

(10) a(T-1°) > 0O,

(11) gG(T°) C G(T).

Supposons d (T)>t', soit hel“l U 1“2, a tel que 1(a) =1 et hngaK. Montrons qu'on a

(12) T(T°-a) =0.

Supposons au contraire i(T°-—a)=l. Alors heG(T°). D'aprés (10), on a heG(T) ;
]
d'aprés (11), on a gheG(T). Soit a' tel que T(a')=1 et ghnga K. Comme geG°®, on a

aé=aG. Conme heI‘lU l"2 , on a heG(D,T) ou gheG(D,T) et en particulier ag (=a(';)€D.
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Les conditions aGED, heG(T) , resp. a(';ED, ghe€G(T) , impliquent heG(D,T), resp.
gheG (D, T) . Donc heG(D,T) r\g_lG(D,T) . Mais cet ensemble est disjoint de I‘lUI‘2.
contradiction.

Maintenant (9), (12) et la définition des Li montrent que pour d(T)>t', on

a (P(X,Y)Li) =0 pour i=1,2 ; i.e. on a démontré (8) et le lemme. O

'3)

(g) Soit B : KZXKZ - 7 une application Z-bilinéaire. Supposons que

Bir(x L, q)u’, n(Y,9u") =B(',u")

pour tous u', u"GKZ

et g€G°. Si B # 0, il résulte de la classification des repré-
sentations du groupe linéaire qu'il existe wEW tel que = (wr)® pour tout a€A.
Mais 1'idéal des relations entre X et Y est engendré par X

.. X =Y ...Y . Il ne
n n

1 1°
contient aucune des relations ci-dessus (remarquons que A#@ car on a Supposé
rg(G) 2 1). Contradiction. Donc B=O. On applique cela & l'application
B(u',u")=A(D,X,Y,u',u"). Donc A(D,X,Y,u',u") =0 pour tous u',u", i.e. pour tous
u',u", il existe t>0 tel que si d(T)>t, on a A(D,T,X,Y,u',u") =0. C'est 1'énoncé

de la proposition II.4. O

5. Nous supposerons désormais G=GL(n,F), D=2, Tea;. Soient seam, veCZ(G) .

Posons

-1
I(T,s,p) = fcmxe w_(g "hg)e (h) dh dg,

y(s) = I (1—q<a’5>) (=Y(q_s) avec la notation de I.3) ;
ael ,0>0

S(s) = n (l_q—<oc,s> -1 ,
ael,a>0

6(s) = M (1-q~ %) ;
aeh

pour o,w-W et s'ea(l,

r(; (w,s,s',p) =Trace lI(w-l,ws)I(wc,s') m(s,9)]

(ces opérateurs agissent tous dans K),
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o

S,s,s0=) a0 (™) n (TS
a>0,wa>0 a>0,wo0>0

’

n-1 -1 G ,.
§ws)§ (~wos') T gOS'TSw weli)>
i=0

' -1 G
1.*C3I(T,w,s,s')=c‘_(<OS S,W W >

Posons

qO(T,w,s,S',«p)=rcl’(w,s,S'~p) rcz’(w,s,s') rg(T,w,s,S').

~
Proposition II.5. Soit «pec: (G). Il existe t>O tel cue si T(CI; et si d(T)>t,

alors pour tout sea,, le nombre de droite de 1'égalité ci-dessous est défini

et on a 1'égalité

Y ()Y (-8) I (T,s,¢) = lim _, L 2 o (Tw,s,s' ) 0Wwos'-s) L.

s=s oeW weW
Démonstration. Pour u',u"eK, posons
J(T,s,u',u") =

<1T(s,g)1K,u'> <n(-s,9)1 "> dg.

IG(T) k4

On peut calculer J(T,s,u',u") en remplagant X par q—s’ Y par q_s' dans
J(z,T,X,Y,u',u") puis en faisant tendre s' vers s. Mais J(2,T,X,Y,u',u") est
calculée par la proposition II.4 et le lemme II.2.2. Le membre de droite de
1'égalité de la propistion II.4 contient une somme en w', w"e¢W. On la remplace
par une somme en o,weW, en posant w'=w, w"=wo. De plus on remplace les opérateurs
I par les opérateurs normalisés I. On utilise enfin le fait que 1'opérateur

adjoint de I(w,-s) est I(w_l,ws) . On obtient tous calculs faits

(1) y(s)y(-8)I(T,s,u',u") =lim,, . X I ¢ (T,w,s,8",u",u") 8 wlos'-s)) T,
oeW weW

ol

O(T ' 1 ny -0 [ o [ ] -1 ] n

q ,w,s,s',u',u )-rz(w,s,s )r3(T,w,s,s y<u',I(w ~,ws)I(wo,s')u">

Cela pour d(T) supérieur & un nombre ne dépendant que de u' et u". Fixons une

base orthonomée {ui;ieI} de K. Pour g, heG, on a

-1 -1
ws(g hg) =<7 (s,g hg)lK,l >=<1(s,h) Tr(s,g)lK,ﬂ(-s,g)lK> .

K

En écrivant
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Tr(s,g)lK = .E <n(s,g)lK,ui> u;
iel

et de méme pour T(-s,q) lK’ on obtient

-1 _ -
ws(g hg)= Z <Tr(s,g)1K,ui> <n(s,h)ui,uj><1r( s,g)lK,uj> .

i,jel
D'ol
I(T,s,o)= 2 | <m(s,g)l,,u, ><m(-s,9)1,,u.> dg [.<7(s,h)u,,u.>y(h) dh
i,9¢I G(T) K71 K'™j G 1’73
(2) = Z J(T,s,ui,uj) <n(s,«p)ui,uj >.

1,jeI
Comme ¢ est localement constante il existe un sous-espace Kl’ resp. K2, de dimen-
sion finie, resp. de codimension finie, tel que 7 (s,9)K C Kl’ resp. n(s,«p)K2={O}
pour tout seqy. En choisissant convenablement la base orthonormée {ui}, 1 'ensem-
ble des couples (i,j)€ IXI tels que <7T(s,s0)ui,uj> # 0 est fini. Il existe alors
>0 tel que pour d(T)>t et pour (i,j) 1l'un de ces couples, J(T,s,ui,uj) soit

calculé par la formule (1). Remplagons J (T,s,ui,uj) par sa valeur dans la formule

(2) . En remarquant que

z < ui’I(W_lrws)I(wcls')uj > < m(sp)uyuy> = Trace [T b,ws)I(wo,s")T(s,0)]
i,jeI

on obtient 1'égalité de 1l'énoncé. O
6. Modifions nos notations. Pour PeP(a), notons KP 1'espace des fonctions

localement constantes sur K N P \K, & valeurs complexes. Pour seg,

T’ on peut pro-

longer ueKP en une fonction ug s G - T vérifiant

~<ppts,h(@)>
ug@ng) = q ug (9)

pour tous geG, aecA, neN . Pour geG, on note 7 (s,g) l'opérateur de K défini par
- P P P

[ﬂP(s,g)u] (k) =us(kg) pour tous ueKP, keK. Si «peCZ(G) on définit de mé&me m (s,¥).
P

Soient P,P'e¢P(A), weW, Seaq:. On définit un opérateur d'entrelacement

I (w,s):K_ - KP, par

P'|p P

[ I |P(w,s)u] (k)=ILP, |P(w,s)JWN o
P p' P’
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pour tous ueKP., keK, ot JZ,P. IP (w,s) est le facteur de normalisation tel que

IP'|P

(w,s)lK=lK ([A1] §1,2) . On notera simplement IP' lP(s)=IPl |P(l,s) .

Fixons <peC°c°(G) , Seia. Pour PeP(A), on définit une fonction RP(s,ap,.) sur
ig par

R, (s,,u) = Trace [IB‘P(S)IPIB(sw)nB(s,«P)]

pour ueiag (1'opérateur entre crochets est un endamorphisme de KB) . Plus générale-

ment, soit L un sous-groupe de Lévi de G,cewL, supposons vérifiée la condition

(%) 0s—senR
(c£.I.1 pour les définitions de n et R). Pour PeP(L), on définit une fonction

Rp(s,¢,0,.) sur ia; par

Ry(s,p,0,1) = Trace [IB|P'(S)IP'IB("’S+“)"B(S"")]

pour ueia.

LY oll P' est un parabolique minimal inclus dans P. L'opérateur ci-dessus

ne dépend pas du choix de P': si P" est un autre parabolique vérifiant les mémes
conditions que P', on a

IB[P" (S)IP.. |B(c,s+u)nB(s,«p)=IB|P. (s) Ios ]P..(s) IP"|P' (o(stu)) I, |B(0,S+u)1rB(s,cp) .

<a,s'>

Or 1l'opérateur I P.,(s‘) , pour s'eam , ne dépend que des g , pour anL.

P'|
Pour anL, on a <a,opu>=0 car 0u=ueiaL, et <a,o0s>=<0,s> mod n 2 car os—-seR.

D'ol IP"]P' (o (s+u))= s) et les termes dépendant de P" dans le membre de

Tpupr

droite de 1'égalité ci-dessus disparaissent. On obtient 1'égalité cherchée.
Un raisonnement analogue montre que les fonctions RP(s,<p,0, .), PeP(L),

forment une (G,L)-famille, i.e. RP(s,np,o,.) est C sur iaL et si P et P' sont

deux éléments adjacents de P(L), si anL est 1'une des deux racines (l'autre est

-a) séparant P et P', si ueia. vérifie <a,u>=0, alors RP(s,cp,o,u)=RP. (s,9,0,u)

L
(c£. [A2] §6). Soient Q un sous-groupe parabolique de G, de Lévi M, L' un sous-
groupe de Lévi de M. On suppose L € L' € M. On déduit de notre (G,L)-famille une

(M,L")~-famille {R%(s,kp,c,.) ; PePM(L')}. Rappelons que de toute (M,L')-famille
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{cp;PePM(L‘)}, on déduit une fonction Cp,r sur iaL' ([A2] lemme 6.2). En particu-

lier on a des fonctions Rg(s,ap,o,.) , Rg(s,w,.) . On pose
R(L;,(s,w,c) = RLG(s,«p,c,O) et Rg(s,sa) = Rg(s,w,o) .

Rappelons qu'on note Ge 1'ensemble des éléments elliptiques réguliers de G.

Lemme II.6. Soient «pecoc0 (G), seia, L un sous-groupe de Lévi de G, OEWL, supposons

vérifiée la condition (*). Soient Q un sous—groupe parabolique de G de Lévi M, L'

un sous-groupe de Lévi de M. On suppose L C L'. Soient {dP;PePM(L')} une M,L')

—famille, {cg=dPRg(s,50,o,.) : PePM(L')} la famille produit. Supposons Supp(y)C Ge'

Alors

(@ si @L # (6L, 2,0 =0 ;

(o) si (@L') = (G/L), c[(0) = dR](s,¥,0), ol d est la valeur camume d_(0)
pour PeP(L).
Démonstration. (1) Montrons d'abord : si Q#G, R%, (s,9,0)=0. Le groupe B inter-
vient dans la définition de Rp. Mais le méme raisonnement qu'en [A2] §7 montre
que RLQ. (s,p,0) est indépendant du choix de ce sous-groupe de Borel. Quitte a
changer B, on peut supposer Q, L' et L standards. Il résulte alors des défini-
tions que pour tout P'eP(A) avec P' C Q, et ueia, il existe une distribution D

sur Q, invariante & droite par B N K telle que pour tous ueK keK, on ait la

BI
relation
[IBIP' (s) Iy, |B(c,S+u)ﬂB(s,«p)u] (k) = JK u(k") J[Q «p(k_lqk')D(q) dg dk'.
D'ol
Trace [IBIP' (s) IP']B(O’S+“) nB(s,w)] = IK JQ «P(k—lqk)D(q)dq dk.

Mais pour geQ et keK, k_lqk n'est jamais elliptique donc w(k—lqk)=o et la trace
ci-dessus est nulle. A fortiori RE, (s,9,0)=0.

(2) Supposons (Q,L')=(G,L), sc.t M' un sous—groupe de Lévi de G, avec
M's> L. Pour tout oceZL , soit da:iIR» T une fonction C . Supposons

(1) dOL(O) = 1 pour tout ocaEL ;

(ii) d!(0) = 1 pour tout aely ;
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)
(iii) d&(o) = 0 pour tout oteZL-Ztﬁ .

Supposons la famille {dP} définie par

dP(u) =1 dy (<oyu>)

le produit étant pris sur les aeEL positives pour P (cf.[A3] §7). Soit Q" un sous-
groupe parabolique de G, de Lévi M", avec M"> L. D'aprés [ A3] corollaire 7.4, on

a une égalité
"o =Za 1 a©),
T s @ e ©

ol les dq) sont des réels > O et ¢ parcourt les sous-ensembles de Z‘DLII qui sont

des bases de 1l'espace vectoriel aﬁ . D&ja d% (0) ne dépend que de M". On peut
n n
poser d‘r.ﬁ 0) = dg (0). D'aprés (ii) et (iii), on a
]
o, siocI
IT a'o) = { .
ace * 1, siecy .

On en déduit que % (0) # O si et seulement si M"C M'. Appliquons le lemme
6.3 de [A2] . On obtient

ci(o) = X

Qll
(sl‘plc)d' " (O)
Q“eF(L)RL'

(la fonction d!, est celle définie par Arthur et non pas une dérivée). D'aprés
le (1) tous les termes nont nuls sauf le terme pour Q"=G. On a dé (0)=1, d'ot

°§<O) = RLG(S,W,O) .

Appliquons maintenant le corollaire 6.5 de [A2]. On a

G M" G
c; (0) = z (0) " (sl‘plc) ’
L Mt (1) d;, )Ry

G " G
=R (s,9,0)+ z (O)Rw (s,9,0) .
R, Ml (L) " ;éLdJ\L/j R

En comparant avec 1'égalité précédente, on obtient que la somme ci-dessus en M"#L,

est nulle. D'aprés le calcul de d‘l{[ (0), on obtient une relation

RS;I (Sl‘plo) = dM"M']%C/;l'" (SI\pIO) .

z

. ~ . G
En raisonnant par récurrence sur le rang de M', on obtient PM' (s,»,0)=0 pour
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tout sous—groupe de Lévi M'#L.

(3) Le lemme résulte de (1), (2) et de 1'égalité

ng (O) = z R%,(S,‘p,o’)d'

L (0)
Q'eF(L"),Q'Q Q

([ A2] lemme 6.3). O

7. Soit PeP(A). Il existe un unique WpeW tel que P=w;,1B. Pour peiag on pose

8 (u)=0(w ). On définit 6_ sur iag
P(u ( Pu) B par

GB(H) =i 1 <y,0>,
N qel

et 8 r 6 =0, (w u).
p P2 P(u) AL
Pour tout PeP(a), donnons-nous une fonction Ep sur ig, qui soit c”. Supposons

que si Pl et P, sont adjacents, si ael est 1'une des deux racines séparant Py et

2

Py, et si peiag vérifie <o,u>en 2, alors Sp (u)=EP (1) . On dit alors que

1 2

{EP;P€P(A)} est une (G,A)N—famille. Pour u général, posons
= ~ -1
S (W= I S o, M) .
A peP(a) ©

On se propose d'étudier la fonction EA.

. . o . .
Lemme II.7.1. Il existe une fonction uBeCC(la/laG) telle que

(a) pour tout peiag, on a 1l'égalité
1

z uB(u+nr)6B(u+nr)_l =0
reR

(b) soit reR. Si nr appartient au support de Uy, alors r=0.

Démonstration. La fonction §B est invariante par iaG+R. Soit

U = {aed® ; |<a,a>|<3/4 pour tout aeA}.

C'est un ouvert qui s'envoie surjectivement sur aG/R. Grice & une partition de
G

R

1'unité, il existe une fonction u]'3 sur ia ia/iaG, et a support dans nuU,

telle que pour tout peia, on ait

Il
—
.

Z u'(u+nr)
reR UB
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La fonction d'une variable réelle : x - nx(l—qnx)_l est Coo sur 1'ouvert
~-1
58
uB=uéeB§];l. Alors Uy vérifie les conditions du lemme. O

{x;|x|<3/4}. On en déduit que la fonction 8 est C* sur nU. Posons

Fixons une telle fonction Ug- Pour PeP(A), définissons uP'par Lb(u)=uB(wPu) .

Soit {cP;PeP(A)} une (G,A) -famille. Pour reR et PeP(A), définissons une fonc-

~

tion cll; sur ig par c;(u)=c (u—nr)uP(u) . ILa famille {c;;PeP(A)} est une (G,A)-

P

famille. On peut introduire la fonction ci :
r r -1
) = Z cowe )
A peP(a) FF

qui est c’ ([A2] lemme 6.2). Il existe un sous-ensemble U de ig compact mod iaG
tel que czr\ soit & support dans U pour tout r. Pour peia, la série

T el (unr)
A
reR

n'a donc qu'un nombre fini de termes non nuls (uniformément quand u reste dans
un compact) .

Lemme II.7.2. Pour tout peiag, on a 1'égalité

~ _ r
Cplu) = z Cp (Wnr) .
reR

En particulier EA est C.
Démonstration. Par définition le membre de droite vaut

~ -1
z z c_ (Wu (pnr) 8_ (u+nr)
reR PeP () P P

Comme R est invariant par W, on déduit du lemme II.7.1 que pour tout PeP(A)

-1~ -1
z uP(u+nr)8P(u+nr) —eP(u) '
reR

d'ol le résultat. O

8. Fixons weCZ(G), 0eW, seia. Pour PeP(A) et ueia, posons

; (o,s,1) =qo(

-1
P T,wp,s,o (s+u) ,9) .

On vérifie comme dans [A2] §7 que ces fonctions forment une (G,A) -famille. La

fonction ?A(o,s,.) est donc C sur ig. En remplagant p par os'-s, on en déduit
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que le membre de gauche ci-dessous existe, et qu'on a 1'égalité

(1) lim 2 q7(T,w,s,s',9) 6 (w(os'-s)) "t = ¥, (0,5,05-5) .
s's> s weW

Soit L le sous-groupe de Lévi (non standard en général) tel que
a = {aca ; ca=a}. Pour ueia, notons s(u), s'(u)eig les points tels que

(o—l)s(u)L = uL,

s(u)L s

LI
' _ -1
s'(W) =0 “(ws) = sty
(remarquons que o-1 est inversible sur aL) . Pour PeP(A), posons

S (o8 ) = & (T80 8" (W) )

On vérifie comme dans [ A3] §2 que ces fonctions forment une (G,A) T-famille.
Donc EA(U,SL,.) est ¢ sur ia. Supposons s général, soit ;eiaL général, posons
p=g¢+(o-1)s. Alors gp(u) # 0, donc

S (o5 m) = T S (o,smb, 0

AL peP(a) F
On a s(p)=s, d'ol

~ _l ~
cP(c,sL,u) = qU(T,w,s,o (stu) ,0) = YP(O,s,u),

d'ot EA(G'SL’U)zyA(O’S'“) . Faisons tendre ¢ vers O. On obtient

?:A(o,sL,os—s)éyvA(o,s,os—s) . Cela est vral pour s général. Mais en vertu des défi-
S,
nitions, ces fonctions sont polyndmiales en g 1, i=l,..., n. Donc 1l'égalité se

prolonge. Jointe a (1), elle démontre le

Lemme IT.8. On a 1l'égalité

~ -1 ~
lim z ¢(T,w,s,s',9)6(w(os'-s)) =C, (0,5, ,08-5) . O
s's s weW

9. Disons que T tend fortement vers 1'infini quand d(T) tend vers 1'infini
et que T reste dans le domaine

d(T) = inf {<o,T> ; aeA} > (1/2)sup{<a,T> ; aeAl}.

Soit deIN, d = 1. Pour m=(ml,...,mn) € an, 0 E(d_lR)/R, on peut définir une fonc-
. G

tion Om,p T a, - T par ml mn .

Qm,p(T) =T ...Tn gt
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Il est facile de voir que ces fonctions sont linéairement indépendantes.
Notons ¢ a 1'espace engendré par ces fonctions. On vérifie que si geq a tend vers O

quand T tend fortement vers 1'infini, alors g=O.

Proposition II.9. Supposons Supp (p)C Ge. Soit ¢ une fonction C sur ia/naz. I1
existe d > I' et Qeqy tels que

( ~
Q- ®(s)c, (0,s. ,0s-s) ds
Jia/naZ A L

tende vers O quand Teag

tend fortement vers 1'infini. Ecrivons Q = X a Qm ,
m,p m,p P

~ - -1
sommé sur meIN', pe (@ "R)/R. Posons QO = i a o Qm,O' Alors
0, si 0 # 1,

Q =
Tfi

0}
a/na §(s)8(-5)(s)KS (s,9) ds, si o=1,
o

1= & a-gh - i (log @ 1™

D'aprés 1'énoncé les remarques précédant 1'énoncé, Q est unique.
Démonstration. (a) Posons

I-= J ‘D(S)CA(O‘,SL,OS-S) ds.
J.a/na2

L) , 4 condition de mul-

On peut remplacer le domaine d'intégration par ia/n(aL z+aZ
14

tiplier 1l'expression par [GZ:GL z+aI;| _1. Posons b=(o-—l)a§'. C'est un réseau de aL.
I

On peut effectuer le changement de variable s -» (A,n) € iaL/na x iaL/nb, avec

L,2
>\=SL, u=os-s. En posant ¢(A,u)=%(s) pour s correspondant d (A,u), on obtient

e | B0\ WE, (0,1, AX du,
(ig /nb)x(laL/nale)
ol Ty, = [ agiap Z+b] —l. Fixons )‘EiGL' Pour tout reR, on déduit de la (G,A)N-famille
’
{EP (6,X,.) ; PeP(A)} une (G,A)-famille {c;(o,A,.) ; PeP(A)} (cf.II.7). Comme fonc-

tion de u, EP (o,A,u) est invariante par n [b+aL ZJ , en particulier par nb. Donc
’
c;(o,x,.) ne dépend que de 1l'image de r dans R/b et d'aprds le lemme II.7.2, On a

EA(O—IXIU) = z z C;(O,K,Ll+nr+nb)-
reR/b  beb
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D'ol 1l'égalité

_ z |
I=rT J

1 Q(X,U)CZ(O,X,umr) ax du.
reR/b

. Lo,
ia x(laL/naL,Z)

Conme il existe U C iag, campact mod ia,, tel que pour tout r, c;i(o,)\,.) soit a
support dans U, il existe un ensemble R'C R, fini, tel qu'on puisse remplacer
R/b par R' dans la some ci-dessus. L'ensemble R' est indépendant de T. Pour la

méme raison, on peut choisir deux ensembles U, C U2 C ia ouverts relativement cam-

1
pacts, suffisamment grands, et remplacer ¢ par une fonction ¢' telle que

®(A,u), si UEUlr
() = {
0, si uﬁ’Uz.

Pour Pe<P(R), s eiaL, uweia, posons

L

dy (s = ] (s () 4s' () )5 (0,500 s’ (o)

avec les notations de II.6, et
5 <u,w_1wGT>
eP (Tlu) = eP(Tr]J) = r3 (TrWPrS(U) ,s' (U)) =g P

~

Ce sont des (G,A) -familles et EP (0,sp,1) =dP (SL,u)EP (T,4) . Remarquons que EP(T,,)

G

est invariant par R puisque Teaz. On voit alors que pour tous reR, AeiaL, ueia,

on a

r
(@A) = dlﬁ(A,meP(T,u).

D'aprés [A2] lemme 6.3, on a alors 1'égalité

r S r
c (o,A,u) = Z e (T, (@)L, .
A seFa) B s

() I=1, Z z

S
&' (1) (@) L (A, +nr) e (T,u+nr) dx du.
reR' SeF(A) J'iaLx(iaL/na s aoen .

L,Z)

(b) Soit Se¢F(A), notons M son sous-groupe de Lévi. Notons XS (T,.) la fonc-
tion caractéristique de 1'enveloppe convexe dans o® de 1'ensemble des points
—w;leT(log q), pour PeP(d), PC S, Ys (T) la projection commune de ces points

dans Oy Pour tout ueiag, on a 1'égalité
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=<y ,a>

ei(T,u) =J M )(S(T,a)e da
Y. (T

S( )+a

({A3] §3.1). L'intégrale intervenant dans 1l'expression (1) correspondant a un

couple (r,S) est donc égale a

@ | w X ,a) 9f () da,
YS(T)+a

ol

o5(@) = J L o' (A, 1) (dr)é(x,u+nr)e'<“+”r'a> dx du.
ig X(iaL/naL,Z)

. . . ~ -< >
La fonction @E n'est pas invariante par a; a cause du terme e F’2

, mais sa
valeur absolue l'est. Camme ¢' est & support campact en i, |<I>§I est de Schwartz
sur a/aL . On peut alors utiliser le raisonnement de [A3] §4. On obtient
- siMpL, l'expression (2) tend vers O quand T tend fortement vers 1'infini ;
- si M > L, la différence entre l'expression (2) et

J'Y (T)+a

[ S r L L
ML xp,(Trap ) Og (a;+a”) da™ dap
S L

tend vers O quand T tend fortement vers 1'infini.

On a
-<nr,a.>
JL ¢§(aL+aL) aal = (2mi)¥9 Te L 8" (A, -nrY) @) g0nry) ax
a o /nay, 4
et
=-<nr,a.>

J M€ L xi(T,aL) da; = ei(T,an) .

Y, (T)+a

S L
Posons alors 12=Tl(2ni)rg Let
B o=1, Z J <I>'(>\,-an) z ei(T,an) (dr)é(k,an) dx.

reR' iaL/naL’Z SeF (L)

On a montré que Q-I tend vers O quand Teag tend fortement vers 1'infini.

(c) Soit SeF (L), Heay . On peut calculer ei(T,u) de la fagon suivante.

Fixons UeaL, général. Alors
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-1 42

My =lin, o =g g o 6 (umut) T,
PeP” (L)

oll ueR et v est n'importe cquel élément de W tel que w;lB CP (cf. [A2] §2 pour

la définition de SP). La fonction u - SP(u-uU)_l a en général un pdle en u=0.

Soit o le plus grand des ordres de ces pdles. Alors uOLe?(p+uU).l est C en u=0.

On peut effectuer un développement de Taylor et on obtient

-1
o R —<py-ul,w_ “w T> o—f _
ei(T,p) = é' z ES jiﬁ'(q P )u=O d B (uaep(p-uU) 1) u=0.
T B=0 PePT (L) du du
Mais
dB —<p—uU,w;lng> 8 -1 GT 8 —<WGWéU,T>
;;g (q )y=o = (109 @ <Uyw W g

On peut donc écrire
G
—w wPu,T>

2 q (U ,T) ’
pePS (L) %

]

@

ol QP(p,T) est polynamiale en T.

Il existe deN, d > 1, tel que rLed_lR pour tout reR. L'égalité ci-dessus

montre que la fonction de T ei(T,nr ) appartient a 4q- Dans la relation (3), seuls

L
ces termes dépendent de T. Donc Qeqq-

. _ s ) S
(d) Ecrivons Q = mEp am,p Qm,p’ D'aprés la relation (4), le terme eL(T,an)

ne contribue & un coefficient a, o que s'il existe PePS(L) tel que wGwPrLeR.
’

Mais R est stable par W et cette relation équivaut & rﬁéR. Réciproquement si

S
r €R, eL(T,nr

18 L) est combinaison linéaire de fonctions Qm’o. Posons

R" = {reR' ; rLeR}. Alors

Il
-

z I ®'(A,—an) z ei(T,an)(dr)é(x,an) dx.
reR" iaL/naL z SeF (L)

La somme en S n'est autre que ci(o,l,nr

%

Comme R" est fini, en prenant U, assez

L)' 1

grand, on a @‘(X,—an) = @(A,—an) pour tout reR", %eiaL. D'ol

(5) 9y =1, z ®(A,—an)c£(A,nr

L) dx.
reR 1aL/nale
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Soit reR". Par définition

\ : -1
(6) cp(o,Amry) = lim Ty (rpn g (e 8p (nrph) T,

L W20 pep@r) P
pour ueiaL, ol Yp (u) et uP(u) sont définis de la fagon suivante : on choisit

P'eP(p) avec P' C P, on pose

YP (H) = EPI (OIA,H"T\r),UP(U) = UP' (ll) .

(7) Je dis que si erﬁO, ci(g,)\,an) =0. En effet pour PeP(L) et P' comme ci-des-
sus, uP(an+u uB(w (nr +p)). Canme rLeR on a wP.rLeR Canmme r #0, Wy, T
n'appartient pas au support de Un, donc uB(w ,(an+u)) =0 si p est assez petit.
D'ol notre assertion.

Supposons donc rL=O. Par définition, pour PeP(L), ueiaL, on a

(Ll) (T WPIISIS'I‘p)I
i.e.

(W_i,S,s ,s0)r2(w 118,8") rg(T,w 18,8'),

_ O
(8) YP(u) =r b

1 P
ol P' est comme ci-dessus, sL=>\, (o—l)sL=nr, s' =s+u. Remarquons que

os'=g'+nr, d'ol <a,0s'>=<a,s'> mod nZ vour tout ael. Pour fecia, sons
' C po!

a6 0=HTagEDP ][ ] s
a<0,00>0 a>0,wa>0

n-1 G .
S(-w(st+g)) Z q<W€+wnr,w (e (i)+T)> )

i=0
ol w=wP. ; et e  (s,8) = P (s,E)uP.(g). On a 1'égalité

9 (W /s,8')15 (T, wy008,8") =dy (s/m),

dont on laisse la démonstration au lecteur (on n'utilisera la valeur précise de

d_,(s,u) que pour o=w=1, auquel cas le calcul est facile).

La famille {eP. (s,.) ; P'eP(A)} est une (G,A)-famille, dont on déduit une
(G,L)-famille {e (s,.) ; PeP(L)}. Introduisons la (G,L) famille {Rp(s,«p,o,.) :
PeP(L)} (cf.II.6), et la famille produit 128 (s,0,0,.) =eP(s,.)RP(s,up,o,.). Il

résulte de (6), (8) et (9) que
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CE(UIAIO) = fL(SlwlolO) .
Camme Supp (v) C Ge' on peut appliquer le lemme II.6. On obtient
r e
(10) CL(GI)\IO) = eRIJ(SIWIO)I

ol e = eP,(s,O) = dPl (s,O)uP, (0) pour un quelconque P'€ P(A) tel que LP' soit un

sous-groupe parabolique de G. Je dis que
(11) si r, = Oetr¢ Aoy on a CE(G,A,O) = 0.

En effet dP' (s,0) contient en facteur l'expression

n-1
5 q<wnr w (e(i)+T)>
i=0
ol w = Wy Conme wreR, on a q<wnr,a>=l si aea(;. D'aprés les définitions (lemme

I1.2.2) la samme ci-dessus est donc égale a

"5 gmeb()>

i=0
On peut écrire wr = z+r', avec z = (2,...,2) € aG et r' € 07. On a <r',b(i)> € 7
et <E,b(i)> = iz. Ia somme ci-dessus devient
n- niz
Z g

i=0

(on a bien sGr nze?). Cette somme s'annule si z£%, i.e. si wr,z’az, i.e. si rfa,.

Donc si ry_/aw, dP' (s,0) =0, d'oll e = 0 et 1'assertion.

Remarque. C'est le seul point dans notre calcul ol intervienne vraiment le fait

qu'on travaille avec GL(n,F) et non pas avec SL(n,F).

Supposons maintenant rL=O et rea,. Je dis qu'alors la (G,L)-famille

2
{RP ¥,0,.) i PeP(L)} n'est autre que la famille déduite de la (G,A)-famille
{RP s,$,.) ; P'€ P(d)}. Soient en effet PeP(L), P'cP(A) avec P'C P, et ueiap . On

a RP s,¢,0,u) = Trace [IB|P.(s)IP.IB(o,s+u)nB(s,¢)]

= Trace [IB[P'(S)IP‘!B( (s+u)) I (0,s+u)1TB(s,sp)] .

B|B

On a o(s+u)= stu mod n R, d'ol IP.IB(o(sﬂJ)) = IP' IB(s+u) . L'opérateur I (o,stu)

B|B
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entrelace les représentations TTB(S'HJ) et TrB(o(s+p)) . Mais comme Tedg,

o(sty) = stumod n a,, et 'TTB(O(S-HJ)) = TrB(s+u) . Came cette représentation est

z

irréductible, car s+ueia, IBIB(U,s+u) est donc une homothétie. Camme

" _ . ' I
IBlB(o,s u)lK lK’ c'est 1'identité. Alors

R, (s,#,0,u) = Trace [IB|P. (s)I (s+u)1rB(s,¢)l

P'|B

=Ry, (s,9,1)

I

camme on le voulait. Alors Ri(s,w,O) RS(SAP) . Ce terme est nul si L # A (lemme

IT.6). Si L=A, (10) devient

r G
cA(o,A,O) eB(S,O)RA(S,‘P)-

Remarquons que si L=A, on a o= 1 ; la condition rL=O équivaut a r=0 ; de plus
s=A. D'aprés (7), (11) et ces derniers résultats, 1'égalité (5) devient

QO =0siL#A,
2 (s)e, (s, 00K, (5,9,0) ds, si L.

%=1 ia/na,

Camme T2=l pour L=A, et

en(s,0) = €t a-gH 1" /i (log @) 1 ™Ps(s)8(=s) = 16(s)8(-s),
n

on obtient la proposition. O
10. Soient f,weCZ(G) , supposons Supp (p) C Gg- On pose

I(£,p) = J[ £(g *hg) (h) dh dg.
G/Z(G) G

Cette intégrale est convergente.

= ~ . 00
Théoréme. Soient f € H(G), peC, (G) . Supposons Supp(y) C Ge’ Alors on a 1'égalité

I(f,0) =1 J £(S)RS (s,%) ds,
Re(s)=0
-1
S (—l)r1 1 RS o
ou t' = =0T A log(g) (2mi) .
Démonstration. Soit heGe. I1 existe un voisinage Vh de h et un campact Ch de

G/Z(G) tels que si h'th., geG/Z (G) vérifient g~1h' geSupp (f) , alors geCh. Par

compacité du support de ¢, il existe donc un compact C de G/Z(G) tel que si heG,
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geG/Z(G) vérifient £(g ‘hg)y (h)#0, alors geC. Soit Teag. Si d(T) est assez grand,
C C G(T). Dans ce cas

I(f,p) = £(g " hg)e (h) dh dg

IG (T)xG

G -n
&0 fomyxe *® Jre(s)=o

£(s)¢(s)u, (g™'hg) ds dh dg.

L'intégration est en fait prise sur un campact. On peut permuter les intégrales,
d'ol

T(f,0) =a® n'“[ F(9)88(s)1(T,5,0) ds.

Re(s)=0

1 -1

Remarquons que JLG(S)=Y(S)Y(—S)<S(S)— §(-s) ~. Posons <1>(s)=}(5)6(5)_16(—s)-1. C'est

[se)
une fonction C sur ig. On a

I(f,p) = dGn_n J{ d(s)y(s)y(-s)I(T,s,p)ds
Re(s)=0
_ 5G.mn ~
=dn 2 J @(S)CA(O,SL,os—s) ds,
ocW “Re(s)=0

d'aprés la proposition II.5 et le lemme II.8, et avec les notations de ce lemme.
Pour chaque oeW, soient Q(j et a° les termes dont 1l'existence est assurée par la
proposition II.9. D'aprés cette proposition et 1'égalité ci-dessus,

I(f,9)-dn™ £ o°
oeW

terd vers O quand Teag

Gg- ou d est le pgcd des dO(I(f,w) est constante comme fonction de T et les cons-

tend fortement vers 1'infini. Cette fonction appartient &

tantes appartiennent a g d) . Came on l'a déja remarqué, cela implique qu'elle est
nulle. A fortiori sa projection sur l'espace engendré par les Qm or Pour meJNn, est
’

nulle, i.e.

1(£,0)=d ™" 5 oY,
geW
i.e. grace a II.9
I(f,p) = dGT]—nT J 6(5)6(—5)@(5)13;(5,*/7) ds.
Re(s)=0

Comme §(s)§(-s)®(s)=f(s), on obtient la formule de 1'énoncé. O
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III. UNE FORMULE POUR LES GERMES DE SHALIKA.

1. Notons U 1'ensemble des classes de conjugaisons d'éléments unipotents de
G. Soient UeU, ueU, notons ZG(u) le centralisateur de u dans G, munissons ZG(u)\G
d'une mesure invariante & droite. On peut définir une forme linéaire Zu sur C:(G)

par B [ -1
G f(g "ug) dg.
(W\G

SN

Soit P un sous-groupe parabolique de G tel que U N NP soit Zariski-dense dans

NP’ i.e. U soit 1l'orbite de Richardson de P. Il en existe. On sait qu'il existe

une constante c(u,P)eT telle que qu = c(u,P)£P(1) pour toute feCOCO(G) . Pour f=lk ,
fP(l) = 1 est indéperdant de P, donc c(u,P) l'est aussi. On peut donc. normaliser
1'intégrale orbitale, i.e. définir une formule linéaire IU sur C: (G) par IUf=fP (1)

pour n'importe quel P vérifiant la condition ci-dessus. Choisissons un tel P, soit

M son Lévi. Pour sea

¢ posons

Ys) = &Nt EWG M (ws) .
We

Ce terme est indépendant du choix de P.

Lemme IIT.1.1. Pour toute fei((G), on a 1'égalité

If=n F(s)Y(s) ds.

-n J
U Re () =0

Démonstration. D'aprés la formule d'inversion de I.4 appliquée a M,

£y =M™ J 2 (5) M(s) ds.
Re(s)=0

Or £ (s) = E(s) pour tout s, d'ol

Py =dt £s)2M(s) as.

JRe(s)=o
Came f est invariante par WG, on peut remplacer s par ws effectuer la moyenne
sur WeWG. O
Soit L un sous-groupe de Lévi standard, disons L = GL(Ql,F)X...X GL(SLt,F) .
Notons o 1'é&lément

((1-21)/2, (1—21)/2+l, cees (21-1)/2, (1-22)/2, (1—22)/2+l, coer (9,2—1)/2, eel)
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de aL, et or, 1'élément

((1+5Ll)/2, .............. ,(1+21)/2,(1+1l2)/2, .............. ,(1+JZ,2)/2,...)
- G, -
de g . Posons st @) = {weW” ; wL = L}.
Lemme IIT.1.2. Soit U une orbite unipotente de G.
(a) Soit S, € 4 o élément en position générale. Alors la fonction sur aé‘
’
définie par st o gk (sL)_IJLU(sL+sL) est holomorphe en s=oP.

Notons JLLll(sL) sa valeur en sL=dL .

(b) La fonction Z[i] est holomorphe en S$170;,- Sa valeur en S170p, est

W st @ |

si U est 1'orbite de Richardson d'un sous-groupe parabolique de Lévi L,0 sinon.

e Loz ' .
Remarques. (1) Le (a) signifie précisément qu'il existe un ouvert dense de aL,(I:

tel que la propriété soit vraie pour sy, dans cet ouvert.
(2) Tous les sous-groupes paraboliques de Lévi L ont méme orbite de
Richardson.

Démonstration. Considérons d'abord un sous-groupe de Lévi M et la fonction

JZ,M (sL) = ZL(sL)_llM(sL+s ).
SL L

-<s,0>-1 =<s,0>

Son dénominateur ne contient que des termes l1-gq ol oceZG-ZL, ou l-q

pour acEL. Un tel terme ne s'annule pas en 0L+sL quand S, est général. Donc SL[;I

L
est holamorphe en sL=0L. Cette fonction contient au numérateur le produit des
termes 1-q “S'* 7 pour aest- (M n £ . Si a est une racine simple de L, i.e.
OLeAL, ce terme s'annule en sL=0L. Donc ll;[ (O'L)=O sauf si AL C ZM N ZL. Cette

L
condition implique L C M. Posons J&bf(sL) = JLI\; (O’L) . On a donc
L

M 3 ,

Ql(sL) =0siL¥ZM.
Supposons maintenant I € M. On vérifie qu'on peut trouver w;,wG tel que wM, wL
soient standards et wa>0 pour tout ocsAL ; i.e. on peut supposer M standard.
Supposons pour simplifier M=GL(%,F), L=GL(ILl,F)><.. WX GL(SLt,F) , notons Il’ ceey It

les intervalles {1,...,4% },...,{21+...+SL +1,...,2 +...+Slt}. Alors

1 t-1 1
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flsy) = ];4 L (1= ) g ST
oel -Z

- <s,0> - >-1, - <s,a>-1, -1
— ZMHZL . (1—q <s,oc>) (1-g S, ) (1-g <s,0 1) l(l-q S ,0 l) ,
a L =L o>
ol s = 0L+sL, i.e.
S.=S. S.-S,
M _ (1-g”i ~3) (1-g~j ~i)
Ly(s) = i 1 1 S.-s,-1

a,be{l,...t},a<b JeI, (1-g°17%57h) (1-q"37517h)

Pour a,be{l,...,t}, posons sab=(sL)i-(sL)j ol i, resp. j, est un élément quelcon-

que de Ia’ resp. Ib. Quant j parcourt Ib’ (oL)j parcourt 1'ensemble
{(l-ﬂ,b)/Z,. eey (Q,b—l)/Z}. Le produit en j dans l'expression ci-dessus vaut donc

_a

(1-¢* (1-g%)
(1-q¥) (1-q%)

Od a=s o+ (00) 1+ (8,71 /2, B=s_y - (07 + (4,71 /2, y=s p+ (0D = (4 -1) /21,

G=~sa_b— (oL) i+ (1—Jlb) /2-1, ou encore

q’Lb - a-gh
(1-q") (1-g**h

Quant i parcourt Ia’ (cyL)i parcourt 1'ensemble {(1—2a/2,..., (JLa—l)/Z}. Le produit

en 1 des termes ci-dessus vaut donc
) 1
Yt 1) %)
q .YI 6!
(19" ) (1-g” )

ol oc'=sab+(5Lb—JLa)/2, B'=sab+(2a—ﬂ,b)/2, Y'=sab-(£a+sz,b)/2, 6'=sab+(£a+9,b)/2.
En particulier les pSles led sont situés sur les hyperplans s b t(JLa+£Lb) /2.

Conme o, n'appartient & aucun de ces hyperplans, SLl\f est holomorphe en O,

_ —(0 — ' o' M .
Pour $; =0y, on a sab—(sla SLb)/Z. Alors a'=0, 1-q =0 et JLl (OL)=O sauf si le pro-

duit en (a,b) est vide, i.e. I=M. Dans ce dernier cas on a bien sGr SLI;(OL) =1.

Les assertions du lemme se déduisent immédiatement de ces résultats. O

Corollaire III.1. ILes formes linéaires IU sur H(G), pour Uel, sont linéairement

indépendantes.

Démonstration. D'aprés le lemme III.1.1, et les rappels concernant l'isomorphisme
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de Satake, l'assertion équivaut & 1l'indépendance lin&aire des fonctions méromor-

phes V. Celle-1a résulte du lemme ITI.1.2. O

2. Notons Greg 1'ensemble des éléments semi-simples réguliers de G. Soit
teGreg. Notons T son centralisateur dans G, fixons une mesure invariante sur T\G.
Pour feCoco(G) , on pose

b0 = | £t ag.
TG

Dans le cas ol tsGe, on supposera la mesure sur T\G telle qu'on puisse dans la
formule ci-dessus remplacer T\G par Z\G, la mesure sur ce dernier ensemble &tant

normalisée came en I.1. En général, on choisira la mesure sur T\G telle que la

fonction ¢ £ soit localement constante sur G 9.

Proposition III.2. Il existe un ensemble {FU ; Uel} de fonctions sur K N e

uniquement déterminé, tel que pour toute ¢eX(G) et tout teK N cred , on ait

1'égalité

b(t) = Z T (BT £f.
£ Uell U U

Cette proposition résulte des travaux de Clozel [Cl]. CEf.[W] pour la preuve

de 1l'existence des fonctions I‘U. Leur unicité résulte du corollaire III.1. O

. . N 0
3. Proposition III.3. Soit PeC, (G) . Supposons Supp(v) C Gg N K. Pour tout

Uel, il existe rU(w)e(r tel que pour tout seag,, on ait 1'égalité

o8

Pgi(s,w) = Z rU(v:)JLU(s).

Uel

Démonstration. Soit feX(G). On a 1'égalité

1(£,9) =j ¢ ()3 (h) dh.
G

Comme Supp (¢) C G N K, il résulte de la proposition III.2 que I(f,p)=0 si JUf=O
pour tout Uel. Donc pour tout Uell il existe aU(ap)e(I: tel que
I(f,9) = Z (p)J £
Uel v v

pour toute fe¥((G), i.e. d'aprés le lemme III.1.1

~

I(f,p) = n_nj z aU(sU)ILU(s)f(S) ds
Re(s)=0 Uel
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En comparant avec 1'énoncé du théoréme, on voit qu'il existe des coefficients

(cp) tels que, en posant ¢(s Pl(S,‘P)— Z r (\O)JLU(S), on ait

Uel v

(1) q>(s) (s) ds =0

J Re(s)=0
pour toute feH(G). La fonction ¢ est ¢’ sur ia/naz. Supposons démontré que
PYG\(.,up) est invariante par W. Comme les fonctions JLU le sont, ¢ 1l'est aussi.
Comme f décrit les polyndSmes en qsi invariants par W, quand f décrit H(G), la
relation (1) implique alors ¢=0.

I1 reste a démontrer que Ri(sm) = Ri(ws,&p) pour tous seia, weW. PeP(Ad),

Heia, un calcul formel montre que
-1
(stw "n)

Trace [IBlP(ws)IP|B(ws+u)ﬂB(WS,¢)] = Trace [I g1 1p (s)I

B| wip|w B

‘"W_.IB(S'SO)] .
- - -1 s
De plus GP(u) = ew lP(w ). D'ol

-1

Ri(ws,w,u)

z Trace [ (wWs) I (ws+u) T, (ws,9) ] 6 (1)
PP @) plp P|B B P

-1

z Trace [ I

-1 -1
(stw "wm ~l,(s,p)]1 6 (w 1)
PP (a) w'B P

BIP le"lB

=G -1
Ry (s,p,w W,

oll R est défini de fagon analogue & R, en remplagant B par w-lB. D'ol
Rg (ws,¥,0) RA(s,w 0)

On a déja remarqué que ﬁi(s,«p,o) = Rg(s,sp,o) ([A2] §7) . Cela achéve la démonstra-
tion. 0O

Il ne semble pas évident de démontrer directement la proposition. Le seul
cas accessible (pour l'auteur) est celui de GL(2). On a alors, pour ueia

V2 -v2
AT Trace [ 1(s,p)] + PR

Rg(s,%u) = Trace [ I(w,ws)I(w,stu)m(s,¥)]

ol w est le seul élément non trivial de W et a 1l'unique racine > O. Le premier
terme est nul car Supp(«p)CGe. Comme Supp (9)CK, m(s,p) est indépendant de s, on

peut le noter m(y). Posons I(t)=I (w,%‘-“) pour teC. On obtient
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Rg(s,tp,u) = ?-5;% Trace [ I(-<a,s>)I(<a,s+u>)m(@)].

On a le lemme bizarre :

Lemme ITI.3. Pour u,teC, on a 1l'égalité

I(t)oI(u) = A(t,u)I(l) + B(t,u)I(t+tu),

ou
At w=0+q"Y) 1= H -4 (1-q~ Ty (g1 g Lot )T
B(t,u) =__q—l (l—ql_u) (l_ql-t) (l—q-l_ (t+u) ) (l—-q_l—u) -1 (l—q_l_t) -1 (l-ql_ (t+u) ) -1 .

La démonstration n'est qu'un simple calcul. O
Remarquons que I(1l) n'est autre que la projection orthogonale sur 1g- On déduit
de ce lemme une relation de la forme

f(s,x)
X

Pg(s,%u) = e(s,x) Trace [I(1)T(p)] + Trace [ I(x)7(p)]

ol x = <a,u> et e(s,x), f£(s,x) sont c” en x=0. Puis

Rg(s,tp)=e(5) Trace [ I(1)m(p)]+£'(s) Trace [I(0)m(p)]+£(s) Trace [I'(O)m(v)],

f(s)=f(s,0). Mais I(0)=id, et

ol e(s)=e(s,0), £'(s) = [% f(s,x 1 K

o
Trace [I(0)m(p)]1=0. D'od

(2) E(s,w)=e(s) Trace [I(1)m ()] +£(s) Trace [I'(O)n(0)].
Il est facile d'expliciter

e(s) = £ log(q) 2} (s),

£(s) = =v2 20(s),
oll ici &', resp. !LU, correspondent a 1l'orbite unipotente triviale, resp. non

triviale. La relation (2) redémontre la proposition dans ce cas.

4. Soit L un sous-groupe de Lévi standard de G, disons

L=GL(21,F)><... GL.(Jlt,F). Pour g=(g1,..., gt)eL, notons hL(g) 1'élément

(al,...,al, E YRRRRLPY a3,...)

—— —————

!ll 22

a,
de g, ol pour ie{l,...,t}, a;cD vérifie |det gi|=q it

. Pour Pe¢P(L), notons
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KP 1'espace des fonctions localement constantes sur K N P\K, & valeurs complexes.

Pour Sedp oo ont peut prolonger uel(P en une fonction ug G - T vérifiant
r

-<p_+s,h (2)>
us(ﬁlng)=q P hL us(g)

pour tous geG, LeL, nsNP. Notons Indg(s) 1'espace de ces fonctions ug. Les
opérateurs suivants sont définis sur KP rmais il sera parfois utile de les consi-
dérer comme définis sur Indg(s) . Pour geG, on note us (s,9) l'opérateur de KP
défini par [ﬂp(s,g)'(u)] (k) =u (kg) pour tous uel&), keK. Si tpeCZ(G) , on définit de

méme 'lTP(S,tp) . Soient P,P'eP(L) et sea On définit un opérateur d'entrelacement

L,C"
IP'IP(S) : KP - KPI par

s)ul (k) = & (s) J[ u_(nk) dn

S
Np™ Np \Np

keK, ou ILP. IP(s) est le facteur de normalisation tel que

[IPllp( Pl[P

pour tous ueKP.

(s)lK=1 Ce facteur se calcule de la fagon suivante. Posons B(P)=(B N L)N_,

Iprip K"
B(P")=(B N L)NP,. On a B(P), B(P")eP(@®), KPCKB(P)’ KP'CKB(P') et TTP(S,.), resp.

Mo (s,.), apparait comme sous-représentation de m (s+oL,.) , resp.

B(P)
TTB(P,) (s+oL, .) (c£.III.1 pour la définition de O'L) . On doit alors avoir

B L
IP'[P(S) = IB(P')]B(P)(S+° )lKP '

et on en déduit

L L
QP,IP(S)=QB(P') I5() (s+ol)= I (1-q <stoT, 0> (1-g 1-<sto™,0>) =1
0eD(P,P'")
ou D(P,P') est l'ensemble des anG tels que a>B(P)O et OKB(P')O’ ce qui équivaut

a cx>PO et a<_,0 (pour un parabolique Q de G, avec ACQ, et pour une racine oteZG,

Pl

on note a>QO, resp. a<.0, si o, resp. -0, intervient dans 1l'algébre de Lie de NQ)

Q
On pose
~ ... L
Lp® =0 T =g TS (s
aeD(P,P')
On vérifie que si s=(sl,..., Sn) et ueKP, 1'élément IP' IP(s)u est polynamial en
s -s s -s

1

1 n n
engqg , g reeer 9 , g .
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Notons P° (L), ou simplement P°, le sous-groupe de Borel de G pour lequel

les racines positives sont

{0282 ; >0} U {acZV ; a<o}.

Le sous-groupe parabolique standard de Lévi L est LB(=LP°). Notons
it K = Kpor Ay 2 Kpp = Ky

les injections naturelles et
e, ¢ KPO—»KLB, e : KB—)KLB

les projections orthogonales. On a par exemple

(e, ) (k) = [ f(hk) dh

e

pour tous feK keK.

Po’
. _ L V2 cz
Lemme IIT.4.1. Soit SLeaL,(B' posons s=0 +sL. On a 1'égalité
= ji!
Tg[pe (&) = ipoep:

(s) est induit & partir d'un opérateur

Démonstration. L'opérateur I | po

L L L L L L
oA L|pon L(o ) s IndPom L(o ) - IndB A L(o ).

On est ramené au cas L=G. Il est bien connu dans ce cas que L (oG) a pour

B|Pe
image 1'unique sous-module irréductible de Ind.g (cG) , qui est de dimension 1, et

qui correspond a iI:(KLB) quand on identifie Indg(oG) a K,. De plus I s) com-

B B|P°(

mute & 1l'action de K. Donc les deux opérateurs de 1'énoncé sont proportionnels.
En comparant leurs valeurs sur la fonction lK' on obtient leur égalité. 0O

. 0
Pour SeGL’m, ueia,, PeP(L) et speCC(G), posons

R, (L,s,p,u) = Trace [I (stu)m . (s,9)]

8|p %) Ip|18 LB
L'ensemble des fonctions RP(L,s,w, .) pour PeP(L) est une (G,L)-famille ([ A2]§6).
Remarques. (1) Pour L=A, les fonctions RP(A,S,w,.) sont celles notées RP(s,np,.)
en II.6.

(2) 1La (G,L)-famille {RP(L,s,np,.)} ne doit pas étre confondue avec la (G,L)-

famille déduite de la (G,A)-famille {RP(A,S,SO,-) ; PeP(A)}.
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On peut introduire la fonction RL(L,s,«p,u) , puis %(L,s,&p) = RL(L,s,\p,O) .

Lemme II1.4.2. Soient {d, ; PeP(L)} une (G,L)-famille, {c = R, (L,s,¥,.);PeP(L)}

la famille produit, cr la fonction déduite de cette derniére famille, 4 la valeur

commune dP(O) pour PeP(L). Supposons Supp(y) C Ge’ Alors on a 1'égalité

cp,(0) = R (L,s,¥).

La démonstration est analogue a celle du lemme II.6. O

Pour sea.

L’ ueiaL, P,P'eP(L), posons

L L
jP'|P(s’U) _ I (1-q 1-<stu+o,0> -l-<s+0™,a>

aeD (P,P')

-1

) (1-q )

L'ensemble des fonctions jP|LB(s,.) pour PeP(L) est une (G,L)-famille. Pour
PeP (L), on pose

RP(L,S,‘PIU) = jPILB(S;Ll)RP(L,S;W,U) .

Cela définit la (G,L)-famille produit. Remarquons qu'on a 1'égalité

~ i L
RP(LrSr‘prlJ) = [ II (1-q l-<s+0,0>

-1 |’~ ~ }
Tr I , ,
0eD (2, 1) ) ] ace | LB|P(S)IP]LB(S+U)TTLB(S ¥)

ol D(P,LB) = D(P,LB)Y D(LB,P).

Proposition III.4. Soient L un sous—groupe de Lévi standard de G, L:GL(JLl,F)X...X

O
c . - .
GL(SLt,F) , et «peCC (G) . Supposons Supp (¥) Ge. Soit SLEGL,(I un élément en position

générale. Alors la fonction sur aaI':' définie par

L L, L -1 L
s = L (s) RA(A,s +sL,so)

est holamorphe en sL = oL. Sa valeur en ce point est égale a YRL (L,sL,w) , o

t [ -Rk(!?,k—l)/Z !Z,k
q

1

¥ = (@20 (105 9" - ™ 1 (1-q
k=

)

La démonstration suivante est due & Arthur. Il nous semble plus simple de
1l'adapter au cas particulier qui nous intéresse que de déduire notre énoncé de
1'énoncé de Arthur ([Al] proposition 9.1).

Démonstration. Pour SLeaé, posons s=sL+s D'aprés les définitions précédant

L
1'énoncé et le lemme 1.2, on a

Ry (B,5,9) =R, (B,5,9).
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Soit v un point iag, en position générale. Pour une fonction £ définie sur un sous-

ensemble V de e stable par translation par iag, et pour me IN, peV, posons

&™) ) = {4%2 f(u+xv)] )
dx x=0

D'aprés [A2] §6.5, on a

1 ) n-1 -1

(A,s,9) =TT 9 (L,s,»,000,(v) ~,
Ry DT L Ry p
ol encore
EA(A,5,¢) = '(—n%_lv b [ I (1—q-1_<s’a>)-l] Trace [fBlP(s)8n—lfP|B(s)
* PeP(d)laeD(P,B)
o (s,9) (8, (w7t
B P °
~ sl _Sl Sn _sn
Les opérateurs I sont polynamiaux en q ~,q seeer 9, 4 , si s=(sl,...,sn).
A fortiori ils sont holamorphes. L'holomorphie de QL(sL)_lﬁA(A,sL+sL,<P) est donc
controlée par celle des fonctions
2L(SL)—l I (l_q-l—<s,oc>)—1
aeD (P, B)
—<sL a>, -1 —1—<sL,oc> -1-<s,0> -1
=[H (1g ) ][ I (1-q ) I (1-q ) ,
OLeZ.L aeE (P) aeE' (P)
ol
-_— . L-
E(®) = {aex;000, 02,0} U {aeX™;a< 0,00,
E'(®) = {aex%ads”, w0, a< 0} U {aex%ags®, a<0,05,03.

Le premier produit n'a pas de pdle en sL=oL. Le secord non plus, évidemment.

Ie troisiéme produit porte sur des ocz’ZL. Pour un tel a, <sL,a> n'est pas identi-
quement nul. Alors pour s, général, ce dernier produit n'a pas de pdle en sL=oL.
D'ol la premiére assertion de 1'énoncé. Pour s, général posons maintenant SL=OL.
On a <OL,OL>=—1 pour toute racine simple dans ZL. Le deuxiéme produit ci-dessus
est donc nul seulement si ces racines n'appartiennent pas a E(P), i.e. si elles

sont toutes <PO. Posons P°=P°(L). Introduisons la distance d(P,P') usuelle entre

sous-groupes de Borel. La condition précédente équivaut a
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(1) d4(,B) =d(p,P°) + d(P°,B).

Notons P' 1'ensemble des PeP(A) vérifiant cette condition. Alors la valeur r(sL)

L -1

de la fonction Sl I%(A sL+sL,<P) en sL—oL est égale a

(2) r(SL) =y, PZ rP(sL) Trace [IBIP(S) an'l EP|B(s)nB(s,«p } l:,(\)) -1

‘PI

oﬁs=crL+sL,

Y1 T o0t

et L
L -1-<0ts_,0> _
rp(s;) = [ n (- 1-<o ,a>)} [ I (1 L™ 1}
aeE (P) acE' (P)

Fixons PeP'. On vérifie grlce & la relation (1) les égalités

I (s) =’f

8P B|pe 9 Tpo p ()1 Tp () = Tp|pe () Tpo|(s)

On obtient d'abord

[~ n-1~ 1._ ~ ~ n-1= 1
Trace LIBIP(S)E) IPIB(s)ﬂB(s,ap)J = Trace IB|P° (s)IPoIP(s)B IPIB(S)TTB(S,&P)J

~ n-1% ~ ]
'I‘race[IP°|P(s)8 :LPlB(s)vrB(s,w)IBIPo(S)J

n-1= =
Trace[ Ipo IP(S) 3 IPlB(S) IB|P° (8)Mpo (54%) ] .
En développant la dérivée selon la formule usuelle, on obtient

n-1 .
n- _ (n-i\ A
(3) Trace [IBlP(s)a PIB(S m (s,«p)] = ifo \i }TP(l),

~

ou

oy >~ n—-l—l ~ ]
TP(l) = Trace [IPOIP(S )3 P|Po 9 IPolB(S)IB|Po(S)ﬂPo(s,w)J-

. i~ a4 _
Lemme II11.4.3.(a) Pour i=0,...,n-t-1, on a 93 IP°|B(S)IB]P° (s) = 0.
(b) On a 1'égalité
I'l— .
tfP°lB B|P° = Yooty

L
Y, T (n-t) ! (log q)n—t [ I L<\),a>:' 1'5__‘ L(l.—q 1-<o ,oc>) )
oel
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Rappelons que AL est l'ensemble des racines simples de L.
Démonstration. Pour j=1,...,t, notons L(j) le sous-groupe de Lévi de L (et de G)
des éléments (gl, ceey gt) de L tels que gj appartienne au sous-tore diagonal de

GL(Qj,F) . Posons P°(j)=P°(L(j)). Soit s'eaq:. On a 1'égalité

~

~ t ~ ~
1 - )
IP°|B(S ) BIPo (s) = jl;ll IP0|P0 () (s )IPo ) lPo (s),
le produit étant pris dans n'importe quel ordre. Par la formule usuelle de déri-

vation d'un produit, on obtient

i~ ~ il by~ ~
0 o x(S) o(s) = z T Im s -t L (8)I o, o (s)
pP°|B"" "B|P TR g LT P° (3) |P

On est ramené a considérer séparément chaque bloc GL(JLj,F) , i.e. au cas L=G.

Supposons donc IL=G. D'aprés le lemme 1.1, I oG) est proportionnel a i'ce

BIP"( G G
L L] ) A T L] 1! 9
Pour s €ap 1'image de 1'opérateur IP°|B(S )olG est contenue dans celle de ig
i.e. dans G:lK. I1 existe donc y(i)eCT tel que
i~ G, Gy _ iy
3 P°|B(° )IB|P°(0 ) = Y(l)lGOEG.
Et y(i) est déterminé par la relation
i~ G\~ G s
) POIB(O )IBlPo(o Mg = v(1) 1k,
i.e.
[ab~ G, .\~ G, ] .
— I o1 o(0+xV)I_| o(07)1 = vy(i)1,.
lgd P |B B|P Kjx=o K
On calcule
G G
~ G, =~ G _ [ -1+<0~,0> _~l-<o7+xv,0>
IPolB(O +\))IB|P0 (0 )lK = L I (l°q ) (l q ) ]-K ’
>0
d'ol
G i G
. -1+< > -1-<0 +
(i) = { n (-q 0@ )jl r—di (1-q ¢ xv,a>)] .
>0 dx™ a>o X=0
. -l—<oG o> G
Mais 1-gq '™"= 0 pour toute racine simple oeA”. Pour que 1'expression ci-des-

sus soit non nulle, tous ces termes doivent donc étre dérivés, ce qui implique

i > n-1. En i=n-1, on obtient
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n-1 G G
[@ m (- -1-<g X0, 0 - (et I " ~1-<g ,oc>)]
[Son-1 e ¢ 4 |
dx >0 x=0 0>0,0£A
G
a -1-<0 +xv,0>, |
I G [—3 (1—g ) .
ael x=0

Pour oceAG, on a —1—<0G,a> =0 et

G
[% (1-q~1=0 +xv,a>)] —<v,05 109 q.
X

=o
En regroupant nos trois derniéres formules, on obtient 1'expression (b). O
Poursuivons la démonstration de la proposition. Multiplions 1'expression (3) par

GP(\))-l. Supposons v = y\)L+\)L, ol vL, resp. v, est un point général fixé de iaL,

resp. iaL, et YER , y>). Faisons tendre y vers O. On calcule aisément

n=1-iz

. n-1-i>
lim 9 IP|P° (s),

-0 Tpipe(s) =3
ol pour toute fonction f définie sur un sous-ensemble V de ar stable par transla-

tion par iaL et pour peV, jeN, on pose

. j
038 () = 192 £y |
I-dxj L Jx=0

i~

i _ i iy
P IP°|B(S) y BlIPoIB(s),

_ L . -1
1= V- Enfin eP(v) a

un pdle d'ordre |APOZL[ en y=0, ol A, est 1l'ensemble des racines simples relati-

ol Bi est 1l'opérateur analogue a ai, relatif au point v

vement 3 P. D'ol

e ™t =0, si a1t

.

Remarquons que |4, N ZLI < n-t. Posons P" = {PcP' ; IAP n ¥ = n-t}. D'aprés ce
qui précéde et le lemme III.4.3(a), on obtient
. ~ -1 -1 _
(4) lJ.my_)O Trace [IBlP(s)a IPIB(s)nB(s,¢)] E)P(v) =
0, si P¢gP" ,

(n-1Y ;. 5 -1, "
lJ_m}Ho TP(n t)eP(\)) , si PeP".
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Pour PeP", on a A, N = {-q ; aeA}. on voit que l'application P(L) - P(d) qui

a QeP(L) associe P°(Q) = (P° N L)N,, est une bijection de P(L) sur P". Fixons

NQ
maintenant QeP (L) et supposons P=P°(Q). On a

-1 G L -1
SP(\)) = mes (a /Z'(AP)) 0Llél <a,yviHv > T,

S

ol Z(AP) est le réseau de aG engendré par AP, d'ol

Lin o v o, 07! = mes (6%/2(a)) (1" [n, <a,vL>_l}[ n - <o >'1]

“oel OI,EAP—{-AL} L
1

= (™t [ n <a,vL>_l] mes(aG/z(AP))mes(ai/z(AQn'leQ(vL)" ,
ael

ol Z’(AQ) est le réseau de ag engendré par A, i.e. par les projections o, des

Q
oteAP—{—AL}. On voit que le guotient des mesures est égal a mes(aL/z(AL)), i.e. &

g2

10 % . Avec le (b) du lemme III.4.3, on conclut

. -1 _ _ n-t 172 |
(5) llmwO Tp(n=t)6,(v) ~ = (n-t) ! (-log @) (8y---2,) MZE_AL

L ~ -
(1-q 1-<g ’u>)] Trace[IPolP(s)B't_llplpo(s)iLeLTr o(s,qo)] OQ(\)L) l.

Soient sI"eaL T et s'=oL+sI". D'aprés le lemme III.4.1, il existe une application
4

[ Ind.go(s') - IndiB(sI") rendant le diagramme suivant commutatif :

L

® K > IndS (s")

Ny f
IB]P° (s") KLB I
| A
o

» Ind3, (s")

gy (s;)

‘L

On a un diagramme analogue en remplacant P° par P, B par B(Q) et LB par Q.

Enfin on a un diagramme

T '
Indg(s') B(Q) JL(S ) )Img(Q) (s")

\ G EEQ]LB(SI',) \ G,
Tp|pe (") _//////»vl“dLB(Si) l,,/////3>*I“dQ(SL>
a L Tpipe (s “L,,p

N G 1 ’
IndPo (s") 7 Il’ld.P (s")
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(la condition (1) permet d'utiliser ici indifféremment I ou E) . Came le rectan-
gle et le parallélogramme du haut sont cammutatifs, celui du bas 1'est aussi. On

en déduit un diagramme commutatif

KLB >K
= : o
I IQlLB(SL)
e, iPlPo(s') eL,p
KPo %KP

ol e, p est la projection orthogonale. On peut dériver ce diagramme en SI'..=SL
4

dans la direction de v, On peut ensuite camposer le diagramme obtenu avec un
diagramme analogue obtenu en inversant les rdles de P et P°. On obtient alors

la relation
~ -1 _ -1
e IP°|P(S) 3 IP|P°(S) ILBlQ(SL) 3 IQ|LB(SL)%'
. . . s L. .
En composant avec i, et puisque e i, est 1l'identité de KLB’ on obtient
~ -1 . -7 -1z
e IPOIP(S) 3 IPIPO(S)LL ILBlQ(SL) P} IQ]LB(SL) .
Par ailleurs d'aprés (6), on a 1'égalité
e Tpo (S,¥) = WIB(SL,w)eL.
De ces deux égalités et de 1l'invariance de la trace, on déduit
(7) Trace I-E (S)B't_l~ (s)i T.o(s,p) | = Trace T (s )B't_lf (s,)
el Tp|po (8)ieyMpo (s 1B|0 °L ol 'S
TTLB(SLM)] .

De (2), (4), (5) et (7), on déduit 1'égalité

- [z ol -1
r(s;) = Y5 Qj(m tQ(sL) Trace [ILB|Q(SL)3 IQ|LB(SL)1TLB(SL'¢) SQ(\)L) ,
ot
—1—<0L+ o>, -1
tQ(SL) = II (l_q SL, ) ’
(XE_Q(Q’LB)

L L
1 172, n-t _ ~l-<o", > <o o>, -1
Y3 = et Rgee by T (Flog @) [aerZIL—AL(l q )]LIJXL(I-q ) ]

En inversant les calculs du début de la dé&monstration, on obtient alors
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r(SL) = (t_l)!Y3RL(LISLI‘p) 7
ou encore, d'aprés le lemme III.4.2
(8) r(sy) = (t—l)!Y3RL(L,sL,W).

On calcule aisément le produit figurant dans la définition de Y3 C'est le produit

des termes correspondant & chaque bloc GL(li,F). On est ramené au cas L=G. Alors

G G o
[ n (-g" 7% '“>>] [ m (1-q% '“>>'1] - [ n <1—q'1"1+3>}
ackh Gl 1<i<i+1<j<n
[ ! ‘l‘q_l_j+i)(l-q_i+j)'1(1—qi'j)_l]
1<i<jsn
= =g 1-¢"™™ ... (a-a7 3 - H I - gy L agthH T

n-1)/2

(1-q) P (1-qM) g™ ¢

On calcule alors (t—l)!y3 et (8) devient 1'égalité de 1l'énoncé. O

5. Soient Uel,P un sous—groupe parabolique standard de G, de Lévi

L:GL(ll,F)X...XGL(Qt,F). Supposons que U est l'orbite de Richardson de P. Posors

t (1-2,)/2

_ ol 1/2 1-t -1 [ =y -1
Yy = (D7 R gty .2 ) T T (log @) TSty (L) | kn1 E c(f-1) .
On vérifie que ce terme ne dépend pas du choix de L (tous ces choix sont conju-

gués) . Pour tout ouvert campact V C G, notons lV la fonction caractéristique de V.

Proposition III.5. Soient Uel, L come ci-dessus et x<Ge N K. Soit V un voisinage

ouvert compact de x dans G. Si V est assez petit, on a 1'égalité

_ -1
FU(X) = YU(HES V) RL(L,OL,lV).

Démonstration. Pour tout U'el, le germe FU' est localement constant. Cela résulte
de la formule qui définit les germes, de 1'indépendance des formes linéaires IU"
et de la constance locale des intégrales orbitales. Soient XeGeﬂ K, V un voisinage

de x dans Geﬂ K tel que FU' soit constant sur V pour tout U'el. On a alors

I(f,h) = 2 T ,(x1.,(£f)
U'eU U v
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pour tous heV, feX(G), d'ou

-1
(mes V) J I(f,h)1(h) dh= Z T ,xX1I1_, ().
G lv U'el u v

Avec les notations du théoréme II.10 et de la proposition III., le membre de
gauche est égal a

T' (mes V)_l J E(s) z rU.(lV)RU'(s)ds.

Re(s)=0 U'el
D'aprés le lemme III.1l.1, le membre de droite vaut

—n[

n HORE I S x) 20 (s)ds.

JRe(s)=0 U'el

On en déduit facilement 1'égalité
(1) I (0 =t mes V) lr (1)
8] uve”

On calcule rU(lv) de la fagon suivante. Soit S, W point général de a Notons

L,C"
L_L . L, L -1 L -
r(sL) la valeur en s =0~ de la fonction £ (s) PA(A,S +SL’]V) . D'aprés la

proposition on a
r(sL) =y RL(L,SL,lv).
D'aprés la proposition III.3 et le lemme III.1.2, on a

Ul
r(s.) = 2 r_ (L)% (s.).
v Lty (s

D'aprés ce dernier lemme, au point Sy,

= OL’ on obtient
L. G -1
r(op) = r () a W] st @].
D'ol

2) ry(ly) = v[W| @lst, @ )R @0, 1)

L'égalité de 1'énoncé résulte de (1),(2) et de l'explicitation des constantes. O

Exemple. Pour U = {0}, on a L=G=GL(n,F). La représentation 7

G(OG,.) est la re-
| (n+l)/2

présentation |det(.) . Pour V C K, on a donc
RG(G,OG,].V) =mes V.

1

n-lnqn (r1—l)/2C n-1)"L.

Alors F{o}(x) = Yo} = (-1) On retrouve le résultat de

Rogawski (pour GL(n)) ([Rl).
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