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RELEVEMENT DES CARACTERES D’UN GROUPE

ENDOSCOPIQUE POUR LE CHANGEMENT DE BASE C/R

Abderrazak Bouaziz

1-INTRODUCTION.

Soit G un groupe algébrique réductif connexe défini et quasi-déployé sur R.
On note G le groupe obtenu & partir de G par restriction des scalaires de € a R.
L’élément non trivial du groupe de Galois Gal(C/R) opére dans G par un
automorphisme rationnel qu’on note a. Soit H un groupe endoscopique pour (E,a)
(voir [S-1]). On fixe un plongement permis (voir 2-3) T de LH dans LE. Si P est
une section admissible de LH,on note P =§o?. C’est une section admissible de
I'é.Le L-paquet de Langlands associé a ¥ est réduit a un seul élément. C’est une
représentation irréductible de G(R) stable par a. Son caractére tordu,qu’on note
B%,est une distribution sur E(R) stable par a—-conjugaison (i.e. stable par les
automorphismes x — a(g)xg_l,g e G(R) ).

Le but de cet article est de décrire le lien,quand ¥ est bornée, entre

<%

et le caractére GP du L-paquet de représentations de H(R) associé a P. Le
résultat précis utilise la notion de relévement de distributions de H(R) a E(R)
que nous rappelons briévement. A chaque fonction f dans C:(E(R)),Shelstad
associe une fonction fH (pas unique) dans 1’espace de Harish-Chandra-Schwartz de
H(R) qui est définie par ses intégrales orbitales stables a partir de f (voir
[Ss-1] ) . Si @ est une distribution tempéré stablement invariante sur H(R) ,

@(fH) ne dépend que des intégrales orbitales stables de f, . Ceci permet de

o om

définir une distribution sur G(R),notée LiftGG ,par Lift

H HG(f): G(fH).Elle est
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A. BOUAZIZ

stable par a-conjugaison . On 1’appelle relévement de ® & G(R). Nous

montrons,dans cet article,que 9% =€ LiftﬁBP ol ¢ est un signe que nous
précisons dans le texte. Ce probléme a été posé par Shelstad dans [S-1]. Comme
application nous montrons que si la fonction f ci-dessus était en plus K-finie,
oi K est un sous—groupe compact maximal de G(R) , on peut choisir fH dans
d:(H(R)) ,KH—finie ol KH est un sous—groupe compact maximal de H(R)

Je remercie D. Shelstad pour 1’ intéret qu’elle a porté a ce travail ,et
L. Clozel pour avoir attiré mon attention sur 1’application au transfert de

fonctions K-finies .

2-GROUPES ENDOSCOPIQUES.

Dans ce chapitre nous rappelons les définitions et résultats de

[S-1],concernant les groupes endoscopiques,dont nous avons besoin.

2-1-Notations.

Si H est un groupe algébrique défini sur R,on note H(F) 1’ensemble de ses
points rationnels sur F (F= R ou €). Pour alléger les notations,on identifie
souvent H avec H(C);on le fera souvent sans commentaire. L’action de 1’élément

non trivial o de I' = Gal(C/R) sur H(C) sera notée o On notera H le groupe

0
obtenu a partir de H par restriction des scalaires de € a R. On identifie les
groupes H(C) et H(C)xH(C) avec l’action de o donnée par Oﬁ(x,y) = (oH(y),oH(x)).
Le groupe H(C) s’identifie,alors,avec ﬁ(R) par:x pq(X,GH(X)).On notera Ay (ou
simplement a) le complexifié de oH,c’est un automorphisme rationnnel de H. Avec
1’identification ci-dessus,on a aH(x,y) = (y,x)

On notera H° la composante connexe de l’@lément neutre d’un groupe
algébrique H et S, la composante connexe (pour la topologie ordinaire ) de
1’élément neutre d’un groupe de Lie réel S .

Si T est un tore complexe,on note X(T) le groupe de ses caractéres rationnels et
XV(T) le groupe de ses sous-groupes 4 un paramétre .

Si H est un groupe algébrique réductif complexe et T est un tore maximal
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CHANGEMENT DE BASE ¢ /R

de H,on note R(H,T) (resp. RV(H,T) ) le systeéme de racines (resp. coracines) de
T dans H .Si 8 € R(H,T) on note ﬁv sa coracine .Si B est un sous—groupe complexe
de H contenant T,on note R(B,T) le sous—ensemble de R(H,T) formée par les racincs
de T dans B .On note R(H,T) le groupe de Weyl de (H,T)

On notera W le groupe de Weil de k .Comme ensemble on a W = € x I' avec la
loi de groupe donnée par:

(21,7)(29,75) = (8111221'1(22)"172)

=a, =1, a__=-1eto(z) = z .

ou a = a
lo [ole]

11 ol

2-2-L-groupes.

Dans toute la suite G désignera un groupe algébrique réductif connexe
défini et quasi-déployé sur R .

On fixe un sous-groupe de Borel B* de G défini sur R et T" un tore maximal
dans B* défini sur R. On note 4 (resp. a’ ) la base de R(G,T*) (resp. RV(G,T*) )
défini par B*. On associe a (G,B*,T*) la donnée radicielle polarisée
L (X(T*),A,XV(T*),AV). La donnée radicielle polarisée L? "(XV(T*),AV,X(T‘),A)
détermine de fagcon unique,a un isomorphisme prés,un triplet (LG°,LB°,LT°) ;on a
X(LT°) = XV(T*) et XV(LT°) = X(T*) (voir par exemple [Spr]). Pour tout ﬂv

appartenant a Av,on fixe un vecteur radiciel non nul X_,v dans 1’algebre de Lic

B
de LG°. I1 existe alors un unique automorphisme rationnel LcG de IC° tel que
Ea X,v = X v et induisant le meme automorphisme que o, sur [Y (quand 1l
G '8 oG.B G

. N . . L P
n’y a pas de confusion & craindre on notera o, au lieu de OC)‘ On réalise le
>

G

L-groupe de G sur R, qu’on notera IC, comme le produit semi-direct LG° x W ou

S x1 opére trivialement et 1 x o opére par LoG .
On utilise B* et T comme données de référence pour réaliser le L-groupe G

de G. On pose G = Lgo X Lgo ,L§° =LB° X LB° et Yo = Dpo x Tgo , Alors

= IE° x W ot C* opére trivialement et 1 x o opére par 1’automophisme

oat(x,y) h—#(LCG(y),LOG(X)). On notera LaG (ou simplement o) 1’automorphisme de

(%,¥) X W — (¥,%) X W .
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A. BOUAZIZ

Si T est un tore maximal de G défini sur R , on note A(T) 1’ensemble des
éléments g de G tels que la restriction de ad(g) a T soit défini sur R. Une

pseudo—diagonalisation (ou p-d pour abréger) n de T est une application de T

ad(m) 1

dans 1° de la forme : ™ o x € A(T), To =xTx  est

T ad(x)v T
o

standard (i.e. la composante,déployée sur R, ST de ’I'o est incluse dans T* ) et

o
m appartient au sous—groupe de Lévi attaché a To (i.e. le centralisateur dans G
de ST ). On note oy n = 00,0 n—l. On notera de la meme facon les

o) ’

automorphismes qui en résultent sur X(T*) , XV(T') et I’T° .

2-3-Groupes endoscopiques pour (G,a).

Pour fixer les notations, nous allons rappeler briévement la définition
d’un groupe endoscopique pour (G,a) de [S-1]

Soit x € LE°. On note N(x) = xa(x). On pose Centd(x,lﬁ°) ={ge Iﬁ° ;
gﬁlmu(g) = X J. On dit que x est a-semi-simple si Centa(x,L5°) est un
sous- groupe réductif. Alors x est a semi-simple si et seulement si N(x) est
semi-simple. On note 2” = Iﬁ° n Centre(Lﬁ). I1 est clair que le groupe
Centa(x,lﬁ) ne dépend que de la classe de x modulo Zw. Ceci permet de définir
Centa(s,LE) pour s € LE/ ?w .

On appelle dounée endoscopique pour (E,a) toute collection :

L L L

H , "B® ., TT° , {Y} ,e_)

(s
s s s s

ou

(1) s € Lﬁ° / fw est une classe formée d’éléments a-semi-simples .
(ii) Luosz Centa<s,[’éo)°

(iii) LB; est un sous-groupe de Borel de LH;
(iv) LT; est un tore maximal dans LB; .

(v) {Y} est un ensemble de vecteurs radiciels non nuls dans 1’algébre de Lie de

Lo . . L
‘H; correspondanl aux racines simples de T; dans LB: .

(vi) Py w ——4Aut(LH; s LB: , LT: , {Y} ) est un homomorphisme qui se factorise

a travers I' et tel que pour tout w € W on a ps(w) = ad n(w) ILH° ou n(w) est un
s
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CHANGEMENT DE BASE C/R

élément de L5° x wn Centa(s,Iﬁ)

A chaque donnée endoscopique on associe le L-groupe abstrait LHS = LH; x W
ou l’action de W dans LH; est définie par Py On notera o, = ps(l x O).

On dit que deux données endoscopiques (s,...) et (s’,...) sont équivalents

s’il existe un é€lément g de I@° qui envoie (LH;,LB;,LT;,{Y}) sur

("He , B° ,T° ,{Y’}) et tel que, pour tout w € W, si n(w) € Cenﬁa(s ,LE )
k]

réalise ps(w) alors g n(w) g_1 € Centa(s’,LE ) et réalise p (w). Il est clair
S)

alors que LHS et LH sont isomorphes .
S’

Un groupe algébrique réductif connexe défini et quasi-déployé sur R est dit
groupe endoscopique pour (G, a) si son L-groupe est réalisé par un des groupes
LH .

s
REMARQUE: Pour chaque classe d’équivalence de données endoscopiques pour @G ,a),
Shelstad [S-1] associe une classe de données endoscopiques pour G (voir [S-2])
qui definit le meme L-groupe abstrait , de sorte qu’un groupe endoscopique pour
(G ,a) est aussi un groupe endoscopique pour G [S-2] . Ceci est essentiel pour

la définition des facteurs de transferts , mais nous n’avons pas besoin de

1’expliciter .

Suivant la suggestion du rapporteur , on appelle plongement permis de LH
dans Lé ("allowed embedding" dans la terminologie de [S-1] ) , un homomorphisme
z :LHS —_»LE tel que:

(1) E(LH; X W) © LE° X W ,weWw
(ii) §(hx1) = (hh) x 1 ,heln
(iii) (") < cent (s , 9).

Soit H un groupe endoscopique pour (E , &). On va fixer une réalisation LHs
du L-groupe de H qui sera commode pour la suite. Bien entendu quand on parle de
L

Hs on sous—entend la donnée endoscopique qui le définit. On utilisera

fréquemment,sans commentaire,l’identification de LG avec son image dans LE par
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1’application : g x w — (g,g) x w. Commencons par prendre un LHS réalisant le
L-groupe de H. Alors ,d’aprés le lemme 4-1 de [S-1] ,en conjugant par un élément

de LE° ,on peut prendre s de la forme :(x,l)ih ou x est un élément semi -simpic

L, ¢

de LG°. Dans ce cas Centa(s , G°) = Cent(x , G°) , ce dernier étant plongé de

. I . o1
facon diagonale dans G° ;ceci nous permettra de voir Hz comme un sous groupe

de LG°. Donc LH: a le meme rang que LG". On peut supposer ,alorvs,ct on le fera,

que x appartient a LT° et que LT; = LT°. On supposera en plus que LHq est cn

position standard [S-3] (i.e. il existe un tore maximal T de G défini sur R et

une p-d nn de T tels que o7 n coincide avec o sur L’l'°). Cette hypothese ost
bl

rcalisé en conjugant par un élément convenable de la forme (g,g) ou g appartient
: Lo Lo e
au normalisateur de T° dans G°. Nous verrons plus bas son intérct. En
PP . . P . L
définitive , nous fixons pour toute la suite une réalisalion Hq du L-groupe de

L, [ 1 L

H telle que s soit de la forme (x,l)zw ,x appartenant a T° , ‘T°S = TTe et HS
en position standard. Alors un plongement permis § LHS ——t Iﬁ est de la
forme :

T(hx1x1)=(h, h)x1x1 , helm

s

EAxzx1) =& (2), % (2) xzx1
?(1 x1x0) =(xm, m) x1lxo,

ou Eo c e — Centre(LHg) est un homomorphisme verifiant EO(E) = os(g)(z)) pour:
i&

L

z € ,m appartient au normalisateur de "T° dans LG0 , xmsG(m) = EO(-I) et la

restriction de ad((xm,m) x 1 x o) a LH; coincide avec o

On note 7H(G) 1’ensemble des couples (T,n) ou T est un tore maximal de G defina

sur R et n est une p-d de T tels que o € R(LH;,LT:)O"

T,n

On fixe un sous-groupe de Borel BH de H défini sur R et ’I‘H un tore maximal

de BH défini sur R tels que la donnée radicielle polarisée associée é(H,BH,TH)
soit duale de celle associée a (LH;,LB;,LT;) , en particulier on a X(TH) -
XV(LT°) et XV(TH) = X(LT°). Soit (T,n) € VH(G). Alors il existe un tore maximal

T’ de H défini sur R et h € H(C) tels que hT’h~1 = TH et la suite:
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CHANGEMENT DE BASE C/R

ad(h) X(TH) - XV(LTO) = X(T*) -i’———o X(T)

X(T*)
donne un isomorphisme i(h,n) : T’ —— T défini sur R. Inversement , si T’ est
un tore maximal de H défini sur R,il existe h € H(c) et (T,n) € yH(G) tels que
1’on ait un isomorphisme i(h,n7) : T —— T défini sur R (voir [S-3]). C’est ici
qu’on utilise le fait que LHS est en position standard. On dira qu’un élément
semi-simple v’ de H(R) provient de v € G(R) ("originates from v " dans la
terminologie de [S-1] ) si ¥ est 1’image de ¥’ par une application i(h,n). Si ¥’
est un élément régulier de T’(R) , on dira que 7’ n’est pas une norme s’il n’est
pas dans 1’image de 1’application norme de T (R) dans T'’(R) (i.e. 1’application
&’ — &'a(8’) )

Soient § un plongement permis de LHS dans LE et ¢ un plongement admissible
de LHS dans LG (i¢i on considére H comme un groupe endoscopique pour G,voir
remarque ci—-dessus). Alors il existe un 1-cocycle a de W dans Centre(Lﬁ°) tel
que §(h x w) = a(w) £€(h x w). A ce cocycle on associe,pour tout (T,n) € VH(G)
un quasi-caractére aT,q de T(R) (voir [S-1]). Si AT,n est le quasi-caractére
correctif associé a ¢ [S-2] ,le caractére : & — aT’n(B) AT’n(éa(S)) de T(R) ne
dépend que de I ([s-1] ,lemme 6-2 ). Nous le noterons bT,n' Comme on va s’en
servir dans la suite , on le décrit de facon explicite .0On écrit E(l x zx 1) =

(Eo(z),go(z)) x z x 1 . Alors il existe u, € XV(LT°) ® C tel que

v,y u A =<o u AV x v L

A (§o(z)) = 2 M P Ay pour tout z € € et tout A~ € X("T°). On
rappelle que X(TH) = XV(LT°) = X(T'). Ceci identifie R(H,TH) avec un

sous—ensemble (mais pas un sous-systéme) de R(G,T‘). On pose:

v =1/2 2 B
: B € R(B®,T)\ R(H,T,)
i R

Si AVez € xY(T)® € ,on pose A'e z = AY® Z. On identifie XV(T)@ C avec
1’algebre de Lie de T(C) et T(C) avec T(R). Alors

(u ) (n(X+o, X))

bT n(epr) = e pour tout X € XV(T)O C.
’
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On note HI(T) = HI(F,T(C)). Chaque é€lément de HI(T) peut etre représenté

par un cocycle :

o — exp(imA¥) , AV e XY(T) et aT.Av =-AY .

14— 1.
On notera exp(inAv) 1’élément de HI(T) défini par ce cocycle .

Suivant Shelstad [S-1], on associe a s (fixé ci-—dessus) et a tout (T,n)
appartenant a YH(G) un quasi-caractére de HI(T) de la facon suivante : un
élément a de s est de la forme a =(xz,LoG(z)) ol z est un élément du centre de
LC°. Comme szbG(z) appartient a LT° = Hom(X(LT°), Cx),il définit un
quasi-caractére de X(LT°). Du fait que os(x) = x on déduit que ce

quasi-caractére est invariant par o pour tout (T,n) e VH(G). Par transfert

T,n

via n on obtient un quasi-caractére de XV(T) invariant par o,,. Quand z varie

T
dans le centre de LG° ces quasi-caractéres coincident sur {AvEXV(T);oT.AV=—Av}
et sur XV(TSC) le sous-Z-module de XV(T) engendré par les coracines de T dans G.
On obtient ainsi un quasi-caractére unique sur :

(Y € XD jopAY = A} / W —opu’ 5w € XU(T) )}

que nous noterons K (ou simplement K si aucune confusion n’est a craindre),et

T,n

donc ,par la dualité de Tate-Nakayama , un quasi-caractére sur Hl(T) que nous

-~ . . N v
noterons de la meme facon. On notera aussi k le quasi-caractere sur X (TSC).

T,n

On aura besoin du lemme suivant ([S-1] , lemme 6-3) .

2-4-Transfert d’intégrales orbitales.

On utilise les notations de 2-3 ,en particulier H est un groupe
endoscopique pour (5 , a) et LHS la réalisation fixée de son L-groupe.

Soit (T,n) € 7H(G). On fixe un ensemble {u = exp imAY ; A e XV(T) et

oT.AV = =AY } tels que les cocycles 0 — u forment un ensemble de représentants

des ¢léments de H](T). On fixe des mesures de Haar dt sur T(R) et dE sur E(R).
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CHANGEMENT DE BASE C/R

Soit f € C:(E(R)). Pour 6 € T(R) tel que 6a(6) est régulier , on pose :

#{TR) (5, at,dg) = 2 w(u) f_ £la(B)u6E 1) di/dt .
u SR/ TR)

Ici T(R) est considéré comme un sous—groupe de G(R) par 1’identification de T(R)
avec T(C)
. Ly L Ly s N .
On fixe un plongement permis £ de Hs dans ~G. D’aprés Shelstad [S-1],il
existe un quasi-caractére x de H(R) tel que Ix(v’) bT n(s)' =1 si ¥’ provient
’

de 6a(8) via (T,n). On note ¢ _(H(R)) 1’espace des fonctions f sur H(R) tels que
13

fx appartient a 1’espace de Harish—-Chandra—Schwartz de H(R). Si T’ est un tore
maximal de H défini sur R ,on note dt’ la mesure de Haar sur T’(R) image inverse

par i(h,n) de la mesure dt. Elle ne dépend pas du choix de h. Soit f € ¢ (HR)).
§

Si 9’ est un élément régulier de T’ (R),on note ¢§T ’1)(1’,dt’,dh) 1’intégrale
orbitale stable de f (voir ,par exemple, [S-2]).
Soit (T,n) e VH(G). Soit B € R(G,T) ,on note 8 > 0 si n.B appartient a

R(B*,T'). Soit ¥+ € T. On pose :

CHNCHENE Sy IR VN S F I O TR E I I Y R
’ B >0 B >0
OT-ﬁ =B oT.ﬂ /- B
k(8") # 1 &(B") # 1

Dans [S-2] ,Shelstad définit un entier q(G,H) et pour tout (T,n) € VH(G) un

signe €(T,n) de sorte qu’on ait :

(2-4-1) PROPOSITION ([S-1], théoréme 7-1). Soient H un groupe endoscopique pour

(a,a) ,LHS le L-groupe fixé dans 2-3 ,E un plongement permis de LHs dans LE et ¢

un plongement admissible de LHS dans LG. Alors ,pour tout f € C:(E(R)),

il existe f, € v _(H(R)) tel que :
3

?

0 si v’ n’est pas une norme ,

ou 7’ est un élément de T’(R) qui provient d’un élément régulier de G(R) .
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2-5-Transfert d’intégrales orbites et composantes de lévi.
Soit H un groupe endoscopique pour (E,a). On fixe LHS comme en 2-3. Soit

(T,n) € 7H(G). On note M = MT. Suivant [S-3] ,on va réaliser le L-groupe de M

ad(xll T1 Eéiﬂll ™ avec T1 standard

et on supposera que x| € G(R). Alors les L-groupes de M et de M1 = MT sont
1

canoniquement isomorphes. On travaillera ,donc , avec M1 a la place de M. Comme

comme un sous—groupe de LG. On écritn : T

T* est inclus dans M1 ,on prend pour données de référence ,pour réaliser le
* x LM L , L,
L-groupe de M1 ,T et B N Ml' On note ° le sous—groupe de "G° engendré par ' T°

et par les coracines des racines de T dans Ml’ Il est stable par Lo On pose

G

HW = HW° x Wol € x 1 opére trivialement et 1 x o opére par Lo . Pour voir que

G
LM est une réalisation du L-groupe de M1 ,il1 suffit de pouvoir choisir , pour
toute racine simple pv du systeme R(LB°HHW°,LT°) ,un vecteur radiciel Yﬁv de
sorte que EOG.YbV = Y& pv . Ceci découle du fait que LM° est une composante de
G
Lévi d’un sous-groupe parabolique (pas unique) LP° de LG° stable par LOG ,et du
lemme 2-6 de [ L ]. On supposera dans la suite que (T,7) vérifie :
- LO LO
(%) o, =w oT,q pour w € Q(IWPn HS , T°) .
On va construire un sous—groupe M’ de H qui soit un groupe endoscopique pour
(M,a). On pose (LM’)° = LM°nLH; (qui est connexe). D’aprés (x) ,(LM’)° est
HW’ _ HW’ ° < X < Lo
stable par o On pose = ( )° x Wou € x 1 opére trivialement et 1 x o
opére par os. Le groupe LP“nLH; est un sous-groupe parabolique de LH° dont
(IM')° est une composante de Lévi ;il découle de (x*) qu’il est stable par g
Invoquant de nouveau le lemme 2-6 de [ L ] ,on voit facilement que LM’ est un
L-groupe et que c’est une réalisation du L-groupe du sous—groupe M’ ,défini sur

R ,de H engendré par T, et par le sous—-systéme de racines de R(H,TH) formé par

H
les racines dont les coracines sont dans R((LM’)°,LT°). Il est clair , d’apres
(x) ,qu’il existe m’ € M’ tel que ,posant T’ :(m’)_l.TH.m’, 1’application
i(m’,n): T’ — T est défini sur R et M’ = MT’

On construit ,comme en 2-2 ,le groupe Lﬁ qu’on regardera comme un

sous—-groupe de LE. On note 2; = Iﬁ°ﬂ CenLre(Iﬁ). Il est clair qu’il contient Zw,
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On note sM = sz:. Alors Centa(sM,Hq)° = (HW’)° ou ce dernier est considéré comme
un sous—groupe de Lﬁ° plongé de facon diagonale. Il n’est pas difficile de voir
qu’on peut trouver une donnée endoscopique (sM,...) pour (ﬁ,a) dont LM’ soit le
L-groupe associé. Donc M’ est un groupe endoscopique pour (M,a). Un argument
standard montre ,d’aprés (x),que T est inclus dans M1 ,donc LM’ est en position
standard. Si E est un plongement permis de LHS dans LE ,sa restriction a LM’ est
un plongement permis de HW’ dans Hﬁ qu’on notera EM.

Soient (U,nU) € VH(G) et k le quasi-caractére qui lui est associé. Suivant
shelstad [S-2] ,on dit que (U,qU) est subordonné a M si U est inclus dans M et
ay est de la forme ad(xlm) ,m € Ml' Alors (U,nU) € 7M,(M). Le quasi-caractére KM
de {AV € XV(U) ; oU.AV = —AV}/{uv—oU.uV;uV € XV(U)} associé a sM et (U,nU)
coincide avec k. Réciproquement si (U,nU) € ?M,(M),alors comme élément de YH(G),
(U,qU) est subordonné & M.

On fixe un sous-groupe parabolique P de G défini sur R et contenant M comme
composante de Levi. On note N son radical unipotent. Les groupes M , PetN
s’identifient de fagon canonique a des sous—groupes de G. on fixe un
sous—groupes compact maximal K de E(R) tel que E(R) = KP(R). On note E 1’algebre
de Lie de N. On fixe des mesures de Haar dk et dn respectivement sur K et N(R).
On note dm 1’unique mesure de Haar sur M(R) telle que ,pour toute fonction
continue & support compact f sur G(R) , on ait :
f3®) £(2) dg = fye) Siw) Jx f(kom) dk dn dm .

Si f e C:(E(R)) ,on définit M c‘:(ﬁ(m)) par :

~

ME) = |det(a, ad(ﬁ))§|1/2 fim) Jx f@tomk ) dk di .

Soit (U,qU) subordonné a M. Pour 6 € ﬁ(m) tel que 6a(6)est régulier (dans
G(R)) , on vérifie facilement que :

#{0%8) (5,au df) = 1 [1 -Ba(8))| 2 |1-p((8a(6)) 7 | % x
B € R(N,U)
(U,a,%) ~
[ (6,du,dm) ,
M

ou é;g'a’x)(é,du,dﬁ) est défini de fagcon évidente.
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Prenons un systéme de racines positives R+(G,U) dans R(G,U). Alors on voit

facilement que :

r 11-8(5a(6)) |1/ ?|1-p((sa(8)) 1) |12 =
B € R(N,U)

m, |1-ssae) |2 -acsae) TH 2
B € R'(G,U)

B ¢ R(M,U)
Soit P € Y€(H). On définit de fagcon analogue a ci-dessus une fonction

PM € v~M(M’) (voir [S-2]) de telle sorte que , pour tout tore maximal U’ de M’
13

défini sur R et tout élément régulier v’ € U’(R) ,on ait :

8"V aw,an) = 1, 18" () | Vs (7 T2
8 e R'(B,U’)
B’ # RMM,U)

Q(z,’l)(’i’,du’,dﬂl’) .
14

ou H+(H,U’) est un systéme de racines positives quelconque dans R(H,U’) .

Soit (U,nU) subordonné a M. On pose :

Muyay) = (UGB TAMHD (g
M _ -
bU,nU(a) = bU,nU(s) , 8 € U(R)
On note R+(M,U) = nal( R(B‘n M1 ,T‘)) et, pour v € U, on pose :
M -1 1/2 -1,,1/2
4 (v) = @ 1 -8 ") II 1 - 8(v) 1 (v ") .
Usay B e RT(M,U) € R'(M,0) | . |
oyB =B o B £B
k(B") # 1 x(/s") £ 1

Signalons que si (T,n) € 7H(G) et i(h,p) : T° ——— T est défini sur R ou T’ est
un tore maximal de H défini sur R , alors i(h,n) envoie R(H,T’) sur le
sous—ensemble des racines B8 € R(G,T) tels que K(Bv) =

Avec les définitions ci-dessus , la proposition suivante est immediate .

(2-5-1) PROPOSITION: Soit ¥ e C(M(R)) . Alors il existe ¥, € ¥_, (M’ (R))
3
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M

I My p) bl (6) Al (6a(6)) x
LU (Y U, g
8V D 0 aw,daw) = 808 (5 dlam) si v
M’ provient de 8a(8) via (U,ny) s bordonné & M,

0 si v’ n’est_pas_une norme .

ol v’ est un élément de U’(R) qui_provient d’un élément régulier de H(R) . En

M ’
particulier si ¥ = ' pour f e Co(G(R)) , on_peut prendre ¥, = <fH>M o fy

est la fonction donnée par_ la proposition (2-4-1)

3-RELEVEMENT DES DISTRIBUTIONS.

3-1-Définition du relevement.

On utilise les notations de 2-3 . Soit H un groupe endoscopique pour (E,a).
On fixe un plongement permis % de LHs dans LE. Rappelons qu’il existe un
quasi-caractére x de H(R) tel que f € ?E(H(R)) si et seulement si xf appartient
a 1’espace de Harish-Chandra-Schwartz de H(R). Une forme linéaire @ sur YE(H(R))
sera dite une distribution essentiellement tempérée si et seulement si x—le est
une distribution tempérée sur H(R). Soit @ une distribution essentiellement
tempérée sur H(R) stablement invariante (voir [S-4]). Si P appartient a
YE(H(R)), @(P) ne dépend que des intégrales orbitales stables de ¥ , donc si

f e C:(E(R)) , @(fH) ne dépend pas du choix de la fonction fH vérifiant la

oo

proposition (2-4-1). On définit le relévement de @ a G(R),qu’on note Lift. @,

par :
Lifta e (f) =0 (f,)

H H
C’est une forme linéaire sur C:(E(R)) stable par a-conjugaison. Elle est

continue ;ceci découle aisément du théoréme de Banach-Steinhaus .

~

Soit (T,n) € 7H(G). On utilise les notations de 2-4. L’application ﬁ——an
de C:(E(R)) dans C:(ﬁ(m)) définit par dualité une application de 1’espace des

distributions invariantes par a-conjugaison sur M(R) dans 1’espace des

. . . . . . . -~
distributions invariantes par a-conjugaison sur G(R) que nous noterons 7

.

=
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De meme on définit une application de 1’espace des distributions essentiellement
temperées stablement invariantes sur M’ (R) dans celles sur H(R) que nous
noterons T

3, . Alors le lemme suivant est une conséquence directe de la

proposition (2-5-1) .

(3-1-1) LEMME: Soit @ une distribution essentiellement tempérée stablement

3-2-Relevement et action du centre de 1’algébre enveloppante.

Si S est un groupe algébrique défini sur R , on note s 1’algebre de Lie de
s(c) , SR 1’algébre de Lie de S(R) et E 1’algébre de Lie de S. La différentielle
de og définit une involution de 1’algeébre de Lie (réelle) s , que nous noterons
o, de sorte que Sp soit 1’espace des points fixes de o. Avec les identifications

faites en 2-1 ,nous avons E = s x s et la différentielle de o_ , que nous
S

noterons o , est donnée par o.(X,Y) = (c.Y,0.X). L’algébre de Lie s s’identifie,
comme algébre de Lie réelle , a 1’espace des points fixes de 6. La complexifiée
de s s’identifie canoniquement avec E , celle de Sp avec la diagonale de s x s
et la complexifiée de o , qu’on notera a , s’identifie avec: (X,Y)—(Y,X). On
notera U(s) 1’algébre enveloppante de s et Z(s) le centre de U(s). Alors U(g)
s’identifie avec U(g)ocU(§) et Z(g) avec Z(§)QCZ(§). Si t est une sous—algebre

de Cartan de s et T est le sous—groupe de Cartan correspondant on note 7 (ou

s/t

simplement v quand il n’y a pas de confusion a craindre) 1’isomorphisme de

2(G,T)

Harish-Chandra de Z(s) dans U(t) . On note Ns 1’homomorphisme d’algébres

de Z(s) dans Z(s) défini par Ng(z1 ® zz) = 2429 -

On va définir un homomorphisme de Z(g) dans Z(h). On note E' 1’algeébre de

Lie de T" qui s’identifie avec XV(T') ® C. Rappelons que , si £ est un

plongement permis de LHS dans 15 , on a associé a % en 2-3 un élément u, de
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XV(LT°) ® €. I1 s’identifie canoniquement & une forme linéaire sur g*. L’algebre

de Lie EH de 'I'H s’identifie a E* par 1l’égalite XV(T*) = XV(TH) . On note Iu
£ 3

1’ isomorphisme d’algébres de U(EH) défini par I“ (Y) =Y+ u*(Y) ; Y e EH‘
*

Comme < “,, ﬁv > = 0 pour tout 8 € R(H,TH) , IH induit un isomorphisme de
*

Q(H,TH)

U(EH) . On pose u x . C’est un homomorphisme

_ -1
gh ” /e Tue Tyt

d’algebres de Z(g) dans Z(h) . On notera ;g/h = “g/h o Ny -

(3-2-1) LEMME: Soit 8 une distribution essentiellement tempérée stablement

GG~
z.LlftH e = LlftH ug/h(z).e .

La démonstration de ce lemme est analogue a celle du lemme 4-2-1 de [S-2]

3-3-Relévement des distributions Z(h)-finies.

Soit ® une distribution essentiellement tempérée sur H(R) stablement
invariante et Z(h)-finie. D’aprés un résultat classique de Harish-Chandra, @ est
une fonction localement sommable analytique sur H(R)reg (1’ensemble des éléments
réguliers de H(R) ). Il est clair que Z(h) est une algébre de type fini sur
ﬁg/h(z(gn . On déduit alors , du lemme (3-2-1) et du théoréme (2-1-1) de [ B ],

~

que Liftg 8 est une fonction localement sommable analytique sur 1’ensemble des
éléments a-réguliers de E(R) (un élément g de G(R) est dit a-régulier si
Cent (g,G)° est un tore ). On notera G(R) 1’ensemble des éléments

fed a-reg

a-réguliers de G(R). Tout élément de E(R)a—r est a-conjugué a un €lément d’un

eg
T(R) od T est un tore maximal de G défini sur R (voir [ C ] , chapitre 2 ). Le

but de ce paragraphe est de calculer Liftg 0 sur E(R)a_rpg en fonction de @.
Soit T un tore maximal de G défini sur R. Soient 1T’,...,rT’ des

représentants des classes de conjugaison sous H(R) de tores maximaux de H
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définis sur R "provenant" de T , i.e. les tores T’ tels qu’il existe i(h,n) :
T’— T définie sur R. Pour tout 1 < v ¢ r , on fixe (T,nu) € 7H(G) et hv e H
tels que iu = i(hv’nu) : Y1 _, T soit définie sur R. On note K, le
quasi-caractére associé a s et (T,nu) en 2-3. L’ensemble des racines 8 € R(G,T)

tels que xu(ﬁv) = 1 s’identifie ,par iu , avec R(H,UT’) et le sous—groupe , du

K
groupe de Weyl 2(G,T) , engendré par ces racines ,qu’on notera U(G,T) ,
s’identifie avec Q(H,UT’). Rappelons que R(G,T) opére dans T de telle sorte que

w.A(w.7) = A(v) , A € X(T). On note QO(G,T) le sous—groupe de 2(G,T) qui laisse

K K
stable T(R) et QOU(G,T) = U(G,T)n HO(G,T). A chaque élément w de QO(G,T) on

associe un élément de HI(T), qu’on note de la meme facon , comme suit : on
choisit g appartenant au normalisateur de T dans G qui représente w , alors la
classe du cocycle {l— 1 , 0 — c(g—l)g } ne dépend que de w ; c’est la classe
associé a w .

On pose n(T) = 1/2 | { B € R(G,T) ; oT.ﬂ = -8 et KU(BV) #11} | .

(3-3-1) LEMME: Soit & « T(R)n G(R)__ . Alors

g - Alors
~ r
Lifts @ (6) = (-nHUGHN(T) 5 1 p) : K (0) x
v =1 Yowen (G, T) v
o /
v
ﬂo (G,T)
4,1 1, -1
bT’nu(w .8)(’a T,nu(eolu ) L. (sa(s))) .

La démonstration est analogue a celle du lemme 4-2-4 de [S-2], comme le suggére

la discussion de la page 415 de [S-1].

4-RELEVEMENT DES CARACTERES.

4-1-Caractéres tordus de G(R).

Soit I une représentation unitaire irréductible de G(R). On dit que I est
a-stable si la représentation “1 , définie par aﬂ(g) = I(a(g)) pour tout
g € G(R) , est équivalente a . Si tel est le cas , il existe un opérateur

involutif Aa ,unique au signe prés , dans 1’espace de I tel que
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M@ = A M@ A, g TR

Le caractére tordu associé a un choix de Aa est la distribution :

£ tr( I(f), & ) , feC GR)) .

Le but de ce paragraphe est de fixer un choix de Aa pour les représentations
tempérées de E(R). Ces représentations sont bien connues ; elles sont toutes
obtenues de la facon suivante. Soient S un tore maximal de G défini sur R , X un
caractére (unitaire) de S(R) , B un sous—groupe de Borel de G défini sur R et

contenant S. On note N le radical unipotent de B. On pose

G B G(R)
o (x) = IndS(R)N(R) X ® 1N(|R) .

C’est une représentation irréductible tempérée de E(R) et on obtient ainsi

toutes les représentations irréductibles tempérées , a équivalence pres , de

G(R). On a omis B et S dans la notation car la représentation HG(x) ne dépend

pas du choix de B quant a S il est sous—entendu par x. Quand il n’y a pas de

confusion a& craindre on note I(x) a la place de HG(x). Deux représentations II(x)
et (x’) sont équivalentes si et seulement si x et x’ sont conjugués par G(R)
(i.e. il existe g € E(R) tel que g.S.g“1 =8’ et x’(s’) = x(g_l.s.g) ). On note
dx le caractéere du tore «(S(R)) défini par ax(a(s)) = x(s) , s € S(R). Supposons
que I est a-stable. Alors x et ax sont conjugués par E(R). Puisque G est
quasi-déployé , on peut choisir un conjugué x’' de x tel que ax’ =x’ ; ceci se
démontre de la meme facon que le théoréme 4-1 de [ K ] , nous omettons les
détails car la paramétrisation de Langlands nous fournit un tel x’ (voir 4-2).
Donc toute représentation irréductible tempérée a-stable de G(R) est de la forme
T(x) ou ax =x et a(S) = S. On fixe une telle représentation. On note Sa la
composante anisotrope de S. Alors Sa(R) est un tore compact maximal de E(R)
stable par a. On note X, la restriction de x a Sa(R). Soit K un sous—groupe
compact maximal de E(R) contenant Sa(R) et stable par a. Alors Xq est un poids

extrémal du K-type minimal de I(x). On fixe Aa de telle sorte qu’il induise

~

1’identité sur cet espace poids. On note Ag(x) cet opérateur. Le lemme suivant
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montre qu’il ne dépend pas du choix de K.

(4-1-1) LEMME: Soient K et K’ deux sous—groupes compacts maximaux contenant

Sa(R) et stables par a. Alors il existe g appartenant a S(R)a tel que gKg_1 = K’

(o S(R)a désigne 1’ensemble des_points fixes par a de S(R)).

DEMONSTRATION: Soit x € G(R) tel que xKx_1 = K’. Alors il existe k’ € K’ tel que
ad(k’x) envoie K sur K’ et laisse Sa(R) stable. Quitte & remplacer k’ par un
autre €lément de K’ , on peut supposer que ad(k’x) centralise Sa(R). Dans ce cas
y = k’x appartient a S(R). Le fait que K et K’ soient a-stables implique que

y-la(y) appartient a K , donc c’est un é€lément de Sa(R). Notons S, la composante

d
déployée de S. Alors Sa(R) n Sd(R)° ={1} et S(R) = Sa(R).Sd(R)o. On écrit
y = uv suivant cette décomposition. Il est alors clair que a(v) = v et

va_1 = K’, d’ou le lemme.

Soit P un sous-groupe parabolique de G défini sur R, contenant S et stable
par a. On note N le radical unipotent de P et M 1a composante de Lévi de P

contenant S; ils sont définis sur R et stables par a. Alors les représentations
i e i
(x) et I (x) sont définies et on a :

Ha(x) = Ind G(®) Hﬁ(x) ®1

MR) N(R) NR) -

Cette représentation est réalisée dans un espace de fonctions sur G(R) a valeurs
dans 1’espace de HM(x). On vérifie facilement,comme dans ([B-2] , p.551 ), que :

(4-1-2) (AS().P)(8) = Av(x).Pa(g) -

4-2-Relévement des caractéres (résultat principal).

Soit H un groupe endoscopique pour (E,a). On adopte les notations de 2-3.
Soit € un plongement permis de LHs dans LE. On a vu en 2-3 que T est de la

forme :
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Tthx1x1)=(,h)x1x1 , he ﬁ; .
TU xzx1) = (Eo(z) , ?o(z)) xzx1 , ze€ cs .
t(1x1xo0) = (xmo s mo) x1xo0o,

ou Eo est un homomorphisme de c* dans Centre(LHS) verifiant EO(E) = OS(EO(Z)),

z e ct y m est un élément du normalisateur de LT° dans LG° tel que xmooG(mo)=

(x) = m, et la restriction de ad(mo) ° Lo a LH; coincide avec

~ -1
g()(-l) » XM G

o°G
o .
s

Soit ¥ un homomorphisme admissible de W dans LHS (voir | L J). On pose

¥ = E o P. C’est un homomorphisme admissible de W dans LE. Comme on s’interessc

4 P et P seulement a travers les L-paquets de représentations qui leurs sont
associés,on peut les remplacer par des conjugués respectivement par LH; et LE°.
Rappelons que P se factorise a travers un sous-groupe de Levi de I'HS (voir
[Bor])et qu’un sous—groupe de Lévi minimal parmi ceux qui contieunnent Y(W) est
conjugué a un des sous—groupes LMT, (voir 2-4) ou T’ est un tore maximal de H
T c TH. Quitte a remplacer ¥ , par un conjugué par LH; ,

on supposera dans la suite que P(W) est inclus dans un LMT, (comme ci-dessus) ,

défini sur R tel que S

qu’il n’est contenu dans aucun sous-groupe de Lévi propre de LMT, et qu’il
normalise LT°. Alors P est de la forme :

'P(le):Po(z)xle ,zel:x.

P(l x o) = n, x 1xo,

ou Po est un homomorphisme de c* dans LT° tel que ?0(5) = ad(P(1 x o)).?(z)o,

z e X et nHos(nH) = Po(—l). Notons o la restriction de ad(P(1 x o)) a LT° ainsi

que 1’involution qui s’en déduit sur XV(LT°). Utilisant les notations usuclles

on pose Po(z) = g# ZoH , U € XV(LT°) ® €. Donc

P(zx 1) = (?o(z) s ?o(z)) x zx 1 , Z € Cx,
?U xo)=(x%go, Wﬂo)XI X O,
oi B (2) =¥ (2)¥ (2) , zeC” .

Supposons que P(W) est borné. Alors la représentation de E(R) associée a ¥

est tempérée. Nous allons la décrire en fonction des paramétres de 4-1. Soit
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(T,n) € WH(G) tel que o = . On identifie T avec un sous—groupe de G. Soit

T,n

6 € T(R). Alors il s’ecrit 6 = (exp.Y , exp.oT?) ou Y est un élément de t. On

) (Y + 0p.Y))

pose x_(&) = . C’est un caractére unitaire a-stable de

f

T(R). La représentation I de E(R) associée a ¥ est H(x~). Le caractére X_ ne
b4 14 ¥

dépend pas seulement de ¥ , il dépend aussi de n. On note io = n_l(R(B*,T*).

Soit w, € Q(M,T) tel que < wo.n—l(u + u*) , ﬁv > > 0 pour tout 8 € Zo n RM,T).
~ . _ v .

On pose n(wo) = |{ B e 20 n R(M,T) ; wo.ﬁ € Zo et KT,n(ﬁ Y £ 1 }|. 11 est clair

que n(wo) ne dépend pas de nn ; le théoréme ci-dessous montre qu’il ne dépend pas

R

du choix de W On pose A = (_1)n(wo) eM(T,n) Ag

[

(x_) ou M désigne M. Le
1 4

82

théoréme ci-dessous montre que A ne dépend pas de n7. On note a9~ le caractére

G
2 b4

tordu de I associé au choix de Aa = AE. On note GY le caractére du L-paquet de
\d

-

représentations de H(R) associé a P. Le résultat principal de cet article est

(4--2-1) THEORBME: Utilisant les notations ci-dessus on a:

o
e, = (€]
v P

DEMONSTRATION: Nous ferons la démonstration en trois étapes.

m

Lift

Premiéere étape: Nous supposons que T est anisotrope modulo le centre de G et
<u o+ H, o pv > # 0 pour tout B € R(G,T*). Alors M = G et O n.ﬂ = - pour tout
’
* s ) ’ y - - o =
B € R(G,T ). Soit m’ € MT, tel que ad(m’).T’ = TH' Alors oT’,m’ =0 = oT,n’ On
en déduit que T’ est anisotrope modulo le centre de H , et, donc M’ = H . Le
L-paquet de représentations de H(R) associé a ¥ est alors formé par les

représentations de carré intégrable modulo le centre de H(R) dont le caractére

infinitésimal est : z — Yh/t (z)(u) , z € Z(h) et ayant meme caractére
Y H

central. Notons ZH le centre de H. Soit KH un sous—groupe compact maximal de
H(R). On pose a = 1/2 dim(H(R) / KHZH(R)). On note u’ = ad(m’_l).u et 2’ le

sous—-systéme de racines positives de R(H,T’) formé par les racines B telles que

< u’,ﬁv > < 0. Alors la formule du caractére de la série discréte de
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ari — ’
Harish—-Chandra donne , pour Y e ER tel que exp(Y) e H(IR)reg s

(4-2-2) o (exp) = (D% 2 &+ ) (Y)
w € QH,T) I - eu.B(Y))

B e

o ¢ (Y) = 1/22 5.
BelZ’

D’aprés le théoréme 2-1-1 de [B-1] , a0~ est une fonction localement
¥

sommable analytique sur E(R)a~reg' On va la calculer sur 1’ensemble des €léments

a-réguliers de T(R). Pour cela on utilise les résultats de [B-1]. On introduit

le groupe E(R) x {1,a} que nous noterons GE(R). On prolonge I en une
4

~

représentation de OPé(lR),en faisant agir 1 x a par A", qu’on notera aussi .
¥ 4

Cherchons les paramctres de Duflo [ D ] de cette représentation. On pose
q = {Y e g a(Y) = -Y} et ifo = 2n—1.(u + u*) ou fo est une forme linéaire sur

’ . - . ~ ~ ~ ~
ER qu’on regarde comme une forme linéaire sur &R nulle sur ER n ? @ [E s fR]'

On note “E(m)(fo) le centralisateur de fo dans GE(R) qui est egal a
T(R) x {1 ,x} puisque fO est régulier , “E(R)(fo)‘ son revetement d’ordre deux

défini par Duflo [ D ] et ¢ 1’elément non trivial du noyau de la projection de
GE(R)(f )A sur GE(R)(f ). On pose 2 = w—l.Z et ¢, =1/2 2 B. On note u le
o o o o z B e:x -

sous—espace de g somme des sous—espaces radiciels correspondants aux racines g

telles que -8 € Z. Alors t ® U est une polarisation en fo totalement complexe et

a-stable dans la terminologie de [D]. Soit p_ le caractére de aE(R)(fo)A associé

e

a E [ D ]. On choisit un élément o dans CJ(‘(V}(R)(fo)h qui se projette sur 1 x a.

On pose

v = () (-n% T AT R®) ()T

=

ou 9 est défini de la meme facon que 9y
I1 existe un caractére L de aE(R)(fO)A de différentielle ifo tel que ro(e) = -1

et ro(aA) defini par la formule ci-dessus (voir [B-1] , p.75). On note H(fo,ro)
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la représentation de aE(R) associée a (fo,ro) par Duflo [ D ]J. Alors un calcul
facile utilisant la proposition de [B-2] (ou plutat sa démonstration) montre que

I est équivalente a H(fo,ro). Comme T est anisotrope modulo le centre de G,on a
P

QO(G,T) = 2(G,T). Pour tout w € 2(G,T) , on choisit un représentant g@ de w dans
le normalisateur de T(R) dans E(R) de telle sorte que a(ggl)gb appartienne a
T(R),. On choisit pour tout w € 2(G,T) , un €lément Yw de QR tel que

B -1 ~ A
exp.Y@ = a(gb )gb. Pour tout Y € Em tel que exp.Y € G<R)a~reg , la proposition
6-1-2 de [B-1] et un calcul simple donnent :

(4-2-3)  %@_(exp.Y) =
A4
. -1
(if — 2t )( Y +w ".Y)
et,m) (0% ) s c o F
w € 2(G,T)

— o
I (- e—B(Zw .\))

B ez
(ifo— ZLZ)(YQ)

On va calculer le terme c(w) = e . Rappelons que ifo =

-1 . -1 _ S ..
2n (u+ u*). Alors (1f0— ZLZ)(YQ) = (n (u + u*) LZ)(Y§+ OTYQ)' On écrit

te =t + ¢ ou ) =1/2 z B et ¢ =1/2 z B. Alors on
p H * H P * ses
v, _ v
KT,n(ﬁ )y =1 KT,n(ﬁ ) # 1

_1 , —_
déduit du lemme(2-3-1) que c(w) = Kq n(w) e("7 M LH)(YQ+ OTYQ) le choix du
i)

systéme de racines positives différe de celui utilisé dans le lemme(2-3-1), mais
ceci n’a pas d’importance puisque exp(Yw+ OTQQ) = 1. Le terme

_1 _ s _
e(’7 s LH)(Yw+ OTYQ) est égal a un , ceci se déduit aisément du fait que

’_ )
(u LH)(Y ) , Y € g& , est un

exp(Yu+ cT?u) = 1 et du fait que : exp(Y’) ——e
caractére de T’(R),. Donc c(w) = Kp n(w).
’

Des définitions de n(wo) et de bT n on déduit :

-1 -1
S s )2 LY

_ oy ) -1, , -1 -1
= (-1) o bT,n(exp.w Y) AT’n(exp.Zw Y).

Q- ALY

B € zv
Ky B £ 1

)
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Rappelons (voir [S-2],proposition 3-7-1) que n(T) = q(G,H) + 9 " Yy On déduit

alors de (4-2-2) , (4-2-3) et du lemme (3-3-1) que :

. 00 G _ a po
(4-2-4) L1ftH Gr (exp.Y) = 8;(exp.Y) , Ye ER et exp.Y € G(R)a—reg'

2

On notera 6 = Lift - a9~. Nous allons montrer que © est nulle. On note %

8
LA

Q)

1’ensemble des Y € gﬁ tels que la partie imaginaire de toute valeur propre de
ad(Y) soit de module strictement inférieur a n/2 et ¥ = exp % . Alors un
argument du a Clozel ([ ¢ ], p.108) montre qu’il suffit de prouver que la
restriction de ® a ¥ , qu’on notera Res.® , est nulle (pour la définition de la
restriction de 6 voir ,par exemple , [ C ] ou [B-1] ). Pour ceci on va se servir
du théoréme d’unicité de Harish—-Chandra (voir , par exemple , [ V ] , II, p.68).

On définit la fonction D, sur G par :

G
r(G)

det(T + 1 - ad(g)) = Dy(g) T r(G) +1

mod (T )

ou r(G) est le rang de G.

On définit de la meme facon D, sur H et on défiinit la fonction GDE sur G par

H
r(G) r(G) +1 )

det(T + 1 - a,ad(g)) = “né (8) T mod(T

Pour g € G(R) , on pose ua(g) = det(1 + ad(g))g. Alors on voit facilement que

aba(g) = ud(g) DG(g) pour tout g € G(R). D’aprés le théoréme 3-1-1 de [B-1] ,
il existe une constante C telle que :

¢ C ,pour tout g € E(R)a—reg'

(4-2-5) I“DE(E)II/Z 1%_(2)]'/?
¥

Rappelons le quasi-caractére x de H(R) introduit en 2-3. Alors il est facile de

voir que x_IQP est tempérée ; comme le caractére infinitésimal de OY est

régulier il existe une constante C’ telle que :

1/2

-1 ,
(4-2-6) ]DH(h)I |x QP(h)l ¢ C’ ,pour tout h € H(R)reg'

On déduit aisément de (4-2-6) et du lemme (3-3-1) qu’il existe une constante C"
telle que :

I, a l/2 : a " =
(4-2-7) | Da(g)] |L1ftH GP (g)] < C" ,pour tout g € G(R)a~re .

g

185



A. BOUAZIZ

On pose 8 = uaRes.G. Alors on déduit de (4-2-5) et (4-2-7) ,qu’il existe une
constante C"’ telle que :

1/2

(1--2-8) |DG(g)| |8(g)] ¢ C"’ ,pour tout g e G(R)reéﬁ V.

(Remarquons que si g € G(R)regn v , alors g est a-régulier (voir [ C ])).

Soit 7 le caractére de Z(g) défini par : z 7g/ *(Z(u + u*)). Alors on déduit
=t

du lemme (3-2-1) et du corollaire 2-4-12 de [B-1] que :

z.8 = 7(z).8 pour tout z € Z(g).

Comme q_l.(u + u*) est régulier et elliptique [ V ] , ceci avec (4-2-8) et
(4-2-4) permettent d’utiliser le théoréme d’unicité de Harish—-Chandra. Donc 8
est nulle. Comme Ua ne s’annule pas sur G(R)reéﬂ ¥ ,Res.0 est nulle sur ¥. Donc
® est nulle ; ceci termine la démonstration de la premiére étape.

Deuxiéme étape: Nous supposerons que T est anisotrope modulo le centre de G ,
mais nous supprimons 1'hypothese de régularitée de u + u, - Alors M = G , M’ = H.
oT,n =g et 0.8 = -8 pour tout B8 € R(G,T*). Rappelons le systéme de racines
positives £ dans R(G,T). On note V 1’espace de la représentation de dimension

finie de G de plus bas poids (relativement a Z) —ZLZ.On note Ov son caractére.

- Z(u + ZLZ) E(c.u - 2t

On pose ?i Z) yZ € c*. Alors il est facile de voir que Pz

définie par :
Pz(z x 1) = Pi(z) xzx1, ze€ c*.

Pz(l X g) = ny X 1 x o.

est un homomorphisme admissible de W dans LHS qui ne se factorise a travers

aucun sous—groupe de Lévi propre. On note ?Z =7 ° Pz. Comme n—l(u + u‘) + ZLZ
est régulier , le théoréme est démontré dans la premiére étape pour PZ et ;Z. On

note # 1’espace de H~Z

et ﬁ: 1’opérateur involutif dans # ® V ® V défini par
¥

~

A(h@v@w)=AG .hewev ,hewn ,vywe V.
[ed ;Z

Notons “6 le caractére tordu par Aa de la représentation de G(R) dans # ® V ® V.

Alors on a
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(4-2-9) %a(g) = “9;2 (8) 0y(gax(@) » & € GR),_ .-

On fixe un sous-groupe compact maximal K de G(R) contenant Ta(R) et stable par
a. On note ﬂf le sous—espace des vecteurs K-finis de #. Soit Z(g)Ol la
sous—algébre des éléments fixés par a de Z(E). Alors pour tout caractére 7 de
Z(g)a , on note (wf ®eVe V)T le sous—espace de wf ® V® V dans lequel le noyau
de 7 (dans Z(E)a) opére de facon localement nilpotente. Alors ﬂf ® Ve Vest
somme finie de sous-espaces de cette forme , tous stables par K, 2 et Aa' Si on
note GOT le caractére tordu par la restriction de «u de (ﬂf ®Ve V)T , on a

% =3 GGT. On note 7_ le caractére de Z(E) (ou sa restriction a Z(g)a ) associé

T 4
a (u+ M, »out u*) via 1’isomorphisme _ . Alors il est bien connu que
g/
(ﬂf eVe V)r est isomorphe , en tant que (E , K) , a 1’espace des vecteurs
¥
K-finis de la représentation I . la démonstration de la proposition de [B-2]
¥
montre , qu’avec cet isomorphisme , la restriction de Ad a (ﬂf ®eVe V)T
¥
s’identifie avec Af. Donc
4
(4-2-10) (%o). =% .
T, ?

4

La représentation V définit un caractére (virtuel) V’ de H (ce résultat est
implicite dans ([S-1],4-4-1),voir aussi ([A-J],proposition 6-4)) de la facon
suivante. Les poids de T’ dans V’ sont les poids de T dans V qu’on transporte a
T’ via i(m’,n). Alors il est facile de voir que V’ existe et que si on se donne

deux tores T et T’ définis sur R respectivement dans G et H et

-1
i =i(h,s) : T° —— T, alors QV(Y) = OV,(i (v)) , pour tout v € T , ol Bv,

désigne le caractére de V’. On déduit alors du lemme (3-3-1) que

Liftg

. ..G ~
(0PZ 8y,)(g) = Lifty apz(g) 8,(ga(g)) , g € G(R)a-reg'

Utilisant la premiére étape de la démonstration du théoréme et (4-2-9) , on

obtient :
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[

(4-2-11) Liftfl ©,0,) = %.
y

On décompose @ 5 Gv, en somme de distributions vecteurs propres de Z(h). Soit e
¥

le caractére de Z(h) associé a u via 1’isomorphisme v Il est bien connu que

b/ty

(] 9V’)r = 8,. Compte tenu du lemme (3-2-1) et des formules (4-2-10) et

g2 vr, " O

(4-2-11) plus un argument standard , on déduit :

% |

14

Lift

=l

6? =
ce qui termine la démonstration du théoréme pour cette étape .

’
Troixieme étape: On ne fait plus aucune hypothése particuliére. On note Qr le

R

4

caractere du L-paquet de représentations de M’ associé a ¥ et © le caractére

Y3

~

tordu par (—1)n(°o)eM(T,q) AM(x~) de la représentation de M associée a ¥. Alors,

a ¥

=

f(“e)

compte tenu de (4-1-2) et utilisant les notations de 3-1 , on a a9~ =7
\4 M

- ’
(voir [B-1] ,%-7). De meme on a 9? = r:,(er ). Le théoréme découle alors des

s 3}

deux premiéres étapes et du lemme (3-1-1). Ceci termine la démonstration du
théoréme.
REMARQUE: Quand H = G , le théoréme (4-2-1) est une reformulation du résultat

principal de [ C ].

5-TRANSFERT D’ INTEGRALES ORBITALES DE FONCTIONS K-FINIES.

On reprend les notations de 2-3. On fixe K (resp. KH) un sous—groupe
compact maximal de E(R) (resp. H(R)). On note C:(E(R),K) 1’espace des fonclions
c”a support compact sur E(R) qui sont K-finies par translations a droite et a
gauche. La notation C:(H(R) ,KH) a la signification évidente. Le but de ce

paragraphe est de montrer :
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DéMONSTRAILQE: Ce théoréme découle de la proposition (2-4-1) , du théoreme
(4-2-1) et du théoréme de Paley-Wiener de [C-D]. Ce type d’argument a été
utilisé par L. Clozel pour la démonstration d’un résultat analogue dans le cas
de la L-indiscernabilité (voir [C-D] ,Appendice). Pour détailler 1’argument dans
la situation présente , nous commencons par introduire quelques notations. On
fixe T3 (j=1...r) un ensemble de représentants,a conjugaison prés sous H(R),des

tores maximaux définis sur R de H. On note M3 = MT’ et on fixe un sous—groupe
J

parabolique P3 de H défini sur R dont M; est une composante de ILévi; on note N3
le radical unipotent de P3 de sorte que P3 :M3 N;. Tout sous—groupe parabolique
cuspidal de H(R) est conjugué sous H(R) a 1’un des Pj(R). Rappelons qu’on a
identifié LM3 a4 un sous—groupe de LHS (voir 2-5). Un homomorphisme admissible ¥
de W dans Hﬂ} est dit discret si P(W) n’est inclus dans aucun sous—groupe
parabolique propre de LMf ; on dira que ¥ est une section discréte de LM{. A

J J
conjugaison pres par LH; , toute section de LHS se factorise a travers une
section discréte d’un unique LM& [ L ]. A chaque section ¥ de LHS on associe un
pseudo—L-paquet (on écrira PL-paquet) de représentations de H(R) de la facon

L

suivante. On prend une section discrete Yj de M3 dans la meme classe dec

’
conjugaison que ¥ , on note nrj le L-paquet de représentations de carré
J
intégrable modulo le centre de M;(R) et on note LIS IndM,
J J

H(R)

e1; 1e
RN’ (R S
(R) J( ) 5

PL-paquet associé & P est 1’ensemble des représentations de H(R) qui

(]
interviennent dans Ty - La classe de conjugaison sous (LM3) de ?J n’est pas
J

uniquement déterminée par ¥ ; un autre choix de PJ affectera les représentations

mais pas le PL-paquet. On notera 6, la somme des caractéres des membres du

m P

P.
J

PL-paquet associé & ¥. Pour 1’utilisation du théoréme de Paley-Wiener on aura
besoin d’une autre paramétrisation des PL-paquets . Si S est le groupe des
points réels d’un groupe algébrique connexe S défini sur R , on note S :°SAq sa

décomposition de Langlands ; A, est la composante neutre du groupe des points

S

réels du plus grand tore déployé dans le centre de S. Pour simplifier on notera
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A = A ,. .. Si ¥ est une section discréte de LM{ , on notera §_®A, le L-paquet
MJQR) J bl 4

de représentations de Ms(R) associé a ¥, ou 5? est une somme finie de

représentations de la série discrete de °M3(R) et A, est un quasi-caractere de

P

As. Si 6®A est la décomposition d’un L-paquet discret de M&(R) , on notera

Y(6,A) la section discrete de LM3 associée a ce L-paquet et @ le PL-paquet

5, A

associé a P(6,A). On regardera souvent A comme une forme linéaire sur la
complexifiée de 1’algebre de Lie de Aj.

Pour 1 < j < r , on choisit m’, € M’. tel que ad(m’).T” = T, et on note 0. =
J J Jd H J

oTs’ms. On fixe (TJ’"J) € ?H(G) avec Tj standard tel que GTJ’nJ = o.. Alors

1’application j(ms,nj): T; — Tj est définie sur R. On note M. = MT et on

J
fixe un sous-groupe parabolique PJ de G défini sur R dont MJ est une composante
de Lévi; on note NJ le radical unipotent de PJ de sorte que Pj = MJNJ' On
identifie , comme en 2-5 , LM‘j avec un sous—groupe de LG et donc Lﬁ. s’identifie
de fagon naturelle a un sous—-groupe de LE. L’ image de LM; par T est dans Iﬁ%

(voir 2-5). Si 6®8A est un L-paquet de Ms(R) , ;(S,A) = goP(é,A) est une section

Lﬁj. Le L—paquet de MJ(R) associé a ?(6,A) est une série principale tempérée

de
modulo torsion par un quasi-caractére du centre de M(R) ; nous allons décrire
ses parametres de Zelobenko en fonction de 6 et A. Pour alléger les notations
nous omettons 1’indice j . Soit t’ 1’algébre de Lie de T’(C). On décompose t’ en
somme de deux sous-espaces propres t’ et t’ correspondants aux valeurs propres
+1 de Ops 5 ainsi §’+ (resp. t’ ) s’identifie a la complexifiée de 1’algebre de
Lie de A’ (resp. T’(R) N °M’(R) ). Alors A s’identifie avec une forme linéaire

sur t’ qu’on regarde comme une forme linéaire sur t’ en la prolongeant par 0

+
sur t’ . De meme si Hg est le paramétre de harish-Chandra (relativement a
T'(R) N °M’(R) ) d’une composante de & on regarde Mg comme forme linéaire sur t’

nulle sur t’ . On décompose 1’algeébre de Lie t de T(C) de la meme facon. Alors

1’isomorphisme i(m’,n) induit un isomorphisme entre t’_ et t _. On transporte Hg
+ +

et A par cet isomorphisme sans changer les notations et on définit le caractére
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% T = )] H
X&,A de T(R) T(c) par

-1
exp(X) — e(ué tAtn '“*). Pour simplifier on note n l.u* simplement H,- Si

~

Ta (resp. Td) désigne la composante anisotrope (resp. déployée ) de T, ona

m

t et

T(R) = Ta(R)Td(R)o ; tout élément de Ta(R) est de la forme exp(X),X

X = -X , et tout elément de Td(R) est de la forme exp(Y) , Ye t et Y

Y. Donc

la restriction de ;6 A respectivement a Ta(R) et Td(R) est:
3

exp(X) e(2146 tH, T Op K, ) (X)

exp(Y) — e(2A * H, + Op-H, )(Y)

Le L-paquet de M(R) associé a P(6,A) est la série principale de paramétres de

.u*) , on la note HM . On écrit

Zelobenko (2u5 + u, o 5,

THe 2A + Ky * 9

o-eom e X b

M s o - . .
t ° t -
5,7 5,7 5, est la restriction a °M(R) et A est un quasi-caractere

de A . Alors on voit facilement que °H§ est la série principale unitaire de
3

M(R) A

parame tres (2u6 tuo- oT.u‘,O) et A est le quasi-caractére:

+ . - . ~ .-
exp(Y) — e(ZA TRt 9 ”t). Donc ces representations sont réalisées dans un

espace fixe ne dépendant pas de A. On note H6 A Ind G(R) Hg ®l. Ces
? M(R)N(R)

représentations sont alors réalisées dans un espace fixe ne dépendant pas de A.

11 est clair que 1’opérateur , défini en 4-2 , qui entrelace II

Q.
5,A et ”S,A pour

les A tels que A est unitaire ne dépend pas de A ; on le note A&'
On va montrer que la fonction F: (6,A) — tr(ﬂs,A(f)oA ) vérifie les
hypothéses (i),(ii) et (iii) du théoréme A-1 de 1’appendice de [C-D].
L’hypothése (ii) dit que,pour 6§ fixé , la fonction: A —— F(86,A) appartient a

1’espace de Paley-Wiener de t : ; ceci découle aisément de la description

ci-dessus de F et du fait que si m est une représentation unitaire de °M(R) et

si I(v) = Ind G(f) newel ,ou v est un quasi-caractére de A_ ,alors les
M(R)N(R) M(R)

coefficients de I(f) sont ,comme fonctions de v , dans 1’espace de Paley-Wiener

de la complxifiée de 1’algébre de Lie de A (voir,par exemple, [C-D] ,2-1).
M(R)
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Pour 1’hypothése (iii) on doit vérifier que si w € Q(H(R),A’) alors F(6,A) =

F(w.6,w.A). Fixons 6. Les PL-paquets @ et

5, A nw.é,w.A coincident pour tout A.

Pour les A tels que A est unitaire , on a d’aprés le theoréeme 4-2 :

tr(lly ,(£)oAg) = 85 ,(fy)

6,A( H
trl, 5,0.a(00h, 6) = 85, 2Ty

ou fH est la fonction associée a f par la proposition (2-4-1) ; donc pour ces A
on a F(6,A) = F(w.6,w.A) et par analycité de F(86 ,.) on déduit 1’égalité pour
tout A. Il nous reste a vérifier 1’hypothese (i), c’est a dire qu’il n’existe
qu’un nombre fini de 6 tels que F(6,A) est non nulle. Comme f est K-finie , il

existe un nombre fini de représentations de K telles que si I ne contient pas

6,A

1’une d’elles on a H& A(f) = 0. Il est clair qu’on peut supposer que.Ta(R) est
,

inclus dans K. D’aprés la réciprocité de Frobenius, pour que Hé A contienne une
’

représentation de K il faut et il suffit que 2“6 tu, - Op-Hy soit un poids de

cette représentation. Donc il n’y a qu’un nombre fini de Hg tels que

H&,A(f) # 0. Comme °M’(R) a un nombre fini de composantes connexes, il n’y a
qu’un nombre fini de & ayant le meme paramétre de Harish-Chandra. Donc F vérifie
les hypothéses du théoréeme A-1 de [C-D]. Il existe,alors, d’aprés ce théoreme,

fﬁ € C:(H(R),KH) telle que F(6,A) = 6 fé). Donc,d’apres le théoreme (4-2-1),

S,A(

e, (f

» - fﬁ) = 0 pour toute section ¥ de LHS telle que ¥ est bornée. Pour ces

H

sections, il existe un quasi-caractére x de H(R) tel que 6 ‘xﬁlest tempérée.

Y

Donc pour tout P bornée on a @P(xf - xfﬁ) = 0. Donc ,d’apres le lemme 5-3 de

H

[S-4], les intégrales orbitales stables de fo et xfﬁ sur les éléments réguliers
de H(R) coincident et donc aussi celles de fH et fﬁ. Ceci termine la

démonstration du théoreme.
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